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Capitulo 1

Introduccion

En el drea de los sistemas dindamicos, la comprensién de los fenémenos
de atraccién global es clave para el andlisis y la predicciéon del comporta-
miento a largo plazo de un sistema. Desde la década del 60’, el estudio de
sistemas dindmicos discretos ha ganado una atencién considerable debido
a su capacidad para modelar una amplia gama de fenémenos complejos
en diversas dreas del conocimiento [41].

La nocién de atractor global en sistemas dinamicos hace referencia a
la existencia de un conjunto compacto invariante que atrae a todas las
trayectorias a futuro del sistema [6]. A lo largo de las décadas, se han
desarrollado diversas técnicas y herramientas para analizar y caracteri-
zar la existencia de un atractor global de un sistema dindmico, lo que ha
llevado a importantes avances tedricos y aplicaciones en numerosos cam-
pos [4,29,33].

En esta tesis doctoral, nos enfocaremos en explorar y analizar princi-
palmente dos aspectos relacionados con la dindmica de atraccién global
en sistemas dindmicos discretos.

Por una parte en el Capitulo 2 consideraremos un homeomorfismo de
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IR™ con la propiedad del sombreado topolégico y con un atractor global. A
lo largo del capitulo veremos cémo interacttia la propiedad del sombreado
con el atractor. Obtendremos como resultado principal de este capitulo el

siguiente

Teorema 1.1. Sea f : R" — R™, m > 2, un homeomorfismo con la propiedad
del sombreado topoldgico tal que K C IR™ es atractor global . Entonces K se

reduce a un punto.

En el caso m = 1 bajo las hipdtesis del teorema anterior no se puede
concluir que el atractor sea trivial. Esto lo desarrollaremos al principio del
Capitulo 2.

sPor qué nos interesa el sombreado? La propiedad del sombreado de
pseudo Orbitas es introducida en los trabajos de Anosov y Bowen [3,7] y re-
sulta ser un concepto fundamental en el estudio de los sistemas dindmicos.
La idea es que si un sistema dinamico tiene esta propiedad, entonces hay
una correspondencia entre trayectorias exactas y trayectorias aproximadas
o perturbadas. Si un sistema tiene esta propiedad entonces la drbita apro-
ximada (o pseudo 6rbita) puede ser “sombreada” por una érbita verdadera
del sistema. Esto garantiza la robustez de las propiedades dindmicas fren-
te a pequefias perturbaciones. Sea X un espacio métrico, consideremos el
sistema dindamico discreto generado por f : X — X. Dado un punto x € X,
una Orbita es una sucesioén {x,},cz tal que x,,.; = f(x,,). En muchas ocasio-
nes es muy complicado determinar con precision f(x) y lo que se hace es
aproximar su valor. Considerar esta “érbita” aproximada, controlando el
margen de error en cada etapa es lo que recibe el nombre de pseudo 6rbita.

;Qué dindmicas tienen la propiedad del sombreado? Por ejemplo, el
Lema del sombreado [31] logra describir el comportamiento de las pseudo

Orbitas cerca de un conjunto hiperbélico. A grandes rasgos, si A es un con-
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junto hiperboélico de un difeomorfismo f, en un entorno suficientemente
pequefio de A, todas las pseudo érbitas son sombreadas por una 6rbita
que esta en A. Los conjuntos hiperbodlicos son caracterizados por la ex-
pansién y contraccion en direcciones transversales en el espacio de fases.
Un ejemplo paradigmaético de un sistema hiperbdlico es un Anosov lineal
en el toro, como por ejemplo el mapa f(x,) = (2x+y,x+y) méd Z? donde

el conjunto hiperbélico es todo T2, con lo que este tiene sombreado.

Ademas en IR™, los sistemas lineales con valores propios de médulo di-
ferente de 1 tienen sombreado, invitamos al lector a ver el Apéndice A pa-
ra profundizar en esto. Resulta de interés determinar qué condiciones son
suficientes para que un sistema tenga sombreado; de ese modo, la simula-
cién numérica del sistema tendra un correlato fiel con el comportamiento

tedrico del mismo.

En términos generales se puede considerar que en cada iteracién se co-
mete un error entre lo que se mide u observa y la trayectoria real. A medida
que el sistema evoluciona en el tiempo puede suceder que la acumulacién
de los errores de cada iterado haga que el comportamiento “teérico” y el
comportamiento “numérico” sean totalmente distintos. Si tenemos cierto
control del error que se puede cometer, por ejemplo, estar a menos de un
numero o > 0, entonces la érbita numérica se llamard 6-pseudo 6rbita.
La idea es que el sistema tendra la propiedad del sombreado de pseudo
6rbitas si, independientemente de la acumulacién de errores que se ten-
ga en cada etapa, (estos errores son infinitos) el comportamiento numéri-
co es “cercano” al comportamiento teérico. Veamos en concreto las defi-
niciones de estos conceptos. Sea (X,d) un espacio métricoy f : X — X
un mapa. Dado 6 > 0, una 9-pseudo orbita es una sucesién {x,},cz que

verifica d(f(x,),x,41) < 6. Se dice que una sucesiéon {x,},cz C X, es e-
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sombreada por una oérbita {y,},cz si d(v,,x,) < € para todo n € Z. Se di-
ce que f tiene la propiedad del sombreado meétrico si dado € > 0, existe
0 > 0, tal que cualquier o-pseudo Orbita es e-sombreada por una 6rbita.
En este caso el error cometido en la medicién al considerar una pseudo
6rbita es como maximo un numero fijo 0 > 0 y el grado de cercania en-
tre 6rbita y pseudo drbita es también un nimero fijo € > 0. Por otro la-
do, si consideramos que el error cometido por una pseudo-6érbita puede
cambiar dependiendo de la ubicacién del punto en el espacio, podemos
pensar en este error como una funcién continua que depende del pun-
to. Denotemos C*(X) = {a : X —> R", a es continua}. Sea 6 € C*(X), una
o-pseudo drbita se puede plantear como una sucesion {x,},cz que veri-
fica que d(f(x;,), x,11) < O(f(x,)). Asimismo, se puede considerar que el
grado de cercania entre una pseudo Orbita y una érbita también depen-
da de la posicién, con lo que si € € C*(X), una pseudo 6rbita {x,},cz sera
e-sombreada si existe una 6rbita {y,},cz que cumple d(x,,y,) < €(x,). Un
homeomorfismo tiene la propiedad del sombreado topolégico si para cual-
quier funcién e existe una funcién o tal que toda o-pseudo orbita es €
sombreada. En el caso en que el espacio métrico X es compacto, ambas
definiciones son equivalentes. En el contexto de espacios no compactos no
son equivalentes; desarrollaremos este tema en el Apéndice A.2. Como co-
mentario a considerar y de manera informal, en terminos fisicos podemos
pensar que el o-error cometido al considerar pseudo 6rbitas cuando ¢ es
constante estd asociado al error absoluto en la medicién mientras que si 6
es una funcién que depende del punto, a medida que se consideran pun-
tos cada vez mads lejanos, la funcién 6 puede tomar valores mas cercanos a
cero, en este sentido esto puede tener un vinculo con el error relativo de la

medicidn.
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La propiedad del sombreado topolégico entonces generaliza la propie-
dad del sombreado métrico de un espacio compacto a un espacio no com-
pacto. Como antecedentes de lo que vamos a desarrollar en el Capitulo 2
existen varios trabajos donde se estudia la propiedad del sombreado to-
polégico junto con la expansividad topolédgica para el caso de homeomor-
fismos [17,18,20,35]. En el Apéndice B desarrollaremos algunos de estos
resultados con el fin de que el lector tenga un panorama de las técnicas
y formas de pensar que se han utilizado hasta el momento. En el contex-
to de la presente tesis donde estudiaremos dindmicas de atraccién global
prescindiremos de la hipétesis de expansividad y nos focalizaremos en es-

tudiar de qué manera interactiia el sombreado con el atractor.

En el inicio del Capitulo 2 definiremos el concepto de atractor global
y a mostraremos que la existencia de un atractor global estable para el
caso de un homeomorfismo f : R” — R", con m > 2, implica que este
es conexo con borde conexo. En lo que resta del capitulo desarrollaremos

todo lo necesario para probar el Teorema 1.1.

El Capitulo 3 trata sobre condiciones suficientes para garantizar dinami-
cas de atraccién global. Haremos un raconto histérico del problema co-
menzando en el contexto de ecuaciones diferenciales con lo que inicial-

mente fue una conjetura planteada por Markus y Yamabe [37].

El problema de Markus-Yamabe surge en el contexto de la estabilidad
global de sistemas dinamicos no lineales. Propuesto inicialmente en 1960,
el problema plantea condiciones bajo las cuales el iinico punto de equili-
brio de una ecuacién diferencial auténoma x” = F(x) en R es globalmente
asintdticamente estable. Supongamos que x; es un punto de equilibrio. Si
Dp(xg) tiene todos sus valores propios con parte real negativa, entonces

Xo es un atractor local debido al Teorema de Hartman-Grobman, es decir
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existe un entorno de x tal que toda solucién ¢(¢,x) con condicién inicial
¢(0,x) = x estd definida y ¢(t,x) — x( si t — +oo. A partir de esto Markus
y Yamabe se preguntan qué condiciones hay que pedir a F para asegurar
la atraccién gobal del punto de equilibrio. Especificamente, ;es suficiente
que la matriz Jacobiana Dg(x) tenga todos los valores propios con parte
real negativa para que el punto de equilibrio sea globalmente asintética-

mente estable?

En dimensién m = 1, la pregunta tiene respuesta afirmativa y la prueba
es una simple aplicacién del retrato de fases. En dimensién m = 2 pasaron
mas de 30 afios hasta lograr llegar a una respuesta. De forma indepen-
diente C. Gutierrez [27] y R. Fessler [22] en 1993 probaron que la pregun-
ta tiene respuesta afirmativa. Para ello, se muestra que la condicién esta

relacionada con la inyectividad del mapa.

Teorema: Sea p € [0,+c0) y X : R? — R? un mapa de clase C' tal que para
todo q € R? el determinante de Dx(q) es positivo y ademas para todo p € R? tal
que |p| > p, todos los valores propios de Dx(p) tiene parte real negativa o cero.

Entonces X es inyectivo.

En [38] Olech muestra que en el plano, la inyectividad del campo es
equivalente a probar que el origen es atractor global del sistema, por lo

que con esto se logra dar repuesta a la pregunta.

En dimensién m > 4, J. Bernat y J. Llibre [5] muestran que hay un
sistema cumpliendo la hipétesis del problema con una 6rbita periddica.
En [26] se modifica este ejemplo para que toda drbita esté acotada y por
tanto las soluciones quedan definidas para todo ¢t > 0. Analizaremos en
detalle este ejemplo en la Seccién 3.2.3. En dimensién m = 3, Cima et al.
muestran un ejemplo polinomial de un campo que cumple la hipétesis del

problema con érbitas que escapan a infinito. Como resumen, el problema
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de Markus-Yamabe tiene respuesta afirmativa en dimensién 1 y 2 y tiene
respuesta negativa en dimensién mayor o igual a 3.

La contraparte en el contexto de dindmica discreta se presenta como
el problema de LaSalle [34], donde se plantea la pregunta de si un ma-
pa de clase C! cuyo diferencial tiene valores propios con médulo menor
que 1 en todo punto cumple que tiene una dindmica de atracciéon global.
En los Preliminares del Capitulo 3 daremos un estado del arte del pro-
blema. Veremos que hay ciertas familias de ejemplos que tienen respuesta

afirmativa al problema.
= Las familias de mapas ¢ : R? — IR? que son el tiempo 1 de flujos.

» Las familias de mapas triangulares en IR™, esto es, mapas de la forma
fxux0,0xm) = (flx), falxr,x2), 0 f (X1, X2, X))

» La familia de mapas polinomiales del plano.

Por otro lado, recordaremos un contraejemplo en el plano propuesto
por Szlenk [11], donde existe una drbita periddica y ademds hay orbitas
que escapan a infinito. Esto implica que el comportamiento del problema
de LaSalle sobre atraccién global en dimensién 2, al estilo de la condicién
de Markus-Yamabe es distinto. El problema de LaSalle solo tiene respuesta
afirmativa en dimensién 1. De todas maneras puede ser de interés buscar
nuevas familias de ejemplos con respuesta afirmativa al problema. Otra
estrategia es agregar condiciones al mapa en cuestién para asi garantizar
una dindmica de atraccién global. Para comodidad del lector, varios de los
conceptos antes mencionados serdn desarrollados en la Seccién 3.1.

En el Capitulo 3 entonces presentaremos condiciones suficientes para

que un mapa en R” tenga un punto atractor global. No trabajaremos a
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partir del problema de LaSalle, sino que partiremos de ciertos mapas que
tienen atraccién global y determinaremos una manera de perturbarlos pa-
ra que los mapas cercanos sigan teniendo dindmica de atraccién global.

Los resultados principales del Capitulo 3 son los siguientes:

Teorema 1.2. Sea f : R" — R" un mapa con sombreado métrico y con un
punto py atractor global. Para todo a > 0, existe 6 > 0 tal que todo mapa g que

satisface:
m Existe qq € IR™ atractor local de g,

» pr€B(qq,2a) C By, donde B,, es la cuenca de atraccion de qq respecto a

q.
= llg-fli<o.
Entones qq es atractor global para g.

Si se quita la hipdtesis de que el mapa tenga la propiedad del sombrea-
do métrico se obtiene un resultado similar pero ahora el grado de cercania
entre ambos mapas queda en funcién de la posicién del punto en el espa-

cio.

Teorema 1.3. Sea f : R" — IR" un mapa con un punto py atractor global. Para

todo a > 0, existe 6 € C*(IR™) tal que todo mapa g que satisface:
» Existe g, € R" atractor local de g.
» pr€B(g,2a)C Bg, donde Bg es la cuenca de atraccion de q respecto a g.
= d(g(x), f(x)) <o(f(x)).

Entones q es atractor global para g.
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Un paso importante para la prueba de este resultado es el Teorema 3.12
donde se prueba que si un mapa tiene un punto fijo atractor global estable,
entonces tiene sombreado topoldgico. En el caso de un homeomorfismo
con un punto fijo atractor global estable, por [30, 32] es conjugado a una
homotecia. En [15] se muestra que una homotecia tiene expansividad y
sombreado topolégico. Por tanto el Teorema 3.12 es una generalizacién de

este resultado.

En la Seccién 3.2.2 mostraremos cémo se pueden obtener nuevos ejem-
plos de mapas que tienen respuesta afirmativa al problema de LaSalle a
partir del Teorema 1.2, especificamente en el Ejemplo 3.15 estudiaremos
condiciones suficientes que debe cumplir un mapa del plano de la forma
H(x,y) = A(x,v)+G(x,y) donde A es un lineal y G(x,v) = (£1(v), g2(x)) fuera

de una bola del origen para garantizar una dindmica de atraccién global.

Por otro lado, mostraremos que la hipé6tesis del problema de LaSalle,
es decir, pedir que p(J¢(x)) <1 para todo x € R", estd lejos de ser necesaria
para que se presente una dindmica de atraccién global, pues en el ejemplo
3.16 daremos a conocer un mapa con dindmica de atracciéon global donde

el radio espectral no esta acotado.

Siguiendo la linea de la busqueda de condiciones suficientes para ga-
rantizar dindmicas de atraccién global, Rus en [40] plantea una condicién
mas fuerte del problema de LaSalle. Este pide que p(J¢«(x)) <1 para todo
x € R™ y todo n € IN. Esto se fundamenta en que por un lado, la familia de
ejemplos que tienen respuesta afirmativa al problema cumplen esta con-
dicién y por otro, algunos contraejemplos conocidos (como el de Szlenk)

no la cumplen.

En la Seccién 3.2.3 daremos una respuesta a la Conjetura de Rus pa-

ra dimensién m > 4. Para ello, tomaremos el campo presentado por Cas-
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taneda en [26], que es una modificaciéon del campo propuesto por Bernat y
Llibre y consideraremos su flujo a tiempo 1. Veremos cdmo el tiempo 1 del
flujo es un contraejemplo de esta conjetura. En dimensién 2 si ademas pe-
dimos que el infinito sea repulsor veremos que la hipétesis de Rus implica

la no existencia de puntos periédicos.

En el Cuadro 1.1 mostramos una tabla de los distintos problemas y
lo que se sabe de ellos, cabe observar que si se tiene un contraejemplo
para una dimensién determinada, se tiene un contraejemplo para cual-
quier dimensién mayor que esta. La idea es la siguiente, supongamos que
f : R — IR™ es un contraejemplo en cierta dimensién m. Si toma-
mos m > m, entonces en las primeras m, coordenadas tomamos f y en
las restantes coordenadas tomamos un multiplo de la identidad que se
encuentre en las condiciones del problema, es decir, podemos considerar
f:R"™ > R™ tal que f = f x AId donde: A < 0 en el caso del problema
de Markus-Yamabe o |A| < 1 en el caso del problema de LaSalle. De esta
forma como las primeras m, coordenadas son invariantes, en ambos con-

textos tenemos una 6rbita que no tiende al punto fijo.

Dim/ Problema M-Y (SDC) LS (SDD) | Rus(SDD)
m=2 V (Gutierrez-Fessler) | F (Szlenk) &?
m=3 F (Cima et al.) F &?
m>4 F (Bernat-Llibre) F F (esta tesis)

Cuadro 1.1: Respuestas a los diferentes problemas sobre atraccion global con
condiciones del estilo Markus-Yamabe.
En esta figura SDC significa sistema dindmico continuo, SDD significa sistema

dindmico discreto, V significa verdadero y F significa falso.
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Esta memoria tiene preparado en estado de preprint el articulo [16] co-
rrespondiente al Capitulo 2. Este capitulo se basa en trabajos previos del
autor en colaboracién con Groisman y Xavier [17,18]. Ademds se encuen-
tra en preparacion otro articulo titulado A sufficient condition for dynamics
of global attraction and some consequences on the LaSalle problem basado en
el capitulo 3 de esta memoria.

En resumen, el hilo conductor de los dos capitulos principales es el es-
tudio de dindmicas con un atractor global. Esta tesis representa un esfuer-
zo por profundizar en la comprensiéon de la atraccion global de sistemas
dindmicos discretos en R” desde dos abordajes distintos, por un lado se
determina la topologia de una atractor global de un homeomorfismo con
sombreado topoldgico. Por otro se plantean ciertos criterios para que un
mapa tenga un punto fijo atractor global estable. Esperamos que el trabajo
contribuya al avance de este campo y sirva como punto de partida para

futuras investigaciones y aplicaciones en esta area.
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Capitulo 2

Topologia de atractores globales
para homeomorfismos con

sombreado topologico en R™.

El resultado principal de este capitulo ya lo mencionamos en la Intro-
duccién pero lo recordamos nuevamente aqui.

Teorema 1.1 Sea f : R™ — R"™, m > 2, un homeomorfismo con la propiedad
del sombreado topologico tal que K C IR™ es atractor global. Entonces K es
trivial.

En el caso unidimiensional curiosamente el resultado no es cierto. El
Lema 2.9 nos dira que si f : R” — R” es un homeomorfismo y K c R"”
es un atractor global, entonces K es conexo. En el caso de IR, los conexos
son los intervalos por lo que K es un intervalo. Si K no es trivial, es de-
cir, si no se reduce a un punto, se tiene que JK no es conexo y aqui se
encontrara la diferencia respecto a dimensiones mas altas. En [39] se da
una caracterizaciéon de los homeomorfismos con sombreado en el inter-

valo. Recordar que en R los homeomorfismos son o bien funciones con-
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tinuas montétonas crecientes o bien funciones continuas mondtonas de-
crecientes. Sea f : [0,1] — [0,1] continua, monétona creciente, se define
el conjunto F como el conjunto de puntos fijos de f interiores al [0, 1].
Ademas se define el conjunto C = {x € F : paratodoe > 0, existeny,z e
(x—€,x+e€) tales que f(z) >zy f(y) <p}. Enunciamos aqui el teorema para

comodidad del lector.

Teorema 2.1 ( [39]). Sea f una funcion continua, creciente en el intervalo

[0,1]. Se cumple que f tiene la propiedad del sombreado si y sélo si F =C.

K

—Q

172

<0

Figura 2.1: En rojo se muestra un atractor global no trivial para un homeomor-
fismo en R. En el intervalo [1,+00) f es invariante y el 1 atrae a todos los puntos
en (1,4+c0). Se tiene un comportamiento analogo en el intervalo (—oco0,0] donde 0

es atractor de todos los puntos en (—o0,0).

En nuestro caso como K es atractor global, podemos considerar que los
puntos del borde son atractores locales. Sea f : R — R tal que Fix(f) =
{0,1/2,1}, tanto 0 como 1 son atractores y 1/2 es repulsor (ver Figura 2.1).
Ademads en (—o0,0] f es una homotecia de razén 1/2 y centro 0y en [1,+00)
f es una homotecia de razén 1/2 y centro 1. En K = [0,1] el punto 1/2
es repulsor y K tiene sombreado por el Teorema 2.1, ademds es atractor
global y no es trivial (ver Figura 2.1). En (—c0,0] y en [1,+00) f es una
homotecia y por tanto tiene sombreado topolégico (ver la Proposicién A.9
del Apéndice A). Esto implica que f tiene sombreado en R, K es atractor

global y no es trivial.
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Es muy interesante ver como interactia la propiedad del sombreado
con la topologia del atractor cuando éste es global. Aqui desarrollaremos
y profundizaremos en esta linea. Un resultado clave en el camino para
probar que el atractor global es trivial serd el Lema 2.19 donde mostrare-
mos la existencia de una funcién € : R” — R" de forma que ciertas 6rbitas
de f son € separadas a pasado.

En lo que viene a continuacién presentaremos ciertos resultados refe-
ridos a los conceptos que aparecen en el enunciado del teorema principal
de este capitulo. Dejaremos el Apéndice A para presentar el sombreado
métrico y topolégico para mapas lineales hiperboélicos. Por tultimo en el
Apéndice B mostraremos algunos resultados sobre homeomorfismos con
sombreado y expansividad topoldgica. Invitamos al lector a visitar estos

apéndices si surge el interes de profundizar en estos conceptos.

2.1. Preliminares

En esta seccién desarrollaremos los conceptos necesarios que utilizare-
mos a lo largo del capitulo.

Sea (X,d) un espacio métricoy f : X — X un mapa continuo, se con-
sidera el sistema dindmico generado al iterar f, es decir x,,,1 = f(x,). Se
define la érbita futura de un punto x como el conjunto O*(x) = {f"(x)},>0-
Se dice que un punto x € X es no errante si para todo entorno U de x, existe
n> 0 tal que f*(U)NU = 0. Se denota C)(f) al conjunto de los puntos no

errantes de f. Se define el conjunto w-limite de x como
w(x) ={y € X : existe n; — +oo tal que f"(x) - y}.

Si f es un homeomorfismo, se puede considerar la 6rbita de un punto

como el conjunto O(x) = {f"(x)},,ez- En este caso se define el conjunto a-
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limite de x como
a(x) ={y € X : existe n; — +oo tal que f " (x) — p}.

Notar que es de interés estudiar la dindmica de los puntos no errantes,
estos son los puntos que generan en cierta medida una dindmica rica. En
el caso de una dindmica de atraccién global, la idea intuitiva es que existe
un conjunto compacto K que atrae de cierta manera los puntos del com-
plemento de K (ver Definicién 2.6). Por lo que estos puntos seran errantes;
para cada x € K¢ existe un entorno U, tal que f"(U,) N U, = 0 para todo
n > 0. Los puntos que tienen posibilidad de ser no errantes son los del
atractor.

Sean f,g: X — X mapas continuos. Definimos la distancia C° entre f

y g como

d(f,g) =sup{d(f(x),g(x))},

xeX

siempre que este supremo exista. Si consideramos X = R como espacio
vectorial normado, este tiene una métrica inducida por la norma que se
define como d(x,y) = ||x — p||. Sea (R™,]|-]|) y A € M,,(R), donde M,,(IR)
denota el espacio de matrices reales de tamafio m x m, se define la nor-
ma matricial inducida por la norma de R” como ||A|| = SUP||x||:1{||Ax||}- Se

define ademas el radio espectral de la matriz A como
p(A) :=max{|A;|: A; es un valor propio de A}.

Sea 6 € C*(X), una o-pseudo drbita de f es una sucesion {x,},cz que
cumple d(f(x,),x,41) < 0(f(x,,)), para cada n € Z. Esto significa que el o-
error cometido depende continuamente de la posicién de f(x,). Sea € €
C*(X), una o-pseudo orbita {x,},cz es e-sombreada si existe una 6rbita

Wulnez tal que d(v,, x,) < €(x,) para cada n € Z.
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Figura 2.2: {x,},cz es una o-pseudo orbita donde 6 depende de la posicién de

f(xn)-

Definicién 2.2 (Sombreado topoldgico). Un mapa f : X — X tiene la pro-
piedad del sombreado topoldgico si dado € € C*(X), existe 6 € C*(X) tal que

toda 6-pseudo oOrbita es e-sombreada.

Figura 2.3: {x,},en es e-sombreada por {f"(y)},en-
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La definicién topoldgica de sombreado tiene la ventaja de que en es-
pacios no compactos es invariante por conjugaciones, mientras que la de-
finiciébn métrica no lo es. Para probar esto necesitamos unos resultados
previos.

Sea X un espacio topolégico, f : X — IR se dice que es semi-continua in-
feriormente [respectivamente semi-continua superiormente] en x € X si para
cualquier € > 0, existe U entorno de x tal que para cualquier y € U, se
cumple que f(y) > f(x)— € [respectivamente f(y) < f(x)+€]. Se dice que f
es semi-continua inferiormente [respectivamente semi-continua superior-

mente] si lo es para todo x € X.

Lema 2.3 (Dowker). Sea X un espacio topolégico paracompacto. Sean a : X —
R semi-continua inferiormente y y : X — R semi-continua superiormente tales
que a(x) > y(x) para todo x € X. Entonces existe f : X — R continua tal que

a(x)> B(x) > y(x) para todo x € X.

Para una prueba de este resultado se sugiere ver [28]. El siguiente resul-
tado da una caracterizacién de la continuidad de una funcién en términos
de € y 0 como funciones continuas en C*(Y) y C*(X) respectivamente, es
decir, a grandes rasgos es de esperar que si al variar y € Y, el €, asociado

varia poco, entonces el 0, correspondiente también va a variar poco.

Lema 2.4. [35] Sean (X,d) y (Y,d’) dos espacios métricos. Una funcion f :
X — Y es continua si y solo si para cualquier € € C*(Y), existe 6 € C*(X) tal

que si d(x,y) < 0(x) (x,y € X), entonces d’(f (x), f(v)) < e(f(x)).
Demostracion. Dado € € C*(X), definimos un mapa f: X — (0, 00) como
B(x)=sup{r>0: f(B(x,r)) C B(f(x),A) para algin 0 < A < e(f(x))}.

Afirmamos que 8 es semi-continua inferiormente. Si esto no fuera cierto,

existiria xy € X y €9 > 0 tal que para cada n € IN, existe x, € X tal que
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d(x,x,) < 1/n pero f(x,) < B(xy) — €9. Tomemos ny > 0 tal que d(x,,xg) <
€o/3 para todo n > ny. Con esto si d(x,,v) < B(x,)+€y/3, entonces d(y, xg) <

B(xg) —€o/3. En efecto,
d(,x0) < d(y,x,) +d(x,,x0) < B(xy) + €0/3 + €0/3 < B(xg) —€0/3.

Sea 0 < A < e(f(xg)) tal que f(B(xq, B(xg) —€0/3)) C B(f(xp), A). Sea a =

€(f(xg))— A. Como f y € son continuas, existe m > n, tal que

d’(f(xo), f(xm)) <a/2 'y le(f(xo)) - €(f (xm)) < a/2.

Sea y € B(x,, B(x,,) + €9/3), entonces y € B(xg, f(xg) — €9/3). Por tanto, se

tiene que d'(f(v), f(xg)) < A. Ademads

d’(f(p), f(xm)) < d'(f (), f(x0)) + d"(f (x0), f (xm)) < €(f (x0)) — a/2.

Notar que A < e(f(xg)) —a/2 < e(f(x,,)). Al aplicar la definicién de § en
X, encontramos entonces que f(x,,) no es el supremo de los r > 0 que
cumplen la condicién. Absurdo. Esto muestra que f es semi-continua in-
feriormente. Por el Lema 2.3, existe 6 € C*(X) tal que 0 < o(x) < (x) para
todo x € X. Entonces si d(x,y) < d(x), se tiene que d(f(x), f(v)) <e(f(x)).
Reciprocamente, para cualquier x5 € X y €9 > 0, existe 0 € C*(X) co-
rrespondiente a €(y) = € para todo y € Y. Por tanto si d(xp,v) < 0(xp),
se cumple que d’(f(xg), f(v)) < €(f(xg)) = €p. Como x es arbitrario, f es

continua. .

Esto nos permite mostrar que la propiedad del sombreado topolégico

es invariante por conjugaciones.

Proposicion 2.5. [35] Sean (X,d) y (Y,d’) espacios métricos, f : X —» X y
¢:Y — Y homeomorfismos conjugados por h: X — Y, es decir g =ho f oh™L.
Se cumple que f tiene la propiedad del sombreado topoldgico si y sdlo si g tiene

la propiedad del sombreado topoldgico.
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Demostracion. Vamos a probar el directo. Notar que g" = ho f" o h™!. Pa-
ra cada €’ € C*(Y), tomamos € € C*(X) tal que si d(x,y) < e(x), enton-
ces d’(h(x),h(y)) < €’(h(x)). Sea 0 € C*(X) correspondiente a € del som-
breado topolédgico para f, y sea o' € C*(Y) tal que si d’(x,y) < d'(x) en-
tonces d(h~1(x),h 1 (y)) < 8(h~1(x)). Tomemos {x,},cz una &’-pseudo 6rbi-
ta de g. Entonces {h™'(x,)},cz es una 6-pseudo 6rbita de f. En efecto,

d/(g(xn)l xn+l) < 5,(f(xn)) implica que
d(h™ (g (), ™ (1)) = d(F (B (x)), B (x00)) < O(F (B (%)

para cada n € Z. Por el sombreado de f, existe x € X tal que

d(f™(x), b~ (x,)) < e(f"(x))

para cada n € Z. Obtenemos entonces que

d'(ho f"(x),ho b~ (x,)) = d(g" (h(x)), x,) < e(g" (h(x)))
[
=e(hf"(x))
para cada n € Z. Por tanto g tiene la propiedad del sombreado topolégico.

Presentemos ahora el concepto de atractor que usaremos a lo largo de
este trabajo. El objetivo de esta parte es mostrar que si un homeomorfismo
en IR tiene un atractor global, entonces este es conexo, ademas si m > 2 el
borde también lo es.

Sea A C IR™, se denota A a la clausura de A. Sea K ¢ R™ un conjunto, se

dice que K es f-invariante, o simplemente invariante si f(K) C K.

Definicién 2.6. Sea f : R"™ — R" un homeomorfismo y K C R™ compacto no

vacio. Decimos que K es atractor si existe U entorno abierto y acotado de K tal

que K cU; f(U)c UyK:ﬂf”(U).

n>0
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Se define la cuenca de atraccion de K como el conjunto B =, 5o f "(U).
Se dice que K es atractor global estable si es atractor estable y ademas se cumple
que la cuenca de atraccion es R™.

Si K es atractor global y existe p tal que K = {p}, entonces se dice que el

atractor global es trivial.

Notar que si K es atractor, entonces K es invariante pues si x € K, se
tiene que x € f*(U) para todo n > 0, por lo que f(x) € f"*}(U) para todo
n>1, como f(U)C U entonces f(x) € K. Ademas JK es compacto pues K
lo es.

Si K es atractor global para un homeomorfismo f : R — RR", por la
Definicién 2.6 existe U abierto tal que f(U) C U, entonces se tiene que
f”Jrl ) C f™(U) para todo n > 0, por lo que {f"(U)},en €s una sucesién
decreciente de conjuntos. Llamamos Ay = U \K y A, = f~*(U) \ f "
para n > 1. De esta forma logramos escribir R” como R" = ( B An) UK
y esta unién es disjunta.

A partir de la definicién de atractor para K, tomando el abierto U, da-
do € > 0 existe ng tal que f"0(U) C B(K,€), donde B(K, €) = ,cx B(x,€). En
efecto, como U es acotado se tiene que U es compacto. Para cada x € 9]
existe n, tal que f"<(x) € B(K, €). Tomamos #n, el primer natural que cum-
ple esto. Esta propiedad es abierta por la continuidad de f, es decir, existe
V, entorno de x tal que f™:(y) € B(K, €) para todo y € V,. Notar que {V,}
es un cubrimiento abierto de U, tomamos {Vys+-+» Vi, } subcubrimiento fi-
nito. Sea ny = max{ny,...,n,}, entonces B(K,e) D f"(Uj_; V) D f(U)y
obtenemos el resultado.

Se dice que K atrae a un conjunto acotado C si dado € > 0, existe n tal
que f"(C) C B(K, €) para todo n > n. A partir de lo anterior si K es atractor

global, entonces K atrae cualquier conjunto acotado C ¢ R™. En efecto, to-
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mando U de la definicién de atractor global, como C es acotado y {f 7(U)}
es una sucesion creciente de conjuntos cuya unién es IR™, existe m tal que
C C f7™(U). Es claro que f™°(C) c U. Por la observaciéon anterior, dado
€ > 0 existe ng tal que f™(U) C B(K,€), entonces f"(C) C B(K, €) para todo

n > ngy+ my. Con esto obtenemos el siguiente resultado
Lema 2.7. Sea f : R" — IR™ un homeomorfismo y K atractor global, entonces:

1. w(x) C K para todo x € R™.

2. a(x) =0 para todo x € R™ \ K.

Demostracion. 1. Sea x € R"\ K, consideramos O*(x). Notar que el con-
junto O(x) esta acotado y w(x) C O(x). Por tanto K atrae a w(x), es
decir, dado € > 0 existe ng tal que f"(w(x)) C B(K, €) para n > ng. Por
ultimo como f(w(x)) = w(x), tenemos que w(x) C B(K,€). Como € > 0

es arbitrario, w(x) C K.

2. Sea x € R™\ K. Supongamos que a(x) = 0. Sea y € a(x), como R" =
(UnenAn) UK o bien y € K, o bien y € A, para algtn n,. Notar que
existe n; € IN tal que f™"(x) ¢ U para todo n > ny, por tanto y ¢ U
conloquey ¢ Ky a(x)NK =0. Como a(x) es cerrado e invariante, si
Y € a(x) entonces w(y) C a(x)y por tanto w(y)NK = 0. Esto contradice

la parte anterior.

A partir de la definicién de atractor para K segun f, podemos deducir
que también K es atractor para cualquier potencia positiva de f. Veamos

esto

Lema 2.8. Sea f : R — IR™ homeomorfismo tal que K es atractor global para

f, entonces K es atractor global para f' para todo i > 0.
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Demostraciéon. Fijamos i >0, sea U abierto acotado de la definicién de que

K es atractor global de f. Como f(U) C U, tenemos que {f"(U)},en €s una

sucesion decreciente de conjuntos, ademas se tiene que fi(U) C U, con lo
que K = ﬂj>0 fii(U). Por otro lado {f7/(U)};en €s una sucesién crecien-
te de conjuntos cuya unién es IR™. Esto implica que ;’B f7U)=R"y

obtenemos la tesis. .

Decimos que C C IR™ es convexo si para cualquier x,y € C el conjunto
{(1—=t)x+ty:te[0,1]} estd contenido en C. Dado A C R™, se define la
componente convexa de A como el menor conjunto convexo que contiene

a A. Se denota como co(A).

Lema 2.9. Sea f : R" — R"™ homeomorfismo tal que K C R™ es atractor glo-

bal. Entonces K es conexo.

Demostracion. Consideremos co(K) la clausura de la componente convexa

de K, entonces co(K) es compacto, conexo y K atrae a co(K). Si K no es

conexo, existen Vj, V), abiertos tales que ViNK =0, V,NK =0, K c VUV,

y VinV, = 0. Como f es continua, f"(co(K)) es conexo para todo n >

0. Como K C f"(co(K)) para todo n > 0, se tiene que U N f"(co(K)) = 0,

V N f*(co(K)) # 0 para todo n > 0. Como K atrae co(K) entonces existe
ng tal que f"(co(K)) C V; UV, para todo n > n,. Esto implica que o bien
f"(co(K))c Vi y V, =00 bien f*(co(K)) C V, y V; =0. Esto implica que K

€S conexo. ]

Observacion 2.10. Notar que usando el Lema 2.7 y el Lema 2.9 se tiene que
K no separa, es decir R" \ K no tiene componentes conexas acotadas. En efecto,
si tuviera componentes conexas acotadas, consideramos C = | JC, la union de

estas componentes acotadas de R™ \ K, entonces como f es un homeomorfismo
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si tomamos y € | JC), la orbita pasada de y esti contenida en C. Como O~ (p)

estd acotado, se tiene que a(y) # 0 lo cual contradice el Lema 2.7.

Veamos ahora que si m > 2, entonces JK es conexo. Para ello usaremos

el siguiente teorema.

Teorema 2.11. Sea (M, d) un espacio métrico compacto y sea {E, },cn una su-

cesion de compactos conexos. Sea {x,},cN una sucesion que converge a un pun-

+0o [ +00
to x tal que x,, € E, para todo n € IN. Entonces E = ﬂ UE” es compacto,
j=1\n=j

conexo y contiene a x.

Proposicion 2.12. Sea {A;};>o una sucesion decreciente de conjuntos de R™.

K:ﬂAi.

i>0

8K:ﬂ%.

j20 i3]

Se considera

Entonces

Demostracion. Veamos primeramente que JK C (15 U;»;j dAj: Sea x € JK.
Fijemos j > 0. Tenemos que ver que todo entorno de x, que llamaremos V,
intersecta a Uizj dA;. Supongamos que existe V, entorno de x que cumple
V,NJdA; = 0 para todo i > j. Podemos pensar que V, es conexo. Como

V,NdA; =0, entonces o bien V, C A; o bien V, C A°.

= Siexiste iy > j tal que V C A7 , entonces V; N K = 0. Esto implica que

x & dK. Absurdo.

= Por tanto V, € A; para todo i > j. Entonces V, C (;5;A; = K. Esto

implica que x ¢ JK. Absurdo.
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Como j es arbitrario, tenemos que VXﬂUiZj dA; #0, conloque x € m
para todo j > 0. Por tanto x € (5 m

Probemos ahora la otra inclusién: Sea x € (5 m Veamos que
todo entorno V, de x intersecta a K y a K. Como x € m para todo
j >0, tomemos una sucesion real {r,} tal que r, — 0y para cada n tomemos
2, € B(x,1;) N Ujs, dA;. Se tiene que z, — x y para cada n existe i, > n
tal que z, € dA; . Podemos considerar V, conexo. Como z, — x, para
suficientemente grande se tiene que z, € V, para todo n > n . Para estos
n se tiene que z, € dA; C A_,n Entonces Vy N A; # (. Como i, — +c0y
A; C A, sii>msetiene que V,NA,, == 0 para todo m. Esto implica que

Ve[ )An=ViNK 0.
m>0

Por otro lado, como z, € dA; NV, para infinitos ny cada dA; es tal que

8Ain cR™ \Ain c R™\ K,
se tiene que V, N (IR \ K) = 0. .

Lema 2.13. Sea f : R™ — IR™ homeomorfismo, con m > 2, K C IR™ atractor

global, entonces dK es conexo.

Demostracion. Como K es atractor global y m > 2, entonces K es conexo
y R\ K no tiene componentes acotadas. Tomemos U de la definicién de
atractor global para K. Llamemos E; a la componente conexa no acotada
de R\ U y consideramos JdE. Por la proposiciéon anterior se tiene que

+00 [ +00

9K = ﬂ Uf”(an) .

j=1\n=j
Como f(U) C U entonces cada f"(dE) esta contenido en el compacto U,

es compacto y conexo. Aplicando el Teorema 2.11 obtenemos la tesis. =
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2.2. Resultado Principal

En el camino hacia probar que el atractor global es trivial, lo primero
que obtendremos es la estabilidad Lyapunov de los puntos del borde del
atractor. Para ello vamos a generalizar el Lema B.3. En ese lema la fun-
cién € € C*(X) que cumple que dos pares de puntos en algiin momento se
separan depende del punto x con a(x) = (. Para probar la estabilidad Lya-
punov de los puntos del borde del atractor necesitaremos una funcién que
separe puntos a pasado que sirva para todos los puntos del complemento
del atractor.

Decimos que x es Lyapunov estable si dado € > 0, existe 0 > 0 tal que si
d(x,y) < 6 entonces d(f"(y), f"(x)) < € para todo n € IN. Los puntos Lyapu-
nov estables son puntos tales que existe un entorno que se mantiene cerca

a futuro.

Teorema 2.14. Sea f : R™ — R" un homeomorfismo con la propiedad del
sombreado topologico y K atractor global. Entonces todo z € dK es Lyapunov

estable.

Para determinar una funcién € que separe puntos de la cuenca a pa-
sado vamos a utilizar dos estrategias distintas. Una especifica para el caso
del plano (m = 2), donde vamos a construir una conjugacién de una po-
tencia de f en IR? \ K con una traslacién. Para el caso m > 2 no tenemos
un argumento similar y por tanto construiremos una funcién que separe
puntos a pasado de forma mds artesanal.

Aunque el caso general sirve también para el caso del plano parece
de interés mostrar esta estrategia pues se utilizan argumentos elegantes.
La idea es mostrar que si se tiene una dindmica de atraccién global, en

el complemento de una bola hay una conjugaciéon de una potencia de f
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con una traslaciéon en un cilindro. Para ello usaremos una adaptacion del
Teorema de Schoenflies que nos permitira extender un homeomorfismo

entre dos anillos.

Teorema 2.15 (Schonflies). Sean yy v y, dos curvas cerradas simples del

plano. Entonces cualquier homeomorfismo h : y; — y, se extiende a un ho-
meomorfismo h viUint(yr) = vo Uint(y,).

Proposiciéon 2.16. Sea f : R> — R? homeomorfismo tal que K es atractor
global. Existe una bola B(p,ry) y ng > 0 tal que f :IR?\ B(p, ry) — R?\ B(p, o)
definida como f(x) = f~"0(x) es conjugado a T : $* x [0,+00) — S! x [0, +00)
dada por T(0,t) =(0,t+1).

Demostracion. Supongamos primeramente que f preserva orientacién. To-
memos U de la definicién de atractor global para K. Sea p € K, existe ry €
IN tal que U C B(p, ). Como {f 7" (U)},.en €s una sucesion creciente de con-
juntos cuya unién es IR?, existe n tal que B(p,ry) C f~"°(U). Notar enton-
ces que f"0(U) C f~"0(B(p,ro)). Definimos f : R*\B(p, ry) — f : R2\B(p, 7o)
continua tal que f(x) = f~"(x).

Sea $! x[0,+00) con la métrica d’((0;, 1), (02, t;)) = |01 — 05| +|t; —t;|. De-
finimos T : $! x [0, +00) — $! x [0, +00) dada por T(0,t) = (0,t+1). Es claro
que T es una isometria con d’. Veamos cdmo construir un homeomorfismo
h:R2\ B(p,ry) — S x[0,+00) que conjugue f con T. Ver la Figura 2.4 para
fijar ideas.

Tomemos h; : dB(p, ) — S! x {0} un homeomorfismo cualquiera y de-
finamos h|yp(p,r,) = h1- A partir de esto definimos h en f”(aB(p, 1)) como
h,(x)=T"oh; of‘”(x) para cualquier n€ Ny hlfﬂ(aB(p,rO)) = h,,. Notar que
esto implica que h(f"(aB(p, 10))) = St x {n).

Sean x = y € dB(p,ry), entonces f(x) # f( f (B,p,19)). Tomamos

Y1 curva simple con extremos x,f(x) contenida en f (B(p, 1))\ B(p,70), ¥
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Figura 2.4: Construccion de la conjugacion h entre f y T en el dominio funda-

A

mental Ag = £ (B(p, o)) \ B(p, o).

y, curva simple con extremos v, f () contenida en f(B(p, o))\ B(p,ro) de
forma que y; Ny, = 0. Por otro lado consideramos los segmentos {0;} x
[0,1], {65} x[0,1] de extremos h(x),h(f(x)) y h(y),h(f(y)) respectivamente.
Tomamos ¢ : y; — {01} x[0,1]y @, : ¥, = {05} x[0,1] homeomorfismos.

Definimos hl,, = ¢ y hl,, = @».

A

La unién de las curvas y; y y, separan el anillo Ay = f(B(p,1y))) \ B(p, o)
en dos regiones A} y Aj y sus imdgenes separan la seccién cilindrica S x

[0,1] también en dos regiones.

Llamemos a* a la curva que delimita la regiéon A y a~ a la curva que
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delimita la regioén Ay, estas curvas se intersectan en y; U p;.

Tenemos entonces dos homeomorfismos definidos entre dos curvas sim-
ples, h* :a* - h(a™)y h™ : a= — h(a™). (En la Figura 2.4 se representa a™
y h(a*) en color rojo).

Aplicando el Teorema 2.15 a estas curvas se tiene que el homeomorfis-
mo h* definido en a* se extiende a A y el homeomorfismo h~ definido
en a” se extiende a A;. Ambos coinciden en y; U );, con lo que podemos
considerar h definido en Ay que vale h* en A y vale h™ en Aj .

Luego extendemos h de la siguiente forma: Sea x € int(A;), donde A; =
fi*1(B(p,10)) \ f1B(p, o), entonces h(x) := T* o hl4, o f~(x). De esta forma
obtenemos hio f = T oh.

Si f no preserva orientaciéon, tomamos f 2 y procedemos como hicimos

con el caso anterior. Esto concluye la prueba. .

Estamos en condiciones de encontrar una funcién € € C*(IR?) que se-

pare la dindmica de f en R? \ K a pasado.

Proposicion 2.17. Sea f : R? — R? homeomorfismo, K atractor global. Existe

€ € CT(IR?) tal que para cualquier x € R* \ K se cumple que si y # x entonces

existe n tal que d(f~"(x), f "(v)) > e(f "(x)).

Demostracién. Sea h: R? \ B(p,ry) — S x [0, +0c0) de la Proposicién 2.16 tal
que f = f" es conjugado a T, es decir, que ho f = T o h donde T(6,t) =
(0,t+1).

Tomemos a € C*(S! x [0,+c0)) de forma que a(6,t) — 0 si t — +oo.
Afirmamos que T a-separa puntos a futuro. En efecto, tomamos (6;,t1) #

(0,,1,) € S! x [0, +00), por un lado se tiene que

d'((01,11),(02,t5)) =d'(T"(01,11), T"(02,t5)) = d"((01, 11 + 1), (02, t5 + n)).
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Por otro lado, como (604, t; + 1) — 0 si n — +o0, existe n; tal que
d,(Tn(Ql, t ), Tn(gz, tz)) > Ol(Tn(Gl, tl)) para todo n > nq.

Aplicamos el Lema 2.4 a h. Por tanto para este a, existe €’ € C*(R™ \
B(p, 1)) tal que si d(x,p) < €’(x), entonces d(h(x), h(y)) < a(h(x)).

Veamos que €’ separa puntos a futuro para f En efecto, si esto no es
cierto, existen y = x tales que d(f"(x),f”(y)) < e’(f”(x)) para todo n € IN,

entonces

A

d’(h(f"(x)), h(f"())) < a(h(f"(x)))

para todo n € IN. Esto implica que d’(T"(h(x)), T"(h(y))) < a(T"(h(x)) para
todo n € N, absurdo. Por tanto para cualquier par de puntos x # y € R\ K
existe n tal que d(f"(x), f"(v)) > €’(f"(x)). Es claro que €’ separa puntos a
pasado para f pues f = f~".

Por Gltimo vamos a determinar € € C*(IR?) que cumpla lo requerido.
Tomamos €, arbitrario, definimos €(x) = €y para x € B(p,rg), €(x) = €’(x)
parax € R"\ B(p,rp+1). En B(p,rg+ 1)\ B(p, ry) definimos € de manera que
sea continua en IR?.

Esta funcién € separa puntos a pasado para f: Para cualquier x € R"\K,
existe un n, tal que f"(x) e R™ \ B(p,ry + 1) para todo n > ny, con lo que a

partir de alli, e(f "(x)) = €’(f "(x)). .

Observacion 2.18. En la prueba de la proposicion anterior encontramos una
conjugacion entre T y f. Como hay una funcion a que separa la dinamica de
T, entonces hay una funcion €’ que separa la dinamica de f. Por tanto hay una
funciéon € que separa la dinamica de f. Para el caso general m > 2 vamos a

prescindir de la conjugacion con una traslacion.
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Lema 2.19. Sea f : R"™ — R™ homeomorfismo, K C R™ atractor global. Existe

€ € C*(IR™) que verifica: si x € R™ \ K, para cualquier y # x existe ny € IN tal

que d(f " (x), f7"(y)) > e(f 7" (x)).

Demostracion. Tomemos U de la definicién de atractor global para K y

consideremos A, = f~(U)\ f=*+1(U) para todo n € IN. Cada A,, es com-
pacto. Para Ay tomamos €, > 0. Para cada x € Ay, tomamos €] > 0 de
forma que f(B(f~'(x),€f)) C B(x,). Por la compacidad de A; se tiene
que €; = mine] > 0. De esta forma para cualquier x € Ay se cumple que
F(B(f1(x),€1)) C B(x, 2 - ). Tenemos entonces definido €; en A;.
Procedemos ahora de forma inductiva. Fijado n € IN, supongamos que
tenemos definido €; > 0 para todo i < n tal que f'(B(x,€,)) C B(fi(x), %)
para todo x € A,,. Veamos cémo definir €,,,1 en A,,,;: Sea x € A, definimos

C B fl 1 en-ﬂ—i)

€*., >0 para f~1(x) € A, tal que f/(B(f'(x)e o

n+1 n+1

parai <n+1.Porla compac1dad de A, ;1 se tiene que €,,,; = min{e n+1} > 0.
De esta forma sea x € Ay, v € B(x,€(). Existe ng tal que y ¢ B(x, 2,10)
entonces d(f"0(x), f"(y)) > €,,.
Consideramos por dltimo € : R — R tal que €|y (x) = €y y €la,(x) <F¢;
paratodox € A;, coni > 2. En A; elegimos € para que sea continua en R".

Corolario 2.20. Sea f : R" — IR™ homeomorfismo con sombreado topologico
y K atractor global. Existe € € C*(R™) tal que para el correspondiente 6 del
sombreado, toda o-pseudo orbita que a pasado sea la orbita de un punto x €

R\ K es e-sombreada por la 6rbita del propio x.

Demostracion. Tomemos € € C*(IR") del Lema 2.19, sea 6 € C*(IR™) corres-
pondiente al € de la propiedad del sombreado topolégico. Sea {x,},cz una

o-pseudo 6rbita dada por x,, = f"*(x) sin <0y x € R"\ K. Por coémo esta
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definido €, si d(f"(y), x,) < €(x,) para todo n < 0, entonces y = x. Esto im-
plica que la 6rbita de x tiene que € sombrear la o-pseudo érbita a futuro.

Estamos en condiciones de probar la estabilidad de los puntos del bor-

de del atractor.
Prueba del Teorema 2.14. Sea z € dK. Sea U de la definicién de atractor
estable para K. Dado € > 0, tomamos € € C*(R") del Lema 2.19 tal que
é(x) = €/2 para x € U. Tomamos 6 € C*(IR™) del sombreado topolégico
correspondiente a €.

Para f~1(z) € dK, tomamos x € R\ K suficientemente cercano a f~!(z)
para que f~!(z) € B(x,6(x)). Esto es posible pues o es continua y positiva
en un entorno compacto de K.

Consideremos las siguientes o-pseudo orbitas: {x,},cz tal que

f"(x) n<0

Xy =
Ffrl(z) n>0

’

{Vnlnez tal que
fix)  n<-1

Yn = f_l(Z) n=20

U y) n=1

donde v € B(z,5(z)) (Ver Figura 2.5). Estas dos 6-pseudo 6rbitas son é-

sombreadas por {f"(x)},cz debido al Corolario 2.20. Por tanto

d(f"(2), f"(®) < d(f"(2), ")) +d (" (), (@)
< E&(f"(2)+e(f" ()
< €/2+¢€/2

= €
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Figura 2.5: Construccion de las pseudo-orbitas para que z sea estable Lyapunov.
para todo > 0. Sea 6 = (z), si v € B(z,6) entonces d(f"(z), f"(v)) <€y zes
Lyapunov estable. .

A continuacién enunciaremos y demostraremos, para comodidad del
lector, un resultado que vincula la estabilidad Lyapunov de todo punto de
dK con la existencia de una métrica equivalente en JK tal que f|yx es una

contraccién débil.

Lema 2.21. [1, Teorema 2.1] Sea (X, d) espacio métrico compactoy f : X — X

un mapa continuo. Son equivalentes:

1. Todo x € X es estable Lyapunov.

2. La métrica df(x,y) = sup,end(f"(x), f"(v)) es equivalente a d y f es

una contraccion deébil respecto a dy.
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Demostracion. 1. = 2. La propia definicion de dy implica que dy es una
contraccién débil. Tenemos que ver que d es equivalente a d, para ello
veamos que generan los mismos abiertos. Por un lado notar que para cual-
quier € > 0 se tiene que Bdf(x,e C Bj(x,€). Por otro lado, para este € > 0
tomamos o de la estabilidad Lyapunov de x correspondiente a €/2. Enton-
ces By(x,0) C Bdf(x,e).

2. = 1. Como d es equivalente a df, existe &« > 0 tal que df(x,y) <
ad(x,y). Dado € > 0, tomemos 6 < ¢, entonces si d(x,y) < 9, se tiene que
€>ad>ad(x,y)>dr(x,y) 2 d(f"(x), f*(y)) para todo n > 0, con lo que x

es Lyapunov estable. n

Los resultados que veremos a continuacion tienen la intencién de mos-
trar como interactda la dindmica de los puntos de la cuenca del atractor
global K con la dindmica de los puntos del borde del atractor. Primero
mostraremos que dos puntos de dK pueden ser en cierta forma alcanza-
dos por pseudo-orbitas que al pasado comparten la érbita de un punto de
la cuenca. Luego mostraremos cémo a partir de esto se puede concluir que

cualquier par de puntos 4,b € JK son asintdticos.

Lema 2.22. Sea f : R™ — R™ un homeomorfismo con sombreado topoldgico,
K c R™ atractor global. Existe 6y > 0 tal que para cada a,b € dK hay una dy-
pseudo orbita {x,} tal que ||X,|| = +oco si n — —oco y ademas pasa por ay f"(b)

para algiin n € IN.

Demostracion. Por el Lema 2.21, existe una métrica dy que es equivalente a
d en JK tal que f|yk es una contracciéon débil. Sea 6 € C*(IR™) del Corolario
2.20, tomamos 6y = min{d(x) : x € JK}. Por el Lema 2.13 JK es conexo.
Sean 4,b € JK, consideramos el conjunto {a = xg,x1,...,x, = b} C JK para

algin n € N tal que dy(x;,x;11) <69y 0<i<mn-1.
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Sea x € R\ K tal que d(x,a) < 6y. Tomemos {X;};c7 tal que

fi(x) sii<O0
Xi=1fi(x;) si0O<i<n-
fi(b) sii>n

Veamos que {X;};cz es una dy-pseudo 6rbita segin la métrica d.
Tanto para i < 0 como para i > n esto es inmediato; veamos que sucede

para 0 <i<m:

A(f (%), i) < dp(f (%), %iv1) = (7 (), F (xi01)) < dp(xi,Xip1) < o

Con esto obtenemos el resultado. .

Lema 2.23. Sea f : R" — R™ un homeomorfismo con la propiedad del som-
breado topolégico, K C IR™ atractor global. Entonces todo par de puntos de

JdK son asintoticos, es decir, dados a,b € dK y € > 0; existe ny € IN tal que

d(f*(a), f*(b)) < € para todo k > n,

Demostracion. Sea df del Lema 2.21. Dados 4,b € dK y € > 0, tomemos
€ € C*(R™) del Lema 2.19 tal que é(x) = /2 para todo x € U, donde U
es el abierto acotado de la definicién de atractor global para K. Sea 6 €
C*(IR™) del sombreado topoldgico correspondiente a €. Tomemos 0 < 0 <
min{d,}{d(x) : x € U, donde 8, > 0 es el encontrado mediante el Lema
2.22.

Para ¢ anteriormente definido consideramos {a = x¢, xy,...,X,, = b} C
dK tal que dy(x;, x;y1) < 0. Por el Teorema 2.14 todo punto de JK es Lyapu-
nov estable. Tomamos a > 0 de la estabilidad correspondiente a 6 > 0 para
el puntoay x € R"\ K tal que d(x,a) < . Notar entonces que d¢(x,a) < 9.

Luego consideramos las siguientes d-pseudo Orbitas {Xi}xcz ¥ {Vk}kez de
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forma que {X}}icz verifica el Lema 2.22:

ffx)  sik<0
fk: fk(xk) SiOSk<n0’

fKb)  sik>ng

~ fx) sik<0

Vk = -
a) sik>0

Notar que estas 6-pseudo 6rbitas son S-pseudo érbitas. Por el Corolario
2.20, ambas o-pseudo 6rbitas son é-sombreadas por la 6rbita de x. Enton-

ces
d(f*a), FE(b)) < d(fX(a), f5(x) + d(f¥(x), fR(b) < €

para k > n. .

Estamos en condiciones de mostrar que dK es trivial. Ya sabemos que
todo par de puntos de JK son asintéticos. Vamos a suponer que el didme-
tro de K es positivo. Tomaremos especificamente dos puntos que realizan
el didmetro de K, luego usando argumentos de compacidad encontrare-

mos dos puntos que no son asintéticos.

Teorema 2.24. Sea f : R™ — R™ un homeomorfismo con la propiedad del

sombreado topoldgico. Si K C R™ es atractor global, entonces dK es trivial.

Demostracion. Tomemos dy tal que f|yx es una contraccién débil. Supon-

gamos que JK es no trivial. Entonces diam(dK) > 0. Como JK es compacto,

existen x,y € JK tales que diam(dK) = dy(x,y). Observar que df(f_k(x),f_k(y))

ds(x,y), para todo k > 0. Sea ¥ € a(x), entonces existe k; — +oo tal que

{ f7%(x)}jen converge a %. Supongamos que {f‘ki(y)}ieN converge a J €
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a(y). Se tiene entonces que d¢(X,7) = df(x,y). Veamos que X y ¥ no son

asintoticos: sea € <dy(x,y). Para cada n > 0 se tiene

dr(f"(®), @) = de(f"( lim f5(x)), f"( lim f5(y))

ki—>+00 ki—>+00
= Jim dp(f" (), )
= df(x,y)
> €
Esto concluye la prueba. .

2.3. Prueba del Teorema Principal.

Prueba del Teorema 1.1. Por el Teorema 2.24, tenemos que JK es trivial,
llamemos {p} = dK. Supongamos que K # dK, entonces intK = (. Tomemos
U entorno abierto de p, ademas tomemos q,7 € U de forma que g € int(K),
r € int(K€). Ahora consideremos dos arcos diferentes y y ¥’ que comparten
solamente los extremos g y r, es decir ¥y Ny’ ={g,r}. Entonces y NdK =0y
¥'NJK = (0, ademds por cémo elegimos los arcos se tiene que yNy’NIK = 0.

Esto implica que dK no es trivial. Absurdo. .

Corolario 2.25. Sea f : R" — R™ homeomorfismo con sombreado topolégico

con un atractor global. Entonces f es expansivo topologico.

Demostracion. Por el Teorema 1.1 el atractor es trivial. Por la Proposiciéon
2.17, existe € € C*(R™) tal que si x =y, d(f"(x), f (v)) > e(f " (x)) y se

concluye la prueba. .

Aplicando los teoremas de Kerékjart6 obtenemos los siguientes corola-

rios.
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Corolario 2.26. Sea f : R? — IR? un homeomorfismo con sombreado topolégi-
co y con un atractor global. Entonces f es conjugado a z +— z/2 0 z +— z/2

dependiendo de si f preserva o revierte orientacion.

Corolario 2.27. Sea f : R" — R™ un homeomorfismo con sombreado to-
poldgico que preserva orientacion con un atractor global compacto. Entonces

f es conjugado a z v z/2 para m = 4,5.

Demostracion. Por el Teorema 1.1 el atractor es trivial. Por el Teorema de
Husch en [30], f es conjugado a una homotecia de razén 1/2 para n = 4, 5.

2.4. Variantes del problema y caminos a seguir.

Plantearemos algunas variantes del problema que pueden ser de in-

terés para futuras investigaciones

= Una posibilidad es considerar en vez de IR™, variedades no compac-
tas y estudiar la topologia de atractores globales en este contexto.
Un paso clave fué la construcciéon de una funcién € expansiva en
la cuenca de atraccién. ;Hay alguna obstruccién para realizar esta

construccién en variedades no compactas?

= Otra posibilidad es estudiar homeomorfismos con sombreado en el
plano donde el atractor no sea global, pero que tenga cuenca no aco-
tada. Nuevamente para probar que los puntos del borde del atractor
eran Lyapunov estables necesitamos de una funcién € expansiva en
la cuenca. Si el atractor no es global, la cuenca tiene borde no tri-

vial, por tanto esta funcién no puede tender a cero en el borde de la
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cuenca. Podria pasar que no se pueda extender de forma continua y

positiva a todo el plano. Aqui hay un camino a desarrollar.

» Se puede realizar el estudio para el caso de un mapa en vez de un

homeomorfismo.
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Capitulo 3

Condiciones suficientes de

atraccion global para mapas en

R™.

En este capitulo obtendremos algunos resultados que garantizan una
dindmica de atraccién global en el caso de mapas en IR™ con un punto fijo.
Esta busqueda de condiciones suficientes que determinen la atraccién glo-
bal de un sistema dindmico es un tema de interés desde la década de los
60 para el caso de ecuaciones diferenciales y un poco mas adelante para el
caso de dindmicas discretas. En su libro [34], LaSalle plantea el problema
de determinar condiciones suficientes para la atraccién global de un ma-
pa f : R™ — IR™ de clase C! que estén relacionadas con el diferencial del
mapa en cuestion. A partir de esto, han habido varios resultados intentan-
do desarrollar esta linea de trabajo. Plantearemos primeramente ciertos

preliminares de este problema en la Seccién 3.1 y el estado del arte.

Enla Subseccién 3.2.1 presentaremos un abordaje de dindmica topolégi-

ca. La estrategia a desarrollar para garantizar condiciones suficientes de
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atraccion global serd la siguiente: tomaremos ciertos mapas que tienen
dindmicas de atraccién global y construiremos una perturbacién especifi-
ca en cada caso para que este comportamiento se mantenga. Usaremos
este resultado para encontrar una nueva familia de ejemplos que tienen
respuesta afirmativa al Problema de LaSalle.

Por ultimo abordaremos una conjetura planteada por Rus en [40], don-
de se considera una condicién mds fuerte que la planteada por LaSalle.
Mostraremos que la conjetura es falsa para dimensién m > 4 y desarrolla-

remos algunos resultados parciales para el caso m = 2.

3.1. Antecedentes: Problema de LaSalle.

En el Libro [34] “The Stability of Dynamical Systems”, LaSalle plantea
ciertas condiciones suficientes para que un sistema dinamico discreto de-
finido en IR tenga al origen como atractor global. Ademads en este libro se
propone estudiar si estas condiciones se pueden generalizar a R™. Presen-
taremos aqui una de estas condiciones. Mostraremos que ciertas familias
que cumplen esta condicién tienen al origen como atractor global asi co-
mo algunos contraejemplos del problema. Esto junto con lo desarrollado
en el Apéndice A servird como predmbulo de la Subseccién 3.2.1, donde
buscaremos otras condiciones suficientes para garantizar la atraccién glo-
bal de un mapa en R” y presentaremos una nueva familia de ejemplos que
verifican el problema de LaSalle.

Sea f : R — IR™ un mapa de clase C!. Recordar que Jf(x) denota la

matriz Jacobiana de f en el punto x y
p(Jr(x)) = max{|A;| : A; es valor propio de J;(x)}
el radio espectral de J¢ en el punto x.
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Problema 3.1 (LaSalle). Sea f : R™ — R™ mapa de clase C'. Supongamos
que p es un punto fijo de f y p(J¢(x)) <1, para todo x € R™. ;Es p atractor

globalmente asintéticamente estable?

Este problema tiene un vinculo estrecho con el problema de Markus-

Yamabe [37] donde se plantea la siguiente pregunta.

Problema 3.2 (Markus-Yamabe). Dada una ecuacion diferencial x’ = F(x)
definida en R™, con F de clase C' y tal que Jr(x) tiene todos sus valores propios

con parte real negativa y p un punto critico. ;Es p atractor global estable?

Ambos problemas propuestos en los afios 60 y 70 fueron resueltos a
lo largo de las décadas venideras como mencionamos en la Introduccién.
En [11] se plantea de forma explicita el vinculo entre el problema de La-
Salle y el de Markus-Yamabe. Consideremos la ecuacién diferencial que
verifica las condiciones del Problema 3.2 y sea ¢(¢,x) la solucién con con-
dicién inicial ¢(0,x) = x. Supongamos que ¢(t,x) estd definido para todo
t > 0y todo x € R™. Entonces podemos considerar el sistema dindmico dis-
creto dado por el flujo a tiempo T, ¢(T,-). Un campo vectorial que cum-
ple que el flujo asociado esta definido para todo tiempo recibe el nombre
de campo vectorial completo. En [9] se da una clasificacién de los campos
polinomiales completos en C?, en general es un problema de interés la

caracterizacion de dichos campos.

Lema 3.3. [11, Lema 4.1] Sea F : R™ — IR™ un mapa de clase Cl y sea @(t,x)
la solucion de la ecuacion diferencial x’ = F(x) con ¢(0,x) = x. Entonces se

cumple lo siguiente:

1. Si para todo x € R"™, Jp(x) tiene todos los valores propios con parte real

negativa, entonces dado U entorno abierto y acotado de R™, existe T > 0
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tal que para todo t € (0,T) el Jacobiano de ¢(t,-) : U — R™ tiene todos

sus valores propios con moédulo menor que 1 en todo punto de U.

2. Supongamos que existe t, > 0 tal que %(p(t,x) tiene todos sus valores
propios con médulo menor que 1 para t € (0,t.]. Entonces Jp(x) tiene

todos los valores propios con parte real no positiva.

Demostracion. Veamos cémo probar la primera parte. Como ¢(t,x) es la
solucion de x” = F(x) con condicién inicial ¢(0, x) = x, se tiene que %(p(t, X) =
F(¢@(t,x)). Por el Teorema de Schwarz, tomando derivadas respecto a x y
evaluando en t = 0 se tiene que %(f—x((p(t,x))) l;—o = Jp(x). Esta altima

igualdad se puede reescribir como

a _
lim dx ((P(t’tx)) d = Jp(x), (3.1)

donde Id es la matriz identidad (esto es porque ¢(0,x) = x y entonces
%@(O,x) =1Id). Sea U un entorno abierto de IR, de esta relacion se tiene
que para cada x € U, existe U, entorno de x y un real positivo T, tal que
para cada z € U, la matriz %(p(t,x)(z) tiene todos los valores propios con
parte real menor que 1 (respectivamente mayor que 1) para cada t € (0, Ty)
(respectivamente t € (—T,,0)). Como ¢ es continua y ¢(0,x) = x, existe
W, entorno de x y a, > 0 tal que a, < T, que cumple que ¢(t,z) € U,
para todo z € W, y para todo t € (—ay, a,). Seaze W,y t € (0,a,). Como
@(—t,@(t,x)) = x, por la regla de la cadena se tiene

d d
2 Pt x)——(t x)(x) = 1d.

a—bi
a’+b2

Sea A = a+bi un valor propio de %(p(t, x)(z). Entonces 17! = es un
valor propio de j—x(p(—t,x)((p(t,z)). Como z,p(t,z) e U, y t € (0, T), se tiene

que ReAd <1y ReA™! > 1. Esto implica que |A| = a? + b? < 1.
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En resumen mostramos que para cada x € U, existe W, entorno de x y
un numero positivo a, tal que %(p(t,x)(z) tiene todos sus valores propios
con médulo menor que 1 para cada z € W, y para cada t € (0, a). Por un
argumento de compacidad en U obtenemos el T > 0 buscado.

Para la segunda parte se considera la igualdad (3.1). .

Observacién 3.4 (Condicién de LaSalle para Flujos). Notar que si la ecua-
cion x’ = F(x) cumple que el campo F es completo, entonces podemos con-
siderar el flujo a “tiempo 17 generado por la ecuacion diferencial, es decir,
f :R™ — R™ tal que f(x) = @(1,x). Se tiene por un lado que la orbita de
un punto x se calcula como f"(x) = @(n,x) y entonces el Jacobiano de f" en el
punto x es ] pn(x) = Jo(n,)(x). Concluimos que p(Jgn(x)) <1 para todo x € R™ y
todo n € IN.

Como comentamos antes el Problema de Markus-Yamabe en el plano
tiene respuesta afirmativa. Esto implica el campo vectorial es comple-
to pues toda solucién o bien es el origen o bien tiende al origen. Con-
siderando f = ¢(1,-) : R? — IR? se tiene entonces por el Lema 3.3 que
p(Jp(1,(x)) <1 para todo x € R? y f tiene dindmica de atraccién global.
Reciprocamente si f es el tiempo 1 de un flujo del plano que cumple la
condicion de LaSalle, entonces en cierto sentido es un buen candidato a
tener dindmica de atraccién global pues al aplicar el item 2 del Lema 3.3
se tiene que los valores propios de Jp(x) tienen parte real no positiva.

Otra familia de ejemplos es la siguiente: Sea x = (xy,...,x,,) € R" y

f:R™ — R™ un mapa de clase C!, se dice que f es triangular si

S ) = (fr(xa), a1, %2), - fin (X1, %005 X))
Decimos que f el linealmente triangularizable si existe un cambio de va-
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riable lineal que hace a f triangular. Por completitud presentamos la prue-

ba del siguiente resultado la cual hemos extraido de [10].

Teorema 3.5 (Teorema A, [11]). Sea f : R" — R™ un mapa triangular de
clase C! tal que 0 es un punto fijo de f vy p(Jr(x)) < 1 para todo x € R™.
Entonces 0 es atractor global de f.

Demostracion. Probaremos por induccién en la dimensién m la siguiente

afirmacién: Si f : R” — R™ es un mapa triangular de clase C! tal que

f(0)=0y

oh
aXl

of>

9x2

fm

<1, <1,...,|=—
0x,,

<1, paratodoxeR™.

Fijemos x(¥) € R” y consideremos x**1) = F(xX)). Entonces existen k sufi-
cientemente grande, M >0y C € (0,1) tales que

|x§k+k0)| <McCk paratodoi=1,2,...,m.

Notar que esta afirmacién implica que la 6rbita de cualquier punto con-
verge a 0. Si m = 1, el resultado es inmediato por el Teorema del valor
medio. Supongamos que la afirmacién es cierta para todo m < s y vea-
mos que es cierta para m = s. Fijemos x(?) € IR*~1. Si aplicamos la hipéte-
sis de induccién obtenemos que existen kg € N, M >0y C € (0,1) tales

k+k°)| < MCk para cada i = 1,...,5s -1 y todo k € IN. Sin pérdida

que |x§
de generalidad podemos cambiar x(¥) por x(k) y entonces obtenemos que
IxEk)l <MC*k paracadai=1,...,s—1ytodo keN.

. , . . . k
Consideremos la s-ésima coordenada del k iterado de x, es decir x£ ).
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Entonces se tiene que

k - k-1 k-1 k=1
. .ﬂ(xﬂil)):.ﬂ(xg ),xg . )):
Le=1)
I [ (k1) (k1) (k1)
«J; axz(xl ’XZ ""’xs_l It)dt+
(k=1)
Xs-1 a _ ~ )
+J axfs (x(lk 1)’x(2k 1)""!xilizl);t;0)dt+...
0 s—1
x(lk—l) 3
+f i(t,O, ,O)dt
0 axl

Por la hipétesis de induccidn se tiene que para todo k € IN, para todo

i<sytodote]l0, xf.k)] los vectores (x(lk), x(zk),..., t,0,...,0) se encuentran en

un compacto L. Para cada i <s, sea M; el méximo valor que toma % en
1
Ly denotemos M = méax{M;,M,,...,M,_,}. Usando que si a < b, entonces

IJ; a(t)dt| < fab |a(t)|dt podemos escribir

k k-1 ~ k-1 k-1 k=1
e < T M S ), (3.2)
A partir de esto obtenemos que
) < 1Y) 1 (s — 1)MMICE L (3.3)

Nombrando € = (s - 1)MM y acotando inductivamente cada |x§i)| obtene-

mos que

A

C
_C’

O O Gt v e 2 ) < 1)+ -

(k)

k
Por tanto x; (k)

es una sucesion acotada. Lo mismo es cierto para x;
. . k
parai=1,2,...,s— 1 y entonces existe R > 0 tal que Ixf- )I < R para todo

9fs

i=1,...,s. Definimos entonces D = méx{‘ e
S

vl <R i = 1,2,...,5}, notar
que por hipétesis D < 1. Entonces la desigualdad (3.2) puede sustituirse

por
(

S

k-1) (k-1)

k k-1 A k-1
< DI M S ),
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y la desigualdad (3.3) por
O < DY+ ekt (3.4)

Desarrollando esta desigualdad por recurrencia obtenemos que

(k)|

! DD+ ck2¢) + CF1¢ <

IA

< D"+ ¢(CH + DCF2 4.+ DM <
< Dklx0 kC(max|{C, D}) -1<

< <

< max{C ( ™ D}) <

<

donde C = max{C,D}y cumple 0 < C <1y M(k) = ) ¢ méf{g By

- A - N
Sea C tal que 0 < C < C < 1, tenemos que limk_>+oo(%) M(k) =0y por
N N
tanto existe un momento a partir del cual (%) M (k) < M. Hemos probado

que
k

) M(k)CF < MM (k).

Ql O

M) < M (k) CF =(

Esto finaliza la induccién.
. ) , k )
Por tanto para todo i = 1,...,m, se tiene que limy_, Ix:- )I =0y el ori-

gen es atractor global. n

Siun mapa polinomial f del plano cumple que p(J¢(x)) <1, este se pue-
de reducir a un mapa triangular mediante un cambio de variables lineal,

por lo que también se obtiene lo siguiente

Teorema 3.6 (Teorema B, [11]). Sea f : R> — R? mapa polinomial tal que
p(Jf(x)) <1 para todo x € R?. Entonces f tiene un finico punto fijo que es

atractor global.
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Recordar que si p es un punto fijo, la condicién p(J¢(p)) <1 implica que

p es atractor local estable. Veamos esto.

Lema 3.7. Sea f : R™ — R™ un mapa, p un punto fijo tal que f es de clase C!
en py p(J¢(p)) <1. Entonces p es atractor local, es decir, existe U homeomorfo

a una bola que contiene a p tal que f(U)C U y {p} = Nyen fH(U

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que p = 0. Como
p(J£(0)) <1, por el Lema A.5 existe una norma ||| : R"” — R tal que la nor-
ma matricial inducida cumple que ||J(0)|| = k < 1. Como f es diferenciable

en 0, escribimos
f(x)=f(0)+](0)x +r(x)

donde % — 0 si ||x]| = 0. Sea € > 0 tal que k" = k+ € < 1. Para este € > 0,
tomamos 0 > 0 suficientemente pequerio tal que TI(TXII) < esi||x|| < o. Sea x tal

que ||x|| < 9, entonces

IIf (x) IIIf ) Ir(x H H lIrxl )
< _k —k
||x|| Il " IIxII 10 ||x|| ||x|| e

Por tanto se cumple que ||f(x)|| < k’||x|| si ||x]| < 6. Tomando U = {x € R" :

||x|]| < 6} obtenemos el resultado. .

Algo similar sucede si p es un punto periédico de periodo r para f, es
decir si f'(p) = p, entonces p(J¢+(p)) <1, y se tiene que p es atractor local
para f7, lo que implica que puntos cercanos a la 6rbita de p van a a tender
a la 6rbita de p. Ahora, ;qué sucede en puntos que no son periédicos? De
manera intuitiva pedir que p(J¢(x)) <1 para todo x podria dar una nocion
de cierta estabilidad asintética a lo largo de la 6rbita del punto. Sin embar-
go que el radio espectral sea menor que 1 no se mantiene necesariamente
para los iterados de f, es decir, puede suceder que p(Js#(xp)) > 1 para algun

n y algtn x. El siguiente es un contraejemplo al problema de LaSalle en
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dimensién m = 2 y ademds muestra entre otras cosa que la condicién de

radio espectral menor que 1 no se mantiene para f2.

T+x2+y2” 1+x2+p2

. . R2 2 _ (K’ 3
Ejemplo 3.8 (Szlenk [11]). Sea F : R* — R* tal que F(x,y) = ( )
con k € (1,2/V3). Se tiene que 0 es punto fijo, p(Jr(x,v)) <1 y sin embargo 0

no es atractor global.

Calculando detJp(x,v) y tr(Jr(x,y)) obtenemos que

3k2x?y?(x% + 9% + 3)
(1+x2+7?)3

—2kxy(x? —p?)
(L+x2+92)2

detJp(x, ) = y tr(Jp(x,)) =

Usando coordenadas polares vemos que

3k?sin?(0)cos?(0)r*(r? + 3) . 3k?

detJg(r,0) = A+ 1

El discriminante A(x, y) del polinomio caracteristico de Jg(x,v) es

trJp(x,y) — 4detJp(x,p)
,2xt+8x%p2 + 29 + 12x2 + 1292 +9 -
(1+x2+yp2)* B

A(x,p)

= —dkx%y 0

Si xy = 0, entonces A = 0. En caso contrario A(x,y) < 0 y calculando el
moédulo de los valores propios obtenemos que |[A| = y/det]p(x,y). Por la

eleccion de k € (1,2//3), tenemos que |A] < 1 y entonces p(Jp(x,v)) < 1
1

Vk-1

periddico de periodo 4, por lo que 0 no es atractor global. Ademas en este

para cada (x,v) € R?. Tomando g = ( ,0), obtenemos que g es un punto

caso Jp2(q) = Jr(F(q)) - Je(q) cumple que p(Jp2(q)) = (3 - 2/k)* > 1 para k en
el intervalo elegido.

Por ultimo hay puntos cuya Orbita tiende a infinito. Por ejemplo, si
tomamos un punto de la forma (x, 0) tal que x > \/% entonces ||[F"(x,0)|| —
00 si n— oo.

A partir de lo anterior, sabiendo que el problema de LaSalle tiene res-

puesta negativa para dimensién m > 2, se sigue en la busqueda de criterios
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suficientes para garantizar la atraccién global. Un camino posible es agre-
gar condiciones adicionales al problema para intentar probar la atraccién
global del punto fijo. Por ejemplo se puede pedir que el infinito sea re-
pulsor para tener dinamica acotada. De todas maneras bajo esta hipdtesis,
se sigue sin obtener al origen como atractor global (en [2] se muestra un
ejemplo de esto).

Otra condicién es la siguiente: si consideramos una matriz real A, en-
tonces definimos |A| como |A| = (|a;j])1<; j,m- Se tiene que p(A) < p(|A]) (se
sugiere al lector ver la referencia [23]), por lo que si pedimos p(|/¢(x)[) <1
para todo x € R™, esta condiciéon es mas fuerte que la condicién origi-
nal. En este contexto en [13] se obtiene que para un sistema dindamico
de la forma F : R™ — R™ tal que F(xy,...,Xx,;) = (Xo,..., X, f(X1,..., X))
con f : R™ — R de clase C!, es equivalente pedir p(|Dg(x)|) < 1 para todo
x € R™ con pedir que ) ", |D;(f)(x)| < 1. Ademas bajo estas condiciones, si

F tiene un punto fijo entonces es atractor global estable.

3.2. Resultados Principales.

3.2.1. Enfoque topoldgico.

A continuacién presentamos el primer teorema de este capitulo. Toma-
remos como punto de partida por un lado un mapa f que tiene sombreado
métrico y con un punto g atractor global estable y por otro un mapa g con
un punto fijo p cercano a g que es atractor local, de aqui vamos a deter-
minar qué tan cerca tiene que estar el mapa g del mapa f para garantizar
que la dindmica de g copie de alguna forma la del mapa inicial. Recordar
que considerando una norma ||-|[: R” - R si f,g : R” — R” son fun-

ciones, se define la norma inducida como ||f — g|| = sup g {llf (x) — g(x)II}
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siempre que este supremo exista. Enunciemos nuevamente el teorema que

presentamos en la Introduccién.

Teorema 1.2. Sea f : R" — RR™ un mapa con sombreado métrico y con un
punto py atractor global. Para todo a > 0, existe o > 0 tal que todo mapa g que

satisface:
» Existe g, € R™ atractor local de g,

» pr € B(qq,2a) C U, donde U es la cuenca de atraccion de g, respecto a g.

= llg-fli<o.

Entones qq es atractor global para g.

Demostraciéon. Dado a > 0, tomemos 6 > 0 del sombreado métrico de f
correspondiente a @. Tomemos g que satisface las hipotesis del teorema.
Como ||f — gl < 9, se verifica que {g"(x)},,en €s una o-pseudo drbita de f

para cada x: En efecto

g™+ (x) = Fg" (Nl = llg (8" (x) ~ F(g" (x)) <.

Por tanto esta 6-pseudo drbita es @-sombreada por la 6rbita futura segin f
de algtn punto y. Por otro lado como f tiene dindmica de atraccién global,

existe ng € N tal que ||f"(y) — pyll < & si n > ng. Por lo que

18" (x) = prll < lg"(x) = FA @I+ f"(®) = prll < 2a

para n > ng. Se tiene entonces que g"(x) € B(ps,2a) C U para n > ngyy

entonces g"(x) — g, si n — +oo. Esto concluye la prueba. .
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A continuacién presentamos un caso particular del Teorema 1.2. Lo
valioso de este resultado es que se puede determinar de manera explicita

un entorno CY del mapa base para que se mantenga la atracciéon global.

Corolario 3.9. Sea A : R" — IR"™ un mapa lineal tal que p(A) < 1. Dado a > 0,

todo mapa g : R™ — R™ que satisface:
» Existe g, € R™ atractor local de g,
» 0 € B(qq,2a) C U, donde U es la cuenca de atraccion de qq respecto a g.

w [[g-All<(1-k)a, donde 0<k<1yl|-||: R" - R quedan determinados
por A.

Entonces qq es atrator global para g.

Demostracion. Como p(A) < 1, por el Lema A.5 existe una norma ||| :
R™ — R tal que la norma matricial inducida cumple ||[A|| = k < 1 y por
tanto A es una contraccién con esa norma. Por el Lema A,7, el mapa lineal
A tiene sombreado métrico. Dado a > 0, sea g en las hipétesis del teore-
ma, tomamos 6 = (1 —k)a del Lema A.7. Aplicando el teorema anterior se

obtiene el resultado. .

Observacion 3.10. La cota sobre el grado de cercania entre g y A del corolario
anterior no es necesariamente optima, es decir, se pueden construir ejemplos
donde g se encuentre a mas de (1 —ka) de A y seguir teniendo dinamica de
atraccion global. Tomemos por ejemplo m =1, A : R — R tal que A(x) = %x,
g : R — R tal que g(x) = A(x) si |x| < 2, |g(x)| < |x| si |x| < 2. Notar que 0 es

atractor global para g vy sin embargo no tiene que estar a menos de 1/2 de A.

Siguiendo la idea de la prueba del Teorema 1.2, ;podemos debilitar al-

gunas de las hipétesis y obtener un resultado similar? En la prueba de este
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teorema un paso clave fue garantizar que la dindmica de atraccién global
sea “copiada” por el mapa cercano, al menos hasta llegar a un entorno
del atractor. La propiedad que nos permite lograr esto es el sombreado
métrico. Cabe preguntarse entonces lo siguiente: ;Si el mapa base tiene
atraccién global, tiene sombreado métrico? Si ese fuera el caso bastaria
con pedir solamente la atraccién global. A partir del siguiente ejemplo
mostraremos que esto no sucede.

Ademas este ejemplo muestra lo siguiente: Si f es un mapa con dindmi-
ca de atraccién global y tomamos un entorno C? arbitrario de f, existe un

mapa g en este entorno con un atractor local que no es global.

Ejemplo 3.11. Sea f : R* U{0} —» R* U{0} tal que f(x) = % Entonces f no

tiene sombreado métrico.
Esta funcién verifica las siguientes propiedades:
= 0 es el tnico punto fijo.

= 0 < f(x) < x para todo x € R*, por lo que f"(x) — 0 si n — +co para

todo x € R™ U {0}.
» x—f(x) >0, six > +oo.

Es facil ver que se cumple la primera propiedad. La segunda propiedad
implica que f"(x) — 0 si n — +oo y por tanto 0 es atractor global, ademads
es estable pues la derivada lateral en 0 es 0. La tercera propiedad implica
que para cualquier 0 > 0, existe x5 suficientemente grande tal que x5 —
f(xs) <o.

Veamos que f no tiene sombreado métrico: Tomemos € > 0 fijo, sea
0 > 0, tomamos x4 suficientemente grande para que xs—f (x5) < 0 y ademas

xs > eNotar que la sucesioén {x,},en tal que x, = x5 para todo n € IN es
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Figura 3.1: Mapa con dindmica de atraccién global que no tiene sombreado

métrico.

una o-pseudo Orbita. Esta o-pseudo 6rbita no es e-sombreada dado que
f™(x) — 0 para cualquier x € R*.

Este comportamiento se puede extender a IR? como sigue: conside-
ramos IR? en coordenadas polares. Si (r,0) € [0,+0c0) x [0,27), entonces
x = rcos(0), y = rsin(0). Recordar que con la norma euclidea se tiene
que ||(x,p)]| = r. Tomamos F : R> — IR? tal que en coordenadas polares
es F(r,0) = (f(r),0), donde f es el definido mas arriba. De esta forma
IE(x, 9)ll = f(r), por lo que |[F(x,p)Il < [|(x, )| si (x,3) = (0,0). Esto impli-
ca que F tiene al origen como atractor global. Que F no tiene sombreado
métrico es andlogo a lo visto para f: Fijado € > 0, dado cualquier o > 0,

tomemos (x,p)s tal que [|(x,v)s —F(x,v)sl| < 6 entonces podemos considerar
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una o-pseudo Orbita constante. Esta no es e-sombreada pues la 6rbita de

todo punto tiende a 0.

Nos gustaria obtener entonces un resultado donde la hipétesis del ma-
pa base sea simplemente la atraccién global. Por lo anterior, una dindmica
de atraccién global no tiene por qué tener sombreado métrico y por tan-
to sin esta herramienta no podemos garantizar que las érbitas de mapas
cercanos se comporten parecido a las 6rbitas del mapa con atraccién glo-
bal. En [15] se muestra que todo homeomorfismo con un punto atractor
global estable tiene sombreado topolégico (ver el Apéndice A). Aqui ob-
tendremos una generalizacidon de este resultado para el caso de mapas en

R™.

Teorema 3.12. Sea f : R" — R"™ un mapa tal que p es atractor global estable.

Entonces f tiene la propiedad del sombreado topologico.

Para mostrar esto vamos a probar el sombreado topolégico a futuro.

Denotemos A; = B(p,1), Ajy; = B(p,i+1)\ B(p,i) para cadai >0y A’ =
f"(A;) para cada n > 0. Como cada corona A; es compacta para todo i € N
y p es atractor global estable, existe r; > 0 tal que AY C B(p,i — 1) para
todo n > r;. Debido a esto, si queremos sombrear una pseudo érbita que
pasa por cierta corona, solo debemos sombrearla por un namero finito
de indices pues a partir de cierto momento la érbita se encontrara en un
entorno del atractor (Ver figura 3.2).

Plantearemos una idea de la prueba. Se espera que esto facilite la com-
prensién del lector.

Dada una funcién € continua y positiva, vamos a asociar un 6; > 0 a
cada corona compacta A; de manera que los 9; sean decrecientes en cada

corona, y que ademas sean mdas pequenios que los valores que puede to-
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Figura 3.2: En este caso en dos iterados de A; llegamos muy cerca de p, f%(A;) C
f(U). En esta figura en particular f(A;) C Ay, sin embargo esto no tiene por que
pasar, lo que si pasa es que para algun tiempo ng, un iterado de A entra en f(U).
Cabe destacar ademas que como f es un mapa, la imagen de una corona no tiene

por qué ser homeomorfa a una corona.

mar la funcién € a lo largo de los iterados de A;, esto se puede hacer dado
que la unién de los iterados de A; se encuentran en un compacto. Mos-
traremos que una 9;-pseudo 6rbita que comienza en una corona A; va a
ser 0;_i-sombreada hasta entrar en la bola anterior. Luego repetimos este
procedimiento hasta finalmente entrar en el entorno de la definicién de
atractor para p.

Por ultimo, vamos a considerar una funcién 6 que esté por debajo de
cada 9; en cada corona y con esto concluiremos que se cumple la propiedad

del sombreado. Lo técnico es la eleccién de estos 9;.

Lema 3.13. Para toda corona A; existe o; > 0 que satisface: Si y € A;, {x,},eN

es una o;-pseudo orbita tal que d(y,xq) < 0;, entonces d(f"(y),x,) < 6,1 para
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cada r < r;, donde r; > 0 es el primer natural que verifica que A} C B(p,i —1)

para todo n > r;.

ap < Qs

f(B(Ay, 00)) € B(A}, F)

Figura 3.3: Esquema de eleccién de los ag, a1 y ;. Primero tomamos a; = 9y,

luego a; y luego a. Por ultimo tomamos 6, para determinar el entorno de A;.

Para dar una idea esquematica de la prueba nos vamos a apoyar en la
Figura 3.3. Supongamos que A C f(U). Queremos definir &, >0 en A, de
manera que si una o;-pseudo Orbita pasa cerca de A, entonces en 2 ite-
rados también entra en f(U), es decir r; = 2. Consideramos entonces los
conjuntos A, A} y A?. Nos tomamos & > 0 tal que B(AZ,9,) C f(U). Esto
nos determina un entorno de A?, y este ultimo nos determina un entorno
de A;. Tenemos que elegir estos entornos lo suficientemente pequefios pa-
ra que, al considerar las 6;-pseudo 6rbitas, es decir, el salto de tamafio 0,
que puedo realizar, los puntos de la pseudo 6rbita se mantengan en los

entornos encontrados.

Demostracion. Veamos como definir 6; > 0 en A; = B(p,1). Sea U un en-
torno de p de la definicién de atractor estable. Sea r; > 0 el primer nimero
natural que satisface A” ¢ f(U) para todo n > ;. Sea 6y > 0 que cumple

que B(A;l,éo) C f(U) c U. Llamamos a,, = 6) y tomamos a, _; < a,, de
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d(f(y), f(wo)) < /2 d(f(y), f(z1)) < az/2
d(f(.’]i'[)),l’l) <0 < Cl{1/2 d(f(xl),azg) <1 < 042/2

<P <G <P <az=10

Figura 3.4: En esta figura la eleccion de @, a; y @ hacen que la 6;-pseudo érbita

sea 0¢ sombreada hasta llegar a f(U).

la continuidad uniforme de flArl—l de forma que si d(x,y) < @, _;, enton-
1

ces d(f(x), f(y)) < az” para todo x,p € A;l_l. Con esto se tiene ademas que

-1 ’
F(BAY ™, @, 1) C BA}, L.

Luego tomamos a,, _, < a,, _; de la continuidad uniforme de flAr1—2 de
1
forma que si d(x,y) < a,,_,, entonces d(f(x), f(y)) < % para todo x,p €

A;l_z tal que

-2 -1 Gr -1
f(BAY ™, ay,2))  BAY T, ——).

Repetimos este procedimiento r; veces hasta obtener finalmente a <

aq tal que
ay

f(B(Ay,a0)) C B(A], >

)

De esta manera si x,y € B(A],a,) y d(x,v) < a,, entonces d(f (x), f (v)) < 5L
para 0 < r < r;. Definimos &; > 0 tal que 6; < . Con esto se tiene que
01 < % para todo r <ry.

Ahora tomamos {x,},cn una o;-pseudo 6rbita y escojemos y € A; de

forma que d(y, xy) < 81, notar que esto implica que d(y, x() < a. Por conti-
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nuidad se cumple que

d(f (@), x1) <d(f(v), f(x0))+d(f (x0),x1) < a1 <.

aq
<7

ay
<o1<—

Supongamos ahora que d(f""}(y),x,_;) < a,_; para algin r € {3,...,r; — 1},

entonces

d(fr(y Xr <dffr 1 fxr 1))+d(f(xr—l)’xr)<ar<60-

ﬂ
<3

<o1<F
Hemos encontrado 6; > 0, de forma que una 6;-pseudo 6érbita que comien-
zaen A, es 5)-sombreada hasta entrar a f(U)

A continuacién consideramos A, y r, > 0 el primer nimero natural
tal que A? C B(p,1) para todo n > r,. Ajustamos &; > 0 si fuera necesario
para que B(A},8;) C B(p,1). Luego procedemos de forma similar a como
lo hicimos con A; para encontrar a, > a,_1 > ... > ag (que dependen de
Aj,) hasta finalmente obtener o, < a,/2 < 9; para todo r < r,. Con esto, si

{x,}nen €s una 9,-pseudo orbita e y € A, es tal que d(y, xg) < 9, entonces

d(f'(®),x) <d(f(f7 @), f (o) +d(f (x,m1), %) < @y < 6

ar N ar
<5 <bz< >

para cada r < r, y esta 0,-pseudo Orbita es 6;-sombreada por la 6rbita de

y hasta entrar en B(p, 1).

Procedemos ahora de manera inductiva. Fijada una corona A;, supon-
gamos que tenemos definido 6; > 0 en cada A; para j <i.Sear; >0 el
primer natural tal que A} C B(p,i—1) para todo n > r;. Ajustamos si fuera
necesario el 0;_; anteriormente definido para que B(A ,0i_1) C m
Repetimos el argumento de la construccién de los a, para obtener 6; > 0

tal que 0; < a,/2 < 0;_; de forma que si y € A; y {x,,},en €s una 9;-pseudo
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6rbita tal que d(y, xy) < 0; entonces d(f"(y),x,) < 0,1 para cada r < r;. Esto

prueba el enunciado. .

Observacion 3.14. Notar que por la forma en que definimos los 6; > 0 en cada
corona se tiene que si i > j entonces 6; < 6;. Por otro lado, sea A; una corona y
r; > 0 el primer natural tal que A} C B(p,i—1) para todo n > r;. Tomemos x €
A;. Por el lema previo sabemos que una o;-pseudo orbita {x,},en comenzando
en xo se mantiene a menos de 6;_y de la orbita de xy hasta que entra a m
Una vez que esto sucede, f"i(xy) estd en algiina corona A]- con j < i, ademas
como j <i—1 se tiene que d(f"(xp),x;;) <0;_1 < 0; ¥ {Xu}nen €s 6j-sombreada
para n < r;. Podemos entonces aplicar el Lema previo a los puntos f'i(xg) y x,,
tomando {x,},, como d;-pseudo orbita. Este procedimiento termina una vez

que la 6rbita de x, entra en U.

Prueba del Teorema 3.12. Sin pérdida de generalidad tomemos p = 0.

Dado € € C*(R™) arbitrario, tomemos a > 0 tal que:
1. a<e(0)/4.
2. Siy € B(0,a), entonces e(y) > €(0)/2.

Como 0 es atractor local estable, tomamos U de la definicién de atractor

tal que U € B(0,a)y f(U) C U. Notar que como cada A; = B(0,i) \ B(0,i — 1)

es compacto y 0 es atractor global estable, existe /; € IN tal que AY C f(U)
para todo n > i;, por lo que existe r; € IN tal que A} C B(0,i —1) para todo
nxr;.

Para cada A; tomamos s; > 0 el minimo natural tal que | J,»o A} C B(0, ;).
Entonces para A; consideramos 0 < 9y < min{e(x) : x € B(O—,sl)} tal que
B(f(U),dy) C U. Para este &y, tomamos 6; > 0 correspondiente al A; del
Lema 3.13 de forma que toda §;-pseudo 6rbita que comienza en A; es &y-

sombreada hasta entrar en f(U). Inductivamente definimos 6; > 0 para
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A

cada i > 0 de manera que 0 < 9; < min{e(x) : x € B(0,s;,1),0;}. Para este

5;, tomamos 6;,; del Lema 3.13 de forma que toda 5i+1—pseudo orbita que

comienza en A;,; es 9;,-sombreada hasta entrar en B(0,1).

Hemos definido entonces los o; > 0 en cada anillo A;. Tomamos 6 €
C*(IR™) dependiendo solamente de la norma de x tal que o(x) < 9; para
cada x € A;. Sea {x,,},en una o6-pseudo 6rbita tal que x, € A; para algtun i >
0. Notar que {x,,},cn es una 0;-pseudo 6rbita hasta que entra a m
Sea r; > 0 tal que A} C f(U) para todo n > r;. Entonces f"(x) € m

para todo n > r;. Ademads por la Observacién 3.14 se tiene que
d(f"(xg), x,) < 0j_1 <e(f"(xg)), paratodon<r;.

Ahora f'i(xy) € A; para algtn j < i, por lo que d(f"(x¢),x,,) < 9;. Sea r; el

primer natural tal que A}q C B(0,j —1) para todo n > r;, entonces [ (xq) €
B(0,j—1). Como 6(x) < 6; para cada x € Aj, {x,},en es una 6;-pseudo 6rbita

para r; <n <r; +r;. Nuevamente por la Observaci6én 3.14 se cumple que

d(f"(x0),x,) <06j_1 <e(f"(xg)), paratodor;<n<r;+r;

Repetimos este procedimiento hasta que la 6rbita de x, entra a f(U). Pa-
ra n tal que f"(xy) € f(U) se cumple que x,, € U pues d(f"(xg),x,) < dg.
Entonces

d(f"(x0),xn) < d(f"(x0),0)+d(0,x,)

—_— ~—

2 (0)2
(w0
< e(f"(x9))

En la desigualdad (*) se usa que a < €(0)/4 y en la desigualdad (#+) se usa

que si y € B(0,a), entonces €(y) > €(0)/2. Finalmente obtenemos que la
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Orbita de x; e-sombrea esta 6-pseudo oOrbita para cada n > 0. Esto prueba
la propiedad del sombreado topolégico futuro. Por el Lema A.8, f tiene

sombreado topoldgico. .

Ahora que sabemos que un mapa con un punto atractor global tiene
sombreado topolégico podemos usar esto para determinar un grado de
cercania entre este mapa y otro mapa de forma que la dindmica del segun-
do se parezca a la dindmica del primero, al menos hasta estar suficiente-
mente cerca del punto atractor. Notar que en el Ejemplo 3.11 se muestra
un mapa que no tiene sombreado métrico, pero al tener un punto atractor
global estable, por el Teorema 3.12 tiene sombreado topolégico.

Recordamos entonces el Teorema 1.3 que ya enunciamos en la intro-

duccion:

Teorema 1.3. Sea f : R™ — R™ un mapa con un punto py atractor global.

Dado a > 0, existe 6 € C*(IR™) tal que todo mapa g que satisface:
= Existe g, € R™ atractor local de g.
» pr € B(q,2a) C U, donde U es la cuenca de atraccion de g, respecto a g.
= d(g(x), f(x)) <O(f(x)).
Entones q es atractor global para g.

Demostracion. Como py es atractor global para f, por el Teorema 3.12 f
tiene sombreado topolégico. Dado a > 0, tomemos € € C*(IR™) tal que
€(x) = a para todo x € R™. Sea 6 € C*(IR™) del sombreado de f correspon-
diente a €. Sea g en las hipdtesis del teorema, entonces fijado cierto x € R",

veamos que {g"(x)},en €s una o-pseudo 6rbita de f:

d(g" (x), f(g"(x)) = d(g(g"(x)), f(g"(x))) < 8(f ("(x))).
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En consecuencia, existe y tal que d(g"(x), f"(v)) < a para todo n > 0.
Como f"(y) — py sin — +oo, existe un momento ng tal que d(f" (), py) < a

para todo n > ng. Se tiene entonces que

d(8"(x),py) <d(g"(x), f"(x)) +d(f"(x), pf) < 2a

para todo n >ngy g"(x) € B(ps, 2a) C U para todo n > ny. Concluimos que

g"(x) = qg si n — +oo y obtenemos la tesis. ]

3.2.2. Nuevos ejemplos del problema de LaSalle.

Como mencionamos en la Seccién 3.1, LaSalle en su libro [34] plantea
un problema inspirado en una conjetura propuesta por Markus y Yama-
be [37] de los afios 60’, que hace referencia a condiciones suficientes de
atraccion global en el contexto de ecuaciones diferenciales.

En la literatura hay varios articulos que tratan sobre el problema. En
algunos se presentan ciertos contraejemplos [11,12,14]. En otros, el foco
esta en presentar familias de ejemplos donde el problema tiene respuesta
afirmativa [11,13,21].

Haciendo uso del Teorema 3.9 estamos en condiciones de presentar un
nuevo ejemplo del Problema de LaSalle si pedimos ademas que el radio
espectral del Jacobiano del mapa en cada punto sea menor que 1. A partir
de este plantearemos una forma de encontrar una nueva familia de ejem-
plos. Asimismo, mostraremos que la condicién de LaSalle no esta ligada
para nada a las dindmicas de atraccion global pues puede suceder que el
radio espectral del mapa no esté acotado y de todas maneras se tenga una

dindmica de atraccion global (ver el Ejemplo 3.16).
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Ejemplo 3.15. Sea A : R* — R? tal que A(x,y) = 1(x,y). Consideremos F :
R? — R? tal que

F(x,y) = Alxp) + @(x,9)G(x,y)
donde G(x,v) = a(cos(p),cos(x)) con |a| <1/4 v @(x,v) = P(ll(x, y)ll) con ¢ :

[0, +00) — [0,1] de clase C! que cumple:

0 sit<2

1 =2 .
—Ecos(nm) S12<t<7r,

p(t) =

=

p—

sit>r

con r > 0 a determinar.

Observar que ||Al| = 1/2. Aplicando la Proposicion A.1 el lineal A tiene
sombreado métrico y por y el Lema A.7 si tomamos o = 1 entonces el S del
sombreado correspondiente a a =1 es 6 = 1/2. Veamos que F se encuentra en

las hipotesis del Corolario 3.9:

2
IF - Al < |IGll = la| V2 < % <1/2.

Veamos que el radio espectral de [ es menor que 1:

1
Jr(oy) = S1d+@(x,9)]6(xy) + Vo(x,p)" - Glxy).
Acotemos las perturbaciones de A. Por un lado

0 sin(y)]

—sin(x) 0

Jo(x,9) ﬂ[

por lo que ||Jg(x,v)|| < %. Por otro lado Ve (x,v)' G(x,v) tiene rango 1, ||Vol| =
[P’ (1) v |G(x, )|l < %. Entonces |[Vo(x,v)" - G(x,p)|| < ‘/Tilz,b’(t)l. Usando que
p(Jr) < |IJ¢ll obtenemos

2

“%

+

(1+ [’ (1))

N =

p(Jr(x,p)) <



Si imponemos %+ %(1 +[9’(1)]) < 1 entonces [’ (t)| < V2 — 1. A partir de esto

buscamos un valor de r > 0 que verifique ﬁ < V2 -1. Tomando r = 6 se

verifica la desigualdad.

En resumen tomando F(x,y) = %(x,y) +@(x,p) - i(cos(y), cos(x)) donde

@(x, ) = P(l(x,p)l) con

0 sit<2
P(t) = %—%cos(n%) Si2<t<6,
1 Sit>6

verifica que F = A en B(0,2), F = A+ G en B(0,6)%, ademas ||[F - A|| <1/2 y
P(]F(x;y)) <L

Como generalizacién del ejemplo anterior podemos considerar lo si-
guiente. Partimos de un mapa lineal A del plano con p(A) < 1, esto de-
termina una norma matricial |- || tal que ||A|| = k < 1. Luego tomamos
un ndmero « > 0 concreto. Consideramos F(x,y) = A(x,v) + ¢ - G donde
G(x,9) = (g1(¥),£2(x)) con g;,¢, : R — R de clase C! y ¢ : R? — [0,1] de
clase C! de forma que en B(0,2a) coincida con A, en el complemento de
una bola F = A+ G y debe estar a menos de (1 —k)a de A. Como segunda
etapa Jr debe estar suficientemente cerca de A para que sus valores pro-
pios se mantengan cercanos a los valores propios de A, y por tanto tengan
moddulo menor que 1.

En el caso de partir de un mapa base que solamente tiene atraccién
global, no tenemos una forma de determinar concretamente el grado de
cercania entre el mapa base y el mapa cercano, por tanto no logramos
darle una cara concreta a la familia de ejemplos. Aunque teéricamente los
Teoremas 1.2 y 1.3 son de interés, no es posible aplicarlos para encontrar

nuevas familias de ejemplos.
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Por otro lado, la hipétesis del Problema de LaSalle esta lejos de ser ne-
cesaria. El fenémeno de atraccién global trata sobre el comportamiento
asintdtico de las drbitas. A futuro todas se acercan a cierto punto particu-
lar del espacio. Las condiciones sobre la derivada de un mapa trata sobre
un comportamiento local en un solo iterado, no es una propiedad que se
mantenga a lo largo de las 6rbitas. Esto ya lo vimos en el Ejemplo 3.8
donde encontramos que el punto g = (\/%,O), k € (1,2/\/3), cumple que
pUr2(q)) > 1.

Mediante el ejemplo que mostraremos a continuacién pretendemos
evidenciar que la condicién sobre el jacobiano no es siquiera necesaria
para garantizar la atraccién global, pues el radio espectral puede ser arbi-

trariamente grande y sin embargo se tiene atraccién global.

Ejemplo 3.16. Sea ¢ : R? — [0, 1] de clase C! tal que ¢(x,y) = 0si||(x,v)|| < 2

v ¢(x,v) = 151 ||(x,)|| > 4. Tomemos F : R*? — IR? un mapa de forma que
F(x,y) =A%)+ ¢(x,9)Gxy)

con A(x,y) = 5(x,9) » G(x,9) = §(sin(p?), sin(x?)).

Verifiquemos que F se encuentra en las hipétesis del Corolario 3.9: To-
mamos la norma euclidea en IR?. El mapa lineal de base es A, con lo que
|All =k =1/2.Seaa =1, si F cumple ||[F-A|| = |G| < (1-k)a = 1/2 entonces

F tiene dindmica de atraccién global. Ahora
IF = AIP =[G = — [sin’(y?) + sin’(<?)] < &
16 -8

con lo que ||G|| < ﬁﬁ y el origen es atractor global para F.

Calculando Jp(x,v) para ||(x,p)|| > 4 se tiene que

e A
%xcos(xz) %
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y los valores propios son

A = %(1+\/xycos(x2)cos(y2))

Ay = %(I—nycos(xz)cos(ﬁ)).

Por tanto el radio espectral es arbitrariamente grande.

En la Figura 3.5 se muestra la idea de este ejemplo en R* U {0}. En

Figura 3.5: El mapa f tiene dindmica de atraccién global, se encuentra a

menos de 1/2 de A y su derivada no esta acotada.

este sentido una observacién interesante seria considerar C> donde en
cada coordenada representamos A;,1, y el mapa Ap : R? — C? tal que
(%) |A—F> (A1(x, ), A2(x,)). En el ejemplo anterior vimos que Ar(IR?) es un
conjunto no acotado, ademads para esta familia se tiene que A + 1, =1 tal
que Re(Ay) >1/2.

Si Ap(IR?) se encuentra en la bola unidad, estamos en el contexto de la
hipétesis del problema de LaSalle. Una pregunta interesante que plantea-

mos entonces es la siguiente:
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;Qué conjunto K ¢ C? cumple que hay un mapa F con dindmica de

atraccion global tal que Ap(R?) = K?

3.2.3. Conjetura de Rus, condicidon Fuerte de LaSalle.

En el contraejemplo de Szlenk desarrollado en el Ejemplo 3.8, vimos
entre otras cosas que existe un punto g tal que p(Jr2(gq)) > 1. Por tanto la
condicién sobre el radio espectral menor que 1 no se mantiene para los
iterados del mapa. Por otro lado, hay dos familias de ejemplos muy intere-
santes que ademads de tener respuesta afirmativa al problema de LaSalle,
también cumplen esta condicién para cualquier iterado del mapa.

Uno de ellos es la familia de mapas triangulares F : R — IR™ tal que
F(x1,%0,...,%y) = (fi(x1), fo(x1,%2), .., fu(x1,%2,..., %)) (ver Teorema 3.5).
Estos mapas cumplen ademas que sus iterados siguen siendo mapas trian-
gulares y es inmediato ver que verifican la condicién p(Jp(x)) < 1 para
todo n > 0 y para todo x € R™. Otro es la familia de flujos a tiempo 1,
soluciones de una ecuacién diferencial x’ = F(x) en el plano donde Jp(x)
tiene todos los valores propios con parte real negativa. Como en este caso
el Problema de Markus-Yamabe tiene respuesta afirmativa, el campo F es
completo, es decir que las soluciones ¢(t,x) tal que ¢(0,x) = x, estan defi-
nidas para todo t > 0. Definiendo f(x) = ¢(1,x), por la propiedad del flujo
se tiene que f"(x) = ¢(n,x). Por el Lema 3.3 se cumple que p(J¢(x)) <1y
entonces p(Jgu(x)) <1 para todo n € N y todo x € R™.

A partir de esto al desarrollar esta memoria, nos surgi6é una pregunta
muy natural: ;serd suficiente pedir p(Jg«(x)) <1 paratodon €Ny x € R"™
para obtener una dindmica de atraccién global? Haciendo una busqueda

bibliografica encontramos que Rus plantea esta misma pregunta en [40].
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Conjetura 3.17 (de Rus. Condicién de LaSalle Fuerte). Sea f : R" — R™
un mapa de clase C! tal que f(p) = p para algtin p € R™ y tal que p(Jpn(x)) <1
para todo x € R™ y todo n € IN. 4Es p atractor global?

Una estrategia para abordar este problema sera la de determinar si
los flujos que se obtienen a partir de los contraejemplos del Problema de
Markus-Yamabe son o no completos. En el caso que fuera completo, usan-
do el Lema 3.3 y la observacién 3.4 los tiempo 1 de estos flujos servirian
como contraejemplo a esta conjetura. Sin embargo, si no lo son, no pode-
mos afirmar nada pues no tenemos forma de definir el flujo a tiempo 1 de

manera global.

Contraejemplo en dimension m > 4.

En [5] Bernat y Llibre presentan un contraejemplo al problema de Markus-
Yamabe en dimensién 4. Consideremos la ecuacién diferencial en IR* dada
por

x'(t) = Ax(t) + P (o (t))b
donde A € My y, b,ce R4, ¢ : R — IR funcidn lineal a trozos tal que ¢(0) =
0y o(t) = c'x(t). Este tipo de ecuaciones diferenciales se llaman sistemas de
control no lineal. La funcién ¢ se llama funcién de control.

Esquematicamente la idea del contraejemplo es la siguiente:

1. Se muestra que el sistema con una funcién de control lineal a trozos

especifica tiene una 6rbita periddica.
2. Luego se muestra que esta orbita es localmente estable.

3. Por dltimo se perturba el sistema para que sea de clase C!, mantenga
la propiedad de que los valores propios del Jacobiano tengan parte

real negativa y persista la 6rbita periddica.
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En concreto, los autores muestran que el campo
X (x1,%2,%3,x4) = (X2, —Xg, X1 — 2X4 — k1 P(x4), X1 + X3 — x4 —kop(x4)), (3.5)

-u  six<-u,
donde k; = %, ky, = % y @(x) =< x si|x|<u, conu = %, tiene
u Six>u,
una Orbita periddica estable. Luego se considera una funcién i de clase
C" suficientemente cercana a ¢ para que el campo X, también tenga una
orbita periddica.

Hasta aqui, no se sabe si el campo Xy (x) que cumple las hipdtesis del
problema de Markus-Yamabe, es completo. Castafieda en [26] logra reali-
zar una nueva perturbacién suficientemente cercana al campo Xy, tal que
este nuevo campo estd acotado (es decir, existe un compacto K tal que para
todo punto x € R, el flujo que a tiempo 0 estd en x, a partir de un momen-
to entra en K y no sale mas) y por tanto es completo, mantiene una 6rbita
periddica y se encuentra en las hipoétesis del Problema de Markus-Yamabe.

Sea X : IR™ — R™ un campo de clase C!, observar que si existe k > 0 tal

que (X(x),x) < 0 para todo ||x|| > k, entonces X esta acotado.

Proposicion 3.18. [26] Existe un campo X de la forma X = Xy, —eld con
€ > 0 suficientemente pequefio que cumple que existe co > 0 tal que todos los
valores propios de Jx(x) tienen parte real < —c( para todo x € R*, estd acotado

y tiene una orbita periddica estable.
Teorema 3.19. La Conjetura de Rus es falsa para m > 4.

Demostracion. Consideremos el campo X de la Proposicién 3.18. Este cam-
po esta acotado, por tanto el flujo que determina es completo. Este flujo tie-

ne una 6rbita periédica que pasa por cierto x € IR%. Sea ¢(x, t) esta érbita
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periddica. Se cumple que para cierto T > 0, se tiene ¢(x(,0) = @(xo, T). To-
memos el flujo a tiempo T, f = ¢(-, T) : R* - R* que determina el campo
X. Por el Lema 3.3 y la Observacion 3.4 se verifica que p(Js#(x)) <1 para
todo n € IN y para todo x € R?%, f tiene al menos dos puntos fijos y por

tanto el origen no es atractor global. .

Observacién 3.20. Notar que en la demostracion del teorema anterior ele-
gimos un tiempo T para que xy sea un punto fijo del flujo a tiempo T. Sin
embargo si consideramos diferentes valores de ty € (0, T) y consideramos el flu-
jo a tiempo t, obtenemos dinamicas con comportamientos distintos que siguen

siendo contraejemplos a la conjetura de Rus.

En dimensién m = 3 estamos investigando si la estrategia de buscar
contraejemplos del problema de Markus-Yamabe puede llevar a encontrar
contraejemplos de la conjetura de Rus. En [14] se presenta un contraejem-
plo polinomial del problema de Markus-Yamabe. Sin embargo en estos ca-
sos hay soluciones no acotadas. Estamos tratando de determinar si existen
o no soluciones con intervalo maximal acotado. En el caso que exista una
solucién con intervalo maximal acotado, no sirve como contraejemplo de
la conjetura.

En el caso de R? podemos dar alguna informacién parcial si se agrega
la hipétesis de que el infinito sea repulsor y que el mapa sea propio. Se
dice que F es propia si cumple que ||F(x)|| — oo si ||x|| = 0. Si F: R?> —
IR? es continua y propia, considerando la compactificacién por un punto
entonces $2 = R? U {oo} y F se extiende continuamente a $? de forma que
F:$? — $? tal que F(co) = coy Flg2 = F.

Si F tiene un numero finito de puntos fijos entonces se obtiene el si-

guiente resultado.
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Proposicién 3.21. Sea F : R? — R? propia, en las hipétesis de la Conjetura
3.17, con un ntimero finito de puntos fijos, tal que ademas el infinito es repulsor.
Entonces el conjunto de puntos periddicos de F es trivial, es decir Per(F) tiene

un solo elemento.

Para la prueba de este resultado haremos uso del Indice de Lefschetz en
G2. Para ello necesitamos que F se extienda a la esfera de forma continua
por lo que esta es la razoén para pedir que F sea propia.

Supongamos que tenemos una superficie S. Sea p € S, sean U y U dos
entornos de py f : U — U un mapa de forma que p es un punto fijo
aislado. Podemos definir entonces el indice de Lefschetz de f alrededor
de p, como ind;(f,p) de la siguiente manera:

Asumiremos que p es el anico punto fijo que hay en U, denotamos D,
al disco de centro 0 y radio r > 0. Tomamos h : U — D; homeomorfis-
mo que preserva orientaciéon y cumple h(p) = 0. Si tomamos r suficien-
temente chico, tenemos que el mapa f, : ho f o h™! estd bien definido y
tiene a 0 como uUnico punto fijo. Sea y : [a,b] — D, \ {0} una curva ce-
rrada simple con orientacién positiva. Tomamos el mapa g : S! — S! tal
que g(0) = % y definimos el ind;(f,p) como el grado de este
mapa. Se tiene que si p es punto fijo atractor local o repulsor local, en-
tonces se tiene que ind;(f,p) = 1. Por otro lado, si p es punto silla en-
tonces ind;(f,p) = —1. Se define el Indice de Lefschetz de (f,S) como
indr(f,S) = Lxerix(r)indL(f,x). Si la superficie es $2, para cualquier ho-
meomorfismo que tenga un nimero finito de puntos fijos, por el Teorema
de Poincaré-Hopf se tiene que ind; (f,S$?) = 2.

Prueba de la Proposicién 3.21: Como F es propia, F se extiende continua-
mente a $2. Sea F : $? — $? la extensién continua, sea p un punto fijo de F,

entonces tanto p como oo son fijos por F. Supongamos que g es otro punto
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periédico de periodo r, entonces F” tiene al menos tres puntos fijos. Tanto
p como g son atractores locales para F" pues p(Jp-(p)) <1y p(Jpr(q)) < 1.
Entonces ind (F",p) = ind(F",q) = 1. Por otro lado oo es repulsor y enton-
ces indy(F",00) = 1. Ahora, 2 = ind; (F",$?) = erfix(l:‘r) indp(F", x). Esto im-
plica que tiene que existir al menos un punto u € IR? fijo por F” con indice
—1, por tanto el punto u no es atractor local, esto implica que p(Jpr(u)) > 1,

lo cual es absurdo. "

Con esto, como el infinito es repulsor, para todo x € IR? se cumple que
w(x) es compacto. Ademas existe x; € R? cuyo w-limite no es p. Entonces
w(x() es un conjunto compacto invariante que no tiene puntos periédicos.
Nos queda por determinar si al considerar la hipétesis fuerte de LaSalle, se
puede describir de mejor manera este conjunto. Esto quedard para intentar

resolver en trabajos futuros.

3.3. Caminos a seguir

A modo de cierre del capitulo queda entonces por determinar si el pro-

blema de Rus es verdadero en dimensién m = 2, 3.

= En dimensién m = 3 podria ser posible encontrar un contraejem-
plo de la siguiente forma: consideramos los campos vectoriales que
son contraejemplo del problema de Markus-Yamabe. Si uno de es-
tos campos es completo, se puede definir el tiempo 1 del flujo. Este
verifica la hipétesis del problema de Rus y por tanto es un contra-
ejemplo. Hasta ahora, de los contraejemplos que hemos analizado

no pudimos determinar si eran completos o no.

= En dimensién 2 en el caso de que haya un contraejemplo, la estra-

tegia anterior no es valida dado que en este caso el problema de
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Markus-Yamabe tiene respuesta afirmativa. Aqui pueden haber mas

herramientas para atacar el problema.
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Apéndice A

Propiedad del sombreado para

mapas lineales hiperbdlicos.

Sea A € M,,(R), podemos pensar que A es un mapa lineal de R" — R"
considerando x — Ax. En estas lineas desarrollaremos un aspecto funda-
mental que hemos usado en el Capitulo 3. Veremos que si p(A) < 1 en-
tonces existe una norma matricial || - || tal que ||A|| < 1 y por tanto A tiene

dindamica de atraccion global.

Proposicion A.1. Sea A : R"™ — R"™ mapa lineal tal que p(A) < 1. Entonces A

tiene sombreado métrico.

Observacion A.2. Dada una matriz A, aplicando la forma canénica de Jordan,
A es semejante a | tal que A = P~']JP, con P matriz invertible. Ademas A" =
P~1J"P. Se tiene que p(A) = p(]). Calculando ||J"||, existe ng tal que ||J™]| < 1.

Entonces ||[A™]| < 1.

Lema A.3. Sea A : R™ — IR™ un mapa lineal tal que p(A) < 1. Existe C> 0y
0 < A <1 tal que ||[A"x|| < CA"||x||, para todo n € IN, x € R™, donde || -|| es la

norma euclidea.
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Demostracion. Como p(A) < 1, existe n tal que [|[A™]| < y < 1. Sea C; =
sup{||A/]|: 0 < j <ng} y A = y'/". Tomemos n = kng + r, donde 0 < r < .
Entonces
n kn r k (ﬂ (:1 n
A" < [|A™f]-[[AT|| < Cryp”™ < 7/\ :

T

7
Para ver la desigualdad (*) notar que ’\7 Y > 0
/n
)4

2 . rmo , . .
s6losi 1 < - siy s6lo si ¥ < y™/™. Por tanto llamando C = %, se tiene

ko A" &
, entonces y* < 5 sty

|[A%x|| < CA"||x|]] = 0 si n — +00. Con esto A”x — 0 si n — +o0. .

Definiciéon A.4. Sea (X,d) espacio métrico se dice que un mapa f : X — X es
una contraccion si existe 0 < K < 1 tal que d(f(x), f(v)) < Kd(x,v) para todo
x,p€X.

Veamos como construir una norma en R” que depende de A de forma

que A sea una contraccion.

Lema A.5. Bajo las hipotesis del Lema A.3, existe una normal| - ||y y0<a<1

tal que ||Al; <a< 1.

Demostracion. Por el Lema A.3, existen C >0y 0 < A <1 tales que ||A"|| <
no—l

CA". Sea ng tal que CA™ < 1. Definimos ||x||; = Z]‘:o |A7x||. Existe k > 0

tal que ||x[|; < k||x||. Entonces

o
lAxll, = ) llalx|
j=1

llxlly + 1A x| = [|x]]

IN

[lxlly + (CA™ = 1)|x]|

CA™ —1
(1 +—)I|x||1

IA

k

|
a

Por tanto definiendo [|A||; = sup{||Ax||; : ||x|l; = 1}, se tiene ||A||; < a < 1.
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Observacion A.6. Con esta norma se cumple que ||[A"x|; < a”||x|l; — 0, si

n — +oo. Ademas ||Ax — Ayl||; < al|lx—y|| v A es una contraccion.

Recordar que dos normas ||-||; y ||-||, son equivalentes si existen «, f > 0
tales que fl|x||, < ||x[|; < al|x]|,. Veamos que si f tiene sombreado métrico
con una norma, entonces tiene sombreado métrico con cualquier norma
equivalente:

Supongamos que f tiene sombreado con la norma || -||,. Dado € > 0,
consideramos €’ = €/a. Para este €/, tomamos 6’ > 0 del sombreado de f
con la norma || ||, correspondiente a €’. Sea 6 = f6’, tomamos {x,,},cz una
o-pseudo orbita con la norma || -||;, es decir, ||x,,1 — f(x,)|l; <. Entonces
Blluar = £ (n)lla < i1 = f(a)lly <6Y {Xylnez €5 una 6-pseudo orbita con
la norma || -||,. Por tanto existe x tal que ||f"(x) — x,||, < €’ = €/a, entonces
Ilf"(x)—x,ll; <€y f tiene sombreado con ||-||;.

Veamos ahora que una contraccién tiene sombreado métrico y por tan-
to nuestro mapa lineal también. Enunciamos el resultado en el contexto

general.

Lema A.7. Sea X un espacio normado completo, f : X — X una contraccion,
entonces f tiene sombreado métrico. Mas concretamente, si 0 < k < 1 es una
constante de contraccion, dado € > 0, el o de la propiedad del sombreado se

puede tomar como 6 = (1 —k)e.

Demostracion. Dado € > 0, tomemos 0 = (1—-k)e, donde 0 < k < 1 es la cons-

tante de contracciéon. Dadas dos sucesiones {x,,},cz ¥ {vs}1cz, definimos
D({x,}, {yu}) = sup{llx, = yull : n € Z}.
Sea {x,},cz una o-pseudo 6rbita, denotamos

X = (Wnhnez : D({xah () < €).
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Notar que (Xix”}, D) es un espacio métrico completo. Por altimo definimos
{xn}

F({y,})i = f(v;_1) para cada i € Z. Veamos que si {y,},cz € X¢ "', se tiene
que F({y,}) € X

D(E({gn}), {xn})

D({f(yn—l)}' {xn})
D{f @u-0}ASf (xu—1)}) + DUS (x4-1)} {x})

< ke+d

IA

= €

Ahora notemos que F es una contraccion:

D(F({gu}), F({z4}) = D{f (-0} {f (z0-1)})
< kD({yp-1}{zp-1})
= kD({yn}, {zn})

Por tanto existe {y,},cz tal que F({y,}); = f(yi-1) = i, con lo que f(y,-1) =
v, donde v, = f" ().
Concluimos que dada una 6-pseudo 6rbita {x,,},cz, existe una érbita

{Vu}nez tal que ||y, — x,|| < € para todo n € Z. .

Prueba de la Proposiciéon A.1: Tomando ||-|[; del Lema A.5, se tiene que
existe 0 < a <1 tal que ||A|l; = a. Dado € > 0, considerando 6 = (1 —a)e del
Lema A.7, entonces toda 6-pseudo érbita de A es e-sombreada y A tiene

sombreado métrico. "
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A.1. Sombreado topoldgico a futuro para mapas
en espacios localmente compactos.

En el Capitulo 3 vimos que un mapa de IR” con un atractor global
trivial tiene la propiedad del sombreado topolégico (ver Teorema 3.12),
en realidad probamos el sombreado topolégico a futuro.

En la literatura, la propiedad del sombreado para mapas no invertibles
es considerada con orbitas y pseudo érbitas indexadas en los naturales,
ver por ejemplo [8, 39]. Este caso lo llamaremos propiedad del sombreado
topoldgico a futuro. En el caso en que X es un espacio métrico localmente

compacto, ambas definiciones son equivalentes.

Lema A.8. Sea X un espacio métrico localmente compacto y f : X — X un
mapa. Se cumple que f tiene la propiedad del sombreado si y solo si f tiene la

propiedad del sombreado topolbgico a futuro.

Demostracion. Asumamos que el mapa f tiene la propiedad del sombrea-
do topolégico a futuro. Dado € € C*(X). Tomemos 6 € C*(X) de la pro-
piedad del sombreado topolégico a futuro y {x,},cz una 6-pseudo 6rbi-
ta. Para cada j > 0 existe y_; tal que la 6rbita futura de y_; e-sombrea a
futuro a {x,},cz para n > —j. Notar que para cada j > 0 se cumple que
{fk‘j(y_k)}kzj C m Para j = 0, tomamos una subsucesién con-
vergiendo a algin punto 9, (aqui usamos que X es localmente compacto).
Para j = 1 tomamos una subsucesién de {fk_1 (y_x)} asociada a los términos
de la subsucesién anterior que convergia a 9, y nombremos y_; al punto
limite. Por continuidad se cumple que f(9_1) = 9. Procediendo inductiva-
mente obtenemos un punto y_; en cada m tal que f(9_;) =91
Por tanto la sucesiéon {9,},cz tal que f(9,) = 9,41 para n <0; f"(9y) para

n > 0 e-sombrea esta o-pseudo 6rbita.
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El reciproco es inmediato dado que si una o-pseudo drbita es e-sombreada,

entonces es e-sombreada a futuro. "

A.2. Sombreado topoldgico para homotecias.

En esta parte veremos qué tipo de transformaciones lineales hiperbdli-
cas tienen sombreado topoldgico. Primero mostraremos que una homo-
tecia en IR tiene sombreado topolégico y luego que una transformacién
lineal hiperbdlica con valores propios 2 y 1/2 en el plano no tiene som-
breado topoldgico. Esto sienta las bases del Lema B.5 donde se muestra
que si hay una 6rbita que no acumula ni a pasado ni a futuro, entonces
esto es una obstruccién para el sombreado topolégico.

En lo que sigue mostraremos que el mapa f : R” — R™ tal que f(x) =

2x tiene la propiedad del sombreado topolégico.

Proposiciéon A.9. Sea f : R™ — R™ tal que f(x) = 2x. Entonces f tiene som-

breado topologico.

Demostracion. Contemos inicialmente la idea del sombreado topolédgico
sin ser muy formales. Vamos a dividir la prueba en dos etapas.

Lo que vamos a hacer en una primera etapa es construir un 6 € C(IR?) pa-
ra que las o-pseudo Orbitas tengan sélo dos tipos de comportamiento. Las
llamaremos de Tipo a y de Tipo b. Las de Tipo a se encontraran en una
bola centrada en el origen para todo n € Z. Las de Tipo b seran aquellas
que a futuro tienden a infinito.

En la segunda etapa ajustaremos el o para que, ademds de que las o-
pseudo 6rbitas sean de estos dos tipos, sean sombreadas a futuro. Por ulti-

mo aplicaremos el Lema A.8 para obtener el sombreado.
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Pasemos entonces a probar el sombreado topolégico: Dado € € C(IR?).

Sea ry = €(0), llamemos

m= min {e(x)}
xEB(O,rO)

Como dijimos en el parrafo anterior, dividiremos la prueba en dos etapas.

Primera Etapa: Vamos a tomar 6 : R*> — R* tal que

m  sixeB(0,r
5(x) < (070)

@ si x € B(0,7y)°

Con estas restricciones se puede considerar sin problemas 6 continua, por
ejemplo, si m < ||(rg, 0)|| consideramos 6 constante en B(0,7,) y la extende-
mos de forma continua al complemento hasta que deje de ser menor que
los valores que toma en el complemento de la bola. Para este 9, afirmamos
que las 6-pseudo 6rbitas tendran sélo dos tipos de comportamientos. Lla-
maremos de Tipo a a las o-pseudo 6rbitas que se encuentran contenidas
en B(0,r,) para todo n € Z, y de Tipo b a las 6-pseudo 6rbitas que tienden
a infinito. Probemos esto; si una o-pseudo 6rbita esta siempre dentro de la
bola B(0, ry) ser4 de de Tipo a, en caso contrario, es decir, si algtin término
de la o-pseudo 6rbita esta fuera de la bola, sera del otro tipo.

Afirmamos que existen estos tipos d-pseudo érbitas:

Tipo a. Efectivamente el conjunto de este tipo de o-pseudo Orbitas es no
vacio. Intuitivamente, como 0 en 0 es positivo, si tomamos puntos
muy cercanos a 0, un siguiente término de la pseudo 6rbita pue-
de volver a estar cerca de 0. Siendo un poco mas formales, como
o € P(IR?), 5(0) = ko > 0. Si tomamos x suficientemente cercano a 0,
se cumple que ||f (xo)|| < 0(f(xp)), entonces B(f(xg), d(f (xg))) contiene

a xo. Podemos tomar x; = xj. De esta forma repitiendo el argumento
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Tipo b.

podemos considerar x,, = x, para todo n > 0, para el pasado podemos

considerar f"(xg), si n <0y con esto x, € B(0,€(0)) para todo 1 € Z.

Efectivamente si tomamos una o-pseudo dérbita que no es del Tipo a,
existe un término de la 6-pseudo 6rbita que no esta en la bola B(0, ).
Nombramos x4 € B(0,7,)¢ como primer término de la 6-pseudo 6rbi-
ta. Mostraremos que este tipo de 0-pseudo 6rbitas cumplen que para
n>0, ( ) llxoll < ||x,]| y esto implica que ||x,|| = +oo si n — +co.

IIxII

Veamos esto: Como 6(x) < en x € B(0,ry) ‘y f(x

x1 € B(f (xo), O(f (x )))CB(f M) 3(2 Olllxzoll)

Por lo que %llxoll <||xq]]-

B(f(x0),6(f(x0)))

B(() ’I“())

Figura A.1: En B(0,1y)¢, 6(x) <||x||/4

En particular x; € B(0,7). Plantenado lo mismo para x,, € B(0, )¢,
llegamos a que %Hxnll <|I%p511l Y X451 € B(0,70)¢. Por Gltimo, con estas

desigualdades obtenemos que ( ) llxol] < ||lx,,]| y entonces ||x,,|| — +oo.

Segunda Etapa: Ajustaremos el 6 definido en IR? para que los dos tipos
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de o-pseudo Orbitas construidas en la etapa anterior sean € sombreadas a
futuro para el € dado inicialmente:

Sombreado de las o-pseudo 6rbitas de Tipo a: Este tipo de 6-pseudo
6rbitas cumplen entonces que d(0, x,,) < ry y por tanto son sombreadas por
el 0.

Sombreado de las o-pseudo 6érbitas de Tipo b: Intentaremos deducir las
condiciones adicionales que necesitamos para e-sombrear este tipo de o-
pseudo 6rbitas. Primero hallemos explicitamente los términos a futuro de
una o-pseudo 6rbita de este tipo: Sea x; un término de una o-pseudo 6rbita
de este tipo, como d(f(xp),x1) < o(f(xg)), se tiene x; € B(f(xq),d(f (xp))),

con lo que

x1 =2x9+1, donde ||r]l < (f(xp))-

Para el siguiente término vemos que

f(x1) =2%x0+2r1 y X € B(f(x1), 8(f (x1))),

con lo que

Xy = 27’x0 +2r, +1, donde ||r,]| < O(f(x1))

Siguiendo con este razonamiento obtenemos una expresion explicita para
X

X, =2"xg+ 2"y +... 2,1 +1, donde ||r;|| < 5(f(xi_1)).

Para ver que se puede sombrear a futuro estas d-pseudo Orbitas, trae-
remos los términos a tiempo 0 dividiendo entre 2" cada término x,. La

sucesion obtenida {;—Z}HGN es de Cauchy: Sea n > m, entonces

n n +00
'ﬁ_x_mH: Z Till Z Il _ Z 7]l
n 2m 21 ) 21 ) 21

i=m+1 i=m+1 i=m+1
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Por tanto, si 6 esta acotada en IR?, ||r;|| también lo estard y lo que nos queda

es la cola de una serie convergente. Con esto para un m suficientemente

Xn _ Xm
on

> || €s arbitrariamente pequefio.

grande,

. ., , X .
Tomamos a continuacién y = lim Z—Z, y lo reescribimos como
n—o00

Y =Xp+ E
i=1
Mostremos que es un punto que e-sombrea la o-pseudo 6rbita {x,} a

futuro. Para ello discutiremos nuevamente dos casos.
i. El primer término de la 6-pseudo 6rbita x, se encuentra en B(0, )
ii. El primer término de la 5-pseudo 6rbita x( se encuentra en B(0, ) .

En el caso i. la 9-pseudo 6rbita se encontrara dentro de la bola por una

cantidad finita de tiempos. Entonces

A" G = 1%+ ) i) =2+ Y =)

= 2i-n = 2j—n
(o] r
_ ]
= 1) 55l
j=n+l1
i izl
j=n+1 2
- 5(f(xj—1))
j=n+1

Buscamos que d(f"(y), x,,) < €(x,) tanto para n tal que x,, € B(0, ry) como
para n tal que x,, € B(0,74)°. Definimos j, = min{i € N : x; € B(0,ry)}.
Para 0 < 1 < jy, se tiene x,, € B(0,ry), y entonces €(x,,) > m. Pidiendo que

o(x) < m, si retomamos la desigualdad (A.1)

o) > m
AL ) S smzelx,)

2] 2]—n

j=n+1
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con lo que d(f"(y), x,) < e(x).

Para n > jj, si pedimos que 6 sea decreciente en norma, es decir 5(x) >
o(y) para ||x|| <|[yll, tenemos que 6(f(x;-1)) < o(x;j-1) y ademds como ||x,|
es creciente para n > jj, tenemos también que 0(x,) > 0(x,,) si n < m.

Entonces retomando la desigualdad (A.1)

j=n+1 j=n+1

con lo que también logramos que d(f"(), x,) < e(x;,).

En el caso ii., como el primer término de la sucesién x, € B(0, )¢ para
todo n > 0, lo visto en la Gltima etapa del paso anterior sirve para justi-
ficar el sombreado a futuro. De esta forma, hemos visto que también las
o-pseudo orbitas del Tipo b son sombreadas a futuro.

Hasta ahora el ¢ considerado cumple que los dos tipos de d-pseudo
6rbitas son sombreadas a futuro, necesitamos ademads que sea continuo.

Tomando

go = min {M,m,e(x)},
lxll=ry 4

reescribimos 6 como

90 si x € B(0,7)

min{@, €(x),qo} sixeB(0,r)°

o(x) <

Entonces con estas restricciones o se puede tomar continuo en IR? y posi-

tivo; por ejemplo, se puede tomar 6 = go/2 en la bola y luego extenderlo
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al complemento continuamente respentando simplemente las condiciones
dadas anteriormente.

Hasta aqui ambos tipos de o-pseudo ¢rbitas son sombreadas a futu-
ro; aplicando el Lema A.8 garantizamos la propiedad del sombreado to-
poldgico.

Por tanto, para el € dado inicialmente, hemos construido 6 € P(IR?) tal

que toda o-pseudo drbita es e-sombreada por un punto p. n

A.3. Lineal con valores propios 2y 1/2.

Veamos ahora que el otro tipo de lineal hiperbdlico, con una direccién
que expande y otra direccién que contrae no tiene sombreado topoldgico,

aunque tenga la propiedad del sombreado métrico.

Proposicién A.10. Sea f : R?> — R? tal que f(x,v) = (2x, %y). Entonces f no

tiene sombreado topoldgico.

Demostracion. Como la contraccion es uniforme en la direccion del eje 7/, si
tomamos € que decrezca mas rapido que 1/2", las tinicas 6-pseudo 6rbitas
e-sombreadas van a ser sélamente 6rbitas verdaderas.

Denotemos X = (x,y). Tomemos € € P(IR?) tal que €(X) < 27IX1 51 |1 X | >
1. Fijemos X, = (x(,0), dado 6 € P(IR?) tomemos Xy = (xg,%), ¥o > 0, tal
que d(Xy, Xg) < 8(Xp). De esta forma construimos la 5-pseudo 6rbita {X,,}

tal que

f"(Xy) sin>0
X, = ’
f"(Xy) sin<0
Supongamos que Y = (x,7) es un punto que sombrea la 5-pseudo 6rbita,
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por tanto sombrea la o-pseudo 6rbita a futuro, esto es:
dX,, f"(Y)<elX,), Yn>0

Como X,, = 2"X, d(X,,, f"(Y)) = d(2" X, f"(Y)) = sup{2"|xq — x|, 2 [y|}. Dis-
cutamos el valor de esta distancia. Si x # x;, existe n, tal que si n > n,
d(X,, f(Y)) = 2"x — x|

Por otro lado, como habiamos tomado e(X) < 271Xl ¢(2"X,) < W se
tiene que 2"|x —xg| < % para todo n > ng, y esto se cumple sélo si x = x.

Entonces x = x y d(X,,, f"(Y)) = %bjl, con esto

bl =, fv)

1
n —_—
< €(2"Xy) < ST VYn>0

n .
Con lo que |y| < m Vn > 0. Nuevamente esto se cumple solamente si

y=0.
Concluimos que la tnica 6rbita que sombrea esta 6-pseudo 6rbita a futuro
es la 6rbita de X|.

Para el pasado, f"(Xy) — 0, mientras que X,, es tal que ||X,|| > ooy se
tiene que X, no sombrea esta d-pseudo 6rbita, por tanto encontramos una

o-pseudo Orbita que no es e-sombreada. .

Con esto, en el caso del ejemplo anterior, donde hay direcciones de
expansion y contraccién uniforme no se hay sombreado topoldgico. Esto
muestra un comportamiento totalmente distinto a lo que sucede con la
propiedad del sombreado métrico en este tipo de homeomorfismos.

Como la propiedad del sombreado topoldgico es una propiedad dindmi-
ca tenemos que cualquier conjugado a una homotecia tiene sombreado to-

poldgico. Por tanto, los dos ejemplos vistos nos generan por un lado una
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familia de homeomorfismos que tienen sombreado topolégico, los conju-
gados a una homotecia en IR” y no ejemplos de homeos con sombreado to-
polégico, los lineales hiperbdlicos con al menos un valor propio de médulo
mayor que 1 y otro valor de médulo menor que 1.

En la siguiente seccién mostraremos que en el plano hay una sola clase
de conjugaciéon de homeos con sombreado topoldgico si ademas pedimos

expansividad topoloégica.
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Apéndice B

Anosov topoldgicos en espacios

no compactos.

El resultado principal de este apéndice es la clasificacion de los homeo-
morfismos con sombreado y expansividad en el plano [17, 18], que dice
que hay una sola clase de conjugacién, son todos homotecias u homotecias

reversas (si preservan o revierten orientacién respectivamente).

Definicion B.1. Sea f : X — X homeomorfismo. Se dice que f es expansivo
topoldgico si existe € € C*(X) tal que para todo x,y € X, x # y, existe k € Z tal
que d(f¥(x), F()) > e(F¥(x).

Se dice que f : X — X es Anosov topoldgico si f es expansivo topologico y

tiene la propiedad del sombreado topoldgico.

Para esto, presentaremos un desarrollo cronolégico de lo hecho. En
una primera instancia se estudia el conjunto no errante, concluiremos que
si Q(f) = {zo}, entonces el homeomorfismo es conjugado a una homote-
cia. Luego estudiaremos los conjuntos a y w-limites, mostraremos que si

a(x) =0, entonces w(x) es una drbita periddica. Otro resultado interesante
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en el camino hacia la clasificacién de los homeomorfismos de Anosov to-
poldgicos es que en el plano la cuenca de atraccién de un punto fijo atrac-
tor es no acotada, aqui haremos uso de un resultado de Lewowicz [36]
sobre la no existencia de homeomorfismos expansivos en la esfera. Por
ultimo, atacaremos el problema de la clasificacién haciendo uso de un re-
sultado importante sobre el conjunto no errante. Los homeomorfismos con
sombreado y expansividad topolégica tienen descomposicion espectral en
el sentido de Smale [20]. A partir de esto se muestran ciertos resultados
sobre la topologia de las piezas basicas y se concluye que la tnica superfi-
cie de genero cero y tipo finito tiene que ser el plano y el homeomorfismo
es linealizable.

Veamos que una traslacion es expansiva topoldgica pero no tiene la

propiedad del sombreado topoldgico.

Ejemplo B.2 (Traslacién en R™.). Sea v € R™ tal que v = 0. Consideramos
T :R" — R™ tal que T(x) = x +v. Tomemos a € C*(R"™) tal que a(x) — 0
si ||x|]] = oco. Notar ||T"(x)|| — oo si n — oo para cualquier x € R™. Fijamos
x,y € R"™, como d(T"(x),T"(y))) = d(x,y) para todo n € Z entonces existe
k > 0 tal que d(T*(x), Tk(y)) > a(T*(x)). Esto implica que T es a-expansiva.
Que T no tiene sombreado se debe a que si tomamos € € C*(R"™) tal que € = «
de la expansividad, las pseudo-o6rbitas con un solo salto no son sombeadas por
ninguna Orbita. En efecto, dado cualquier 6 € C*(IR™), tomemos x = y tal que
d(x,v) < o(x) v la 5-pseudo orbita {x,},cz tal que x,, = f"*(x) paran>0y x, =
f™(y) para n < 0. Por el € € C*(IR™) escogido, la tinica orbita que acompaiia a
futuro esta 6-pseudo orbita es la de x, sin embargo a pasado la tinica 6rbita que

acompafia es la de y, por lo que esta 6-pseudo orbita no es e-sombreada.

Como tanto la expansividad y sombreados topolégicos son invarian-

tes por conjugaciones, se tiene que todo homeomorfismo conjugado a una
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homotecia es Anosov Topolégico. Por el Teorema de Kerékjatd (ver Teo-
rema B.12) todo homeomorfismo de IR, m # 4,5 que preserva orientacién
con un punto atractor global asintéticamente estable es conjugado a una
homotecia. Por tanto es Anosov Topolégico. Ahora, jes esta la tinica clase
de conjugacién? En esta linea, en [17] se prueba que en el plano la clase
de conjugacién de los homeomorfismos de Anosov topoldgicos es el de las
homotecias u homotecias reversas, por tanto hay una tnica clase de conju-
gacion. En [18] se logra extender este resultado a superficies no compactas
de genero cero y tipo finito, por medio del uso de la descomposicién es-
pectral y una clasificacién de los atractores expansivos en el plano.

Estos dos trabajos pueden considerarse el preambulo de lo que se de-
sarroll6 en el Capitulo 2.

Presentamos aqui algunos de los resultados més interesantes sobre ho-

meomorfismos con expansividad y sombreado.

B.1. Orbitas que no acumulan a futuro o a pasa-

do.

A partir del Ejemplo B.2, donde se muestra que la traslacién no tiene
sombreado, se pueden extraer ciertas propiedades de los homeomorfismos
con sombreado topolégico, por ejemplo los puntos con a o w-limites vacios

son particularmente importantes, veremos la razén en lo que sigue.

Lema B.3. Sea (X,d) un espacio métrico no compactoy f : X — X un homeo-
morfismo con sombreado topologico. Si w(x) = O para algtin x € X, existe € €
C*(X) que cumple que si y # x, entonces existe i > 0 tal que d(f*(x), f'()) >

e(fi(x)). En particular, si {x,},cz es una pseudo-orbita tal que para algiin ny,
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x, = f"(x) para todo n > n, entonces la tinica orbita posible que e-sombrea

{xn}nel es {fn(x)}nel-

Demostracion. Sea x tal que w(x) =0, entonces existe una familia de entor-
nos abiertos {U;};cn dos a dos disjuntos tales que cada U; es un entorno de
fi(x). Vamos a definir €; > 0 adecuadamente de forma tal que €; = e(f’(x))
y luego extenderemos la funcién e continuamente a X. Comencemos defi-
niendo €.

Para U, existe ny € IN tal que B(x,1/ny) C Uy. Definimos €y = 1/n,. Sea
ny > ng tal que f(B(x,1/n1)) C U;. Llamamos U; = f(B(x,1/n;)). Definimos
€, > 0 de forma que B(f(x),€;) € U;. Sea n, > ny tal que f(B(x,1/n,)) C
B(f(x),€1) y f?(B(x,1/n,)) C U,. Llamamos U, = f?(B(x,1/n,)). Tomamos
€, > 0 tal que B(f?(x),e,) G Us.

Procedemos ahora de forma inductiva: Habiendo definido €; > 0 tal
que B(f'(x),e;) € U; = f'(B(x,1/n;)) C U;. Entonces tomamos n;,; > n; tal
que fi(B(x,1/ni11)) C B(F(x),€) y U, = f*1(B(x,1/n;,1)) C Uysy. Defini-
mos entonces €;,; > 0 de forma que B(f!(x),€;,1) & Un,-+1- De esta forma
logramos definir €; para todo i € IN.

Sea y € B(x,€q) \ {x}, existe algtn n; € IN definido anteriormente tal que
v € B(x,1/n;). Entonces fi( ¢ f!(B(x,1/n;)), con lo que fi(y) ¢ B(fi(x),€;)
y d(f'(v), f'(x)) > €. Por Gltimo podemos considerar e € C*(X) tal que
e(f'(x)) = €; ya que w(x) = 0 y obtenemos la primera parte de la tesis.

Para probar lo que resta, sea {x,},cz una pseudo-6rbita tal que x, =
f"(x) paratodo n > 0. Tomando el € € C*(X) de arriba, si una 6rbita {y,,} ,cz
sombrea a {x,},cz, se cumple en particular para n = 0 que d(x,y) < e(x).

Por lo visto anteriormente se debe cumplir y = x, pues en caso contrario

existe i tal que d(f'(x), f(v)) > e(f'(x)). .
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El Lema anterior se puede generalizar a cuando la 6rbita es no acotada.

Lema B.4. Sea f : X — X homeomorfismo. Si existe x € X y una sucesion de
enteros positivos {ny}ren tal que f(x) k—> oo entonces existe € € C(X) que
—00

verifica: si y # x, entonces existe k € IN tal que d(f"*(x), f"(v)) > e(f"*(x)).
Omitiremos la prueba por ser similar a la anterior.

Lema B.5. Sea f : X — X es un homeomorfismo con sombreado topologico. Si

a(x) =0, entonces w(x) = 0.

Demostracion. Si a(x) = w(x) = 0, por el Lema B.3 existe € € C*(X) tal
que si y # x, entonces existen n,m > 0 tales que d(f"(x), f"(y)) > e(f"(x))
y d(f"(x), f™(y)) > e(f™(x)). Tomemos 6 € C*(X) del sombreado co-
rrespondiente a € y consideremos la siguiente o-pseudo Orbita {x,},cz:
x, = f"(x) para todo n < 0; x,, = f"(y) para todo n > 0, donde p € B(x, 6(x)).
Entonces la 6rbita de x debe e-sombrear esta o-pseudo érbita, pero esto no

se cumple por la elecciéon de € € C*(X). .

Tenemos entonces el siguiente corolario

Corolario B.6. Si f : X — X homeomorfismo con sombreado topoldgico. Para

cualquier x € X se tiene que su orbita futura o pasada estd acotada.

Lema B.7. Sea f : X — X homeomorfismo con sombreado topolbgico y zy pun-
to fijo. Si existe z € X tal que a(z) = 0 y w(z) = {2y}, entonces zy es Lyapunov

estable.

Demostracion. Por el Lema B.3 existe £ € C*(X) tal que si {x,},cz es una
pseudo-Orbita tal que x,, = f"(z) para todo n < ny, entonces la tinica 6rbita
que puede £-sombrear {x,},c7 es la de z pues a(z) = 0. Dado € > 0, tome-

mos 1, tal que f"(z) & B(zg, €) para todo n < ng, y construimos £ € C*(X) tal
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que &(zg) = €y E(f"(z)) = £(f"(2z)) para todo n < ny. Tomemos 6 € C*(X),
tal que toda o-pseudo 6rbita es £-sombreada. Si y € B(zy, d(z;)) entonces
f™(y) € B(zg,€) para todo n > ng, pues en caso contrario existiria una o-

pseudo 6rbita que no es £-sombreada. n

Lema B.8. Sea f : X — X homeomorfismo con sombreado topologico y zy pun-

to fijo. Si existe x # z tal que a(x) = w(x) = {zo}, entonces existe vy # z y z tal

que Yo € w(z).

En lo que sigue veremos que si Q(f) = {zg} y X =R™, m # 4,5, entonces

f es conjugado a una homotecia u homotecia reversa.

Lema B.9. Sea f : X — X homeomorfismo con sombreado topoldgico y zo pun-

to fijo. Si Q(f) = {z¢}, entonces existe x € X tal que a(x) =0 o0 w(x) = 0.

Demostracion. Observar primeramente que como Q(f) = {zy}, para todo x
los conjuntos a(x) y w(x) son o bien vacios o el conjunto {z,} (dado que si
Y € a(x) U w(x) entonces y € QO(f)).

Por ultimo, notar que si a(x) = {zy}, entonces aplicando el lema anterior

se tiene que w(x) = 0. .

Lema B.10. Sea f : X — X homeomorfismo con sombreado topologico y z

punto fijo. Si Q(f) # {2z}, entonces existe vy # zo y z tal que yy € w(z).

Demostracion. Tomemos x # z; tal que x € (Q(f) y observemos que po-
demos asumir que x ¢ fix(f) (sino ya se obtiene la tesis). Sea a > 0 tal
que B(zg, @), B(x,a) y B(f(x),a) son dos a dos disjuntos. Sea € € C*(X)
tal que e(zp) = €(x) = e(f(x)) = @ y tomemos 6 € C*(X) del sombreado. Sea
0 < B <d(x)/2tal que f(B(x,p)) C B(f(x),(f(x))/2). Como x € Q(f), existen
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y € Xy n € N tal que tanto y como f"(y) se encuentran en B(x, §). Por tan-
to, f(y) se encuentra en B(f(x),0(f(x))/2). Luego construimos la siguien-
te 6-pseudo 6rbita periddica: xy = x, x; = fi(y) paratodoi =1,...,n—1,
X, = x = xg. Esta 6-pseudo 6rbita debe ser e-sombreada por la érbita de z.
Por tanto, la 6rbita de z debe visitar infinitas veces la bola B(x, a). Con esto

se obtiene el resultado. .

Obtenemos entonces el primer resultado de homeomorfismos con som-

breado topolégico en R™.

Teorema B.11. Sea f : R™ — R"™ homeomorfismo con sombreado topolégico
y zo punto fijo. Si Q(f) = {zo}, entonces f es conjugado a una homotcia u

homotecia reversa.

Demostracion. Como ya vimos arriba, para todo x, los conjuntos a(x) y
w(x) son o bien vacios o el conjunto {zy}. Por el lema B.9 existe x € R™ tal
que a(x) =0 o0 w(x) =0. Si a(x) =0, entonces por el Lema B.5 w(x) = {zg}.
Por ultimo, afirmamos que existe x tal que a(x) = 0 y por tanto w(x) =
{zo}, entonces todo z # z; cumple que a(z) = 0 y por tanto w(z) = {zo}. En
efecto, por el Lema B.7, zj es Lyapunov estable. Esto implica que cualquier
z # zp tal que a(z) = {zp} debe cumplir también que w(z) = {zy}, esto es
imposible por el Lema B.8. Concluimos que si existe x tal que a(x) =0,
entonces z, cumple que lim,,_,,, f"(z) = zg para todo z € R™. Si no existe
x tal que a(x) =0, entonces a(x) = {zy} para todo x. Por tanto w(x) = 0 para
todo x # zy. Hemos probado que z; es o bien un atractor global, o bien un
repulsor que es asintoéticamente estable. Con esto, aplicamos el Teorema
de Kerékjarté y obtenemos la tesis. ( [32], o [24] para un abordaje mas

actual). .
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En la década del 30’, Kerékjarté [32] prueba que un homeomorfismo
del plano con un punto fijo asintéticamente estable es conjugado, en su
cuenca de atraccién a uno de los mapas z +— z/2 0 z — z/2 dependiendo de
si f preserva o revierte orientacién. En [30] Husch extiende este resultado
alR™, m # 4,5 para el caso de un homeomorfismo que preserva orientacién.

Recordemos el Teorema de Kerékjarto.

Teorema B.12. (Kerékjarto) Sea f : R™ — R™, m # 4,5, un homeomorfismo
con un punto atractor global asintbticamente estable que preserva orientacion,

entonces f es conjugado a z > z/2.

Corolario B.13. Si f : R" — R", m = 4,5, es homeomorfismo con sombreado
topolégico tal que zq cumple lim,,_, ., f"(z) = zo para todo z € R™, entonces f

es conjugado a una homotecia.

Demostraciéon. En este caso, QQ(f) = {zo} y aplicamos el teorema anterior.

Con las herramientas desarrolladas hasta aqui se puede decir una cosa
mas sobre el w- (o a-) limite de puntos de érbitas que no acumulan a

pasado (o a futuro).

Lema B.14. Sea f : X — X homeomorfismo con sombreado topologico. Si

w(x) =0, entonces a(x) contiene a lo sumo una 6rbita periodica.

Demostraciéon. Por el Lema B.3, existe € € C*(X) tal que si y = x, exis-
te n > 0 tal que d(f"(x), f"(v)) > e(f"(x)). En particular, para cualquier
o € C*(X), si {x,},ez es una 6-pseudo Orbita tal que para algan n, € Z,
x, = f"(x) para todo n > n, la tnica o6rbita que puede e-sombrear {x,},c7
es la o6rbita de x. Supongamos que a(x) contiene dos puntos periddicos

distintos z; y z,. Modificando la funcién e si fuese necesario, podemos
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asumir que B(f"(z;),e(f"(z;))) N B(f™(zj),e(f™(zj))) #0@siy solosii=jy
m = n. Tomemos 6 € C*(X) tal que toda o-pseudo drbita es e-sombreada y
tomemos 1, 1, enteros positivos tales que f"1(x) € B(z1,0(z1)) y f "(x) €

B(z,(23)). Construimos ahora dos -pseudo orbitas {x.},cz v {x2} ez co-

mo sigue:
1 f(_”l_”)(zl) sin< -1
X, = ;
f"(x) sin>—-n
) f(_nz_n)(22) sin< —My
X =
f"(x) sin>-np

Como comentamos al inicio de la prueba, la tnica érbita que puede e-
sombrear cualquiera de estas dos 0-pseudo orbitas es la de x. Sin embargo,
si la 6rbita de x e-sombrea la d-pseudo orbita {x}},cz, f™(x) € B(x}, e(x}))

para todo n < —ny. Esto implica que la 6rbita de x no puede e-sombrear la

pseudo-orbita {x2},cz, absurdo. .

Recordemos que un mapa es expansivo a futuro si existe € > 0 tal que
si x # y, entonces existe n > 0 tal que d(f"(x), f"(v)) > €. El siguiente resul-
tado es un resultado clasico de homeomorfismos expansivos en espacios

compactos. Una prueba muy elegante puede encontrarse en [19].

Teorema B.15. Si K es compacto y es soporte de un homeomorfismo expansivo

a futuro, entonces es finito.

Lema B.16. Sea f : X — X homeomorfismo, K compacto invariante. Suponga-
mo que existe o > 0, C > 0, tales que para x,y € K que cumplen 0 <d(x,v) < a,

se tiene que existe j > 0 tal que d(fI(x), f/(v)) > C. Entonces K es finito.
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Demostraciéon. Notar que si C > @, tenemos que f|g es a-expansivo a fu-
turo. Si C < a tenemos que f|g es C-expansivo a futuro. En cualquiera de

los dos casos, K debe ser finito por el Teorema B.15. "

Lema B.17. Sea f : X — X homeomorfismo, sea K compacto invariante tal
que f|g es expansivo con constante de expansividad C. Supongamos que para
todo x € K existe un entorno U de x, vy z € U tal que la 6rbita de z C/2-sombrea
cualquier pseudo orbita {x,},cz tal que x,, = f"(y),n < 0 para ciertoy € U y

x, = f(z),n > 0. Entonces K is finito.

Demostracion. Tomemos un cubrimiento finito de K de forma que los en-
tornos estan en las hipdtesis de este lema. Sea o > 0 tal que si d(x,y) < «,
entonces x e y estan en una de las bolas del cubrimiento. Entonces si
d(x,vy) < a, ambas pseudo-Orbitas {x,},cz, {v.},cz tales que x,, = f*(x),n <
0,x,=f"2),n>0yvy,=f"(y),n<0,v,=f"(z),n>0son C/2-sombreadas
por la érbita de z, y por tanto d(f"(x), f*(y)) < C para todo n > 0. Por la
expansividad, si 0 < d(x,v) < a, entonces existe j > 0 tal que d(f7(x), fi(y)) >

C. Por el lema anterior obtenemos el resultado. "

Lema B.18. Sea f : X — X homeomorfismo Anosov topologico. Si w(z) = 0,

entonces a(z) es o bien no acotado o una tinica 6rbita periodica.

Demostraciéon. Supongamos que a(z) esta acotado, por tanto es un conjun-
to compacto e invariante. Sabemos que f/|,(;) es expansivo: existe C > 0 tal
que x =y, x,v € a(z) implica que existe n € Z tal que d(f"(x), f"(y)) > C.
Afirmamos que «a(z) verifica la hipoétesis del lema anterior.

Tomamos € € C*(X) como en el Lema B.3, y lo modificamos si fuera
necesario de forma que 2e(x) < C para todo x € a(z). Sea 0 € C*(X) del

sombreado, y para todo x € a(z), sea U, = B(x, 0(x)/2). Tomemos 1 tal que
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f™"(z) €e U = Uy, para algun x € a(z). Por la eleccién del ¢, la érbita de z
C/2-sombrea cualquier pseudo 6rbita tal que x, = f"(y),n < 0 para algin
yeU,x,=f"%(z),n> 0. Esto prueba la afirmacién, y entonces a(z) es
finito.

Por el Lema B.14, a(z) es una 6rbita periddica. n

B.2. Lacuencade atraccion en el plano es no aco-

tada.

El en contexto del plano supongamos que existe K atractor local tal
que el entorno U de la definicién de atractor es simplemente conexo y con
clausura compacta. En la subseccién anterior vimos que si f es Anosov
Topolégico y R? = J,.5o f "(U), entonces f es conjugado a una homotecia
u homotecia reversa. El objetivo de esta parte es mostrar que la cuenca de

atraccién debe ser no acotada.

Lema B.19. Sea D C R? un disco topolégico abierto con clausura compacta
v f : D — D un homeomorfismo a-expansivo. Entonces existe x € D tal que

d(f"(x),dD) < a para todo n € Z.

Demostracion. Consideremos el espacio cociente X = D/dD. Entonces X
es homeomorfo a $? y es un espacio métrico con la métrica del cocien-
te. Ademas, f : D — D se factoriza sobre X, por tanto el mapa inducido
en el cociente f : X — X no puede ser expansivo dado que por [36] no
hay homeomorfismos expansivos en $2. Como f : D — D es a-expansivo

obtenemos la tesis. .
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Teorema B.20. Sea f : IR?> — IR? homeomorfismo de Anosov topolégico. Sea K
atractor local tal que U de la definicion de atractor es homeomorfo a un disco

abierto con clausura compacta. Entonces U, f " (U) es no acotada.

Demostracion. Sea D = U,5of "(U) y supongamos que estd acotado. En-
tonces D es un disco topolégico abierto con clausura compacta y f|g :
D — D es un homeomorfismo expansivo con constante de expansividad
a = minf{e(x) : x € D}, donde € € C*(IR?) esta dado por la expansividad
topolégica de f. Como f|5 también es expansivo para cualquier a’ < a,
tomamos a’ < d(dD,K), donde K = N,>qf"(U).

Por el lema anterior se tiene que existe x € D tal que d(f"(x),dD) <
a’ para todo n € Z. Por como tomamos a’, se tiene que x ¢ K. Esto es
una contradiccion pues, si n es suficientemente grande, entonces f"(x) se

encuentra fuera del a’-entorno de dD. "

B.3. Descomposicion Espectral

En [35] se prueba que los homeomorfismos con expansividad y som-
breado topoldgico tienen descomposicidn espectral en el sentido de Sma-
le. En [18] se muestra cémo se usa la descomposicidon espectral para pro-
bar varios resultados sobra la topologia de las piezas basicas, ademas se
obtiene como resultado principal que los Homeomorfismos de Anosov to-
polégicos en superficies de género cero y tipo finito son linearizables, con-

jugados a homotecias.

Teorema B.21 (Teorema 1.2 [35]). Sea X espacio métrico localmente compac-

to y f homeomorfismo expansivo con la propiedad del sombreado topoldgico.
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Entonces el conjunto no errante Q)(f) se descompone como
Q) = s
donde los A; son disjuntos, cerrados, invariantes y f|,, es transitivo.

A los conjuntos A; los llamaremos piezas basicas. Veamos que bajo estas
hipétesis si f : R" — IR™ tiene un punto fijo atractor (o repulsor), entonces
f es conjugado a una homotecia u homotecia reversa.

Si € € C*(R™) denotamos
We(x) ={y e R": d(f"(x), f"(y)) <e(f"(x)),¥n>0
y denotamos
We(x) ={y e R" : d(f"(x), f"(v)) < e(f"(x)),Yn < 0}.

Por la Proposicién 20 de [20], f tiene estructura de producto local, es decir
si € € C*(R™) es dado por la expansividad topoldgica, entonces existe 0 €

C*(R™)y t:B(x,0(x)) x B(x,0(x)) = R™ continua tal que
We(w) N We(y) = {t(w, v)}

si (w,y) € B(x,(x)) x B(x,(x)). Consecuentemente, t(y(s) x {y}),s € [0,1] es
un conjunto conexo contenido en W¥(y), donde y : [0,1] — B(x,(x)) es un

mapa continuo tal que y(0)=xy y(1) =v.

Lema B.22. Si existe un punto fijo atractor x,, entonces f es conjugado a una

homotecia u homotecia reversa.

Demostracion. Sea B la cuenca de atracciéon de x, veamos que B = R”. En

ese caso x( es asintOticamente estable y obtenemos la tesis aplicando el
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Teorema de Kerékjarté( [32], [29]). Supongamos existe x € dB. Por lo an-
terior existe un entorno U de x tal que WS(w) N Wl (y) = t(w,y) para todo
(w,y) € U2, donde € € C*(IR™) es dado por la expansividad. Modificando €
si fuera necesario, tenemos que cada y € UNB no esta en W(x), pues y € B
implica f"(y) — %o Por tanto podemos tomar y : [0,1] — U continua
tal que (0) = x y (1) = y y el conjunto #(y(s) x {y}),s € [0,1] no es sola-
mente {y}. Concluimos que W¥(y) contiene un conexo que contiene a y.
De este modo podemos hallar ze€ W¥(y) N B, z # p, tal que z € Wi(y) (pues
si z estd suficientemente cerca de y, sus iterados se van a mantener cerca
de los iterados de y hasta que ambos entran en B(x(, €(x()/2)). De esta for-
ma z € Wi(y) N WX(y) con lo que se contradice la expansividad. Por tanto

B=R"y Q(f)={xo}. Aplicando el Teorema B.11 obtenemos la tesis. =

Este lema tiene consecuencias inmediatas sobre la estructura de las pie-

zas basicas.
Lema B.23. Las piezas basicas son compactas.

Demostracién. Supongamos que existe una pieza bdsica A no compacta.
Por la transitividad de f|, existe x € A tal que tanto su 6rbita futura como
pasada son densas en A y por tanto no acotadas (Lemma 2.2 y Corolario

2.3 de [25]). Aplicando el Lema B.4 se niega el sombreado. .

Decimos que existe un ciclo de piezas basicas si existen Ag,...,A,
piezas bdsicas dos a dos disjuntas y puntos x,...,x,_; tales que x; € Q(f)
paracadai=0,...,n—1 de manera que a(x;) C A;, w(x;) C A;; para cada

i=0,...,n—1,donde A, = Ay.

Lema B.24. No hay ciclos de piezas basicas.
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Demostracion. Tomemos A; y x; de la definicién de ciclo de piezas basicas,
i=0,...,n—1. Como f|, es transitivo, tomamos z; € A; con 6rbita densa.
Sea r > 0 tal que las bolas B(x;,r),i=0,...,n—1 son dos a dos disjuntas, y
B(x;,r) N Q(f) = 0. Tomemos € € C*(R™) tal que e(x;) =r,i=0,...,n—1.
Sea 6 € C*(IR™) del sombreado. Para cadai =0,...,n—1,sea x; € A;Na(x;),
x7 € Ajyy Nw(x;); B = B(x;,0(x;)/2), Bf = B(x],0(x;)/2); I; < 0 tal que
fli(x;) € By, m; > 0 tal que f™i(x;) € Bf, y n; > 0 tal que f"i(z) € B,
z; € BI.

Construimos ahora una 6-pseudo 6rbita periédica como sigue: f/(xy),j =
lo,mo—1, f1(20),j =0,...,ng =1, fI(x1),j = ly,my =1, fl(z1),j = 0,..,n - 1,
o flx) g = Lomi =1, fl(zi),j = 0,mi = 1, fl(xia1),] = L, mig = 1,
fIzi1) j =0, mi =1, o, fI(xm1),j = Ly =1, fH(241),j = 0,0y 1y =
1, flo(xy). Ver Figura B.1.

Figura B.1: Construccién de una pseudo Orbita periddica a partir de un

ciclo de piezas basicas.

Tomemos x tal que la 6rbita de x e-sombrea esta o-pseudo 6rbita. En-
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tonces la 6rbita de x debe intersectar B(x(, r) una cantidad infinita de ve-
ces, por lo que tiene un punto de acumulacién en B(xg,r). Esto es absurdo

pues habiamos elegido B(xy,r) N Q(f) = 0. .

Lema B.25. Si existe una orbita no acotada a pasado, entonces su w-limite esta

contenido en una pieza basica atractora.

Demostracion. Sea x € R™ y una sucesién de enteros negativos {ny}ren tal
que f"(x) ]H—w> co. Por el Lema B.3, existe € € C*(R™) tal que si y # x,
entonces existe un entero n < 0 tal que d(f"(x), f"(y)) > e(f"(x)). Sea o €
C*(IR™) de la definicién del sombreado. Por el Lema B.6, w(x) es compacto.
Es claro que w(x) no puede estar contenido en una pieza bésica repulsora,
por tanto debemos descartar que w(x) C A, con A de tipossilla. En este caso,
existirfa y ¢ Q(f) tal que a(y) C A. Sea r > 0 de forma que B(y,r)NO(x) = 0.
Modificando e si fuera necesario, podemos asumir que €(y) <r. Sea z€ A
y n € IN suficientemente grande tal que d(f "(y),z) < d(z). Sea w € A tal
que su Orbita futura es densa en A y m € IN suficientemente grande tal
que d(f"(x), w) < o(w).

Ahora construimos una d-pseudo 6rbita {x,,},cz como sigue: x,, = f"*(x)
paracadan <m-1,x,,; = fl(w)paracadaj=0,...,I-1,donde d(f (w),z) <
0(2)/2, Xpyi14j = f~"*i(y) para cada j > 0. Por la eleccién de €, esta 6-pseudo
6rbita debe ser sombreada por la orbita de x, pero esto contradice que

O(x) N B(v,€(y)) = 0. .

Lema B.26. Existe una pieza basica atractora o bien una pieza basica repulso-

ra.

Demostracién. Supongamos toda pieza bésica es de tipo silla. Por el Lema

anterior, toda drbita estd acotada. Ademas, todo punto errante tiene su a-
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y w-limite contenido en dos piezas de tipo silla diferentes (ver Lema B.24).
Sea x( un punto errante, sea a(xg) C Ay y w(xg) C A;. Por la definicién de
pieza de tipo silla, existe x_;,x; punto errante, A_;, A, pieza de tipo silla,
tal que a(x_1) C A1, w(x_1) C Ay, a(x1) C Ay, w(x1) C A,. Ademas, los
conjuntos A; son dos a dos diferentes por el Lema B.24. Procediendo de
manera inductiva, se obtiene una sucesién de piezas basicas de tipo silla
diferentes (A,),cz tales que para todo n € Z existe un punto errante x,,
con a(x,) C A,y w(x,) C A,y1. Ademds, podemos asumir que el conjun-
to X = U,z A, es compacto, pues en caso contrario concluimos la prueba
aplicando el lema anterior y la propiedad del sombreado. Por tanto , si
tomamos x,, € A, para todo n € Z, existe un punto de acumulacién z que
debe estar en una pieza bésica A. Esto implica que esta pieza A es acumu-
lada por piezas basicas. Ahora, por [20] las piezas bésicas son abiertas en

Q)(f) y obtenemos un absurdo. .

Todo lo anteriormente expuesto da un panorama del estado del arte de
los homeomorfismos con expansividad y sombreado en espacios no com-

pactos, en particular en el plano.
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