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Resumen

El Teorema de Gross-Zagier, de gran relevancia en la Teoria de niimeros, establece una
conexién entre ciertos objetos algebraicos: puntos de Heegner asociados a una curva
eliptica, y ciertos objetos analiticos: derivadas de L-series de Rankin.

Una curva eliptica E tiene una L-serie asociada Lg. Si Lg(1) = 0, este teorema da
una férmula del tipo

L'»(1) = Cte - h(P)
donde P es un punto de Heegner, que representa un punto racional especial de la curva,
y h(P) es su altura. La altura de un punto es no nula si y sélo si dicho punto tiene
orden infinito, por lo que cuando la derivada no se anula la formula anterior implica la
existencia de infinitos puntos racionales.

En mi tesis de maestria se presentan las técnicas empleadas en la prueba de Gross-
Zagier, que puede esencialmente dividirse en dos partes. Por una parte, el método de
Rankin permite expresar el valor de la L-serie en 1 como el producto interno de Petersson
entre dos formas modulares de peso 2 para luego calcular sus coeficientes de Fourier. Por
otra parte, empleando diversas técnicas el lado derecho puede manipularse localmente
distinguiendo el caso arquimediano del no arquimediano.
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Introduccion

Dear Bryan,

Working with Don Zagier, I think I've assembled a proof of the identity following conjecture
17.1 in my paper on Heegner points. Up to now we’ve been assuming that both N and D are
prime, but I'd be surprised if the techniques didn’t work in the general case. The method
is more or less as I suggested in my letter of May 14; one uses Rankin’s method to obtain
explicit formulae for the derivatives of the L-series and stare at these long enough until one
begins to see the local heights of Heegner points emerging. Something should actually be
written down by the late Spring, and you’ll get the first copy.

Two requests: would you mind if we referred to the identity and the resulting 17.1 in
the next write-up as the conjecture of Birch (or of Birch/Stephens). I know you only make
conjectures with lots of evidence, and only really believed it when x? = 1 and f came from an
elliptic curve, but you were the one who discovered this amazing phenomenon, and without
the security blanket of your evidence, I would never have dared a proof.

Second: could you send us some of your computations on Xo(11), Xo(17), and X(19)?
The fun of the subject seems to me to be in the examples.

Best wishes,
Dick

Carta de Gross a Birch, 12 de diciembre de 1982.

El Teorema de Gross—Zagier, publicado en 1986 por Benedict Gross y Don Zagier,
constituye un resultado de gran relevancia en la teoria de nimeros. Este teorema relaciona
la derivada de una L-serie asociada a una forma modular (o andlogamente, a una curva
eliptica) con la altura de un punto de Heegner, que es un punto en la curva modular de
cierta forma asociado a una forma cuadratica.

Dada una curva eliptica E definida sobre un cuerpo de niimeros K se define su rango
algebraico como el rango del grupo E(K) y su rango analitico como ords—1 Lg(s), donde
Lg es la L-serie asociada a E.

Una consecuencia fundamental de la formula de Gross—Zagier es que, dada una curva
eliptica E sobre QQ, con rango analitico igual a 1, existe al menos un punto en la curva
que no es de torsion; esto es, el rango algebraico de E es al menos 1.

Esto, junto con un resultado de Kolyvagin, da la siguiente relaciéon:

rango analitico de £ <1 = rango analitico de £ = rango algebraico de E .




6 INTRODUCCION

Fl resultado recién mencionado es exactamente la Conjetura de Birch y Swinnerton-
Dyer para curvas sobre Q con rango analitico igual a 0 o 1:

CONJETURA (BSD, 1965). Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo K,
entonces 7an (E) = ralg(E).

La conjetura BSD es uno de los problemas abiertos méas profundos de la Teoria de
Numeros, especificamente en el estudio de las curvas eliptica y el Teorema de Gross—Zagier
es crucial en la demostracion del tnico caso sobre QQ en el que esta probada la conjetura.

Otra consecuencia relevante del teorema es la existencia de una L-serie asociada a
una curva eliptica con un cero central de orden 3, esto, junto con un teorema de Goldfeld
resuelve el problema del nimero de clases de Gauss: encontrar un algoritmo efectivo que
determine todos los cuerpos cuadraticos imaginarios con un nimero de clases dado. El
teorema de Goldfeld, que estudié en mi monografia de grado [1], establece lo siguiente:

TEOREMA 0.1 (Goldfeld). Sea d < 0 un discriminante fundamental y N tal que
Xd(N) = —1. Si Lg(s) ~ Cg(s — 1) con g impar, entonces

h(d) >~z (log |d])9-2¢~21V/9loglogd]
donde ¢ es una constante efectiva que no depende de E.

Observemos que la primera cota no trivial se obtiene con g = 3, por lo que una curva
eliptica con un cero de orden 3 es exactamente lo que necesitaba Dorian Goldfeld para
resolver por completo el problema.

Motivados entonces por su gran relevancia, el presente trabajo tiene como objetivo
explorar y exponer las principales ideas y técnicas, que siguen vigentes hoy en dia,
involucradas en la prueba de este Teorema.

Estructura de la prueba.

Si D es el discriminante de un cuerpo cuadratico imaginario K, un punto de Heegner

de discriminante D es un punto z = (F kA E') en la curva modular Yy(N) donde ¢
tiene grado N y E, E’ tienen multiplicacién compleja por Ok, el anillo de enteros de
K. Consideremos J = Jy(N) el Jacobiano de Xy(N), aqui vive la parte algebraica del
Teorema. El Jacobiano de X((V) es una variedad abeliana de dimensién 1 y sus puntos
sobre H, el cuerpo de clases de Hilbert, pueden verse como divisores en Xo(N).

Por otra parte, hay una correspondencia Clx ~ Gal(H/K) via el Mapa de Artin. Si
&/ denota una clase de ideales y r,/(n) el nimero de ideales de norma n en la clase <7
la L-serie asociada a la clase &7 se define como L(s) = > ry(n)n~%; el teorema de

n>0

Gross—Zagier relaciona esta L-serie con un elemento de J(H) de la siguiente manera.

TEOREMA 0.2 (Gross—Zagier). Sean f una forma modular de peso 2 para T'o(N).
Sea ¢ = (x) — (00) € J(H) donde x es un punto de Heegner de discriminante D y sean
o/ una clase de ideales en Cli y 0 € Gal(H/K) el elemento que se corresponde con
. La serie gy (2) = Y, (¢, Tinc®)q™ es una forma modular de peso 2 para To(N) que

m>1
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satisface la formula
872

L = ——
Jc/(fa ) w2 |D‘(f>g.Q/)F0(N)
donde

» T, son correspondencias de Hecke en J(H).
» (, ) eslaaltura en J(H) x J(H).
wu=|0%.

Llgwrsim Y (2) 0l S L) ¢ Lulo)

n>1
ged(n,ND)=1

Como corolario del Teorema anterior se obtiene una férmula para L'(f,1).

COROLARIO 0.3. Bajo las hipétesis del Teorema anterior

2
D) = (e a)(f Do)

hy/1D]

para cierto ¢ € J(H).

FEl objetivo de esta tesis es ilustrar la prueba dada por Gross—Zagier a su Teorema,
para ello nos restringiremos al caso donde D y N son primos distintos, ademas, para
garantizar la existencia de un punto de Heegner debemos pedir que N descomponga en
K. La prueba puede dividirse en dos partes, una parte mayormente analitica en la que se
construye la forma g, y se calculan sus coeficientes de Fourier y otra parte que emplea
técnicas mayormente algebraicas para calcular (¢, T,,¢?) como suma de las alturas locales,
separando el caso arquimediano del no arquimediano.

El Capitulo 1 presenta los preliminares en formas modulares, curvas elipticas y
algebras de cuaterniones que necesitaremos a lo largo de la prueba.

El capitulo 2 da una breve introduccién a puntos de Heegner ilustrando un ejemplo
particular.

El Capitulo 3 se dedica a presentar la parte analitica de la prueba, comenzando por
el Método de Rankin para construir g, y culminando con el calculo de sus coeficientes
de Fourier.

El Capitulo 4 ilustra la parte algebraica de la prueba, el cdlculo de las alturas locales
arquimedianas requiere construir una funcién de Green apropiada mientras que el caso
no arquimediano requiere emplear Teoria de la Interseccién. En esta parte asumiremos
los resultados que hacen uso de la geometria algebraica en la prueba. Luego de obtener
las formulas de las alturas locales el problema queda reducido a hacer ciertos calculos
con normas en algebras de cuaterniones.

En los Capitulos 3 y 4 habremos obtenido una férmula para los coeficientes de g v
una féormula para la altura global; el Capitulo 5 cierra la prueba mostrando que estas
formulas coinciden. Finalmente, mencionaremos algunas aplicaciones del Teorema.






Capitulo 1

Preliminares

1. Formas modulares

Trabajaremos con formas modulares de peso 2 para I'o(N), por lo que esta seccién
se dedicard a presentar su definicién y propiedades fundamentales. Las demostraciones
pueden encontrarse en mi monografia de grado [1], y una referencia mds completa es [4].

1.1. Formas modulares de peso k para subgrupos de congruencia.
El grupo modular PSLy(Z) = SLo(Z)/{£1} actiia en el semiplano superior complejo
‘H mediante transformaciones de Mébius.

DEFINICION 1.1. Una forma modular de peso k € Z para SLy(Z) es una funcién
f: H — C que satisface

(1) f es holomorfa en H.
(2) F () = (2 + () paray = (¢ 1) € SLa(2).

(3) f es holomorfa en oo, esto quiere decir que existe My, (2) o0 f(2)-

Notemos f|py(2)=(cz +d) % f(v(z)), de forma que (2) puede reescribirse como
Fliv(z) = f(2).

OBSERVACION 1.2. Observemos que como SLa(Z) es generado por T = <(1) }) y

S = <(1) _01> basta con chequear la propiedad (2) en estas dos matrices.

o0
Las formas modulares admiten una expansion de Fourier de la forma f(z) = Y anq”,
n=0

cuando ag = 0 (o lo que es equivalente limyy, ;)00 f(2) = 0) decimos que la forma
es cuspidal y si ademés a; = 1 decimos que es normalizada. El conjunto de formas
modulares de peso k forma un espacio vectoral complejo de dimensién finita que denotamos
por M (SL2(Z)), las formas cuspidales de peso k forman un subespacio vectorial de
M}, (SLa(Z)) al que denotamos Sk (SLa(Z)).

DEFINICION 1.3. El subgrupo principal de congruencias de nivel N es

T(N) = {(CC‘ Z) € SLy(Z) : <CC‘ 2) = ((1) ?) (méd N)}.

Un subgrupo I' de SL2(Z) es un subgrupo de congruencia si existe N € Z' tal que
['(N) CT. N es el nivel de congruencia de T.

9
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A nosotros nos interesard particularmente el subgrupo I'o(N) :

FO(N)::{@ Z) € SLy(Z) : (3 g) = <; I) (méd N)},

aunque méas adelante también aparecera el subgrupo I'1 (V) :

mm::{(i Z) € SLa(Z) : <‘C‘ Z) = <(1) 1*) (méd N)}.

OBSERVACION 1.4. Todo subgrupo de congruencia tiene indice finito, T'(N) es el
kernel del homomorfismo natural SLo(Z) — SLa(Z/NZ), luego SLa(Z)/T(N) es isomorfo
a SLo(Z/NZ).

Un concepto que usaremos todo el tiempo es el de cispide, las ctispides de un subgrupo
de congruencia son las clases de equivalencia de Q U {oo} por la accién de T’

OBSERVACION 1.5. El nimero de cispides siempre es finito. Por ejemplo, para el
grupo modular hay una sola cispide que se corresponde con el 0o. Para T =T(N) con
N primo hay dos cispides: un numero racional x estd en la misma orbita que el 0 si
y solo si existen a,b,c,d € Z tales que % =z yad — Ncb=1 (esto es: x = % con b,d
coprimos y N {d) y estd en la misma drbita que el 0o si y sélo si existen a,b,c,d como
antes tales que wr. = x. Ahora es facil notar que estos dos casos son disjuntos y que todo

racional estd en alguna de las dos orbitas.

De la misma forma en que se define una forma modular para SLo(Z) se puede definir
una forma modular para un subgrupo de congruencia I'.

DEFINICION 1.6. Una funcién f : H — C es una forma modular de peso k para I si
(1) f es holomorfa en H.

2) F () = (2 + () paray = (¢ ) €T

(3) flgy(2) es holomorfa en co para toda v = (i Z) € SLa(Z).

Si ademaés f|xy tiene coeficiente de Fourier ag = 0 para toda v € SLy(Z) entonces se dice
que f es cuspidal.

Como antes, el conjunto de formas modulares de peso k en T', denotado por M(T),
forma un espacio vectorial complejo de dimensién finita y Si(T") es un subespacio vectorial.
Al espacio Si(T") se le puede equipar con un producto interno, llamado Producto interno
de Petterson que se define como sigue:

1
<f;g>r:m /D(N)(S(f79)7

donde D(N) es un dominio fundamental para I'(N) y d(f,g) es la forma diferencial
5(f,9) =y f(2)g(z) d;j;fy, donde z = z + iy. Al espacio de formas débilmente modulares
(solo satisfacen (2)) que tienen crecimiento polinomial en las cispides lo denotamos por
Myp(T"), de forma andloga definimos Sk (T"). Estos espacios aparecerdn en el Capitulo 3
ya que inicialmente tendremos la expansién de una forma débilmente modular g que

permite expresar L'(f,1) en términos del producto de Petersson de (f, g)ry(n); pero
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no tendremos la expansion de una forma modular con esa propiedad hasta calcular su
proyeccién holomorfa.

1.2. Operadores de Hecke.

Los operadores de Hecke vienen dados por dobles coclases de subgrupos de congruencia
y seran fundamentales, pues descomponen nuestro espacio Mz(To(V)). Las formas nuevas
seran los vectores propios para todos los operadores de Hecke.

Cuando en lugar de tener v € SLy(Z) tenemos v € GL3 (Z) se define

Fliv(z)=det(1)* ez + &) f(72)

y esta definicion claramente extiende la antes vista.

Si Ty y T's son dos subgrupos de congruencia de SLs(Z), también podemos definir un
operador f|,I'17T'2 de la siguiente forma. Consideremos {f;} C I'i7I'2 un conjunto de
representantes de las érbitas bajo la acciéon de I't, es decir, I'1yI's = UI'1 8;, definimos

J

FleTiT2=> " flib;
J

DEFINICION 1.7.

» El operador de Hecke del primer tipo u operador diamante (d) se define para d
coprimo con N de la siguiente manera

(d)f = flx,

para cualquier v = (Z g) € I'o(NV) tal que 6 =d (méd N).

Cuando ged(d, N) > 1 se define (d) como el operador nulo.
» El operador de Hecke T}, de segundo tipo se define para p primo como

10
f=1r [FI(N) <0 )FI(N)} :
p k
PROPOSICION 1.8. Los operadores de Hecke conmutan entre si:
()T = Tp(d) (d)(e) = (e){d) = (de) Ty = 14Ty

DEFINICION 1.9. Sea x : (Z/NZ)* — C* un cardcter, se define el espacio My (N, x)
como

Mi(N,x) = {f € Mp(T'1(N)) = (d)f = x(d)f Vd € (Z/NZ)"}.
PROPOSICION 1.10. My (T'1(N)) se descompone como My, = @My (N, x).
X

Y lo mismo ocurre con J\ka(Fo(N )) vy con el conjunto de las formas débilmente
modulares cuspidales Si(To(V)).

1.3. Formas nuevas.
Si M | N entonces Si(I'o(M)) C Si(Io(NV)), pero cuando ademés d|% existe otra
inmersién de Si(To(M)) en Sk(To(IN)) que consiste en el mapa

F2) e flen(z) = df(dz), v = (3 9)-
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DEFINICION 1.11. Sea g = (g (1)) Para d | N podemos definir el mapa

ia s (SHTUNT))" = STV, tal que (£,9) =+ glira:

= El subespacio de formas viejas de nivel N es

SpTUN) M= "4, (SpDi(Nd)?)
pIN

informalmente podemos decir que son las formas en Si(I') que provienen de
niveles mas bajos.
= El subespacio de formas nuevas de nivel N es

S (T (V)™= (8,03 (V)

PROPOSICION 1.12. Los operadores de Hecke respetan la descomposicion de Sg(To(IN))
en formas nuevas y viejas: Sp(T1(N)) y Si(T1(N))*Y son estables por (n) y Ty, para
todon € Z+.

COROLARIO 1.13. Si(T'1(N))™" tiene una base ortonormal de vectores propios para
los operadores de Hecke (n) y T,,.

DEFINICION 1.14. Una forma nueva es f € Sk(I'1(N))™* normalizada tal que es un
vector propio para todos los operadores de Hecke (n) y Ty, n € Z* (basta pedirlo para n
coprimo con N).

PROPOSICION 1.15. La L-serie asociada a una forma nueva f,
o0
L(f,s)::Zannfs
n=1

converge para Res > k/2 4+ 1 y admite un producto de Euler de la forma

L(f,s) =](1 = app™ + x(p)p" 1 72) 7"

PROPOSICION 1.16. Sea f una forma nueva de peso 2 para T'o(N), entonces su L-serie

completada A(s) = N2 (2r) 5T (s)L(f, s) se extiende a una funcién entera y satisface una
ecuacion funcional A(f,2 — s) = £A(f, s).

PROPOSICION 1.17. Sea f una forma nueva en So(N,x)™" y 1 un cardcter de
Dirichlet primitivo médulo r. Existe un entero Ny > 1 y una forma modular f ® 1) de
peso 2, nivel Ny, y cardcter xi?* tales que a,(f @) = a,(f)w(p) para todo primo p.
Claramente f ® 1 estd determinada de forma unica, le llamamos twist de f por .

PROPOSICION 1.18. Si ged(N, d) = 1, entonces f ® xq tiene cardcter x y nivel Nd>.
Ademds an(f @ xa) = an(f)xa(n) para todo n > 1 y la constante € para la ecuacion
funcional es

e(f ®xa) = xa(—=N)e(f).
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1.4. Series de Eisenstein.

El producto interno de Petersson permite descomponer el espacio de formas modulares
de un peso dado como My(T) = Si(T') @ & (T), donde &, (T):=S(I")*. En SLy(Z) el
espacio &k (SL2(Z)) con k > 2 es generado por las series de Eisenstein

/ 1
Gaw(r) = ) (m + nr)2

(m,n)€Z?

donde la notacién Z/ significa que sumamos sobre los pares (m,n) € Z2 \ {(0,0)}.
Observemos que

201 ’ 1 ’ 1
Gan(T) =) ok > o = C(2k) > 2k
n=1" (m,n)€ez? (mT * TL) (m,n)€z? (mT T ’I”L)
ged(m,n)=1 ged(m,n)=1
a Eop(1):= ZI m se le denomina la serie de Eisenstein normalizada de peso
(m,n)€Z?
ged(m,n)=1

2k para SLo(Z), y esta serie solo converge para k > 1. Dar bases para &;(I") cuando
k = 0,1 o 2 requiere mas trabajo, en la proxima secciéon aparecera una serie de Eisenstein
de peso 2 que estard directamente relacionada con otra funcién fundamental: la @ de
Weierstrass, a lo largo de esta tesis nos encontraremos con otras series de Eisenstein de
pesos 0 y 1, por ejemplo, la serie

1 e(d) y°
EN,E,S(Z) =5 2
P (e d
¢=0 (méd N)
ged(d,N)=1

converge absolutamente para Res > % y define una serie de Eisenstein de peso 1 y

caracter € para I'o(NV) y la serie
Ens(z)= ) Im(y(2))°
YETo(N)

es una serie de Eisenstein de peso 0 para I'g(N), mas atin, como &o(I'g(N)) tiene dimensién
1 lo genera.
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2. Curvas elipticas

En esta seccion introduciremos las nociones bésicas sobre curvas elipticas y daremos
algunas pruebas que nos ayuden a entender mejor estos objetos y en particular ayuden
a esclarecer las construcciones con Puntos de Heegner que iremos viendo a lo largo de
los préximos capitulos. Para mas detalles se puede consultar [4]Ch. I y [15] como libros
introductorios y [14] para una lectura mas avanzada.

2.1. Primeras definiciones.

Una curva eliptica es una curva de género 1 con un punto racional distinguido O.
Una curva C/k con un punto racional es de género 1 si y s6lo es isomorfa a una curva
dada por una ecuacién, llamada de Weierstrass, de la forma

y2 +a12y + azy = x?’ + a21‘2 + asx + ag

con ai,as,as, a4, ag € k. En consecuencia también podemos definir una curva eliptica
como la curva dada por una ecuaciéon de Weierstrass con el punto racional distinguido
O = (0:1:0) en infinito.
Las curvas elipticas admiten una ley de grupo donde el punto distinguido O es el
neutro, una isogenia entre dos curvas elipticas es un homomorfismo de grupos no trivial.
El mapa multiplicar por n € N:

[n]: E(k) — E(k), [n](P)=nP=P&---®&P

es una isogenia, a los puntos en el kernel de este mapa los denotamos por E[n](k) y los
llamamos puntos de n-torsién. Se puede ver que E[n](k) es un subgrupo finito de E(k),
més atin, su cardinal divide a n? y si char(k) { n es exactamente n?.

Cuando una curva eliptica E tiene una isogenia ¢ : F — E que no es un mapa de
multiplicacién por n, decimos que E tiene multiplicacion compleja.

2.2. Reducciéon mdédulo p.
Las curvas elipticas definidas sobre Q admiten un modelo definido por una ecuacién
corta de Weierstrass de la forma

E:y*=a2%+ar+b

dado un modelo de esta forma para E podemos reducir sus coeficientes médulo un
primo p, a la curva reducida la denotamos por E y definimos el tipo de reduccion de E
dependiendo de E. Cuando p divide al discriminante Ap = —16(4a + 27b%) la curva que
obtenemos tiene una singularidad (y por lo tanto no define una curva eliptica), en estos
casos diremos que F tiene mala reduccion en p, en otro caso diremos que tiene buena
reduccion y ademas subclasificamos de la siguiente forma

= Buena reduccién: si E no tiene singularidades.
« Si E(F,) tiene p-torsién no trivial entonces resulta que E[p|(F,) ~ Z/pZ y
en este caso diremos que FE tiene reduccion ordinaria.
e Si E(Fp) tiene p-torsién trivial diremos que E tiene reduccién supersingular
= Mala reduccién: E tiene una singularidad
e Si la singularidad es un nodo, es decir, hay dos rectas tangentes al punto,
diremos que E tiene reduccién multiplicativa. En este caso E(F,) =~ F;. Si
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las tangentes estan definidas sobre F,, diremos ademés que la reduccién es
multiplicativa split, en otro caso diremos que es multiplicativa non-split.

e Si la singularidad es una cispide, hay una sola recta tangentes al punto,
diremos que E tiene reduccién aditiva. En este caso E(F,) ~ F,,.

2.3. La L-serie asociada a una curva eliptica.
Sea p t Ag, definimos N,(E) como la cantidad de puntos en la curva reducida,

Np(E) = #{(z,y) € ]FIQ, Sy 4 arzy + azy = 20 4 aox® 4+ agx + ag  (méd p)}

y ap=p — Np(E). La L-serie asociada a E es

Lg(s) = HLp(E, s)

donde
(1 —app™ +p'=2%) si E tiene buena reduccién en p
1 si F tiene reduccién aditiva en p
L,(E,s)= —s . . . C e .
1+p si E tiene reduccién multiplicativa split en p
1—p~* si E tiene reduccién multiplicativa non-split en p

Esta L-serie tiene buenas propiedades como la convergencia para Re s suficientemente
grande y una ecuacién funcional, de hecho, el teorema de Modularidad nos dice que Lg
coincide con la L-serie de una forma modular de peso 2!

2.4. Tres teoremas sobre E(Q).
Los siguientes teoremas son resultados que describen la estructura de E(Q).

TEOREMA 1.19 (Mordell-Weil, 1901). E(Q) es finitamente generado: E(Q) ~ 7" ®T
conr < ooy T, denotanto la torsion de E, finitamente generado.

TEOREMA 1.20 (Mazur, 1978). Los posibles subgrupos de torsion de E(Q) son

Z/NZ donde N € {1,...,10,12}
ZJ)27 x Z]2NZ donde N € {1,...,4}

El teorema de Mazur es un resultado muy profundo, una exposicion de su prueba puede
encontrarse en [0, tesisCGallardo].

Por otra parte, el teorema de Nagell-Lutz describe los puntos de torsién de cualquier
curva no singular dada por una ecuaciéon de Weierstrass con coeficientes enteros.

TEOREMA 1.21 (Nagell-Lutz, 1935-1937). Sea P = (z,y) un punto de torsién en una
curva no singular dada por una ecuacion

E y2+a1xy—|—a3y:x3+agaj2+a4:c+a6
con coeficientes enteros, entonces x,y € Z o P tiene orden 2 y 4x,8y € Z.

En la siguiente seccién veremos una descripcién topolédgica de las curvas elipticas.


https://www.cmat.edu.uy/biblioteca/monografias-y-tesis/tesis-de-maestria/tesis_de_maestria__version_final_-10-1.pdf/view
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2.5. Curvas elipticas como toros complejos.

Un reticulo en C es un conjunto A = wiZ @ weZ donde {wi,w2} es una base para
C/R, los toros complejos son los cocientes C/A. Algebraicamente un toro complejo es un
grupo abeliano con la suma compleja, analiticamente, veremos que es una superficie de
Riemann.

PROPOSICION 1.22. Sean A y A’ dos reticulos con bases {wi, w2} y {w],wh} respecti-
w1

vamente. Entonces A = N si y sélo si existe v € GLa(Z) tal que (wi,wh) =~ "
2

La proposicion anterior nos deja el siguiente corolario,

COROLARIO 1.23. Sea ¢ : C/A — C/A" una funcién holomorfa entre toros complejos
tal que o(z 4+ A) =mz+b+ A ymA C A'. Entonces son equivalentes:

(1) ¢ es un homomorfismo de grupos.
(2) be N yp(z+A) =mz+A.
(3) #(0) =0.
En particular existe un homomorfismo no trivial si y sélo si existe m € C no nulo tal que

mA = A'.

Con esto, podemos restringirnos a tomar bases {wq,ws} orientadas de forma que
w1/wy € H, més atn, podemos considerar que w; = 1 y we = 7 € H. La proposicién
anterior nos dice que cada toro complejo determina un punto 7 € H y que este punto es
unico a menos de actuar por SLy(Z).

El teorema que queremos ver es el siguiente:

TEOREMA 1.24. Dada una curva eliptica E, existe un réticulo A tal que C/A y E son
isomorfos como superficies de Riemann. Ademds, dicho isomorfismo es unico a menos de
homotecia.

Comencemos definiendo la funciéon de Weierstrass para A, esta serd la funciéon que
nos dard la curva eliptica que queremos.

DEFINICION 1.25. La funcién p de Weierstrass es la serie
1 ! 1 1
)= 3+ X (map )
wEA
Esta es una funcién par, ademas, si derivamos obtenemos la serie
1
/
o=y ()
wEA (Z - w)
que es una funcién A periddica, lo que quiere decir que @ (2 + w;) — @/, (2) = 0 para

i = 1,2y por lo tanto pp (2 +w;) — pa(2) es constante. Si evaluamos en z = = llegamos

a pA(5%) — (%) = 0y concluimos que g, también es A-periddica.

DEFINICION 1.26. La serie de Eisenstein de peso k para A es
11
Ge(A) =) oE

weA

Esta serie de Eisenstein esta bien definida y es absolutamente convergente para k > 2.
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PROPOSICION 1.27. pp(2) estd bien definida en C — A, es una funcién meromorfa
con un polo doble en cada w € A. Ademds, es una funcion par y periodica con periodos

w1 Y wWa.

DEMOSTRACION. Consideremos el disco Cg = {z € C : |z| < R}. La interseccién
AN Cpg es finita. Consideremos ahora w € A — Cg, es facil ver que existe Mg € R tal que

1 Mpg
(z = w2 |~ |wP’
Entonces
1 1) 22w — 22 || 2(2w —2) Mgr(2+ R/|w]) < 3MgR
(z—w)?2 w2 wi(z —w)? wi(z —w?) |w|3 — |wP

lo cual implica que g, converge absolutamente y uniformemente en Cr — A para todo
R > 0, de donde vemos que es meromorfa. Ademas, poniendo z = w vemos que hay un
polo cuyo orden es 2 para todo w € AN Cg. La paridad de gy es clara,

pa(2) = % + Z/ <(Z_1w)2 - %) = (_12)2 + Z/ <(—z—1i-w)2 - (_i)g) = pa(—w).

weA weA

Para ver la periodicidad de pj consideremos su derivada

:_22

wEA
que es A-periddica. Como @'y (2 + w) — /), (2)=0 para todo z € C — A, w € A resulta que
©a(z + wi) — pa(2) es constante, evaluando en z = —* llegamos a que es 0, y por lo
tanto tiene periodos w; para i = 1, 2. |

PROPOSICION 1.28 (La expansién de Laurent).
Para z € Cr donde Ri=min{|w|: w e A —{0}}

1 oo
pa(2) = =t > (2n+ 1)Gaonta(A)2".
n=1
DEMOSTRACION.

1 1 1 > (n41)z"
_wZ  RE1_2)p ﬂﬂ(“%ﬁ)

w

Si le restamos 1 nos queda

1 I & (n41)2"
(Z_w)z_ﬁ_z on+2
n=1

y sumando sobre w
(n+1)z J R
oA 3% wm O 2 (4 1Gnia(N)2".
weA n=1 n=1

Finalmente, como pp es una funcién par, los coeficientes n-ésimos son nulos para n
impar. |
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TEOREMA 1.29. El par (pa, ¢)\) satisface la igualdad

(A (2))? = 4lpa(2)]° = g2(A)pa(2) — g3(A),
donde ga(A) = 60G4(A) y g3(A) = 140Gs(A).

Ademds, la cibica que satisface: y* = 423 — go(A)x — g3(A) se descompone como
y? = 4(x —e1)(x — e2)(x — e3) donde e = oa(F), e2 = pa(F), ez = pA(%) son
todos distintos.

DEMOSTRACION. De la expansién de Laurent alrededor del origen obtenemos que
P (2) = 7 + 6G4(A)z + 20G6(A) + O(z°). Si ahora elevamos al cuadrado nos queda
[p’A(z)]2 = ;% — %‘E(A) —80Gg(A) + O(2%) y por otra parte 4[ps (2)]® = ;% + %42(/\) +
60Gg(A) + O(22). Restando ambas cosas

60G4 (A
A~ aloa(a)? — LU — 1064 + 0(:2).

El lado izquierdo de esta igualdad no tiene polos en z = 0 y por lo tanto no tiene polos
en el paralelogrado de vértices {0, w1, w2, w; + wa}, al ser pp y su derivada funciones
A-periddicas esto implica que el lado izquierdo es holomorfo y estd acotado, por lo tanto
es constante.

Nos resta ver que los e; son las raices de 423 — go(A)z + g3(A) y son distintos. Como
QA €s par, pﬁ\ es impar y por lo tanto

wj —w; w; %
o (2) ==oh () =—oh (wi- %) =-6h (5) =0.

de donde los e; son raices, para ver que son distintas consideremos las funciones g;(z) =
(3 bl (]

©a(2) — e; con las respectivas raices %', %2, % Como la derivada también se anula

alli, son ceros de orden al menos 2, si e; = eg entonces o, tendria un cero de orden al

menos 4, pero sus ceros son de orden 2. |

OBSERVACION 1.30. El discriminante de 42> — go(A)x — g3(A) , g2(A)? — 27g3(A)?
es no nulo porque el polinomio tiene tres raices distintas.

Lo que acabamos de ver muestra que el mapa z — (pa(z), @y (2)) definido en C — A
envia puntos en el toro complejo a pares de puntos en C? que satisfacen la ecuacién de
una curva eliptica (pues es una cénica no singular). Este mapa se puede extender a todo
C si enviamos los puntos en el reticulo al punto O de la curva eliptica, ahora tenemos
que ver dos cosas:

1. El mapa anterior es un isomorfismo entre superficies de Riemann.
2. El mapa anterior es un isomorfismo de grupos.

TEOREMA 1.31. Sea E : y? = 42®— go(A)z—g3(A). El mapa ¢ : C/A — E(C) C P?(C)
definido por ¢(z+ A) = (pa(2), P\ (2)) para z # 0+ A y ¢(0+ A) = O es un isomorfismo
entre superficies de Riemann y un isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Ya vimos que el mapa estd bien definido, veamos ahora que es
biyectivo. Para ver la inyectividad supongamos que ¢(z1) = ¢(z2), la funcién p, es
de orden 2 (la cantidad de soluciones a g@a(z) = 0 contadas con multiplicidad en un
paralelogramo es igual a la cantidad de polos, y los polos de pa son los w € A con orden
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2), como pp(z) — pa(z1) se anula en 21, 22 y —2; esto quiere decir que al menos dos de
estas raices son congruentes médulo A.
w Si2z € A pp(z) — pa(z1) tiene un cero doble en z; y se anula en z3, por lo
tanto z; — 29 € A.
w Sizp 421 € At Pl (22) = )\ (—21) = —¢/\(21) , como por hipétesis g/ (22) =
pﬁ\(zl) esto implica que las derivadas se anulan y por lo tanto zo — z1 € A.
Para ver la sobreyectivad tomemos un punto en E. Si el punto es O tiene preimagen
0. Si el punto es (z,y) € C?, sabemos que existe z tal que p,(z) = x porque @, tiene
orden 2, luego y = (¢ (z)) v y = (—¢/\(2)) satisfacen la ecuacion.
Para ver que ¢ es holomorfa solo resta ver que lo es en 0; p y ¢/, tienen polos en 0,
tomemos z # 0 arbitrario y veamos la curva proyectivamente.

¢z +A) = (pa(2) 1 9 (2) 1 1) = (ZPpa(2) - 22 (2) : 2°),
si ahora tomamos limite z — 0 vemos que lim, ,o¢(z) =(0: =2:0)=(0:1:0) = O. Si
queremos probar que ¢ es un isomorfismo, por el teorema de la funcién inversa basta ver
que es inyectivo con derivada no nula; ya vimos que es inyectivo.

Los ceros de @y (z) son &b, 2, 1592 v estos son ceros de g(2) = pa(z) —e; i =1,2,3
respectivamente, y tienen orden 2. Si derivamos ¢'(z) = @)\ (2) y ¢"(2) = pi(2), y al
tener ceros de orden 2 esto implica que ¢g” # 0 y por lo tanto ¢’ y ¢” no tienen ceros en
comun. Esto prueba que ¢ es efectivamente un isomorfismo de Superficies de Riemann,
para terminar la prueba del teorema queremos ver que preserva la Ley de grupo.

Por definicién ¢(0 + A) = O, la ley de grupo en E estd caracterizada porque la
suma de tres puntos colineales en la curva da O, tenemos que probar que ¢ respeta
esta estructura. Tomemos dos puntos en C/A : 21 + A, 29 + A y la recta por los puntos
@(z1+ A), d(z2 + A) en el plano complejo: ax + by + ¢ = 0. Distinguimos dos casos

1. Si b # 0 la funcién apy (z) + by (2) + ¢ = 0 tiene un polo triple en 0 + A.

2. Si b =0 la funcién agp(z) + ¢ = 0 tiene un polo doble en 0 + A.
En 1. se puede ver que hay un tercer punto z3 + A tal que z1 + 29+ 23+ A =0+ A. En 2.
se puede poner z3 = 0 y se satisface lo mismo. [ |
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3. La curva modular

A partir de ahora usaremos los términos "curva eliptica" y "toro complejo" indistin-
tamente. Diremos que dos curvas elipticas son equivalentes si, como en Corolario 1.36,
mA = A/, esto claramente da una clase de equivalencia de curvas elipticas complejas.
El mismo corolario dice que cada toro complejo determina un punto 7 en el semiplano
superior que es tnico a menos de actuar por SLy(Z), consideremos entonces la relacién de
equivalencia en H dada por esta accién. Hay una biyeccion entre las primeras clases de
equivalencia y las segundas: las clases de isomorfismo de curvas elipticas se corresponden
con las clases de equivalencia del semiplano superior bajo la accién del grupo modular.

Definimos el espacio de moduli

So(N) ={(F,C) : E curva eliptica y C un subgrupo ciclico de E de orden N}/ ~ |

donde (E,C) ~ (E',C’") si existe un isomorfismo ¢ : E — E’ tal que ¢(C) = C'.
Notaremos por [E,C] a un elemento de Sp(IV), observemos que es equivalente dar un
elemento [E, C| en el espacio de moduli So(N) que dar una isogenia ¢ : E — E’ de grado
N. A lo largo de los siguientes capitulos usaremos la segunda descripcion, pero la primera

ilustra mejor la prueba del teorema que veremos a continuacion.
La curva modular para T'g(N) es Yo(N) =To(N)\ H ={To(N)T : 7€ H}.

TEOREMA 1.32. Se cumple que So(N) = {[C/A;,(1/N + A;)] : 7 € H}.

Ademds, dos elementos en So(N), [Er, (1/N + A;)] y [Er, (1/N + Ap)] son iguales
si y solo si To(N)T =To(N)7'. Concluimos que el mapa 1o : So(N) — Yo(N) dado por
Yo([Er, (1/N + A;)]) =To(N)T es una biyeccion.

DEMOSTRACION. Sea [E,C| un elemento de Sy(NN), ya vimos que E es isomorfa
a un toro complejo C/A, y por lo tanto un generador de C' se puede escribir como
g = CT,THI + AL con ged(e,d, N) = 1. Sean a,b € Z tales que ad —bc = 1 (méd N) y

a b

consideremos v = (C d), a menos de cambiar los representantes de a,b,c,d méd N

podemos asumir que I' € SLy(Z). Observemos que tomando 7 = 7’ obtenemos que
(e’ +d)A; = (cT+d)(Z D ZT) = (cz + d)Z+ (a7 +V)Z =7 S Z1 = A
y por lo tanto el mapa multiplicar por ¢’ 4 d es un isomorfismo de C/A; en C/A, que
envia % +A-eng.
Ahora supongamos que 7,7’ € H son tales que I'o(N)7 = T'g(N)7’, entonces 7 = 7/
con v € I'y(N). Como ¢ =0 (méd N) y ged(d, N) =1,

1 d
"4 d)Ay = A '+ d (7 AT>:— A,
(e’ +d) (e’ +d) N Nt
Concluimos que [C/A-, (% + A;)] = [C/A,, (% + Ap)]. Con argumentos similares se

puede ver que si [C/A, (% + A =[C/A, (% + A,)] entonces To(N)7 =To(N)r'. B

Acabamos de ver una biyeccién entre el espacio de moduli Sy(N) y la curva modular
Yo(N) = T'g(N)/H, pero de hecho se le puede dar a ambos espacios estructuras de
Superficie de Riemann, de forma que son isomorfos como superficies de Riemann. La
curva modular se puede compactificar, a la curva compactificada la denotamos Xo(N),
esta es Hausdorff, conexa, compacta y también se le puede dar estructura de una Superficie

de Riemann. A veces haremos abuso de notacién y escribiremos E N Yo(N).
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4. Algebras de cuaterniones

En esta seccién presentaremos algunas nociones basicas sobre algebras de cuaterniones.
Nos basaremos en las notas [17, FMC] escritas por Gonzalo Tornarfa para la AGRA 11,
2015, una referencia extensa sobre el tema es [19].

El algebra de cuaterniones de Hamilton es el algebra sobre R con base {1,14,7,k}
donde i? = j2 = k% = ijk = —1. Esta construccién se puede generalizar a cualquier
cuerpo de caracteristica distinta de 2.

DEFINICION 1.33. Dado un cuerpo K con char(K) # 2 y a,b € F* definimos el
algebra de cuaterniones (a,b)x como el dlgebra con base 1,1, j, k donde la multiplicacién
viene determinada por las relaciones

i’ =a, 2=, k=ij=—ji.

Una K-algebra es central si su centro es K y simple si no tiene ideales bilateros no
triviales. No es dificil probar que la definicién anterior es equivalente a la siguiente:

DEFINICION 1.34. Un algebra de cuaterniones sobre K es un algebra central simple
de dimension 4 sobre K.

Es decir, (a,b)x es una K-algebra central simple de dimensién 4 y reciprocamente
un 4lgebra de cuaterniones sobre K tiene la forma (a,b)x para un par de elementos no
nulos de K. Esta ultima definicion es la usual y es valida incluso en caracteristica 2.

EJjempLO 1.35.

= El dlgebra de cuaterniones de Hamilton (—1, —1)g es un algebra de division.
= Las matrices 2 X 2 sobre R forman un algebra de cuaterniones.

De hecho, a menos de isomorfismo estas son las tinicas dlgebras de cuaterniones sobre
R, y vale en general que toda algebra de cuaterniones sobre un cuerpo K es un algebra
de divisién o es isomorfa a My(K).

4.1. Clasificacion de algebras de cuaterniones.

Ya mencionamos la clasificacién sobre R, sobre C no hay algebras de divisién no
triviales por lo que toda algebra es isomorfa a Ms(C), lo mismo ocurre en cuerpos finitos,
la siguiente pregunta que surge naturalmente es qué ocurre con QQ y para responder esto
haremos un estudio local.

Las posibles completaciones de Q son @Q, con p primo o Q, = R. Sea v un lugar
para Q, esto es, v € {p: primo} U {oco} y sea D un algebra de cuaterniones sobre Q, la
localizacién de D en v es la extension de escalares a Q,: D,:=D ® Q,.

Comencemos con el lugar arquimediano oo, el algebra D, puede ser isomorfa a
H = (—1,—-1)g 0 a M2(R). En el primer caso decimos que D es definida y en el segundo
caso que es indefinida. De forma similar tenemos el siguiente Teorema:

TEOREMA 1.36 (Clasificacién local). Hay exactamente dos dlgebras de cuaterniones
sobre Q, a menos de isomorfismo: M2(Q,) y un dlgebra de division.

DEFINICION 1.37. Decimos que un dlgebra de cuaterniones D ramifica en v si D, es
isomorfa a un algebra de division.

La ramificacién de un algebra de cuaterniones la determina a menos de isomorfismos.


https://webusers.imj-prg.fr/~harald.helfgott/agraweb/AGRAIITornaria.pdf

22 1. PRELIMINARES

PROPOSICION 1.38. Dos dlgebras de cuaterniones son isomorfas si y sélo si ramifican
en los mismos lugares.

Ademas, la ramificacién es un nimero finito y par, y tenemos la siguiente clasificacion
global.

TEOREMA 1.39 (Clasificacién global). La ramificacién de D es un conjunto finito
de cardinal par. Mds aiun, dado un conjunto de lugares finito de cardinal par, existe
un dalgebra de cuaterniones sobre Q con esa ramificacion y esta es unica a menos de
isomorfismo.

Este resultado se extiende a cualquier cuerpo de niimeros de la siguiente manera. Sea
K un cuerpo de ntmeros.

DEFINICION 1.40. Un lugar de K es un ideal primo en Ok o una inmersién K — R
o K —C.

Las definiciones de localizacién y ramificacion son analogas.

TEOREMA 1.41. Sea D es un dlgebra de cuaterniones sobre K, entonces D ramifica
en un conjunto finito par de lugares que no contiene ningun lugar complejo. Ademds,
dado un conjunto lugares no complejos de cardinal par existe un dlgebra de cuaterniones
que ramifica en dicho conjunto y dicha dlgebra es unica a menos de isomorfismo.

4.2. Revisitando la clasificacién de curvas elipticas.

DEFINICION 1.42. Un reticulo en un algebra de cuaterniones D es un Z-submédulo
libre de rango 4. Un orden en D es un reticulo que ademas es un subanillo de D.

Consideremos F/k una curva eliptica y Endg(F) = {a : F — E : « es una isogenfa sobre k},
este anillo (con la suma punto a punto y la composicién) de endomorfismos es isomorfo o
bien a Z, a un orden en un cuerpo cuadratico imaginario o a un orden en un algebra de
cuaterniones y esta clasificacion se corresponde con la que vimos en 2.2.

PROPOSICION 1.43. Sea E/k una curva eliptica y Endy(E) su anillo de endomorfismos.
Entonces
1. Si char(k) = 0, entonces Endg(E) ~7Z o Endg(E) ~ O, un orden en un cuerpo
cuadrdtico imaginario.
2. Si char(k) # 0, entonces hay dos opciones para Endg(E).

Endig(E)~O o Endy(FE)~R

donde O es un orden en un cuerpo cuadrdtico imaginario y R es un orden maximal
en un dlgebra de cuaterniones.

Observemos que cuando k = Q o k = C la parte 1 de la proposiciéon anterior nos dice
que E/k tiene multiplicaciéon compleja si Endg(F) ~ O.

COROLARIO 1.44 (Clasificacién de curvas elipticas). Sea E/k una curva eliptica
sobre k un cuerpo de caracteristica p. Entonces ocurre exactamente una de las siguientes
opciones.

» Endy(E)@Q ~ Q.
- Endy(E) @ Q ~ Q(v/D).
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» Endi(E) ® Q ~ By, el dlgebra de cuaterniones ramificada en {p,co}.

En el tercer caso de la proposicién diremos que la curva tiene reduccion supersingular,
en caso contrario diremos que tiene reducciéon ordinaria. No es dificil ver que la definicion
que vimos antes coincide con esta.






Capitulo 2

Puntos de Heegner

DEFINICION 2.1. Un punto de Heegner de discriminante D en Yp(N) C Xo(NN) es un

punto x = (F 2 B ) donde ¢ tiene grado N y F, E’ son curvas elipticas con multiplicacién
compleja, que ademds tienen el mismo anillo de endomorfismos O, el anillo de enteros
de un cuerpo cuadratico imaginario de discriminante D.

Tenemos una condicién necesaria y suficiente para la existencia de puntos de Heegner
de discriminante D: existen si y sélo si existe un ideal entero n C O tal que O/n ~Z/NZ,
por lo que en general asumimos que estamos bajo la Hip6tesis de Heegner

(HH) Existe un ideal n C O tal que O/n ~ Z/NZ.
A los ideales que satisfacen esa condicién le llamamos primitivos de norma N.

PROPOSICION 2.2. Hay una biyeccion

{Puntos de Heegner} { Pares (o ,n): o/ €Cli }

en X(C) n ideal primitivo de norma N en O
Dada por (C/a,C/an"1) <= ([a],n)

DEMOSTRACION. Consideremos a un ideal (fraccional) de Clyx y n un ideal primitivo
de norma N. Las curvas elipticas E = C/ay E' = C/an~! tienen multiplicacién compleja
por O y la identidad en C induce una isogenia id : E — FE’ entre ellas con nicleo
an~l/a~O/m~7Z/NZ.

Observemos que otro par (a’,n’) en las mismas hipdtesis definen el mismo punto de
Heegner si y solo si C/a = C/a’ y C/an~! = C/a/n'~!, y esto ocurre si y sélo si existe
A € K* tal que a = Aa’ y n = n’. Por otro lado, dado un punto de Heegner x = (E 2 E')
de discriminante D, podemos escribir E = C/A y E' = C/A’, y a menos de reescalar A
y A’ podemos asumir que estan en K y que por lo tanto son ideales fraccionales a y b
respectivamente con a C b. Como el ntcleo de la isogenia es un grupo ciclico de orden N
isomorfo a b/a resulta que n = ab~! es un ideal primitivo de orden N. |

Hay una correspondencia entre ideales primitivos de norma N y soluciones 8 € Z/2NZ
a la ecuaciéon %2 = D (méd 4N) que viene dada por

5Hn:NZ+5% vIDl,

Esta correspondencia sumada a la correspondencia entre curvas elipticas con multiplicacién
compleja por O y soluciones a ecuaciones cuadraticas de discriminante D nos dan la
siguiente proposicion.
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PROPOSICION 2.3. Hay una biyeccion
{(e,n) : & € Clg,n ideal primitivo en O}

Soluciones T€H a una ecuacién cuadritica primitiva
FO(N)\{ o .Az2+Bz+C:0 }
de discriminante D tal que N|A, A>0

DEMOSTRACION. Sea z un punto de Heegner, por la proposicién anterior se corres-
ponde con un par ([a],n) donde a y n son ideales en O con n primitivo de norma N.
Podemos asumir (reescalando) que tenemos una base orientada (wi,ws2) de a tal que
(w1,ws/N) es una base de an!, de esta forma 7 = ol € H satisface una ecuacién
cuadratica con coeficientes enteros primitiva de discriminante D, ya que estd en K y lo
mismo ocurre con N7. Como N7 también satisface una ecuacién cuadratica resulta que
N | Ay ged(A/N,B,CN) = 1. De hecho, podemos escribir a = AZ + M y por lo
tanto an~! = 47 + %Z.

Reciprocamente, si 7 € H satisface una ecuacion cuadritica de discriminante D
entonces ¥ = C/A, tiene multiplicacién compleja por O, ya vimos que existe un ideal
fraccional a tal que E = C/a, la clase de B en Z/2NZ es invariante médulo T'o(N) y

determina un ideal n de norma N, la condicién sobre A implica que E = C/na~! también

es una curva eliptica por lo que la isogenia (F i) E') corresponde a un punto de Heegner.
|

1. Acciones sobre puntos de Heegner

Se puede ver que C/O estd definido sobre H, el cuerpo de clases de Hilbert de K,
que se define como la maxima extension abeliana no ramificada de K. Por lo tanto los
puntos de Heegner z € Xo(/N)(C) son puntos racionales en Xo(/N)(H). El mapa de Artin
da una biyeccién entre Gal(H/K) y Cli (ver Th. 5 3 en [2]) para cualquier cuerpo de
numéros K, como en nuestro caso K es un cuerpo cuadratico imaginario la teoria CM
nos da el siguiente resultado.

TEOREMA 2.4. Si K es un cuerpo cuadrdtico imaginario y a es un ideal propio en
Ok, entonces H = K(j(a)) y el mapa ¢ : Clg — Gal(H/K) dado por b — o donde
§(a) = j(ab™1) es biyectivo.

Queremos estudiar la accién del grupo de Galois sobre los puntos de Heegner y para
eso usamos la identificacién de la proposicién 2.2.

» Conjugacién compleja: actiia en el par ([a],n) como ([a],n) = ([a],n) =
([a] 1, Mo 1),

» Gal(H/K): acttia en Clg por multiplicacién a derecha, ([a],n)?®) = ([ab—!],n)

» Involucién canénica: La involucién canénica wy : Yp(N)(C) — Yu(V)(C)
es la inducida por la involucién wy(z) = —ﬁ definida en ‘H*. Esta accién
envia una base del reticulo asociado a E en una de E’ mediante la isogenia
dual. En pares ([a],n) correspondientes a un punto de Heegner la accién es
wy(([a],n)) = ([an~1], 7).

» Involuciones de Atkin-Lehner: por cada p | N hay una involucién w, :

Yo(N)(C) — Y5(N)(C) inducida por cualquier matriz W, € (]I\)]ZZ pZZ> de
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determinante p, en pares ([a],n) la accién se ve como wy(([a],n)) = ([ap~*], m)
donde n = p*m siendo p el tinico divisor de p que también divide a n.

El Jacobiano de una superficie de Riemann X de género g es el cociente
J(X) = Qllwl(X)/\/Hl(Xv Z)a

tiene estructura de toro complejo de dimensién g y X — J(X). Nosotros trabajaremos
en el Jacobiano J(X) de la curva modular X = X,(NV). La correspondencia de Abel
permite identificar .JJ(H) con el cociente Div’(X)/P(X) de divisores de grado 0 médulo
divisores principales en X.

Estamos interesados en dos elementos especificos en J(X), los que se corresponden
con

¢=(z) = (0) y d=(z) - (0)

siendo x un punto de Heegner de discriminante D. Particularmente nos interesa calcular
Tn(c) y Tin(d), donde T, son correspondencias de Hecke definidas en J(H).

Una correspondencia entre dos curvas C7 y Cs es una curva C junto con un par de
mapas « : C'— Cq, §: C +— Cs que representamos mediante el diagrama

C
AN
01 C(2

Las correspondencias de Hecke se definen para m > 1 coprimo con N mediante un
diagrama

o(mN

Xo(mV)
P
) X))

Como ged(m, N) =1,si ¢ : E+ E’ es una Nm-isogenia su nticleo es un subgrupo ciclico
de orden mN, como ged(m, N) = 1 se puede descomponer como suma directa de un
subgrupo de orden m y otro de orden N. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
(reescalando reticulos) que E' = E/C,, ® Cy. El mapa « se olvida de Cy, y 3 cocienta
por él, mas precisamente,

Xo

O‘([EvE/Cm @CN]) = [EvE/ON]

B(E, E/Cm & Cn]) = [E/Cpn, E/(Crn & CN)/Cn].
Los mapas a y 8 inducen mapas a*, 5, en los divisores de grado 0

[B,E/CN] S Y [BE/Cr®CN] D S [E/Cun\ E/(Crn @ Cn)/Cin
Cm<E Cm<E

y a* o B, induce un mapa en el jacobiano. En resumen tenemos una accién en J(H) dada
por

Ton((2)) = > (zc)

ces
donde S es el conjunto de subgrupos de E ciclicos de orden m y ¢ = [E/C, E'/$(C)].
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2. Alturas locales y altura global

En la expresién algebraica de la formula de Gross—Zagier nos aparece el término
(¢, Tinc?), este simbolo corresponde a la altura de Ner6n—Tate, que es una forma cuadratica
en J(H). La altura de Nerén—Tate admite una descomposicién como suma de alturas
locales en divisores con soporte disjuntos, resultado que fue probado por Nerén.

El soporte de un divisor d = 37 ¢ x m,(y) es el conjunto Sop(d) = {y € X : my # 0}.
Denotemos por

Div%p(X):={(a,b) € Div’(X) x Div®(X) : a,b con soporte disjuntos.}

al conjunto de pares de divisores con soporte disjunto, alli estardn bien definidas las
alturas locales.

Para cada lugar v en H existe una valuacién | - |, : H — Rsg, denotemos por H, al
completado. Para todo a € H* se cumple la férmula del producto

[Tl =1.
v

Dado un lugar v se define el simbolo de altura local { , ), : Div%p(X/H,) como la tnica
funcién que cumple

1. Es biaditiva y simétrica.
2. Es continua.

3. Sia=YmpPyb=div(f) entonces {a,b), = > mplog|f(P)|y-
P P

No es obvio que existe una funcién con esas caracteristicas aunque si es facil ver que si
existe es tnica, ya que dados dos simbolos su resta estd bien definida sobre J(H,) x J(Hy)
que es compacto, y es un mapa continuo y aditivo que toma valores reales, por lo tanto
es la funcién nula.

La suma de estos simbolos locales en divisores con soporte disjunto coinciden con el
simbolo global: (a,b) = 3", (a,b), . Como los simbolos locales (a, b), valen 0 para casi
todo lugar v la suma es finita, ademas, por la férmula del producto la altura global queda
invariante al sumarle a a un ideal principal, es decir, estd bien definida en J(H).

3. Ejemplo: La curva 83al

En su articulo [21], Zagier utiliza la curva eliptica [13, 37.a1] como ejemplo para
ilustrar los elementos que aparecen en el Teorema de Gross—Zagier. Intentemos hacer algo
similar pero utilizando la curva eliptica [13, 83.a1] Consideremos la curva eliptica E/Q
dada por y? + 2y —y = 23 + 22 + 2. El discriminante de F es A = —83, su conductor es
N =83 y su j invariante es j = %.

La curva F sobre C.

El cambio de variable y +— 2y + z seguido de y — y + 1 nos da la forma reducida
E :y? = 423 +522 +62+1, el polinomio 423+ 52% 46241 tiene una rafz real v ~ —0.1929,
y dos raices complejas conjugadas o ~ —0.5286 + 1.0083i, 5 ~ —0.5286 — 1.00837 y como
se ve en la figura 1 E(R) tiene una sola componentes, es decir F(R) ~ S'. Los periodos


https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/37/a/1
https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/83/a/1
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3

-

FiGura 1. E(R)

real y complejo de E son respectivamente

d o0 d
wy = / @ 2/ - “Z ~ 3.3744689,
ER) Y v V/]4z3 + 522 + 6z + 1

dx v dx )
wy = — =2 ~ 1.68723445 + 1.95716430:.
ER) Y 5 V]4x3 + 52 + 62 + 1

La curva E sobre Q.

El punto Py = (0,0) € E(Q) tiene orden infinito, esto se puede ver facilmente. Por
ejemplo, por el Teorema de Mazur, podriamos calcular P...12P y ver que no dan co, pero
por Nagell-Lutz basta con calcular hasta 5P ya que 4P = (I—g’, %) no tiene coordenadas
enteras (ni son de la forma (7}, §) con m,n enteors) y por lo tanto no tiene orden finito.
Mas atin, los tnicos puntos enteros en E son

Py = (0,0) 2Py = (1,-3) 3Py = (4,7)
—Py=(0,-1) —2P) = (1,1) —3P) = (4,-12).

No tan facilmente se puede ver que de hecho E es libre de torsion y Py genera el grupo
de Mordell-Weil, es decir, F(Q) = (Py) & Z. Podemos calcular la altura de Py con un
algoritmo dado por Tate, tal como lo hace Zagier en el articulo antes citado, sin embargo,
para el propédsito de entender E nos basta con aproximarla mediante

h(PO) = nli{go hnaive(2nP0)

donde hnaive(%a y) = méx{|p|, ‘(I|}

Las alturas convergen réapidamente, después de 10 iteraciones obtenemos la aproxi-
macién h(Py) = 0.17729229. Para calcular la altura en otro punto basta con observar
que h(nPy) = n?h(R).

La curva F maédulo p.

Como A = —83 en p = 83 hay mala reduccion, para cualquier otro primo p el grupo
E(F,) es finito de orden N,(E)+ 1 donde Np(E) denota la cantidad de soluciones médulo



30 2. PUNTOS DE HEEGNER

pay?—y=a3—1z (mdd p) y agregamos el co. La L-serie de Dirichlet asociada a E es

Lp(s)=(1+837%)"" J[ (1 +app* +p' )"
p#83
donde a, = p — Np(E). Para los primos hasta 100 tenemos la siguiente tabla

p ap Np(E)|p ap Ny(E)|p ap Ny(E)
2 -1 4 29 -7 37 67 -2 70
3 -1 5 31 5 27 71 2 70
5 -2 8 37 -11 49 73 0 T4
7T -3 11 41 -2 44 79 14 66
11 3 9 43 -8 52 83 -1 &5

13 -6 20 47 0 48 89 0 90
17 5 13 93 6 48 97 -8 106
19 2 18 99 5 55 89 4 86
23 4 28 61 5 57 97 4 94

Modularidad

Por el Teorema de Wiles ahora sabemos que E es modular, si calculamos a,, para
n < 10 obtenemos

1 1 1 2 1 3 3 2
Lo =1-5 "5 "% 5o wlie 105
y hay una tnica forma modular comenzando con esos coeficientes: [13, 83.2.a.a] , que
debe ser la que corresponde a E.

El Teorema de Modularidad fue probado luego del Teorema de Gross—Zagier, pero
hay herramientas que permiten probar la modularidad de cualquier curva particular sin
acudir a él. De hecho, Zagier da dos pruebas distintas de la modularidad de F, una
empleando técnicas analiticas y la otra algebraicas. Probablemente la prueba mas sencilla
computacionalmente sea la analitica, esta es la que veremos a continuacién

Llamemos f a la forma modular 83.2.a.a que es nuestra candidata, resulta que f es

la tnica forma modular nueva de peso 2 en I', donde T es el subgrupo de SLo generado
=1

0
por T'g(37) y Wgs = (\/@ \/6373> Consideremos el mapa ¢ : H — C dado por

6(r) = 2ni /T ™ e,

Es claro que ¢’ = —2mif y como f es una forma modular de peso 2 para I' tenemos
que ¢(y7) — ¢(7) = C, es constante para toda v € I'. La imagen del mapa v — C, es
un reticulo A’ con go(A’) y g3(A’) enteros (esto es consecuencia de Eichler-Shimura).
El subgrupo de congruencia I'p(83) admite un generador con 16 elementos y es fécil
calcular ¢(y7) — ¢(7) para este conjunto y para Wgs, lo que nos permite aproximar
una base del reticulo y posteriormente dar con exactitud (pues son nimeros enteros)
g2 = 5076 y g3 = 42984, concluyendo que C/A ~ C/A’, pues otro modelo para E es
E :y? = 423 — 50762 — 42984. Ahora, lo que obtuvimos fue un isomorfismo

N"H~C/A


https://www.lmfdb.org/ModularForm/GL2/Q/holomorphic/83/2/a/a/
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y esto significa que E es modular.
BSD para F
La conjetura BSD predice la igualdad (para este caso particular, con torsién trivial)

Lp(1) = wih(Po)

Sabiendo que Lg = Ly podemos usar la L-serie completada

L =832(21)~*T(s)Ls(s)

Lo = [ 1 () et e

que permite extenderla de forma analitica a todo C. Como la ecuacién funcional para
Lg nos dice que Lg(1) = 0 obtenemos la siguiente férmula para la derivada en s = 1

27 -~ dr & X —2mnr
L) = —=L"(1)= —= an/ e V83 logTdr.

Si aproximamos el valor de la derivada usando los 20 primeros a,, llegamos a
Lp(1) =~ 0.598267333,

y su forma integral

que coincide con la aproximacién wyh(Py) = 0.598267333, tal como esperabamos.

Puntos de Heegner en F

El Teorema de Gross—Zagier nos dice que si Pp es un punto de Heegner de discrimi-
nante D para E entonces

h(Pp) = L(1)Lg,p(1)
donde L p denota el twist de Lg por el simbolo de Kronecker (5) Dado que en este
caso Py = (0,0) es un generador de E(Q) sabemos que Pp = b(D)P, para algin bp € Z
y por lo tanto h(Pp) = b(D)?h(Py), entonces es facil estimar Lg p(1) y finalmente
determinar Pp a menos de signo. Por ejemplo, para D = —8 y D = —15 obtenemos
Pp = £ P,. Si queremos encontrar exactamente el punto de Heegner debemos hacer los
calculos explicitamente, como haremos a continuacién, pero un resultado muy interesante
probado por Gross-Kohnen-Zagier es que el b(n) coincide con los coeficientes de una
forma modular de peso %, tal como lo sugiere comparar las tablas de b(D) obtenidas por
Zagier con las obtenidas del Teoremas de Waldspurger.

Para cada discriminante D que satisface la hipdtesis de Heegner para E existen 2hp
elementos 7; € H que corresponden a puntos de Heegner, estos son las soluciones de 2.3.
El mapa ¢ nos envia dichos puntos a C/A y obtenemos puntos en E(C)

En principio los puntos que obtenemos en la curva no son puntos racionales sobre Q,
sino que estan definidos sobre el cuerpo de clases de Hilbert H, pero médulo la accién de
I" son hp puntos distintos ¢(71), ..., ¢(1h,) v la acciéon de Gal(H/Q) ~ Clg los permuta,
entonces tenemos que el mapa

" —T\H % C/A ~ E(C)

y al promediar
2hp

1
PD:%;WTU
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tenemos un punto que estd bien definido sobre E(Q).
En nuestro ejemplo, el primer discriminante fundamental que satisface HH es —8, que
tiene nimero de clases h_g = 1. Las soluciones a ecuaciones cuadraticas Az? + Bz + C

donde 83 | Ay B? = —8 (méd 4A) son 1 = % y T2 = 18;—718@7 la aproximacion
2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 3 2 2
QS(q):_q+i+i+i+i_q7+i_i+i_q7+o(q11)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
nos da ¢(m2) = ¢(m) =~ 2.09178891706718 € C/A, y se corresponden con el punto
(0,0) = Py € E(Q). El promedio claramente nos da P_g = (0,0) € E(Q).
El siguiente discriminante fundamental en satisfacer la hipétesis de Heegner es —15,
en este caso el nimero de clases es 2 y obtenemos 4 puntos de Heegner

T = 631+661\/§ iﬂ 0.641341184435704 4 1.15711737544788:
Ty = _1031&;\/873 l£> 0.641341184435704 — 1.15711737544788¢
T3 = _63?:;2“/@ & —0.976730499878602 + 1.02851947199129;
Ty = 6332;\/@ 'ﬂ —0.976730499878602 + 1.02851947199129:
Pis=1 ; o(1;) ~ 1.2527466487 se corresponde con el punto (0,—1) = —Fy € E(Q).

=1



Capitulo 3

El método de Rankin

Comencemos con algunas definiciones que vamos a usar a lo largo del capitulo.

= K es un cuerpo cuadréatico imaginario de discriminante D < —4, en particular el
numero de unidades en D es w = 2. Por simplicidad vamos a asumir que D es

primo y distinto de 3.

= ¢ es el cardcter de Dirichlet asociado a D: (i)

= Clg es el grupo de clases de ideales, que tiene cardinal h.
= o/ representa una clase de ideales; r.(n) denota la cantidad de ideales de norma

n en la clase & y convenimos que r(0) = 1. L@/( ) = > ora(n)n=" es la
L-serie asociada a la clase de ideales &7 y 0.,/(2) = > 02 o ro(n)q" la serie theta
asociada.

n f e S3V(I'g(N)) es una forma cuspidal en el espacio generado por formas nuevas
de peso 2 y nivel N, que asumimos coprimo con D. L(f,s) =72 a,n" es la
L-serie asociada a f.

= LN(s,6)= 3 e(n)n~®

n>1
ged(n,N)=1

. EM75’S(Z)::% (cheZQ (;(_‘f_)d) \cz+d|2s € &(To(N), )
=0 7(méd M)
ged(d,M)=1
d s
PEPe) 3l € AN,
Dic

Donde z e y refieren a la parte real e imaginaria de z respectivamente. No es dificil ver
que L-serie de Rankin

Loy(f,8)=L"(2s — 2k 4+ 1,€)L(f, s) * L.s(s)

converge absolutamente en Re s > % Ademds, mediante el método de Rankin se prueba

que satisface una ecuacién funcional, cuando su signo es positivo la L-serie se anula
en s = 1. La primera parte de la prueba para la férmula de Gross—Zagier consiste en
calcular L' (f,1). El método de Rankin consiste en expresar L (f,s) como el producto
de Petersson de f con el producto de una serie 6 y una serie de Eisenstein. Este producto
da una forma débilmente modular en I'g(N D), al aplicarle el operador traza se obtiene
una forma débilmente modular ¢, en I'o(N) cuyo producto de Petersson con f sigue
dando la L-serie L. (f,s). La idea del Capitulo consiste en calcular los coeficientes de
Fourier de ggs, ver que satisfacen una ecuacién funcional y calcular el valor de su derivada
en el centro, con eso se llega a una ecuacién funcional para L (f, s). Finalmente se puede

33
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reemplazar gb~s~p0r una proyeccién que preserva el Producto de Petersson con f y que a
diferencia de ¢, es holomorfa, esto permite dar una férmula para L', (f,1).
Comencemos estudiando el primer paso de la prueba: el método de Rankin.

1. El método de Rankin

PROPOSICION 3.1. Para todo a € &/ se cumple que

NN

Z gN@

)\Ea

DEMOSTRACION. El tnico elemento de norma 0 es A = 0 y por lo tanto el coeficiente
de ¢° coincide con el de la definicién. Para ver que coinciden el resto de los coeficientes
fijemos a € &7 y observemos lo siguiente: aa = N(a) Ok es un ideal principal, por lo que
aled.

Sea entonces b € &7 de norma n. Como a y b~! estdn en la misma clase existe A € K
tal que a = Ab~!, luego A € a y E(i‘)) = N(b) = n. Por otra parte, de la observacion se

1 N(A)

es un ideal en la clase &/ de norma OIS dnico a menos

sigue que dado A € a, \a~
de multiplicar por un elemento invertible. Esto nos da una correspondencia entre los
ideales de &/ de norma n y los elementos en a de norma n N(a) médulo OF. u

PROPOSICION 3.2.

s+1
Cmt Lerls 1) = (7.0 Exlrygvm)
donde Es(z2)=ENp s(2)

oo . - @
DEMOSTRACION. Observemos que f(z +iy) = 3. an,e?™@e=2" v 0, (z + iy) =

n=0

> .
Z Ty (n)e—Qﬂ'zn:re—%my’ luego

f(x +Zy>99¢ +zy Z Z a'mro./ 2m’(nfm)ac6727r(nfm)y'

n=0m=0

.. 1 _omi(n—
Si integramos en x, como fo e~ 2mi(n—m)

igualdad

*dx se anula excepto si n = m, llegamos a la

1 00
/ flx 4+ iy)0y(x+iy)dx = Z anry(n)e 4™,
0 n=0
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De esta manera

I(s+1)

I'(s+1) i anre(n)

(4,/T)s+1 ns+1
n=1
Z anTe (1 s+1efy dy
47T (Ar\s+1 ns—i—l y

d
Z anrﬂ(n)e—%myys-i-l Zy

') 1
= / / flx+iy)0y (z +iy)y*t! da;dy-
0 0

Ly(s+1)=

El dominio de integracion es un dominio fundamental para la accién del grupo I',

1 o . .
' = {:I: (0 T) ,nE Z} en H por lo que podemos reescribir la integral anterior como

sio drdy

/F IRCLZCTa

Si llamamos F' a nuestro dominio fundamental, F' puede ser escrito como F' =, v.%
donde .# es un dominio fundamental para la accién de I'o(IND) sobre H esta integral es

o d:r:dy st dxdy
/ f(z +2 — / flyz Gd(*yz)lm( z) +2 —
werm\ro ND) y WGFOO\FO(ND y
Debido a la modularidad de f y 6, para T'g(ND) y a la invarianza de la forma dz;ly bajo

la accién de SLa(Z) la integral anterior puede reescribirse como

dxd .
yzy = /Ff(Z)Gd(z)Eg(z) dxdy,

s+2

3 / (cz+d)2f (2)e(d)(cE+d)0,y () —2

2
YET 0o \Lo (N D) ez + d|?

y este es el producto de Petersson (f, 0 Es)ry(np)- |

2. Calculo de la traza

Recordemos la definicién de EP

1 ed v
EP(2)== _
5 () 2(:%6:2 cz+dlez+d*’

Dlc

y definamos de forma similar E}

Bly=y Y S

57 -
ez MZ 1 |mz + nl?s

Definamos también g} (2):=0,(2)E}(Nz) y gP(2):=0,(2)EP(Nz).

S
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El operador traza se define como

Ted - My (To(M)) — My (Tg(N))

g Z glary
YETo(M)\I'o(N)

este operador estd bien definido y no depende del conjunto de representantes que tome-
mos, ademas preserva el producto interno de Petersson, como veremos en la siguiente
proposicion.

PROPOSICION 3.3. TrNP preserva el producto interno de Petersson: sea f € Sa(Ig(N))
y g € My(Lo(ND)) entonces (f,g)rovn) = (fs TrN" (9))ro(v)-

DEMOSTRACION. Consideremos Dy un dominio fundamental para T'o(N), la unién

sobre las coclases U vDy es un dominio fundamental para I'g(ND), esta
YETo(ND)\T'o(N)
observacién nos permite escribir el producto interno de Petersson como sigue

S dzd
(F9rpy = > f(r2)g(72) Tm(y2)? =57
~ET(ND)\To(N) ¥ Pn Y
= 2 Fy2)g(v2)(cz + d) =2 dady

~ELo(ND\Io(N) ! PN

- [ s o
I ™

ND)\T'o(N)
= (/,TrN"(9))re(w)

PROPOSICION 3.4.

(4W>7871N8L,d(f7 s+ 1) = (fv T‘r%D(gsTD»Fo(N)

DEMOSTRACION. El operador traza preserva el producto interno (3.3), lo cual, junto
a la proposicion 3.2 da la igualdad

(4m) "IN Ly (f, 5+ 1) = (f, TR (0 Es))rg (v)-

. . s
Notese que podemos reescribir Eg como Fy(z) = % (;(i)d) |CZ3’7d‘25 donde reempla-
(c,d)ez2
NDlc
ged(d,N)=1

zamos la condicién ged(d, ND) = 1 por ged(d, N) = 1, ya que £(d) = 0 en otro caso.
Ademas podemos eliminar la condicién si usamos la funcién de Mébius,
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£(d) y°
Z Z ule) (cz+d) |cz + d|?s

(c,d)€Z? e|ged(d,ND)

ND|c
ged(d,N)=1
e(d) y*
9 Z (e Z d d|2s
e|N (cDez? (cz+d) |cz + d|
ND|c seld

S

d'e) y
72 2 ’N(Dz)+d’ +|C’N(dz)+d’e|

e|N (¢/,d')e7?
D|c!

=y B ovje B2 ()

e|N

Consideremos e | N, e > 1. Cualquier conjunto de representantes para I'o(ND)\I'g(N)
es también un sistema de representantes para Fd%)\l}(%), por lo tanto los términos
con e > 1 constituyen términos de nivel % en Tr¥P (0., E5); como f es ortogonal a las
formas modulares de nivel estrictamente menor que N estos términos no contribuyen al
producto interno. Finalmente observemos que los tnicos términos que no se anulan en la
suma anterior son los libres de cuadrados coprimos con D, lo que nos permite reemplazar

(f, TeN® (0. (2) Es))ro(ny por (f, i (0r (2) ER) Jro () - u
Probar la ecuacién funcional que queremos es equivalente a probar la ecuacién

funcional en los coeficientes A, de TrN?(gP) = 2 An(s,y)e(nz), para calcular el

desarrollo de Fourier tenemos que estudiar el desarrollo de 6, y el de EP. Hay que
estudiar entonces el comportamiento de ambas series en un conjunto de representantes de
Ty(ND)\I'g(D) aunque por conveniencia se estudia el comportamiento en todo SLy(Z).

OBSERVACION 3.5. Las coclases de To(ND)\I'o(D) estdn en correspondencia con
PY(Z/DZ). El mapa reducir médulo D

D : (Z Z) — ((z Z) (méd D)

es sobreyectivo y To(ND) es un subgrupo normal en To(N) tal que Ker ¢ C T'o(ND).
Entonces
FO(ND)\FO(N) =~ SLQ(Z/DZ)/WD(F()(ND))

*

donde wp(To(ND)) = {(0 I) (méd D) € SLQ(Z/DZ)}.

1 0
o7 poa) = (P a generan todas las matrices en Slio(Z/DZ) conp £ 0 (mdd D)
J\0O s) 7 \pc qc+s
y vp genera el resto, por lo que S = {v.:¢=0,...D} es un conjunto de representantes
de SLo(Z/DZ)/np(To(ND)) y estd en clara biyeccién con P(Z/DZ).

Sean o= <:‘: O), c=0,....D—-1y~yp = ((1) _1), observemos que los productos
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PROPOSICION 3.6. EP € M;(T'y(D),¢) .

DEMOSTRACION. Podemos reescribir EP(z) como

1 ed v
EP=_L _—
2 (:5) (C%E:ZQ cz+d|ez +d|*
gccf(qd):l
Dlc

ed vy Y e(d)Im(2)*|iy

2¢
(c,d)eZ? cz + dlez +df* v€lo(D)\ SL2(Z)

ged(e,d)=1
Dic

es claramente débilmente modular para I'g(D) con cardcter €. La convergencia se da para
Res > 1. |

PROPOSICION 3.7. Sea v = (Z b) € SLsy tal que D t ¢, entonces

d

e z+c*d
BP|1(2) = (DB} (S5 )

|D|
donde c* es el inverso de ¢ mddulo D.

DEMOSTRACION. Por definiciéon

S

1

1 £(n) Y
B2 (2)=5 m,zn:ez m(az +b) +n(cz + d) [m(az +b) +n(cz + d)[>

D|m

Haciendo el cambio de variables (m,n) — y~'(m,n) = (md — nc,an — bc) queda

1 e(an —bm) y°
EP(yz) ==
s (r2) 2 Z mz+n |mz+n|?
m,nEL
D|md—nc

Y como D | md — nc resulta que c(an — bm) = (ad — be)m = m (méd D), es decir,
an —bm = ¢*m (méd D). Deducimos entonces que £(an — bm) = e(c¢*m) = e(c)e(m) y
reemplazando esto en lo anterior

S

B =5 Y Sm v

2
mnez MEEN |mz + nl|?s

D|md—nc
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Finalmente observemos que la condicién D | md — nc es equivalente a la condicién
nc = md — Dk para algtin k € Z con lo cual

1 g(c)e(m) Yy’
EP =
s |1’7(Z) 9 Z mz + ¢tmd — Dk |mz—c*md—Dk|28
m,kEZ
1 o1 elc)e(m) y°
= 5 Z |D| 24crd zt+c*d 2s
m,kez m(|D\ >+k|m(|D\ )+k\
1 z+c'd
— 2D —S—lEl (7> .
51D ]

Antes de continuar con el estudio de 6, establezcamos algunas notaciones. Para
x € C denotaremos e(z) = €?™®. Para a € Z/nZ denotaremos a* a su inverso médulo n,

27ia

cuando existe, y ep(a) = e n .

PROPOSICION 3.8. 6., € M;1(T'g(D),e).

PROPOSICION 3.9. Sea v = (CCL Z) € PSLy(Z) tal que D { ¢, entonces
ie(c) z+c*d
0 =— 0
alry D] w( D] )

donde c* es el inverso de ¢ mddulo D.

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que podemos asumir ¢ = 1.

Sea v = (Z Z) € SLy(Z) tal que ged(e, D) = 1 arbitraria, tomemos x tal que cz = d

(méd D) y una matriz 5 = (T ;) € SLy(Z). El producto y8~ ! = (Z;:s :) estd en

To(D), y como 8, € M1(Ty(NN),e) si asumimos que la proposicién se cumple para ¢ =1
tenemos que
Ocr1(2) = 0|y p-15
=¢e(ax — b)by|s

7_2'6(6156'—{))0 <z+m)
o[ "\ D]

_ g9 0 (z+c*d>
D7\ D]

donde en la ultima igualdad usamos dos veces que = = ¢*d (méd D).
Asumamos entonces ¢ = 1. Como dety = 1 podemos escribir %2 como a + p donde

z+d
o (557) =2 2 ()

__ 1
p = — 34, de forma forma
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Por la férmula de sumacién de Poisson

S e(N(N)2) = / Ye 2mHwV) gy,
vea

A€a )
;\ﬁ > / 2(z® — Dy?) — (a1 — Dywy)) dxdy
1

Cl

Cl vea

= / 22z — zv1)e(—Dy*z + Dyvs) dady
yGa’ R?

donde escribimos v = 14 + iV Dvy. Ahora podemos calcular cada integral en una variable
y hacer el producto, si completamos cuadrados obtenemos que

C 2
/ e(zx? — zu)de = Ye (u)
R z z

B 1 . —N(v)
Tt = o 3 e(557)

y por lo tanto,

vca—1p-1
donde d = vVDOg. Sustituyendo z = N‘(Lu)
az+b i (z+4d)
0o <7> =———(2+44d) e (N(Z/)N av ) .
z+d w |D|( y@;ﬁ,l @)

Denotemos por Z a la clase de 0, como 0, = 0,9 = 60_-14-1 concluimos finalmente que
i z+d
b=, (219,
1D |D|

Las proposiciones previas dan lugar al siguiente teorema.

TEOREMA 3.10. Si D { N entonces

TP = of1e) Dy ot (5

DEMOSTRACION. Sea 7y € ['g(N) tal que ged(c, D) =1,

D - p (aNz+ b)
9P l(z) = (e + Db 2) e+ DEP (S50
= 0al17(2) ;17 (N 2)

, _( a DbON
donde v = (c/N d ) Por 3.7y 3.9

Oal1y(2)Eshy (N2) = is(C/AgT(C) 2 <NZ +|(DC/N)*d> 0er <Z |+Dc|*d>

_ =) p ()
% \"or )
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Por la observacién 3.5 las coclases de T'o(ND)\I'(IV) estdn en correspondencia con
PY(Z/DZ) = {(c : d)} por lo que cada valor de c*d determina una coclase y hay una
coclase extra correspondiente a ¢ = 0.

Try” (92)(z) = > g2 (2)|2v
TELo(ND)\To (D)
D—1 . .
1e(N z+
—Pe)+ 3 oot (5.

3Js
j=0 |D‘S+§

o0

=) =iy 3k (57

1
Sea &,(2):=EP(Dz) — ie(N)|D|"*"2E(z), el teorema anterior nos da el siguiente

S
corolario sobre &5.

COROLARIO 3.11. Consideremos Up el operador f(z) — Z f (TJ) Entonces

TeN(97) = (00 Es)lup

DEMOSTRACION.
Para probar la igualdad basta ver que gP(z) = ﬁ >0 Es Dz + j)9d< 7). Por una

parte EP(z + j) = EP(2) y por otra parte

— |D|-1 o
Z"‘] 1 2mwing
] 2 "(m) 2 rar(v) D(DZ“')
j:

D] %

La suma interna se anula para todo n coprimo con D, y vale |D| en otro caso, por lo
tanto lo anterior es igual a

Z Td(n|D‘)62ﬂinz

neZ
y como multiplicar por 0 da una biyeccién entre ideales de norma n|D| e ideales de norma
n en la clase de & concluimos que esto es igual a 6,/(z). |

OBSERVACION 3.12. La expansiéon de Fourier de & en x puede escribirse como

&s(z) = Y es(n,y)e(nx), donde es(n,y) no dependen de x. Entonces
nez

Y 2ty N
(3.1) g Z Z es(n,%)rﬂ(l)e | ‘e( D x)

nez >0
Nn+l=0 (méd D)

3. Expansiones de Fourier

Si escribimos la expansién de Fourier de E! y EP como
E;(z) = Z e;(n, y)e(nz), Ef(z) = Z esD(n, y)e(nx)

nez nez

la siguiente proposicién describe los coeficientes de Fourier.
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PRrROPOSICION 3.13.

(a) Los coeficientes de Fourier de EP vienen dados por

L(2s+1,e)y® sin=0
1
e (n,y) = { —i| D] > "2y~ > e(G)m ™ Vi(ny)  sin #0
m
mln

(b) Los coeficientes de Fourier de E! vienen dados por

Vi(0)L(2s,e)y—* sin=0
et(n,y) = Eng(m)m_%%(ny)y‘s sin0
m>0

donde
o] e—27ract p
Va(t) = /_C>o (x +1i)(x? +1)2 v

estd definida para Re(s) >0 yt € R.

DEMOSTRACION. 1. Por sumacién de Poisson
1 —2s 2mire
e = Y Vi(ry)e
lezz(z+l)\z+l|25 é 8
Luego,
e(n)
El=3 ). =Y
el (mz 4+ n)|mz + n|?s
Din
e 1
=L(2s+1,e)y" + D>y Y e(n) %
m=ln (méd D) Iz (mz+ﬁ+l)‘mz+ﬁ+l’

S —a8— S en T
=L(2s+1,e)y° +|D|" % Yy Z |D?m)25 Z Vs(rmy)e(rmx)e(ﬁ)
n (méd D) TEL

La suma de Gauss > e(n)e (%) vale —ie(r)+/| D], sustituyendo en la
n (méd |D|)
igualdad anterior nos queda la siguiente férmula para E£ ,

EP(z)=L(2s+1,e)y* — i|D|72$7%y_S Z Z %Vs(rmy)e&mx)

m>0rezZ
de donde se deduce (a).
2. De forma similar
e(m)
EP(z)=3 . 55
el (mz 4+ n)|mz + n|?s
oo

=y > S Vi rmy)e(rme)

m=1 rel
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Sustituyendo en r = 0 obtenemos eP(0,y) = V5(0)L(2s,¢)y~* y en n = rm nos
da.ef(ny) = 5 SEVa(ny)y~

‘ m23
m>0 -
COROLARIO 3.14.
ie(N s
ex(0.9) = L(2s + 1.9)(|Dly)* = SOV 0)L(25.2)(Dly)
y para n % 0
1e(N
estn.y) = Ty ) 32D
|D| din
d>0
donde

[e(=2m)  %D|d
‘5(""1)_{ <@ siDid

DEMOSTRACION. El resultado es inmediato para n = 0, para n # 0 la proposicién
anterior nos da

ex(m.y) = =D Vi~ | x 2 & (i ) (mID) 2 o (-N) Y om)

mln

donde x =0si Df{nyx=1si D|n.SiD4{n la primera suma se anula y el resultado
es claro, mientras que si D | n podemos reescribir eg4(n,y) como

celnsy) = =D i)y Y (e (2 ) m2 e (- Ny~ )
m|n m
m>0
yaquesim |nym¢tf m=Dye(j)=0,es decir, estamos agregando términos pero
estos se anulan.

PROPOSICION 3.15 (Propiedades de V).

(2) Vi(0) = —mi2 > ity

(b) Vi(t) tiene continuacion analitica y orden Vy(t)

(c) VZ(t)=(r|t])~*"'T(s + 1)V4(t) es una funcion entera en s y satisface la ecuacion
funcional V¥ (t) = sign(t)V*,(t)

(d)

— 4O(1) =2t

9
Js

donde E1(t f “Ttdx, t > 0.
1
(e) Vo(t) = —2mie 27

DEMOSTRACION. La prueba se puede ver en [9]. |

Vi(t)|smo = —2mie 2™ Ey (47|t])
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COROLARIO 3.16.

TND D _ G Ny ﬁrany D| —nN 2mimz
NP =3 | X eln e PT ry(mlD| - nN) | e,
m=0 OSHS%
Donde
L(l,e)— Y7 10,e) sin=0
eo(n, 74) e — —e(N)2m d . 0
|D] V1DI d2>30€(n7 ) sin #
dln

En particular los coeficientes no dependen de z y Tr%D(géj) es holomorfa.

DEMOSTRACION. Vj(0) = —27i, si sustituimos esto en 3.14 obtenemos el resultado
de inmediato. ]

4. Ecuacién funcional para L,

Queremos llegar a una ecuacién funcional para Ly (f,s), para ello necesitaremos
primero un lema que nos da una ecuacién funcional para los coeficientes de Fourier de &.

LEMA 3.17. Los coeficientes de Fourier es(n,y) satisfacen la siguiente ecuacion
es(n,y):=n"°|DI’I'(s + 1)es(n, y) = —e(N)e’  (n,y)
para n € Z tal que existe un ideal entero a € o/ conl = N(a) y Nn+1=0 (méd D).

DEMOSTRACION. Separemos en dos casos, primero consideremos n = 0. Por el
corolario 3.14

s (N s
ex(0.9) = L(2s-+ 1.2)(Dly)’ — S0 L5 V. 0)1Dl)
La proposicién 3.15 nos dice que V,(0) = —iw21_25%, sustituyendo esto en e*(0, y)

obtenemos
I'(2s)

1
ex(0,y) = |D|S7T_SL(2S+1,E)F(s—i—l)(|D\y)s—5(N)7r1_5|D|s_§21_23L(23,5) ()

(IDly)~*

2s—1

y por la Férmula de duplicacién de Legendre (F(2s) = Qﬁ L(s)T'(s+ %))

_1
0.0 = () pest e+ 00y -0 (2 2es.ores+ i)~

D es un discriminante fundamental negativo primo, y por lo tanto la ecuacién funcional
para L(s,¢) tiene la forma

s —s—1 1
A(s,e)=—i|D|27 2 F(S; )L(s,s) =A(1l—s,¢)
y como

€x(0,y) = ——A(2s + 1,)(|Dy)* — e(N)——

vl VIDI

esto implica que e%(0,y) es invariante bajo el cambio s — —s.

A(2s,)(|Dly)~*
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Consideremos ahora n # 0. En este caso

ie(N e(n,d s mie(N) ., . e(n,d

eslms) =~V ) D (D) = TR g o1y 30 S
|D‘ din ‘ | dn
d>0 d>0

en vista de la ecuacién funcional para V" esto es

mie(N) . y
- sV Y
din

d>0

£(n, d)
d25

es(n,y) =

v lo podemos reescribir como
cx0n) = = gV )l ) ()
0
La ecuacion funcional serd inmediata si probamos la siguiente afirmaciéon
e(n, 21y = —e(N) sign(n)e(n, d)
la cual se sigue de observar que
(3:2) e(d)e () = (Inl) = —e(N) sign(n)e(=Nn) = (1)

Como [ es norma de un ideal entero hay dos opciones, (1) = 1 o ¢(I) = 0. En el

primer caso la afirmacién se sigue de forma inmediata y el segundo caso ocurre cuando
[

e(n,d) =0 <= gcd(d, 5,D) >1 <= ¢(n,7)=0. [ |

COROLARIO 3.18.

Ly (f,8)=2m) > N°|DI*T(s)* Ly (f, 5) = —(N) Ly (f,2 — 5)
DEMOSTRACION.
Liy(f.5) = (4m)*N*7'T(s) Ly (£, 5)D(s)|D]*n

=7 Dl > TE)IDFr s (n, pry)ra (e T e(pfta)
neZ
>0
Nn+l=0 (méd D)
— * i
= —e(N)r D] YD esi(n, Byrs (De TP e(Ma)
nez
>0
Nn+1=0 (méd D)
B B —27ly
=—e(N)x D] > T(s)D'n%ers(n, Fy)r (e 7T e(N5ta)
nez
>0

Nn+l=0 (méd D)
= —e(N)Ly(f,2 =)

Cuando el valor de € es —1, tiene sentido estudiar qué ocurre en s = 1, en ese se tiene
la siguiente férmula.



46 3. EL METODO DE RANKIN

PROPOSICION 3.19. Si e(N) = —1 entonces existe ¢y € My(To(N)) tal que

872 ~

Ly(f,1) = |D|(f, Gt )To(N) -

Pero nuestro caso de interés es ¢(IN) = 1, en ese caso la L-serie se anulaen s =1y
hay una féormula similar a la anterior para su derivada.

PROPOSICION 3.20. Si e(N) = 1 entonces existe ¢y € My(To(N)) tal que

, 872 ~
Ly, (f1)= (f, bt )ro(n) -
D]
Ademds g?)l{z{ = V2|f| gsgbs\s —0 Y tiene expansion de Fourier
o0 , h
Z — Z 0y (n)re(m|D| —Nn)—l—arﬂl(m) (logy + A)
m==00 | o<n<mPl
4nN -
— Z o (n)ry(m|D| + Nn)FE; < 7T\Z| y)} emimz
stendo
r
A = 1+log N|D|—log m+2— 7 (L,e), oz(n dz:sgy n,d), o', = %EQ{ n,d) log 7 (n>0)
d>0 a>0

DEMOSTRACION. Tenemos que calcular la derivada respecto de s de los coeficientes
es(n,y) y evaluarla en s = 0. Separemos en casos, segin el signo de n.

Caso n > 0:
Cuando n # 0 la férmula para es(n,y) (que obtuvimos en el lema 3.17) es
i e(n,d) _
es(ny) = ——=Vs(ny) == (IDly) ™"
1D i
d>0
Observemos que el limite de Y E(d’;é en s = 0 es 0, entonces el tnico término que
din
no se anula de la derivada es
9
iVo(ny) Z e(n,d)logd
1D i
Finalmente la parte (e) de la proposicién 3.15 nos da el valor de Vy(ny) y
obtenemos
8 _ dr / —27ny
88 €s (n7 y) 4=0 - |D| 0‘&7(”)6 .
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Caso n = 0: Por definicién de eX(n,y)

0
%es (Oa y)

=5 ()
:10g<|]7;|> e5(0, ) + (|D> 0 e:(0,y)

La ecuacién funcional de eX(n,y) nos dice que ej(n,y) = 0, por lo tanto solo
debemos derivar la expresion
T

er(n,y) = —A(2s+1,¢)(|D|y)° — A(2s,¢)(|D|y)~°

s(n,y) Nl ( )(I1Dy) (2s,€)(I1Dly)
que obtuvimos en 3.17, por la ecuacién funcional de A(s,e) esta expresién se
anula en s = 0 y su derivada alli nos queda
2r 0
2 A@s+1,6)(|Dy)*

s=0 \/ 8

Podemos hacer este calculo usando la derivada logaritmica, como f Slog f = ds

s=0

s=0

9 .
%es (0) y)

s=0
AL o)L e (0.y) =

727T 210
ds N

en s=0, y por lo tanto
Dy T %
=211 — 2 =) +2—=(1)].
_ (g< ) S+ 2 ()

Caso n < 0: En este caso Vy(ny) = 0 y por lo tanto

(7i|D\s+%7r_5_11" (s+1)L(2s+1, 5)(\D|y)s>

A(L,) 23(0.9)

0 27 7]
%63(71, y) = Waﬂ(n)gv:s(tﬂszo-
Por 3.15 parte (d) esto es
Geesn1) = o (n) B (ol 2.

La férmula 3.1 para los coeficientes de Fourier de la traza nos permite escribir la derivada
en 0 como

9 PP () v (m|D| - N DT -2

Js

-y vyl

s=0 m=0neZ

Y si separamos segun el signo de n obtenemos

el o N _ 27Ny 9
+ Z s es(—n, ﬁ) - r(m|D]| 4+ Nn)e [Pl | 72772,

El resultado es inmediato sustituyendo las férmulas obtenidas en cada caso y observando que

L(l,e) = 2\;{‘? y que 7o (m|D]) = 7o (m). |



48 3. EL METODO DE RANKIN

Para hacer mas explicita la férmula tenemos que estudiar las funciones aritméticas
0wy 0,,. Denotemos por R(n) al nimero de ideales enteros de norma n y §(n) = 2°
donde s € {0, 1} es la cantidad de factores primos de ged(n, D). Concluimos la seccién
con la siguiente proposicion:

PROPOSICION 3.21. Sea n € Z tal que existe | norma de un ideal en </ que satisface
Nn+1=0 (méd D). Sie(N) =1 entonces se cumplen

(a) o (n) =0d(n)R(|n|) para n < 0.

(b) oy (n) = >pn ap(n)logp para n > 0, donde

0 sie(p) =1
ap(n) = | (ordy(n) + 1)3(n)R (2)  sie(p) = -1

2ordy(n)R ( sip=D

n
p

DEMOSTRACION.

(a) Sea n < 0, podemos escribir n como D¥ng con D { ng, por lo tanto los divisores
de n tienen la forma d = D"dy donde 0 < r < k y dyg | no. Luego

0 si0<r <k
g(n,d) = e(do) sir=0
e(=N%52) sir=k.
0

Observemos que e(—N32) = e(N)e(=22) = £(do) pues por hipétesis e(N) =1y
e(—Nn) = ¢(l) donde [ es norma de un ideal en o/ (y por lo tanto no es inerte).
Concluimos que

0 (n) = (1+6(n)) Y e(do),

do|no
dp>0

y la dltima suma es igual a R(|ng|): R(k) es el coeficiente k-ésimo de la zeta

de Dedekind (x, que satisface la igualdad (x = ((s)L(s,e) donde el coeficiente

k-ésimo de la expresién de la derecha es Y (k). Finalmente observemos que

mlk

R(no) es igual a R(n) ya que multiplicar por 9 donde ? es un ideal de norma

—D da una correspondencia entre ideales de norma |ng| e ideales de norma |n|.
(b) En este caso £(n,d) = —&(n, ), como vimos en 3.2, luego (por hipétesis n no

puede ser un cuadrado)

Z e(n,d) =0

dn
d>0
y por lo tanto
o', (n) = -2 Z e(n,d)log(d)
dln
d>0

que se puede reescribir como

o, (n) = -2 E e(n,d) E ord,(d)log(p) = E ap(n)log(p)
din p|n pln
d>0
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ap(n)=—23¢e(n,d) ord,(d). Sea p | n, podemos escribir n como n = pFn; con

dln
d>0

p 1 nyp, los divisores de n tienen la forma d = p"d; donde 0 < r < ky di | ni.
Como €(n,d) es multiplicativo en d podemos escribir a, como

k
ap(n) = —2 er(n,p’”) Z e(n,dy).
r=0

d1 \nl
d1>0

Ahora separemos en casos segin el valor de £(p).

Si e(p) = 1 entonces e(n,p") = e(p”) = 1 para todo r y

k
Ur?f(n) = Zg(n,pr) Z S(Tl,dl) = (k + 1) Z E(nvdl)
r=0 dy|ny dy|ny
d1>0 d1>0

pero ya vimos que o.(n) = 0, lo cual implica que la dltima suma vale 0 y
por lo tanto a,(n) también.
Si p= D, como en la parte (a) escribimos n = DF*ng con ng coprimo con
D, vimos que £(n,d) = 0 para cualquier divisor d = D"dy con 0 < r < k,
entonces

ap(n) = —2ordy(n) Z e(n, D¥dy)

d1|n1
d1>0
ni
— —2 _—
ordy(n) Z e(n, d1)
d1|n1
d1>0
= 2ord,(n) Z e(dy)
di|n1
d1>0
n
= 2ord,(n)R <7)
p(n) ’
Si e(p) = —1 entonces
k k
ow(n)=> eln,p") Y elnd) =Y (-1)" Y e(n,dy)
r=0 di|ni r=0 di|n1
d1>0 d1>0

k
sigue siendo 0, por lo tanto si k es par Y (—1)" # 0 y deducimos nuevamente

r=
que la dltima suma vale 0 y por lo tanto a,(n) = 0. Si k es impar no podemos
deducir lo mismo pero podemos observar que

k k .
S rer) = (1=
r=0

r=0
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luego a,(n) = (ord,(n)+1) > e(n,dr). Observemos que e(n,dy) = e(—n1,d1)
d1|n1

pues si ged(dy, %, D) > 0 ambos términos son 0, si ged(dy, D) = 1 ambos

términos son iguales a £(d1) mientras que si ged(di, ¢, D) =1y D | dy

tenemos que &(n,d;) = 5(%1%1) = e(=7*) = e(—n1,d1). Por la parte (a)

concluimos que

ay(n) = (ordy(n) + 1)5(n1)R (%) — (ord,(n) + 1)5(n)R (ﬁ> .

p p

5. Proyeccion holomorfa

Hasta ahora tenemos una expresiéon para L', (f,1) en términos del producto de
Petersson (f, qz}d) donde ¢, es una forma modular de peso 2 pero no holomorfa y
buscamos una forma modular ¢, de peso 2 holomorfa que preserve este producto, a la
cual llamamos la proyeccion holomorfa de b7. Cuando ¢, tiene peso par estrictamente
mayor a 2, si escribimos su expansién de Fourier como ¢, (z) = S am(y)e?™ e la

funcion
o0

oo

QSM(Z) — Z <4ﬂ'm/ am(y)e—47rmy dy) eQm‘mz
m=1 0

satisface las propiedades que queremos. Sin embargo, en peso 2 esto no es cierto, pues los

términos en ¢, tienden a infinito con y en lugar de decaer con orden O(y~¢) para algin

€ > 0, condicién necesaria para que la ¢, anterior sea una forma modular holomorfa,

esto mismo ocurre en las cispides.

En las secciones anteriores el inico requisito sobre N que usamos es ¢(N) = 1, a
partir de ahora vamos a agregar la condiciéon N primo para simplificar las cuentas; aunque
todos los resultados siguen valiendo sin esta nueva condicion.

Cuando N es primo hay dos cispides en I'g(N) que se corresponden con el 0 y el oo,
la siguiente proposicién nos da el comportamiento de (Ed en estas cuspides.

PROPOSICION 3.22. Sea ¢, la funcidn definida en 3.20, su comportamiento en las
cuspides viene determinado como sigue:

(gﬂ(z) = Axlogy + B + O(y™°) y— 0 (e >0).
¢o|2a(z) = Aglogy + By + O(y™°) y — o0 (e >0).

donde a = ((1) _01) € SLy(Z) lleva la cispide 0 en 0o y

_h b ND| v
Aoo—g, Bm—2(10g7r_’}/+2L(1,6
h h D] r
Ao =58 BO—2N<10gNW‘V+2L(1’E>

DEMOSTRACION. El comportamiento en oo se deduce de la expansién de Fourier
vista en 3.20 pues hay un sélo término que no tiene decrecimiento exponencial en infinito
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y este es

N|Dly L )
h ] 27(1
T (0)(0g — =7+ L(,é‘)

y recordemos que r(0) = 1

D w/D
Por definicién ¢, = 2|7T gg TP (gP)|s=0 donde gP(z) = 0.(2)EP(Nz). Para
estudiar el comportamiento en 0, consideremos la matriz a que intercambia el co y 0.

Como 6., y EP son formas modulares de peso 1 para T'o(N)

(Try " (97 20))(2) = > (92 127)(2)

YELG(ND)\I'o(N)ex

Ahora, observemos que si v = (Z Z) € T'o(N)a, entonces ya~t = (_Z Z) € T'g(N)

por lo que N | d y N t c. Consideremos 7' = Na 2 € SLy(Z) y 2/ = £, entonces
c N
N
ez’ + % = Cz+d y por lo tanto
1
> (95'127)(2) = > (9%|17)(2)N(E£|17/)(2/)
YE€Lo(ND)\I'o(N)a Y€Lo(ND)\I'o(N)a

Las proposiciones 3.6 y 3.8 nos dicen que si D | ¢ entonces 04|17(z) = e(d)84(2) v
EP|1+'(2') = e(d/N)EP (%) y las proposiciones 3.7 y 3.9 nos dicen que en caso contrario

ie(c z+c'd
Buli(z) = Oaliy =~ 0, (F50)
Z+cd/N>

DI

B)1v/(2) = =(|D|E} (
por lo tanto

1
Or]17(2) =3 +0(e™Y)
D 1rn [ L2s+1,e)y” siD|c
Es |1’Y (Z)_{‘/S(O)L(QS,E):U/_S SiDTC
y finalmente
—i|D|” 2 s
Dl 2 v (0)L(2s — 1,¢) () ™° siDfe

Si ahora sumamos sobre un conjunto de representantes de I'o(IND)\I'o(N) sabemos que
hay una sola clase con ¢ divisible por D y |D| clases con (¢, D) = 1, luego

. 1 s ZVS(O) —s i
(Brl) () = 5 [L(zsﬂs)(}’v) - e (1) }+o<e )

y el resultado es inmediato de derivar en 0 y sustituir V;(0). |

El siguiente lema garantiza la existencia de constantes a1 y oy que apareceran en la
definicién de ¢/, su demostracién es sencilla y puede encontrarse en [9].
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LEMA 3.23. El sistema de ecuaciones

a1 +ay = Axo

1
061+OZNW:AO
ﬁl"’ﬁNlogN:Boo

1 log(N
Pr+bBnyz —an ?\(]2 ) = By

tiene solucion. Mds atn,

ar= 2N N
\/|D| r IOgN )

=a (1 — v+ 22 (1,e) —
Bl a1<ogN7T /y+ L(?E) N2_1

TEOREMA 3.24. Sea qi@/ como en el teorema 3.20 y a1, 51 como en el Lema anterior.
o0

Entonces existe una forma cuspidal holomorfa ¢y = > amq™ € Sa(T'o(N)) tal que
— m=1

(s Fro(nvy = ((z)&{,f)ro (v) para toda f € S2(T'o(N)) y los coeficientes de Fourier para
m tal que N 1 m estdn dados por

o0
Ay = il_)l’% {47rm/ am (y)e ™ TMy® dy + 24041(71(m)s_1} + 246101 (m)+
0

48 {Uﬂ(m) —o1(m) <10g2m—|- + CI( ))}

2 ¢
donde o1(m) = Y. d y oi(m) = > dlogd
dim dm

DEMOSTRACION. Consideremos

1 1 y®
EQ,s(Z) = Z y5|2»-)/ = — Z 5 5
7€l o6\ SL2(Z) 2 (c,d) €22 (cz +d)?[cz +d|
ged(c,d)=1

Esta serie converge absolutamente para s con Re s > 2 y admite continuacién analitica
al plano complejo, ademas define una serie de Eisenstein no holomorfa de peso 2 para
SLa(Z), como el producto interno esté bien definido (converge) sigue siendo ortogonal a
cualquier f € So(I'g(IN)). De igual manera que para F; el orden de E3 ¢ cuando y — 0o
es y° + c(s)y17* + O(e¥). A nosotros nos interesa tomar s = 0 pues allf

E(z)=FE30(2) =140 (é) Yy — 00

0
0s

La idea de la prueba es restarle a ¢, algo de la forma AF(z) + BE(z) para que quede
crecimiento O(e™Y) en oo, y luego lidiar con este crecimiento por separado.

F() EZS

logy+0( gy) Yy — 00
Yy
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E(Nz) = E(z) =y°*+O(y™'7*) (y — oo) ahora consideremos o = ((1) _01) para

intercambiar las ctspides 0 e co. Sea M un divisor de N (osea, M =10 M = N) y

! _ Z !
2’ = 37, entonces az’' = Maz y

_ —-M
E275(MZ)|204 =z 2E275 <7)

1 -1
- (Mz’)ZEQ’s (7)

1 1 .
:MEQ’S(Z) 1Y 0l 1=s)

poniendo s = 0: E(Mz)|2a = [2 +0 ( ) y derivando F'(Mz)|oac = M2 (log £7)+0 (logy)
cuando y — oo. Teniendo entonces el comportamiento en las cispides observamos que

(3.3) a1 F(z) + 1E(z) + anF(Nz) + BNE(Nz)
tiene expansion
1
A logy + Boo + O < 0gy>
Y

en ooy

1
Aology + By + O ( Osy)

en 0. Ademsds, es una forma débilmente modular en el espacio de formas viejas de nivel 2.
Entonces si tomamos ¢*,:=¢ ., — a1 F(2) + f1E(2) + anF(Nz) 4+ Sy E(Nz) obtenemos
una forma modular que preserva el producto interno... pero tiene crecimiento O(e™Y) en
lugar de ser holomorfa en las ctspides. Lo que hicimos hasta ahora fue reducir el problema
al caso de crecimiento O(eY) en las cispides, que es el caso oy = ay = 1 = By = 0,
resta lidiar con este caso.

Para m coprimo con N consideremos la funcién

s _2mwimz 1 ys TImYz

Prs(2) = Z ye® |2y = Z 2 2562 !
T o () s (cz +d)? |ez + d

= =0 §)er=irom)

P, s converge absolutamente en Re s > 0 a una forma modular cuspidal de peso 2 para

~ o0
Lo(N). Como ¢%, = 3 an(y)g™ = O(e™Y) tenemos convergencia absoluta que nos
m

permite intercambiar integral y suma y se puede ver que

Tk _ _ T —2mimz s * * —4mmy, s
(W,Pm,s)row) —/mecbﬂ(Z)e dy—/o a (y)e™ "y dy -

Como la funcién @ : So(To(N ) — C, (f) = (¢*, f) es antilineal sabemos que existe

una funcién holomorfa ¢, = Zobmqm tal que (d)d, Frovy = (s fro(ny, ¥y podemos
despejar sus coeficientes de Fourier:
S I'(s+1)
P s = b ATy s dy = b
(bazs Prns)ro(N) /0 e vy =
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tomando limite s — 0

oo
_ , _ , 4
by, = 4mm llg(l)(d), Prs)ro(vy = 4mm l% ; ay, (y)e My dy

(o] o0
Si escribimos las expansiones E(z) = > e(m,y)q™, F(z) = Y f(m,y)¢™ por definicién
m=0 m=0

*

am(y) = am(y) — arf(m,y) — fre(m, y)

y para terminar la prueba hay que calcular fooo e(m,y)e 4 TmMYys dy y fooo f(m,y)e " ™Yys dy
y tomar limite s — 0. Los detalles se pueden ver en [9], se llega a

e —6
—4mmy, s dy = — 1
/0 e(m,y)e y*dy = —o1(m) +o(1)
o — 12 12 1 !
; f(m,y)e ™ Yys dy = %Ul(m)s_l — —o1(m) + %Ul(m) (log 2m + 3 + 2(2))
+0(1)
de donde se sigue el Teorema. |

Finalmente solo resta calcular las integrales del teorema anterior y sustituir los oy, 51
del lema 3.23 para llegar al resultado principal de este capitulo.

TEOREMA 3.25. Sean D, o/, h,e como al principio del Capitulo y o./,0", los definidos

en 3.20. Sea ademds N un primo distinto de D tal que e(N) = 1. Entonces eziste una
~ o0

forma modular ¢o(2) = 3 amq™ € So(I'o(N)) tal que para toda forma modular
m=1

f € Sa(To(N))new

]2
1D

Ly(f,1)=0 y L,(f1)= (f, 0 )ro()

y los coeficientes de Fourier para m coprimo con N estin determinados por

U =~ Y, 0y (n)ry(m|D]—nN)

m|D|
0<n<——

, > 2nN hkNal(m)>
lfm |—2 Dl +nN)Q. (1 _
i |23 ool + )@ (14 2050 B

s—1

m |D|N
+hky [al(m)B—f—Zdlong +hry(m) {A—Hog 4712m}

dlm




5. PROYECCION HOLOMORFA 55

donde
A= 2%(1,5) — 2y
B =log |]1\;| + 2]13g_]\; +2+ 221(2) - 2%(1,5)
o1(m) = Zd
dfm

y Qs—1 es la funcion de Legendre de segundo tipo.

DEMOSTRACION. Para simplificar la notacién escribamos

> 4mnNy
am = Amlogy + By, + Z CmnEr W

n=0

con

A = hrg(m)

N|D L
B = A (10g L 22 (2.2)) - o', (n)ro(m| D] — N
T L D]

O<HSW

Crn = —0(m)ry(m|D| + Nn)

Tenemos que calcular fooo am(y)e 4™y dy. Haciendo el cambio de variable u = 47wmy
y notando que I'(s) = fooo e Yyslogy dy vemos que

© _ I(s+1) I
4mm _ —
y tomando limite s — 0
e —Apy — Amlog4 B,
lim (Am logy 4 Bm) 6747rmy dy —_ i og amm +
s—0 Jo 4mm

Por otra parte

00 o] [&.°] TnNyz
/ El (47F7’LN@/> 6_471-myys ds — / </ 16_4 ‘gy da:) e—47rmyys dy
0 D 0 M1 ¥

(AT

(4mm)stl m|D|) =z

y en s = 0 esto es igual a ﬁ log (1 + n]l\(g‘). Tomando limite cuando n — oo obtenemos

la identidad

o drnNy\ _, 2I'(2s + 2) < Nn ) 59
B (=2 Y S g = s(1 O(n~*
/0 1( D] )e s = s 12 @\ mpp) O
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Qs es la funcién de Legendre de segundo tipo y es importante pues también nos aparecera
en el Capitulo siguiente, ahora solamente nos interesa su orden:

1 1 _ T+ 1)2
142t)=-1 1+ - s(14+2t) = ———
Ahora hay que tomar limite s — 0 en
> o drnNy\ _, 2T(2s + 2) < >
Cmn E TS dy = s |1 1
Z; , A 1<D|)6 YW= Urms+1T(s + 2)) E:Q +|D\ o(1)

donde el o(1) aparece porque Cy, ,, = O(n¢). Con esto el resultado se sigue de sustituir
estos limites en el Teorema anterior. |

[t 072 (t = o0)




Capitulo 4

Alturas locales

A lo largo del capitulo N serd un primo distinto de D tal que ¢(N) = 1. Observemos
que en particular N satisface la Hipdtesis de Heegner por lo que existe un punto de

Heegner x = (F 2 E’) de discriminante D, es decir, ¢ es una isogenia de grado N y
E, E’ tienen multiplicacién compleja por Og.

Buscamos calcular (¢, T;,d’) donde ¢ = (z) — (0) y d = (x) — (0) para lo que
calcularemos las alturas locales primero, distinguiendo lugares arquimedianos de no
arquimedianos.

1. Alturas arquimedianas

Al calcular las alturas hay un problema con el cual debemos lidiar, no podremos
definir inicialmente el simbolo de altura para todo par de elementos en Div’(X) sino
para divisores con soporte disjunto, pues alli tenemos la descomposicién como suma
de alturas locales. El problema anterior hace que inicialmente no se pueda calcular
(¢, T;nd?), cuando = € Sop(T;,d?). Veremos entonces como se calcula (a,b)s usando
funciones de Green cuando a y b tienen soporte disjunto, esta definicién luego se extiende
para contemplar todos los casos, eliminando el problema del soporte disjunto.

El simbolo de altura estd caracterizado por los axiomas vistos en el Capitulo 2. En el
caso arquimediano, diremos que el simbolo de altura para X¢:=Xy(N)(C) es la tinica
funcién definida en Div}p(X¢) que satisface las siguientes propiedades

1. (, )y es biaditivo y simétrico.
2. Fijo a, el mapa b — (a, b), es continuo.

3. (X mi(@i), div(f))o = 3omilog |f ().
PROPOSICION 4.1. Sean xo,y0 € X (H,) distintos. La funcion
(4.4) G(z,y) = (=) = (x0), () = (0))v
estd bien definida para © # vy, * # Yo, Y F To Y
(4.5) (a,b)y, = Zniij(aci, yj)
i

sia =Y ni(x;) yb=>3m;(y;) tienen soporte disjunto.
i J

DEMOSTRACION. Los divisores son de grado 0 y disjuntos por lo que el simbolo esta

bien definido, ademas, como Y n; = 0 resulta que > n;(z;) € Div?(Xc) es el neutro y por
i i

57
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aditividad

(a,b), = <z n; ((2i) — (x0)) , b)o
= 2_nil(@i) = (20), b
= > nim;{(z:) = (x0), (45) = (o)}

Es claro que fijo z, el mapa y — G(z,y) es continuo en X¢. Ademés, como el divisor
(y) — (o) es principal, digamos igual a div(f), G(x,y) = log|f(z)|* —log | f(x0)|?, como f
es holomorfa satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y esto resulta en que log|f(2)]
es arménica en Xc¢ \ {z,z0}. En x y x¢ hay dos singularidades logaritmicas de residuo 1
y —1 respectivamente, esto significa que G(z,y) — log |p.(y)|? es continua alrededor de
y=xy G(z,y) +log|ps, (y)|* es continua alrededor de y = x¢, donde p representa a un
uniformizador local, es decir, p es un mapa continuo de un entorno del punto a C tal que
ord,(zop) = 0. Reciprocamente, también es cierto que si una funcién posee las propiedades
anteriores entonces el simbolo que define mediante (4.5) satisface los axiomas 1, 2 y 3.

PROPOSICION 4.2. Sea G : X¢ X X¢ — R una funcién simétrica tal que G(z,-) es
continua y armdnica en Xc \ {x,zo} y tiene singularidades logaritmicas en x y xg con
residuos 1 y —1 respectivamente.

Entonces el simbolo definido como

(a, b)U::Zniij(xi, yj)
i,J

para a =y n;(x;) y b=>_m;(y;) de soporte disjuntos satisface los axiomas 1. ,2. y 3.
( J

DEMOSTRACION. Chequeemos los axiomas.
1. Se cumple trivialmente.

2. Fijo a = Y n;(z;) € Div®(X¢), sabemos que {a,-), es continuo en el conjunto
i

{b € Div®(X¢) : Sop(b) N (Sop(a) U {zo}) = 0}, nos hace falta ver que ocurre en
xg. Sea b = mo(x) + >-m;(y;) donde y; ¢ Sop(a), entonces
J

(a,b), = Z n;G(z;, o)

=Y niClog|p(xo)[* + Y nim;G(a;, ;)

.3
= Z niij(xi, xj)
0,3
donde en la ultima igualdad usamos que a es de grado 0. Podemos entonces

extender la definicién de forma continua (en cada coordenada) para todo par de
elementos con soporte disjunto.
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3. Consideremos un divisor principal div(f). Fijo y tenemos que x — G(z,y) es una
funcién armoénica excepto en vy, 4o, donde tiene singularidades logaritmicas con
residuo 1 y —1, resulta entonces que la funcién z +— log | f(x)|? — (z — (20), (f))oo
es arménica sin singularidades (ya vimos que en zg es evitable), por lo tanto es
constante, luego

<Z ni%i, (f))v = an‘((ﬂfi) = (w0), (f))v = Zni(log |f(:)[” + cte)
= Zm log | f ()|
]

Observemos que con las condiciones anteriores G queda determinada a menos de sumar
una constante, pues por el mismo argumento usado en la proposicién anterior, si tenemos
dos funciones con esas propiedades su resta es una funcién armonica sin singularidades y
por lo tanto es constante. Si establecemos la condicién extra G(zg,yog) = 0 para algin
yo € X\ {zo} fijo, entonces la funcién que satisface esta condicién y las de la proposicién
anterior es exactamente la definida en 4.4.

Hasta ahora sélo usamos que X¢ es una superficie de Riemann compacta, recordemos
que X¢ = To(N) \ H U {cispides} y que nos interesa tomar xg = 0o, yo = 0. Buscamos
entonces una funciéon G : H x H — R que sea invariante por la accién de I'g(N), y
armoénica en cada coordenada, salvo por dos singularidades. Un uniformizador local para
z € H representando un elemento de X¢ \ {0,00} es p(2') = (z — 2) (1 + O(z — 2'))

—2mi

donde e, es el orden del estabilizador de z en Tg(N) y para 0 e oo tomamos e Nz y e
respectivamente, teniendo esto en cuenta las condiciones para G se pueden reescribir
como

Cl. G(vz,7'2") = G(2,2") Vy,7 € [o(N) ,Vz,2' € H.
C2. G(z,2') es continua y arménica en {(z,2) : z ¢ T'o(N)2'}.
3. G(z,72') = e.log|z — 2'|? + O(1) cuando 2’ — 2.
C4. Fijo z € H, G(z,-) tiene el siguiente comportamiento en las ctispides
a) G(z,72') = 4ry’ + O(1) cuando 2/ = 2’ + iy —
b) G(z,2') = O(1) cuando 2’ — 0.
Y de forma anéloga, fijo 2’
a) G(z,2') =4my + O(1) cuando z =z + iy — 0
b) G(z,2') = O(1) cuando z — cc.
Mas una condicion de simetria de la que hablaremos mas adelante.
Una forma de obtener una tal G es promediando sobre I'o(N) una funcién g invariante
por PSLy(Z). Més especificamente, si encontramos g : H x H — R que cumpla
cl. g(vz,v2") = g(z,2") Vy € PSLa(Z) 2,2’ € H.
c2. Fijo z, g(z,-) y g(-, 2) son continuas y arménicas en H \ {z}.
3. Cuando 2’ — z, g(z,2') = log |z — /|2 + O(1).

2miz

entonces G(z,2') = Y. g(z,72') cumple las condiciones C1-C4, siempre que esta suma
¥ELo(N)
sea convergente. Sobre este tltimo punto se debe tener cuidado, un primer intento para
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definir g puede ser considerar
/12

/ |z — 2|
z,7) =log —
g( ’ ) g |Z _ Zl|2
pero su suma diverge. Una forma de lidiar con el problema de la convergencia es cambiar
la condicién Ag = 0 por la condicién Ag = g para € > 0; si encontramos una g que
cumpla esta nueva condicién y cuya suma sobre T'o(N) sea convergente, entonces al tomar
limite ¢ — 0 y restar las singularidades que surjan obtendremos la g que queremos.

El semiplano superior H viene equipado con la métrica dada por dz = du

y;ly, llamada
métrica hiperbodlica. Bajo esta métrica la distancia entre dos puntos es

|z—g’|+|z—z’|

d(z,2") = log

|z = 2| = |2 = 2]
y expresado en términos del coseno hiperbdlico

|z — 2

2y’

Las transformaciones de Mobius preservan esta distancia (més atn, estas son las tinicas
transformaciones que preservan la distancia y la orientacién, ver [12] §2.3) por lo tanto
una funcién g : H x H — R invariante bajo la accién de PSLy(Z) sélo depende de la
distancia hiperbdlica entre z y 2/, en particular es simétrica.

coshd(z,2') =1+

El Laplaciano en H es A = yg(% + (%22) y como ¢(z, z') solo depende de la distancia
hiperbdlica, o lo que es lo mismo, del coseno hiperbélico de la distancia, podemos escribir

g9(z,2") = Q(t), donde t = 1 + |22;;,,| y la ecuacién Ag(z,-) = eg(z, ) puede reescribirse
como

(1- )20 - 220(0) + c(t) =0

dt? dt ’
esta es la ecuacién diferencial de Legendre de indice s — 1, donde e = s(s— 1), s > 1y
su solucién es conocida:
PROPOSICION 4.3. La solucién a
(-0 - 2Law + sts - VD) = 0
dt? dt

t>1,s>0es

Qs—1(t) = /oo (1 + Vit — 1coshu>_s du
0

Observemos que es la segunda vez que aparece esta funcién! En el Teorema principal
del Capitulo anterior aparece limg_,o Qs(t).
Se deducen de la proposicién anterior las siguientes formulas asintoticas.

COROLARIO 4.4.

» Qs 1(t) = —3Flog(t — 1)+ O(1) cuando t — 1.
" Qi1 =O0(t?%) cuando t — oo.
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El corolario anterior implica que

z— 7|2
9gs(z, Z/):: —2Qs-1 (1 + |2yy,>

satisface los axiomas
c2. 2+ gs(z,2’) es continua y cumple la ecuacion Agg(z,-) = s(s — 1)gs(z, ).
y ¢3. Ademas, la suma
Gns(z,7) = Z gs(z,72")
v€Lo(N)

converge absolutamente para s > 1. La funcién Gy s es conocida como el resolvente de
Ty(N) y satisface las siguientes propiedades:

PROPOSICION 4.5 (Propiedades de G ).
(a) Gy, es To(N) invariante en cada coordenada.
(b)) A.Gns(2,2) =s(s—1)Gn(z, 7).
(¢) El mapa s — Gn, es holomorfo para Res > 1 y se extiende a una funcion

meromorfa alrededor de s =1 con un polo simple de residuo

R 12 _ 12
" [SLa(Z) :To(N)  N+1°

(d) Gns(2,2") = —%EN’S(Z’)ykS +0(Y) y— o

donde En s es la serie de Eisenstein de peso 0

Ens(z)= ), Im(y2)°

Y€l \o (V)

DEMOSTRACION. Los items (a) y (b) son inmediatos de lo anterior. La prueba de los
ftems (c) y (d) se puede encontrar en [11]. Observemos que la igualdad &, = — 2+ s6lo

) N1
vale cuando NN es primo.

Para obtener una funcién armoénica y holomorfa le restamos a Gy, una funcién
invariante por I'g(/N) con un polo simple de residuo ky en s = 1 y que ademads sea
solucion de Af = s(s — 1)f . Resulta que la serie de Eisenstein En s cumple esto. La
serie —4wEnN(z, s) converge para z € H, Res > 1 y se extiende de forma meromorfa en
un entorno de s = 1 con un polo de residuo ky. Ademds AEN(z,5) = s(s — 1)En(z,8) y
como mencionamos en el capitulo anterior, para N primo se tiene la siguiente identidad
para En .

S —s\—1 N 1
(4.6) Eng(z)=(N*—=N"°)"" | Es T4 NES (Nz)
donde Es = E1 .
Finalmente podemos definir GG, a menos de una constante a determinar.
PROPOSICION 4.6.
k
G(z,2)= lini Gns(z,2') +4nEN s(2') + A7 En s(wnz) — 7N1] +C
S—r S —
satisface C1-C4.
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DEMOSTRACION.

C1.
C2.

C3.

C4.

Es claro pues Gy s(2,2') y En,s(2) son T'o(N)-invariantes como funciones de z.
También es claro pues, vistos como funcién de z, hay continuidad en z ¢ T'o(NV)2/,

y alli
AG(z,7) = lfm [s(s = 1)Gns(2,2") — s(s — 1)4rEN s(wnz)] = kn — kn = 0.
S—

Por una parte gs(z,2') = —2Q(1 + Zgjl), como Q(t) = —3(logt — 1) + O(1)
cuando t — 1 resulta que gs(z,2’) = log |z — 2/|> + O(1). La suma sobre I'g(N)

puede dividirse en dos

Yooz = Y gz D) gs(z97)

~E€lG(N) ~v€EStab(z) ~v¢Stab(z)
=eloglz— 2P+ O0(1)+ > gs(z,72)
~v¢Stab(z)

y con el mismo argumento con el que se prueba la convergencia de G, para
2" ¢ To(N)z se prueba que la tltima suma converge.
Fijemos 2’ para ver primero el comportamiento de G( -, 2’) en las ctspides. Por
4.5(d)
47
2s — 1

El comportamiento de Ey s es conocido y lo utilizamos en el Capitulo anterior

Gns(z,7) = Ens(Ny' ™ +0(™Y) (y— o).

Ens(2) =y° +¢(s)y" >+ 0(e™) (y— o)

T(3)0(s—5) ¢(25-1)

o(s) = —*5(9 ) y'=*. Cuando z — oo
, 4 N 1—s , kn _
lim |— Ens(2)y 7° +4nENs(7') + 47En s(wnz) + —= | + O(e7Y) + C =
s—1| 2s—1 s—1
ttm (47 By () (1= 220 & dr B swons) + 2] 4 0(e) + ©
51—>Hi LN, s(Z 25— 1 TLN s(WNZ s—1 (&

Por una parte, como 47 Ey ¢ tiene un polo simple de residuo —ky en s = 1
tenemos que
k
AnEp o(2) = _st1 +0(1)

y por otra parte, haciendo el desarrollo de Taylor de orden 2 en 1
Y 1 log yt

=1———¢e%Y% (t=1-
25— 1 TR )

R 1 20 1 33) 2
=1 o (1+logyt+2(logy)t +6(logy)t + O(t)

= —(logy + 2)t + O(?)




1. ALTURAS ARQUIMEDIANAS 63

entonces el limite del primer término es —ky(logy + 2). El segundo término es

Byaons) = (8 =87 (8.(F) - =8 ()
=(N*=N—)"> (ES(Z) - %ES(NZ))

dln

= (N*— N—*%)"! (ys +o(s)y' " -yt — %Qﬁ(s) + O(Gy)>
_ n1-2s
= N (ot o)

donde en la primera linea usamos la invariancia de E; por SLa(Z). Y entonces

k
lim [Es(wNz) + —NJ = Ay + knlogy + O(e™¥)
-

s—1
donde
[ 1—N12 k
_ 1 —s 1-s N
An = lim | N dls)y +31}
1—-N=2T(50(s— 1) ¢(2s — 1) 1
Tt N8 2 2 1-s
o 1-N-2  I(s) oy Y T @
[ 1= N2 D(D(s— 1) [(2s—2)! —1 k
— lim | N3 (2) (8 2)[( S ) +’7+O(8 )]yl—s+ N (S)
s—1 1—N—2s I'(s) ¢(s) s—1
! Nlog N
= log N +2log2 — 2 22-(2) —2
donde en la ultima desigualdad tomamos la derivada logaritmica para calcular
los residuos y v = —I'(1) es la constante de Euler.

Tomando y — oo vemos que la constante C' = Ay —2ky hace que G(z,2') — 0
cuando z — 0o. Solo resta ver que G(z,2') = 4wy + O(1) (2 — 0). La matriz
wy intercambia las ctispides 0 e co, por una parte tenemos

Ens(wnz) =Im(wnz)® + O(Im(wNz)lfS) _ Im(2)*

= B Oty ) (2 -0)

Y por otra parte, como Gy s(z, 2') = Gy s(wnz,wnz) tenemos que

47
GNs=—

Ns = s 1
entonces G(z,2') = 4rY + alogY + 8+ O(e™Y) (Y — o0) y como es una
funcién armoénica o = 0. Esto culmina una parte de la prueba, resta ver el
comportamiento en la otra variable, pero eso es inmediato por la propiedad
GN7S(Z, Z/) = GN7S(UJNZ,UJNZ/).

ENys(wNz')(ImwNz)lfs + O(eMmen)
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COROLARIO 4.7.
k
(@)= (00). (') =(0))o = lim | Gvs(2, ) + AmEna(wonz) + Ena(#) + 27 | —Av-+2k.

donde z,2' € H son puntos en el semiplano superior representando x,x’ respectivamente
como en el capitulo 2.

Recordemos que a nosotros no nos interesa exactamente la expresion anterior sino
{(z) — (00), T ((z") — (0))),, debemos ver entonces como actia T, en cada uno de los
objetos anteriores como funciones de z’.

Como

Crns(z2) = Y 952,77

¥€Lo(N)

Tnd = >,
YELo(N)\ Ry
det y=m
GN,S(ZmiZ/) = Z 95(37727/)

YERN /%1
dety=m

Como Ens(wn) y Skal no dependen de 2’ alli la accién se reduce a multiplicar por
#{y € To(N)\Rny : dety = m}:=01(m) = Y d. También se puede ver que
d|
020
Ens(Tp?') =m® Z d1_2SEN73(z').

dim

Juntando los resultados anterior obtenemos la férmula

(4.7)
((z) = (00), Tin((2") = (0)))0 = 71(m)(2kn — AN)

+ ii_r)r(l)[G’ﬁs(z, Z) 4 dmoy(m)Ens(wnz) + 4mm® Y d' TP Ey (7))
dlm

Ahora que tenemos una férmula para la altura ((x) — (00), Tpn (") — (0)), tenemos que
poder evaluarla en x = z’ un punto de Heegner, para eso recordemos que estos estaban
en correspondencia con pares (&7, n) donde o/ € Clg y n es un ideal primitivo de norma
N y a su vez con elementos que son raices cuadraticas en el semiplano superior. También
recordemos que en 1 vimos que el grupo de Galois actiia por multiplicacién a derecha en
o (el ,n)°% = (o/ B~ n), entonces solo nos interesa calcular

G%,s (T&f,m Tm/u@’—l,n)
donde 7, € H estd dado como en 2.3. Observemos que en particular el ideal primitivo

n es el mismo en ambos puntos.

PROPOSICION 4.8.
Dadas dos clases de ideales of ;% € Cli y un ideal primitivo n € O ezxisten exactamente

un par de ideales (oA, o) tales que of = vzzf'lezzf’{l y Aadyn]t = AB.
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DEMOSTRACION. Aqui usaremos que D es un primo impar, ya que en ese caso hay
un solo género en O . Esto implica que el nimero de clases es impar y que el mapa elevar
al cuadrado es un isomorfismo de grupos. En consecuencia, existe una tnica soluciéon

Ay = o "L B[n]. |
La proposicién anterior nos permite definir

7]71},5 (‘Q{v ‘@) ::G%,s (T&ﬁ M T&@,n)-

Esta definicion no depende de n, ya que, los tinicos ideales de norma N son n y su
conjugado n = Nn~! e intercambiarlos corresponde a actuar por la involucién canénica:
wn((@A,n)) = (An]71),n) y Gy es invariante por la accién de wy. Lo tnico que
hicimos fue reindexar los valores de Gy (T n> Toy 81 1), PeTO al hacerlo eliminamos la
dependencia de n, lo cual serd 1til mas adelante. El siguiente paso es probar la formula

para Yy
PROPOSICION 4.9.

(o ——225 1)1 (N + m|D|)r(n) Qa1 (1+2”N)

m|D|
donde §(n) =2 si D |nyl siDin.

Sumando sobre # € Clk en la proposicién anterior tenemos autométicamente el
siguiente corolario

COROLARIO 4.10.

VB ()= S (o, B) = —225 )7 (nN +m|D|) R(n)Qa1 (1+

2nN)
BeCly

m|D|

donde R(n) = Y. rz(n).
BeCly

Para probar 4.9 vamos a probar primero el siguiente lema, de aqui en més 7 , refiere
al punto en el semiplano superior definido como en 2.3.

LEMA 4.11. Sean (<7, n) i = 1,2 dos puntos de Heegner y A;x*+ B;x+C; el polinomio
del que z; = T, o €s raiz. Sean también a; € < dos ideales enteros de norma A; tales
que n | a;. Entonces, cuando Tyt =0 se satisface la igualdad

PACA

2nN
G%,S(le,ﬂa’rﬂfz, me,ﬁz )Qs-1 < m|D|)

donde

P (n) = # {0, 8) € 878y x oy '\ {1} : 4142 N(a) = Nn+m|DJ,
A1As N(ﬂ) =Nn,0 | A1Asa — AlAQﬁ}

DEMOSTRACION.
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Recordemos que gs(z1,22) = —2Qs-1 (1 + 2'“_722‘2) Sea v = (‘; Z) € Ry.

Im 21 Im 2o

lyz1 — 22f*|cz1 + df?
det v Im 2y Im 29

93(721722) = —2Qs 1 (1 +

det v Im z; Im 29

= _2Q871 (1 +

14 A1A2‘CLZ1 +b— 2:2(62’1 + d)|2
detvD

lazy + b — z9(cz1 + d)2>

= _2Qs—1

= —2Qs-1 <

A1As (a21 +b—cz129 —dZQ)

1+ 2Nn>
detvD

donde n:=
vy B =az +b—cz1z9 —dzo
Afirmacion 1: o € a1a2_1 y B E a1a2_1n.
Afirmacién 2: n = N~1A; A5 N(f) es entero.

Afirmacién 3: I:=A; A2 N(«) es entero.

Afirmacién 4: [ — Nn = |D|det .

Afirmacién 5: 0 | AjAsar — A1 Asf8

La afirmacién 1 se deduce de z; € A;a; = a; ! y mt' = NOg | c¢. Las afirmaciones
2 y 3 son inmediatas de la primera. La afirmacién 4 resulta de desarrollar [ — Nn =

AqAs det ( é) Y la 5 resulta de ver que Ay Asax — A1 Ao = A1 As[(Z2 — 22)(cT1 + d)]

Q@
a f
y como entonces Aszp € O VD | AgZo — Agzo.

Ahora, dados « y 8 en las condiciones de las afirmaciones anteriores podemos resolver

un sistema y encontrar v = <CCL Z) € Ry y la propiedad 4 nos dice que dety = ngn'

. Definamos ahora @ = VDOx a = az; +b — cz123 — d#

Entonces

2Nn
m — _2 m o 1
N,s p™(n)Q 1( +m|D|>
donde

p"(n) = #{(«, B) : satisfaciendo Afirmaciones 1 — 5}.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION.
Solo tenemos que probar que p™(n) = d(n)r . ,~1(Nn +m|D|) a1 (1)
2
Si D | n entonces 0 | AjAscr y 0 | A1 Ao entonces

# {(a,ﬁ) cartay! xartay'n\{£1} : A143N(a) = Nn+m|D|, A; A3 N(B) = Nn}
1
= 27}11%‘1(]\[”+m|D|)7"m%[n]—1(n)
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Mientras que si D { N el nimero se reduce a la mitad porque por cada («, ) que
satisface ambas condiciones el elemento (a, —f) también lo satisface y por reciprocidad
la congruencia se da en exactamente uno de los dos pares. |

Sumando sobre todas las clases de ideales obtenemos la férmula

(4.8)

V)= S A, B) = =23 6n)R(n)re(Nn+m|D])Qs- 1(1+
BeCly n>0

2nN)
m|D|

Finalmente podemos probar la férmula principal de esta seccién asumiendo r(m) = 0.
PROPOSICION 4.12. Sea © € Xo(N) un punto de Heegner de discriminante D,

c=(x) = (0), d=(z) — (0), 0 € Gal(H/K) asociado a una clase de ideales of € Clk.
Sea m € N coprimo con N y supongamos que rs(m) =0 y N ¥ m. Entonces

o\ _ 14 m hal(m)kN
(e Tt =l Ra(er) — RO
N, 2 ¢ L
hkyoi(m) [log D NZ logN+2+ ZC( ) — 2L (1,e +Zdlog 2

dim

DEMOSTRACION. Recordemos la correspondencia 2.4. Las h clases de ideales de
Clg dan lugar a h lugares arquimedianos en H que son permutados por la accién de
Gal(H/K) ~ Clg. Recordando que podemos eliminar la dependencia de n, el ideal de
norma N, tenemos la igualdad

Z(Ca Tnd”)y = Z <(7'm/1,n) - (OO),Tm(TMz,n) —(0))v
U‘OO JZ{LJZ{QECIK
o oly =at

Donde en la suma de la derecha n es un ideal de norma N fijo (recordemos que N es un
primo que descompone en K entonces sélo hay dos ideales de norma N en Og) y v es
un lugar arquimediano cualquiera. La ecuacién (4.7) nos da la expresién

Z(c,de Yo = hm YN 5 (&) + dmar(m Z ENs(WNTo n)+
v]oo A €Cli

(4.9)

Arm® > d'7* > En(Topn) —hor(m)(Ay — 2ky)
djm 2 eCly

Ahora, por (4.6)

Z EN,S(WNTﬂl,n)EN,s = (NS — Nﬁs)il Z [Es (NTgi,n) -
o €Cly 7 eCly
La identidad }° e, Es(Ton) = 27%|D|75¢(25) "¢k (s) donde (x(s) = ¢((s)L(s,e) (se
puede ver en [1]) vale tomando cualquier 7., en H correspondiente a una soluciéon
cuadratica de discriminante D con coeficiente A divisible por N, por lo tanto es invariante
por multiplicar el punto por N.

%Es(fpf,n)]
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Entonces también vale la igualdad Y-/ coq, Es(NTon) = 275 D]5¢(25) " Ck (s)
Sustituyendo estas igualdades en nuestra ecuacién y usando la igualdad L(1,¢) = ﬁ

y la factorizacién
Ck(s) = C(s)L(s,€) = (Ll +y+O0(s — 1)) (LO,e)+ L'(1,2(s = 1) + O(s — 1))
llegamos a la férmula de la proposicion. |
Hasta ahora asumimos r.(m) = 0, la férmula vale en general para m coprimo
con N pero se debe extender la definicién de la altura local que tenemos y por lo

tanto modificar las definiciones de Gy s y G. En [9] se detalla el procedimiento para
hacer esto, sumando la contribucién de los términos con r(m) # 0 se llega a la expresion

D
S (e, Tnd")y = +hkn |01 (m)B+ 3 jlog ]@2 +hry(m) [A +log MH
(4.10) vl I

+ lim ZZUW T@/ m|D‘+TLN)Qs 1<1+

s—1

2nN _ hkNal(m)>
m|D]| s—1

donde A =2%(1,6) -2y y B =log &5 + 26 +2+2%(2) — 25 (1,¢).

2. Alturas no arquimedianas

Hasta ahora hemos trabajado en la curva modular Yy(N) = T'g(N)\H usando su
interpretacion como espacio de moduli donde sus puntos clasifican isogenias de grado N.
Como ya vimos, Yy(N) admite una estructura como superficie de Riemann sobre C y
agregando un conjunto finito de puntos, las cispides, la podemos compactificar. Estos
puntos que agregamos a la curva, que en nuestro caso son 2 pues N es primo, no tienen
a priori una interpretacién en términos de curvas elipticas.

Al reducir la curva médulo N comienzan a aparecer singularidades que el modelo
anterior no ve, por lo que si queremos hacer un estudio local necesitamos un buen modelo
sobre Z (y no sélo sobre C). Para N primo este modelo fue propuesto por Deligne-
Rapoport y hace uso de la Teoria de Esquemas, de hecho es un modelo mas general para
curvas elipticas sobre esquemas.

Una vez dado un modelo X para la curva modular se tienen dos elementos z, x% que
se corresponden con z y x% respectivamente; también se tiene un concepto de interseccion
o producto de la interseccion: (z - Trz”). Por la forma en que se define el modelo, para
m coprimo con N es automética la férmula

(¢, Tmd” )y = —(z - Tinz?) logq

donde ¢ = #A, /7 es el cardinal del cuerpo residual de A,, el anillo de enteros de H,.
Cuando ademaés r,(m) = 0 se tiene que  y T,,2% son disjuntos. En este caso, haciendo
uso de la geometria algebraica y en particular de la teoria de la interseccion se llega a la
férmula

(4.11) (z - Trnz?) Z#Homwn(x 27 )deg m
n=0
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donde W es el cuerpo que se obtiene al completar la maxima extensiéon no ramificada de
Ay y W, = A, /7™, La suma anterior es finita, las isogenias de grado m en Homyy, (z, %)
se corresponden con elementos de orden m en una clase de ideales o en un orden maximal
de un algebra de cuaterniones, como mencionaremos mas adelante.

Recordemos que nuestro punto de Heegner x = (F KNy % ) en Xo(NN) tiene discrimi-
nante D y E, E' multiplicacién compleja por Ok . Vamos a denotar v a un lugar finito
de H y H, a su completado, A, el anillo de enteros de H,, p la caracteristica del cuerpo
residual y 7 un uniformizador. Con el fin de ilustrar los resultados supongamos de aqui en
adelante que r.(m) = 0. Como en el capitulo anterior, las férmulas se pueden generalizar
para cualquier m coprimo con N.

Hay varias propiedades que naturalmente se cumplen en W, que observemos tiene
caracteristica 0, por ejemplo:

Endy (z) ~ Endy (2°) ~ Ok, Homypy (z,2°9) ~ o

donde las isogenias de grado m se corresponden con ideales de norma m. Otra observacion
que podemos hacer es que en general

Homyy (z,27) = (] Homy, (z,27)
n>1
pero si p descompone en K se cumple ademas que todos estos espacios son iguales. Una
consecuencia directa de esto es que si rg(m) = 0 y p descompone entonces (z - Tp,z%) = 0
porque no hay elementos de orden m en Homyy (z,2%) = Homyy, (z, 2%) para todo n > 1.
Esto nos da la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.13. Si N +¥m y r(m) =0 entonces (z - Tnz®) = 0.

Los casos p inerte y p ramificado requieren mas trabajo y se tratan aparte. Observemos
que estos son los casos en que el primo racional al que divide v tiene un sélo primo de K
en su factorizacion.

TEOREMA 4.14. Sea v un lugar finito de H, digamos v | p donde p es un primo
racional. Entonces la curva reducidea E = E (méd v) es una curva eliptica sobre un
cuerpo finito de caracteristica p, y su reduccion es supersingular si y sélo si p ramifica o
es inerte.

El Teorema anterior nos dice que si p ramifica o es inerte en K entonces el anillo de
endomorfismos Endyy, () es isomorfo a un orden maximal R en el dlgebra de cuaterniones
B = B, ». Luego tenemos Endy, (z) ~ R y Endy (z) ~ Ok. Vale de hecho la siguiente
proposicion mas general:

PROPOSICION 4.15.
Si v | p, donde p no descompone, entonces Endyy, (z) ~ O + p" ' R.

Donde los casos anteriores corresponden a tomar n =1y n — o0.

Sea R el orden de arriba, entonces I?,;=R ® Z,, es un orden maximal en B, = B®Q,
y tenemos una inmersiéon Og — R que se extiende a K — B. Entonces tenemos un
generador del algebra de cuaterniones B de la forma {1,4, 7,45} donde i = D, j2 € Z e
ij = —ji; conjugar por i da lugar a una involucién a + bi + ¢j + dij — a + bi — (¢ + di)j
que descompone B en dos subespacios propios B = K @ K j. La norma de un elemento en
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el algebra es N(a+bi+cj+dij) = a® — Db? — j2c% + j2Dd? y respeta esta descomposicién.
Entonces, para un elemento a + 3j € B podemos escribir N(a + 35) = N(a) — 52 N(B).
Los elementos del anillo Endyy, () vienen caracterizados por N(/3).

PROPOSICION 4.16. Si v | p donde p no descompone, entonces
1.

Endyw, (z) ~ {a+BjeR: j2N(B)=0 (méd p>»~ 1)} sip es inerte
WolZ) = a4+ Bj€eR: 72N(B) =0 (méd p" ")}  sip ramifica (p=|D|)
2. Homw, (z,2°) ~ Endw, (z) -« C B donde a es cualquier elemento en la clase
de ideales 7, asociada a o via el mapa de Artin. Ademds, si la isogenia ¢ se

corresponde con b € B entonces deg(¢) = Egg

COROLARIO 4.17. Sea v un lugar finito dividiendo a p, un primo inerte. Si N {tm y
ro(m) =0, entonces

1 )
(2 Twa®) = Y 5 [1+ord,(j2N(3))]
a+pjeRa/£1
N(a+B5)=mN(a)
B#0

DEMOSTRACION. Por 4.11 y la proposicién anterior

N}

1>
(E : Tmig) = 5 Z # HomWn (Ea &o—)degm

n=0

— % Z #{Oé + B] € Ra: N(OZ + ﬂ]) = mN(a)’ ]'2 N(ﬁ) =0 (méd anfl)}
n=0

—_

= > S [t+ord,(2N).
a+BjeRa/£1
N(a+8j)=m N(a)
B#0

\)

[ |
De forma similar se tiene una féormula para el caso ramificado.

COROLARIO 4.18. Sea v un lugar finito dividiendo a p, un primo que ramifica. Si
Ntm yrgy(m) =0, entonces

(z-Tnz®)= >, ordy(j°N(B))
a+pBjERa/+1
N(a-+45)=mN(a)

B#0

Pero nosotros queremos una expresion que sélo dependa de K, y no del algebra B,

para esto hay que sumar sobre todos los lugares dividiendo a p y estudiar el algebra de
cuaterniones B.

PROPOSICION 4.19. Sip es inerte en K y r,(m) =0 entonces

z@,Tmm?( ) ordp<pn>w<m|D|an>6<n>R<n/p>) logp
vlp 0<71<%D|
pln
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DEMOSTRACION. Comencemos considerando ¢ un primo tal que ¢ = —p méd D,
que existe por el Teorema de Dirichlet en progresiones aritméticas. Por su definicién
este primo descompone como ¢ = qq. El dlgebra de cuaterniones (D, —pq)g ramifica en
{p, 00} y podemos escribir B = K @ Kj, j?> = —pq de forma que ahora nuestra inmersién
es la inclusién. Dado un orden R existe b € Ok tal que Rb = bS en B, donde

S={a+pj:acv, feolgn,a=4 (médo)} (0=vVDOk)

(ver [5, p. 118]). La clase de dicho b depende del v que tomamos. Supongamos que
tenemos dos lugares v’ # v dividiendo al primo p, entonces v’ = v?% para alguna clase
de ideales €'y [by] = [b4]%, por lo que cuando sumemos sobre todas las clases de ideales
apareceran las clases asociadas a cada v | p.

Si b es tal que Rb = bS entonces

Ra={a+Bj:acdota,pco g nbbla,a =4 (mddd)}.

Supongamos que tenemos un elemento o + 55 € Ra que aporta en la suma, es decir,
N(a) + pg(N(B)) = mN(a) y B # 0. Si ahora definimos los ideales

c=(a)alea! ¢ = (Bogn o tea ! € B [qn]
tenemos que

(4.12)
N(¢)+NpN(¢') = |D|N(a) N(a) "'+ Np|D|N(8)gN ' N(a) " = N(a)+pg N(8) = m|D|.

Reciprocamente, si tenemos dos ideales ¢ € &7~ !y ¢/ € &/ %?[qn~'] que cumplen 4.12
entonces « y B quedan determinados a menos de signo y o + 35 es un elemento de Ra si
y solo si @« = 3 (m6d 0). La igualdad N(a) + pg N(8) = mN(a) € Ok implica que a = 8
(méd ?) 0o @« = —F (m6d ) (y no ocurren las dos porque N(3) # 0).

En suma, hay una correspondencia 2 a 1 entre los pares de ideales (¢, ¢) como antes
v los elementos de Ra. Pero ademds, el elemento b = a + 85 que determina siempre
estd en algtin orden conjugado R'a que corresponde a tomar otro v | p. La proposicién
se sigue de observar que si denotamos n = N(¢’) entonces ordy,(n) = ord,(pgN(3)) vy
N(¢) = m|D| — nN.

Nuevamente, el caso ramificado se resuelve de forma similar.

PROPOSICION 4.20. Si p ramifica en K y r.,(m) = 0 entonces

Z(g, Tinz®)y = —< Z ordy,(pn)ry(m|D| — Nn)é(n)R(n/p)) logp

v m|D|
‘p 0<H<T

pln
Como ya mencionamos, las pruebas para el caso r,(m) = 0 se pueden adaptar al
caso general. Cuando r.(m) es no nulo aparece un factor extra en (z - 75, (z)?) que en
general viene dado por un término de la forma C - ry(m) ord,(m).
La férmula general nos la da el siguiente teorema.
TEOREMA 4.21. Sea m coprimo con N.
(a) Sip descompone en K entonces
Z(g, Tnx%)y = —hrgy(m)ord,(m/N)logp
vlp
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(b) Sip esinerte en K entonces

Z(L Tz’ = <—hr_9/(m) ord,(m)— Z ordp(pn)'r,d(m|D\—Nn)d(n)R(n/p)) log p

m|D|
vlp O<n< ™2

pln
(c) Sip ramifica en K entonces

Z(g, Tnz’)y = <—hr%(m) ord,(m)— Z ordp(n)rﬂ(m\D|—Nn)é(n)R(n/p)) log p

ol 0<n<miol
pln
Y sumando sobre todos los lugares se llega a la formula central de esta seccion:
N
(4.13) Z (e, Tpd )y = — Z o', (n)ry(m|D] —nN) + hry(m)log —

v finito m|D|
0<n§T



Capitulo 5

La prueba del Teorema y aplicaciones

1. El resultado principal

Con los resultados obtenidos en los dos capitulos anteriores estamos en condiciones
de ver la prueba al teorema principal. Comencemos recordando nuestras hipétesis.

= K es un cuerpo cuadratico imaginario de discriminante primo D < —4 y N es un
primo distinto tal que (V) = 1.

» z es un punto de Heegner y ¢ = () — (00) en J(H). Este elemento existe porque
N satisface la Hipétesis de Heegner HH.

= f es una forma nueva de peso 2 para T'o(N).

» o/ es una clase de ideales en Ok y 0 € Gal(H/K) el elemento correspondiente
via el mapa de Artin.

Bajo estas hipdtesis, tenemos el teorema de Gross—Zagier.

TEOREMA 5.1. La serie

9o (2) = > (e, T )™

m>0
es una forma modular cuspidal de peso 2 para To(N) y

VD

(f7 QQ/)FO(N) = ngzz/(fa 1)

DEMOSTRACION. La prueba se divide en dos partes.

9 € S2(Lo(N)):
Si J es una variedad abeliana cualquiera (variedad algebraica proyectiva con ley de grupo)
y ToJ el espacio tangente a J en el neutro O, tenemos una accién natural de End(J)
en TpJ que estd dada por ¢ - w = w o dy,¢. La accién anterior es fiel, lo que significa
que el mapa que induce EndgJ — EndgZpJ es inyectivo, esto ocurre porque si ¢ es
una isogenia no trivial entonces es sobreyectiva, luego dg¢ también lo es y por lo tanto
¢-w=0 <= TpJ C Kerw <= w = 0. Ahora, cuando J es el Jacobiano de la curva
modular el espacio tangente se puede identificar con el espacio de formas cuspidales de
peso 2 para I'g(N) con coeficientes racionales en su expansién de Fourier, denotemos este
espacio por S. Observemos que S ® C ~ Sy(T'y(N)).

El algebra de Hecke T es la subalgebra de EndgJ generada por los operadores de
Hecke, de lo que mencionamos en el parrafo anterior se deduce que tenemos un mapa
inyectivo

T — EndQJ — EndQS

73
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lo que en particular implica que dimg T < d? donde d = dimg S = dimg S2(To(N)).
Denotemos por a,, al mapa que envia una forma modular en S a su m-ésimo coeficiente
en la expansién de Fourier. Si componemos la accién de T en S con a; obtenemos un
mapa bilineal 8 : T x § — Q definido por 5(T, f) = a1(Tf), si vemos que el mapa
f — B(-, f) es un isomorfismo entre S y Homg(T,Q) entonces extendiendo escalares
tendremos un isomorfismo entre Sa(I'g(N)) y Homg(T, C), lo cual en particular implica
que existe f € So(To(V)) tal que B(-, f) representa al mapa T+ (c,T'¢?), es decir,

am(f) = ar(Tinf) = (¢, Tmc”)

como deseamos. Como [ es un mapa bilineal y T, S son finito dimensionales sobre Q
para ver que el mapa f +— 3(-, f) es un isomorfismo alcanza con chequear que f — 8(-, f)
y T — B(T,+) son mapas inyectivos.

» Si (T, f) = 0 para todo T € T entonces en particular a,,(f) = a1(Tn(f)) =0
para todo m > 0, lo que implica que f = 0.

= Si B(T, f) = 0 para toda f € S entonces B(T, T, f) = 0 para toda f € S, m > 0.
Luego a1(TTif) = a1 (T, Tf) = ap Tf =0 y por lo tanto T' = 0.

Prueba de la férmula
Para simplificar la notaciéon volvamos a usar las siguientes constantes

!/

L
A= 2f(1,6) — 2y

N log N

CI LI

—12
N+1

kn =

Observemos que kpy coincide con el definido como el residuo del resolvente que apareci6
en el capitulo 3 secciéon 1 donde obtuvimos la igualdad

Z(c,de v—hm[ 2ZUﬂ n)ry(m|D| +nN)Qs— 1( +

s—1

2nN hkNal(m))
m|D| s—1

D
+hry(m) {A + log 4|L7r2|]

v|oo

thky [Ul(m)B+ZjlogTZ

jlm

para m coprimo con N. En la seccién 2 del mismo capitulo obtuvimos la igualdad

S e, Tmd)o=— > oly(n)ry(m|D| —nN)+hry(m) log%

v finito 0<n< m}\VD\
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Y sumando ambas férmulas obtenemos una para la altura global

Z(c, Tnd’) = — Z a',(n)ry(m|D| — nN)

v O<n<nL\D\

2nN  hk
—i—lim[ 2209{ n)ry(m|D]| +nN)Qs— 1( I n NUl(Tll))]
s—1

m|D|  s—1

|D|N}
472m

que coincide con el coeficiente de Fourier a,, s hallado en 3.25! Entonces los coeficientes
de Fourier de g v ¢, coinciden excepto cuando ged(m, N) > 1, pero esto implica que
ambas formas difieren por una forma vieja en T'g(/N) y esto no afecta el producto de
Petersson pues por definicion las formas viejas son ortogonales a f. Observemos que
obtuvimos la altura global (¢, T;,,d?), y no (¢, T;,¢% )y, pero estas coinciden por el teorema
de Manin-Drinfeld, que establece que la diferencia entre dos cispides de la curva modular
tiene orden finito en el Jacobiano y en consecuencia altura 0. |

+hry(m) {

jlm

+hky [gl(m)B+Zj1og;’;

Sumando sobre todas las posibles clases de ideales o7 en Ok obtenemos la férmula
para L'(f,1)

TEOREMA 5.2.
]2

VIDI

DEMOSTRACION. Consideremos la traza de ¢, &= Y. ¢“<, entonces
A E€Clk

(6, Tin¢) =h Z (¢, Tinc®
A eClk

L'(f,1) = (fs Frov)

y por lo tanto

L/(.f’ 1): m Z ggf To(N)

MECZK
donde
Z 9o = % Z (¢, Tme)q™
A eCly m>1
La primera parte en la prueba del Teorema previo nos dice que si tomamos una base
ortonormal {f1 = f,..., fn} de S2(To(IN)) entonces nuestro ¢ se descompone como

n

¢ = > ¢;, donde Tp,,(&;) = am(fi)¢ (basicamente nos dice que tenemos & asociados a las
i=1

formas nuevas f; que son autovectores de T, con el mismo valor propio a,,(f;)). Luego

82 1 _ “ m _ 8m° l AV
m(f,hmE:(c,Tmc)q >F0(N)_ |D|<f’hzz <C“C]>f])rouv>

>1 hL,j<n

L'(f.1) =
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Como la base es ortonormal (fi, f;) = 0si j # 1, por lo que

, _ 872 L
L (.fa 1) - h\/W(f’ig;fC“Cﬁfl)Fo(N)

Los ¢&; son vectores propios de T, para todo m y como las f; son distintas difieren en al
menos un coeficiente: a,(f1) # an(fi), lo que se traduce en que ¢; y ¢; son ortogonales
por pertenecer a espacios propios distintos para el operador T;,. Concluimos que

82
h/[D|

L'(f,1) = h(ér) (f, Flrgny -

Esto concluye la prueba del Teorema, ahora es natural preguntarnos sobre generaliza-
ciones de este resultado.

2. Generalizaciones

El Teorema fue probado con mas generalidad que la aqui presentada. Las hipodtesis
originales son: D un discriminante fundamental y N tal que €(p) = 1 para todo p | N, la
ultima hipétesis implica la Hipétesis de Heegner (existe un ideal primitivo de norma N)
que es requerida para la existencia de Puntos de Heegner de discriminante D en Xy(N).
Podriamos preguntarnos que pasa si ¢(N) = 1 pero existe algin p | N con ¢(N) # 1; en
este caso también hay una férmula que relaciona puntos de Heegner con la derivada de
la L-serie pero dichos puntos de Heegner son puntos en una curva de Shimura.

Es importante resaltar que el lado analitico de la prueba, que involucra las L-series
de Rankin, no asume ninguna condiciéon sobre N mas que ser coprimo con D. Cuando
e(IN) = —1 la L-serie no se anula en s = 1 y su valor alli también admite una interpretacién
algebraica como la altura de cierto punto especial en una curva asociada a un dlgebra de
cuaterniones sobre Q; este resultado fue establecido por Gross en [8] y una presentacién
sobre el mismo puede verse en [18]. Cuando ¢(N) = 1 se obtiene la férmula que vimos,
que no requiere ninguna otra suposicién sobre N.

El caso N = 1 merece mencionarse aparte, no hay curvas elipticas de conductor 1
entonces la féormula es trivial, ademas la curva modular Xy(N) tiene género 0 y por lo
tanto su Jacobiano y la altura global son triviales siempre; sin embargo tiene sentido
estudiar las alturas locales arquimedianas y no arquimedianas con las mismas técnicas que
antes y ver sus relaciones; esto da lugar a expresiones analiticas y algebraicas involucrando
los puntos cuadréticos en el semiplano superior. En particular, en su articulo [10] Gross
y Zagier dan dos pruebas diferentes para encontrar la factorizacion de enteros del tipo
No(j(m1) — (12)), luego en 2002 hallaron una férmula relacionando la traza de estos
puntos con los coeficientes de una forma modular de peso %

3. BSD

La Conjetura Birch-Swinnerton-Dyer (~ 1960) predice que el rango algebraico y
analitico de una curva eliptica F definida sobre un cuerpo de niimeros K coincide con su
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rango algebraico, més ain, predice la siguiente formula

L"(E)  #WwiRe TN
7”'! B #(Etor)2

donde r = ords—1 Lg, Eio son los puntos de torsion de la curva sobre K, #I1I es el
orden del grupo de Shafarevich-Tate, w; es el periodo real de la curva, Rg es el regulador
que se define a partir de la altura de una base de puntos racionales y los ¢, son ciertos
enteros llamados nimeros de Tamawaga. Observemos que en particular la conjetura
implica que el IIT es finito! Cuando 7,, = 1 la férmula de Gross—Zagier da la desigualdad
Talg(E) > ran(E) para curvas elipticas sobre Q, Kolyvagin (1989) luego mostré que
el rango debe ser exactamente uno, estos resultados juntos prueban BSD para rango
analitico igual a 1.

4. El problema del nimero de clases

Dear Dick,
Wonderful news. Does this mean that in particular you can show L’ = 0 when it ought to
(thus fulfilling Dorian Goldfeld’s requirements?).
Will send O/P when Xmas recedes — at the moment all offices, not to mention the mail
system, are inert.
Yours,
Bryan

Carta de Birch a Gross, 27 de diciembre de 1982.

El problema de encontrar un algoritmo efectivo que determine todos los cuerpos
cuadraticos imaginarios con un niimero de clases dado se conoce como el Problema del
namero de clases de Gauss. En el afio 1935 Siegel probo el siguiente Teorema:

TEOREMA 5.3. (Siegel) Sea d < 0 un discriminante fundamental. Para todo € > 0
eziste ¢ > 0 tal que

1
h(d) > c|d|2°.

Y este fue mejorado por Tatuzawa en 1951:

1
TEOREMA 5.4 (Tatuzawa). Sea 0 < & < 113, si |d| > ec entonces

S 0.655 w
2

excepto, a lo sumo, para un discriminante d.

1
h(d) |d|27

Pero la constante en el Teorema de Siegel no se puede calcular de forma efectiva y la
posible excepciéon de un discriminante en el Teorema de Tatuzawa hace que el problema
de la efectividad siga estando. En 1976 Dorian Goldfeld prueba el siguiente Teorema
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TEOREMA 5.5 (Goldfeld). Sea d < 0 un discriminante fundamental y N tal que
Xd(N) = —1. Si Lg(s) ~ Cg(s —1)9 con g impar, entonces

h(d) > grrs (log |d])9 262! VoostosTd],

donde ¢ es una constante efectiva que no depende de E.

y resuelve el Problema del niimero de clases, a menos de encontrar una curva eliptica que
tenga un cero de orden al menos 3 en s = 1. Finalmente, con el Teorema de Gross y Zagier
se demuestra que la curva E : —139y? = 23 4 422 — 482 + 80 de conductor 37 - (139)?
cumple este requisito. Pero la cota que se obtiene usando esta curva en el Teorema
de Goldfeld no es lo suficientemente buena. Por ejemplo, para h(—d) < 100 se obtiene
d < exp 26880000, y en la practica esta cota no ha permitido listar los cuerpos cuadraticos
imaginarios con niimero de clases mayor a 7. Watkins modifico las técnicas empleadas
para dar esta cota y prob6 que d < 2162 para h(—d) < 100, lo cual le permitié completar
la clasificacién de cuerpos cuadraticos imaginarios con nimero de clases h < 100.
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