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Glosario de simbolos y notaciones.

= R : conjunto de los niimeros reales.
= 7 : conjunto de los niimeros enteros.
= X : clausura del conjunto X.

= X o int(X) : interior del conjunto X.

Si f es un mapa lineal:

= ker(f) : nicleo de f.

= Im(f) : imagen de f.

Si f es un mapa k veces diferenciable, i < k:

= D, f : diferencial de f en el punto = (o su jacobiano).

= Dif : j-ésimo diferencial del mapa f.

» D! f :i-ésimo diferencial en el punto x del mapa f.

Si M es una variedad real cerrada (compacta y sin borde):

= oy : atlas de M.

= o, : carta del atlas que lleva 0 € R" en z € M.

= T,.M : espacio tangente a M en x.

» k€ [0,4+00] = C¥(M) : conjunto de endomorfismos de M k-veces diferenciables con derivadas continuas.
= Uy € C* : entorno del endomorfismo f en la topologfa C*.
= ¢ —U; € C* : entorno del endomorfismo f en la topologia C* de radio e.
= M, (R) : conjunto de las matrices reales de tamano n x n.
Si A e M,[R):

= rg(A) : rango de A.

m det(A) : determinante de A.

Siv=(v1,v2,...,0,), W= (W1, W, ..., w,) ER" y h <n=

= Oy = (v1,02, ..., Vp)

" Op_1 =0

w (v,w)p = 2221 Vi W



1. Introduccién

1.1. Programa

A partir de una matriz de coeficientes enteros mayores que uno se construye un endomorfismo de T" que
tiene conjunto critico persistente y admite conos inestables. Las caracteristicas geométricas del conjunto critico
permiten elegir un punto distinguido donde perturbar a fin de obtener un nuevo mapa que colapsa un abierto
en un segmento invariante por lo que no es C' transitivo. Finalmente, utilizando los conos, probaremos que el
mapa es transitivo en la topologia C? siguiendo (iterando) curvas aceleradas que viajan dentro de ellos.

1.2. Antecedentes

Cuando pensamos en las propiedades dindmicas de un sistema vienen a nosotros casi inevitablemente en
primer lugar los conceptos de estabilidad para un mapa y robustez para una propiedad. Si bien estos conceptos
pueden definirse en forma precisa en términos matematicos, informalmente podemos decir que la estabilidad
implica que mapas cercanos tienen dindmicas iguales; y que la robustez de una propiedad implica que mapas
cercanos la satisfacen. La importancia de la estabilidad es evidente; la de la robustez estd en que una propiedad
robusta es capaz de resistir a las perturbaciones.

Este trabajo en particular se centra en el estudio de la robustez de la transitividad, entendiendo por transi-
tividad la existencia de un punto con érbita a futuro densa.
En realidad, el andlisis que buscamos hacer no es en si nuevo ya que se conocen una buena cantidad de resul-
tados concernientes a la transitividad robusta; la novedad estd en que se ataca una clase particular de mapas,
los endomorfismos singulares, sobre los cuales poco o nada se sabe. Para ordenar un poco las ideas, se listan a
continuacion los resultados conocidos maés relevantes sobre este tema.

Comenzamos con el caso mas estudiado: la transitividad robusta en el contexto de difeomorfismos. El con-
junto de resultados conocidos provee una imagen bastante completa del comportamiento de estos mapas. Co-
menzando por las superficies, para las cuales Mané prueba en [M] que la transitividad robusta implica que la
variedad es T? y el difeomorfismo es Anosov, hasta el caso de las variedades de dim(M) = n donde [BDP] prue-
ban que todo difeomorfismo robustamente transitivo implica la existencia de splitting dominado de los espacios
tangentes (que es una forma débil de hiperbolicidad). Luego, la transitividad robusta de endomorfismos regula-
res (invertibles local pero no globalmente) los cuales si bien han sido menos estudiados que los difeomorfismos,
[LP] prueban que la expansién de volumen es condicién necesaria (no suficiente) para que un endomorfismo en
cualquier dimensién sea C'l-robustamente transitivo. Por tltimo, la transitividad robusta de mapas singulares
(conjunto critico no vacio), que es por mucho el caso menos estudiado; tanto asi que hasta 2013 no se habia escrito
nada al respecto. Fue en ese afio cuando [BR] construyeron el primer ejemplo de un mapa singular C! robus-
tamente transitivo. El segundo ejemplo aparecié en 2016 cuando [ILP] construyeron un mapa Cl-robustamente
transitivo con conjunto critico persistente. Nada més se sabia que estos dos ejemplos hasta ese momento, no
obstante, tltimamente se ha logrado avanzar en el area habiendo aparecido algunos resultados importantes para
endomorfismos singulares en superficies. En [LR1], por ejemplo, se prueba que la hiperbolicidad parcial es una
condicion necesaria para la transitividad robusta de estos endomorfismos. En cuanto al state of the art del
tépico, a principios de este mismo ano [LR2] probaron que las tinicas superficies que admiten endomorfismos
singulares persistentes y robustamente transitivos son T? y la botella de Klein, y que todo endomorfismo de
este tipo estd en la clase de homotopia de un mapa lineal con al menos un valor propio de médulo mayor que uno.

En cuanto a este trabajo, mencionamos que la construccién hecha en [ILP] permite deducir la existencia de
un endomorfismo de T? con conjuntro critico persistente y que es robustamente transitivo en la topologia C?
pero no lo es en la topologia C. Este resultado, que puede verse en [IP], es el punto de partida para el resultado
aqui presentado. Veremos que la construccién efectuada por [IP] en la superficie T? puede llevarse a cabo en T"
utilizando las mismas técnicas, lo que se traducird en un aporte nuevo al estudio de la transitividad robusta de
endomorfismos singulares.



2. Preliminares

En esta seccion se definen todos los conceptos dindmicos y geométricos que aparecen a lo largo del trabajo.
También se enuncian los teoremas y propiedades de estas dreas que se utilizan. De los méas conocidos se omiten
las pruebas y de los demas se proporcionan.

2.1. Geométricos

En general, para mas detalles sobre los contenidos de esta seccién el lector podré dirigirse a [DC] donde
encontrara la mayoria de las definiciones y pruebas que se citan aqui.

Definicién 2.1 Un espacio topoldégico M se llama variedad diferencial sin borde de dimension n sii
Ve € M,3V, entorno abierto de x en M, U, entorno abierto de 0 en R™, Jo, : U, — V. un homeomorfismo
tales que 0,(0) = z, 0,(Uy) = Vi y cada vez que V, NV, # 0 para algin y € M entonces la composicion

o ooy 0 (Ve NVy) = o, (Ve NV,) es un difeomorfismo de R™.

Observacién 2.1 La terna (0., U,,V;) se llama carta local alrededor de x (nos referiremos a las cartas locales
como o, obviando los abiertos).

Definicién 2.2 Liamamos atlas de M a onr := U, cp (02, Uz, Vi) }.

Observacion 2.2 Formalmente, el atlas de la variedad es el conjunto maximal ordenado por inclusion que
contiene a op; pero abusando de la definicion también le llamamos atlas. Por otra parte, en un atlas pueden
existir multiples cartas que llevan 0 € R™ en o € M ; sin embargo puede probarse (ver [DC]) que las definiciones
siguientes son independientes de las cartas.

Definicién 2.3 Sean z € M y «: (—¢,e) = M una curva C* tal que «(0) = x. Llamamos vector tangente
a M en x segin a al operador vy : {f € C°(M,R)} = R/v,(f) = %(fooz)“:()

Definicién 2.4 El espacio tangente a x en M es T,M = {v,/a € C®((—e,e), M)} el conjunto de vectores
tangentes a M en x segun todas las curvas que pasan por €él.

Definicién 2.5 Decimos que una variedad diferencial sin borde y compacta es una variedad cerrada.

Definicién 2.6 Sea M una variedad diferencial y W C M. Decimos que W es subvariedad de M de dimension
k <n sii Vo € W,¥Yo,;: V., N W es difeomorfo a U, NRF.

En lo que sigue, M y N son variedades diferenciables cerradas con dim(M) > dim(N), z € M,y € N, 0, y
oy las cartas que llevan 0 € R™ a x e y respectivamente, u : U, — U, el difeomorfismo de cambio de coordenadas
en R™ y W C N una subvariedad.

Definicién 2.7 Sea f : M — N/f(z) = y. Decimos que f es diferenciable de clase C* en x sii la composicion

U;l ofooy:R™ = R" es diferenciable de clase C* en 0. Si k = 400 el mapa se dice suave.

En lo que sigue, f: M — N es un mapa diferenciable.

Definicién 2.8 Fl diferencial de f enx es D, f := D()(TyODOuO(DQO'Z)_I :ToM — TyN. Su matriz asociada
se llama Jacobiano de f.

Observacion 2.3 Si tenemos en cuenta el teorema de Whitney el cual dice que toda variedad real se encuentra
encajada en algin espacio euclideo en el cual tiene la topologia relativa, entonces el espacio tangente a x en M
puede verse como la imagen del diferencial de alguna carta que lleva 0 en x, es decir, T, M = Im(Dyoy).

Definicién 2.9 Decimos que f es transversal a W en f(x) € N y lo denotamos por f M W en f(x) si se
cumple una de las siguientes dos condiciones: f(x) ¢ W 6 Ty)W @ Dy f(ToM) = T N.



Definicién 2.10 Decimos que f M W sii para todo = € f~Y(W) vale que f AW en f(x).

Teorema 2.1 De la preimagen de subvariedad transversal(/GG/,capitulo 2, teorema 4.4):
f: M — N un mapa diferenciable entre variedades. W subvariedad de N y f ® W. Entonces f~1(W) es
subvariedad de M de la misma codimension que W en N.

Proposicién 2.1 La transversalidad es una propiedad C*'-abierta (Cl-estable) i.e. f M W entonces existe un
entorno Uy € C' de f tal que Vg € Uy : g mM W

Teorema 2.2 De transversalidad de Thom (/GGJ, capitulo 2, teorema 4.12): La transversalidad es C"-
genérica i.e. dada W, f MW para un conjunto denso de mapas f € C”. Si ademds W es cerrada este conjunto
denso de mapas es abierto.

Definicién 2.11 Decimos que x es un punto regular para f sii D, f es sobreyectivo sii rg(D,f) = dim(N).
Definicién 2.12 Decimos que y es un valor regular de f sii Vx € f~(y), x es punto regular.

Teorema 2.3 De la preimagen de valor regular (/GGJ,capitulo 1, teorema 2.8):
f: M — N un mapa diferenciable, y € N un valor regular. Entonces f~'(y) es subvariedad de M de codimensién
igual a la dimension de N. Ademds Yo € f~1(y) se cumple que T, (ffl(y)) =ker(Dyf).

Definicién 2.13 Decimos que © € M es un punto critico o singularidad de [ sit D, f no es sobreyectivo
sit rg(Dyf) < dim(N).

Definicién 2.14 El conjunto critico de f es Sy = {x € M/rg(D,f) < n}.
Definicién 2.15 y es un valor critico si no es un valor regular.

Observacién 2.4 Si dim(M) = dim(N) las definiciones de valor reqular y de valor critico son equivalentes a
que el determinante del jacobiano sea respectivamente no nulo o nulo.

2.2. Singularidades

Continuamos los preliminares haciendo algunas observaciones referentes a singularidades de endomorfismos.
En general, las singularidades de cualquier mapa diferenciable tienen buen comportamiento geométrico; pueden
ser agrupadas en ’tipos’ de singularidades segin una relacién de equivalencia y todas las singularidades de una
misma clase se agrupan en subvariedades de M tales que cada una de estas subvariedades esta contenida en la
de la clase anterior.

Los contenidos de esta subseccién estén tomados de [GG].

Definicién 2.16 Sean f1 : M — N y fo : M — N mapas tales x1 € Sy, y x2 € Sy,. Decimos que x1 y T2
son singularidades del mismo tipo (1 ~ x3) sii existen entornos U; de x;, V; de fi(x;), i € {1,2} y dos

difeomorfismos hy : Uy — Us y ho : Vi — Vs tales que el siguiente diagrama conmuta:

h
U1—1>

Us
flUl\L lf2|U2

AERN 74



Es claro que ~ es de equivalencia.
La descripcién de todas las singularidades que pertenecen a una misma clase recibe el nombre de forma normal
de la singularidad y por simplicidad son clasificadas para algin mapa g : R™ — R™ con singularidad en x = 0.
Luego, decimos que f : M — N tiene una singularidad de tipo tal en x € M sii existe un entorno U de z en
M y un entorno V de f(z) en N, existe un entorno U’ de 0 € R™ y V' de g(0) € R" y dos difeomorfimos
hi:U —= Uy hy:V — V' tales que conmuta el siguiente diagrama:

Uy

ol

RN Ve

Esta clasificacién para singularidades si bien es 1til tiene la desventaja de que las clases de equivalencia
pueden ser infinitas lo que trae aparejado el problema de no poder describirlas de modo satisfactorio. Teniendo
esto en cuenta es que las clases de equivalencia se pueden considerar otra vez agrupadas segin un criterio lla-
mado de Thom-Boardman. Todo mapa diferenciable puede ser aproximado por otro con una cantidad finita
de tipos de singularidades Thom-Boardman. Y para esta clasificacién vale que cada clase de singularidades es
una subvariedad de M.

En 1955 en su paper [T], Thom propone una clasificacién para las singularidades de un mapa C*° (M, N) defi-
niendo el conjunto S, (f) = {z € M/dim(ker(D,f)) = k1}. Suponiendo que Sy, es subvariedad de M, entonces
se puede considerar fis, y el conjunto Sk, x,(f) = {z € Sk, /dim(ker(D.f)) = ka} = Sk,(f|s,, ) si otra vez
obtenemos una subvariedad podemos repetir y encontrar Sk, i, r, ¥ asi sucesivamente. La r-upla (k1, k2, ..., k)
se llama simbolo de la singularidad y la caracteriza. Lamentablemente esta buena descripciéon descansa en un
hecho sumamente restrictivo que es asumir una estructura de subvariedad que en principio puede no existir.
Este problema fue resuelto en 1967 por Boardman en [B], utilizando el concepto de jet de un mapa diferenciable
que permite definir a los S como subespacios de los espacios de jets en forma andloga a la de Thom y ademés
permite dar las expresiones locales (ecuaciones) de la accién de f en un entorno de la singularidad, demostrando
en consecuencia que las intuiciones de Thom eran correctas.

Otra consecuencia importante de los trabajos de Boardman con respecto a singularidades es que los mapas
estables no son densos en C*° (M, N).

I

<

I
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Figura 1: Gréfico de h



La singularidad més frecuente es la llamada singularidad de doblez y corresponde al simbolo 7 = (1, 0)
en la clasificacién Thom-Boardman (asimismo, es la primera que puede encontrarse). En el desarrollo clésico de
la teoria de singularidades se definen los puntos de doblez a partir de su forma normal y se prueba que tienen
esta propiedad. Nosotros seguiremos el camino presentado en [GG] y daremos la siguiente definicién:

Definicién 2.17 Decimos que una singularidad x es de doblez sii ker(D, f) M T,Sy.

Anotamos como F al conjunto de puntos de doblez de f; es decir, Fy = {x € Sy/z es de doblez}.

Luego, si x € Ff, entonces existe un cambio de coordenadas en R™ de modo que f toma la forma normal
para puntos de doblez. Formalmente, si f : M — M/f(z) = y y * € F; entonces 3U,V entornos abiertos
de x e y en M, 3N entorno abierto de 0 € R™ y existen difeomorfismos g : N — U y h: V — N tales que
V(21,...;xn) € N, (ho flyog) (@1, ... xn) = (21, ..., Tn—1, 1) como puede verse en [GG] (capitulo 3, Teorema 4.5).

Probamos ahora un lema para los puntos de doblez que serd central para el objetivo que perseguimos. En
él se establece que si un mapa diferenciable f presenta una singularidad de doblez, entonces en todo entorno
Uy € C! existe algiin mapa cuyo conjunto critico contiene abiertos.

Lema 2.1 Si f € C*(M,M) y x € Fy entonces Ve > 0,YW entorno abierto de x en M, 3g € e —Uy € C*, IV
entorno abierto de x en M tales que V C Sy, 9(V) = f(SyNV) y g(z) = f(z),Vz ¢ W.

Dem.:
Sin perder generalidad, suponemos z = (0,..,0) y f en forma normal.
Dados entonces € > 0 y W entorno abierto de x, elegimos r >0/ 7Tr <e, r? <ey Bo,ry C W. Consideramos
ahora una funcién chichén h : R — R de clase C' como en la Figura 1 con |h/| < 2 y definimos la funcién
g:R" = R"/g(xy,..,2,) = (21,00, n_1,22.h(2,)) de lo que (f — g)(x1,..,20) = (0,...,0,22.(1 — h(z,))) en
B,y y nula en B(Co,r)- Entonces:

= |f =gl <|zi 1= h(zn)] < <e
- |%(f—g)\ < 22,(1 — h(xy,)) — 220 (x,)] < 2r+r2.% <Tr<e

SiV =B,z =gv= (T1,.,7n-1,0) = fis; = fis; nv- La restante afirmacién viene de que W¢ C B(C0 " 0.

Observacién 2.5 El Lema 2.1 no vale en un entorno € — Uy € C%. Basta ver que el Hessiano de f tiene
un elemento 2 en la ultima entrada. Daremos mds adelante en el Teorema 4.3 una prueba diferente de esta
afirmacion.

Para terminar con los preliminares referidos a singularidades mencionamos que tanto Mather (1971) como
Morin (1972) revisaron los desarrollos de Thom y Boardman desde el punto de vista del andlisis complejo y de
la geometria algebraica dando una alternativa mas concreta al desarrollo de la teoria. Y si bien la clasificacién
de Thom-Boardman es sumamente 1til en el estudio de mapas singulares no es exhaustiva segin trabajos
de Porteous (1972) donde se exhibe un mapa f : R® — R® con singularidades aisladas de tipo S, en la
clausura de las singularidades de tipo S1,1,1,1 con comportamientos radicalmente diferentes. Las limitaciones de
la clasificacién Thom-Boardman se deben en definitiva a que si bien logra presentar las clases de singularidades
como subvariedades de M, la clausura de su unién no necesariamente es subvariedad de M.

2.3. Dinamicos

Los resultados presentados en estas subsecciones estan basados en los contenidos presentes en [KH], [J], [P]
v [S]. En lo que sigue f : M — M es un endomorfismo diferenciable:
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2.3.1. Transitividad
Definicién 2.18 La érbita de x es O(x) = {f™(z),n € N}.

Definicién 2.19 f es transitivo sii 3z € M/O(x) = M.
Teorema 2.4 Si f es continua son equivalentes:

1. f es transitivo

2. YU,V abiertos en M, In € N/f(U)NV # ()

3. 3R residual (interseccion numerable de abiertos densos) tal que Vz € R: O(z) = M.

Dem.:

1 = 2 - Es claro ya que la érbita de x visita a todo par de abiertos.

2 = 3 - Sea {Ug }ren una base de abiertos de M.

Por hipdtesis, YU abierto en M, fijado k, In € N/ f*(U) N Uy # 0 por lo que U N f~™(Uy) # 0.
Definimos By = [, cn f 7" (Uk) que es abierto y Vk verifica U N By, # 0.

Aplicando teorema de Baire, R = [, oy B es el conjunto buscado pues Vo € R: x € By, Vk =
€ Upen f7(Ur), Yk = 2 € f770(Uy) para algtin ng, entonces Vk, Ing/f"°(z) € Uy.

3 =1 - Trivial.O

Definicién 2.20 f € C* es C*-robustamente transitivo sii existe un entorno Uy € C* de f tal que para
todo mapa g € Uy : g es transitivo.

2.3.2. Hiperbolicidad

En esta subseccion se hace una revision suscinta de los conceptos centrales de la teoria de hiperbolicidad.
Se elige presentarla asi ya que no existe atin una teorfa de endomorfismos singulares hiperbdlicos. Distinguimos
dos casos:

2.3.2.1 D:ifeomorfismos

Sea A C M compacto invariante (observamos que tanto O(x) como M lo son), entonces:
Definicién 2.21 f es difeomorfismo hiperbdlico en A sii Vx € A, IEY, ES subespacios de T, M tales que:
« .M =E'¢ E?,
. DLf(BY) = BYy v Dof(ES) = By,
dey, > 0,3N, € (1,400)/Vv € EY - || D2 f(0)]] > ¢y ALL||v]], ¥n > 0,

w Jeg > 0,35 € (0,1)/Vo € ES 2 ||D2f(v)]| < es. A% |v]|,Vn > 0.

Definicién 2.22 Decimos que un difeomorfismo que verifica los dos primeros items de la Definicion 2.21 y
alguno de los dos ltimos es un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico.

Definicién 2.23 Si A = M en la Definicion 2.21 entonces f se dice Anosowv.

Los difeomorfismos hiperbdlicos gozan de las siguientes propiedades:

= Sombreado: Toda o pseudo-6rbita en A (es decir, un conjunto {z;}jezy C A/Vj : ||f(25) — 2511 < @)
es /3 sombreada por una érbita (es decir, existe z € M/Vj : ||f7(z) — z;]| < B).

= El conjunto estable local de un punto fijo x, W2(z) = {y € M/||f"(z) — f"(v)|| < &,Vn € N} admite
estructura de variedad. Ademds, W*(z) = U,y /7" (W2(2)) es una variedad inmersa en M.
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= El conjunto inestable local de un punto fijo z, W¥(x) = {y € M/||f " (z) — f~"(v)|| < &, ¥n € N} admite
estructura de variedad. Ademds, W"(z) = Uy,eny /" (W (x)) es una variedad inmersa en M.

» Expansividad: 3C > 0 tal que si Vn € Z,||f"(z) — f*(y)|| < C =z =y

» Hiperbolicidad robusta: Existe un entorno abierto U de A y un entorno abierto Uy de f tales que
Vg €Us : Njez g7 (U) es hiperbélico para g.

Si ademds f es Anosov:

= Si U, es un entorno de x, entonces el conjunto no errante Q(f) = {z € M/VU,,3In > 1/f*(U,)NU, # 0}
coincide con M.

= Los puntos periédicos son densos en M, es decir, Per(f) = M.
= Es transitivo.

» Las variedades estable e inestable son densas en M.

Estabilidad: Es C"-estructuralmente estable; es decir, existe un entorno abierto Uy € C" de f tal que para
toda g € Uy,Jh : M — M un homeomorfismo tal que foh =hog.

2.3.2.2 Endomorfismos Regulares
Sean f: M — M de clase C! sin singularidades y un conjunto compacto A C M tal que f(A) = A.

Definicién 2.24 Llamamos limite inverso de f al conjunto M = {Z € MENNi € Z, f(x;) = wis1} donde M%
es el conjunto de sucesiones T = (x;);cz enteras con imdgenes en M.

Observacién 2.6 M es_compacto con la topologia producto y f induce el shift unilateral F' en M. Ademds, si
f es biyectiva, entonces M es homeomorfo a M y F conjugada a f.

Definicién 2.25 Decimos que A_es un conjunto hiperbdlico para f sii 3C > 0,3u tal que 0 < p < 1 dos
constantes reales tales que Y& € M con xg € A y Vi € Z:

« D f(EL) = Y, y¥o € BY ¢ D5 1)l > (Cr)foll ¥ >0,

i Ti+1

» Dy, f(E;)=E; | yYveE; :||D} f(v)|| < C.u™|lv]|,¥n > 0.

Ti+1

Definicién 2.26 Si en la Definicion 2.25 es A = M entonces f se llama endomorfismo de Anosov.

Como puede verse en [P], los endomorfismos regulares de Anosov gozan de propiedades similares a las de las de
difeomorfismos de Anosov (bajo ciertas hipétesis mds o menos restrictivas que pueden ajustarse apropiadamente
en cada caso):

= Sombreado como en el caso de difeomorfismos. Si ademads la pseudo-érbita es periédica entonces la érbita
que acompana también lo es.

= Vale que Per(f) = Q(f) = M y esta propiedad es C*-estable (es decir, todo otro endomorfismo de Anosov
suficientemente cercano en la topologia C! tiene la misma propiedad).

= Pueden definirse los conjuntos estable e inestable W?*(x) y W*(Z) andlogamente y admiten estructura
de variedad. Es interesante ver que la variedad estable local es una subvariedad de M, similar al caso
de difeomorfismos, mientras que la variedad inestable depende de la pre-6rbita elegida y por lo tanto no
puede dérsele estructura de variedad en M aunque si puede hacerse en el limite inverso M como variedad
encajada.
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= Estabilidad en el limite inverso: Existe un entorno abierto Uy € C* de f tal que para toda g € Uy, existe
un homeomorfismo h: My — My/foh=hog

» ([P], teorema 4.12) Sino es difeomorfismo ni es expansor (IA > 1/Vo € M,Yv € T, M : || Dy f(v)|| > A.||v|])
entonces no es C"-estable.

2.3.3. Descomposicién Dominada.

Consideramos nuevamente f : M — M, f € C' y un conjunto compacto A C M tal que f(A) = A.

Definicién 2.27 Decimos que A admite una descomposicion dominada sii Vr € A el espacio tangente se
escinde en dos subespacios tales que T, M = S, ® U, y:

» Dy f(Sz) = Sp@) ¥ Daf(Usz) = Up(ay,

= U, y S, varian continuamente segun x € A,

» Ezisten ¢ >0y 0 <\ <1 tales que Vo € A : ||Df"§$|\||Df‘?]f’ || <eA™,Vn € N.

(z)

La definicién nos dice que todo subespacio que no esté contenido en S, o U, converge exponencialmente rapido
hacia U, al iterarlo por el diferencial de f.
Tenemos la evidente implicancia: A hiperbdlico = A admite descomposicién dominada.

La descomposicién dominada puede caracterizarse en términos de conos inestables.
Definicién 2.28 Sea x € M, llamamos cono de pardmetro a y vértice x a

[[ (V1,5 0n)| }
Cil(z)=q(v1,eq,vn) €T, M/ —"——= <a
@)= on ) € Tubt ittt
para cada k € NN [1,n—1].
En este caso decimos que el cono inestable es de indice n — k.

Definicién 2.29 Decimos que un mapa f admite un cono inestable de pardmetro a y vértice x € M sii existe
Cq(x) C ToM tal que D, f(Cy(x)) \ {0} € C(f(x)).
Decimos que f admite conos inestables si admite un cono inestable de vértice x, Vr € M.

Proposicién 2.2 La existencia de conos inestables es una propiedad C' robusta:
Si f admite conos inestables entonces existe un entorno Uy € C de f tal que Vg € Uy : g admite conos
inestables.

La existencia de conos inestables es equivalente a la descomposiciéon dominada:

Proposicién 2.3 (/S], Proposicion 2.2)
A admite descomposicion dominada < f admite conos inestables en A.

Los conos inestables estan relacionados también a la hiperbolicidad; es posible vincular ambas definiciones
geométricamente observando que el truncamiento del numerador en la definicién de cono corresponde al gene-
rador del espacio estable en la definiciéon de hiperbolicidad y el del denominador al del espacio inestable.
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3. Un endomorfismo [ de T".

3.1. Construccion de f.

Se construye ahora la funcién central de este trabajo a la que llamaremos f. A partir de ella podremos
definir el mapa buscado H. En primer lugar establecemos como variedad ambiente al toro n-dimensional T"
con la métrica standard. Sea entonces A la matriz diagonal de coeficientes enteros y dimensién n? que aparece
a continuacién: (vale la construccién para cualquier par de enteros A y u tales que || > |u| > 1, la eleccién de
los valores 8 y 2 se hace para facilitar la comprensién del contenido del trabajo)

8 0 0 --- 0
0 2 0 - 0
A=+ + 2 ... 0
0 --- 0 0 2

A define un endomorfismo en el toro A : T" — T"/A(x1,...,2n) = (821,223, ...,2x,) localmente invertible.
Observamos que p = (%,O, ey 0, %) eT" = Ap= (O, 0,...,0, %) y A%.p = 0. Este punto p es el centro de la bola
donde se va a efectuar una perturbacion que permitira lograr el mapa que buscamos construir.

Comenzamos a fijar los pardmetros que definiran a f.
En primer lugar elegimos r > 0 de modo que se verifiquen las siguientes condiciones:

= A(B(p,r)) N B(p,r) =0,
« AYBp,r)N{zr eR"/z, =0}=0y
» B(p,r)N B(A.p,r) = B(A.p,7) N B(0,r) = 0.

Lo elegimos de este modo para que al iterar f no existan puntos de la regiéon de perturbaciéon que se man-
tengan en ella ni que provengan del hiperplano {z,, = 0} en una iteracién por A.

Elegido r, fijamos un begundo valor 6, 0 < 6 < 5 y definimos una funcién ¢ : R — R de clase C*° con un

tnico punto critico en 16, con w( c) =4y 0 ( ) = (173) = 0; y con ¢(x) = 0 Vz en el complemento de
(15 — 0,15 +0) y con un cje de Slmetrla en la recta x = i como se ve en la figura 2 (a) .

16
Fijamos ahora otro pardmetro arbitrario real a € (0, 2) (este parrhetro jugard un papel clave en la Seccién

3.3 donde estudiamos la dindmica de f) y por iltimo fijamos un valor § con 0 < § < 26 que verifique la si-
guiente condicién: consideramos, que como la derivada de ¥ es acotada una vez que se ha fijado 6; si llamamos
M(0) := M = maz,er{|Y'(x)|} a este mdximo, le pedimos a ¢ verificar 2.M.r.6.(1 +a) < a .

Una vez elegido §, consideramos una funcion ¢ : R — R clase C'*° tal que:

= ¢ es como en la Figura 2 (b),

o1 =09 =35¢ (5 #0,¢

= o(z) =0 para todo z ¢ 1 — &, %—i—f]
Observacién 3.1 max{|p(z)|: x € R} <§

Pasamos entonces a definir un mapa que depende de r, 6 y 6 al que por simplicidad llamaremos f y es
n—1
fi=fros: TV = T"/f(x1,....2n) = <8x1,2x2, oy 20, — ()9 (Z x%)) . (1)
k=1

14
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Figura 2: Gréaficos de ¢ y ¢’

Para facilitar la lectura lo anotamos como f(x1,...,z,) = (821,222, ..., 22, — p.1b) , sobreentendiendo las
evaluaciones que aparecen en la definicién.

Observacion 3.2 . Es inmediato verificar las siguientes propiedades:
1- f e O=.
2- f|Bc == A

(p,m)

3.2. El conjunto critico de f

Recordamos que el conjunto critico de f estd dado por Sy = {a € T"/det(D, f) = 0}.
Para determinarlo comenzamos calculando D, f en & = (x1, ..., Zy):

8 0 e 0 0
0 2 e 0 0
D.f = ; : : : (2)
0 0 e 2 0
—2.x1.040"  —2.xo.p) -0 —2xp_1.00 2—¢

Un célculo directo provee det(D,f) =8+ (2)"2- (2 — ¢'.4b) y por lo tanto Sy = {z € T"/2 — ¢'.4p = 0}.

Observamos:
1) Que el punto p € Sy y por lo tanto Sy # 0.
2) Que la ultima columna del jacobiano (2) es nula en todo punto critico = Vz € Sy, ker(D, f) esta generado
por el conjunto {(0,..,0,1)}.
3) Que el conjunto critico Sy es persistente en el sentido de que para todo k > 1 existe un C* entorno de f para
el cual todos sus mapas tienen conjunto critico no vacfo, pues si ¢; = (1,0, ...,0, 1 + g) = det(D,, f) = 5.(8"71)
ysigo=(1,0,..,0,2 + &) = det(Dg, f) = —2.(8""1) . Uy € C/Ng € Us: Sy # 0.
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3.2.1. Clasificacién de S¢

El objetivo de este apartado es probar que Sy es subvariedad de T™ y de codimensién 1.
Comenzamos haciendo un razonamiento que conduce al camino que da la prueba.

Sea M, (R) el conjunto de las matrices de coeficientes reales y cuadradas de tamano n, y por Ry a las
matrices de M,,(R) de rango k. Entonces Ry, es una subvariedad de M, (R) ([GG], capitulo 2, proposicion 5.3).
En particular, si k = n — 1 entonces R,,_; es de dimensién n? — 1. Si definimos un mapa h (que depende de f)

hy:=h:T" = M,(R)/h(z) = Dy f

el cual asigna a cada punto x de T" el jacobiano de f en & = h(Sy) C R,—1 pues Vo € Sy : rg(Dyf) =n— 1.
Como ademds h™ (R,—1) C Sy = Sp=h"1 (Rp—1).

Bastaria entonces probar que h M R,,_1 para que, aplicando el Teorema 2.1 tengamos la prueba.

Observemos que si « ¢ Sy, h(z) € Rp—1 = h M Ry_1.

Resta ver el caso & € Sy: por definicion: h M R,,—1 en x & Th(z) (Mn(R)) = Th) (Ru—1) © (Dzh) (T(T")).

Equivalentemente h M R,,—1 en z < Ty (an) = Th(z) (Rn-1) ® (Dzh) (R™).
Alcanza entonces determinar Tj(y) (Rn—1) y Im (Dzh) cuando = € Sy :
Lema 3.1 Se cumple que
Vo € St Tha) (Ru—1) = {(€1, ., 2p2) € R /2,2 = O}.

Dem.

Consideremos el mapa £ : R,—1 — R/{(M) = det(M).

VM € Ry— el diferencial de & es Dpr€ = (A11, A1, ..., Ann) siendo A;; el adjunto del elemento en la fila ¢ y la
columna j de la matriz M; y como M € R,,_1, sabemos que al menos uno de estos adjuntos es no nulo, por lo que
el diferencial de £ es de dimensién mayor o igual que uno VM € R,,_1 lo que implica que VM € £€71(0) : Dps€ es
sobreyectivo. Equivalentemente, 0 es un valor regular para el mapa &. Se deduce, segtin el Teorema 2.3, que el
espacio tangente a R,,—1 en h(z) es Th(:c)(f’l{()}) = ker(Dp(z)§). Observando que hyg, tiene la dltima columna
nula = Dy, (§) = (0, ,0,8.(2"7%)) de lo que Vz € Sy : ker(Dp)€) = {(z1, 22, ...,x52_1,0)} C R,
Combinando Ty(z) (Ryn—1) = Th(z)(§H{0}) = ker(Dp(1)€) y el Teorema 2.3 tenemos la tesis.C]

Lema 3.2 Se cumple que
Vo e Sy Im(Dzh) D {(0,0,...,0,1)}

Dem.

Como h: T" = Muxn(R) y f € C? = h € C! por lo tanto 3D, h € M,2,,(R) y es continua. La tesis del lema
es equivalente a que el jacobiano D,h tenga algin elemento no nulo en la dltima fila.

Lo calculamos explicitamente:

0 sii<n?-n+1

—2.@.1&—4.35?.1//’ sin?-n<i<n’yj=i
(Duh)i; — —4.z_p2in.zjp)” sin?—n<i<n?®yjé{in}

—2.%i_p2yn A sinf—n<i<n?®yj=n

—2z;.0" ) sii=n?yj#n

—" sii=n’yj=n

Considerando i = n?:
Si¢” # 0, como 1 > 0 en todo punto de Sy tenemos un elemento no nulo en la dltima columna, cuando j = n.

Si¢" = 0, mirando el grafico de ¢’ (Figura 2) encontramos tinicamente tres puntos donde es ¢” = 0. Descartamos
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descartamos en consecuencia también la tltima columna. Queda ver entonces solamente que si x, = % +
entonces 3j/ — 2.z;.¢'.¢)' # 0 6 equivalentemente x;.1)" # 0 pues —2.¢'(1 + g) = -2

Discutimos dos casos, mirando la Ecuacién (1) y la Figura 2:

Sifueraw’:0:>zz;11$%: L ycomo (i) =4=>2-@Yp=-2=22-¢P#0=>x¢S5).

Siesy #0yfueraVj:a; =0,como (0) =0=2—-p' Y =2=2- Y #0=>2¢S;

Por lo tanto Vx € Sy/x, = % + %, existe un j < n tal que x;.¢)" # 0.

Queda asi probada la afirmacién. [J

Teorema 3.1 Sy es subvariedad de T" de codimension 1.

Dem.:
Recordando que h M R,,—1 en = < Tj(y (R"2) = Th(z) (Rn-1) ® (Dzh) (R™), aplicamos los Lemas 3.1 y 3.2

junto con el Teorema 2.1.[]

3.2.2. Geometria de S;

Habiendo demostrado ya que Sy es subvariedad de T", pasamos a mirar su geometria. El objetivo de esta
seccién es probar que el conjunto critico es un producto de dos esferas Sy ~ S"~% x S1. A modo de introduccién,
lo analizamos primero en dimensiones bajas y luego probamos el caso general.

y
(3
-

b

N

N

_\/d—l -VD _i —\/H_\/d—o \/d—o\/a

Figura 3: Sy paran = 2.
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Cason =2:
Este caso es estudiado en [IP]. No obstante, dado que lo desarrollado allf no es idéntico a lo que aparece en este
trabajo y que ademas es relevante para nuestro propdsito lo revisamos.
En primer lugar tenemos que f es f:= frg5: T> = T?/f(2,y) = (8z,2y — ¢(y).¥(z?)).
El conjunto critico es Sy = {(z,y) € T?/2 - ¢'(y).1(z*) = 0}. Como ¢ < 4, si ¢’ < 3 = V- ¢’ < 2, por lo tanto
debe ser V(z,y) € Sy : ¢'(y) > %; en consecuencia ¢’ (y) € [1,1] y v(2?) € [2,4].
Volvamos a los graficos de ¢’ y ¢ (Figura 2).
Sea [+, 1] el intervalo donde ¢'(y) € [+,1] < y € [1,y1].
Sea [do, d1] el intervalo donde v (z?) € [2,4] & 2% € [dy, d1].
Para cada y € [1,41] , 3d = d(y) € [do,d1] con ¥(d(y)) = ﬁ tales que {z? = d(y)} x {y} C S;. En particular,
existe un tnico d = % para los casos y = % oy =y y existen dos valores d(y) < D(y) para cada y € (;11, Y1) que
verifican esta propiedad y son simétricos con respecto a %. Lo que esta sucediendo es que mientras y 'recorre’
el intervalo [%L, y1], €l conjunto critico se va describiendo como una unién del borde de dos intervalos con centro
0 que son esferas de codimensién 2 en T? como muestra la Figura 3. Tenemos entonces que S + se puede escribir

como Uye[i,yl]({_‘/D(y)’ —/d(y)} U{/d(y), /D(y)}) x {y}; pero como ademds y = 1 e y = y; tienen el

mismo valor d(y) = D(y) = 15 podemos identificarlos para obtener Sy ~ S% x S*. Observamos que los valores

extremos de d y D se obtienen cuando y = }1 + g

_’,,;;:,w
/"’—%/'/
//
,/’/
//
¥ \\
/' \
\
// N
p \ \
/ ] ‘,
{ pmmm T TTET T X"""{""——/
\ Pl |
\ F il }
\ ,/ ! ~
L 4 \ By 552 S
\ ! (X2 +y2 = d} x {z} iy {x*+y? =D} x{z} "~ |
“ bo S 7,

< A

Figura 4: Sy para n = 3.
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Caso n = 3:
En este caso tenemos que f es f = frg5: T3 — T3/ f(z,y ,z) (8z,2y,22 — p(2).0(x? + y?)) .
El conjunto critico es Sy = {(z,y,2) € T3/2 — ¢'(2).0(2? + y?) = 0}. Igual que antes, como ¢ < 4, si ¢’ <
= -¢’ < 2, por lo tanto debe ser V(x,y, z) € Sf ¢'(y) > % y en consecuencia ¢'(z) € [3,1] y ¥(z?+y?) € [2,4
Volviendo nuevamente a los graficos de ¢’ y v se tiene:
[1,21] es el intervalo tal que ¢'(z ) el lezelt x]
[do, d1] es el intervalo tal que (2% + y?) € [2,4] & 2% +y? € [do, dy].

Para cada z € [+, 2], 3d = d(z) € [do, d] con 9(d(2)) = 5 (z) tales que {22 4+ y* = d(2)} x {z} C S;. En
1

particular existe un unico d = 15 para los casos z = 3 02 =21y ex1sten dos valores d(z) < D(z) para cada
z € ( ,21) que verifican esta propledad y son simétricos con respecto a E Lo que esta sucediendo ahora es
que mientras z recorre’ el intervalo [, z1] el conjunto critico se va describiendo como la unién del borde de dos
bolas de centro (0,0, z) de dimensi(’)n dos (que son esferas de codimensién 2 en T3) contenidas en el hiperplano
z = cte. como muestra la Figura 4. Tenemos entonces que Sy se puede escribir como Uze[i,zl]({xz +y? =

d(z )}U{az2+y2 = D(z)}) x {z} olo que es lo mismo Sy :Uze Zl](aB((-) \/d(—z)uaB(@ \/W)) {z}. Ademss,

el SIS

como z = Z y z = 2 tienen el mismo valor de d = D = & podemos identificar {z? + y*> = {5} x {7} con
{2? + y* = &} x {21} para obtener St ~ S x S'. Observamos ademés que otra vez los Valores extremos de d
y D se obtienen cuando z = 3 + 2

Analizando el caso general como los particulares deducimos:
Sp={zeT"/2— ¢ 4p =0}y <4 entonces si ¢’ < 3, 1-¢ <2, por lo tanto debe ser
Vo = (z1,...,2,) € Sy : ¢'(zn) > L y en consecuencia ¢ € [2,4].
Volvamos a los graficos de ¢’ y ¢ (Figura 2).
Sea [+, z1] el intervalo donde ¢'(z,,) € [3,1] &z, € [, .
Sea [dp, d1] el intervalo donde ¥(d) € [2,4] < d € [do, d1]-
Para cada @, € [I,c] , 3d = d(z,,) € [do, d1] tales que 6B(6,\/M) x {xn} C Sf.

Ademés, como Vz € S¢, ') =2 = Vz, € [% c] existen dos valores d(z,) < D(mn) que verifican esta propiedad
para T, € (%,c) , ¥y uno tnico d = D = is para ambos casos T = % 6 x = ¢ (como muestra la Figura 5).
Lo que estd sucediendo es que mientras x, 'recorre’ el intervalo [ 7-¢], el conjunto critico se va foliando por el

borde dos bolas de codimensién uno (que son esferas de codimensién 2) en T™. A las bola de centro (0, )
de esta descripcién les llamamos By(x,) a la que tiene el menor radio d(z,) y Bi(z,) a la de que tiene el
mayor radio D(x,). Definiendo x5 := z,, = i + g, se tiene que en x5 es donde se obtienen las bolas de radios
extremales. De este modo S se puede escribir como Sy = Uzne[i,c} (0Bo () UOB1(xy)) X {n}, sin embargo,

como B(%) = B(c) podemos identificar (1, B(3)) ~ (¢, B(c)) para obtener
Sy~ 82 x St

que es lo que queriamos probar. [

3.2.3. Clasificacion de los puntos criticos

Teorema 3.2 Todo punto critico salvo aquellos en los cuales x,, = x5 es de doblez.

Dem.:

Por la observacién 2 de la Ecuacién (2), ker(Dyf) = ({(0,..,0,1)}),Vz € Sy = como T,S; es de dimen-
sién n — 1, alcanza con que {(0,0,...,0,1)} SZ T,S; para que z sea de doblez. Ya sabemos, Segun el Lema
32 que Sy = ' (Rno1) = T,y = T, h YRn_1) = ker(D;h). En la prueba se vio que si <p #0 =
(0,0,...,1) € Im(D,h) = (0,0,...,1) ¢ ker(D,h) = x es de doblez. Deducimos que si = no es de doblez enton-
ces 90” =0=uz, = i + g, de lo que deducimos que los tinicos puntos criticos que no son de doblez son los que
estdn en (Bg(xs) U Bi(xs)) x {xs}. O

Corolario 3.1 Fy es abierto.
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Figura 5: Conjunto critico Sy paran >3, zs = 1 + g, B(xzo) = B(1 1y, B(x1) = B, 1,

3.3. Dinamica de f.

Una de las propiedades esenciales que posee el mapa f es que preserva conos inestables.
Se utilizan en esta seccién las siguientes notaciones:

» Siv= (Ulana "'a'Un) = f)h = (UlavZa "'avh) Yy f)n—l =7
m Siv=(v1,02,..,0,)y W= (w1, W, ..., w,) = (V, W), = ZZ:l Vg W

Recordemos, llamamos cono de pardmetro a y vértice z a C¥(x) = {v € T, M/ ”é:}’fzim < a}. Recorde-
mos también que la existencia de conos inestables se puede asociar a la idea de espacio inestable en el contexto
de mapas hiperbdlicos y que nuestro mapa f es un difeomorfismo local en todo punto fuera de la regién de
perturbacién. Para el caso k = 1 (que es el de los conos que aparecen en este trabajo); el espacio inestable fuerte
E* vendria a estar generado por el primer vector coordenado {€é}.

En la prueba del lema a continuaciéon se pone en evidencia el porqué de la eleccion del pardametro a y
la condicién impuesta sobre § al principio cuando construimos f. Recordemos que le pedimos a § verificar
2.M.r.6.(1 + a) < a para ese pardmetro. Cabe también observar que si dy es otro pardmetro positivo y menor
que d entonces las afirmaciones a continuacién valen también para dg.

Lema 3.3 Existencia de conos inestables para f.
Afirmacién: Dado a € (0, 2) (el cual fue fijado antes de definir §):
1. C¥(x) = {(v1, ..., vn )/ 2zenll ) satisface D, f(CH(x)) \ {0} € C¥(f(x))

[v1]
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2. Para todo v € C%(x) se cumple || D, f(v)]| > 7||v|l.
Demostracion:

1. Por la ecuacién (1), tenemos que Vv = (v1, v, ..., v,) € C¥(x) :

w(ug, .y upn) = Dy f(v) = (801,202, ooy =22, V) p—1.0.0" + v, (2 — @' )

Calculamos

|2y ..y tn | _ [(2.v2, ...s 20— 1, —=2.4X, V) 100" + V. (2 — " WD)|| <
s ] |8.v1] -
203 20mall | 2AFLISLIGLY] | 2= @ plloal @ 1+a 5.0
< — 2.r. OM — <
= 8.01] 8.1 R g T2r(gT)oMA = <a

donde en la primera utilizamos las desigualdades triangular y de Cauchy-Schwarz; en la segunda utilizamos
que:

w v e C¥(x)
2] < flefl <7

» ol <6
= <M
s 2@ <5pues P <P <1y0<eyp<4

191 [valtlve,vnall ~ 1+a

" By [8.01] > 73

y en la tercera la ultima condicién impuesta sobre §.0]

2. Yu = (v1, V2, ..., 0y) € C¥(x):

<||D£f(v)||>2 _ 64.07 + 4. Z;:; W7+ (=22, V) 1.0 + 00 (2 = @' 1))? -
7.|v]| N 49. 5" v? -

J=1"]

64.02 64 58 3
> > > >1,Yae (0,2).0
“A9.y 0 T (1 ta2) 49T va?) ( 7)

Corolario 3.2 Ewiste un entorno Uy € C! de f tal que para toda g € Uy : g admite conos inestables tales que
Vg €Uy, Vv € C"(x) : [[Dag(o)] = 7][v].

Corolario 3.3 T" admite descomposicion dominada bajo f.

Corolario 3.4 ¢ es una direccion inestable fuerte para f.
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4. Un endomorfismo distinguido H de T"

Pasamos ahora a construir el mapa objetivo de este trabajo, un mapa H que es C? robustamente transitivo
pero no C! robustamente transitivo obtenido de perturbar f. La idea es ver que, dado ¢, alrededor de p existe
un abierto de T™ cuya imagen por algiin g en ¢ — Uy € C! a futuro es 'plana’ y esto permitira probar que la
transitividad no es C'! robusta. Finalmente veremos que H si es C? robustamente transitivo.

4.1. Construccion de H.

Comenzamos probando que en el conjunto critico la dltima variable es, cerca de p, funcién de las anteriores
y todas las derivadas de primer y segundo orden en p de esta funcién son nulas.

Teorema 4.1 3U C R"! entorno abierto de p = (%, 0,..,0); 3V C R entorno abierto de i, Jo: U =V suave
con ¢(p) = 1 tales que Vo = (x1,...,2,) € Sy NU XV = 3 = ¢(21, .0 Tpp—1).

Dem.:
Recordemos que Sy = {z € T"/2 — ¢’.4p =0} y p = (3,0,..,0,1) € Sy. Comenzamos derivando en Sy segin
T, para obtener 87(2 — ¢’ ap) = —¢" .4 que evaluado en p es no nulo pues ¢ (%) # 0. Utilizando el teorema

de la funcién implicita, 3 un entorno abierto U de p = (i, 0,...,0), 3V un entorno abierto de %/U xV CR" es
abierto y 3¢ : U — V/¢(p) = § suave tales que Vo € Sy NU x V,z = (,¢(z)).0

Vemos en primer lugar que todas las derivadas de primer y segundo orden de ¢ son nulas en p.

~ 2 ~
Lema 4.1 Vk,k' <n—1: 52-0(p) = 5:25-6(p) = 0

Dem.
Computamos las derivadas segiin x3: Vo € Sp,2 —¢'(¢)p =0=Vk <n—1: %[2 ~@=0=
" 3 / / 2xk 90 (d)),l/]/
k —1:— Rt 2 Lk = Y (P
Wb <=1 =g (6). g — 26! (Bt =0 5 = " (0)0

Derivando de nuevo,

= e (T o (FF?) o)

Es claro que ambas estéan bien definidas en U y como 1/)/(1—16) = w”(l—lﬁ) = 0 entonces se anulan en p.[]

Corolario 4.1 V&' > 0,3U’ C U entorno abierto de p en R"~1/Vk k' <n — 1;

nmxﬂ¢u»—i, 0 >

600 e ote)

} <e NVx el

Dem.:
Aplicar el Lema 4.1 y la definicién de continuidad.(]

Corolario 4.2 Ve’ > 0,3U’ C U entorno abierto de p en R*~!/Vx € U',Vk <n — 1;

1 / ~(12 0 / ~
- < — = < — .
] Nl =5 | 5—-0(@)| << = 5]

o) - 1
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Dem.
Aplicar el teorema de Taylor a ¢ en p junto con el Lema 4.1.00

Vemos a continuacion que la imagen del conjunto critico a través de f goza de la misma propiedad que é€l,
es decir, la tultima coordenada es funcién de las anteriores y todas las derivadas de primer y segundo orden de

esta nueva funcién (a la que llamaremos ®) son nulas en f(p).

Observamos también que como A(p) = f(p) = (0, ) entonces ZCE) = R;;) =0.

Para facilitar la lectura anotamos Yo € R~ : ¢(d) €omo (j~> en el resto de la seccién. Luego, utilizando la funcién
implicita del Teorema 4.1 y sustituyendo z,, por ¢ en los puntos del conjunto critico, un célculo directo nos
muestra que fis,Auxv (T1, ., Tn) = (871,222, ..., 2251, 20 — p(9).1)).

Observemos ahora que como la matriz A del comienzo de la seccién 3 es invertible permite definir un mapa

que, abusando del lenguaje, anotamos como A~! y es A7 : R® — R"/A~Y(zy,...,2,) = (%, %, 3-). Este

mapa, si bien no esta definido en T™, es de utilidad para encontrar la expresion de la funcién ® que buscamos ya

que launando A(z) := = permite eseribir fis, v (2) = (2, 26(A7((2,0))) = p($(A~1 (2, 0)))- (A~ ((=,0)))).
OR SR/B(z) = [2(d0 A7) — (podo AN). (o AN)](2,0)

encontramos la expresién explicita de la dltima coordenada como funcién de las anteriores en la imagen por f
del conjunto critico.
Observacién 4.1 Es inmediato de la definicion que VYo € f(SyNU X V) es x, = ®(Z).

~ 52 ~

Lema 4.2 Vk, k' <n—1: ;2-0(0) = 5,2 -2(0) =0

Dem.:
Alcanza con observar que Al_{}c —oy ©8 lineal. Luego, aplicando la regla de la cadena al derivar ® y el Lema 4.1
a la derivada sigue la tesis. [

Observando ademés que Aﬁi _oy contrae y que |¢'| <1, tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 4.3 V&' > 0,3V entorno abierto de 0 en R" ™' /Vk, k' <n —1;

0 02

: (
a.%'k s Bxk.l'k/

2

)

maz {‘@(m) -

o(z)

} <€ VxeVvO
Corolario 4.4 Ve’ > 0,3V entorno abierto de 0 en R /VE<n-—1;

i‘ID(:C)

1
50 - 3| << lelP | 2

2

< é||z||,Vz € V.O

Construimos ahora un difeomorfismo F' adecuado, C? cerca de Id que compondremos con f para obtener
H. Esencialmente, F' cerca de f(p) 'aplana’ la imagen del conjunto critico y ’lejos’ es la identidad.
En primer lugar, dado € > 0, elegimos V' donde valen los Corolarios 4.3 y 4.4 para un €’ < 55+ A continuacién
fijamos un b € R de modo que 0 < b < i y que la bola de centro 0 y radio 2b tiene clausura contenida en V.
Luego, dado I, 0 < | < b, definimos una funcién auxiliar w : R — R clase C*° como muestra la Figura 6 para la
cual valen wip, , =1, wpe =0, lwl| =1, |l < 2y wl < &.

(0,21)

Por 1ltimo, definimos u : R*™! — R /u(%) = w(||Z]]).(®(Z) — %) +
Vale que ujp; = ®y que UBe = i

o=
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1

1 1 (D
—2 -1 I 20
Figura 6: Grafico de w
Lema 4.3
Vi e R*" 1 Vk k' < n:maz [u(F) — 1 iu z 872u(£) <e
’ ’ ' 2 ’ (%ck ’ axkamk/
Dem:

Comenzamos observando que alcanza calcular los maximos en B(g o) \ B, pues en la componente acotada
del complemento del anillo es menor o igual que €’ (estd controlado por ®) y en la componente no acotada son
cero. Computamos entonces para & en el anillo. Para facilitar la lectura, escribimos w(]|Z||) como w :

)

u(i)—;‘z‘w. <@(i)—;)‘§‘@(is)—;’§s’<e.
2)
o | |, @ <<I>~—1 8q>~ <2412’+2l’<10l’<
Tmu(x) = w||§:|| (@) 3 +w.6—xk (@) < 4% € e <e.
? 0? (T)p (@) 1 (2)g.(T) 1
S ) IR GO O Ly Y S I CoL S OL A N
owde "D = YAl (‘I’( ) 2) RN <q’( ) 2)*
@ 0 g @Oy D g O z
+ T2l .6xk/<1>(x)+w 7 7l ’axkq)( )+ 'axkazk,q)( )| <

21 2
< 1—24125’ + 774125' + 2(7215’) +¢& <50’ <eO

Corolario 4.5 3 un difeomorfismo F de T™ tal que dg2(F,Id) < e y 3l > 0 tales que
Vo € f(Sf) N B(f(p)J) : F(iL’) = (f l)

' 2
Dem.:
Definimos explicitamente F' : T" — T"/F(x) = (&, 2, — u(Z) +
Vale:

).

N

= F es un difeomorfismo de T™ pues Va € T", det(D,F) = 1.
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» Vz € T, ||(F — Id)(z)| = |u(Z) — &|. Luego, por el Lema 4.3, do2(F,Id) < .

r(z) = Id por lo tanto F|ge () =1d

s F
IB (w20

(Cﬁ,zz)x
- F|B((~,,l)><]R(x) = (T, zn + % —®(%))

= Por la Observacién 4.1, Vz € f(Sf) : zn = ®(Z) = FiB,(,, ,ns(s;) C {zn = i

Estamos ahora en condiciones de definir el mapa H que tiene las propiedades anunciadas.
H:T"—T"/H(z) = (Fo f)(x).

Es inmediato verificar que se satisfacen:

» de2(H, f) <e¢

= H(p) = f(p)

= Sy =S¢ y en consecuencia p € Sy

» H(B(,)) N By =0 por como definimos f y r al comienzo.

» H(z) = A(z), Vo € T" \ (Bp,) U A (Ba(p).r)) Por como estd definida H.

= Ja’ < atal que D, H(CY (x))\ {(0,0)} C C¥ (H(z)),Vx € T" por el Corolario 3.2. Observamos que tanto
el pardmetro &’ de los Corolarios 4.3 y 4.4 como el [ del Lema 4.3 pueden reducirse si fuera necesario para
que H esté mas cerca de f si lo quisiéramos ain mas cerca.

» H(Sy)=F[f(Sf)] C {zn =1}, V& € B(j(p),) por el Corolario 4.5

Probamos en las siguientes subsecciones que H es el mapa C2-robustamente transitivo pero no C'-robustamente
transitivo buscado.

4.2. H no es C' robustamente transitivo

Comenzamos la subseccién recordando el Lema 2.1 que dice que un mapa f con una singularidad de doblez
tiene cerca algiin mapa g cuyo conjunto critico contiene un abierto V' cuya imagen por g verifica g(V') = f(SyNV)
y probamos entonces que H no es C' robustamente transitivo:

Lema 4.4 p es un punto de doblez para el mapa H

Dem.

Sea h el mapa de la Subseccién 3.2.1, entonces,

1,5y =T,S¢ = Tyh ™ (Rp—1) = ker(Dyh) y ker(D,H) = ker(D,f).

Luego, del Lema 3.2 y la observacién 2 en la Ecuacién 2 tenemos que T,,Sy & ker(D,H) =R". O

Teorema 4.2 H no es C robustamente transitivo.

Dem. (ver Figura 7)

Sea ¢ > 0. Como p es de doblez para H, por el Lema 2.1 existen una funcién g en € — Uy € C' y un abierto
W de T™ que contiene a p tales que: W C S,y gW)=H(SuNW),Vze Wyg=H en B, ;- Abusando del
lenguaje en el Corolario 4.5 llamamos W a W N By, y entonces g(W) = H(Sy N W) C H(Sy) C {zn, = 3}

Como ademas H = A en pr e f(p) #pylglp) — f(p)| < e entonces, reduciendo previamente W otra vez

si fuera necesario, vale g*>(W) = g(g(W)) = H(g(W)) = A(g(W)) C {z,, = 0} . Por otro lado, {z,, = 0} es
invariante por g (pues ’lejos’ de p, g es A) entonces g™ (W) C {z € T"/z,, = 0},¥Ym > 2 = g no es transitivo.
Como g no es transitivo, H no es C* robustamente transitivo [J.
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Figura 7: H ’aplasta’ la imagen del conjunto critico alrededor de f(p)

4.3. H es C? robustamente transitivo

Comenzamos la seccién probando un teorema que muestra que en la topologia C2? no puede existir una
funcién que colapse abiertos, contrapuesto a lo que sucede en la topologia C! establecido en el Lema, 2.1:

Teorema 4.3 Eziste un C? entorno Uy de f tal que Yg € Uy, YV abierto en T, es int(g(V)) # 0

Dem.:

Observando que los Lemas 3.1 y 3.2 valen simultaneamente para cierto entorno Uy € C? de f, deducimos que
Vg € Uy, Sy es subvariedad de T™ de codimensién uno. Entonces, dada g arbitraria en Uy, YV abierto de T"
existe U C V abierto tal que U NS, = 0. Como g es un difeomorfismo local en el interior de V' \ S, transforma
a U en un abierto y por lo tanto el interior de g(V') es no vacio. O

Continuamos la seccién recordando que la funcién f satisface:

= 1) f admite conos inestables y esta propiedad es C'-estable segiin el Corolario 3.2 (cabe observar que el
parametro a puede elegirse tan pequeno como se desee a fin de que la diferencia entre longitud y didmetro
sea menor que un cierto € elegido de antemano. Esto permite identificar didmetro con longitud sin riesgo).
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= 2) fir\B,,.., expande por la Observacién 3.2.

Definimos entonces un entorno C' de f donde vale el item 1, luego lo reducimos de modo que ¥ f de ese

entorno valga que fron expande (item 2) y lo reducimos a un entorno U; € C? de f donde vale el Teore-
‘ \ ( 3 ) f
P,yT

ma 4.3 para toda f € Us. Ademds, como H = Fof y ds(F,Id) < € podemos tomar H € Uy, Uy € C? y Uy C Uy.

En lo que sigue, elegimos g € Uy arbitrario, si probamos que g es transitivo, entonces habremos probado
que H es C? robustamente transitivo. La estrategia es ver que en todo abierto V existen curvas que viajan
dentro de los conos inestables de g y logran escapar de la regién de perturbacion sin volver a entrar en el futuro.
Como estamos en un entorno C? donde vale el Teorema 4.3 entonces un subconjunto abierto de V' logra también
escapar, luego, siendo g como A, entonces g es transitivo.

Comenzamos con una serie de lemas que formalizan estas afirmaciones.

Lema 4.5 Sea V C T" abierto.
Entonces Iy € V,3ng € N / g*(y) € int(¢*(V)) y ¢"(y) € T" \ Bp2r), Vk > ng.

Dem.:

Sea una curva § C int(V) parametrizada por 5 : I — T"™ tales que Vt € I,['(t) € C*(S(t)). En virtud de la
condicién 3.3 sobre el diferencial de f y la invariancia de los conos inestables es diam(g"(8)) > 6™.diam(p),
por lo tanto existe ng tal que diam(g"°(3)) > 9r. Podemos elegir entonces una curva o C g"°(83) \ B(p2r) ¥
diam(a) > 2r. Construimos ahora una sucesién de curvas {ay,} tales que Yk € N :

= glag—1) D ag
o C T \B(p,Zr)
= ap(t) € Cf(ax(t))

Tomamos a1 = a = diam(g(ai1)) > 12r pues o'(t) € Cf(a(t)). Como diam (B 2,)) = 47 entonces existe
az C g(aq) tal que ag C T™ \ By 9y y diam(az) > 2r. Procediendo inductivamente segtin este algoritmo en-
contramos la sucesién {ay }. Definamos una familia de curvas v, tales que Yk : yx C a1y ¢*(7%) = ag. Tenemos
que ¢* 1 (vi) = g(g" () = glar) D aryr = ¢* () D ¢F (741) de lo que deducimos 4y D Y41 y por lo
tanto 3z/(N,en % = {x} por el teorema de Cantor de cerrados encajados y vale g"(z) € T™ \ B, ,Vk € N.
Eligiendo y € g~™° () encontramos un punto que verifica la afirmacién de la tesis.[]

Lema 4.6 Para todo V abierto de T", 3y € V,3n, € N/Vk > ny : g*(V) D B(gi(y). -

Dem.:
YV, por el lema anterior, 3y € V,3ng € N / g*(y) es interior a ¢*(V) y ¢"(y) € T™ \ By, Vk > ng. Como

9|T"\By,.,, €xpande y vale el Teorema 4.3 para cada iterado de g entonces Iny /g*(V) D Bgk(y),r), Yk = ny. O

Lema 4.7 Dado € > 0 , 3 una familia finita de abiertos {Bj}je{l,..,d} de T™ tales que Vj,diam(B;) < e y
dm € N tales que:
d
" Uj:l(Bj) =T"
- Vj, A™(B;) = T"
» U4 un CV entorno de A tal que Vg € Uy, Vj € {1,..,d} : g™ (B;) =T

Dem.:

La primera afirmacion se desprende de que T™ es compacto y la segunda de que A expande.

Para la tercera, sea Uy = {g : T" — T"/Vp < m,Vj < d: |g?(B;) — AP(B;)| < e} un C° entorno de A . Como
A es lineal y g es homotépica a A, entonces g transforma bolas en conjuntos simplemente conexos. Como los
bordes de ¢gP(B;) y de AP(B,) estan a distancia menor que ¢ para todo j, tenemos que U4 es el entorno que
termina la prueba. [
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Teorema 4.4 H es C? robustamente transitivo.

Dem.:

Dado € = 7, elegimos un entorno U4 en C° dado por el Lema 4.7 y Uy como al principio de la seccién y contenido

en U 4. Probamos que Vg € Uy, g es transitivo. Veremos que de hecho VYV abierto de T”, 3 € N/g™(V) = T".
Por el Lema 4.6, 3y € V,Iny € N/g"(V) D B(gn(y),r); V7 > ny. Sea ahora la familia de abiertos {B;};cq1,...a)
y m € N dados por el Lema 4.7, por el iltimo item de este lema sabemos que como diam(B;) < 35, entonces
g"v (V) D B,. Utilizando ahora el tercer {tem, podemos asegurar que g™ (B;) = T" por lo que g™+t (V) =T"
que implica la transitividad de g. Como el razonamiento es valido Vg € Uy, obtenemos que H es robustamente
transitivo. OJ.
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