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Resumen

Sea (X, d) espacio métrico, un homeomorfismo f : X — X se dice que es
erpansivo, con constante de expansividad ¢ > 0, si para todo x,y € X distintos,
existe n € Z tal que d(f"(x), f"(y)) > c. Groisman y Da Silva usando la teoria
de ultrafiltros estudiaron una subfamilia de estas dindmicas a las que llamaron
libremente expansivos, desde el punto de vista combinatorio estas dindmicas son
homeomorfismos tales que para cualquier par de puntos distintos los momentos
de separacién son infinitos (el n de la definicién). En este trabajo veremos que
el andlisis no estdandar es una herramienta alternativa para el estudio de estas
dindmicas. Una de las ventajas de esta aproximacion es que nos permite introdu-
cir nuevos conceptos dinamicos y generalizar a los libremente expansivos para
ambientes no compactos, a estos homeomorfismos los llamamos non-standard
eTpansivos.

Palabras clave: homeomorfismo expansivo, libremente expansivo, non-standard
expansivo, analisis no estandar, ultrafiltros.
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Introduccion

En la teoria de los sistemas dindmicos se dice que un homeomorfismo

f X — X es a-expansivo, si para todo z,y € X, distintos, existe n € Z, tal
que d(f™(z), f™(y)) > « este tipo de dindmicas ha tenido un profuso estudio,
en general la teoria se ha desarrollado suponiendo la compacidad del espacio
X. En este trabajo estudiaremos una subfamilia de estas dindmicas desde dos
puntos de vista: La primera es el contenido del capitulo 3, esta aproximacion es
desarrollada por Groisman y Da Silva en [16], estas dindmicas se dicen que son
libremente expansivas si para todo z,y € X existe un ultrafiltro libre p tal que
d(fP(x), fP(y)) > a o d(f~P(x), fP(y)) > a, podemos decir sucintamente que
un ultrafiltro libre define una nocién de convergencia.Esto es, dada una sucesiéon
xz : N — X las subsucesiones convergentes de x son capturadas por un ultrafiltro
libre, es decir, dado un espacio métrico compacto X, y € X es el limite de una
subsucesién de x si y solo si y es el p-limite de x, donde z es el p-limite si para
todo V entorno de z el conjunto de {n € N:n € V} € p, como el p-limite de
una sucesion esta asociado a las subsucesiones convergentes de x, es necesario la
compacidad para asegurarnos la existencia de los p-limites, de ahi que la teoria
de los libremente expansivos suponga la compacidad del espacio. Desde el punta
de vista combinatorio un homeomorfismo es libremente expansivo si y solo si
para todo par de puntos distintos sus tiempos de separacién son infinitos, esto
es , si z,y son distintos, entonces el conjunto {n € Z : d(f"(x), f*(y)) > a}
es infinito. La segunda aproximacién, propuesta por el autor, consiste en tomar
al andlisis no estandar como marco tedrico y constituye el nicleo de esta tesis,
nuestra propuesta es estudiar las dindmicas libremente expansivas en términos
del andlisis no estandar, si bien nuestro estudio se concentra en los espacios
métricos compactos, nuestra definicién no necesita de la compacidad del espa-
cio. Decimos que un homeomorfismo f : X — X es non-standard expansivo
si para todo z,y € X, distintos, existe n € *Z — Z, con *Z la extensién no
estdndar de Z, tal que *d(* f™(x),* f(y)) > «, donde *d y * f son las extensiones
no estandar de d y f respectivamente, este n es un entero infinito en la extensién
, es decir, es més grande en valor absoluto que cualquier estandar, en ambientes
compactos los libremente expansivos coinciden con los non-standard expansivos,
pero en los non-standard expansivos a diferencia de estos tltimos, la existencia
de *f™ con n € *Z — 7Z esta garantizada independientemente de la compacidad
del espacio.

El objetivo central de esta tesis es mostrar como el analisis no estandar nos ofre-
ce demostraciones novedosas de los resultados conocidos para los homeomorfis-
mo libremente expansivos, y ademas nos permite introducir nuevos conceptos
dindmicos. Esperamos que el lector encuentre en este trabajo una interesante
interaccién entre sistemas dindmicos, ultrafiltros (teoria de conjuntos) y andlisis



no estdndar (16gica).



Capitulo 1

Ultrafiltros y Analisis No
Estandar

1.0.1 Brevisima Historia de los Infinitesimales

El uso de magnitudes infinitamente pequenas se puede encontrar desde los tra-
bajos de Arquimedes, pero hay que esperar hasta los trabajos de Leibniz para
encontrar una exposicion sistematica de este concepto, Leibniz se valié de los
infinitesimales para desarrollar su teoria del cédlculo diferencial, Newton creo
en paralelo el cédlculo diferencial pero usé el concepto de “fluxién”, muy em-
parentado con las infinitesimos. Si bien los matematicos usaron durante mucho
tiempo este concepto, la falta de una fundamentacion rigurosa hizo aumentar
el criticismo sobre los infinitesimales, luego de que Bolzano introdujera la técni-
ca € — 9, y mas tarde Weierstrass la sistematizara, el uso de los infinitesimales
cay6 en desuso. En el ano 1960 Abraham Robinson, usando técnicas de légica
matematica, logré darle a los infinitesimales una fundamentacién rigurosa, mas
tarde se desarrollaron otras fundamentaciones alternativas como la “Internal Set
Theory”de Nelson[26] y la teoria de las superestructuras, estas nuevas teorias
permitieron extender la “filosofia no estandar” a otras ramas de la matematica.
En este trabajo usaremos la técnica de las superestructuras.

1.0.2 Conjuntos “Grandes”

Cauchy consideraba a los infinitesimales como cantidades variables que decrecian
indefinidamente a 0, esto lo podemos expresar como una sucesién r : N — R, tal
que lim, 4 7, = 0, es claro que hay varias sucesiones que convergen a 0, una
forma de distinguir dos infinitesimales es distinguir la rapidez con la que con-
vergenla 0, por ejemplo podemos decir que n = % COI}VGI‘ge a 9 mas lento que
Sp = 73, y por lo tanto (r,)nen es un infinitésimo mas pequeno que (s, )nen,
a su vez las sucesiones =, %, ..., %, Sy %, i, ceey %, ... deberian representar al
mismo infinitésimo.

Una primera aproximacion es considerar que dos sucesiones (7, )nen, (Sn)neN
representan al mismo infinitésimo si, {n € N : r,, = s, } es cofinito, esto nos en-
frenta al siguiente problema, consideremos las sucesiones r = (%, 0, %, 0, i, o)
y s = (0, %,0, %,0, %, ...), parecen representar al mismo infinitésimo pero no
coinciden en ninin indide, en particular en conjunto cofinito de indices, ademas



si queremos que nuestra extensién de R sea un cuerpo ordenado, debemos de-
finir una desigualdad, siguiendo por el camino de los conjuntos cofinitos, la
manera natural serfa r < s si y solosi {n € N:r, < s,} es cofinito, por lo
cual las dos sucesiones antes mencionadas no serian comparables, esto nos dice
que es necesario desarrollar una teoria de los conjuntos ”grandes” de naturales,
nuestros indices, y que de alguna manera decida si los impares o los pares son
conjuntos grandes, todo indica que esta eleccion sera en cierta medida arbitraria
y dependiendo de la eleccidn, el infinitésimo que converge a 0 de la forma %,
serd representado por r = (1,0, %,0, 1,...)opors=(0,1,0, %,O, 3.0

Si existe una extension de R que agrega infinitésimos distintos de cero, conside-
rando su inverso tendremos nimeros mas grandes que cualquier real estandar,

por ejemplo, si consideramos al infinitésimo r = (%, %, ..., L. ...) es natural
n
pensar que su inverso serd % =(2,3,...,n,...) y tendrd la propiedad de ser

més grande que cualquier real estandar, estas consideraciones sugieren que una
forma de construir esta extensién es considerando el espacio RY identificando
estas sucesiones por algun criterio que nos diga quienes son los conjuntos gran-
des de indices, o sea los conjuntos grandes de naturales.

En primer lugar es claro que N es un conjunto grande de naturales , por lo
tanto tendremos toda sucesion sera equivalente a si misma, si consideramos
r= (Tn)neNas = (Sn)neNat = (tn)nEN € RY tales que Ar,s = {7’L T = Sn} y
Asi = {n:s, = t,} son subconjuntos grandes, entonces r serd equivalente a s
y s serd equivalente a t, pero si A, ; y A, son grandes entonces A, s N A, ; son
grandes, pero A, ;NA,; C A, ., entonces A, ; contiene a un subconjunto grande,
entonces él mismo es grande, por tanto r y ¢ son equivalentes, el tinico punto
que puede generar dudas es porque considerar a la interseccién de subconjuntos
grandes como grande, una forma de justificar esta requerimiento , es pensar al
complemento de un conjunto grande como un conjunto pequeno, y es natural
pensar a la tinion de conjuntos pequenos como pequeno, por lo tanto no resulta
extrano pedir que la intersecciéon de conjuntos grandes sea un conjunto grande,
en la siguiente seccion mostraremos la teoria de los conjuntos ”grandes”.

1.1 Ultrafiltros

Definicién 1.1 (Filtro) Sea X conjunto no vacio. Una familia F C P(X) se
dice que es un filtro sobre X si vale:

1. 0¢ F, X eF.
2. Si A,B € F entonces ANB € F.
3. SiAe F,y AC B, entonces B € F.

Observacién 1.1 Sea F C P(X) tal que F verifica 1 y 2 de la definicién
anterior, entonces F satisface la p.i.f (propiedad de interseccion finita), es decir,
si Ay,..., A, € F, A; # 0 para todo i € {1,...,n}, entonces Ay N...N A, # 0.

Demostracién Supongamos que n = 2, Como A;, Ay € F y F verifica la
condicién 2 de la definicién de filtro, se cumple que Ay N Ay € F y como @) ¢ F,
tenemos el resultado. Por induccién en n se demuestra en general.



Observacién 1.2 Sea A C P(X), tal que tiene la p.i.f, entonces F4 = {Y C
X:3k>1y Ay,... A, € A, con A1N...NA; C Y}, porlo tanto A C P(X)
es un filtro.

Al filtro F 4 se la llama filtro generado por A.

Ejemplo 1.1 (Filtro de Frechet) Sea X conjunto infinito,
Cofin(X)={ACX:X—A es finito}.

Definicién 1.2 Sea F filtro sobre X, decimos que F es libre si (| F = 0.

Observaciéon 1.3 Sea F, filtro finito, entonces no es libre.

Demostracion Si X es finito, entonces F es finito y tiene la p.i.f, entonces no
es libre.

Proposiciéon 1.0.1 Sea X conjunto infinito, y F filtro sobre X, entonces F es
libre si y solo si Cofin(X) C F.

Demostraciéon Directo: Sea A € Cofin(X), entonces A° = {x1,...2,}, como
F es libre, para todo ¢ = 1,...,n existe A; € F tal que =1 ¢ A;, entonces
{z1,...,zn} N (M) 4i) = 0, entonces (;_} A; C {z1,...,2,}° = A, entonces
AeF.

Reciproco: (J, ¢ x{z} = X, entonces (), x{z}¢ =0, y como {z}° € F, entonces

NF CNeexfz} =0

Definicién 1.3 Sea X conjunto no vacio y F filtro sobre X, decimos que es
un ultrafiltro si satisface :
Para todo A C X, se cumple que A € F o A° € F.

Ejemplo 1.2

Sea X conjunto no vacio y # € X, entonces U, = {A C X : x € A} es un
ultrafiltro.

Proposicién 1.0.2 Sea U ultrafiltro sobre X, y ) # A C X tal que U U {A}
tiene la p.i.f, entonces A € U.

Demostracion Si A ¢ U entonces A° € U entonces A° € U U {A}, y como
UU{A} tiene la p.i.f, entonces ANA® € UU{A}, entonces ) € U/ U{A}, entonces
0 €U o= A, absurdo.

Proposicion 1.0.3 Sea F filtro sobre X, entonces F es filtro maximal con
respecto de la inclusiéon en X siy solo si F es ultrafiltro.

Demostraciéon (Reciproco) Sea F ultrafiltro y F’ ultrafiltro tal que F C F7,
sea A € F', entonces F U{A} tiene la p.i.f, entonces por la proposicién anterior
A € F, entonces F = F’, por lo tanto F es maximal.

(Directo) Si F filtro maximal, sea A C X y A ¢ F, supongamos que F U {A°}
tiene la p.i.fientonces por la observacion 1.2 y tomando el filtro generado por
las intersecciones finitas tenemos que A° € F,y queda demostrado. Veamos que
F U{Ac} tiene la p.i.f: Sean C, D € FU{A}, si C,D # A°, entonces C,D € F
entonces no hay nada que verificar, si los dos son iguales a A° es trivial, si
C=A°y D € F, entonces CN D # (§, de lo contario D C A, y tendriamos que
A #£ F, por lo tanto queda demostrada la proposicién.



Teorema 1.1 (Tarski) Sea F filtro sobre X, entonces existe I ultrafiltro sobre
X tal que F C U.

Demostracién  Ver [15] pag 20.

Proposicién 1.1.1 (Los Ultrafiltros son filtros primos) Sea U ultrafiltro sobre
X, yA BeX.SiAUB €U entonces Acld oBel.

Demostracién Si A ¢ U y B ¢ U, entonces A° € U y B € U, entonces
A°N B¢ € U, entonces (AU B)¢ € U, entonces AU B ¢ U.

Observacién 1.4 Sea U ultrafiltro sobre X,y A;,..., A, C X, A € U dis-
juntos tales que A = A; U...U A, entonces existe un unico ¢ € N tal que
A, elU.

Demostracion Por induccién en n, si n = 1 es claro. Si n = k + 1, entonces
A= (A1 U...UAg)U Ags1, Por la proposicién anterior Ay U...UAr € U o
Agy1 € U, si pasa lo primero, aplicamos hipétesis de induccion, de lo contrario
Agt1 € U, y queda demostrada la existencia.

unicidad: Si A;, A; € U entonces A; N A; eU.

Definicién 1.4 Sea U ultrafiltro, decimos que es un wltrafiltro libre, si es un
filtro libre.

Observacién 1.5 Seald C P(X), es un ultrafiltro libre si y solo si se verifica:
1.0¢ X, X el.
2. Si A, B €U entonces ANB €U.
3. SiAC X, entonces Aeld o A° € U.
4. Si A C X, finito, entonces A¢ € U.
Demostracion
Trivial.

Otra de las ventajas de la teoria de los conjuntos “grandes” es que nos permite
estudiar la convergencia de forma elegante y sintética, esta teoria de convergen-
cia serd usada en el capitulo 3.

1.1.1 Convergencia via Ultrafiltros

Definicién 1.5 Definimos SN = {p C P(N) : p es ultrafiltro sobre N} y
N* = {p C P(N) : p es ultrafiltro libre sobre N}.

Observacién 1.6 Sea X espacio métrico, y {z, }nen sucesién , entonces

lim x, =z siy solo si para todo V entorno de x se tiene que
n—-+oo

{neN:z, eV} e Cofin(N).
Demostracién Trivial.

Proposicién 1.1.2 Sea X espacio métrico y {z,, }nen sucesién, entonces z es el
limite de una subsucesién de {zy }nen siy solo si z € (Ve pinay) 12n 11 € A}



Demostracién Directo: Sea z = kh’m ZTn,, ¥ A € Cofin(N), veamos que
—+o0

z € {zp:n € A}. Sea V entorno de z entonces existe ko tal que para todo

k > ko, xn, €V, como i lim ni = +o0o0 y A€ es finito se concluye que el car-
—+0o0

dinal del conjunto {nj : ny € A} es infinito, entonces para k' suficientemente
grande tenemos que ,,, € V y np € A, por lo tanto VN {z, : n € A} # 0,
entonces z € {x, : n € A}.

Reciproco: Sea z € ﬂAeCoﬁn(N) {xy :m € A}, consideremos la sucesién de con-
juntos definida de la siguiente manera, A, = {i € N : i > n}. Dado k € N,
tenemos que B(xz, ) N {zn :n € A} # 0, entonces tomamos z,,, € B(z, 1)y
ng € Ay, entonces {zy, }ren es la subsucesion requerida.

Corolario 1.1.1 Si nglfoo Tn =z, entonces {2} = (e inm) {Zn 1 1 € A}

Demostracién Si lim x, = z entonces lim x,, = x para toda subsuce-
n—+00 k—+o00

Sion Ty, .
Observacién 1.7 El reciproco del corolario anterior no se cumple.

Demostracién Consideremos x : N — R, definida como x,, = % si n es impar,
Y T, =n Sl n es par.

Proposicion 1.1.3 Si X es un espacio métrico compacto, entonces vale el

reciproco del corolario anterior, es decir si {z} = (N ccopinm) {2n 17 € A},
entonces lim =z, = x.
n—-+o0o

Demostracion Supongamos que z, no converge a x, entonces existe ¢ > 0
tal que para todo k € N, existe ny > k tal que z,, ¢ B(x,€), entonces x,,
es una subsucesion tal que x,, no converge a x, pero como X es compacto,
existe una subsucesion de x,, tal que no converge a z, y por lo tanto existe una
subsucesién de z,, tal que no converge a x, absurdo.

Definicién 1.6 Sea X espacio métrico ,{z,}nen sucesién en X, y p € SN,
x € X se dice que es un p-limite de la sucecion, si para todo entorno V' de x se
cumple que {n e N: z, € V} € p.

Observacién 1.8 El p-limite de una sucesién ( si existe) es unico.

Demostracion Sean z,y € X tal que x,y son p-limites , con x # y, como
X es espacio métrico, es de Haussdorff, entonces existen V, y V, entornos de
x e y respectivamente tales que V; NV, = 0, pero ademds de cumple que
{neN:z, eV} ep,y{neN:ux, €V} €p, entonces § = {n € N:
xzn € VotN{neN:z, € V,} € p, absurdo.

Observaciéon 1.9 Sea X espacio métrico compacto, y F filtro, entonces

ﬂ{xn:neA};«é@

AeF



Demostracién F tiene la p.i.f por ser filtro, entonces si Ay,...,Ar € F,
tenemos que ) # A1 N...N A € F,entonces {z, :n € A1} N...N{z, :n €
A} ={zn:ne€ AinN...NA;} #0, entonces § # {z,, :m € A }Nn...N{x,:n €
Ay ={zn:ne A}Nn...N{z, :n € A}, por lo tanto {{z, :n € A} : A € F}
tiene la p.if, y como X es compacto deducimos que (4o z {zn : n € A} # 0.

Proposicién 1.1.4 Sea X espacio métrico compacto, p € AN, y {x, tnen su-
cesién en X, entonces { p-limz,} = (¢, {zn 1 n € A}

Demostracion Sea x € ﬂAep {zn :n € A}, y V entorno de z, entonces para
todo A €p, VNn{z, :ne€ A} # 0. SeaYy = {n € N: z, € V}, entonces
pU{Yy} tiene la p.i.f, en efecto, si consideramos Ay, ..., A, € pU{Yy}, puede
pasar que A; # Yy para todo ¢ =1,...n, en cuyo caso no hay nada que probar
Yy = A; para algin ¢ = 1,...,n, supongamos sin perdida de generalidad que
A, =Yy, entoncessi A = A;N...NA,_1, entonces A € p, pero cap Yy NA # (),
por lo tanto pU {Yy } tiene la p.i.f, entonces tenemos que Yy € p, entonces x =
p-lim z,,.

Observaciéon 1.10 Sea X espacio métrico compacto, p € SN, p principal, es
decir, existe m € N tal que p = p,, = {A C N:m € A}, y {2z, }nem sucesiion
con x = p- lim x,,, entonces r = z,,.

Demostracién Sea x = p-limz, entonces {z} = (¢, {zn : n € A}, pero
X € {Tp :n € A} para todo A, entonces x = Zp,.

La observacién anterior muestra que los tinico casos de interés surgen cuando el
filtro p no es principal, es decir, es un filtro libre.

Proposicién 1.1.5 Sea X espacio métrico compacto, {x, }nn sucesion, y z €
X. Entonces x es limite de una subsucesién de x,, si y solo si existe p € N* tal
que x = p-limx,.

Demostracién Directo : Sea z = i lim x,,, consideremos la familia de con-
—+o00

juntos definida como A; = {ny : k > i}, entonces {A;};cn tiene la p.if, en-
tonces tomando el filtro generado y aplicando el Teorema 1.1, existe p ultra-
filtro tal que {A;}ien C p, como [,y A;i = ), entonces p es libre, pero como

T = i lim x,, =z, dado V entorno de x existe ko € N tal que para todo k > kg,
—+o0

se verifica que x,, € V, entonces para todo n € Ay, se tiene que x, € V, en-
tonces Ak, C {n:x, € V}, entonces {n:x, € V} € p.

Observar que no utilizamos la hipétesis de compacidad para este caso.
Reciproco: Supongamos que existe p € N* tal que x = p-lim x,,, como X es com-
pacto, tenemos que = € (| 4¢, {zn : 7 € A}, pero como Cofin(N) C p, entonces

Naep {zn :n € A} CNuccofinmy {2n : n € A}, entonces
€ ﬂAeCofin(N) {zn : n € A}, entonces x es el limite de alguna subsucesién de

{xn}neN

1.2 Analisis No Estandar via Ultrafiltros

Ahora estamos en condiciones de construir los reales no estandar.
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1.2.1 Reales No Estandar

Consideremos RY el conjunto de todas las sucesiones de nimeros reales, y U
ultrafiltro libre, definimos la siguiente relacién, dados (7, )y, (s, )y € RY, decimos
que son equivalentes si {n € N:r, =s,} € U, es ficil verificar que esto es una
relacién de equivalencia, a la clase de equivalencia de (r,,)y la notaremos como
(Tn)nEN

Definicién 1.7 A *R := {(7)nen : (7)nen € RV} le podemos dar una estruc-
tura de cuerpo ordenado de la siguiente manera.
Suma: (rn)nen + (Sn)nen := (Tn + Sn)nen-

Producto: (rn)nen = (Sn)nen := (Tn * Sn)nen-
Neutro de la suma: 0 := (0,0,...,0,...).

Neutro del producto: 1:= (1,1,...,1,...).

Estructura de Orden: (7, )nen < (Sn)nen siy solosi {n € N:r, < s,} €U.

Si el lector quiere ver una demostracién de porque *R con esta definicién es un
cuerpo ordenado, ver [24] pig 18.

Observaciéon 1.11 Podemos ver a los reales estandar como un subconjunto
de *R mediante la funcién * : R — *R, definida como *r := (r,r,...,7,...), es
facil verificar que esta funcién verifica las siquiente propiedades:

*(r+s)="*r + *s.

*(r.s) =*r = *s.
*(r < s) siysolosi*r <*s.
*(r =s) siysolosi*r=*s.

Por lo tanto * es un monomorfismo de cuerpos ordenados.

Ahora podemos demostrar la existencia de los infinitesimales, tomemos la su-
cesién r, = %, v a € R positivo, entonces existe ng € N tal que si n > ng
se cumple que 7, < a, por lo tanto {n € N : r, < a} es cofinito, pera ya vi-
mos que un ultrafiltro libre contiene a todos los conjuntos cofinitos, entonces
{n € N:r, < a} €U, entonces r = (r,)nen verifica que r < a, es decir, en-
contramos un elemento de *R distinto de cero que es menor que cualquier real
positivo, si ahora tomamos su inverso % = (1,2,...,n,...) tenemos que para
cualquier b > 0 existe m € N tal que el conjuntos {n € N : TL > b} es cofinito,

n

y por lo tanto {n € N : % > b} € U, entonces % > b para todo b real positivo,
asi que demostramos que en la extensién no estandar tenemos niimeros infinitos.
Una vez demostrado que *R es un cuerpo ordenado, no es necesario recurrir a
la definicién por ultrafiltros para demostrar que si r es un infinitesimal entonces
% es infinito, en efecto, si r < % para todo real a positivo, entonces % > a para
todo real positivo a. Al igual que la construccién de los reales estandar median-
te sucesiones de racionales, es esperable que sea posible dejar de recurrir a la
definicién, y por lo tanto a los ultrafiltros, para demostrar propiedades de *R,
gracias al principio de transferencia, veremos que esto es posible.
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Definicién 1.8 Sea r € *R, definimos:
1. r es infinito si |r| > n para todo n € N.
2. r es finito si |r| < n para algin n € N.
3. 1 es infinitesimal si |r] < L para todo n € N.
Definicién 1.9 Dados N y Z, definimos *No, =*N—-N | *Z =*Z - Z

Proposicion 1.1.6 Las siguiente propiedades valen en *R.

1. La suma, resta, y producto de nimeros finitos es finita.
2. La suma, resta, y producto de infinitesimales es infinitesimal.
3. El producto de un infinitesimal por un finito es un infinitesimal.

Demostracién Ver [24] pag 20

Definicién 1.10 Sean a,b € *R decimos que son infinitesimalmente cercanos
si @ — b es un infinitesimal.
Por la proposicién anterior esta relacién es simétrica.

Proposicion 1.1.7 Sea r € *R, finito, entonces existen tnicos a € R y £ infi-
nitesimal, tales que r = a + £.

Demostracién ver [24] pigina 21

Definiciéon 1.11 A los a y £ de la proposicién anterior les llamamos la parte
estindar de r (st(r)) y a € la parte no estdndar de r (nst(r))

Proposicion 1.1.8 Sean a,b € *R finitos, entonces se verifica
o st(a+b) = st(a) + st(b).
o st(a.b) = st(a).st(b).
e si a < b entonces st(a) < st(b).

Demostracién ver [24] pdgina 20

Observaciéon 1.12 ;Si cambiamos el ultrafiltro obtenemos otro modelo no
estandar? Es decir, si U; y Us son ultrafiltros distintos ;Los cuerpos obtenidos
son no isomorfos? Esta pregunta es equivalente a la hipdtesis del continuo. Si
asumimos esta hipdtesis los modelos obtenidos mediante esta contruccién son
isomorfos.
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1.2.2 Extensiones

Si queremos utilizar a los reales no estandar para hacer anilisis es necesario
poder extender funciones, conjuntos y relaciones en general, por ejemplo, dada
f R — R queremos construir una extensién *f : *R — *R.

Definicién 1.12 Sean ACR, f: R — R,y P C R x R, definimos *A C *R,
*f:*R—*R,*P C*R X *R de la siguiente manera:

1. (an)neny € *Asiysolosi {neN:a, € A} el

2. "f((rn)nen) :== (f(rn))nen.
3. ((rn)nen, (Sn)nen) € *Psiy solosi {n € N: (r,,s,) € P} €U.

Observaciéon 1.13 Si tomamos a € A y su inmersién *a € *R,

*a = (a,a,...,a,...) como el conjunto de indices de esa sucesién tales que a € A
es N € U, se tiene que *a € *A, andlogamente se prueba que las definiciones
anteriores son extensiones.

Proposicion 1.1.9 Sean r € R, a € *R, ¢ infinitesimal positivo tal que
r < a+ &, entonces r < a.

Si el lector esta interesado en profundizar en las propiedades de los reales no
estdndar puede consultar los libros [24], [18], [15].

1.3 Superestructuras

En este seccion presentaremos las superestructuras y veremos que esto per-
mite extender el método no estandar a otras teorias matemdticas, enunciare-
mos el principio de transferencia, herramienta fundamental para el Anélisis no
Estandar.

En la seccién anterior vimos como extender conjuntos, funciones y relaciones
binarias, sabemos que en matemadtica necesitamos construir otro tipo de ob-
jetos, por ejemplo, productos cartesianos, relaciones de aridad arbitraria, etc.
Una estructura matematica se puede pensar como con conjunto X con opera-
ciones, funciones y relaciones sobre X, una superestructura es un conjunto que
pretender englobar todas las construcciones matematicas que necesitemos para
desarrollar nuestra teoria. Nuestro objetivo es extender el método no estdndar a
otras teorias matematicas, la idea es que una superestructura tomada adecuada-
mente nos sera suficiente para considerar su extensién no estandar, por ejemplo
si consideramos que X es un espacio métrico, tanto la métrica como los limites
o el conjuntos de funciones de X en X seran elementos de su superestructura.

Definicién 1.13 Sea X un conjunto, consideremos la siguiente sucesion de
conjuntos Vp(X) = X, V,41(X) = V(X)) UP((Va(X)).
Al conjunto V(X) = U, ey Va(X) lo lamamos la superestructura sobre X.

Observaciéon 1.14 Es facil ver que las funciones sobre X, la relaciones de
aridad arbitraria, las partes de esos conjuntos , y la partes de las partes ....
pertenecen a la superestructura de X.
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Cuando construimos los reales no estandar vimos que hay varias propiedades
de R que son heredadas por *R, por ejemplo la propiedades de cuerpo, pero
hay otras que no, sabemos que R es un cuerpo completo, sin embargo *R no
ya que el conjunto de infinitesimales positivos estd acotado superiormente pero
no tiene supremo, el principio de transferencia nos permite saber cuales son
la propiedades de X que se transfieren a *X, para establecer con exactitud
cuales son esta propiedades, es necesario formalizar las afirmaciones que pueden
hacerse sobre X con el fin de convertirlas en un objeto de estudio en si mismo,
esto es lo que se suele llamarse “ Metamatematica ”.

Lenguaje para una Superestructura

Sea S = V(X) una superestructura, el lenguaje £x asociado a S se define de la
siguiente manera:

Alfabeto :
e Para cada a € S tenemos un simbolo de constante a.

e Una cantidad infinita numerable de simbolos de variables: x1,...,Zn,.. ..

e Simbolos 16gicos : —, A, V, =, .

Cuantificadores universales : V, 3.
e Simbolos auxiliares: (,), <, >.
e Simbolo de pertenencia : €.

Términos:
Los términos son los elementos del lenguaje que denotan elementos particulares
de la superestructura, se definen inductivamente de la siguiente manera.

e Todo simbolo de constante es un término.

e (Cada simbolo de variable es un término.

e Sity,...,t, son términos, entonces < t1,...,t, > es un término.

Formulas:
Las férmulas son los objetos de nuestro lenguaje que representan afirmaciones
sobre los elementos de S. Se definen inductivamente de la siguiente forma.

e Si t1,t5 son términos,e entonces t1 € to y t1 = to son férmulas.

e Si ¢, v 9 son formulas, entonces o A, @ V1, @ — 1, p < 1, 7 son
férmulas.

e si z es una variable, ¢ un término y ¢ una férmula, entonces (Va € t)p y
(3z € t)p son férmulas.

14



En este lenguaje se puede definir una semantica formal, nosotros manejaremos
una interpretacién intuitiva sin definirla formalmente.

Ejemplo : Tomemos X = R, y la siguiente expresién

(Vz € R)(Vx € R)(xz+y = y+x). Si consideramos f : RxR = R f(z,y) = x+y.
Entonces la expresién x + y = y + x la podemos expresar como

(Vz e R)(< x,y,z2 >€ f =< y,x,z >€ ). Por lo tanto consideraremos que la
férmula B B

(Ve € R)(Vy € R)(z +y =y + x) es una expresién de nuestro lenguaje es claro
que representa la conmutatividad de la suma de los reales, nuestro manejo de
la semantica serd intuitivo en este sentido.

1.3.1 Principio de Transferencia

Definicién 1.14 (x-Transformacién) Sean V(X)) , V(Y') superestructuras y

x @ V(X) — V(Y) funcién inyectiva, definimos la x-transformacién de una
férmula ¢ € Lx como la férmula *¢ de Ly que se obtiene de sustituir en ¢
cada simbolo de constante g por el simbolo de constante *a, a *(a) lo notaremos
como *a.

Observacién 1.15 Como X C V(X) y X € V(X), la imagen de X por
como “conjunto” la notaremos *(X) y la imagen como “elemento” la notaremos
por *X.

Teorema 1.2 (Principio de Transferencia) Sea X conjunto infinito, existe un
conjunto Y y una funcién * : X — Y, inyectiva no sobreyectiva, tal que la *-
transformacién cumple que Y = * X y para toda férmula ¢ € Lx, ¢ es verdadera
en V(X) siy solo si *¢ es verdadera en V(Y).

Demostracién  Ver [24] pag 47.

Observaciéon 1.16 Para demostrar el teorema anterior se utiliza la técnica de
los ultraproductos. El conjunto *X se construye de la misma manera que *R,
y del mismo modo podemos ver a X como un subconjunto de *X identificando
a todo x en X con la clase (z,...,z,...), por esta razén cuando aplicamos el
principio de transferencia a una férmula ¢ en donde aparece un constante a con
a € X, no cambiaremos ese simbolo de constante.

Tomemos X = R, *X = *R, veamos un ejemplo para la observacién anterior.
Sea r € R, sabemos que si n € *N,, entonces r < n, por lo tanto la siguien-
te férmula es verdadera (3n € *N)(r < n), aqui usamos la identificacion de
la observacién anterior para decir que esta férmula representa a una férmula
de L+«x , ahora usamos el principio de transferencia y podemos concluir que
(3n € N)(r < n) también es verdadera, esto demuestra que si todo nimero
real esta acotado por un natural infinito entonces esta acotado por un natural
estandar.

Proposicién 1.2.1 Sea X un conjuntoy A4, B,C, Ay,..., A, € V(X), entonces
se cumplen las siguientes afirmaciones.

1o*({Ar,.. And) = {"A1, ... "An).
2. *(A1,..., Ap) = (“A,....*Ay).
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3. Ac Bsiysolosi*A € *B.

4. A= Bsiysolosi *A=*B.

5. AC Bsiysolosi *A C *B.

“(Uist A) = Uit A "(Nisy A) = Nt A
(A X ..o x Ap) =%A1 X .. X *A,.

SiRC A; x...x A,, entonces *R C *A; x ... x *A,.

© »® N >

Si f: A— B esuna funcién , entonces *f : *A — *B también es una
funcién, que cumple *(f(a)) = *f(*a).

10. Sean f: A — B,y g: B — C funciones, entonces *(g.f) = *¢g.* f.

Demostraciéon Veamos 10 :Consideremos la férmula (Va € A)(g.f(a) = g(f(a))),
sabemos que es verdadera, entonces por el principio de transferencia la siguien-

te férmula también es verdadera (Va € A)(*¢.* f(a) = *(g(f(a))), y por 9 la
férmula siguiente también (Va € A)(*g.* f(a) = *g(* f(a))).

Las demostraciones de las restantes se pueden ver en [24]

Teorema 1.3 Para todo a,b € *Z, b > 0, existen ¢,r € *Z tnicos tales que
a=bg+r,con0<r<|bl.

Demostracion Por el teorema de Euclides tenemos que la siguiente férmula
es verdadera

Va € Z)Vb € Z)(b > 0 — (3g € Z)(Fr € Z)((a = bg+ 1) AN (0 <7 <
|b])), entonces por el principio de transferencia tenemos que la siguiente férmula
también es verdadera

(Va € *Z)(Vb € *Z)(b>0— (g € *Z)(Tr € *Z))((a =bg+7) A (0 <7 < |b])).

Observaciéon 1.17 La demostracion del teorema de Euclides utiliza de ma-
nera fundamental que N es un buen orden, pero el conjunto *N no es un buen
orden, por lo tanto no es posible “ transferir” la demostracién de N a *N, sin
embargo el principio de transferencia nos permite transferir el teorema.

Observacién 1.18 Si queremos trabajar en una superestructura V(X) es con-
veniente que el conjunto N sea un subconjunto del conjunto X, por ejemplo, en
nuestro caso queremos trabajar en la superestructura V(X) donde X es un es-

pacio métrico, podemos considerar X’ = X LU N y considerar la superestructura
V(X").

La aplicaciones del anélisis no estandar a los sistemas dindmicos que estudiamos
en esta tesis necesitan del estudio del concepto de espacio métrico en el contexto
de las extensiones no estdndar, ese es el contenido de la siguiente seccién.

1.4 Espacios Métricos

Definiciéon 1.15 Sea X conjunto, y d : X x X — R, decimos que X es una
métrica, y X es espacio métrico , si se verifica.

1. d(z,y) > 0, para todo z,y € X.
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2. d(z,y) =0siysolosiz=uy.
3. d(z,y) = d(y, ).
4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Sea X un espacio métrico, V(X)) su superestructura, y su correspondiente
extensién non-standard x : V(X) — V(*X).
Por el principio de transferencia tenemos una funciéon *d : *X x *X — *R, es
facil demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.1 *d: *X x *X — *R, satisface las siguientes propiedades.
*d(z,y) > 0, para todo =,y € *X.

(z,y) =0siysolosiz=y.
“d(z,y) = "d(y, z).
*dxz,y) < *d(z,z) + *d(z,y).

Demostracién Consideremos las siguientes féormulas

(Vo,y € X)(d(z,y) > 0) .

(Ve,y € X)(d(z,y) =0z =y).

(Va,y € X)(d(x, y) = d(y, z))-

(Va,y,z € X)(d(x,y) < d(x,2) + d(z,y))-

Entonces por el principio de transferencia tenemos las siguientes formulas:

(Va,y € "X)("d(x,y) = 0) .

d(z,
(Va,y € *X)("d(z,y) =0 >z =y).
(Vo,y € *X)("d(z,y) = "d(y,z)).
(Ve,y,z € *X)(*d(z,y) < *d(z,2) + *d(z,y)).

La proposicién anterior nos sugiere la siguiente definicion.

Definicién 1.16 Sea M conjunto y d : M x M — *R, decimos que (M,d) es
un espacio métrico no estandar, y d una métrica no estdndar si se cumple que
para todo x,y,z € M

1. d(z,y) > 0, para todo =,y € M.
) =0siysolosiz=uy.
) = d(y, ).

) < d(x, 2) + d(z,y).

3. d

(z,y
2. d(z,y
(z,y
(

4. d(z,y

Observaciéon 1.19 Los ejemplos méas simples de métricas no estandar son los
que provienen del principio de transferencia, es decir, sea (M, d) espacio métrico,
entonces (*M, *d), es un espacio métrico no estdndar.

Definicién 1.17 Sea (M, d) espacio métrico no estandar, sea © € M, € € *R,
r > 0, definimos B(z,r) = {y € M : d(y,z) < r}, a este conjunto lo llamamos
bola de centro x y radio 7.

Andlogamente a la teoria de espacios métricos “ estandar”, tenemos la siguiente
proposicién.
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Proposicién 1.3.2 Sea (M, d) espacio métrico no estdndar el conjunto
B={B(x,r):x € M,r € *R,r > 0} es una base para una topologia en M.

Demostracién Es claro que |J, ., B(,r) para cualquier r > 0.

Sea y € B(xz,r) N B(a’,r"), debemos probar que existe € > 0 tal que

B(y,e) C B(z,r) N B(z',r"), sabemos que d(y,z) < r, d(y,x’) < r', sea ¢ =
min{r —d(y,z), " —d(y,2z')}. Sea z € B(y, ), entonces d(z,y) < € < r—d(y, x),
entonces d(z,y) + d(y,x) < r, entonces d(z,z) < d(z,y) + d(y, x) < r, entonces
d(z,z) < r, andlogamente d(z,z') < r’.

Observaciéon 1.20 Una consecuencia de la proposicién anterior es que dado
un espacio métrico (X, d), tenemos una forma “ natural ”de dotar a *X con una
topologia, esta es la generada por la métrica no estandar, a menos que digamos
lo contrario, cuando pensemos a *X como un espacio topolégico, sera con esta
topologia.

Definicién 1.18 Sea X espacio métrico, z,y € *X decimos que = e y estan
infinitesimalmente cerca, lo notamos como = ~ y, si *d(z,y) ~ 0. Al conjunto
m(z) ={y € *X : y ~ z} se le llama la mdnada de z.

Es posible caracterizar la compacidad en términos de las moénadas, ese es el
contenido del siguiente teorema.

Teorema 1.4 (Robinson) Sea X espacio métrico, entonces X es compacto si
y solo si para todo y € *X existe z € m(y) N X.

Demostraciéon  ver [24] pdg 86.

Se puede caracterizar la continuidad de una funcién en términos de su exten-
sién no estdndar y la relacion de estar infinitamente cerca, veamos la siguiente
proposicién.

Proposicion 1.4.1 Sea X espacio métricoy f : X — X funcién, zo € X,
entonces f es continua en xy si y solo si para todo x € *X, con & ~ x( se tiene

que *f(x) ~ f(xo).

Demostracién ver [18] pagina 46.

Definicién 1.19 Sea X espacio métrico, decimos que f : X — X es un ho-
meomorfismo si f es continua y con inversa continua.

Observaciéon 1.21 Sea una funcién f : X — X, sabemos que para todon € N
tenemos una funcién f” : X — X la composicién de f n-veces. Sea F(X, X) el
conjunto de todas las funciones de X en X, es claro que F(X, X) € V(X), ahora
consideremos la siguiente funcién F : Nx (F(X, X)) — F(X,X), F(n, f) = f™,
tomemos *F : *N x *(F(X, X)) — *(F(X, X)), entonces definimos (*f)" :=
*F(n,*f).

Observaciéon 1.22 Definimos * f™ para todon € N, en particular paran € N,
veamos que que en ese caso coincide con la composicién de * f n veces.
Sean €N, *F(n,*f) ="F(*n," f) = *(F(n, f)) =*(f") = (" /)"
En el caso de que f sea invertible tenemos definido f™ para todon € Z y de la
misma manera (*f)" para todo n € *Z

18



Un punto a destacar es que la extensiéon no estdndar de una funcién puede
elevarse a un n infinito, para aproximarnos a una “intuiciéon ”de que quiere
decir esto, recordemos la construccién de las extensiones de funciones mediante
ultrafiltros. Sea f : X — X, definimos *X de la misma manera que *R, por lo
tanto un elemento de *X es la clase de una sucesién (z,)neny en X, donde la
relacion de equivalencia estd definida mediante un ultrafiltro libre de la misma
manera que en *R, un elemento en *N,, se puede ver como la clase de una
sucesion (v, )nen con limy, s 1 o0 v, = 00, entonces si ¥ = (Yn)neN ¥ & = (Tn)neN

entonces * f7(x) = * O (2, )nen) = (F7 (20))nen

Proposiciéon 1.4.2 Sea X espacio métrico, a,b e X, a’,b' € *X,r € R, r > 0,
entonces.

1. Si *d(a’,b") > r entonces d(a,b) > 7.
2. Sid(a,b) > r entonces st(*d(a’,b’)) > r.

Demostracién 1. r<*d(a, V) < *d(a'.a)+*d(a,b)+*d(b,b') = *d(a’,b") <
*d(d’,a) + d(a,b) + *d(b,b") = d(a,b) + &, con & infinitesimal, entonces
r < d(a,b) + &, entonces d(a,b) > r, de lo contrario d(a,b) < r, entonces
0 <r—d(a,b) <&, absurdo.

2. r < d(a,b) = *d(a,b) < *d(a,a’) + *d(a’,V’) + *d(V',b), pero *d(a,a’) ~
0, *d(b,b") ~ 0, por lo tanto tenemos que r < *d(a’,d’) + &, con £ €
*R, infinitesimal no negativo. Si *d(a’,b') es infinito, no hay nada que
demostrar, en caso contrario tenemos que r = st(r) < st(*d(a’,b") + &) =
st(*d(a’, b)) + st(&) = st(*d(a’, b)) + 0 = st(*d(da’,1)).
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Capitulo 2

Homeomorfismos
Expansivos

2.1 Definiciones y Resultados Basicos

Definicién 2.1 Sea X espacio métrico, f : X — X homeomorfismo, decimos
que f es expansivo si existe ¢ > 0 tal que para todo z,y € X distintos, existe
n € Z, tal que d(f"(x), f™(y)) > ¢, a ese ¢ se le llama constante de expansividad.

Definiciéon 2.2 Decimos que f es expansivo a futuro si en la definicién ante-
rior consideramos n € N, es decir, para todo z,y € X existe n € N tal que

a(f" (), [ (y)) > c.

Definicién 2.3 Decimos que f es expansivo a pasado si f
futuro.

~1 es expansivo a

En ambientes compactos no es posible tener homeomorfismos expansivos a futu-
ro o a pasado a menos que el espacio sea finito, este es el contenido del siguiente
teorema

Teorema 2.1 (Utz) Sea X espacio métrico compacto, si existe f : X — X
homeomorfismo expansivo a futuro, entonces X es finito.

Demostracién ver [22]

Definicién 2.4 Sean X e Y espacios métricos compactosy f: X — X,
g:Y — Y dos homeomorfismos, decimos que las dindmicas (X, f), (Y, g) son
conjugadas si existe ¢ : X — Y homeomorfismo tal que ¢~1.g.0 = f.

Teorema 2.2 [En compactos la expansividad se preserva por conjugacion]
Sean X, Y espacios métricos compactos, y (X, f), (Y, ¢) dindmicas conjugadas,
se cumple que si f : X — X es expansivo entonces g es expansivo.

Demostracion Supongamos que f es expansivo con constante de expansivi-
dad o, vamos a probar que g = ¢.f.0"! es expansivo, es decir, encontraremos
un ¢ € R, ¢ > 0 tal que si para todo a,b € Y se cumple que d(¢"(a),g" (b)) < ¢
para todo n € Z, entonces a = b.
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Como X es compacto ¢~ ! es uniformemente continua, por lo tanto existe ¢ € R,

¢ > 0, tal que si d(y,y’) < ¢, entonces d(o~1(y), o~ 1(y')) < a. Supongamos que
para a,b € Y tenemos que d(g"(a),g" (b)) < c¢ para todo n € Z, entonces
d(p~1(g"(a), (g™ (b))) < a parar todo n € Z, pero a = ¢(x) y b = ¢(2)
para algunos z,7’ € X, entonces d(¢o (g™ (p(x)), o~ (g"(¢(2')))) < a, pero
0o Hg"(p(2)) = f*(z) para todo z € X, entonces d(f"(z), f*(2')) < « para
todo n € Z, y como [ es a-expansivo tenemos que x = z’, entonces a = b.

Veamos otra demostracion del teorema anterior, para eso usaremos el lema si-
guiente.

Lema 2.1 Sean X e Y espacios métricos compactos, y f : X — Y homeomor-
fismo, se cumple que para todo o > 0 existe 8 > 0 tal que para todo a,b € X,
si dx(a,b) > « entonces dy (f(a), f(b)) > B.

Demostracién Por la continuidad uniforme de f~! dado a > 0 existe 8 > 0
tal que paratodo ¢, d € Y, si dy (c,d) < 8 ,entonces dx (f~*(c), f~1(d)) < a, por
lo tanto si dx (f~1(c), f~1(d)) > «, entonces dy (c,d) > 3, poniendo a = f~*(c)
y b= f~1(d) tenemos el resultado.

Observacién 2.1 (Otra demostracién del teorema 2.2) Por el lema anterior
para la constante de expansividad de a > 0 existe § > 0 tal que para to-
do a,b € X, distintos, si dx(a,b) > « entonces dy(p(a),p(b)) > B. Sean
c,d € Y distintos, tomemos a = ¢ (c), b = ¢ 1(d), como ¢ es inyecti-
va tenemos que a # b, entonces como f es expansivo, existe n € Z tal que
d(f™(a), f™(b)) > «, entonces por el lema anterior d(¢o(f™(a), o(f™(b))) > 5,
pero d((f"(¢~1(c)),p(f" (¢~ 1(d)))) = d(g"(c),9"(d)), tomando v < 3 como
constante de expansividad tenemos el resultado.

Teorema 2.3 Sea X espacio métrico compacto, f : X — X homeomorfismo
expansivo, entonces para todo k € N, f* también es expansivo.

Demostracion Sea c la constante de expansividad de f, por la continuidad
uniforme sabemos que existe § > 0 tal que si d(x,y) < &, entonces d(f*(z), fi(y)) <
c para todo i = 1,...k. Supongamos que f* no es expansivo, entonces existen
70,90 € X tales que para todo m € Z se tiene que d(f™*(z¢), f™*(yo)) < 0.
Sea n € Z, por el teorema de Euclides existe m,i € Z , con 0 < ¢ < k
tal que n = mk + 4, entonces d(f"(zo), " (v0)) = d(f™ i (x0), fm i (yo)) =
d(f (f™ (20)), f1(f™ (yo))) < ¢, entonces f no es expansivo, absurdo.

Definicién 2.5 Sea X espacio métrico compacto, y f : X — X homeomor-
fismo, decimos que es c-uniformemente expansivo, si para todo € > 0 existe
ne € N tal que para todo x,y € X, si d(x,y) > € entonces d(f'(x), f(y)) > ¢,
para algin i € Z, |i| < ne.

Proposicién 2.3.1 ([5]) Sea X espacio métrico compacto, y f : X — X ho-
meomorfismo, si f es c-expansivo, entonces f es c-uniformemente expansivo.

Demostracion Supongamos que f no es c-uniformemente expansivo, entonces
existe € > 0 tal que para todo n existen z,,y, € X, tales que d(z,,y,) >
ey d(f'(zn), fi(yn)) < c para todo i € Z, con |i| < n, entonces como X
es compacto, tomando subsucesiones de ser necesario, podemos suponer que
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limy, 400 p = 2, limy 100 Yo = y , para algunos z,y € X. Sea k € Z, como
1im,, 4 00 Tr, = @, tenemos que 1im,, 1 oo f¥(2n) = fF(2) ¥ impi00 fF(yn) =
f*(y), tomemos dado § > 0, existe ng tal que ng > |k|, y d(f*(x), f*(z,)) < %,
d(f* (), f¥yn)) < g para todo n > ng, entonces

d(f* (@), fF(y)) < d(f*(@), [ (@no)) +d(f*(@no ), £* (Yno)) + A (yno ), f*(y)) <
%—l—c—i— % = ¢+ J, entonces

d(f*(z), f¥(y)) < c+d para todo § > 0, entonces d(f*(x), f*(y)) < ¢, para todo
k € Z, entonces f no es c-expansivo.

Teorema 2.4 Un intervalo X = [a,b] C R no admite homeomorfismos expan-
sivos.

Demostracién ver [7]

Proposicion 2.4.1 Sea f: X — X, X C R, compacto, si f es homeomorfismo
expansivo, entonces X es totalmente disconexo.

Demostracién Supongamos que X tiene un numero finito de componentes
conexas no triviales, es decir, sea A una componente conexa de X, como [ es
un homeomorfismo f*(A) =1, y f®(A) = I_, son conexos,es decir , interva-
los, como hay una cantidad finita, existen n y k,tales que f"(I;) = I, pero
f™ homeomorfismo expansivo y Ij intervalo cerrado, lo cual es absurdo por la
proposicién anterior.

Supongamos que X tiene una cantidad infinita de componentes conexas no tri-
viales, entonces dado A componente conexa, entonces

lim,,— 4 o longitud(f™(A)) # oo, de lo contrario se violaria la compacidad de X,
entonces pueden suceder dos cosas, o lim,_, 1 longitud(f™(A)) = 0, o existe
una subsucesion (ny)ken, tal que limy_, 4o longitud(f™(A)) = r, r > 0, su-
pongamos que sucede esto ultimo, entonces por la compacidad de X, existen
n, k tales que f"(Ix) NI = I # (), entonces I C Iy, entonces f™(I) C f"(Ix),
pero I N f~"(Ix), por lo tanto f™(I) C Iy, entonces f™(I) C f*(Ix) NIy =1,
entones f"(I) C I, andlogamente f~"(I) C I, por lo tanto I C f™(I), entonces
f™(I) = I, con I intervalo cerrado y f™ homoeomorfismo expansivo, lo cual
es absurdo por la proposiciéon anterior, por el mismo argumento tampoco pue-
de existir una subsucesién (ng)ren tal que limg_, o longitud(f~"(A)) = r,
r > 0, por lo tanto tiene que suceder que lim,_, ;. longitud(f™*(4)) = 0 y
lim,,— 4 oo longitud(f~"(A4)) = 0, pero por los mismos argumentos de la propisi-
cién anterior, concluimos que esto no puede suceder, lo cual es absurdo.

2.2 Dinamica Simbdlica

Definicién 2.6 Sea A conjunto tal que card(A) = N, definimos el espacio de
N simbolos, o Shift como Ly = AZ.

Proposicion 2.4.2 Sea d: Xy X Xy — Xy, definida por

d(z,y) _ Z 5(%,%)

2In
nez
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Donde L
1 sia#b
5(“’b)_{ 0 sia=b

Entonces (Xy,d) es un espacio métrico compacto y totalmente disconexo.

Demostracién d es una métrica : Es claro que d(z,y) > 0 para todo z,y €
YN-

ZTpn = Yn para todo n € Z siy solo si §(z,,y,) = 0, para todo n € Z si y solo si
d(z,y) =0.

d(a,b) = §(b,a) entonces d(z,y) = d(y, x) para todo =,y € Xy.

Es claro que d(a,b) < §(a,c) < §(c,b), entonces

)

) = Y0 W) 52 Wnzn) 52 0Cnabin) ) 4z, )

2In
nez neZ nez

para todo x,y,z € Xn.

Si consideramos a A = {1,..., N}, con la métrica discreta, entonces ¥y = A
entonces d es una métrica para la topologia producto, luego como producto de
compactos es compacto, tenemos que (X, d), y como A con la topologia discreta
es totalmente disconexo y producto de totalmente disconexos es totalmente
disconexos, podemos concluir que ¥y es totalmente disconexo.

Definicién 2.7 Sea o : ¥y — Xy, definida como = € Yy, o(x)(i) = z(i + 1),
a esta funcion la llamamos shift

Proposicién 2.4.3 Sea X C %, tal que 0(X) C X, con o : ¥y — Xy , el
shift, entonces o [ X : X — X es un homeomorfismo expansivo.

Demostracién Es claro que (o7 1(z)); = z;1 ue o y o~! son continuas.
b)

Sean x,y € XN, si ¢ # y, entonces existe n tal que z(n) # y(n), entonces
"(2)(0) = 2(n) ¥ 0" (1)(0) = y(n), por lo tanto d(a" (z),0™(y) > 1 , por lo
tanto tomando 0 < ¢ < 1, tenemos que o es ¢ expansivo.

Teorema 2.5 Sea X espacio métrico compacto y totalmente disconexo,

f X — X es homeomorfismo expansivo si y solo si es conjugado de un subshift,
es decir existe A C ¥ compacto, con o(A) C A,y h: X — A homeomorfismo,
tal que f = h~l.04.h, donde o4 := 0 | A.

Demostraciéon  Ver [17]
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Capitulo 3

Libremente Expansivos

3.1 Definiciones y Resultados Basicos

Definicién 3.1 (p-iterados) Sea X espacio métrico compacto, f : X — X
homeomorfismo, y p € BN, definimos fP y f~P, el p-iterado para el futuro y el
p-iterado para el pasado respectivamente, para un z € X de la siguiente manera:

o fP(z) = p-lim f" ().
o f7P(z) = p-lim f"(x).

A la familia {f? : p € BN} U {f77 : p € N} la denotaremos como
{f*:pepNyi={-11}}.

Si p es principal y p = py,,, entonces fP(x) = f™(x).

Observacién 3.1 Si p es principal y p = py,,, entonces fP(x) = f™(z), este
hecho motiva la notacion fP, para p filtro.

Definiciéon 3.2 Sea X espacio métrico, f : X — X homeomorfismo, z,y € X.

1. Sea dice que x,y son proximales si para todo € > 0 el conjunto {n € N :
d(f™(x), f*(y)) < €} es infinito.

2. Sea p € N* z,y se dicen que son p-proximales si para todo € > 0,

{neN:d(f"(z),f"(y)) < e} €p.

3. Sea p € N* | x,y se dicen (—p)-prozimales si para todo e >0, {n € N:
d(f"(x), f7"(y)) < et €p.

Proposicion 3.0.1 Sea X espacio métrico compacto, f : X — homeomorfismo,
z,y € X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. z,y son p-proximales para todo p € N*.

2. Para todo € > 0, el conjunto {n € N : d(f"(x), f"(y)) < €} es cofinito.
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3. x,y son positivamente asintdticos, esto es

m d(f"(x), f"(y)) =0

n—-+o0o

Demostracién 2 < 3 Evidente.

2=1:Seae>0 {neN:df(z),(y) < e € Cofin(N), pero p es
libre, por lo tanto Cofin(N) C p, entonces {n € N : d(f™(z), f*(y)) < €} € p.

1 = 3 : Supongamos que lfIJIrl d(f™(x), f*(y)) # 0, entonces existe ¢ > 0
n—-+oo

tal que d(f7(x), f?(y)) > €, para todo j € {ny : k € N}, para alguna ny, suce-

sién, como X es compacto, tomando subsucesiones de ser necesario, podemos

suponer que lim f™(z) =a,y Um f™(y) = b, con d(a,b) # 0. Conside-
k— o0 k—-+oo

remos la sucesién de conjuntos A; = {ng : k > i} y el ultrafiltro libre p que

extiende a la familia {A; };en, entonces a = fP(x), y b = fP(y), entonces x,y no

son p-proximales.

Observacién 3.2 Sea X espacio métrico compacto y f: X — X homeomor-
fismo, la nocién de expansividad puede verse en términos de los p-iterados de la
siguiente manera:

f es a-expansivo si para todo x,y € X, existe p,, € BN filtro principal, tal que

d(fPr (x), [ (y)) > o0 d(f P (x), f7P7(y)) > a.

Definicién 3.3 Sea X espacio métrico compacto, f : X — X homeomorfismo,
a > 0. Decimos que f es libremente expansivo, con constante de expansivi-
dad a, si para todo x,y € X, existe p € N* tal que d(f?(z), fP(y)) > « o

d(f (), [P (y)) > a.

Observaciéon 3.3 Es claro que f es libremente expansivo si y solo si f7" es
libremente expansivo.

3.2 Libremente expansivo = se separan en infi-
nitos tiempos

Teorema 3.1 Sea X espacio métrico compacto, f : X — X homeomorfismo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es libremente expansivo.

2. Existe A > 0 tal que para todo z,y € X, existe Y C N infinito, tal que
d{f"(z) :ne Y} {f"(y):ne¥Y} > Ao

d{f (@) :n e YEL{fT"(y) :neY}) > A

3. Existe § > 0 tal que para todo z,y € X, el conjunto {k € Z : d(f*(z), f*(y)) >

0} es infinito.
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Demostracion 1 = 2 : Sea « la constante de expansividad, consideremos
A< a.Sean x,y € X y p € N* tal que d(fP(x), fP(y)) > « (o tomamos f~1),
como « > A, existen U,V entornos de fP(z) y fP(y) tales que d(U,V) > A.
Sea B={neN: f"(z)eU},y C={neN: f*(y) € V}, entonces B,C € p,
por lo tanto BN C € p, entonces Y = BN C es el que precisamos.

2 = 3 : Evidente.

3= 1:8Sea z,y € X, sabemos que {k € Z : d(f*(z), f¥(y)) > 0} es infi-
nito, supongamos que A = {n € N : d(f"(x), f*(y)) > 0} es infinito( de lo
contrario usamos el mismo argumento con f~1).

Sea p ultrafiltro libre tal que A € p, entonces fP(x) € {f*(z):n € A}, en
efecto, sea V entorno de fP(x), entonces {n € N : f*(z) € V} € p, pero
A € p, entonces AN{n: f"(zx) e V} ={neA: f*(x) € V} € p, entonces
{n e A: f*(z) € V} # 0, entonces fP(z) € {f(z):n € A}, de igual mo-
do fP(y) € {f"(y) : n € A}, entonces d(fP(x), fP(y)) > 6, por lo tanto f es
libremente expansivo para cualquier a < 6.

La siguiente caracterizacion involucra a los ultrafiltros.

Teorema 3.2 Sea X espacio métrico compactoy f : X — X homeomorfismo,
las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. f es libremente expansivo.

2. Existe a > 0 tal que para todo z,y € X y para todo f < «, existe p
ultrafiltro libre tal que

{neN:d(f"(z),f"(y)) > Bt ep

{neN:d(f™"(z),f"(y) >Btep

Demostracion 1 = 2: Sea « la constante de expansividad, z,y € X tales que
d(fP(z), fP(y)) > a (si d(fP(x), fP(y)) > « se razona de manera andloga).
Tomemos 8 < «, supongamos que

{neN:d(f"(x), f"(y) > B} ¢ p

entonces A = {n € N: d(f"(x), f*(y)) < B} € p.
Pero fP(z) € {f*(x) :ne€ A}ty fP(y) € {f*(y) : n € A}, entonces d(fP(z), fP(y)) <
B < «a, absurdo.

2 =1: Sea a cono en la hipdtesis, si no existe 8 < « tal que f es S-expansivo,
entonces tomemos 51 < f2 < «, como f no es [i-libremente expansivo, exis-
ten u,v € X distintos tales que para todo ultrafiltro libre p se cumple que

d(fP(u), f*(v)) < Bry d(f P (u), f77(v)) < .

Si aplicamos 2) a 1 < « tenemos que existe ¢ € N* tal que

A={neN:d(f"(u), ["(v)) > P2} € q
Pero f9(u) € {f™(u) :n € A}y fi(v) € {f™(v) : n € A}, por lo tanto d(f9(u), f4(v)) >
B1 > B, absurdo.
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3.3 Ejemplos

Ejemplo 3.1 Sea I =[0,1),0<a<b<1l,yr:I— 1, cona,b racionalmente
independientes (como elementos de R considerado como espacio vectorial sobre
los racionales). Consideremos la funcion definida de la siguiente manera.

x+1—a si z€][0,a)
r(x)=< z—a+1->b si z€la,b)
x—b si xe€bl)
Definamos una sucesion x = (xy)rez de la siguiente manera.
0 si 78(0) € [0,a)
r(r) =< 1 si r8(0) € [a,b)
2 si 78(0) € [b,1)

Consideremos ¥ = {0,1,2}, y el shift o : YN — YN tomemos X como la
clausura de la oribta de x. En [1] se afirma que X no tiene puntos doblemente
asintoticos con respecto al homeomorfismo o 1 X : X — X , entonces por el
teorema 3.1 01 X : X — X es libremente expansivo.

Veamos que existen homeomorfismos expansivos que no son libremente expansi-
vos, para esto antes debemos hacer algunas consideraciones sobre los libremente
expansivos en el espacio de N-simbolos.

Proposicion 3.2.1 Sea X C Xy subshift, entonces o es libremente expansivo
si y solo si para todo (z;)icz, (¥i)icz € X el conjunto A ={i € Z : x; # y;} es
infinito.

Demostraciéon Directo: Sean (x;)icz, (yi)icz € X distintos, como es libre-
mente expansivo el conjunto A = {n € Z : d(c"((z:)icz), 0" ((yi)icz) > 1} es

inifnito, pero d(o"((xi)icz), 0" ((yi)icz) = > icz %, entonces T, # yn

para todo n € A.

Reciproco: Si A = {i € Z : z; # y;} es infinito, entonces para todo n € A
se cumple que d(o ™" ((x;)icz), 0 " ((yi)icz) > 1.

Ejemplo 3.2 Sea X = {0,1} U{: :n >2}u{1-12

:n > 3}, definimos
p >
f: X — X de la siguiente manera.

0 si z=0

1 st z=1

1 g =21
n— n

T con n>3

1 s .11
1—n—+1 si z=1—+ con n>2
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El siguiente dibugjo ilustra la dindmica del ejemplo, hay tres orbitas, los pun-
tos rojo y azul que son fijos, y los puntos negros que pertenecen todos a la misma

orbita.
0 8 4 2 4 8

Es claro que f es un homeomorfismo, y si tomamos dos puntos distintos,
para el pasado o para el futuro sus iterados se separan en algin momento a mds
de %, sin embargo no es libremente expansivo ya que si tomamos dos puntos
x,y € X —{0,1} distintos, para cualquier p € N* se verifica que f~P(z) =
f7P(y) = 0, esto es porque el 0 es el dnico punto limite de una sucesion de
iterados negativos, andlogamente fP(x) = fP(y) = 1.

Ejemplo 3.3 Sea X = {0}U{L : n > 1}, definimos f : X — X de la siguiente
manera.

0 si =0
1 o1
713 SL =5 con n>2 par
f(z) =
Lo si x=1 con n>3 impar
n—2 n
1 _
3 sl r=1

El siguiente dibujo tlutra la dinamica del ejemplo, hay dos orbitas, los puntos
negros que pertenecen a una misma orbita y el punto rojo que es fijo.

=}
ol o
ool
T
=YY
i @
N
wi— o
Wl ®
—

Es claro que [ es un homeomorfismo, ademds es expansivo ya que dados dos
puntos x,y € X distintos para el pasado o para el futuro sus iterados se separan
a mds de %, sin embargo 0 es el inico punto limite de cualquier sucesion de
iterados, tanto para el pasado como para el futuro, por lo tanto para cualquier
p € N* los iterados fP y f~P son constantes e iguales a 0, entonces no es

libremente expansivo.

3.4 Preservacion de los libremente expansivos
por potencias y conjugaciones

En el capitulo 1 vimos que los homeomorfismos expansivos se preservan por
iteraciones, el teorema siguiente nos dice que esto también pasa con los homeo-

morfismos libremente expansivos, para demostrar este hecho veamos primero el
siguiente lema.
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Lema 3.1 Sean X e Y espacios métricos compactos, y f : X — Y homeomor-
fismo, sea k > 0 entero, se cumple que para todo a > 0 existe § > 0 tal que
para todo a,b € X, si dx(a,b) > a entonces dy (f7(a), f7(b)) > B, para todo
jE€Zconl<|j| <k.

Demostraciéon Por el lema 2.1, dado « para todo j € Z tal que 1 < |j| < k
existe 3; > 0 tal que si dx(a,b) > « entonces dy (f7(a), f7(b)) > f;, tomando
B =min{B; : 1 < |j| <k}, tenemos el resultado.

Teorema 3.3 Sean X espacio métrico compacto ,f : X — X homeomorfismo
libremente expansivo y k € Z — {0}, entonces f* es libremente expansivo.

Demostracion Sea « > 0 la constante de expansividad, tomemos z,y € X
distintos, por el teorema 3.1 parte 3 sabemos que el conjunto A = {n € Z :
d(f™(z), f*(y)) > «a} es infinito, queremos ver que A N kZ es infinito, consi-
deremos la particién de Z en intervalos [mk, (m + 1)k] con m € Z, como A es
infinito existe una sucesién a;, a : N = Z y una sucesién b;, b : N — 7Z tales que
d(f*(z), f*(y)) > a y a; € [bik, (b; + 1)k] para todo i € N, pero por el lema
anterior existe 3 > 0 tal que d(f7(f% (z)), f7(f*(y)) > B, en particular para
J = (b + )k — a; por lo tanto d(f+DR=as (fai(z)), fltb=ai(fas(y)) > g,
entonces d(fi+VF(z), fi+t1k(y)) > B, tomando como constante de expansi-
vidad cualquier v < § tenemos el resultado.

Teorema 3.4 (Los libremente expansivos se preservan por conjugaciones) Sean
X, Y espacios métricos comnpactos y (X, f) v (Y, g) dindmicas conjugadas, si
f: X — X es homeomorfismo libremente expansivo, entonces g también.

Demostraciéon Sea ¢ : X — Y homeomorfismo ,y f: X — X homeomorfis-
mo libremente expansivo con constante de expansividad «, vamos a probar que
g = ¢~ L. f. es libremente expansivo, donde ¢ : X — Y es un homeomorfismo.

X—f>X

Y ——Y
g

Sea ¢,d € Y distintos usando la caracterizacién del teorema 3.1 parte 3
alcanza con probar que el conjunto A = {k € Z : d(g*(c),g*(d)) > B} es
infinito para algtin b > 0, sea a = ¢~ (c), b = p~1(d), como ¢ es inyecti-
va tenemos que a # b, entonces como [ es libremente expansivo tenemos que
el conjunto B = {k € Z : d(f*(a), f*(b)) > a} es infinito, para a > 0y ¢
aplicamos el lema?, por lo tanto existe un 3 tal que si d(f*(a), f%(b)) > «a
entonces d((f*(a)), (/1)) > B, pero d(g(f*(e~ (), o(f* (e~ () =
d(g*(c), g*(d)), entonces tomando v < 3 como constante de expansividad tene-
mos el resultado.

3.5 Libremente Expansivo = Expansivo sin pun-
tos doblemente asintdticos

El siguiente teorema es una caracterizacién de los libremente expansivos en
términos de su comportamiento asintético.
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Teorema 3.5 Sea X espacio métrico compactoy f : X — X homeomorfismo,
entonces f es libremente expansivo si y solo si es expansivo y no tiene puntos
doblemente asintoéticos.

Demostracion Directo: Sabemos que si f es libremente expansivo es expan-
sivo, sea « la constante de expansividad, tomemos z,y € X distintos, entones
existe p € N* tal que d(fP(z), fP(y)) > «, pero fP(x) = limg_ 400 f™ () ¥
fP(y) = limg— 100 f™ (y), para alguna sucesién ny, entonces

o < d(fP(@), f7(y)) = A oo £ (2), 1iposioe 7)), y

A1ty o F75 (@), limgs oo 7(y)) = Hing s o d(f7 (2), f7* (), entonces
limy s oo d(f™* (), f** (y)) > «, por lo tanto no son doblemente asintéticos.

Reciproco: Sean z,y € X distintos, como no son doblemente asintéticos existe
e > 0 tal que el conjunto A = {n € Z : d(f*(z), f¥(y)) > €} es infinito. Por
la expansividad uniforme para ¢ > 0 existe N € N tal que si d(x,y) > € en-
tonces d(f7(z), f/(y)) > «a para algin j € Z con 1 < |j| < N, por lo tanto
para todo k € A se verifica que d(f7(f*(z)), f(f*(y)) > a para algin j € Z
con 1 < |j| < N, entonces z,y se separan en infinitos iterados, entonces por la
caracterizacién del teorema 3.1 parte 3, tenemos que f es libremente expansivo.
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Capitulo 4

Non-Standard Expansivos

4.1 Definicion y Ejemplos

Definicién 4.1 Sea f: X — X homeomorfismo, decimos que es non-standard
expansivo si existe ¢ € R, llamada constante de expansividad, tal que para todo
x,y € X distintos, existe n € *Z tal que *d((* f)"(z), (* /)" (y)) > ¢

Si el contexto no admite confusién seguiremos el convenio de notar d en vez de
*dy fenvezde *f.

Ejemplo 4.1 Sea X ={1,0} , definimos f: X — X como f(0)=1, f(1)=0
es claro que f es un homeomorfismo tal que se para todo n € Z se cumple que
d(f™(0), f*(1) = 1, entonces la siguiente formula es verdadera

(Vn € Z)(d(f"(0), /(1)) = 1).

Entonces por el principio de transferencia la siguiente formula también es ver-
dadera.

(Vn € “Z)(*d(* £(0), " (1)) = 1).

En particular para cualquier n € *Zoo se tiene que *d(* f*(0,* (1)) = 1, por
lo tanto f es non-standard expansivo.

Veamos que los ejemplos 3.2 y 3.3 son expansivos pero no non-standard expan-
sivos.

Ejemplo 4.2 Sea X = {0,1} U{L :n >2}U{l -1 :n > 3}, definimos
f: X — X de la siguiente manera.

0 si z=0

1 st z=1

1 |
—5 sl x=2 con n>3

1 : 11
1—n—Jrl si z=1—= con n=>2

Ya observamos que f es un homeomorfismo expansivo, pero si tomamos un

punto x # 0, y n € *Ny, tenemos que f*(z) = 1— n+_1, pero %_H ~ 0 por lo
tanto fM"(z) ~1y f~"(x) = n+_1 ~ 0, entonces no es non-standard expansivo.
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Ejemplo 4.3 Sea X = {O}U{% :n > 1}, definimos f: X — X de la siguiente

manera.

0 siz=0
1 1
T3 St x=5 con n=>2 par
f(z) =
1 g z=L con n>3 mmpar
n—2 n
1 _
5 si z=1

Si tomamos x € X, distinto de 0 tenemos que para f™(x) = 0

1
n+2
f(x) = ﬁ para todo n € *Zso, por lo tanto f no es non-standard expansivo.
A diferencia de los libremente expansivos, el concepto de non-standard expansivo
tiene sentido en ambientes no compactos, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4 Sea f: R — R, definida por f(x) = 2z, es claro que

*f:*R — *R, cunple *f(x) = 2z, tomemos x,y € R, distintos, para todo
n € *Ny, se verifica que |f"(x) — f"(y)| = 2™z — y| > r para cualquier r € R,
con r >0, por lo tanto f es non-standard expansivo con cualquier constante de
expansividad.

4.2 Non-standard expansivo = Libremente ex-
pansivo en ambientes compactos

Teorema 4.1 Sea f : X — X homeomorfismo, entonces f es non-standard
expansivo, con constante de expansividad ¢ si y solo si para todo z,y € X el
conjunto {n € Z : d(f™(z), f"(y)) > ¢} es infinito.

Demostraciéon Directo: Supongamos que {n € Z : d(f™(z), f™(y)) > c} es
finito. Por la finitud sabemos que existe m € N tal que

(Vn € N)(n > m — d(f™(z), f"(y)) < ¢), entonces por el principio de tranfe-
rencia la siguiente férmula también es verdadera

(Vn € *N)(n > m — *d(*f™(x),* f"(y)) < ¢), entonces en particular para todo
n entero positivo infinito se tiene que *d(* f™(z), *f*(y)) < ¢, anslogamente por
la finitud de {n € Z<¢ : d(f"(x), f"(y)) > ¢} y cambiando f por por f~! tene-
mos que para todo n entero negativo infinito d(f"(x), f*(y)) < ¢, por lo tanto
no es non-standard expansivo.

Reciproco: Supongamos que {n € N : d(f"(z), f"(y)) > c} es infinito, de lo
contrario razonamos con f_l, entonces para todo n € N existe m > n tal
que d(f™(x), f™(y)) > c¢) entonces existe una funcién ¢» : N — N tal que
Vn € N((¢(n) > n) Ad(f*™ (z), ™ (y)) > ¢), entonces por el principio de

transferencia Vn € *N((*¢(n) > n) A d(f ¥™(z), f Y™ (y)) > c),entonces si
m € *Ng, entonces *1)(m) € *Ng, por lo tantof es non-standard expansivo.

Observaciéon 4.1 Una consecuencia del teorema anterior es que en ambientes
compactos ser libremente expansivo es lo mismo que ser non-standard expansivo,
pero en ambientes no compactos el concepto de libremente expansivo puede no
tener sentido debido a la no existencia de p limites.
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Corolario 4.1.1 El homeomorfismo del ejemplo 3.1 es non-standard expan-
sivo.

Observacién 4.2 (;Fuertemente non-standard expansivo?) Una pregunta que
podemos hacernos es | qué pasa si en la defincién de non-standard expansivo en
vez de cuantificar sobre X cuantificamos sobre *X? es decir, podriamos definir
que f: X — X es c-non-standard expansivo si y solo si para todo z,y € *X
distintos, existe n € *Zo, tal que *d((*f)"(z), (*f)"(y)) > ¢, es claro que esta
versién a priori mas fuerte implica la non-standard expansividad, veamos que
el reciproco también se cumple:

Por el teorema anterior sabemos que la siguiente férmula es verdadera.

(va € X)(¥y € X)(@ # y — (vn € N)(Fi € Z)(lil > n) A [@d(Fi (@), F () > o),
entonces por el principio de transferencia la siguiente féormula también es ver-
dadera.

(Vo € *X)(Vy € “X)(z # y — (Yn € *N)(Fi € *Z)(li] > n) A (“d(f*(2), f'(y)) >
¢), por lo tanto dados x,y € *X y n € *Ny existe i« € Z , con |i| > n tal que
d(fi(x), fi(y)) > ¢, pero como n € *N, entonces i € *Zs,, ademds esto prueba
que se separan en infinitos niimeros infinitos.

Ya sabemos que ser libremente expansivo es lo mismo que ser non-standard
expansivo en ambientes compactos, por lo tanto todas las propiedades de los
libremente expansivos las cumplen los non-standard expansivos en ambientes
compactos, veremos que esas propiedades pueden ser demostradas utilizando
los métodos del andlisis no estandar.

4.3 Preservacién de la non-standard expansivi-
dad por potencias y conjugaciones en am-
bientes compactos

Teorema 4.2 Sea X espacio métrico compacto, f : X — X homeomorfismo
non-standard expansivo, entonces para todo k € N, f* también es non-standard
expansivo.

Demostracion Sea c la constante de expansividad de f, por la continuidad
uniforme sabemos que existe § > 0 tal que si d(z,y) < §, entonces d(fi(x), fi(y)) <
¢ para todo i = 1,...k. Supongamos que f¥ no es non-standard expansi-
vo, entonces existen xg,y9 € X tales que para todo m € *Z., se tiene que
d(f™*(x0), f™(yo)) < 8. Sea n € *Z, por el teorema de Euclides (no estandar)
existen m,? € *Z , con 0 < 7 < k tal que n = mk + i, pero si n € *Zo,
entonces m € *Zoo, entonces d(f™(xo), f™(yo)) = d(f™ T (z0), f*Fi(yo)) =
d(fH(f™(20)), FL(f™(yo))) < c, entonces f no es non-standard expansivo, ab-
surdo.

Observaciéon 4.3 Observemos que la demostracién de teorema anterior es
practicamente igual a la demostracion del teorema para expansivos.

Observacion 4.4 Podemos demostrar el teorema anterior sin necesidad de
usar reduccién al absurdo, veamos otra demostracién. Sea c¢ la constante de
expansividad. Sean z,y € X distintos, como f es libremente expansivo exis-
te n € *Zoo tal que d(f™(z), f™*(y)) > ¢, pero por el teorema de Euclides (no
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estdndar) existen m,i € *Z , con 0 < i < k tal que n = mk + ¢, pero si
n € *Z, entonces m € *Z,, pero por simple transferencia el lema 2.1 tam-
bién vale en *X por lo tanto si lo aplicamos para ¢ > 0 existe 8 > 0 tal que
*d(f7Hf™(x)), fH(f™(y))) > B, entonces *d(f™F(z), f™*(y)) > 3, entonces to-
mando v < /3 como constante de expansividad tenemos que f* es non-standard
expansivo.

Observaciéon 4.5 En espacios no compactos no tiene porque preservarse la
non-standard expansividad por potencias. Veamos el siguiente contraejemplo.
Sean (cn)neN, (dn)nen; (an)nen, (bn)nen, (ay)nen, (0),)nen, (¢),)nen, (d),)nen,
tales que ¢, < dp, < an < b, < a, <V, <d, <d,,dcn,d,) =d(c,d,) =
L d(dy,an) = d(an,by) = d(al,,b,) = d(bl,,c},) = 1 para todo n € N, con
lfm,,— 400 T, = 00 para todo x = a,b,¢,d,a’, b, ', d’, con

An = A{cn,dn, an, b, ay, b0, ¢ dn b,y Ap N Ay =0 sin #m, sea X =, ey Ans
definimos f : X — X como f(c,) = an, flan) = ¢, f(c,) = al, f(a),) =
Cny f(dyn) = bn, f(bn) = d,, f(d)) = b, f(b),) = dn, es claro que f es un
homeomorfismo, ademaés todo par de puntos distintos se separan en al menos
todos los momentos impares , por lo tanto es non-standard expansivo, pero
A7 (ca), F2(dn)) = d(cdl) = Ly d(72(c}), F2(d})) = d(cqndy) = L, para
todo n € N, entonces f2 no es expansivo y por lo tanto no es non-standard
expansivo.

Teorema 4.3 (En compactos la expansividad non-standard se preserva por
conjugacién)

Sean X, Y espacios métricos compactos, y (X, f), (Y, ¢) dindmicas conjugadas,
si f: X — X es homeomorfismo non-standard expansivo, entonces g : Y — Y
también.

Demostraciéon Sea ¢ : X — Y homeomorfismo ,y f: X — X homeomorfis-
mo non-standard expansivo con constante de expansividad «, vamos a probar
que g = ¢.f.0~ ! es no estandar expansivo, es decir, encontraremos un ¢ € R,
¢ > 0 tal que si para todo a,b € Y se cumple que d(g"(a), g™ (b)) < ¢ para todo
n € *Z, entonces a = b.

Recordemos que si ¢ : X — Y es uniformemente continua, entonces

*v 1 *X — *Y es uniformemente continua, y ademas si el diagrama X A X

Y —Y
g

.
. f ./
conmuta, entonces el diagrama *X ——*X también conmuta. Como X es

9
compacto ¢! : Y — X es uniformemente continua, y por el principio de trans-
ferencia ¢! : *Y — *X también es uniformemente continua, por lo tanto existe
c € R, ¢ >0, tal que si d(y,y’) < ¢, entonces d(p~1(y), ¢ (y’)) < a. Supon-
gamos que para a,b € Y tenemos que d(g™(a), g™ (b)) < c para todo n € *Z,
entonces d(¢p~ (g™ (a), ™1 (¢g"(b))) < a parar todo n € *Ze, pero a = @(x) y
b = ¢(z') para algunos z,2’ € X, entonces
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A~ (g"((2)), ™ (9" (p(2")))) < @, pero ¢~ (g"(¢(2)) = f"(2) para todo
z € X, entonces d(f"(x), f"(2’)) < « para todo n € *Z, y como f es a-
expansivo tenemos que = z’, entonces a = b.

Observacién 4.6 (Otra demostracion del teorema anterior ) Al igual que en

el caso de los expansivos “estandar” podemos demostrar el teorema anterior de
otra manera.
Nuevamente usamos la versiéon en *X del lema 2.1, entonces para la cons-
tante de expansividad de a > 0 existe 8 > 0 tal que para todo a,b € *X,
distintos, si *dx(a,b) > « entonces *dy (p(a), (b)) > S. Sean ¢,d € Y dis-
tintos, tomemos a = ¢~ 1(c), b = ¢ 1(d), como ¢ es inyectiva tenemos que
a # b, entonces como f es non-standard expansivo, existe n € *Z., tal que
d(f™(a), f"(b)) > «, entonces por el lema anterior d(¢(f™(a), o(f™(b))) > 5,
pero d((f"(¢~1(c)), p(f" (¢~ 1(d)))) = d(g"(c),9"(d)), tomando v < 3 como
constante de expansividad tenemos el resultado.

Observaciéon 4.7 Si comparamos la demostraciones anteriores con la demos-
traciones para expansivos , podemos observar que se vuelve a repetir el fenémeno
de que la demostracién de un hecho de la expansividad non-standard es muy
similar a la de su andlogo en la teoria de los expansivos habituales, esto re-
fuerza nuestra tesis de que la aproximacién de los libremente expansivos por
medio del andlisis no estandar, no solo nos permite generalizar dicha nocién
para ambientes no compactos, sino que nos permite adaptar de manera natural
demostraciones ya existentes.

Observaciéon 4.8 En espacios no compactos no tiene porque preservarse la

non-standard expansividad por conjugaciéon. Veamos el siguiente contraejem-
plo.
Sean (Zn)nen, (2),)nen (Yn)nen, (Y, )nen Sucesiones reales inyectivas tales que
d(Tn,yn) = % y d(2y,, yp,) = 1, definimos X = UneN{‘T’m Ynt, Y = UnGN{‘T'/n) Ynts
[+ X=X, f(xn) = Yn, f(yn) =Tn,g:Y =Y, g(‘rfn) = y;w g(y;z) = ‘T{m es
claro que f y g son homeomorfismos tales que f no es expansivo y por lo tanto
no es non-standard expansivo, y g es non-standard expansivo porque dos puntos
cualesquiera se separan en infinitos momentos, tomemos ¢ : X — Y definida
como p(x,) =, vy p(yn) = y., es un homeomorfismo que verifica =1 g.p = f,
por lo tanto f y g son conjugados.

4.4 Non-Standard expansivo = Expansivo sin
puntos doblemente asintéticos en ambientes
compactos

Proposicion 4.3.1 Sea X espacio métricoy f : X — X, entonces z,y € X
son positivamente asintéticos si y solo si para todo m € *N, se tiene que

fr(@) = f(y).
Demostracién Directo : Si HIJIrl d(f™(x), f*(y)) = 0, entonces dado € € R,
n—-+0oo

€ > 0 existe n. € N tal que se cumple
(Vm € N)(m > ne — d(f™(x), f™(y)) < €), por el principio de transferencia
tenemos que la siguiente férmula también es verdadera
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(Vm € *N)(m > n. — d(f™(z), f™(y)) <€), si m € *Ny , entonces m > n,
para todo €, por lo tanto se cumple que d(f™(x), f™(y)) < €, para todo €, en-
tonces f™(x) ~ f™(y).

Reciproco : Supongamos que Hr—? d(f™(x), f*(y)) # 0, entonces existe € € R,
n—-+0o0

€ > 0, tal que para todo n € N se verifica

(3m e N)((m > n) Ad(f™(z), f™(y)) > €), entonces tomando nuevamente una
funcién de eleccion ¢ : N — N, tenemos que

(Vn € N)(¥(n) > n) A (d(f0)(x), f¥)(y) > €) entonces por el principio de
transferencia tenemos que (Vn € *N)(*¢(n) > n)A(d(f *™(2), f Y™ (y)) > ¢),
entonces si m € *Ny, entonces *¢)(m) € *N, con d(f¥") (x), f¥)(y) > ¢, por
lo tanto f™(x) # f™(y). Andlogamente para z,y negativamente asintéticos.

Teorema 4.4 Sea X espacio métrico compacto, f : X — X homeomorfismo,
entonces f es non-standard expansivo si y solo si f es expansivo y no tiene
puntos doblemente asintéticos.

Demostracién

Directo : Si f es non-standard expansivo, entonces para todo z,y € X existe
m € *Zoo, tal que d(f™(z), f™(y)) > ¢, entonces por la proposicién anterior
x, 1y no son doblemente asintéticos para ningun para de puntos en X.

Reciproco: La idea de la demostracién se puede resumir en el siguiente dibujo.
frefm@) =iz

Q

*fm(l;) . : . . . fn (l‘/)
TN, L mayor que c
‘r/
,f”(y’)
fQ(T) : . . ) ¢
f@) y . .
P ¢ o c e PO ) =)
. \L . *
) - “f™(y)

Sean x,y € X, como no son doblemente asintéticos sabemos que existe m €
*Zoo tal que f™(x) # f™(y), entonces existe a € R tal que *d(f™(z), f™(y)) >
a, como X es compacto , por el teorema de Robinson existen 2,y € X tal
que ' ~ f™(z) , ¥ ~ f™(y),y como *d(f™(x), f™(y)) > « tenemos que
d(z',y') > a, y en particular 2’ # 3/, pero f es expansivo, entonces existe n € Z
tal que d(f™(2’), f*(y')) > ¢, como f™ es continua, entonces por la caracteri-
zacion de la continuidad de la prop 1.4.1, tenemos que *(f™)(f™(x)) ~ f™(z'),
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*(f")(f™(y)) ~ f*(y') entonces por la prop 1.4.2 parte 2,
St (7 (), (/7 (9)))) = e, pero esto implica que
d(f"(f™(x)), f*(f"(y))) > §ycomon € Zym € *Zy, entonces n+m € Z,
pero si entonces [ es non-standard expansivo.

Observaciéon 4.9 En la demostracion del directo del teorema anterior no uti-
lizamos la compacidad del espacio, no asi en el reciproco, veamos un ejemplo de
un homeomorfismo en un espacio no compacto que es expansivo y sin puntos
doblemente asintdticos pero que no es non-standard expansivo.

Consideremos dos sucesién de funciones 27 : Z — R2, y? : Z — R? tales que
d(l‘?,l‘?) = d(y?ay;l> =1, d(z?,y?) = %7 si i # 7, d(zg,yg) = 1, para todo
neNi€Z,ydAn, An) =1, sin # m, donde A, = J;c,{2}, yi'}. Defini-
mos X = ,cnAn, ¥y f: X = X como f(x}) = a2y, f(y]") = yi'y1, es claro
que f es un homeomorfismo, y es expansivo con cualquier constante ¢ < 1, ya
que los tnicos puntos que pueden contradecir la expansividad son de la forma
2™,y pero d(f~Ha?), f~(y)) = d(xF,y8) = 1, es claro que no tiene puntos
doblemente asintdticos debido a que para cualquier par de puntos, todos sus
iterados, salvo una cantidad finita, estan a una distancia constante , pero f no
es non-standard expansivo ya que dado cualquier constante ¢ > 0, tomando n
suficientemente grande se tiene que + < ¢, pero d(f*(zf), f'(y3)) < c para todo

1 # 0, por lo tanto no se separan en una cantidad infinita de momentos.

Observaciéon 4.10 En la demostracion anterior, a diferencia de la versién con
ultrafiltros, no hemos usado la expansividad uniforme, en la siguiente definicion
introduciremos un concepto analogo para los non-standard expansivos, espera-
mos con esto persuadir al lector de que esta aproximacién de los libremente
expansivos mediante el andalisis no estandar, no solo sirve para encontrar de-
mostraciones novedosas y sintéticas, sino también como una herramienta de
descubrimiento de nuevos conceptos dindmicos.

4.5 Non-standard expansividad y uniformidad

Definicién 4.2 Sea X espacio métrico,y f : X — X homeomorfismo, decimos
que es c-uniformemente non-standard expansivo, si para todo € > 0 existe n, €
*Ng tal que para todo z,y € X, si d(x,y) > € entonces d(fi(x), fi(y)) > c,
para algin i € *Zu, |i| < ne, la idea es que los ”tiempos infinitos” de separacién
estan uniformemente acotados para todo par de puntos que estan a distancia
mayor que una constante que podemos elegir arbitrariamente pequena.

En el siguiente teorema demostraremos que si el ambiente es compacto un ho-
meomorfismo es c-non-standard expansivo si y solo si es c-uniformemente non-
standard expansivo.

Teorema 4.5 Sea X espacio métrico compacto,y f : X — X homeomorfismo,
las siguiente afirmaciones son equivalentes.

1. f es ¢- non-standard expansivo.

2. Paratodoe € R, e >0, y para todo n € N, existe m € N, m > n tal que
para todo z,y € X, se cumple que si d(z,y) > € entonces
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d(fi(x), fi(y)) > c para algin i € Z con n < |i| < m.

3. Para todo € € R, ¢ > 0 existe n : N — N sucesién estrictamente creciente
tal que para todo z,y € X, si d(x,y) > € entonces para todo k € N se
cumple que d(f*(x), f*(y)) > ¢ para algin i € Z con n(k) < |i| < n(k+1).

4. Para todo € > 0 existe n € *No tal que para todo z,y € *X, si
*d(z,y) > € entonces *d(f*(z), f'(y)) > ¢, para algin i € *Zu, |i| < ne.

5. f es c-uniformemente non-standard expansivo.

Demostracion 1 = 2 : Supongamos que 2 no se cumple, entonces existe
e >0y n € N tales que para todo m € N, con m > n existen p,,ym € X tales
que d(Tm,Ym) > €y d(f'(zm), fi(ym)) < ¢ para todo i € Z con n < |i| < m.
Como X es compacto, tomando subsucesiones de ser necesario, podemos supo-
ner que (T, )men converge a & y que (Ym)meN converge a y.

Sea k € Z tal que |k| > n, sea § > 0, como f* es continua, entonces f*(z,,)
converge a f*(z) y f*(ym) converge a f*(y), entonces podemos encontrar un
m tal que m > n, m > [k, d(f*(zm), (@) < 2y d(FF(ym), F*(3) < 3, en-
tonces tenemos que d(f*(z), f*(y)) < d(f* (), ¥ (@) + A(FE(@m), /¥ (ym) +
d(f*(ym), f¥(y)) < & +c+ % = c+ 4, entonces d(f*(z), f*(y)) < ¢ para todo
k € Z con |k| > n, entonces x,y se separan a lo mds en una cantidad finita de
puntos, entonces f no es non-standarexpansivo, absurdo.

2 = 3: Contruiremos la sucesién por recursién, tomemos n(1) = 1y n(2) > n(1)
el ”m” de la afirmacién 2, ahora supongamos que tenemos definidos
n(1),n(2),...,n(k), tomemos n(k+1) > n(k) el "m” de la afirmacién 2, enton-
ces tenemos el resultado.

3 = 4 : Tomemos ¢ > 0, n : N — N la sucesién de la afirmacién 3, y un
I € *Ny. Sean z,y € X tales que d(z,y) > € por el axioma de eleccién
numerable y la afirmacion 3, existe ¢ : N — Z tal que para todo k € N,
n(k) < li(k)] < n(k +1) y d(f'®(2), f{*)(y)) > ¢, podemos extender esa
funcién i, tal que i : X x X x N — Z, verifique si d(z,y) > ¢, i(x,y, k) sea
la antigua funcién y para los otros caso como una constante arbitraria, por
la tanto la siguiente férmla es verdadera (Vz € X)(Vy € X)(d(z,y) > € —
(Vk € N)((n(k) < li(z,y, k)| < n(k+ 1)) A (d(f 0P (@), fEV0 () > c).
Entonces por el principio de transferencia la siguiente féormula también es ver-
dadera (Vz € *X)(Vy € *X)(*d(z,y) > ¢ = (Vk € *N)((*n(k) < [*i(z,y, k)| <
*n(k 4+ 1)) A (“d(* f 1 @vF) (), * @8R (1) > ¢) Como | € *Ny y n es estric-
tamente creciente, se tiene que *n(l) € *Ny y *n(l + 1) € *N,, entonces para
todo x,y € *X, se tiene que *i(x,y,l) € *Zu, por lo tanto queda probado.

4 = 5 : Es evidente ya que si se cumple 4, en particular 5.

5=1:8Sea z,y € X distintos,tomemos € < d(x,y), como f es c-uniformemente
non-standard expansivo tenemos el resultado.
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Proposicion 4.5.1 Sea X espacio métrico no necesariamente compacto, en-
tonces las afirmaciones 2, 3,4 del teorema anterior son equivalentes.

Demostracién En la demostracién del teorema anterior no usamos la hipdte-
sis de compacidad para demostrar que 2 = 3 = 4. Veamos que 4 = 2:
Supongamos que 2 no se cumple, entonces existen € > 0 y n € N tales que para
todo m > n existen x,y € X, con d(z,y) > €y d(fi(x), fi(y)) < c para todo
i € Z que cumple n < |i| < m. Entonces la siguiente férmula es verdadera

(Vm € N) 3z € X)(Fy € X)d(z,y) > N Vi € Z)(n < |i] <m —
d(fi(x), fi(y)) < ¢) y por el principio de transferencia la siguiente férmula tam-
bién es verdadera (Vm € *N)(Fz € *X)(Jy € *X)(*d(z,y) > e A (Vi €
*Z)(n < |i] <m — *d(* fi(x),* fi(y)) < c), entonces para todo n € *N, existen
2,y € *X tales que *d(x,y) > ey *d(* fi(z),* fi(y)) < c para todo € *Z con
n < |i| < m, en particular para todo i € *Zs, tal que |i| < m, debido a que
|i| > n, por lo tanto no se cumple 4.

Observaciéon 4.11 En el teorema anterior se puede demostrar que 2 implica
4 directamente aplicando transferencia, en efecto, si vale 2 la siguiente férmula
es verdadera (Vn € N)((Im € N)(m > n) A (Vz € X)(Vy € X)(d(z,y) >
e — (Fi € Z)(d(f (z), fi(y)) > ¢) A (n < |i] < m))), entonces por el principio
de transferencia la siguiente férmula también es verdadera (Vn € *N)((3m €
*N)(m > n) A (Vo € *X)(Vy € *X)(*d(z,y) > € — (Fi € *Z)(d(f'(z), fi(y)) >
) A (n < |i] <m))), por lo tanto si tomamos n € *Ny,, el m > n dado por la
primera férmula cumple que m € *N, y como n < |i| < m entonces i € *Zoo.

Observaciéon 4.12 Sea X espacio métrico no necesariamente compacto. Las

afirmaciones 2, 3,4 implica la expansividad uniforme, es muy sencillo ver que la
afirmacién 3 la implica, también es sencillo demostrarlo a partir de 4) usando
transferencia, veamoslo.
Si vale 4) en particular vale que dado € € R, € > 0 la siguiente férmula es verda-
dera (In € *N) (Vo € *X)(Vy € *X)(*d(x,y) > e — (Fi € *Z)(*d(fi (), fi(y)) >
o) A (1 < ]i] < n)), pero por el principio de transferencia la siguiente férmu-
la también es verdadera. (In € N)(Vx € X)(Vy € X)(d(z,y) > ¢ — (Fi €
Z)(d(fi(z), fi(y)) > c) A (1 < ]i]| < n)), y esto es exactamente la expansividad
uniforme.

Observaciéon 4.13 Si X no es compacto las afirmaciones del teorema anterior
no son equivalentes. Consideremos el siguiente ejemplo en el plano. Tomemos
a,bya’ b c € R, tales que b/ < b < a <d,ydlab) <c<1lyd,l)>ec,
definimos dos sucesién sucesiones bi-infinitas de la siguiente manera.

[ (n,a) para todon <0
In = (n,a’) para todomn >0
(
(

-~ n,b) para todon <0
Yn = { n,b’) para todon >0
Para todon € Z
Sea X = U,,cz{%n, yn}, definimos f: X — X como f(2n) = Tny1, f(yn) =
Yn+1, €s claro que f es un homeomorfismo. ademas es c-non-standard expansivo,
y por lo tanto c-expansivo, dado que para cualquier u, v € X distintos, se separan
a més de de c en infinitos momentos, en efecto, si 4, v € (Zn)nez 0 U,V € (Yn)nez
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siempre estén a una distancia mayor o igual a 1, siu € (T, )nez ¥ ¥ € (Tn)nez lo
mas cerca que pueden estar es siu = (n,a) y v = (n,b) con n < 0, pero entonces
d(f™(u), f™(v)) = d(a’,b") > ¢ para todo m > |n| por lo tanto queda probado.
Son embargo no es c-uniformemente expansivo, en efecto, dado ¢ < d(a,b) y
dado N € N si tomo u = (n,a) y v = (n,b) conn < 0y |n| > N, se necesita un
tiempo mayor que N para separarlos, por tanto no puede ser c-uniformemente
expansivo, entonces por la observacién 4.12 no se cumplen las afirmaciones 2,
3,y 4 del teorema 4.5.

Observacion 4.14 Observemos que para todo z,y € X a lo sumo no se van
a separar a futuro en una cantidad finita de naturales. es decir, dado =,y € X
existe k € N tal que la siguiente férmula es verdadera. (Vn € N)(n > k —
d(f™(x), f*(y) > ¢). pero por el principio de transferencia la siguiente férmula
también es verdadera (Vn € *N)(n > k — *d(f™(z), f*(y) > c), perosin € *Ng,
entonces n > k por lo tanto cualquier para de puntos distintos en X se separan
en cualquier n € *N, , por lo tanto es c-uniformemente non-standard expansivo.
El homeomorfismo de este ejemplo cumple que es c-uniformemente non-standard
expansivo y c-non-standard expansivo, creemos que estos dos conceptos no son
equivalentes en ambientes no compactos, sin embargo este ejemplo no nos sirve
como contraejemplo.

4.6 Homeomorfismos Separables y Non-standard
Separables

El concepto de homeomorfismo separable fue introducido por Wine [33], daremos
la definicién presentada por Artigue [3].

Definicién 4.3 Sea X, espacio métrico, f : X — X homeomorfismo, decimos
que es separable si existe ¢ € R, ¢ > 0 tal que para todo z,y € X, tales que
y ¢ Oy(x), existe n € Z que verifica d(f"(x), f™(y)) > c.

Observaciéon 4.15 Si f : X — X homeomorfismo, si f es expansivo entonces
es separable.

Observaciéon 4.16 El reciproco de la observacién anterior no es cierto, veamos
el siguiente ejemplo que aparece en [2] pagina 9.

Sea X C R?U {oc}, definido por X = {oc} U{(n,0):n € Z}U{(nt L :ne
Z,m € Z%,|n| < m}, definimos f : X — X de la siguiente manera, f((n,0)) =
(n+1,0), f((n.25)) = (n+ L£L) si [n < m, f((m, ) = (~m,—%)
F((m,— %)) = (=m. L),

Es facil ver que es un homeomorfismo, ademas es separable porque dos puntos
de érbitas distintas se separan ya que tienen periodos distintos, sin embargo
cualquier par de puntos (0, #) (0, —%) pertenecen a la misma Orbita y tomando
m suficientemente grande negamos la expansividad para cualquier constante.

Teorema 4.6 (Wine) Sea X, espacio métrico compacto, f : X — X homeo-
morfismo separable, entonces f es expansivo si y solo si existe ¢ € R, ¢ > 0, tal
que todox € X ;n€Z,y f"(x) # x, entonces existe k € Z, que cumple
d(fF(2), fH(z)) > c.
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Demostracion Directo: Si f es expansivo entonces tomando ¢ la constante
de expansividad, si f™(x) # x, entonces si y = f™(z), existe m € Z tal que
d(f™(x), f™(y)) > ¢ y queda probado.

Reciproco: Sea z,y € X distintos, sea c el de la hipétesis y ¢’ la constante de
separabilidad, si y ¢ Oy(x) entonces existe m € Z tal que d(f™(z), f™(y)) > ¢,
si y € Of(x) entonces existe n € Z tal que f"(z) = y, como z # y entonces
f™(x) # y, entonces por hipédtesis existe k € Z tal que d(f"(x), f"(y)) > ¢,
entonces tomando ¢’ = min{¢, ¢’} f es expansivo con constante de expansividad
c’.

Por analogia con los non-standard expansivos es natural introducir el concepto
de non-standard separable.

Definicién 4.4 Sea X, espacio métrico, f : X — X homeomorfismo, decimos
que es non-standard separable si existe ¢ € R, ¢ > 0 tal que para todo z,y € X,
tales que y ¢ O (x), existe n € *Zo, que verifica *d(f"(z), f"(y)) > c.

De manera natural se extiende el teorema 4.6 (Wine) para non-standard sepa-
rables, la demostracion es analoga, por completitud daremos la prueba.

Teorema 4.7 Sea X, espacio métrico compacto, f : X — X homeomorfismo
non-standard separable, entonces f es non-standard expansivo si y solo si existe
ceR,c>0,talquetodox € X ,n €Z,y f"(x) # x, entonces existe k € *Zn,
que cumple

A(fF+ (@), f(2)) > e.

Demostracion Directo: Si f es non-standard expansivo entonces tomando
¢ la constante de expansividad, si f"(x) # x, entonces si y = f"(x), existe
m € *Zoo tal que d(f™(x), f™(y)) > ¢ y queda probado.

Reciproco: Sea z,y € X distintos, sea c el de la hipétesis y ¢’ la constante de
separabilidad, si y ¢ Oy(z) entonces existe m* € Z tal que d(f™(z), f™(y)) >
d, sty € Oy(x) entonces existe n € Z tal que f*(x) =y, como x # y entonces
f™(x) # x, entonces por hipdtesis existe k* € Z tal que d(f™(x), f"(y)) > ¢,
entonces tomando ¢’ = min{¢, ¢’} f es non-standard expansivo con constante
de expansividad ¢”.

Como es esperable, existen homeomorfismo que son non-standard separables
pero no son non-standard expansivos.

Ejemplo 4.5 Recordemos el ejemplo 3.2
X = {O,I}U{% in > 2}U{17% :n > 3}, definimos f: X — X de la siguiente

manera.

0 siz=0

1 st x=1

flx) =
_£1 si =21 con n>3
n n
1 3 —1_1
— 37 Sl r=1 — con n>2

Tenemos tres orbitas Of(0), Of(3), Of(1), sea x € Of(3), yn € *Nuo , se
cumple que d(f™(x), f*(0)) = d(1,0) yd(f~"(x), f~™(1)) = d(0,1), por lo tanto
es non-standard separable con cualquier constante menor que 1, sin embargo no
es non-standard exrpansivo.

41



Proposicion 4.7.1 Sea X, espacio métrico, f : X — X homeomorfismo,entonces
f es non-standard separable si y solo si para todo z,y € X , siy ¢ Of(x), en-
tonces {n € Z : d(f"(x), f"(y)) > ¢} es infinito para algin ¢ € R, ¢ > 0.

Demostracion Ver la prop 4.1, la prueba es exactamente la misma.

4.7 Non-standard expansividad y dinamica simbdli-
ca

Consideremos el espacio de IV simbolos Xy, vy su extension no estandar *X y, re-
cordemos que podemos ver a Xy como subconjunto de su extensién no estandar
mediante x(Xy) = {*z € *Xy : & € Xy}, a menos que digamos lo contrario
siempre identificaremos a ¥ con *x(Xy).

Proposicion 4.7.2 Sea o : ¥y — X, entonces para todon € *Z , y x € *Xn
, se verifica que ((*0)"(x)); = Zit+n, para todo i € *Z.

Demostraciéon Sabemos que la siguiente féormula es verdadera

(Vz € En)(Vn € Z(Vi € Z((6™(x)); = Xitn), entonces por el principio de
transferencia la siguiente férmula también es verdadera

(Ve € *Tn)(Yn € *Z(Vi € *Z((0™(x))i = Titn)

Observaciéon 4.17 Por la caracterizacién combinatoria es claro que si X C
¥ n subshift, ¢ : X — X es non-standard expansivo si y solo si para todo
x,y € X, distintos, se diferencian en infinitas coordenadas.

Proposiciéon 4.7.3 Sean z,y € Yy, entonces z,y se diferencian en infinitas
coordenadas si y solo si existe n € *Z tal que z,, # yn.

Demostracion Directo :Si z,y se diferencian en infinitas coordenadas, dado
n € N, se cumple que

(3m € Z)((|m| > n) A (% # Ym)),tomemos una funcién de eleccién ¥ : N — Z
tal que (Vn € N)([¢o(n)] > n) A (Tym) # Yyn)), entonces por el principio de
transferencia tenemos que

(Vn € *N)([*0(n)| > n) A (@« p(n) # Yrpn)) 81 1 € *Noo, entonces *¢(n) € *Zoo,
por lo tanto existe m € *Zs, m = *(n), tal que x,, # ym.

Reciproco: Si x,y no se diferencian en infinitas coordenadas, entonces existe
m € Z tal que (Vn € Z)(n > |m| — x, = yn), entonces por el principio de
transferencia tenemos que (Vn € *Z)(n > |m| — x, = y,), entonces para todo
N € ooy Tn = Yn-

Corolario 4.7.1 Sea X C X subshift ¢ [ X es non-standard expansivo si y
solo si para todo x,y € X existe m € *Z, tal que T, # Ym-

Definicién 4.5 Sea f : X — X homeomorfismo, x € X, decimos que = es
recurrente respecto a f si existe una sucesién ng, con limg_, o N = 00, tal que
limg 00 f™ (2) = z( recurrente a futuro) o
limg 00 f~ ™ (2) = x(recurrente a pasado).

Proposicion 4.7.4 Sea f : X — X homeomorfismo, z € X, entonces = es
recurrente respecto de f siy solo si existe n € *Z tal que f"(z) ~ x.
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Demostraciéon Directo: Supongamos que es recurrente a futuro, si lo es a
pasado se razona de igual modo. Sea ny tal que limg_, o f™ (2) = x, entonces,
para todo € > 0 existe k. € N, tal que Vn € N(n > k) — d(f"(z),z) < €),
entonces por el principio de transferencia Vn € *N(n > ko) — d(f™(z),z) < e),
si n € *Ng, entonces n > k. para todo € > 0, € € R, entonces d(f™(z),z) < €
para todo € > 0 con € € R, entonces d(f™(z),z) ~ 0, entonces f"(z) ~ x.
Reciproco : Supongamos que x no es recurrente a futuro, entonces existe € > 0,
eeR,yk e NtalqueVn € N(n > k — d(f™(x),x) > ¢, entonces por el principio
de transferencia ¥Yn € *N(n > k — d(f"(x),z) > ¢, entonces si n € *Ng, se
tiene que n > k,y f"(x) # x. Se razona de manera andloga si no es recurrente
a pasado.

Proposicién 4.7.5 Sean z,y € *Xy, *d(x,y) ~ 0 si y solo si z, = y, para
todo n € Z.

Demostracion Directo: Supongamos que existe n € Z tal que x,, # y,, co-
mo *d(x,y) ~ 0 tenemos que *d(x,y) < gk, entonces la siguiente formula es
verdadera

L),

(Fz € *En)By € *In)(3Fn € *Z)((xn, # yn) A (Fd(z,y) < ol

Entonces por el principio de transferencia la siguiente féormula también es ver-
dadera

(3 € £x)(@ € Sn)(En € Z) (w0 # ) A (d@9) < 357

Pero si 2, # yn, entonces d(z,y) > ﬁ, absurdo.
Reciproco: Supongamos que *d(z,y) # 0, entonces existe n € N tal que *d(z,y) >

QTL%I, pero como como x; = y; para todo ¢ € Z, en particular para todo | € Z,
si |l] < m, se tiene que x; = y;, entonces la siguiente férmula es verdadera

(Fz € *En)(Fy € "En)(In € *N)(("d(z,y) > VL e *Z(|l| < n— (1 =w)))

2n71

y por el principio de transferencia la siguiente féormula también es verdadera (*)

(Hz € Xn)(Fy € Zn)(3En € N)((d(x,y) > YANM e Z(|l| <n— (1 =w1)))

2n—1

i= O(xi,yi i=—n 0(x4i,Yi
Y Yicn 3 = gm, entonces d(z,y) = Y;ep %my ) = d(z,y) = 3" (3“__‘7; b4

diz,y) = ¥, sl < YT L 4 S  L = b+ 5 = A, entonces
d(z,y) < 2%1, pero la férmula (*) no dice que d(z,y) > 27%1, absurdo.

Proposicién 4.7.6 Sea ¥y C *En, 0 : Xy — Xy shift, (o(2)); = zit1,
r € YN, si x es recurrente respecto a o, entonces existe n € *Z,, tal que
(c™(x)); = x; para todo i € Z.

Demostracion Por la proposicion 4.7.4 sabemos que existe n € *Z tal que
o™(x) ~ x, entonces por la proposicén 4.7.5, tenemos que (o™ (x)); = z; para
todo i € Z
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Observaciéon 4.18 Sea X C Xy, subshift, o : X — X el shift, y z,y € X .
Si y es un punto limite de la érbita de x, se tiene que existe m € *Z, tal que
o™ (x) ~ y, ya vimos que esto quiere decir que z(m + 1) = y(¢) para todo i € Z,
esto nos dice que en las coordenadas no estdndar de z tenemos una copia de
la coordenadas estandar de y, en particular, si o es minimal todo elemento x
tiene una copia de las coordenadas estandar de todo elemento y de X, en esta
intuicién se base la demostracién del siquiente teorema.

Un resultado en el shift

Teorema 4.8 Sea X C LV subshift y o : X — X el shift. Si o es minimal y
non-standard separable entonces es non-standard expansivo.

Demostraciéon Por el teorema 4.7 (Wine no estdndar) alcanza con pro-
bar que dado z y n € Z tales que = # o"(x), existe m € *Z, tales que
*d(e™*"(x),0™(x)) > ¢, ya vimos que esto es equivalente a que T y o™ (z) se
diferencien en infinitos puntos, y esto es equivalente a que existe m’ € *Z, tal
que z(m') # " (z) ().

Como x # o™ (z) existe k € Z tal que z(k) # o™(x)(k) = z(n + k), como o es
minimal existe m € *Z, tal que 6™ (x) ~ x, y por la prop 4.7.5 esto quiere decir
que x(m+1i) = z(i) para todo ¢ € Z, como o™ es continua por la prop 1.4.1 tene-
mos que 0" (0™ (z)) ~ o™ (z), entonces 0™ (" (x)) ~ o™ (x), entones por la prop
4.7.5 0™ (0™ (x))(i) = o™ (x)(i) para todo i € Z, entonces x(m+n+1i) = x(n+1)
para todo i € Z, entonces x(m + k) = x(k) # z(n + k) = a(m+n+k) =
o™ (x)(m + k), tomando m’ = m + k tenemos el resultado.

Corolario 4.8.1 Sea X espacio métrico compacto, f : X — X homeomorfis-
mo, si f es minimal y non-standard separable entonces es non-standard expan-
sivo.

Demostraciéon Por el Corolario 2.7 de [3] sabemos que si f es minimal y
separable, entonces X es totalmente disconexo y f es expansivo, por lo tanto
sabemos que f es conjugado a un subshift A C ¥, pero ser minimal y separable
se preserva por conjugacién (este es un hecho muy sencillo de probar, lo dejamos
para que el lector lo verifique), ahora aplicamos el teorema anterior y conlcuimos
que o es non-standard expansivo, y como ser non-standard expansivo se preserva
por conjugacion, podemos afirmar que f también lo es.
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Capitulo 5

Problemas y
consideraciones finales

Problema 1: Vimos en el capitulo 4 que si f: X — X es un homeomorfismo,
con X compacto, si f es non-standard expansivo, entonces es uniformemente
non-standard expansivo ; Vale esto para espacios no compactos?

Problema 2 : En la teoria de los homeomorfismos sabemos que los homeo-
morfismos expansivos en espacios métricos compactos totalmente disconexos
son conjugados a un subshift ;Qué se puede decir de los non-standard expansi-
vos(libremente expansivos)? ;Es posible caracterizar a los non-standard expan-
sivos en compactos totalmente disconexos en términos de la dinamica simbdlica
? es decir, encontrar alguna caracterizacién en términos de las palabras o de la
topologia del espacio.

Problema 3 : Dado (X, d) espacio métrico, tenemos su extensién no estdndar
(*X, *d), vimos que *d induce una topologia, a pesar de que esta topologia no
es metrizable, existe una version topoldgica de expansividad ;Cudl es la rela-
cién entre las dindmicas expansivas que admite (X, d) y las que admite (* X, *d)?

Problema 4 En nuestro trabajo todos los resultados son independientes del
modelo no estandar, es decir, no depende del ultrafiltro con el que se contruyé el
modelo jExisten propiedades dindmicas interesantes que dependan del modelo
no estandar?

A modo de conclusién podemos senialar que el andlisis no estandar es un
marco natural para el estudio de las dindmicas libremente expansivas, tanto en
ambientes compactos como en su generalizacién en ambientes no compactos.
Considerar la extension no estandar de un espacio métrico genera nuevas inte-
rrogantes que pueden dar lugar a nuevos problemas y conceptos. Creemos que
este trabajo muestra que la interaccion entre la Logica y los Sistemas Dindamicos
puede ser fecunda e ir mas alla de los problemas planteados en esta tesis.
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