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Resumen

Desde los primeros anos de la teoria de la Relatividad General se ha buscado compren-
der el comportamiento a largo plazo de las soluciones cosmolégicas de las ecuaciones
de Einstein en el vacio. Soluciones con simetrias globales, o perturbaciones de ella, han
sido fuertemente estudiadas y son razonablemente entendidas. Por otro lado, gracias
a los trabajos de Fischer, Moncrief, y M. Anderson, se sabe que hay una estrecha re-
lacion entre la evoluciéon futura de las soluciones y la descomposicion de Thurston de
la 3-variedad espacial subyacente. Consecuentemente, los espacio-tiempos cosmolégicos
desarrollando una simetria asintotica deberian representar una pequena parte de la gran
variedad de comportamientos a largo plazo que aiin no son conocidos. Este trabajo revi-
sita un programa iniciado por M. Reiris que apunta a construir un nuevo tipo de solucién
cosmologica que fue propuesta por M. Anderson. En esta solucion, escalando adecuada-
mente, dos variedades hiperbdlicas con una cuspide cada una se separan a través de un
cuello toroidal que las conecta a través de sus cuspides.

En este trabajo se prueba que la solucion llamada doble cispide, espacio-tiempo
con simetria T? que modela el comportamiento esperado en el cuello, es estable bajo
perturbaciones que preservan la simetria. La prueba se reduce a probar la estabilidad de
un segmento geodésico como mapa de ondas en el plano hiperbdlico, y se relaciona con
el trabajo de Sideris en mapas de ondas y el trabajo de Ringstrém sobre las asintoticas
a futuro de los espacio-tiempos de Gowdy T3.
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Capitulo 1

Introduccion

1. Motivacidon

La teoria de la Relatividad General es una teoria geométrica de la gravedad que
provee una descripcion clasica de la estructura del espacio-tiempo y la gravedad, la cual
ha logrado una cantidad de predicciones acerca de nuestro universo. En esta teoria el
universo es modelado por un espacio-tiempo, esto es, una 4-variedad conexa provista de
una métrica de Lorentz, tiempo orientable, y satisfaciendo la ecuaciéon de Einstein. Cada
punto de la variedad representa un evento, un momento y un tiempo dado. En ausencia
de materia la ecuacion de Einstein dice que la curvatura de Ricci de la métrica es nula

Ric = 0.

Todos los universos que son fisicamente posibles son soluciéon de la ecuacién de Einstein
y por lo tanto estudiando las soluciones de la ecuacién se obtienen predicciones del
universo. Sin embargo, esta ecuacion constituye un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales para la métrica g y por lo tanto no hay un procedimiento general para
hallar soluciones de interés. Un método comtinmente empleado es asumir que el universo
tiene ciertas simetrias. Estas simetrias reducen la ecuacion de Einstein, incluso a veces
a un sistema de EDOs. Ejemplos de esto son las soluciones de Friedmann-Robertson-
Walker, la solucion de Schwarzchild, la soluciéon de Kerr, desarrollos de grupos de Lie,
etc. Otros ejemplos provienen de tomar cocientes de estos. Respecto a ejemplos sin
simetrias, un conjunto de ejemplos proviene de estudiar perturbaciones de soluciones
simétricas. Sin embargo, estos ejemplos quedan cortos ante la aparente gran variedad
de comportamientos que se pueden encontrar a largo plazo. Pasamos a explicar esto
brevemente.

La ecuacion de Einstein admite un problema de Cauchy, o formulaciéon de valores
iniciales. Los datos iniciales consisten de una hipersuperficie 33, una métrica Riemanniana
en esta superficie h, y un tensor 2-covariante simétrico k. El teorema de Choque-Bruhat-
Geroch ([6]) asegura que para datos iniciales satisfaciendo las ligaduras de energia y
momento existe un espacio-tiempo (M, g), solucion de la ecuacion de Einstein en el
vacio, de forma que X es una hipersuperficie encajada de ¥ que ademas es de Cauchy.
Como veremos en los preliminares, esto significa que toda curva causal inextendible
intersecta a ¥ una y solo una vez. Ademés, h y k son la métrica y la segunda forma
fundamental inducida en ¥. Mas aun, (M, g) es maximal. Al espacio (M, g) se le llama
desarrollo maximal globalmente hiperbolico de los datos (X, h, k). Cuando se tiene una
hipersuperficie de Cauchy X se puede ver que M es foliada por hipersuperficies de Cauchy
todas difeomorfas a ¥ y de hecho M =2 R x . La superficie de Cauchy Y puede pensarse
como un instante de tiempo. De hecho, dada una hipersuperficie de Cauchy X, existe una
funcion temporal t tal que ¥ es una hipersuperficie de nivel, y tal que todas sus curvas
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6 1. INTRODUCCION

de nivel son hipersuperficies de Cauchy. Por temporal nos referimos a que el gradiente
es de tipo tiempo y dirigido hacia pasado (lo que implica que ¢ es creciente a lo largo de
toda curva temporal dirigida a futuro). El hecho de que hay varias superficies de Cauchy
es un reflejo del hecho de que no hay una forma preferida de medir el tiempo.

La ecuacion de Einstein puede pensarse como ecuaciones de evoluciéon en una 3-
variedad. Para ver esto, eligiendo un difeomorfismo particular se tiene que M =R x X,
y t: M — R es proyectar en la primera coordenada. Sea I" un campo unitario tipo
tiempo, normal a ¥; = {t} x X, y dirigido a futuro, y sea N la funcién de lapso y X el
vector de shift definidos por

con X tangente a 3; para todo t. Conociendo N, X y la métrica inducida, h(t), en 3,
uno puede reconstruir g, la métrica en el espacio-tiempo. De esta manera uno interpreta
0; como el flujo del tiempo. A medida que nos movemos en el tiempo nos movemos de
una hipersuperficie ¥y a ¥;. La métrica inducida cambia de h(0) a h(t). Si identificamos
¥, con Yy a través de d; podemos ver a la métrica h(t) en Xy. De esta manera, el efecto
de avanzar en el tiempo lo vemos como el de cambiar la métrica espacial h(t) en X.
Mas atn, la ecuacion de Einstein en el vacio, asumiendo suficiente regularidad, queda
equivalente a un sistema de evolucion en g para h y k, junto con las ligaduras de energia
y momento, [3]. De esta manera uno estudia una curva ¢t + (h, k) en una 3-variedad. La
frase comportamiento a largo plazo cobra sentido. Por supuesto que también aparecen
preguntas como cual foliacion de superficies de Cauchy utilizar o cuales son los mejores
N y X para entender la evolucion.

Hay varios tipos de espacio-tiempos que han sido de interés a lo largo de los anos,
entre ellos se encuentran los espacio-tiempos cosmoldgicos que son aquellos que admiten
una hipersuperficie de Cauchy compacta. Desde el principio de la teoria se ha buscado
entender la evolucion a largo plazo de los espacio-tiempos cosmologicos. Espacio-tiempos
con simetrias, como los modelos espacialmente homogéneos de Bianchi o los espacio-
tiempos T?—simétricos de Gowdy, han sido fuertemente estudiados a lo largo de los afos
y son razonablemente entendidos ([17], [9], [L8]). También se han estudiado fuertemente
perturbaciones de espacio-tiempos con simetrias. Estos modelos son valiosos, pero debido
a los trabajos de Fischer, Moncrief, y M. Anderson (|7], [8], [1], |2]), se sabe que hay
una relacion entre el comportamiento a largo plazo de las soluciones y la topologia de
la hipersuperficie de Cauchy, en particular con su descomposicion de Thurston. Esto
muestra que espacio-tiempos desarrollando una simetria asintotica a futuro deben ser
solo una parte despreciable de la gran cantidad de comportamientos que se pueden
encontrar.

A modo de ejemplo, M. Anderson estudia la evoluciéon de la métrica inducida a lo
largo de una foliaciéon de curvatura media constanteE] (CMC), bajo una renormalizacion
adecuada, asumiendo que la foliacion CMC cubre todo el futuro de X, y bajo ciertas hipo-
tesis sobre la curvatura del espacio-tiempo. Concluye que la curva de métricas inducidas,
y renormalizadas, sobre X tiene una subsucesion convergente a una geometrizacion débil
de ¥ ([1]). Motivado por este resultado y por otras consideraciones sobre la geometri-
zacion de Thurston, M. Anderson propone (ver el final de [2]) el problema de encontrar

La curvatura media de una hipersuperficie es la traza del mapa de Gauss.



1. MOTIVACION 7

una solucién exhibiendo este comportamiento. Una tal soluciéon seria, vagamente, dos 3-
variedades hiperbdlicas con una cﬁspideﬂ cada una, que se separan a lo largo de un cuello
toroidal que las conecta a través de las cispides. En esta imagen, las hipersuperficies
son de curvatura media constante k € (—o0,0) y si las métricas inducidas se renormali-
zan por la curvatura media de manera que todas las hipersuperficies tengan curvatura
media constante igual a —3, entonces, a medida que k& — 0 (futuro), la geometria en las
piezas hiperbdlicas tiende a la hiperbélica, separdandose a lo largo del cuello toroidal que
va colapsando en volumen con curvatura acotada, y que desarrolla simetria asintotica
T2. La figura [1] ilustra el comportamiento. Un espacio-tiempo de esta forma darfa un
nuevo ejemplo no trivial de solucion cosmologica cuya geometria espacial (renormaliza-
da) evoluciona implementando la geometrizacion de Thurston de su superficie de Cauchy.

Pieza hiperbolica Pieza hiperbolica

Cuello toroidal

FicurA 1. Comportamiento esperado del tipo de solucion planteada en [2].

Los espacio-tiempos de doble cispide, o simplemente las doble ctspides, son espacio-
tiempos que fueron introducidos en [14] y son soluciones explicitas con simetrias T?. Las
mismas fueron disenadas para modelar la evolucién del cuello toroidal explicado arriba
(la parte roja en la figura . Como mostraremos, tienen las propiedades adecuadas y
son por eso una pieza crucial. Para estudiar la evoluciéon combinada del cuello toroidal
junto con las piezas hiperbolicas es necesario probar que las doble cispides son soluciones
estables a futuro y ademas proveer estimaciones mostrando el decaimiento preciso. En
este trabajo estudiamos la estabilidad a futuro de estos espacios bajo perturbaciones
que preservan la simetria T?. Las ecuaciones de Einstein se reducen a una ecuacién de
onda simple, que se acopla a una ecuacién de mapa de ondas y que luego se acoplan a
ecuaciones de transporte. Por esta razon, el problema central que ataca este trabajo es la
estabilidad asintética a futuro de un segmento geodésico como solucién de una ecuaciéon
de mapa de ondas desde una 3-variedad plana al espacio hiperbélico.

2Una cispide es una 3-variedad de la forma (—oo, 0] x T? con una métrica hiperbélica de la forma
g = dx?® + e**gr, donde gr es una métrica plana (la curvatura de Riemann es cero) en T? que es
independiente de x € (—o0,0].
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Es importante mencionar que el problema de estabilidad de geodésicas como mapa
de ondas fue estudiado por Sideris en [19], pero el problema alli planteado es diferente
al nuestro. También es importante mencionar que la evoluciéon futura de los espacio-
tiempos de Gowdy T? han sido estudiados por Ringstrém [15], a través de un mapa de
ondas que tiene el mismo origen que el nuestro. En ese caso, cada soluciéon define una
curva cerrada en el plano hiperboélico mientras aqui define una curva con los mismos
finales que el segmento geodésico en consideracion.

2. Doble cuaspides y sus propiedades globales
Los espacio-tiempos llamados doble cispides tienen métricas de la forma (ver [14])
(1)  g=e*(—dt* + dz?) + R(e® + ¢*e *"V)d#? — 2Rqe " df,dOy + Re " db3,

sobre la variedad R; x R, X Sgl X 892, donde a, R, y q dependen tnicamente de t y
x. Las hipersuperficies de Cauchy, por ejemplo las dadas por t = 0, son difeomorfas a
R x T? y son por lo tanto cuellos toroidales. Métricas de esta forma son similares a las
métricas de los espacio-tiempos de Gowdy T2, [9], pero difieren de ellos en que R no se
toma como coordenada, y en que x no es peridédico. Presentaremos la forma explicita de
a, R, y ¢ mas abajo. Analizaremos su geometria global, explicando cémo la geometria
se comporta a lo largo de la foliacion CMC (las hipersuperficies con ¢ constante no son
CMC). Sin embargo, antes de hacer eso, presentamos las ecuaciones para R, W, ¢, y a.
Estas ecuaciones, que se derivan de la ecuaciéon de Einstein, Ric = 0, son,

(2) R$$ - Rtt = 07
R R 2 2
(3) th — sz + RtWt — EW + —<Qt 9 q:):)e—4W = O,
R v
(4) G = or + 0 — e — AaWi + dg, W, = 0,
2 _p2
(5) gt — Qg + RZth + Wt2 - W:? + zll(th - q§)€*4W = 07
Y,
Rt Rx R2 R2 Rx:c 2 2 1 —4W
R, R, R, R.R; 1w
(7) axE + (ltE — R 2R2 + 2Wth — 56 qzqr = 0.

Las ecuaciones , , y son ecuaciones dinadmicas para R, W, qy a, y
@ y son las llamadas ligaduras de energia y momento (los datos iniciales deben
satisfacerlos en ¢t = 0). La ecuacion para R se decopla del resto, y las ecuaciones dindmicas
para W y ¢ se decoplan de las de a. En ciertos casos, se puede despejar a, y a; de @—
y simplemente integrar para encontrar a. En estos casos, a es determinado por R, Wy
q a menos de una constante.

Es crucial, y también bien sabido, que las ecuaciones (3) y (4] son ecuaciones de
mapa de ondas en el plano hlperbohco Veamos esto. Pensamos el plano hiperboélico H
como R?* = R, x R, con la métrica h = 4dy* + e *dz?. Por otro lado, consideramos la
variedad Ry X R, x S§ con la métrica k = 4e*(—dt* + dz®) + R*(t,x)d¢* y denotamos
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esta variedad Riemanniana como K. Entonces W y ¢ satisfacen las ecuaciones y
si y solo si el mapa y : K — H dado por

(8) X(t,z,¢) = (q(t, x), W(t, x)),

es un mapa de ondas entre ambas variedades. Esto es, las ecuaciones y (4) son las
ecuaciones de Euler-Lagrange de la accion

(9)
S = /||DX||de = /@Xiamxjhijklm dVi, = 27r/R(4(Wf +W2) + (¢ + ¢?)eV)dtdx.

Veamos ahora la forma explicita de las doble ctispides. Primero, para todas las doble
ctispides uno toma R(t, z) = Rye? cosh 2x con R constante, lo cual por supuesto resuelve
([2). Segundo, uno impone que W'y ¢ sean independientes de ¢, i.e. W = W (z) y ¢ = ¢(z).
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para esos datos es equivalente a las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la accion,

(10) Fe / /|2 cosh(2z)dx
R

donde y(z) = x(z), cuyas soluciones son segmentos geodésicos reparametrizados del
plano hiperboélico. Cuando el segmento geodésico es vertical y por lo tanto tiene ¢ cons-
tante, decimos que la doble cuspide es polarizada. Su forma explicita es

(11) R = Rye* cosh(2z),
(12) W = W, + Wy arctan(e*),
(13) q = qo,
_ NN 3 W2
(14) a=ay— (5 + T) 3 In(cosh(2z)) + (5 + 5 £,

con Ry > 0,Wy # 0,W1, qo v ag constantes. Las doble ctispides no polarizadas son
obtenidas transformando las polarizadas por una isometria del plano hiperbolico (ver
figura . Al transformar W y ¢ por una isometria del plano hiperbdlico, el nuevo mapa
vuelve a ser una solucion. Estos se debe a que la accion S es invariante por esta isome-
trias, y las ecuaciones para a involucran solo cantidades geométricas de W y ¢ (y por
lo tanto invariantes). La expresion no seré particularmente relevante, ya que un cam-
bio de coordenadas dado por esta isometria permite trabajar con el mismo sistema de
EDPs pero asumiendo que estamos con una doble ctispide polarizada. De ahora en maés,
las soluciones de doble ciispide seran denotadas por Ry, Wy, gy, v ap, donde ‘b’ denota
‘background’.

Formalmente hablando, el problema de estabilidad que enfrentamos en este trabajo es
la estabilidad de Ry, W, g, v a, como soluciones particulares del sistema de ecuaciones
en derivadas parciales de arriba, y de hecho este es el punto de vista que tomamos.
Primero estudiamos la ecuaciéon de onda para R, luego la ecuacién de mapa de ondas de
(W, q), y finalmente, estudiamos a. En el resto de la seccion revisamos las propiedades
globales de las doble cuspides.

Una propiedad crucial de las doble cispides es que en sus dos finales se pueden de-
finir coordenadas (¢, ') y (t”,2”), donde se puede observar que la geometria espacial
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62W

Doble ctispide
polarizada

¢ € Isom(H?)

(_\ Perturbaciéon

Perturbacion S ; Doble cuspide
no polarizada

q

FiGUurA 2. En azul, dos soluciones de doble clispide son representadas. Una
perturbacion es representada en rojo, como la curva x — x(t,z) para cada t
fijo. A medida que el tiempo avanza, esta curva se mueve. La figura también
ilustra como una doble ctspide no polarizada puede ser vista como una doble
ctispide polarizada.

renormalizada converge hacia cispides hiperbodlicas. Esta es una de las principales pro-
piedades de las doble cuspides que las hacen adecuadas para modelar la evoluciéon en el
cuello de las soluciones propuestas en [2]. Para explicar esto primero recordamos ciertas
nociones de variedades hiperbdlicas y de los espacio-tiempos llamados conos planos. Si
(M, gz) es una 3-variedad hiperbolica, entonces R, x M con la métrica g = —d72 + 72gy
es un espacio-tiempo plano (la curvatura de Riemann es cero y en particular es una
solucion a la ecuacion de Einstein) llamado cono plano. La curvatura media de las hi-
persuperficies T = 7 es kg = —3/7p. Por eso, cuando la métrica g es renormalizada como
(ko/3)%g = 7529 = d(7/70)? + (7/70)*gu, entonces la curvatura media de las hipersuper-
ficies 7 = 19 es —3 y la métrica inducida es gy . Esta es la llamada renormalizacion CMC
y puede ser hecha sobre cualquier hipersuperficie ¥, de curvatura media constante k.
Las variedades hiperboélicas de volumen finito pueden ser no compactas. Cuando este es
el caso, la variedad tiene una cantidad finita de cuspides de la forma C = (—o0, z¢], X T?
con gy = dx* + €**gp, donde gr es una métrica plana en T? que es independiente de .
Un espacio-tiempo cuspide es un cono plano con M = C. Como fue mencionado unas
lineas arriba, los dos finales de las doble ctispides son asintéticos a espacio-tiempos cus-
pides a medida que t — oo. Este comportamiento no es observado en las coordenadas
t,x sino en las coordenadas t', 2’ y t”, ”. Estas son

1 W2 3 W2
(15) (2+2)x+(2+2),
1 W 3 W2
1 r— (240 2470 ),
(16) x (2+ 5 )t+(2+ 5 )x

Estas nuevas coordendas son representadas en la figura[3] Cuando fijamos 2’ e incremen-
tamos el valor de ¢/, o cuando fijamos ¢’ e incrementamos el valor de z’, las coordenadas
xr y t incrementan. En este sentido, estas coordenadas estan adaptadas al final derecho.
Es en estas coordenadas que la métrica de la doble ctspide aproxima al espacio-tiempo
ctispide (7 = e''). Esto es facil de ver y esta hecho en detalle en [14]. En el final izquier-
do uno también puede definir coordenadas z”,t” donde la evoluciéon muestra el mismo
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comportamiento. La imagen completa es representada en la figura |3l Este fenémeno se
observa mejor a lo largo de la foliacion CMC. Las doble cuspides admiten una foliacion
global CMC por hipersuperficies de Cauchy >, donde la curvatura media &k cubre todo
el intervalo (—o0,0), [14]. Mas especificamente, existe una hipersuperficie ¥_3 de cur-
vatura media —3 definida por el grafico de ¢t = s(x) y cualquier otra hoja de la foliacion
CMC se obtiene trasladando esta en el tiempo. Mas atn, el grafico de s(x) se acerca a
las lineas t' = const y a t” = const a medida que x se acerca a 0o y —oo respectivamen-
te. Entonces uno puede observar simultaneamente la convergencia a los espacio-tiempos
cuspides en los finales izquierdo y derecho siguiendo la foliacion CMC >, k 1 0. Si se
rescala con la renormalizacion CMC entonces, la métrica renormalizada sobre X con-
verge a una cuspide hiperbolica en cada uno de los finales (uno debe seguir las lineas
x’ = const y 2" = const), mientras que la parte central colapsa en volumen mientras se
mantiene su curvatura acotada. Esto hace que el cuello se vea como lineas que se van
alargando.

t" Q@%@@e t Of?@»p

1'(77 v

CMC =3

FicurA 3. Comportamiento de las doble cispides a lo largo de la foliacion
CMC, bajo la renormalizacion CMC.

3. Resultados

En esta seccion presentamos los resultados encontrados en este trabajo ([5]). Para
enunciar los resultados principales primero debemos introducir algunas normas y espacios
funcionales. Sea,

(17) mo(t) := | R — Ryllco + | Re — Rey|co,
(18) mi(t) == ||R — Rpllcr + || Rt — Ruillcr—1, para k > 1,
donde R, Ry, R; y Ry se consideran en tiempo t. La cantidad mg(t) mide, en tiempo ¢,

la norma CY entre Ry Ry, y entre R; y Ry. La cantidad my(t) mide, en tiempo ¢, la
norma C* entre Ry Ry, y la norma C*~! entre R, y Ry. También definidos para k > 1,

(19) My (t) = W = Wil g, + 10.W = Wi)llg,_, + llallz, +19dll, .
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donde nuevamente las funciones dentro de las normas son consideradas como funciones
de z, en tiempo t. Aqui Hy, es la completacion del espacio de funciones suaves de soporte
compacto, C°(R), con respecto a la norma

(20) 113, Z / 2 cosh(2z) da.

Esto es el espacio de Sobolev ponderado con el peso cosh(2z). Por altimo, sea CF(R)
el espacio de las funciones f de clase C¥, tal que para todo i < k, f@(x) — 0 cuando
|z| = +o0.

Primero discutimos algunos resultados béasicos sobre R. Respecto a (W, q), primero
presentamos un resultado de existencia para todo tiempo futuro. Luego presentamos
dos resultados de estabilidad separados, uno para perturbaciones polarizadas (es decir
con ¢ = 0) y otro para perturbaciones no polarizadas. El primero es mas fuerte que
el segundo. Los enunciados de estabilidad son en torno a la doble ctispide polarizada
(W, = Wq + Wycosh(2x),q, = 0), ya que como explicamos, haciendo un cambio de
coordenadas podemos asumir que este es el caso. Luego de presentar estos resultados
discutimos qué implican acerca de la estabilidad de a.

Lema 1.1. Para toda solucion R a la ecuacion (1)), si mo(0) < 2Ry/3, entonces
R(t,z) > 0 cuando t > 0. Mds ain,
IR — Rpl|oo(t) < (t+ 1)mg(0) parat >0,
y para todo multi-indice o # (0,0), eziste una constante C' tal que, para t > 0,
10%(R — Ry)[loo(t) < ma(0),
Y

7 ———"Maj+1(0).

cosh(2x) - 0* <& — @) H

cosh(2z) - 9 ( : R’”)H t“)

El siguiente resultado asegura la existencia para todo tiempo futuro de soluciones a
las ecuaciones de mapa de ondas.

TEOREMA (4.5 (Existencia para todo tiempo futuro de soluciones C*°). Consideramos
datos iniciales C™, con my(0) < 2Ry /3. Entonces existe una unica solucion suave a las
ecuaciones a definida para todo tiempo futuro.

El primer resultado debajo es para perturbaciones polarizadas, es decir, con ¢ = 0.
El resultado muestra el decaimiento exponencial de M.

TEOREMA [5.3| (Perturbaciones polarizadas) Sea k > 3. Sea (R,W) una solucion
suave del sistema dado por las ecuaciones . ) v (3) con g = 0. Supongamos también que
(R — Ry(0,-), 0(R — Ry)(0,)) € Cf x Cg ", (0) < 2Ro/3 y (W = W,)(0,-), (W —
W,)(0,-)) € HE x H L. Entonces la solucion estd definida para todo tiempo t > 0 y

M(t) < Ce~t(t + 1) (Mk(O) + mk(0)> .

Mds ain, la constante C' depende unicamente de una cota superior de my(0) y k.
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Observar que excepto por la condicion mg(0) < 2Ry/3, que de alguna manera es
inevitable, no se pide condiciéon sobre el tamano de los datos iniciales del mapa de
ondas. En este sentido, esto prueba que la doble ctuspide es una atractor global entre los
datos iniciales polarizados.

Para perturbaciones no polarizadas (¢ # 0) un resultado similar es obtenido. Sin
embargo, esta vez los datos iniciales deben ser suficientemente cercanos a los del back-
ground.

TEOREMA . Sea (R,W,q) una solucion suave del sistema dado por las ecuacio-
nes a . Supongamos que (R — Ry(0,-),0,(R — Ry)(0,-)) € C¥ x CF ™, my(0) <
2Ry /3, (W — W)(0,-), (W — W,)(0,-)) € H* x H* y que (¢(0,-),9,4(0,-)) € H* x
H* 1. Entonces la solucion estd definida para todo tiempo futuro. Ademds existe 6 > 0

tal que para toda solucion con estas propiedades se cumple que simz(0) < § y Mvg(O) <9,
entonces

(21) Ms(t) < Ce™'(t + 1)(M;(0) + ms(0))
Mas ain, la constante C' depende inicamente de m3(0) y de Mg(O).

Este tltimo teorema implica que si la curva roja en la figura [2 esta inicialmente cerca
de la azul, entonces se acerca exponencialmente rapido a la azul con t — 4o00. Ahora
pasamos a discutir las consecuencias de estos dos resultados en a.

Una consecuencia béasica de los resultados previos es que en las hipotesis del teorema
de existencia a esta definido para todo ¢t > 0. Esto sucede porque la ecuaciéon para a,
ecuacion , es una ecuacion de onda lineal a coeficientes constantes con fuente definida
para todo t > 0. Mas atun, si las ligaduras se satisfacen en ¢ = 0 entonces, por argumentos
clasicos, se satisfacen para todo t > 0. Esto, a su vez, prueba que el sistema dado por las
ecuaciones (2) a (7)) da un desarrollo de Cauchy de los datos iniciales en [0, +00) x R x T?.
El argumento es clasico ya que las ecuaciones — son equivalentes a la ecuacion de
Finstein.

Con respecto a la estabilidad de a, notar que la ecuacion implica

(22) (a—ap)u — (a—ap)ee = F(R,W,q) — F(Ry, Wy, q).

donde la fuente F(R, W, q) — F(Ry, Wy, q») se controla por la ecuacion . Usando esto
y la formula de D’Alembert, deducimos que la contribucion de la fuente a ||a(t,-) —
ap(t,-)||co es controlada por My (0) + m4(0). La contribucion de la solucion homogénea
es naturalmente controlada por ||a(0, ) — ay(0, -)||co + [|a(0, -) — ap(0, -)|| 1. Esto prueba
el siguiente resultado.

TEOREMA 1.2. Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si los datos iniciales para
(R, W, q, a) satisfacen M3(0)+mg3(0) < 6 y ||a(0, ) —ap(0, -)||co+|a: (0, -) —ap (0, ) || 1 <
d, entonces |la(t,) — ap(t,-)||co < eVt > 0.

Usando esto se puede ver que los espacio-tiempos en las hipotesis del teorema ante-
rior son geodésicamente completos a futuro. Notar una vez més que el espacio funcional
para las perturbaciones de a es elegido desde el punto de vista de las EDPs. La pre-
gunta natural que surge es si existe alguna perturbacion no-trivial en estos espacios que
cumplan las ligaduras, ecuaciones @ y . En efecto, este es el caso, por ejemplo, si
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ponemos normas mas estrictas para (R, W, q) en t = 0. Al hacer esto, a — a; pertence a
los espacios de arriba para cada ¢ > 0. Un ejemplo de estas normas puede ser || f[|% =
p,k

Zf:o fR(f(i) (z))? cosh? (2x) dx para Wy q, y myi(f) := my,(cosh! (2z) f(x)) para R. Con
estas normas, usando p = 2 en lugar de p =1, y [ = 1 en lugar de [ = 0, uno puede ver
que pequenas perturbaciones en este nuevo sentido implica que a; y a, pueden ser re-
sueltos de las ecuaciones (6)) y (7). Mas atn, [ja(t, ) —as(t, )| oo+ |lac(t, -) — ap:(, )| 11 es
finito para cada t > 0, y arbitrariamente pequeno al reducir los valores de m; ;1 (R—Ry)(0)

y M33(0), donde
Myalt) = W — Wl + 100V ~ Wl .+ lallz . + 1ol , .

4. Organizacion de la tesis

En el capitulo 2 presentamos los preliminares que seran utilizados a lo largo de la
tesis. Las pruebas de los teoremas y se hacen primero para perturbaciones de
soporte compacto, es decir, soluciones con datos iniciales que difieren de los datos de
la solucion background tinicamente en un conjunto de soporte compacto. Estas pruebas
se llevan a cabo en el capitulo [3] y en el capitulo [i] Este dltimo es la parte central del
trabajo y también contiene la prueba del teorema [£.5 Finalmente, en el capitulo [5
damos un argumento general para extender los resultados a espacios funcionales més
grandes probando los teoremas [5.3] y [5.4l Por un tema de presentacion, las pruebas de
algunos lemas técnicos han sido colocadas en el apéndice.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo explicamos las herramientas que utilizaremos a lo largo de los ca-
pitulos siguientes. Al ser un trabajo de EDPs la secciéon 3, donde se exponen diversos
resultados de ecuaciones de onda, es la de mayor importancia. Ademas, en la secciéon 2,
damos un breve resumen del problema de Cauchy en Relatividad General. En la seccion
4 resumimos notacion, espacio funcionales y algunas desigualdades ttiles a la hora de
realizar estimaciones.

1. Geometria

En esta seccién introducimos un rapido y breve resumen de aspectos bésicos de
calculo tensorial y geometria Lorentziana. Tener en mente las bésicas de este tema es
ttil por dos razones. Primero, la estimacion C° presentada en el comienzo del capitulo
utiliza el hecho de que el tensor energia-impulso asociado a la ecuaciéon de un mapa
de ondas es de divergencia nula. Por otro lado, si bien la tesis se enfoca mas sobre la
estabilidad de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, el problema subyacente es
de Relatividad General, teoria que utiliza frecuentemente calculo tensorial y geometria
Lorentziana. Sin embargo, vale remarcar que el lector puede sacrificar esta secciéon sin
comprometer su entendimiento en la gran mayoria de la parte técnica de esta tesis. El
material de esta seccion esta basado en referencias como [12], [11] y [20].

1.1. Tensores. Sea V un espacio vectorial y V* su espacio dual. Llamamos a los
elementos de V' vectores y a los elementos de V* covectores. Un tensor del tipo (’;)7
también llamado tensor k-covariante, [-contravariante, es un mapa multilineal

F:Vix. . . xV*xVx.. . xV—=R

~~ ~~
[ veces k veces

De hecho, en varios casos es necesario considerar mapas multilineales cuyos argumentos
consisten de k—vectores y [—covectores pero en otro orden. El espacio de todos los

(’;) —tensores se denota por T} (V). Si (Ey, ..., E,) es una base de V entonces denotamos

por (¢',...,¢") la base dual de V* definida por ¢'(E;) = 0%. Aqui & = 1si j =i, 0 si
no. Una base de T}*(V) esta dada por todos los elementos de la forma
E,®..0E, 0" ®...® p*,
donde los indices 7,, j, se mueven de 1 a n = dim V. Estos elementos estan definidos por
Ejy®...QFE, 0" ®...Q¢"@", ... 0" By, ... By ) =651 60100k
Cualquier tensor F' € T}*(V') puede ser probado en términos de una base como

(23) F=F'7E ®.. . ®F,M®..Q¢"

Zl---ik

15
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donde o
Fjljl — F(gpj:l?"‘JCle?Ei17"‘7Eik)'

21...0%
En la igualdad (23)), hay varias sumas implicitas. Cada vez que un indice aparece dos
veces, una vez arriba y una vez abajo, se asume que se esta sumando en ese indice, sobre
todos los posibles valores del indice. Esta es la convencién de sumacion de Einstein y la
usaremos a lo largo del trabajo.

Un ejemplo de tensores viene dado por las transformaciones lineales T : V' — V.
Dada una transformacién lineal podemos pensar que 1" es un tensor G), pensando a T’
como un mapa de V* x V. — R, que lleva (w,v) — w(T(v)), donde w es un covector
y v es un vector. Esta correspondencia es 1 a 1. Definimos la operacién de traza, tr :
TEAN(V) = TF(V), mediante la siguiente formula en coordenadas

(trF)jlmjl — pieam

010k i1...0m "

Al igual que la traza de una transformacion lineal no importa cuél base usemos para
2 . . k 2

hacer estd cuenta, siempre genera el mismo ( l)—tensor. Mas generalmente, podemos

aplicar la traza con cualquier par de entradas siempre y cuando una entrada sea de

vectores y la otra de covectores.

1.2. Fibrados vectoriales. Un fibrado vectorial k-dimensional suave es un par
dado por una variedad suave F llamado el espacio total, una variedad suave M llamada
la base M, junto con un mapa 7 : £ — M sobreyectivo y satisfaciendo lo siguiente:

1. Cada conjunto E, = 7 !(p), llamados la fibra sobre p, vienen con una estructura
de espacio vectorial.

2. Para cada p € M existe un entorno U de p y un difeomorfismo ¢ : 771 (U) — U x
R*, llamado trivializacién local de E, tal que w0 = 7, donde 71 : U x RF — U
es proyectar sobre la primera componente.

3. La restriccion de cada trivializacion local a una fibra, ¢ : E, — {p} x R¥ es un
isomorfismo lineal.

El espacio tangente sobre una variedad £ = T'M es un ejemplo, asi como también
el espacio cotangente T*M. Dada un fibrado E denotamos por I'(E) al conjunto de
secciones de E. Esto es, el conjunto de mapas « : M — E tal que z(p) € E, Vp € M. Un
ejemplo clasico son los campos vectoriales sobre M, I'(T'M), a quién también denotamos

por X(M).

1.3. Fibrados tensoriales y campos tensoriales. En una variedad M podemos
aplicar el dlgebra multilineal de arriba sobre el espacio V' = T,,M, dando tensores en p,
es decir, TF(T,M). Definimos el fibrado de (’;) —tensores en M como

TPM = | | THT,M).

peEM

Se puede ver que se puede dotar a T*M de una estructura de variedad diferenciable
tal que el mapa 7 : T}*M — M que manda T,M a p convierte a 7 : T*M — M en un
fibrado vectorial. Un campo tensorial de tipo (l;) es una seccion suave del fibrado T}*(M).
Esta es la forma matematica de decir un campo tensorial suave sobre una variedad es un

tensor en T, M para cada p, tal que el tensor varia suave al mover p. Una forma natural
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de ver esto es la siguiente. Sea U C M abierto y sea x : U — R" coordenadas en M.
Esto es, n funciones (z) : U — R, tal que el mapa x : U — R" es un difeomorfismo.
Denotamos a las coordenadas simplemente por (z¢). Sea 9;, con i = 1,..,n, los campos
tangentes inducidos por (x'). Estos campos forman una base de T, M para cada p € U.
Similarmente sea dx’, con i = 1, ..,n, el campo de covectores (también llamado 1-formas)
inducido por (). Esto es, {dz',...,dz™} es la base dual de {9, ..,0,} en cada punto p,
en el espacio T, M. Entonces las 1-formas dz', i = 1,..,n, forman una base de Ty M para
cada p € U. Por lo que vimos en la secciéon de tensores, cada tensor sobre U se puede
escribir de la forma (recordar el convenio de sumacion)
F=F"79, ®0,d" ®.. ®dr"

Zl...ik

Entonces F' es un campo tensorial suave si y soélo si las funciones componentes Ffllfkl :
U — R son suaves. Ejemplos clasicos de tensores son los campos vectoriales y las formas
diferenciales. Otro ejemplo son las métricas. Por ejemplo, una métrica Riemanniana en
M es un campo tensorial g € T'(T?(M)) que ademéas cumple que g, es definida positiva
en T,M x T,M para todo p. Una métrica de Lorentz es un tensor g € I'(T?*(M)) tal
que la signatura de g, en T,M x T,M es —1,1,1,...,1. Una variedad provista de una

métrica de Lorentz es llamada una variedad de Lorentz.

1.4. Conexiones. Sea M variedad diferenciable y sea m : £ — M un fibrado
sobre M. Una conexiéon en E es un mapa

V:X(M)xT'(F)—T(E),
que se escribe (X,Y) — VY, y que satisface las siguientes propiedades

1. VxY es lineal sobre C*°(M) en X.
2. VxY es lineal sobre Ren Y.
3. V satisface la regla del producto en Y. Esto es,

(24) Vx(fY) = (XY + fVxY

Aqui X(f) es la derivada direccional de f en la direccion de X. A VxY se le llama la
derivada covariante de Y en la direccion de X. El término covariante viene de variar
correctamente y refiere a variar correctamente su expresion en coordenadas (para dar
un objeto bien definido, tensorial, independiente de las coordenadas). En efecto, V da
una forma intrinseca (libre de coordenadas) de derivar secciones sobre M. Es importante
recalcar que si bien la definicion de V es global (toma objetos definidos en todo M) al
final es puramente local. De las propiedades anteriores se puede ver que V xY (p) depende
tinicamente de los valores de X e Y en un entorno pequeno de p. Mas atn, solo depende
de X en py de Y alo largo de una curva por p con velocidad X en p.

Sea V una conexion en T'M y sea (E;) un una base local del TM en un abierto U.
Definimos los simbolos de Christoffel de V asociados al frame (F;) como las funciones
'Y, : U — R con i, j, k variando entre 1 y n = dimM, tal que

Vg E; =T} Ey.
Dado X e Y campos locales en U, X = X'E; y Y = YJE}, se sigue que
VxY = (X(Y*) + X'YTE) Ey,
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por lo que F determina V sobre U. Es importante recalcar que F no define un tensor,
ni tampoco lo hace V.

1.5. Derivadas covariantes de campos tensoriales y notacién abstracta de
indices. Una conexiéon V en T'M automaticamente induce una tnica conexion, también
denotada por V, en todos los fibrados tensoriales T}*T' M, que satisface

1. En T'M coincide con la conexién dada.
2. Si f € C®(R) =T(M x R), entonces Vxf = Xf.
3. Satisface la regla del producto

(25) Vx(F®G)=VxF®G+F®VxF.
4. V conmuta con las contracciones: si tr denota la traza en ciertos pares de indices,
entonces
VX(tl“ F) = tl"VXF.
Sea T € TF, X,Y1,...,Y, campos vectoriales, y w', ..., w!, campos de covectores, se

puede probar que

VxT(w', ... w, Yy, ... V) = X(T (Y4, ..., YV, w', ..., wh))

l
=Y T, . Vxw, . w' Y, LY
(26) par

=Y T, wh Yy, L VYY),

Dado un tensor F' € T}, denotamos por VF € leH al tensor dado por
VFEX, Y YRy, w) = (Ve F) (W . wh, Y, Y.

Llamamos a VF' la derivada covariante total de F'.

Hay varias notaciones para trabajar con derivadas covariantes de tensores. A lo largo
del trabajo solamente al principio del capitulo [4] utilizamos conexiones y campos tenso-
riales. Encontraremos util usar la notacion de [20], que pasamos a explicar brevemente.
Dado un tensor £ € T}, denotamos el tensor por F/'"7. Es decir, en esta notacion F}" fkl
no denotara las componentes del tensor F' en una aerta base dada sino al tensor en si
mismo. De esta forma denotaremos a los tensores por sus expresiones en coordenadas.

De esta manera, por ejemplo,
trF = Frnm

01...0M )

F(w', .. wh, Yy, ., Ye) = F2o7 (wh);, o (wh), (V)™ (V)™

Q1.0

donde el j—ésimo campo, Y;, es denotado por (Y;), y el j—ésimo covector, w', es

denotado por (w?);,. Por otro lado, VF es denotado por V szll Z” De esta manera

Vo FJ X (wh)y, - (), (V) (V)™ = (VxF) (w! w0, V1, Vo).

B1...0)
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Por dltimo, si Ffj denotan los simbolos de Christoffel asociado a ciertas coordenadas (z")
entonces la ecuacion ([26) se traduce en

VaF = 0aF 0+ Y Tl F i = ) Tl B
S S
Notar que para mantener el criterio de la notaciéon el término de la derecha tiene que
ser interpretado como la suma de dos tensores. Esto efectivamente se puede hacer pero
no es nuestro interés mostrarlo aqui. Por tltimo, a veces usamos F;'"/ para denotar a
las componentes y no al tensor. Cual de los dos significados esta en uso sera claro del
contexto.

1.6. La conexién de Levi-Civita. Hay muchas conexiones en una variedad. Una
forma de elegir una es tomar una conexiéon que esté relacionada con otra estructura ya
existente en la variedad. En particular, cuando tenemos una variedad Riemanniana hay
una conexion preferida que es compatible con la métrica subyacente. Formalmente, existe
una tnica conexiéon V que cumple:

1. Para todo sistema coordenado (z'), T}, = T'%.

2. V es compatible con la métrica: si X,Y y Z son campos vectoriales, entonces
Vxg(Y,Z)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ). Esta condicion es equivalente a pedir que
Vg=0.

El resultado sigue siendo cierto para métricas de Lorentz. Mas atiin, hay una férmula
explicita para V. En términos de los simbolos de Christoffel asociados a un sistema
coordenado (z'), la conexion V queda dada por:

T = 59" (95 + 0,90 — rgiy).

1.7. Elevando indices. Dado una métrica no degenerada g, en una variedad M,
tenemos una correspondencia biunivoca entre T'M y T*M dada por el teorema de Riesz.
Esto es, si X es un campo vectorial entonces

XYY = gV, X)

define una 1-forma, o campo de covectores, X°. Para el otro lado, dado una 1-forma en
M, existe un tinico campo vectorial n* tal que

n(Y) = g(Y,n%).

Acabamos de transformar un (1)—campo tensorial (campo vectorial) en un ((1)) —campo
tensorial (una 1-forma). Expresando esto en coordenadas se tiene

(X" =g X7, (%) = g"n;,

donde ¢g* es la matriz inversa de g;;. Esta construccion se puede llevar a tensores arbi-
trarios. De esta forma, por ejemplo,

Ir sl _mr
ﬂj - ,-Tijsmg g .
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1.8. Curvatura. En esta seccion simplemente definimos el tensor de curvatura y
el tensor de Ricci. No se utilizardn a lo largo del trabajo salvo para definir el sistema
de EDPs que provee la ecuacién de Einstein. Por esta razén no entraremos en detalles,
limitdndonos simplemente a la definiciéon. El tensor de curvatura de Riemann se define
como el tensor de tipo (g) tal que para XY, Z, W campos se cumple

R(Y, Z, X, W) = g(VyVZX - Vzva - V[yyz]X, W),

donde [Y, Z] es la derivada de Lie de Z en la direccion de Y. De esta manera [Y, Z] es
un campo cuyas coordenadas son

Y, Z) = X70;Y" — Y79;X".
Si tomamos X = 0;, Y = 9;, Z = 0, y W = 0§, para algunas coordenadas (z'), se tiene
que
Rjry = 9(Vo;Vo,0; — V5,V,0;,01),
por lo cual el tensor mide la no conmutatividad de la derivada segunda, y de esta manera

captura el concepto de curvatura. Se define el tensor de curvatura de Ricci, denotado
por Ric, como el (g)—tensor tal que

Ricy; = Rijg™.
Por tltimo, denotamos por S : M — R a la funcién curvatura escalar definida por tomar

la traza de la curvatura de Ricci .
S = RiCZ’Z.

2. Relatividad General y el problema de Cauchy
El material de esta seccion esté basado principalmente en [20], [17] v [13].

2.1. Introduccién. La teoria de la Relatividad General es una teoria geométri-
ca de la gravedad. En esta el efecto de la gravedad estd dado por la curvatura en el
espacio-tiempo, y la curvatura a su vez es afectada por la presencia de materia. El ter-
mino materia es un término no definido que se usa intuitivamente para implicar a todas
las cosas del universo. Un espacio-tiempo es modelado por una 4-variedad de Lorentz
(i.e provista de una métrica de Lorentz). Cada punto del espacio-tiempo representa un
evento en la realidad (un determinado lugar y momento). En general, ademés de la mé-
trica lorentziana, los espacios-tiempos estan provistos de una orientacién temporal, y son
variedades conexas. A continuacion explicamos brevemente los conceptos de orientacion
temporal y otros conceptos de causalidad.

Decimos que un vector v € T,M, v # 0, es tipo tiempo, nulo o tipo espacio si
g(v,v) <0, g(v,v) =00 g(v,v) > 0 respectivamente. El vector nulo se define como tipo
espacio. Si v es tipo tiempo o nulo decimos que es causal. Una curva en M, o : [ — M,
con g(a/,a’) < 0 es una curva tipo tiempo. Si la velocidad no es nula pero g(a/, /) =0
decimos que la curva es nula. Si la velocidad no es nula y g(o/, o) < 0 decimos que la
curva es causal. En cada punto p € M el conjunto de los vectores tipo tiempo define
dos conos disjuntos en 7,/ . Una eleccion de cuél es el cono futuro es una orientacion
temporal de T,M. Una orientacion temporal de M es una eleccién temporal de T, M
para cada p € M, que varia suavemente. Por variar suave queremos decir que para todo
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punto existe un entorno U y un campo suave X tal que X, pertenece al cono futuro
para todo ¢ € U. De esta manera, en cada punto p sabemos hacia donde esté el futuro
temporal. Una curva causal, o tipo tiempo, o nula, se dice que apunta a futuro si la
velocidad pertenece a la clausura del cono futuro en todos los puntos de la curva.

La teorfa modela las particulas materiales como curvas tipo tiempo que apuntan a
futuro y ademas satisfacen |g(a/,a’)| = 1. Las particulas tipo luz son modeladas por
geodésicas nulas que apuntan a futuro. Finalmente, la teoria modela las particulas ma-
teriales que estan solamente sometidas a la gravedad como geodésicas. De esta manera,
una particula material solo sometida a la gravedad se mueve por el camino mas corto
en una geometria afectada por la materia. La presencia de la materia interviene en el
movimiento de la particula debido a las deformaciones que provoca en la geometria del
espacio. Como exactamente la materia afecta la geometria esta dado por la ecuacion de
FEinstein

1
Ric—éSg:/@T,

donde k es la constante gravitacional de Einstein y T es el tensor momento-energia (de
tipo ((2))) Este tensor es la fuente de gravedad. En la mecanica de Newton la fuente de
gravedad es la masa de los cuerpos. En relatividad, la gravedad proviene de la energia-
momento de la materia. La energia-momento de la materia es descripta infinitesimal-
mente por el tensor 7. En esta tesis trabajamos con espacios tiempos vacios, i.e, con T’
nulo. Se puede ver que en este caso la ecuacion de Einstein es equivalente a

Ric = 0.

En resumen, un espacio-tiempo vacio es una variedad Lorentziana, tiempo-orientada,
conexa y con curvatura de Ricci nula.

2.2. Superficies de Cauchy. Variedades de Lorentz tiempo-orientables sin méas
restricciones permiten varias patologias que no son esperadas de un sistema fisico. Por
ejemplo, permite la existencia de curvas de tipo tiempo cerradas (y por lo tanto hay
observadores que pueden viajar a su pasado). Una forma de restringir la causalidad es
exigir la existencia de una hipersuperficie de Cauchy, concepto que introducimos a con-
tinuacion.

Una curva suave a trozos 7y : [0, a) — M es extendible si existe una extension continua
7 :[0,a] — M. Extendibilidad para curvas de la forma 7 : (a,0] — M, 0 v : (a,b) = M
se define analogamente. Una curva que no es extendible es llamada inextendible. Una
hipersuperficie de Cauchy en M es un subconjunto S que es intersectado exactamente
una vez por cada curva inextendible de tipo tiempo, y se prueba que S es una hipersu-
perficie topologica ([20] o [13]). Méas atn, existe una hipersuperficie de Cauchy suave en
M ([L7).

2.3. El problema de Cauchy. Es interesante observar que en coordenadas el
tensor de Ricci queda

1,
Rlcij = 59 ’Baaﬁﬁgij + Hij(g> dg, 829) + Fij(ga 59)-
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Aqui F (g, dg) simboliza un término que es una funcion en las componentes de la métrica
y sus primeras derivadas. Similarmente para H pero ademas depende de las derivadas
segundas. Se sigue que la ecuaciéon de Einstein en el vacio, en coordenadas, es un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales para los componentes de la métrica. Mas aun, se
puede ver que el sistema es lineal en las derivadas segundas mostrando que es un sistema
quasi-lineal de orden 2 para los componentes de la métrica. Si el término H no estuviese
esto serfa un sistema hiperbolico. Es esperable que no lo sea, pues si g es una métrica
que soluciona el sistema entonces ¢*g lo es para todo difeomorfismo ¢ : M — M. En
particular no tenemos unicidad incluso si ponemos ciertas condiciones iniciales en el
sentido clasico de EDPs. La métrica g y la métrica ¢*g representan el mismo sistema
pero visto por otro observador. Puede interpretarse como la misma métrica g expresada
en otras coordenadas. Sin embargo, la idea de unicidad a menos de isometrias para
condiciones iniciales geométricas si funciona, y es lo que se llama la formulacion de
valores iniciales. Es interesante ponerse a descubrir cuales deberian ser las condiciones
iniciales. Por un lado deberfan ser algo asi como g;; y 0;9;; ent = 0 (como es esperable en
un sistema hiperbolico). Por otro lado, necesitamos condiciones geométricas. La forma
de capturar todo esto es mediante la métrica inducida en una 3-variedad ¥ (la posicion)
y la segunda forma fundamental en dicha 3-variedad (la velocidad). El primer problema
que aparece es que dichos datos iniciales deben satisfacer ciertas ligaduras. Escribimos
estos resultados debajo.

DEFINICION 2.1 (Segunda forma fundamental). Sea (M, g) una variedad de Lorentz
tiempo orientada. Sea X una hipersuperficie en M, sea i : > — M el encaje inclusion y
sea N un campo unitario tipo tiempo que apunta a futuro y que es perpendicular a 3.
La sequnda forma fundamental de ¥ es un tensor 2-covariante en Y definido por

kv, w) = g(ViuN, iaw).

DEFINICION 2.2 (Datos iniciales). Un dato inicial es una terna (3, h, k) donde (X, h)
es una 3-variedad Riemanniana y k es un tensor 2-covariante simétrico, tal que se
satisfacen las ligaduras de energia y momento

r — k’z‘j]{?ij + (tl" k)Q = 0,

Aqui D es la conexion de Levi-Civita de (X,h) y r es la curvatura escalar de (X, h).

DEFINICION 2.3 (Problema de valores iniciales y desarrollo de los datos iniciales).
Dado datos iniciales (3, h, k), el problema de valores iniciales es el de encontrar una
4-variedad M con una métrica lorentziana g y un encaje v : X — M tal que la métrica
inducida es h y la sequnda forma fundamental es k. En estas condiciones a la terna
(M, g) se le llama desarrollo de los datos iniciales (el encaje i estd implicito). Si ademds
i(X) es de Cauchy en (M, g) entonces se le llama desarrollo globalmente hiperbolico.

DEFINICION 2.4. (Desarrollo globalmente hiperbdlico maximal) Diremos que un de-
sarrollo globalmente hiperbdlico de los datos iniciales (X, h, k), con encajei: 3 — M, es
un desarrollo globalmente hiperbélico mazximal si para todo otro desarrollo, (M',g") con
X — M, existe un mapa b : M' — M que preserva la orientacion del tiempo, que
es un difeomorfismo sobre su imagen y tal que V*g = ¢, Y oi = 1.
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En este sentido un desarrollo globalmente hiperbdlico maximal tiene a todos los
desarrollos dentro.

TEOREMA 2.1 (Choquet-Bruhat-Geroch [6]). Sea (X, h, k) un dato inicial en el va-
cio. Entonces existe un unico desarrollo maximal globalmente hiperbolico, a menos de
1sometrias que preservan la orientacion temporal.

Solo para darle un gusto al lector de como es la existencia local, lo que uno hace es
elegir coordenadas astutas entorno a un punto p donde el término H;; de arriba desapa-
rece (o queda preelegido). En estas coordenadas se aplica teoria de sistemas hiperbolicos
y se construye una solucion. Luego se pegan cuidadosamente todas estas construcciones
locales para obtener un espacio en un entorno de .. La unicidad local es méas delicada,
como también lo es la existencia del desarrollo maximal. Una prueba de todos estos
resultados se encuentra en el libro [17].

3. Ecuaciones de onda

El contenido de esta seccion se encuentra en los capitulos 8 y 9 del libro [17]. Salvo
algunas simplificaciones, los resultados son citados como aparecen en dicha referencia.

3.1. Notacion. A lo largo del trabajo encontraremos funciones que dependen de
dos variables, la espacial x y la temporal t. Dependiendo del tipo de célculos que usemos,
denotaremos por 0, f o por f;, a la derivada parcial de la funciéon f respecto a la varia-
ble x. Anélogamente usamos 0, f o f;. Cuando no queremos referirnos a una variable en
particular utilizamos 0, f, o f,. Ademés usaremos 0°f, con a = (m,n) un multi-indice
cualquiera, para denotar a la derivada parcial m—veces respecto al tiempo y n—veces
respecto al espacio. Denotaremos por C.(R™) al espacio de funciones continuas con valo-
res en R y de soporte compacto. Analogamente C°(R") (C*(R™)) denota el espacio de
funciones de soporte compacto que son infinitamente derivables (que tienen k-derivadas
continuas). El indice b, Cj, en lugar de ¢, indicara que las funciones y sus derivadas
estan acotadas (bounded). Cuando trabajamos con funciones que dependen de la varia-
ble espacial y temporal, f(t,x), los espacios funcionales referiran a las funciones f(t, -)
(salvo que se indique lo contrario). De esta manera, || f||c2 es en realidad una funcion del
tiempo, que para cada t vale la norma C? de la funciéon f(¢,-). Denotaremos por H* al
espacio de las funciones localmente integrables con k derivadas débiles en L?. Recordar
que este espacio es completo, y C°(R"™) es denso. A lo largo del trabajo usaremos el
encaje de Sobolev, el cual afirma que H*(R") — CF(R") para s > k + n/2, donde la
inclusion es acotada, i.e, la norma C¥ es controlada por la norma H*®. Utilizaremos el
encaje para n = 1, por lo cual H*™(R) — CF(R).

DEFINICION 2.5. Diremos que una funcion f(t,z) es de soporte localmente x-compacto
si para todo intervalo [Ty, Ty] eziste un subconjunto compacto K C R tal que f(t,x) =0
parat € [T, Th) yx ¢ K.

3.2. Ecuaciones de onda lineales. Dada una matriz simétrica (n+1) x (n+1)
con componentes g, i,V = 0,...n, denotamos a la matriz n x n con componentes g;;,
1,7 = 1,...,mn, por gy. Si g es invertible denotamos las componentes de la inversa por
g™,y ala matriz n x n, g“, 1,5 = 1,...,n por g*. Si g es simétrica, con valores reales,
goo < 0y g, > 0, entonces decimos que g es una matriz canéonica de Lorentz. Sea % el
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conjunto de las matrices candnicas de Lorentz. Si a1, as y a3 son ntimeros reales positivos
y a = (a1, a2, as), definimos %, 5 €l subconjunto de %,, que consiste de las matrices g con

n
Joo < —ai1, gy = Gz, Z 19| < as.

p,v=0
Seagr,I =1,..., N, funciones suaves desde R"*! en 6, con componentes g;,,,, i1, v
0,...,n. Asumimos que para cualquier intervalo compacto [T7,T5|, existen constantes

a; > 0,i=1,2,3, tal que g,(t,z) € €, para todo (t,z) € [Ty, To] x R*y I =1,...,N,
donde a = (ai, as, az). También asumimos que b7%, ¢k, f1 € C (R"™), donde I,J =

L,...,Nya=0,...,n,y que u},ul € C>(R"). Consideramos el problema de valores
iniciales

(27) " 0, 0,u" + b 0u” + chu’ = 1

(28) u’(0,-) = uy,

(29) atul(oa ) = U{,

donde I y J van desde 1 a N, u,v y o desde 0 to n y estamos sumando sobre todos los

indices menos I. Respecto a existencia y unicidad de soluciones, el siguiente teorema es
de utilidad.

TEOREMA 2.2. Sea g;,I = 1,..., N funciones suaves desde R"™' en €, con com-
ponentes gru, ,v = 0,...,n. Supongamos que para todo intervalo compacto [Ty, Ty,
existen constantes a; > 0,1 = 1,2,3, tal que g;(t,x) € €4, donde a = (a1, as,as3), para
todo ( x) € [T, To) x R* y I = 1,...,N. Denotemos los componentes de la inversa
por gi”. Supongamos tambzen que b cJ,fI € C®(R"™), donde I,J = 1,...,N y
a=0,...,n, y que ub,ul € C* (]R”) Entonces el sistema de ecuaciones . a .
tiene una solucwn unica u € C™ (R"+1 RN) Mds atn, si los datos iniciales tienen
soporte compacto y fL(t,x) = 0 para todo t € [T1,T5) yx ¢ K, donde Ty <0 < Ty y
K es compacto, entonces existe un conjunto compacto K tal que u(t,z) = 0 para todo
t e [Tl,TQ] yl’¢K

Para una prueba ver [17], pagina 75. Vale destacar que existe una version intrinseca
de este resultado ([15], pagina 144), esto es, ecuaciones de ondas lineales en variedades
Lorentzianas. Dicha ecuacion es intrinseca (libre de coordenadas). También es importante
recalcar que la unicidad vale con menos regularidad. Mas precisamente, se tiene que

TEOREMA 2.3. Sea gr,I = 1,...,N funciones C* desde R"*! en €, con compo-
nentes gru, 1, v = 0,...,n. Supongamos que para todo intervalo compacto (T3, T3], exis-
ten constantes a; > 0,1 = 1,2,3, tal que g;(t,x) € €4, donde a = (a1,az,as), para
todo (t,z) € [T1,Ty] x R" y I = 1,...,N. Denotemos los componentes de la inver-
sa por g}". Supongamos también que bj® c, fI € C(R™™), donde I,J =1,...,N y
a=0,...,n. Entonces dado un intervalo compacto [T, T3] con T} <0 y Ty > 0, existe
un nimero so > 0 tal que lo siguiente se cumple. Si u es solucion C? del sistema da-
do por las ecuacion , con datos iniciales nulos en B,(zo), y f1(t,x) = 0 para todo
(t,x) € Coprsomms = {(t,x) € [T, To] X R:|t| < 1/s0,|x] <1 —50t]}, entonces u =0
en C:co,r,so,Tl,Tg’
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Esto es un resultado de velocidad de propagacion finita. La unicidad es un corolario
sencillo. Este resultado también se puede aplicar a ecuaciones quasi-lineales; ver [17],
pagina 75 y pagina 79.

3.3. Ecuaciones de onda no lineales. En esta capitulo consideramos soluciones
u: R™! — RV a ecuaciones de onda quasi-lineales. Para tener un resultado se impone
condiciones sobre las no linealidades. En lo que sigue exponemos algunos de los resultados
presentados en el capitulo 9 de [17], siguiendo la misma terminologia.

3.3.1. Emistencia y unicidad local.

DEFINICION 2.6. (N,n Métrica admisible) Sea 1 < n, N € N y k entero tal que
0<k<oo. Seag: RPNT2NIn+l o @ wuna funcion C*. Supongamos que

» Para todo multi-indice o, tal que |o| < k+1 e intervalo compacto [Ty, Ts|, existe
una funcion creciente hyo : R — R, tal que

(0% gy ) (E, 2, §)] < hpa(I€]).

» Para todo intervalo compacto I = [11,T5], existen a = (a1, az,a3) > 0, tal que
g(t,z,&) € Gpa para todo (t,x,€) € [ x RN+T2N+n,

Entonces decimos que g es una C* N, n— métrica admisible.
DEFINICION 2.7. (N,n no linealidad admisible) Sea 1 <n, N € N y k entero tal que
0<k<oo. Sea f: RMNF2NIn+L s RN wuna funcion C*. Supongamos que

» Para todo multi-indice o, tal que |o| < k+1 e intervalo compacto [11,Ts], existe
una funcion creciente hro : R — R, tal que

(0% )t 2, §)| < hurallE])-

» La funcion fy,, definida por fy(t,x) = f(t,z,0), es de soporte localmente x-
compacto.

Entonces decimos que f es una C* N,n— no linealidad admisible.

Consideramos el problema de valores iniciales
9" [u)0,0,u = flul,
u(Ty,-) = Up,
owu(Ty, ) = Us.
Aqui flu] = f(t,z,u(t, ), Ou(t,x), ..., Omu(t,x)), y similarmente para gu]. A continua-

cion, damos un enunciado simplificado de existencia y unicidad local. Para mas detalles
ver [17], pagina 83.

Proposicion 2.4. Sea 1 < N,n € N. Sea g una N,n— métrica admisible C*, y f
una N,n— no linealidad admisible C*. Sea k > n/2 + 1, Uy € HFFL(R",RY) y U, €
HY(R™, RY). Dado un intervalo compacto I = [T}, Ty], existe T > 0, dependiendo de I y
continuamente en la norma H*** de Uy y de la norma H* de Uy, tal que si Ty € [T1, Ty],
entonces existe una unica solucion u € CZ([To, To+T] x R™, RY). Mds ain, se tiene que

u € C([Ty, To + T, H*™), du € O([Ty, Ty + T), H).
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3.3.2.  Criterio de continuacion y soluciones C'.

Proposicion 2.5. Sea 1 < N,n € N, g una N,n-métrica admisible de clase C* y f una
N,n— no lineadad admisible de clase C*. Sea Uy, Uy € C° y Ty € R. Entonces existen
Ty < Ty < Ty y una tnica solucion u € C*®[(Ty,Ty) x R™, RY]. Mds ain, la solucion es
de soporte localmente x—compacto y Ty = 00 0
lim sup sup [0%u(t, x)| = oo.
=T T<i<r |az<2 zERN 9%ult, @)

Stmilar para T} .

3.3.83.  FEstabilidad de Cauchy. En esta seccién enunciamos un teorema de estabili-
dad. Si bien no usaremos el teorema explicitamente, el tltimo capitulo se basa en las
ideas de este resultado para extender los resultados a un espacio funcional més grande.

Proposicion 2.6. Sea 1 < N,n € Z,g una N,n-métrica admisible de clase C* y f
una N,n—mno linealidad admisible de clase C*°. Consideremos el problema de valores
maciales )
"’ [u]0,0,u = flul,
u (T07 ) - U07
8tu (To, ) = Ul-
Asumamos que u € C'* [(T,,TJF) X R",RN] es una solucion maximal del problema

con datos iniciales Uy, Uy € C° (R”, ]RN). Asumamos ademds que tenemos una sucesion
de datos iniciales Uy, Uy, € CF (R”,RN) tal que

zlirilo [1U01 = Uoll g + 1010 = Urll ] = 0

para algin k > n/2+1. Sea w, € C* [(Tl,—? T,+) x R, RN] las soluciones mazimales co-
rrespondientes. Sea Ty € (T—,Ty). Entonces existe ly tal que paral > ly, Ty € (T;—,T; +).
Ademas,

i [[fur (T3, ) = (o, ) gecs + [0 (Ta, ) = O (T, )| ] = 0.

3.4. Ecuaciones de onda no lineales en 1+1. En 1+1 existen las light-cone es-
timates. Estas estimaciones permiten tener mejores resultados en el caso 1+1. Las mismas
estan basadas en las normas C* en lugar de las normas H*. Denotamos por C (R, R*) a
las funciones f : R — R¥ con & derivadas continuas tal que lim,_, [0% f ()] = 0 Vi < k.
Los siguientes resultados son de [16].

Proposicion 2.7. Sea F € C*®[(T_,T,) x R} R™) con la propiedad F(t,0,0) = 0
para todo t € (T_,T.). Sea f € CATH(R,R™) y g € CF(R,R™) para algin k > 1.
Entonces existe €, > 0, dependiendo de ||f||c{j+1(m)a l9llcx gy, to y de la funcion F', tal que

la ecuacion
Uy — Uz = F(t,u, 0u)

u (to, x) = f(x)
u (to, z) = g(x)
tiene una tnica solucion en C**1|[(ty — ex, to + e) x R]. Mds atin,

ueC [(to — Ek,to + Ek) ,C(I)H_l (R, Rm)} Yy ﬁtu eC [(to — Ek,to + Ek) ,Cg (R,Rm)} .
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Proposicion 2.8. Sea F € C*[(T_,T,) x R R™) con la propiedad de que F(t,0,0) =
0 para todo t € (T_,Ty) y sea f € CE(R) y g € C¥(R) para todo k > 0. Entonces
eziste una solucion u € C™[(t_,t;) x R,R™] de

Uy — Uz = F(t,u, 0u)

u (to, z) = f(x) :

u (to, z) = g(x)
donde (t_,t,) es el intervalo maximal de existencia, y to € (t_,ty). Ademdst, =T, o
(llullcr + JJul|co)(t) es no acotado en [to,t.). El enunciado para t_ es similar.

Observacion 2.9. Debido a la velocidad de propagacion finita, es claro que el resultado
anterior vale con C* en lugar de C¥.

Observacion 2.10. Se puede ver que los resultados anteriores valen si tomamos una
no linealidad de la forma F(t,z,u,0u) con F' no linealidad admisible de clase C.

4. Mas notacién, espacios funcionales y desigualdades titiles.

4.1. Otros espacios funcionales y mas notacion. Ademas de los espacios ya
introducidos en la secciéon anterior, denotamos por H* al espacio de las funciones con k
derivadas débiles, todas en L?(cosh(2x dz)). En este espacio colocamos las normas

k .
(30) 1912, =3 [ (£9@)? cosh(za) d

Es facil ver que el espacio es completo y que C.(R") es denso en él. Més atn, paran = 1
es facil chequear el siguiente encaje de Sobolev:

leller < Cllellgen Ve € Ce(R),

donde |||z = sup;<, ][0 cosh'/2(2z)||co. A lo largo del documento nos encontraremos
con funciones f que dependen de ¢t y de z € R. Estaremos interesados en controlar las
normas de las funciones f(¢, ) en funcion del tiempo. Usaremos las siguientes notaciones
con frecuencia:

mo(t) == | R — Rylloo(t) + 1R — Roullcn ).
mi(t) = |R = Rollow(t) + | Ry — Rugllon1(8) Yk > 1,
Mi(t) = 2l + 1032l 1 8) + ol + 1000l e (2),
M) = W = Wil (8) + 10V = Wo)ll s (6) + 7, (8) + 104l 0 (0,
ma[F106) = [ Fllow () + [9:fllew (0.

Aqui z y v son funciones que seran definidas oportunamente. Cuando una de estas
notaciones aparezca por primera vez recordaremos su significado. A lo largo de cada
capitulo también introduciremos notacion para las distintas energias o cantidades que
irdn apareciendo.

Respecto a las constantes que iran apareciendo en las estimaciones, las denotaremos
siempre por la misma letra C'. De esta manera, el valor de C' ird cambiando de linea en
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linea. Por ultimo, cuando decimos los datos iniciales de f, siempre nos referiremos a las
funciones f(0,-), f:(0, ).
4.2. Desigualdades.
Lema 2.11. Sea F € C* (R") tal que F(0) = 0. Si u € C®(R¥,R"), entonces
(31) [E ()l < & ([ulloo) 1wz,
donde k : R — R es continua.

DEMOSTRACION. Ver capitulo 6.3 de [17], las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg.

O
Lema 2.12. Sea ¢1,...,¢; € CX(R") y asumamos que a,...,q; son multi-indices
tales que > |oy| = k. Sea k; = |a;|. Entonces
[0°61-.. 0%l 2 < Cllonl ™ Hllonllzy ™I oulls™ ¥l enl 74"

En particular, sin =1y k > 1, por el encaje de Sobolev tenemos
(32) 107 @1 ... 0% ull 2 < Cllpallgzw- [Pl v

DEMOSTRACION. Ver capitulo 6.3 de [17], las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg,
ecuacion 6.23. O

Lema 2.13. Sea F': R" — R suave, y sea u,v € C.(R,R™). Sea k > 1. Entonces eziste
una funcion continua k : R> — R tal que

(33) 1F(u(z)) = F (@)l ax < sllwllmes ol l[u = ol
DEMOSTRACION. Veamos la prueba para k& = 1. Notar que

Flu(z)) = F(o(x)) = ( / VE(tu(x) + (1= o(z) dt) (u(z) - v(w))
por lo que
IF(u(@)) = Fo(@))] < K(lullos [0l ) () = v(@)]| ¥ 2 € RE

Integrando se obtiene el resultado para k = 0. Para k£ = 1 notar que

P (ule) ~ Fo(@) = ([ TF(uw) + (1= 0u(a)) dr) 0y - 3,0
+ </o J(VF)(tu(z) + (1 — t)v(z)) - (Ov(z) + t0,(v — u)(z)) dt) (u(z) — v(x)),

por lo que
10 (u(2) = v(x))l|+
10u(F(u(z)) = F(u(@)] < £(llulloo, [[v]lec) | 10u(v = u)(@)[[[lu(z) = v(z)[|+
[0uv(@)|[[[ulx) = v(z)]]
Notar que en los términos productos, la suma de los ordenes de las derivadas es 1.
Elevamos al cuadrado, integramos y aplicamos el lema previo. Notar que al aplicar el
lema previo, tendremos varios factores de la forma ||u — v||gx, y siempre tendremos al

menos uno. Quedandonos con uno, y acotando los demas por |[ul| g+ + ||u|| g+ llegamos
al resultado deseado. La prueba para otro k es idéntica. O



Capitulo 3

Perturbaciones polarizadas de soporte compacto

En esta seccion abordamos las perturbaciones de soporte compacto con ¢ = 0, es
decir, una solucion (R, W) del sistema dado por las ecuaciones y cuyos datos
iniciales difieren de los datos iniciales de la soluciéon background solo en un conjunto de
soporte compacto.

Notar que en principio las soluciones no estédn definidas para todo tiempo ¢t > 0. Por
esta razon todas las estimaciones derivadas en esta seccion deben ser entendidas como
vélidas en el intervalo maximal de existencia de las soluciones. Recordar que la funcion
R debe ser positiva para t > 0 para que la métrica g, ecuacion , sea definida positiva.
Para lograr esto, el siguiente lema muestra que alcanza con pedir mg(0) < 2Ry /3.

Antes de seguir recordamos la siguiente notaciéon

mo(t) == ||R — Ry|lco + || R — Ritl|co,
ma(t) == | R = Ryllox + | Be — Ruyllon s ¥k > 1.

Lema 3.1. Si (R, W) es una solucion tal que R — Ry, y W — W), ent = 0 son de soporte
compacto y cumplen mp(0) < %RO entonces, para t > 0, y en el intervalo maximal
de existencia, se cumple que R > 0 y que (R — Ry, W — W) es de soporte localmente
x-compacto.

DEMOSTRACION. Por la formula de D’Alembert aplicada a R se tiene

R— Ry)

Rit,z) = Ry(t,z) + . Otz + BBy oy % /H(R — Ry)(0.€) d.

2 e

En consecuencia R > Ry, — mg(0)(t + 1),¢ > 0. Recordando que R, > Rye* se sigue que
R > 0 si mg(0) < 2Ry/3. La funcion R — R, satisface una ecuacion de onda sin fuente
y con dato inicial de soporte compacto. Se sigue que R — Ry, es de soporte localmente
x—compacto. Una vez probado esto, una simple cuenta muestra que W — W), satisface
una ecuacion de onda no lineal con dato inicial de soporte compacto y fuente de soporte
localmente x—compacto. Se sigue que W — W, es una funcién de soporte localmente
z-compacto. U

1. La desigualdad basica de energia

Para obtener estabilidad asintética de una soluciéon en torno a la solucién background
es necesario tener estimaciones de energia que controlen la distancia a la solucién back-
ground. Esto es similar a lo que sucede en dimension finita con la teoria de Lyapunov. La
funcion de Lyapunov, satisfaciendo determinadas desigualdades (estimaciones) permite
controlar la estabilidad de ciertas soluciones. Una diferencia fundamental con dimensién
finita es la falta de la compacidad local de los espacios subyacentes, lo cual hace més
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dificil extraer conclusiones.

En esta seccion mostraremos la desigualdad de energia en la cual se basan todas las
estimaciones de este trabajo. Con este fin, sea el cambio de variable z = RY2(W — W},).
En las nuevas variables la ecuacion para W se transforma en

R? — R? R Ry
34 2 — Zow +2G =g con G =-"—"% = RV2 ([ =222\,
( ) tt T g 4R2 Yg R Rb bx
Notar que W — W, es de soporte localmente z-compacto si y solo si z lo es. Ahora en
estas variables es mas sencillo de intuir una energia para la ecuaciéon. Para ver esto,
observar que si R = R, entonces la ecuaciéon queda
z

Zit — Zge + ———— =120
" cosh?(2)

la cual deriva del lagrangiano . = z? — 22 — 22/ cosh®(2x). Por el teorema de Noether

se satisface (2%, — L)+ (2%.,) = 0, y por ser z de soporte compacto en cada t esto
implica que la cantidad fR 2L, — 2L dx es conservada. Inspirados por esto, definimos
la energia

1
E::—/zf—l—ziquQGb dz,
2 Jr

donde Gy = m Notar que si R # R, entonces la energia anterior no es conservada.
Para controlarla primero es necesario un lema para controlar la diferencia entre R y Ry,.
Lema 3.2 (Estimaciones de R ). Para todo t > 0, se tienen las siguientes estimaciones:
(35) IR = Ryfloo(t) < (t+ 1)mo(0),

(36) Ry — Riglloo(t), [|Re — Ruglloo(t) < my(0).

Mas ain, asumiendo mg(0) < %RO también tenemos R ~ Ry, es decir, existe una cons-
tante d > 0 tal que

1 Ry

- <=1l ) <d
(37) i< 7| 0=
esto a su vez implica la existencia de una constante C' > 0 tal que

Rt Rbt R;p be C(t + 1)
38 — —— (@),[|—= — ————my (0
(38) ‘ R R, OO( ) R Ry OO( ) < e2tcosh(2x)m1( )
Ct+1)
_ < _—“\ )
(39) 161 = Gllelt) < s (0)
C(t+1)

(40) 19lloo(t) < m(0).

et cosh®?(2x)
Para una prueba de este lema, ver apéndice, seccion [1.1.1]

Proposicion 3.3 (La desigualdad bésica de energia). Sea (R, z) una solucion tal que
R—Ry, (R—Ry): son de soporte compacto ent = 0, y que ademds cumple mo(0) < 2Ry/3.
Entonces existe una constante C' tal que, en el intervalo mazimal de existencia,

(41) EY2(t) < C(EY*(0) + m4(0)), con t > 0.
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Adicionalmente, la constante C solo depende de una cota de my(0).

DEMOSTRACION. La funcién z es de soporte localmente z-compacto. Por esta razon,
podemos derivar debajo de la integral e integrar por partes sin término de borde. Usando
esto y la ecuacion ecuacion (34) se obtiene

E = / Zizy + 2oz + 220Gy dr = / 2i(20 — Zow + 2Gh) dx
R R
= / 22(Gy — Q) dx + / zrg dx
R

R
g\//zf daz\//ZQ(Gb—G)2 dw—i—\//zf dx\//92 dx .
R R R R

Primer término Segundo término

Comencemos mirando el primer término. La primer integral esta acotada por E'/2. Para
la segunda, usando la estimacion y la desigualdad de Cauchy-Schwarz vemos que
esta integral esta acotada por

2
C(t + 1)my(0)e 2 B2 /—Z de,
-+ Lma(0)e g cosh?(2z) !

pero el tltimo integrando es simplemente 22Gy, por lo cual, el primer término es menor
o igual que

C(t+1)e ?my(0)E,

donde hemos ajustado la constante C'. Sigamos con el segundo término. Este esta com-
puesto por dos integrales. La primer integral es menor o igual a E'/2. Para la segunda
integral, usando se obtiene

”/92 dr < C(t+ 1)e "m4(0).

Juntando estas observaciones tenemos
E<C(t+1)emy(0)E + C(t + 1)e 'my (0)E/>
(42) <C@t+1)e*m(0)E+C(t+1)e'E+C(t+ 1)e 'mi(0)
<C@t+1)e'E+C(t+1)e'mi(0),

donde en la ultima desigualdad, la constante C' depende de una cota en m; (0). Integrando
se tiene

E(t) < E(0) + Cmy(0)* + /t C(s+1)eE(s) ds.
Por el lema de Gronwall
E(t) < C(E(0) +m1(0)*)exp (/o C(s+1)e* ds) :

lo cual implica la tesis. O
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Notar que como R ~ R, = Rpe? cosh(2x), esta estimacion implica decaimiento
exponencial en las variables originales, tanto cuando ¢t — +00 como cuando x — oo. Sin
embargo, todavia no sabemos que las soluciones existan para todo tiempo futuro. Esto
en parte motiva ir a energias superiores.

2. Energias de orden superior

Sea a = (m,n) un multi-indice. Recordar que 0*z(t, z) denota la derivada parcial m
veces respecto a t y n veces respecto a x. Definimos

1

E“(t) == /R(ﬁo‘z)f + (0%2)2 + (0%2)*Gy dz.

2

Las energias més importantes son las de la forma a = (0,m), ya que involucran la
norma de Sobolev de z y z;. De esta manera, en t = 0, solo involucran los datos iniciales.
Si uno intenta trabajar solamente con estas energias espaciales, e intenta reproducir lo
hecho en la seccién anterior, uno obtiene que E©™) crece a lo sumo polinomialmente.
Sin embargo, si primero trabajamos en estimaciones para E™% y luego pasamos estas
estimaciones a E(®™) entonces obtenemos mejores estimaciones. Antes de continuar, se
necesitan mas estimaciones para la diferencia entre R y R,,.

Lema 3.4. (Estimaciones de R - 2) Supongamos que mo(0) < 2Ry/3, entonces:

a) Para todo multi-indice o # (0,0) tenemos
(43) 10%(R = Bp)lloo(t) < ma(0) ¢ > 0.

b) Para todo multi-indice o, 9*R/R, 0*RY?/R'? y 0*R~Y2/R/? estdn acotados para
el futuro. Mds aiin, la cota solo depende en una cota de my4(0).

¢) Para todo multi-indice o, 0°Ry/R, 0“R,/R, 0*(R:/R) y 0*(R,/R) estin acotados
para el futuro. Mds ain, la cota solo depende de una cota en mq11(0).
d) Para todo multi-indice o eziste una constante C' tal que

n . . Ry, t+1)
cosh(ze) 0* (G = )| (0 < Xm0,

Ry Rbt
cosh(2z) 0% | — — —
) o (- O
Mads ain, la constante solo depende de una cota de mjq(0).
e) Estimaciones para Gy, — G: para todo multi-indice o existe una constante C' tal que

(t+1)

(45) [cosh(2z) 0%(G — Gb)|o(t) < C—5=may41(0).

Mads ain, la constante solo depende de una cota de m|a|+1(0).
f) Para todo multi-indice v existe C' tal que

(46) 0°G| <

—20/G,.

Mds atin, la constante solo depende de una cota de mjq4+1(0).
g) Para todo multi-indice o existe una constante C' > 0 tal que |0“Wh,| < C/ cosh(2z).
Ademds, si o mo es puramente espacial entonces 0“Wy, = 0.

cosh 2x
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h) Estimaciones para g: Para todo multi-indice v ezisten una constante C' > 0 tal que
1
(0).

Adicionalmente, la constante C' solo depende una cota en mjq4+1(0).

(47) Hcosh3/2(2w)8o‘ lloo <

Para ver una prueba de este lema, ver apéndice, seccion [1.1.2]

Proposicion 3.5 (Estimaciones de las energias temporales). Sea (R, z) una solucion
tal que R — Ry, (R — Ry)¢ son de soporte compacto en t = 0, y que ademds cumple
mo(0) < 2Ry/3. Ademds sea o = (m,0). Entonces, existe una constante C' > 0 tal que,
en el intervalo maximal de existencia,

VE®O(t) < C(VE@D(0) + ... + VETO(0) + VE(0) + mjaj1(0)), con t > 0.

Mds atin, la constante C' solo depende de m y de una cota de mjq)41(0).

DEMOSTRACION. Notar que el caso o = (0,0) ya lo hemos probado en la proposicion
3.3l Procedamos por inducciéon en m. Dado m > 0 como en el enunciado, supongamos
que la tesis es valida para i = 0, ...,m — 1. Derivando la ecuacién respecto a t m—veces
se obtiene

(0 2) s — (O2) g0 + (0)72) G+Z( )al oG = 9y

Al igual que en la prueba de la proposicion , derivamos E(™9% con respecto al tiempo,
integramos por partes, usamos la ecuacioén y ahora también usamos 9;Gj, = 0. Obtenemos

m—1

Z( )/ 200207 ZG+A(arz)targ

1=

B0 — [ @raners

._\

m—

_ 4 (O 2).(0m2) > (m) / (O 2), 0207 (G — Gy)
+ [(@raorg

< \/W\//@;nz)z(eb ~G)2+ cmi W\//(agz)z(agnw — Gy))?

+VERD, | [ @rgr
R
Ahora, usando las estimaciones para la fuente g y para G — Gy, se tiene
E(m0) < C(t+ 1)672tE(m’0)m|a|+1 (0) + sz_l(t + 1)67% V E(m0)y/ E(i’o)m‘aHl(O)
i=0
+ CVEMmOe™(t 4 1)myq11(0)
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Para continuar, usamos la hipoétesis inductiva para acotar el segundo término

mz:(t + 1) 2t/ E(m0)y E(i,O)m|a‘+1 (O) <
St + e VERD (VED(0) +... VEII(0) + VE(©)) miases(0)
+Z t+1)e”*VE™Om 1 (0)mya)11(0)

< Ot + 1)e 2V EmO) (\/E<m—170)(0) T @m)) Miaf+1(0)
+ Ot + De 'V EMmOmyq1,(0),

donde ahora C' depende de una cota de mjq4+1(0). Usando esta desigualdad en la anterior
obtenemos

E(m0) < C(t + 1)6_2tE(m’O)TTL|a|+1 (O)
+ Ot + 1)e 2V EmO) (\/E<m—170><o> T \/E<o>) Miaf1(0)
+C(t+ 1)e ' VEMImyq4(0) + CVEMmDe™(t + 1)m\a|+1(0>-

Los tltimos términos se juntan en uno solo cambiando e~ por e!. Dividiendo por

V E(m9) integrando y usando el lema de Gronwal]l se obtiene
VE®O () < C (\/_E m0)(0) + ...+ VE(0) + m|a‘+1(0)) exp(Cmyq;+1(0))

<C (x/E(mﬂ)(o) +...+VE(@) + m|a|+1(0)> :

probando la proposicion.

g

El siguiente lema va en la direccion de probar las estimaciones esperadas para £,
Recordar que si a = (m,n) entonces |a| = m + n.

Lema 3.6. En las hipdtesis de arriba, supongamos que n > 1 ym > 0, entonces existe
una constante C' > 0 tal que, en el intervalo maximal,

VEmm(t) < CVEmHn-(t) + ¢ Y VEP(t) + Cmyay(0) cont >0,
donde o = (m,n). Ahora sim > 1 yn > 0 entonces existe una constante C' > 0 tal que,
en el intervalo mazimal,

VEmm(t) < CVEm=1ni(t) + ¢ > VEB(t) + Cmye(0) cont > 0.

0<B<(m—1,n)

!En realidad no es necesario dividir por VE. Se puede proceder como la estimacion de la seccion
anterior. Para poder hacer el argumento de la divisién hay que superar el tecnicismo de qué sucede si
VE(m09) = ( en algtin tiempo. Una forma de lidiar con esto es trabajar con v E(™9) 4¢, v al final tomar
e —0.
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Las constantes solo dependen de una cota de mjq|(0), de m y de n.

DEMOSTRACION.

1
E(m,n)(t)zi/R (OO 2))? +[(0002). )2+ (0]"0rz)? \Gde

Esta en E(m+1n—1) Esta en E(mn—1) <1

1
< E(m+l’”_l)(t) —|—E(m’”_l)(t) + 5/[(@:187952)36]2 dz.
R

Para acotar el tltimo término, derivamos la ecuacion (34)) m veces con respecto al tiempo
y n — 1 veces respecto a x. La ecuacion derivada da la siguiente estimacion

(m,n—1)

/ (@m a1z < ¢ / @rortz 400y / (0720°79G)? + / (@Oortg)?
R S =00 & . - .
Esta en E("“le"*l) SCEﬁ <C’m|a‘( )
(m,n—1)
< CEM D 40 Y B 4 Om, (0).
£=(0,0)

Usando esto en la desigualdad de arriba se obtiene

(m,n—1)
E( < CEMTD £ 00 Y B 4 COm?,(0)

8=(0,0)

lo cual implica la primera desigualdad. La segunda desigualdad se prueba de la misma
forma. Siguiendo la constante de linea en linea vemos que efectivamente solo depende
de una cota de mjq(0). O

Corolario 3.7. En las hipotesis anteriores, dado n, existe una constante C' > 0 tal que,
en el intervalo maximal,

(48) VEO(t) < C(VEMO(t) + ...+ VEWI(t) + VE(t)) + Cm, (0),
Y
(49) VE®O(t) < CWEON () + ...+ VEOD (1) + VE(t)) + Cm, (0).
La constante depende solamente en una cota de m,(0) y de n.
DEMOSTRACION. Usando el lema previo e induccion se obtiene el resultado. O

Proposicion 3.8 (Estimaciones de las energias espaciales). Sea (R, z) una solucion tal
que R— Ry, (R—Ry)¢, 2 y z¢ son de soporte compacto ent =0, y tal que mo(0) < 2Ry/3.
Entonces existe una constante C' tal que, en el intervalo maximal,

(50)  VEOD(t) < C(VECD(0) +...+ VEOD(0) + VE(0)) + O (0).
La constante C' solo depende de n y de una cota de my,1(0).

DEMOSTRACION. Primero notamos que ya tenemos probado el correspondiente re-
sultado para E™9 en la proposicién . Entonces primero usamos la ecuacion (48)),
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luego la estimacion dada en la proposicion y finalmente la ecuacion , esta vez
evaluada en t = 0. Veamos,

VEON (1) < C(VE®O () + ...+ VEWLO(t) + VE(t)) + Cmy,(0)
< C(VE®O(0) + ...+ VEL)(0) + VE(0)) + Crmypyq(0)
< C(VEO(0) + ...+ VEOD(0) + VE(0)) + Cmypi1(0).
O

2.1. Relacién con las normas H* y volviendo a las variables originales.
Recordar la notacion

M[2](t) = N2l e (8) + 10e2] e () y A(F) = %/RZQ da.

TEOREMA 3.9 (Existencia global y evolucion H*). Sea (R, z) una solucion tal que
R—Ry, (R—Ry); son de soporte compacto ent = 0, y que ademds cumple mo(0) < 2Ry /3.
Sea k > 0 cualquiera. Entonces existe una constante C tal que
(51) Mi(t) < C(M(0) +my(0)) (¢ + 1), parat > 0.

La constante C depende de una cota de my(0) y de k. Mds ain, la solucion (R, z) estd
definida para todo t > 0.
DEMOSTRACION. Notar que A < EY/2AY2 < C(EY?(0) + m4(0)).AY2. Por esto
AY2(t) < AY2(0) + C(EY?(0) + m4(0))t.
Observar que My, involucra (9'.2)? con i =0, ...,k y (820;2)* con j =0, ...,k — 1. Todos
estos términos aparecen en la derivada respecto al tiempo o en la derivada respecto al

espacio que componen alguna de las siguientes cantidades: A, E, E@Y ... EO+~1_ Con
esto presente, se tiene que

( ) SC(VE(®) + ...+ VEOHD(t) + VA(t))
C(VE(0) + ... 4+ VEOE-1(0)) + Cmy(0) + CV.A(t)
< cWE(O) + ...+ VEOD(0))
+ Cmy(0) + CVA(0) + C(VE(0) +my (0))t
< C(My(0) + my(0))(t + 1),

donde en la segunda desigualdad hemos usado las estimaciones obtenidas en la seccion
anterior. Por tltimo, si T es el supremo de los T tal que la solucién esté definida en
[0, T, entonces My (t) esta acotado en [0,7]. Aplicando esto con k = 2 tenemos que
| 2|22 () + || z¢ || 212 () permanece acotado. Por el encaje de Sobolev esto muestra que todas
las derivadas hasta orden 1 de z permanecen acotadas. Por el criterio de continuacion,
proposicion 2.8 T’y = +oo. O

El siguiente lema nos permite volver a nuestras variables originales.

Lema 3.10 (Cambio de variable). Sea R solucion de la ecuacion (2)) con mg(0) < 2Ry/3,
y sea k > 0. Sea W : (a,b) x R = R y z :== RY2(W — W,). Finalmente sea t € R.

Entonces
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1. z es de soporte localmente x—compactos si y solo st W — Wy, lo es.

2. z es suave st y solo si q lo es.

3. z es solucion (suave) de la ecuacion st y solo W es solucion de la ecua-
cion .

4. Ademds (z(t,-), z:(t,-)) pertenece a H* x H*1 si y sclo si (W — Wy)(t,-), (W —
W,):(t,-)) pertenece a H* x H*='. Mds aun, se tiene

1
& U=l + zillmn) (@) < (W = Woll g+ [1(W = Woall s ) (2)
< Ce ' (|lzllax + Nzl me-)(2)

donde H* es el espacio de Sobolev definido por la ecuacion . Aqui la constante
C' depende de una cota de my(0) y de k. Ademds, este item también se cumple

para los datos iniciales, siempre y cuando se tome datos iniciales cumpliendo
z = (RY2),(W — W) + RV2(W — W,),.

Para ver una prueba, ver el apéndice, seccion [I.2.1} Ahi se prueba el lema [£.7] el
cual tiene a este lema como un caso particular. En el siguiente corolario resumimos el
resultado obtenido hasta ahora en las variables originales. Recordar la notacion

(52) M) = W = Wall 7 () + [8:(W — Wy) | s (2).

Corolario 3.11. Dado (R,W) una solucidn suave del sistema dado por las ecuacio-
nes Y con ¢ = 0. Supongamos que los datos iniciales R, Ry, W, W, difieren de
los datos de la solucion background en un conjunto compacto. Supongamos ademds que
mo(0) < 2Ro/3. Entonces, la solucion estd definida para todo tiempo futurot >0 y

Mi(t) < Ce™' (¢ +1) (Me(0) + mi(0))
Mas ain, la constante C' depende unicamente de una cota de my(0) y de k.
DEMOSTRACION. El lema anterior implica que
M(t) < Ce My,(b).
Por la estimacion [51| tenemos que
M (t) < Ce ™ (My,(0) + my(0)) (¢ + 1).

Usando nuevamente el lema del anterior pero ahora en t = 0 se llega a la tesis. O






Capitulo 4

Perturbaciones no polarizadas de soporte compacto

El objetivo de esta seccion es estudiar perturbaciones no polarizadas, es decir, ahora
permitimos que ¢ # 0. De nuevo en esta seccién nos encargamos de perturbaciones
compactas.

1. Distancia acotada a la solucién background.

Consideremos una soluciéon del sistema dado por las ecuaciones a 7 que inicial-
mente solo difiere de la soluciéon background en un conjunto de soporte compacto. Por
propagacion finita se ve que R — Ry, W — W, y ¢ — ¢, en su intervalo maximal, son de
soporte localmente x-compacto. Estas propiedades nos permiten integrar por partes y
derivar debajo de la integral.

En lo que sigue, derivamos una estimacién que controla la norma C° de W y g.
Para esto conviene escribir el sistema de ecuaciones en su forma intrinseca. Con este fin,
introducimos varios objetos. Dado un mapa suave y : K — H, denotamos por y 'TH
al fibrado pullback sobre K. Esto es, en cada punto k& € K colocamos el plano tangente
T\ »H. El diferencial de x, Dy : TK — TH, se puede considerar como una seccion del
fibrado K — T*K ® xy~!TH. Esto es, para cada punto & € K tenemos un objeto que
recibe un elemento de TK y devuelve uno de TH.

En x~!TH tenemos la métrica pullback y la conexién pullback. La conexién pullback
V :I(TK) x T'(x 'TH) — T'(x " 'TH) se puede definir de la siguiente forma. Sean (z?)
coordenadas en H, y sea 0; la base coordenada inducida. Notar que d; o xy € I'(x 'TH).
Dado un elemento ¢ : K — x 'TH de T'(x 'TH), se puede escribir localmente en la
base d;0x, 1 = ¢'0;0x. Dado un campo Y € I'(TK), se define Vy+ mediante la formula

Yy =Y (1")di o x + ' (Vi @i) 0 X = (YF9)9" + Th,8,xX Y 4*) 0 0 x
donde en la tdltima formula hemos utilizado coordenadas (y*) en K para expresar al
campo Y = Y*9,. Ademas denotamos por f;is a los simbolos de Christoffel de H en las
coordenadas z‘, precompuesto con el mapa .

Por otro lado, en el fibrado T*K tenemos la métrica k y su conexiéon. La conexiéon
producto en T*K®y'TH (la que satisface la regla del producto, ecuacion (25))) preserva
la métrica producto. El punto de toda esta construccién es que originalmente en K
tenemos una conexiéon que nos permite derivar tensores en K, es decir, secciones de
TK®..TKRT*'K®...T*K. Al introducir la conexion pullback, ahora podemos agregar
factores T~'H al producto anterior, permitiéndonos, por ejemplo, derivar el diferencial
de . Para no abrumar la notaciéon, usaremos simplemente V, y no distinguiremos entre
bases de TK y de y~'TH.

Usando esta nueva conexion, y tomando x = (W, q), el sistema dado por las ecua-
ciones y se escribe simplemente como V%9,x* = 0, i.e, tr(VDy) = 0, es decir, el

39
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laplaciano de y es igual a cero. Una forma de ver esto es usando coordenadas. En efecto,
VX' = ™ (30X’ = T, 00X + TinOpx"0ut?).

Si utilizamos la coordenadas del espacio hiperbélico tal que h = 4dW? 4 e=*Wdg? vy las
coordenadas naturales de K donde la métrica luce k = 4e*'(—dt? + dz?*) + R%(t, z)dy?,
entonces los tnicos simbolos de Christoffel no nulos son

Lo =2, 1% = 2,1, = RR/(4e"), Tgy = 2,13 = —RR,/(4e), T§, = Ri/R,
1 -
2, = R,/R,T}, = 5e W2 = 9

Sustituyendo en la expresion de arriba obtenemos el sistema de ecuaciones para W y
q. Otra forma de llegar a la ecuaciéon es mediante la ecuacion de Euler-Lagrange del
funcional

S = / |1 Dx||* dvol = / k*hi;0ax ' Opx’ dvol
U U

_ /U (AW = W2) 4+ eV (@2 — @) R(t, x)dudtd.

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange a £ := [4(W2 —W2) +e W (¢2 — ¢?)|R(t, )
se llega a las ecuaciones de W y q. Aqui U es un abierto de clausura compacta en M.
Para obtener la ecuacion debemos considerar lo anterior para todo U.

Resulta que este Lagrangiano es invariante por difeomorfismo, por lo cual se puede
aplicar el teorema de Noether. Cuando decimos invariante por difeomorfismo estamos
diciendo que si consideramos S como funcién de k'y x,ysi f: U C K — U C Kes
un difeomorfismo que preserva orientacion entonces S(x, k) = S(x o f, f*k). En efecto,
dvol gy = f*(dvol) y

ID(x o £IIF

= [hij o (x © NPalx © f)'D(x 0 [](f k)™ =
= [hij o (x o )][(asxié’zxj) © f]aafsﬁbfl(f*k)ab
= [hij o (x o N(Bsx'Oux’) o flk* o f
[(hij 0 X)X DXk o f = [|Dx|l7 5 0 f.

Entonces
1D(x o f)

y por lo tanto, por el teorema de cambio de variable, S(x, k) = S(x o f, f*k). Si ahora
tenemos una famlha suave de difeomorfismos fy : U x I — U, entonces

?c*kﬁdvolf*g = f*[||Dx||i7hdvolg],

—S(XOf)\,f;/{?> =

Pasando la derivada para adentro de la integral y utilizando el teorema de Stokes se
puede probar la existencia de tensor T};, el llamado tensor energia-impulso, tal que tiene
divergencia nula cuando x es un punto critico de S. Esto es el teorema de Noether, solo
que no obtenemos un campo con divergencia nula, sino un tensor con divergencia nula,
VT = 0. Ver [20], apéndice C. Es importante senalar que esta invarianza representa
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el hecho de que se puede expresar a S en distintas coordenadas, y es lo mismo, por ser
un objeto geométrico. En este caso el tensor energia impulso es

Top = 0uX'OpX hij — §gabg°“5 hijOaX 05X .

El hecho de que tenga divergencia nula se puede chequear directamente de las ecuaciones.
La divergencia del tensor es la traza de su derivada covariante, lo que en coordenadas
se expresa V*T,. Operando se llega a

VT = OpX " hij VOuX’.

El altimo término con j = 1,2, son exactamente las ecuaciones y . Por lo tanto,
las soluciones a estas ecuaciones cumplen V7T, = 0. En lo que sigue haremos uso de
esta cantidad conservada para conseguir control de la norma C°.

Proposicion 4.1. (Estimacion C°) Sea R,W,q soluciones del sistema dado por las
eCuUaciones a tal que los datos iniciales de R — Ry, W — Wy, y q son de soporte
compacto. Supongamos ademds que mo(0) < 2Ry/3. Si denotamos por

B(t) = [ 5000l + 1oxI) da
entonces existe una constante C' tal que, en el intervalo de existencia,
B(t) < exp(Cm4(0))B(0) cont >0
Ademds
(53) W = Wloe + llallos < Ceap(Cmi(0))B2(0) cont >0

DEMOSTRACION. Recordando la métrica k = 4e(—dt? + dx?) + R?(t, z)d?, consi-
deremos el campo vectorial X = 0;/2¢e*, las superficies S; = {t} x R x S' y el campo
vectorial dado por Y@ = T% X®. Este campo es el campo dual de la 1-forma dada por
T(-, X). Aplicando el teorema de Stokes tenemos

/ VH(TpXP) dvol = | X°TyX®dSy— | X*T,uX° dS,
[0,¢] xRx ST So Sy

Notar que los signos son diferentes a lo usual porque la normal a las superficies S; tiene
norma —1. Aqui es importante justificar por qué solo tenemos esos dos términos de borde
contribuyendo al flujo. En principio, también estan las tapas S, = [0,¢] x {z} x S! con
xr — +oo y con x — —oo. A lo largo de estas tapas debe integrarse la cantidad

T(0,/e*,0,/e*")dS, = (40,W O, W + e~ *W0,40,q)dS, /™.

Sin embargo, esta cantidad se anula para la solucion background y por lo tanto también
para la solucion que estamos tomando. Volviendo a la ecuacion dada por Stokes, haciendo
uso de VT, = 0 se sigue que V(T3 X°) = T,,V*X°. Un calculo en coordenadas
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muestra que
dVol = 4e* R(t, z)dxdtdi),
dS; = 2R(t, x)2e* dipdx,
1 o 1

vex? = 46t<a (0 + R (00)°(0,),

Too = Tn = §(HatxHi +[10:x113),

B2 [[9uxl7, = 110:x]l3
2 4ett ’
donde [|0;x||? = 40,W? + e W 9,¢?, v similarmente ||, x||». Usando esto tenemos

/ va(TbX dVOl //|:||atX”h< _> ||81‘X||h (1 Rt):| ﬁdm
[0,t0] xRx ST ¢ 2 2R e2t

R
XTuX? dS =27 [ S0 + 10.13) 5o
R

T22 =

902t
St
y por lo tanto, derivando la ecuacion de Stokes obtenemos
1 2 2\ B 107 Ry R
0 [ 510l + 10:x1R) e / Lot S do

||axX||h R\ R

Notar que el término de la izquierda es 9,5. Intentemos controlar el término de la derecha
en términos de B. Recordar que como m(0) < 2R,/3 entonces

), Ry, Ry Ct+1)

- R, R ()= e?t cosh(2z) ma(0).

Usando esto

10ex |13 R, 10:x 17 R, R
_9 14t} 4 XM () g
/]R [ 2 Tor) T 2 oR v
19:x1I7 Ry Ry 9.x7 Rbt R, R
— 9 94 1 _ ) 2y
/R { 5 Yor om,) T 2 \om, 2m)|e2™

2
C(t+ 1)my(0)e % + %C(t + 1)6_2tm1(0)} eﬁ dx

y por lo tanto 0,
0. Ahora

|W—Wb’§/

— 00

xT

(W —Wy),| do < C\//(W — W4)2 cosh(2x) dx

< C\//R(W — W2 & da < CBY2(t) < C exp(C(m1(0)))BY2(0),
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y andlogamente para ¢ = q¢ — qp. O

Este resultado nos permite concluir que la distancia entre la soluciéon background y
la solucion (W, q), cuyos datos iniciales son una perturbacién compacta del background,
esta acotada. Geométricamente esto significa que si arrancamos de una solucién que es
una perturbaciéon compacta de una geodésica, entonces la perturbacion se mantiene a
distancia acotada. Mas atn, la cota en la distancia depende de una cota de m(0) y de

le(O), donde ahora
My (8) = (W = Will o + |V = Wo)illgo + llall g =+ [laell 70) (2)-

Definimos M, de la misma manera pero usando las normas k y £ — 1. Resumimos esto
en el siguiente corolario.

Corolario 4.2 (Estimacion C°). Sea R, W, q soluciones del sistema dado por las ecua-
ciones a tal que los datos iniciales difieren de los de la solucion background en
un conjunto de soporte compacto. Supongamos ademds que mo(0) < 2Ry/3. Entonces
existe C' constante positiva tal que [|[W — Wil + [|¢llec < C ¥Vt > 0. Ademds C' depende

solamente de una cota de mgy(0) y de M;(0).

2. Existencia para todo tiempo futuro de soluciones C*

Recordar la notacion x = (W,q) y [|0:x||> = 0,W? + 0,4, y similarmente |0, x|
Recordar también que ||0;x||? = 40,W? + ¢ "W d,4¢?, y similarmente ||0,x||-

Proposicién 4.3. (Estimacion C') Sea R,W,q soluciones del sistema dado por las
ECuUaciones a , tal que los datos iniciales difieren de los datos iniciales de la
solucion background en un conjunto compacto. Supongamos ademds que mgy(0) < 2Ry/3.
Entonces, existe A\ > 0 tal que

19X + 119x11 < C(1lex[1(0) + 1|2:x11(0))e™ ¥t > 0

Mas ain, \ depende de una cota de my(0). La constante C depende de una cota en

19X (0) |y 102X (0)]]-

DEMOSTRACION. Si escribimos la ecuacion de la divergencia, V*T,;, = 0, para b= 0
y b =1 obtenemos
—0¢Too + 0, T1o — Too + leo - %T_ZQQ =
=0Tt + 0T, — T01 + Rz T” — =ty —
Sumando y restando estas ecuaciones obtenemos un smtema de transporte para Tog +
Ty = %Ilatx + 3:cX||% y Too —T1o = %Ilatx - azX”}zz' El sistema queda

aexiy — o=l

{ 30— 80) (19x + Buxlln) = = (% = B) 5 10x + Buxlly — (—+—%)—(” i i)
AexI7— 10 xI7

20+ 02) (10x — 0uxl}) = — (B + B=) Loy — duxll; — (B — L) (0ot 12ex1) — )

Denotando por B := ||0yx — 9.x||7, y usando que ||9;x|[* — |0.x||*? = B + 2(dix —
OxX, Oz X)h, tenemos que la segunda ecuacion puede escribirse de la forma

1 R R R, R R
Yorons=-tepo ey, o0, <——tB+<—t——) NG

R R R R R
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Debido a la ecuacion , sabemos que existe D > 0 constante tal que
9,B < DB+ DVB|d,x|ln < DB+ D||d.x|3,

donde hemos usado que ab < a? +b?, y denotamos 9, = 9, + 0;. Ademaés, la constante D
solo depende de una cota de m;(0). Para continuar, sea M > 0 tal que [|Opx||n, |O:X||n <
M ent=0ysecaT tal que ||0:x|n(t), ||0xx]|In(t) < K- M ¥t < T, donde K = 10. Notar
que v'B(0,-) < 2M. Para t € [0, T] tenemos que

90,B < DB+ D(KM)?,
por lo que

B(s 4 x0,5) < (B(zg,0) + (KM)?)eP* — (KM)? < M?*[(4 + K?)eP® — K7

Ahora esta ecuacion implica que existe 7* > 0 un tiempo, que solo depende de m;(0),
tal que \/§(~,t) < KM para todo t > T*. La misma estimacion es valida para A :=
|0ex — Oux||n- De esto se sigue que

1 x
10xlns 10:x 1w < S(IBI + | All) < KM vt <T7,

y por lo tanto podemos tomar T° > T™. Al ser T* independiente de K > 0, al llegar
este tiempo podemos repetir el procedimiento indefinidamente, y siempre le tomara al
menos 7™ multiplicar por K las normas infinito de las derivadas. En otras palabras
tenemos crecimiento exponencial. La tasa queda dada por 7%, que depende de m;(0).
Para terminar, notar que poner h debajo de las normas no cambia los resultados. Esto se
debe a que el factor e™*" en h est4 acotado, debido a la estimacion Cp, ecuacion (53)). O

Corolario 4.4. En las hipdtesis de la proposicion[{.5, las soluciones existen para todo
tiempo futuro.

DEMOSTRACION. Las funciones R — R,, W — W, y q satisfacen ecuaciones de onda.

Al tener datos iniciales de soporte compacto, estos se encuentran en las hipotesis de la
“ ., L . . 0 1 . .

proposiciéon . Ademés tenemos las estimaciones C” y C" de las secciones anteriores,

que aseguran que la norma C' de estas funciones se mantiene acotada en todo intervalo

temporal compacto. Por proposicion se sigue qu€E| U

TEOREMA 4.5 (Existencia para todo tiempo futuro de soluciones C*°). Consideramos
datos iniciales C>, con my(0) < 2Ry/3. Entonces existe una unica solucion suave a las

ecuaciones a definida para todo tiempo futuro.

DEMOSTRACION. Es claro que la solucion R esta definida para todo tiempo. Sea
T > 0. Denotamos al vector de datos iniciales por uy. Denotamos al vector de datos
iniciales dado por la soluciéon background por u,y. Consideramos los datos iniciales

U = @ruo + (1 — @pr)upg.

1A1 aplicar esta proposicion tenemos que considerar las ecuaciones de W —W,, y ¢q. Dichas ecuaciones
presentan una fuente f(t,x) y por lo tanto no satisface las hipotesis de la proposicién. Una primera
opcion es utilizar la proposicion junto con la segunda observacion debajo de ella (f es una no linealidad
admisible). La otra es observar que podemos olvidar la fuente f(t,x), partiendo la solucion en una
polarizada con la fuente, y una no polarizada sin la fuente. La polarizada existe para todo tiempo por
la seccion anterior.
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donde pr € C® con pgr(z) = 1 para |z|] < Ry |pr(x)] < 1 Vz. Ahora estos datos
estan en las hipotesis del corolario anterior, por lo tanto la solucién correspondiente esta
definida para todo tiempo futuro. Denotamos por ug a la solucion restricta a [0, 7] x R.
Si R’ > R, por propagacion finita, se sigue que las soluciones coinciden en C := {(t,x) €
0,7] x R,t < R,|z|] < R—t}. Notar que Cg ' [0,T] x R, por lo cual podemos definir
una soluciéon u pegando las soluciones ug. El resultado es que u es una funciéon suave en
[0, 7] x R con datos iniciales uy. Como T es arbitrario, de esta manera construimos una
solucion para todo tiempo futuro. O

Observacion 4.6. FEl resultado vale con menos regularidad, pues las estimaciones an-
teriores valen con poca regularidad.

3. Estabilidad asintotica

En esta seccion derivamos la desigualdad béasica de energia de la cual se seguira
decaimiento exponencial. De nuevo, consideramos una soluciéon suave del sistema dado
por las ecuaciones a , cuyos datos iniciales difieren de los datos iniciales de la
solucién background (ecuaciones a (14)) en un conjunto compacto. Suponemos
ademés que mo(0) < 2Ry/3. Estos requerimientos son impuestos a lo largo de todo el
capitulo [4]

Consideremos el cambio de variable z = RY2(W — W) y v = R"Y?q, donde R =
Re=*W  Este cambio de variable se traduce en el siguiente sistema de EDPs para z y v

(54) 2 = Zaw +2G+ B =g,
(55) Vit — Vg + U(G + 4Wb~’20> + D= O’
donde
B 2 132 i
D = 40(W?2 — W2) + 80W, Wy, B pl2 (M) e~ AW
+20(qs — q)e W 2 |
. R, B Ry R2-R2
qt:R 1/2 <Ut_2RU+2R 1/2(275—2}%'0)), G = ZR2'7
- R _ Ry
¢ = R71/? <vx—2]%v+2R 1/2(zx—mz)+2Wme) ’ Wbm:%&w)’
) . R
o — /2,
W =W —W,, We=Hh (Zt ZRZ) ’
5 B RIE Rz R T
k W, = R 1/2(Zx—2RZ>v g:R1/2(W_ ﬁb)be.

El sistema mostrado es exactamente el sistema del caso polarizado mas potencias de pri-
meras y segundas derivadas. Nuestro objetivo de encontrar decaimiento exponencial se
traduce bajo este cambio de variable en probar que z y v crecen como mucho polinomial-
mente. En el siguiente lema vemos céomo es la traducciéon entre las variables originales y
las variables z, v.

Lema 4.7 (Cambio de variable). Sea R solucion de la ecuacion (2)) con my(0) < 2Ry/3,
y sea k > 0. Sea W,q : (a,b) x R — R dos funciones, y sea z := R'Y?>(W — W,) y

v:= W R'Y2q. Finalmente sea t € R. Entonces
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1. z es de soporte localmente x— compactos si y solo si W —W,, lo es. Similarmente,
v es de soporte localmente x—compacto si y solo si q lo es.
2. z y v son suaves st y solo si q y W lo son.

3. z,v son soluciones (suaves) de las ecuaciones ([34)) y si y solo W y q son
).

soluciones de las ecuaciones ecuaciones y (4
4. Ademds (2(t,-), z(t,-)) pertenece a H* x H*=Y siy sclo si (W — Wy)(t,-), (W —
Wh)i(t,-)) pertenece a H* x H*. Mds aiin, se tiene

le_t(HZHH’f +llzelle-) () < (W = Wallge + |V = Wa)ul| 1) ()

C
< Ce7' (|2l gr + Mzl ar-1)(t)
donde H* es el espacio de Sobolev dado por . Aqui la constante C' depende

de una cota de my(0) y de k. Ademds, este item también se cumple para los datos
wmactales, stempre y cuando se tome datos iniciales cumpliendo z, = (R1/2)t(W —
W) + RYV2 W — W),

5. Supongamos que (z(t,-), z(t,-)) € H* x H*' entonces el item anterior vale
para v y q con la diferencia de que la constante C' ahora también depende de

W = Wil g (8) + [W = Wayl| gna (£)-

Para ver una prueba, ver el apéndice, seccion [1.2.1]
Para lograr el decaimiento exponencial definimos las energias

1
(56) A== / 22 +0? du,

2 Jr

1 2 .2, .2 1 2 2 .2 2
(57) & = Elz,v] = 5 [ % + 27 4+ 2°Gy dr + 5 [ V= +v; + 07 (G + 4W,7) dx,
R R

(58) Ey = Elz,v]) + Elz,v], & = Elzz,v:) + E[z,v].
Recordar que Gy = Wl(zm) y que Wbi = #@—I), por lo que todas las energias definidas

arribas son definidas positivas. Nuestro objetivo es controlar &£;. El control lo lograremos
a través de una serie de lemas (Lema [4.8) Lema y Lema [4.10), culminando en el
Teorema El argumento aqui es similar al caso polarizado. Como antes, necesita-
mos trabajar con las energias temporales, F, para luego tomar control de las energias
espaciales &;. El lector deberé pensar el Lema como la Proposicion (3.5 con la di-
ferencia de que, debido al factor & en el término de la derecha de la Ecuacion , el
Lema [4.8 no es suficiente para controlar E;. De la misma forma, el lector debera pensar
los lemas y como el Lema [3.6] sirviendo de pasaje entre energias temporales
y espaciales, siendo el pasaje esta vez mas sutil. Antes de seguir, notamos que la esti-
macion C°, corolario [4.2] sera de utilidad cada vez que lidiemos con el factor ¢*. En
efecto, esto nos permite decir que e?'V < C, donde C' depende solamente de una cota de

mo(0) y de le(O). A su vez, debido al lema de cambio de variable, lema , C depende
{inicamente de una cota de mo(0) y de My(0) ~ AY2(0) + £/%(0).

Lema 4.8. Hay niumeros n;,m; tal que, para toda solucion del sistema dado por las

ECUACIONES , Yy , tal que R — Ry, (R — Ry), 2, 21, v y vy son de soporte
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compacto en t = 0, con my(0) < 2Ry/3, existe una constante C > 0, que depende solo
de una cota de my(0) y de £ (0) + A(0), tal que

(59) OA < A28,
B < Ct+1)e 2B + C(t + e 'my(0)Ey/?
(60) + Z Oe_tElgfi/Q.Ami/Q.

DEMOSTRACION. Como estamos trabajando con perturbaciones de soporte compac-
to, podemos derivar dentro de la integral. Haciendo esto con A y aplicando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz tenemos

A = / zzp do < A1/253/2.
R
Ahora calculemos 9,&y. Derivando adentro de la integral y usando integracién por partes

(cjo = / Zt(Ztt — Zpr + ZGb) + Ut(vtt — VUgg + U<Gb + 4Wb§:)) dx
R

= / 2%[2(Gy — G) + g] =B + v [v(Gy — G)] —v.D du.
RN X d C"

Los términos A y C' se controlan como en el caso polarizado, dando lugar a
/ A+ Cde < Ct+1)e & + C(t + e 'my (0)E)°.
R

Lo nuevo aqui es controlar los términos B y D. Una inspeccion de los términos B y D,
usando las ecuaciones debajo del sistema dado por las ecuaciones (54)) y (55]), muestran
que B y D se pueden escribir como una combinacién lineal de los siguientes sumandos

_ AW Rt Rx
R™'2e7Wq, donde oy = vtz, Evvt, Evvx, ates Wbizﬂ,
R,
2 2
EWbmv s W0, v,
1 4l Ry Ry
(61) B < R 'eWay,, donde o = vvz, & 2, Evzzt, Gv?z, v,02,,
R, R, R
2 2 2 1z
Ezvxv, EU Zgy Wi 20, Wiav Zﬁ{’
_ _AW Rt Rz
R3¢, donde az = v222, 222G 20?022 2t
35 3 t ) ) T
\ R R
y
R™Y27/2e=4W , donde ayy = vay, parai=1,2,3,
R
— X X
(62) D ¢ R 'as,donde a5 = vz2, G20, SR Y vz}, o7 47U Ebevz,
t

R_1/2a6, donde ag = Wy, vz,.
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De esta forma, cada sumando es un producto de ciertos factores. Debido a esto, para
acotar fR 2B 4+ v, D dx, es suficiente lidiar con una suma de términos de la forma

/Rm/2 ~Wi, o dr o /Rm/2 ~Wiy o de donde m >1,5=0,1

a=q; parat=1,..,6

Llamemos al término z; (o v;) al lado de «, la derivada principal. La estrategia es como
sigue:

1. Si « tiene al menos una derivada, aplicamos Cauchy-Schwarz a esta derivada y

a la derivada principal, acotando por ||-||o el resto de los términos de «. El uso

de Cauchy-Schwarz da una cota de la forma &. Para R~me=W golo usamos que

W esta acotado y que R™™ < CR,;™ < Ce™'. Respecto al uso de |||, por el
encaje de Sobolev

1/2 1/2
[olloos lzlloo < CCA2 +£52), Nunlloos 0z loos 12tloo, l122 loe < CE12.
Procediendo de esta manera, estos términos quedan acotados por
(63) C’e‘té’oé’{zﬂ.Am/2 para algtn n,m > 0.

donde hemos usado que & < &;.

2. Si a solo tiene derivadas de orden cero entonces mirando a los termmos que cons-
tituyen D y B (Ecuamones y , v recordando que G < vemos

que podemos suponer que estos termlnos estan multiplicados por . Apli-

cosh(2x) (O
¥ ||*]l junto con el encaje de Sobolev para acotar el resto de los térmi-

cosh(Zz) ’

cosh 2x)
camos la desigualdad de Cauchy-Schwarz entre la derivada principal y

cosh?éZ:c) ) ?
nos. El uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz da una cota &. Finalmente, de

nuevo acotamos R~™e W < Cet. Este procedimiento brinda cotas de la forma
(64) Ce_tgoggﬂflm/? para algtn n,m > 0.
Usando las cotas , con el hecho de que & < Fi, y el control de A y C obtenemos
E < Ct+1)e ?my(0)Ey + C(t + 1)e 'my (0)E,"?

(65) + Z Ce_tElg?i/ZAmih’ donde ng,m; > 0.

Ahora para obtener una estimacién para F; acotaremos F [2t, ¢:]. Derivando abajo de la
integral y usando partes

E[Zt; @) = /tht((zt)tt — (2t)zz + (2)Go) + vie((Ve)1r — (V) g + v:(Gp + 4Wb§;)) dx

Ahora derivando el sistema, ecuaciones (54)) y (55)), respecto a t encontramos que

(Zt)tt - (Zt)m + 2,G+ Gz + B = G,
(Ut)tt - (Ut)xz + Ut(G + 4Wbi) + UGt + D' =0.
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Por esta razon,

E[Zt, qt] = / Ztt[zt(Gb - G) + GtZ + gt] —ZttB/ + Utt[vt(Gb - G) + Gtv] —’UttD/ dz.
R\ A

J/

-~ -~

F a
Una vez mas, los términos F' y G son controlados como en el caso polarizado

/ F+Gds<C(t+1)e 2B + C(t + 1)e 'my(0) B},
R

Derivando B y D, encontramos términos de la forma (recordar que B y D es una
combinacion lineal de términos de la forma especificada por las ecuaciones y )

(Rfm/2)tef4l/i/oé+Rfm/Z(_4Wt)ef4Wa+Rfm/2€74ﬁ/at
— (R_m/Q)t€_4W/B + R_m/QB,

donde /3 puede ser oy, @ 0 —4W;ar, cona = a, i = 1, .., 6. Aqui |(R*m/2)t| = !—m%R*m/ﬂ <
CR~™/2, por lo cual alcanza con acotar términos de la forma

/R‘m/Qe“‘Wzttﬁ dr o /R_m/2e_4wvttﬂ de = a,ap, —4W,a,
R R

donde o = «o;,con i = 1, .,6, estd dado en las ecuaciones y . Un hecho funda-
mental acerca de los productos dentro de 3 es que cada producto tiene, como mucho,
una derivada segunda ya que « es una suma de productos de derivadas de orden 0 y
orden 1 de v y q. En otras palabras, si un producto de los que compone a 3 tiene una
derivada segunda, entonces esta derivada esta elevada a la 1, y no hay otra derivadas
segundas en dicho producto. Adicionalmente, esta derivada segunda puede ser zy, vy,
Zyt O Uy, y ninguna otra. Como antes, llamamos al término zy (o vy) al lado de f, la
derivada principal. La estrategia es similar a la anterior:

1. Si B tiene una derivada segunda, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz
a esta derivada y a la derivada principal, y usamos |||« para acotar el resto
de los términos en (5. Si no tiene una derivada segunda pero tiene al menos una
derivada primera, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a esta derivada
y a la derivada principal. El uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz da una
cota de la forma F;. Ninguno de los términos restantes en (5 serd una derivada
segunda, por lo cual usando el encaje de Sobolev, las normas |||« seran acotadas
precisamente igual que antes:

1/2 1/2
Vllocs [12llo0 < CCAY2+E57%), oelloos 02 lloos 12 lo0s 12210 < CE2.
Una vez mas, R~"™/2¢~*W < Ce~t. Con este procedimiento, obtenemos cotas de
la forma
(66) < Ce'E1EM?A™? para algtin n,m > 0.

2. Si 3 tiene solo derivadas de orden 0 entonces, mirando a los términos que cons-

tituyen D' y B’, y recordando que |G| < m y [0G| < m, vemos que

1
o@D Entonces

aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz entre la derivada principal y

podemos suponer que estos términos estan multiplicados por

v ___
cosh(2x)

(o wm@my)- Para el resto de los términos en 3, usamos |'[l ¥ encaje de Sobolev
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como arriba. El uso de la desigualdad de Cauchy Schwarz dara una cota de la
forma C'F;. Finalmente, de nuevo, acotamos R~"e™ 4" < Ce~¢. Este procedi-
miento provee cotas de la forma

(67) < Ce_tElgg/zAm/Q donde n,m > 0.

Ahora By = & + F [2¢, ¢:]. Usando las ecuaciones y , el control de F + G y la
ecuacion ([65)), obtenemos:
By < C(t+1)e ?my(0)Ey + C(t + 1)e 'ma(0) B}/
+ Z Ce*tEIS{”ﬂAmi/Z, donde n;, m; > 0.

g

Lema 4.9. (Pasaje espacial a temporal) Existen nimeros n;, m; tal que, si durante un
intervalo de tiempo [0, T tenemos una solucion con |z, |v.| < 1, con R— Ry, (R— Rp):,
Z, zt, v Yy vy de soporte compacto en t = 0, y mo(0) < 2Ry/3, entonces, existe una
constante C' > 0, que depende unicamente de una cota de m1(0) y de £(0), tal que

(68) £ < CE + C(t+1)%e *my(0)* + Z C’e_tE11+ni/2Ami/2 para t € [0,T].

DEMOSTRACION. Sabemos que & = E[z,v] + E|z,;, v, < Ey + Elz,, v;] por lo que
para acotar & con E; necesitamos controlar F[z,,v,] por E;. Notar que
1

Bles,va) = 5 [ 24 2+ 60+ ok o+ 12(Go+ 4D do

< / 22 +v2, +CE;.
R

Ahora, usando la ecuacion,

22 <O+ G+ ¢ + B?),

Trxr

w:%:): S C(tht + w2G2 + D2>7

por lo que
/zﬁz—i-wingEﬁ—/gQ dm+/B2+D2 da
R R R

< CE, + Ot +1)%e*m(0)* + / B? + D? dx.
R

Por lo que finalmente, lo que necesitamos hacer es controlar la dltima integral por Ej.
Para lograr esto, usaremos la hipotesis de que |z,|, |v,| < 1. Ahora, recordemos la forma
general de B y D (ver ecuaciones y ) Se sigue que necesitamos controlar la
suma de términos de la forma

/RkaZeSWj dr donde k> 1,7=0,1ya=q; parat=1,...,6.

Aqui, hemos usado 2ab < a® + b? varias veces. La estrategia es como sigue:
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1. Si « esta compuesto de términos de orden 0 solamente, entonces o siempre tiene
Wl(m) como uno de sus factores, y siempre tiene al menos 4 términos (productos
de z y v). Elegimos dos de estos, por ejemplo, v y z. Usamos |||l para el resto
de los términos y la desigualdad de Cauchy-Schwarz con estos dos términos junto

con el factor COSTI(%) El uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz da un término

de la forma &. De nuevo, usamos encaje de Sobolev para acotar la norma infinito
de los restantes términos y R~%e 3" < Ce~?. Este procedimiento da cotas de la

forma
C’e_tci’éJrn/QAm/2 (=< Ce'E; T2 A™?)  para algtn n,m > 0.

2. Si o? tiene al menos una derivada entonces o también, entonces o? tiene al menos
dos derivadas de orden 1. Acotamos el resto de los términos con la norma infinito
y aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a estas dos derivadas. El uso de
la desigualdad de Cauchy-Schwarz dara una cota de la forma C& (< E;). Para
las normas infinito, si tenemos ||z||oo, ||2tlloos ||V]|oc O ||v¢|loo entonces usamos el
encaje de Sobolev para acotar estas normas por

C(A2+&7) o B

Respecto a términos como ||z[|oe ¥ [|vz[|cc simplemente usamos que son menores

que 1 para t € [0, 7. Por tltimo, R~*e=3" < Ce~!. Este procedimiento da cotas
de la forma

Ce’tEfr"/z./élm/2 para algin n,m > 0.

Juntando todo, tenemos que

Elzp,0,] < CEy + Ot + 1) 2mi (02 + Y Ce™ By ™A™ v e (0,7,

lo cual es la conclusion deseada. O

Lema 4.10. (Pasaje temporal a espacial) Existen numeros n;,m; tal que, para cada
solucion con R — Ry, (R — Ry)¢, 2, 21, v y vy de soporte compacto ent =0, y mo(0) <
2Ry /3, existe una constante C' > 0, que depende uinicamente de una cota de m1(0) y de
&0(0), tal que

(69) El < Cgl + C(t + 1)2672tm1 (0)2 + Z Ceft811+ni/2Ami/27

en particular, evaluando ent =0,
(70) E1(0) < C(&1(0) + mi(0)),
y ahora la constante también depende de una cota de A(0) + &(0).

DEMOSTRACION. Notar que esta es la desigualdad del lema anterior pero con E; y
&1 intercambiados. Siguiendo el mismo razonamiento lleva a la necesidad de controlar
[ B*+ D? dx por &. Este control es mas sencillo que el anterior. La estrategia del lema
anterior funciona con breves modificaciones.

El primer paso ya da cotas de la forma Ce

_tolin/2
Cet& ™2 Am/2 como es deseado.

*tESJrn/ *A™/2 1o cual esté acotado por
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En el segundo paso, el uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz dio una cota de la
forma &y, lo cual esta bien. Respecto a las normas infinito de ese paso,

H Hom HUHoov ”Zt”oov Hzm”om HthOOa HUJCHOO < A2 + 51/2

que también es suficiente para este lema. O

Teniendo los lemas de pasaje, y la estimacion dada por el lema [£.8] nos encontramos
en condiciones de probar el objetivo de esta seccion.

TEOREMA 4.11. Sea una solucion con R — Ry, (R — Ryp)i, 2, 21, v y vy de soporte
compacto ent = 0, ymo(0) < 2Ry/3. Entonces la solucion estd definida para todo tiempo
futuro. Ademds existe & > 0 y una constante C' > 0 tal que para toda solucion al sistema
con estas caracteristicas, si 51/2( 0),m2(0) < d, entonces

(71) E? < C(EY?(0) +ma(0)) V>0
)
(72) E? < C(E*(0) + ma(0)) V>0

Mads aiin, la constante solo depende de una cota de ma(0),&(0) y de AY2(0).

DEMOSTRACION. Sea ¢’ > 0 tal que ¢’ < 1y tal que si 511/2 < 0" entonces |z, , |v.] <
1. La existencia de dicho ¢ esta justificada por el encaje de Sobolev. Ahora supongamos
que 511/2(0),m2(0) < 670". El valor de 0 sera especificado en un momento. La tnica
propiedad que usaremos por el momento es que como § < ¢y 511/ 2(O) < ¢, entonces

511 / 2(75) < ¢’ por al menos un intervalo de tiempo. Sea T el tiempo maximal de existencia,
y sea

T =sup{s:s<Ty&"t) <& paratel0s)}

Para t € |0, T) tenemos que |2z|, |vz| < 1, y por eso se puede aplicar el lema del pasaje
temporal, Lema [4.9] Este lema afirma

£ < CE + C(t+1)% my(0)* + Y Ce' BT 2A™/2 vt € [0,T).
Ahora, por la ecuacion de evolucion de A, ecuacion , sabemos que

t
mﬂgmﬂm+/£W@¢3AW@+t vt € [0,T),
0
por lo tanto e fA™ esta acotado, en [0, T), por una constante que solo depende de una
cota de AY2(0). Por lo tanto |£;()], |m1(0)] < 1y e *A™ esta acotado con t € [0,T),
con una cota que solo depende de una cota de AY 2(0). Usando estas cotas y el lema
anterior, vemos que F; esta acotado en [0, f), y que la cota depende solamente de una
cota de my(0), £7%(0) y de AY2(0). Como consecuencia, E; "% < CE, Vt € [0,T),
donde nuevamente, la cota C' depende tnicamente de una cota de m4(0), &; !/ (0) y de
AY2(0 ) Usando estos hechos, especializamos la conclusion del lema del pasaje temporal,

Lema [4.9] obteniendo
(73) & < CEy + C(t+1)% 2m2(0) Vt € [0, 7).
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Aqui la constante C' depende tnicamente de una cota de m;(0), 51/2( 0) y de AY2(0).
Ahora, procedemos a controlar las energias. Para comenzar, por la ecuacién y el

hecho de que & < 1 en |0, T) sabemos que
By < C(t+1)e 2E; + C(t + 1)e 'my(0)EL/
+CEL Y et A2 vt e 0,7).
Ahora, usando que (t 4+ 1)e™, (t + 1)e 2 < Ce /2y et A™ < Ce 2 ViV t € [0,T).
Tenemos '
By < Ce ' ?(By + my(0)E,'?).
Por el lema de Gronwall esto implica
(74) E? < C(E{*(0) + ma(0)) ¥t € [0,T).

La constante aqui depende de una cota de mo(0),&/*(0) y de AY2(0). Ahora, usando
la ecuacion y la ecuacion (74) tenemos

£ < CB? 4+ Cmy(0) < C(E%(0) + ma(0))
< C(E72(0) + ma(0)) Vt € [0,T),
donde en la ultima desigualdad hemos usado la ecuaciéon . En resumen,
(75) E2 < C(E]2(0) + ma(0)) Yt € [0,T).

Como estamos pidiendo que &; 1/ (0), m2(0) Seall menores que §, tenemos que &, 2 <
C26 Vt € [0,T). Ahora, si requerimos que J < ;= tenemos que &£ 2(t) < 812 < &'Vt €
[0,T) y por lo tanto T' = T'. Resumiendo, si mg(O) 511/2(0) < 0 entonces

EY? < C(E;(0) +my(0) ¥t € [0,T),
y como tenemos , también tenemos
E? < C(E7(0) + ma(0)) V€ [0,T).

Por dltimo, notar que ya hemos probado la existencia para todo tiempo futuro en el
corolario [4.4] por lo que T = +o0. O

3.1. Ganando una derivada mas. En esta seccion, extendemos el Teorema
a By = Ey+ Elzy,vu] y € = &1 + Ezps, Uge). Los argumentos dados aqui son esencial-
mente los mismos que en la seccion anterior. Por esta razon, solo dejamos los enunciados,
dejando las pruebas en el apéndice.

Lema 4.12. Hay numeros n;, m; tal que, para toda solucion del sistema dado por las

ECUAciones , . Y ., tal que R — Ry, (R — Ry), 2, 21, v y vy son de soporte
compacto en t = 0, con my(0) < 2Ry/3, eziste una constante C' > 0, dependiendo
unicamente de una cota de m3(0) y de & /(0) + A(0), tal que

By < C(t+1)e 2 Ey+ C(t + 1)e 'ma(0)EL/?
(76) 3 Cet ELHr/2gn/2 qmi/2
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Para ver una prueba de este lema, ver el apéndice, seccion |1.2.2]

Lema 4.13. Existen nimeros n;, m; tal que, si durante un intervalo de tiempo [0,T]
tenemos una solucion con |zz|, |vz|, |zez| s |[Vez| < 1, con R — Ry, (R — Rp)¢, 2, 21, U Y vy
de soporte compacto ent =0, y my(0) < 2Ro/3, entonces existe una constante C' > 0,
que depende unicamente de una cota de my(0) y de E(0) 4+ A(0), tal que

(77) Ey < OBy + C(t +1)%e 'my(0)* + Z C’e_thler/2.4"”/2 para t € [0,T].

Para ver una prueba de este lema ver el apéndice, seccion [1.2.3]

Lema 4.14. Existen nimeros n;, m;, r; tal que, para cada solucion con R— Ry, (R— Rp)¢,
z, 24, U Y v de soporte compacto ent =0, ymo(0) < 2Ry /3, existe una constante C > 0,
que depende inicamente de una cota de my(0) y de E(0), tal que

(78) By < 052+C(t—|—1)2672tm2(0)2—|—z Ce—t521+n¢/2Ami/2+Z Oeit.Alimg{i/Qm%(O),

en particular, evaluando ent =0

(79) E5(0) < C(&(0) +m5(0)),

y ahora la constante también depende de una cota de A(0) + &(0).
Para ver una prueba de lema ver el apéndice, seccion [1.2.4]

TEOREMA 4.15. Sea una solucion con R — Ry, (R — Ry), 2, 21, v y vy de soporte
compacto ent =0, ymg(0) < 2Ry/3. Entonces la solucion estd definida para todo tiempo
futuro. Ademds existe § > 0 y una constante C' > 0 tal que para toda solucion al sistema

con estas caracteristicas, si 521/2(0),m3(0) < 0, entonces

(80) Ey* < C(EY*(0) +ms(0)) Vt >0,
)
(81) £ < C(&"(0) + ms(0)) Vit >0,

Mads aiin, la constante C' depende tinicamente de una cota de ms3(0),E(0) y de AY2(0).

3.2. Resultado para perturbaciones compactas en las variables originales.
En el siguiente corolario resumimos el resultado encontrado hasta ahora.

Corolario 4.16. Sea k = 3. Sea una (R, W, q) solucion al sistema dado por las ecuacio-
nes a (@), con R— Ry, (R— Ry)e, W =W, (W —Wy):, q y g de soporte compacto
ent =0, ymy(0) <2Ry/3. Entonces la solucion estd definida para todo tiempo futuro.
Ademds existe § > 0 y una constante C' > 0 tal que para toda solucion suave al sistema

con estas caracteristicas, lo siguiente vale. Si my(0) y Mg(0) son ambos menores que ¢,
entonces

(82) Mi(t) < Ce™(t + 1)(My(0) + m4(0)).
Mads ain, la constante C solo depende de una cota de m3(0) y de Mg(()).

DEMOSTRACION. El teorema anterior junto con la ecuacion de evolucion de A da
una cota para Ms. El lema del cambio de variable, lema , lleva esto a M. Il



Capitulo 5

Perturbaciones generales

Hasta ahora hemos probado resultados respecto a perturbaciones compactas. En esta
seccion damos un argumento para generalizar los resultados para espacios funcionales
més grandes. Para hacer esto aproximamos los datos iniciales por una sucesion de datos
iniciales, como antes, difieren de los datos de la solucién background solo en un conjunto
compacto. Veremos que la sucesion de soluciones converge a la soluciéon con las datos
iniciales dados en cierto sentido. El argumento es esencialmente una adaptacion de la
estabilidad de Cauchy (ver [17], pagina 89). La diferencia es que el espacio funcional es
levemente diferente.

1. Extension de resultados

Teniendo en cuenta la discusion anterior, sea (Ry, Wi, q1) v (Ra, Wa, ¢2), dos solu-
ciones con datos iniciales que difieren de los datos iniciales de la solucion background
tnicamente en un conjunto compacto. Ademas suponemos mg(0) < 2Ry/3. Sea z; =
R}/Z(Wl — W), v = RY2e72W ¢ y similarmente 2, y v,. Entonces, para cada i, tenemos
que

Ztp — gzt f(uz) = Gis
Vgt — Vg + h(u;) =0,

donde u = (Gv, Gz, R™/%z, R73/%v, R7/2y,, R=3/2v, By Baqy iy Bory ) vy vy, 2, 2, 20),

con j =1,2,3. Aqui f y h son los términos sobrantes en las ecuaciones de z y v. También
denotamos

A= Gy, RV? e )

’ R 7 Ry
Adicionalmente, ponemos Az = 2z — z; y andlogamente, también definimos Av, AA,
Af, Ag y AR. Tomando la diferencia de las ecuaciones para i = 1 y i = 2 tenemos

(83) (A2)i — (A2), + Af = Ag,
(84) (A)y — (A)gy + Ah = 0.

Para controlar la secuencia, necesitamos introducir la siguiente energia
1 . . , , , 4
Hn 252 / [(DLA2),]% + [(0EA2),])* + (LA2) 4 [(0LAv),]* + [(9LAv),)? + (9. Av)*d.
i=0 /R

De nuevo, primero daremos algunas estimaciones que utilizamos para controlar H,,. Por
conveniencia, introducimos la notacién

my[f1(€) = [ fllex () + [|0uf ]l en (2).
También notamos que ahora tenemos dos definiciones para &,, es decir, una para (z1, v1)
y otra para (zg,v2). Ahora llamaremos &, al maximo de estas dos.

55
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Lema 5.1. Para todo multi-indice o, existe una constante C' tal que
miaj+1[AR](0)(t + 1)

OCA <
(85) 07Agl < © cosh(2x)3/2et 7
y tal que
a a1 [AR](0)
< 1).
(86) |0“AA| < C e cosh(27) (t+1)

Mas aiin, la constante C depende tinicamente de «, y de una cota de mjqj41(0).
DEMOSTRACION. Las mismas cuentas de la prueba del Lema [3.4] funcionan. O

Proposicion 5.2 (Control de H,,). Sean (Ri,z1,v1) y (Rg, 22,v9) dos soluciones al
sistema formado por las ecuaciones , Y , tales que en t = 0, los datos
wmictales difieren de los datos iniciales de la solucion background en un conjunto de
soporte compacto. Supongamos ademds que mo(0) < 2Ry/3. Entonces existe una funcion
continua r : R? — R tal que

(87) Mo < [W(llwallmrn, [[uallrm)] (Ha + e (8 + 1)*m 1 [AR)(0)) .
Ademds, k depende iunicamente de una cota de my1(0).
DEMOSTRACION. Derivando la integral, aplicando partes, usando las ecuaciones
y (84)), aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la ecuacion , tenemos que
H, < CH, + CHY(t + 1)e 'mp 1 [AR](0) + CZ / (0LA2),0L(AF) + (0LAv)0L(AR) dz,
i=0 /R

por lo que necesitamos acotar los dltimos dos términos. Como estos dos términos son
completamente similares, mostraremos solamente coémo controlar uno de ellos. Notar que

[@anaiar d
R
Usando la ecuacion tenemos que

Al < [IAF]
Ahora afirmamos que existe x : R? — R (mismo nombre), continua, tal que

(88) s = ol < w(luallan, [Juz ]l )] (Hy/? + masa [AR)(0)( + 1)e ™).

1/2

< H,*IAS]

H'L'.

Hn™ 5 Hn

Hn S I€(||U1| |u2| H'n) UI - u2‘

Mostremos esto para una de las componentes de u, por ejemplo R~/ v,, el resto se

tratan similar. Tenemos
1Ry~ 209, — Ry ™01, gn < ||[Ry > (020 — vr) |l im + |(Ry® = BT )vrg | aan
< O\ Ry | |vae — vizllam + Cll(R: % — Ry V) | o o1 ams

donde en la ultima desigualdad usamos la ecuacién . Ahora ||R, Y |l gn < C, don-
de C depende de m,(0). Por otro lado, por la ecuacion , ||(RQ_1/2 — Rl_l/z)HHn <
Cmy,1[AR)(0)(t + 1)e~t. Finalmente, ||vi,||ge < |Juillgn, ¥ ||v2e — Vigllan < CH.
Usando esto llegamos a

1Re ™ 2020 — Ry ui |l < O+ w(|fun |, sl 1)) (Hy/? + ma [AR] (0) (2 + 1)e ™).
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Renombrando & esto es lo deseado. Juntando todo, y usando ab < a? + b?, tenemos
Moy < [C o+ sl |, Nzl an)] (Ha + €72t + 1)%mi 1 [AR](0)) -
Renombrando s de nuevo esta es la tesis. U

Ahora podemos mejorar los resultados dados por el corolario y el corolario [£.16]

TEOREMA 5.3. (Perturbaciones polam’zadas} Sea k > 3. Sea (R,W) una solucion
suave del sistema dado por las ecuaciones ( . ) v (3) con g =0. Supongamos también que

(R = Ry(0,-),0i(R — Ry)(0,-)) € Cf x Cg™", (0) <2Ry/3 y (W — Wy)(0,-), (W —
Wy)(0,-)) € H* x H*1. Entonces, la solucion estd definida para todo tiempo t > 0 y

M(t) < Ce 't + 1) (/%(0) + mkm)) .
Mas ain, la constante C' depende inicamente de una cota superior de my(0) y k.

DEMOSTRACION. Recordar que ya tenemos probada la existencia para todo tiempo
futuro. Vamos por pasos.

1. Setting: Consideramos una sucesion de datos iniciales (R;(0, -), R;(0,-)) tal que para
cada i, ((R; — Rp)(0,-), Riy — Ry (0,-)) son de soporte compacto y convergen a ((R —
Ry)(0,-), (R—Ry):(0,-)) en CEx C5~. Similarmente, pedimos lo mismo para los datos ini-
ciales de W, pero esta vez, tal que la sucesion (z;(0, -), z;(0, -)) converge a (2(0, -), z:(0, -))
en H* x H*'. En lo que sigue utilizamos v; = v;; = 0. Hacemos esto para facilitar la
explicacion del caso no polarizado.

2. Estabilidad de Cauchy: De aqui en adelante fijamos 7" > 0. Un calculo sencillo usan-
do la féormula de D’Alembert muestra que (R;, R;;) es de Cauchy en C([0,T],Ck
C([0,T],C&~1), convergiendo a (R, R;). Con respecto a z;, debido a la ecuacion (51)),
tenemos

ey )L () + 1|z vi) | s () < C(T +1) < O ¥t € [0, T).

Notar que podemos elegir la misma constante C'r para cada i. Ahora acotamos ||u;|| gr—1.
Observando la féormula de u; y usando el lema es facil ver que

[l i1 () < CUzi, v0) s (8) + 1 (zig, i) |25 (2))

donde C' depende de una cota de my[R;](0), y por lo tanto se puede elegir la misma
constante para todo ¢. En conclusion, se sigue que

[vill =2 (8) < Ol (20, v0) 125 (8) + [zt vie) [ 1141 () < Cr VE € [0, T, Vi

Con esta informacion podemos aplicar la ecuacion (87) con n = k — 1, pero cambiando
k por una constante independiente de 7. Integrando dicha desigualdad se tiene

Hia(t) < C(Hii(0) + m[AR)(0)) Vit € [0,T),Vi.

Esto implica que (2, 2;;) es una sucesién de Cauchy en C([0,T], H*) x C([0,T], H*=1).
Por el encaje de Sobolev se sigue que (z;, z;;) es de Cauchy en C([0, 7], C?)x C([0,T7],C*)



58 5. PERTURBACIONES GENERALES

(k > 3). Usando la ecuacion , vemos que también tenemos control de 9?z;. En efecto,
si Az denota la diferencia entre dos términos de la sucesion (u; y ug) entonces

|07 22| < [07Az] +Agl + [Af] < [07Az] + Cru [AR)(0) + | Afllm
< |07Az] + O [ARJ(0) + k([[ua [, [zl ) lJur — sl
< |02Az] + Cmy[AR](0) + C(m2[ARJ(0) + | Az 2 + | A% 1),
donde al final usamos la ecuacion (88)). Esta desigualdad implica z; es de Cauchy en
C?([0,T] x R,R). Como resultado, z; converge en C*([0,7] x R) a una funcién h :
[0,7] x R — R que satisface la ecuacion de onda con datos iniciales (z(0, -), z(0, -)).

Por unicidad, h es la solucion con estos datos iniciales, definida en [0, 7] x R. De ahora
en mas, le llamamos z en lugar de h.

3. Decaimiento exponencial: Debido a la ecuacion , tenemos que
Milz](t) < C(t+ 1) (Mg[z](0) + mg[R;](0)) YVt >0,
donde hemos usado la misma constante para cada i. Como (z;, z;;) converge en C([0, T, H*)x

C([Oa T]a Hk_l) a (27 Zt) y (Rw th) converge e C([Oa T]a Cll)c) X C([()? T]a Cgil) a (R7 Rt)?
tomando limite en la desigualdad de arriba se tiene

My 2](t) < Ot + 1) (M[2](0) + me[R](0)) 0<t<T.
Como esto es valido para todo T', la solucion z satisface la desigualdad para todo ¢ > 0.
Por el lema del cambio de variable, Lema [4.7] z corresponde a la solucion suave W del
enunciado. Por el mismo lema, la estimacion del enunciado se sigue de la estimacion de

arriba. O

TEOREMA 5.4. Sea (R,W,q) una solucion suave del sistema dado por las ecuacio-
nes a . Supongamos que (R — Ry(0,-),0,(R — R)(0,-)) € Ck x CF, my(0) <
2Ry /3, (W — W)(0,-), (W — W,)(0,-)) € H* x H* y que (¢(0,-),9,4(0,-)) € H* x
H*=1. Entonces la solucion estd definida para todo tiempo futuro. Ademds existe 6 > 0

tal que para toda solucion con estas propiedades, se cumple que si mg(0) < 6, .//\>l/3(0) <9,
entonces

M;(t) < Ce ™ (t + 1)(M3(0) 4+ ms(0)).

Mas ain, la constante C' depende inicamente de m3(0) y de Mvg(O).

DEMOSTRACION. Que la soluciéon existe para todo el tiempo futuro ya lo hemos
probado. El resto de las prueba tienen pocas diferencias. Senalamos las diferencias. Sea
0 > 0 como en el Teorema . Sea ¢’ > 0 tal que si Mg(O) < ¢’ entonces 521/2(0) < 4.

Ahora tomamos sucesiones z; y v; con m[R;](0) <y 521/ ?[2,v:](0) < 8, y el Corola-
rio nos da una cota uniforme sobre ||u;|| gx-1(t). Al igual que antes eso nos permite
usar la ecuacion (87)) para ver que la sucesion es de Cauchy. Finalmente, la ecuacion (82))
pasa al limite. O



Apéndice

1. Pruebas de lemas técnicos.

1.1. Pruebas del Capitulo [3]
1.1.1.  Prueba del lema3.2.

DEMOSTRACION. Recordar la igualdad dada por la formula de D’Alembert
x+t

(R~ o) (t.) = 5[(R— RO, t+2) + (R= R)(0.2 = 8]+ 5 [ (R~ Ru)(0.0) .

x—t1

Tomando valor absoluto y usando la desigualdad triangular, se obtiene la ecuacion ([35).
Derivando esta ecuacion respecto a x resulta en

R, — Ry, — %[(Rw C ROt 4 2) + (Re — Ruy)(0, 2 — 1)

+S[(Be Ry 0.2+ 1) = (Ry = By)(0, 2~ )] <y (0),

y exactamente el mismo computo funciona para la derivada respecto a t, excepto que hay
un cambio de signo en el segundo término. Hasta ahora hemos probado la ecuacion ([36]).
Notar que

R R | = Rpe?* cosh(2z) —
donde hemos usado que (t + 1)/e* < b < 6/4 y que mo(0) < 2Ry/3. Esto prueba la
ecuacion (37). Ahora veamos como derivar la estimacion de R;/R. Se tiene

Ry R| ‘RRbt ~ RoRu| _ | R(Ro— R))| ’ (R~ Ry) Ry

R, R RyR RR, R, R

Usando Ry /R, = 2, y las estimaciones ya derivadas para Ry, — R; y R— Ry, y cambiando
R en el denominador por R, llegamos a

R R t+1

e CH 2—t( ) m1(0)

R, R e?t cosh(2x)
probando la ecuaciéon para la derivada respecto a t. Para la derivada respecto a x
la prueba es similar. Ahora, recordando la definicién de GG y de Gy, calculamos

R? — R? Ry, — Ry, Ry’R? — R’R,?  R’R,> — R,>R?

‘ Ry :‘R—Rb (t+Dmo0) _

<

4R? 4R,? 4(RRy)? 4R2R,?
_| BB = R | [ = BORy| | R (Byy — BY)| | BB — Ry?)
= |7 4(RR,)? 1(RRy)? 4(RyR)? 4(RRy)?

59
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Ahora cada uno de estos términos se trata de la misma forma. Por esta razon, solo
mostraremos como acotar el dltimo. Tenemos,

Ry2(R? — Ry?) 1|R2||R— Ry||R+ Ry

‘ 4(RRy)? 4 ’ Ry? R R |
El primer término en el producto esta acotado, simplemente por hacer el calculo explicito.
Para el segundo, usando la ecuacion , cambiamos R en el denominador por R, (e
introducimos una constante para C'). Para la diferencia R — R, usamos la ecuacion (35)).
Para el ultimo término, notar que es 1+ %, y que este esta acotado por la ecuacion
Juntando todo, llegamos a

20p2 _ P2
4(RRy)? 2Rye? cosh(2x) et cosh(2x)

Recordar que estamos ajustando la constante de linea a linea. Esto finaliza la prueba de
la ecuacién . Finalmente, probemos la ecuacion (40]). Tenemos que

R R t+1 W,
— |py2 bz Tl 0
R < R, R ) Wes e?t Cosh(2:10)ml(o)cosh(l'zc)7

donde hemos usado la ecuaciéon , la ecuacion y la formula explicita de W;,,. Esto
termina la prueba del lema. U

1.1.2.  Prueba del lema[3.4)

lg| = ‘Rbl/Qf < CR,\?

DEMOSTRACION. El item a) es un calculo directo usando la formula de D’Alembert
como en la prueba de (36). El item b) son calculos usando a) y el hecho de que R ~ Ry.
Por ejemplo,

0%(R — Rs) M. (0)
Cc<cC.
R et Cosh(Qx) o=

Para estos célculos es ttil usar féormulas de recursion, tales como
80‘(R1/2) O°R aa—ﬁRl/QaB(Rl/Q)

RI72 oR ' 2 (2) R

0<a<p

0°R/R| < 4 |6°Ry/R| < C

Probemos ahora el item d). Primero notar que ya hemos probado el caso o = (0,0), es la
estimacion (38]). Procedemos por induccion en el largo del multi-indice, |«|. Supongamos
que ya hemos probado el resultado para todo multi-indice § < «. Notar que

SOR B

0<p<«

Se sigue que

aa (Rbt Rt)‘ S ‘aaRbt aaRt

R, R

Ry R

-3 (5)

9% BRbﬁﬂ(RR—) 0P ROP (£e)
Ry R '
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Acotemos cada uno de los términos que aparecen arriba. Para el primero,

O"Ry,  0“Ry| _ |RO"Ry, — RO Ry
Ry, R RyR
< Ry(0“Rpy — 0*Ry) (R — Ry)0* Ry, .
- RRy, RyR
Ahora cambiamos R por R, en el denominador usando la ecuacion (37]), usamos que
8;—?” estd acotado y también usamos la ecuaciéon y la ecuacion llegando a
0“R, R t+1
Rbbt B Tt th(cosh(;x)mMH(o)'

Para un término de la suma de arriba tenemos

6a—ﬁRbaﬂ(RR_l:) aafﬂRaﬁ(%) Raa—ﬂRbaﬂ(RR_l:) _ Rbaa—BRaﬂ(Rt)

_ I3

Ry R R,R
_|R- R OTPRO(R| | R0 PR () — 0P RO())
| R Ry RR,

a— a—p3 B(Bor\ _ 9B( R

< Ry, — R||0 BRbaﬁ(@)Jra Ry(0° () — 0°())

R Ry, R R

Oc—ﬁ o 04—6

N a/3%)(6 RbR G, R)’

Para el primer término en la suma, en el primer cociente, cambiamos R;, por R en el
denominador usando la ecuacion , y también usamos la ecuaciéon para acotar
el numerador. Para el segundo cociente usamos que esta acotado y finalmente usamos
que 0° (%) esta acotado también. Para el segundo término en la suma, comenzamos
cambiando R en el denominador por R}, usando la ecuacion . Como 8 < a, por
inducciéon sabemos que

’05(%) — ()| < C(;%}iéx)mlﬁlﬂ(o)-

Usamos esto y que 9°PR/R esta acotado. Para el tltimo término, comenzamos cam-
biando R en el denominador por R, usando la ecuacion (37). Notar que 0°(R;/R) esta
acotado, pues

0°(R/R)| < |0°(Re/R — R/ Ry)| + |0°(Ri/ Ry)| < C,
donde hemos usado que # < a. Ahora la constante C' depende de mjq(0). Por tltimo
acotamos 9° PR, — 9° PR por la ecuacion . Juntando todo llegamos a probar el
item d). La misma prueba es valida para las derivadas respecto a z. Respecto al item
¢), la cota para los dos primeros cocientes que aparecen en el enunciado se siguen de la

ecuacion . La cota de los ultimos dos cocientes se siguen del item d). Sigamos con
el item e). Notar que

LR Ry\ (R Ry R, Ry, \ (R: Ry,
G-Gy=-|[= -2} ([Z+22) - (= - i
’ 4{(1—2 Rb)(R+Rb R ®J\R "R )|
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y por esa razon,

o — 1 a B &_% a—pf & %
rG-Gl<y Y (5) 'a (R RJ‘ 9 (RJFRI,)‘

0<B<a
1 Q R Ry s (R Ry
- =20 P | =+ =2,
a2 Ol G-l (G
Por la ecuaciéon , todos los términos con el signo de menos estan acotados por

0<B<a

(t+1)

M| +1(0).
e?t cosh(2x)m| +1(0)

Los términos con los sumandos estan acotados debido al item c). Esto prueba lo deseado.
El item f) se sigue del item e). El item g) es sencillo. Para terminar veamos el item h).
Rz R x
"R
encontraremos una suma de términos de la forma

O ROy — B W,

Recordamos que g = R/? ) Wh,. Por lo tanto, si calculamos la derivada «

Para el primer término usamos el item b). Para el término del medio usamos el item d).
Para el dltimo término usamos el item g). Esto prueba lo deseado. U

1.2. Pruebas del capitulo [4.
1.2.1.  Prueba del lema[].7]

DEMOSTRACION. Los items (1), (2) y (3) son directos. Para el item (4) recordar que
H* es el espacio de funciones localmente integrables, con derivadas débiles parciales hasta
orden k, todas pertenecientes a L?(cosh 2z dx). Es facil ver que z(t, ) tiene k-derivadas
débiles si y solo si (W — W,)(t, -) las tiene. Mas aun, vale la regla de Leibnitz

n n . .
Iz = OL(W — Wy)or ' (RY?).
=3 Jaror -y
Notar que ya no indicamos la evaluacion en t. Todo lo que sigue debe sobreentenderse
que esta evaluado en t, y visto como funcién en x. Usando el lema item b), y luego
el hecho de que R ~ Ry se sigue que

002 < CRV2Y " |0L(W = Wy)| < Ce' cosh'/?(22) >~ |OL(W — W)

=0 =0

)

donde la constante C' depende de una cota de m,(0). Esta desigualdad vale para n =
0, ..., k. Similarmente,

n—1
007 2] < C Y |OLW = W) |0 (RY2)| + |0L(W = W), [0 (RY?))|

1=0

n—1
< Ce > (|0LW = W)| + |0L(W — Wy)i|) cosh'/?(2x).
=0
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Esta desigualdad vale para n =1, ..., k. Elevando al cuadrado e integrando estas dos
desigualdades para los distintos valores de n se prueba el lado izquierdo de la desigualdad
del item (4). El lado derecho es similar. Veamos ahora el item (5). Tenemos que v =
RY2e™ q. Notar que 2V = F(W — W,) + *"» con F € C*®(R), F(0) = 0. Calculando
la derivada n-ésima como arriba, usando R ~ Ry, y usando el item b del lema |3.4] se
sigue que

|070| < Cet cosh'/?(2z) < Z |05 (F(W = W,))| 02| + 0577 (e™) |8§:q‘>

0<j<i<n

< Ce' |0"F||lq cosh/?(2z)]| o + Cet cosh'/?(2z) | + Z 1057 F || |82g| + C |024|

0<j<i<n
j—i<n

< O |07 F | Nlallgn + Ce* cosh2(22) | Y |1Fllun |02a] + C'|024] | .

0<j<i<n
Jj—i<n

donde C' depende de una cota de m,,(0). Notar que hemos omitido W — W, en el argu-

mento de F'. También observar que hemos usado el encaje de Sobolev para H™. Ahora
elevando al cuadrado, usando ab < a? + b2, e integrando se obtiene

105 v[lz2 < Ce* (|1 (W — Wy)llzn llall g + Cllalln) -

Ahora, por la ecuacion B1)), || F||gn < C||W — W,/ =, donde C' depende de una cota de
|W — Wp||g2. Usando esto arriba se llega a

10702 < C€llqll gn, Yn <k

donde C depende de una cota de ||[W — Wj|[g». Sigamos con v; = (RY%)e?"q +
RY2e2WW,q + RY?e2WW¢q,. Cualquiera de los tres sumandos se controla similarmen-
te. Por esta razéon veamos solo uno. Como antes tenemos

0071 (RY?e®W W) < Ce' cosh'/?(2z) ( Z ‘8;_j(€2w)8§_rwa;q?f‘>

0<r<j<i<n—1

< Ce' cosh/?(2z) Z |05 (F)03"Whq| + ‘a;j(GQWb)airwa;%‘)

0<r<j<i<n—1

< Ce' cosh'/?(22) Y BT E)lOr Wl 105as] + ClIOL W oo Iaiqt|>

0<r<j<i<n—1

< Ce' cosh'/?(2z) Y IFIm Wl ga 1050:) + CIW | Iaiqtl)

0<r<j<i<n—1

< Cetcosh1/2(2x)||W||I§n(||F||Hn+C) Z |07qe| -

0<r<j<i<n—1
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Ahora [|F||} < C||W — Wy||lgn < C, donde C depende de [|[W — W, || .. Usando esto
arriba, e integrando obtenemos

107 (B2 War) |2 < Ol gyl fu-s

donde ahora C' depende de una cota de [|[W — Wy || z. + |[|Wi — Wy 74— Los otros dos
sumandos se acotan igual, llegando a

107 vellze < Ce'(llall g + Naell o), ¥ =1, k.

Con esta y la desigualdad anterior se satisface

I
€ Ul + leell ) (@) < (W = Wollgu 4+ [V = Wolill )

4
1.2.2.  Prueba del lema[{.19

PRUEBA DEL LEMA .12l Ya hemos controlado Ej, por lo que solo tenemos que
controlar F[zy, vy]. Tenemos

E[Ztt, sz] = / Zttt((ztt)tt - (Ztt)x:c + Ztth)
R

+ [ v (i) — (Vi) e + V1 (G + 4sz«)) dx

Zut [2e(Gy — G) + Gt + 2Gy + gttl

A
d A
2ttt 5 dt2 — [R'? ( 5 ) e W] dx

~~
B//

%\%\%\

+ Ut [0 (Gy — G) + v:Gy + vu Gy

-~

c

2 i . i
/Uttt o (VV2 W2) + 8oW, Wy, + 20(q? — ¢2)e™*] dx

T

-~
D//
Los términos A y C' se controlan como en el caso polarizado,

/ A+Cde < C(t+1)e 2 Ey+ Ct + 1)e 'my(0)Ey/*.
R

Aqui, B” y D" son como en la tltima parte del lema [4.8] Esta vez nos encontramos con
una suma de términos de la forma

/R—m/26—4wztt7 dx o /R m/2e= vt’y dx v = a, WtOét,Oét,CYtt,
R R

donde o« = ay,coni = 1,..,6 (ver las ecuaciones (61]) y ) Aqui lo nuevo es ay.
Nuevamente, llamaremos al factor zy; (o vyy) al lado de 4 por la derivada principal. Una
vez mas, el hecho fundamental de v es que tiene como mucho una derivada tercera como
factor en cada sumando. Adicionalmente, este tercera derivada podria solamente ser 2,
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Vites Vgt O Zge- Ademaés, v no tiene derivadas segundas de la forma z,, 0 vg;.

Si 7 no tiene derivadas terceras entonces podemos aplicar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz con la derivada principal y otro de los factores de v, usando el encaje de Sobolev
para acotar la norma infinito de los restantes factores. Aqui tenemos el subcaso donde
~ solo tiene factores sin derivadas. En estos casos, al igual que antes, podemos suponer
que tenemos entre unos factores a 1/ cosh?(2x). El uso de Cauchy Schwarz daré una cota
de la forma FEs. El uso del encaje de Sobolev da cotas de la forma 521/2 + AY2 o E;/Q.

Como antes, R~*e~*W est4 acotado por Ce™*.

En el caso donde ~ tiene una derivada tercera, entonces tiene una sola. Aplicamos
Cauchy Schwarz a esta derivada y a la derivada principal, y acotamos por la norma
infinito al resto de los términos. El uso de Cauchy Schwarz da cotas de la forma Es. El

uso del encaje de Sobolev acota las normas infinito por 521/ 2L A2 o EQI/ ?. De nuevo
R7%e=*W esta acotado por e~t. Juntando todo se llega a la conclusion. O

1.2.3.  Prueba del lema[{.13

PRUEBA DEL LEMA [4.13] La prueba es simplemente una copia de la prueba dada
en el lema . Sabemos que & = & + E|z4s, V22| y ya hemos acotado &; en dicho lema,
por lo que solamente tenemos que acotar E[z,;, Uy

E[ZIIH Umx] - /Zix:p + Zizt + Z:%xGb + U:%:m: + ngt + Uazcx(Gb + 4Wba2c) dlE

2 2 2 2
< /szxa: + UJ}JJZ‘ + Z:m:t + ’Ux:vt + Cgl

Usando las ecuaciones para z y v derivadas tenemos,

22 < C(22, + 222G + 22G2 + g2 + BY),

rxrxr

22 <O, + 22G% + 2°G? + g2 + B?),

xxt

v2 < C(v, +v2G? +v°G2 + D?),

rxrxr

ot S O(UtQtt + U?GQ + U2Gf + Df),
2 _ 2
donde B = R'? (—qt qx> e W
2 )

y D =40(W2 - W2) + 8oW, Wy, + 2v(q? — ¢?)e™*W.
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Por lo tanto,

/ 22 v 422 A < CE+ / g2+ g2 dv + / B2+ B2+ D!+ D? dx
R R R

< C&E+C(t+1)%e *'my(0)* + / B} + B2+ D} + D? dx
R

SCEl —|—C(t+ 1)26—2tm2(0)2 +Zce—tE11+n¢/2Ami/2

+/B§+B§+D§+D§d:c,
R

donde en la ultima desigualdad usamos el lema (4.9, Por lo tanto necesitamos acotar
la dltima integral por FEs,. El resto de la prueba se dedica a conseguir esta cota. Para
hacer esto, usaremos la hipotesis de que |z.|, |ve|, |2z|, [Vaz| ;s |22t| s [ve] < 1. Ahora,

recordemos la forma general de B y D (ver las ecuaciones y ) Se sigue que
necesitamos acotar sumandos de la forma

/R_kn2€—8W dl‘ k Z 1 N = &, Qyg, Oy, atWta amWJ}7

donde o = o, i = 1, ..,6. Aqui hemos usado varias veces que 2ab < a?+ b?. La estrategia
€s como sigue:

1. Si n estd compuesto solo por derivadas de orden cero entonces podemos suponer

que 7)? tiene a m como uno de sus factores, y siempre tiene al menos cuatro

factores que son potencias de z o v. Tomemos dos de estos factores, por ejemplo

vy w, usemos ||-]|s con los otros factores y la desigualdad de Cauchy-Schwarz
1

con estos dos junto con el pSRICTOR El uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

da una cota de la forma &. Usar el encaje de Sobolev para acotar las normas
infinitos de los otros factores y usar que R~*e=3W < Ce~2!. Este procedimiento
produce cotas de la forma

Oe_tgé+n/2¢4m/2 (:>§ Ce_tEll+n/2Am/2).

. Supongamos 7 no tiene derivadas segundas pero si derivadas primeras. Se sigue

que n? tiene al menos dos derivadas primeras. Acotamos por la norma infinito el
resto de los términos y aplicamos Cauchy Schwarz a estas dos derivadas. El uso
de la desigualdad de Cauchy-Schwarz dara una cota de la forma & < E;. Para
las normas infinito, si tenemos ||z||oo, ||2¢|loos [|V]lco O ||V¢|loo, entonces usamos el
encaje de Sobolev, lo que produce cotas de la forma

CA+ &) o By

Respecto a términos como || |eo 0 [|vz [|oo, Simplemente usamos que son menores

que 1. Por altimo, R~*e=8W < Ce~*. Juntando todo, vemos que el procedimiento
produce cotas de la forma

CeftEll‘i’n/QAm/Z'

. Por ltimo, si n? tiene al menos una derivada segunda, entonces esta elevada al

cuadrado, y no hay otras derivadas segundas. Esto se debe a que, si tuviera otras
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derivadas segundas, entonces 7 tendria al menos dos derivadas segundas entre
sus factores (tal vez iguales), pero esto no es posible por la forma de 7. Si esta
derivada segunda al cuadrado es de la forma z;,, vy, vy O 2y, entonces acotamos
los términos restantes por ||+, quedando la integral de esta derivada segunda
al cuadrado, lo cual esta acotado por Ej. En el uso de |||« podriamos encontrar
cualquier tipo de derivada primera, o incluso factores sin derivadas. Simplemente
aplicamos que

12llo0s [[oelloos N2 lc [10]lo < B3/ + A2

Todo esto produce cotas de la forma deseada,
Ce_tE11+ni/2Ami/2.

En el caso donde la derivada segunda sea z,, o v,;, notar que hay otros factores
de menor orden. Aplicar Cauchy Schwarz con cualquiera de estos factores y ||-||o
con el resto de los términos. Seguimos exactamente como arriba excepto que
usaremos que ||Zuz||cos ||Vzz|loo < 1. Con esto llegamos a cotas de la forma

CetEVFE qmil2.
Juntando todo, llegamos al a conclusion. U

1.2.4. Prueba del lema[{.1]

PRUEBA DEL LEMA [4.14] Notar que esta es la misma desigualdad que la del lema
anterior pero con Fy y & intercambiados. Siguiendo el mismo argumento, se llega a la
necesidad de acotar [ B2 + Bf + Di + D? dx por &. Esto es mas facil que antes. La
estrategia es casi la misma, pero con modificaciones menores.

El primer paso llevé a cotas de la forma Ce‘té'é /2 gm/ 2 que a su vez estan acotadas
por CetgT2 gm/2,

En el segundo paso, el uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz dio &, lo cual es
satisfactorio. Respecto a las normas infinito,

120100 I0llocs 122 lo0s 1122 loos vtllocs T0elloc < AYZ + €172,

que también es satisfactorio.

En el altimo paso, recordar que n? tendra exactamente una derivada segunda que
esta elevada al cuadrado. Acotamos el resto de los términos por ||-||s ¥, sin importar
cual es la derivada segunda que aparece, la acotamos con su norma L?. La norma L?
de la derivada segunda esta acotada por & o FEj. Si llega a ser Ej, entonces usando el
lema podemos cambiarlo por C& + C(t + 1)%e~2my (0)2 + 32, Cet&l /2 Ami/2,
Con respecto al uso de ||-||, tenemos que

12 lloes [[0lloos l122lloos l1Zelloos l1vrllocs [[vallos < AY2 + €172,



68 APENDICE
Todo el procedimiento da cotas de la forma
Ce_tAm"/Qé’lHni/z 0 C’e_tAmi/Qé'fi/ng(O)Q.

Respecto al altimo, usando que 511/2m2(0) < & +m3(0) < & +Cmy(0) y juntando todo
llegamos a la conclusion. U
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