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Introduccidon

En 1986, Bocherer formulé una conjetura que relaciona los coeficientes de Fourier de
una forma modular de Siegel con los valores centrales de su funcién L spin torcida por
caracteres cuadraticos. Bocherer demostrd su conjetura para un caso especial, cuando
la forma de Siegel es un lift de Saito-Kurokawa, relacionandola con la férmula de Wald-
spurger.

Las formas de Siegel clasicas son funciones holomorfas en el llamado espacio de
Siegel que satisfacen una ecuacién funcional particular. En términos de representaciones
automorfas, estas funciones corresponden a representaciones del grupo GSp(4,A), con-
formado por matrices invertibles de tamafnio 4 X 4 que preservan cierta forma bilineal
antisimétrica.

Las formas paramodulares son un tipo diferente de formas automorfas en las que se
sustituye el grupo de Siegel por el grupo paramodular de nivel N. Estas formas han
cobrado notoriedad recientemente por su conexién con superficies abelianas, predicha
por la Conjetura de paramodularidad [7, 8, 31]. En |37, se propone un analogo de
la conjetura de Bocherer para formas paramodulares de nivel primo y, en [3§], se la
generaliza y se da evidencia numérica.

Recientemente, se han obtenido avances a través del estudio de las conjeturas de
Gan-Gross-Prasad, que culminan con una demostracion de la conjetura de Bocherer para
formas modulares de Siegel [9, 14]. De particular interés es el preprint [16], en donde
se demuestra una férmula general para representaciones automorfas que es utilizada
para demostrar la conjetura de Bocherer para formas de Siegel de nivel impar libre
de cuadrados. La demostracion consiste en conjugar dicha férmula con los célculos
de periodos de Bessel locales para representaciones local de GSp(4) —especificamente,
aquellas de tipo IIla— llevados a cabo en [9].

Es posible que estas ideas se puedan adaptar al contexto de formas paramodulares y
dar lugar a una demostracién de la conjetura planteada en [38]. Teniendo en cuenta esta
posibilidad, hemos explorado un poco en esa direcciéon. El resultado parcial obtenido
parece ser alentador y nos motiva a seguir adelante con este trabajo en el futuro.

Resumen En la Parte [l introducimos los espacios de formas de Siegel y de formas
paramodulares y los operadores de doble coclase que actian en estos espacios. Defini-
mos los espacios (paramodulares) de formas viejas y formas nuevas y asociamos, a una
autoforma de Hecke, su funcién L spin. Por 1ltimo, mencionamos los resultados recientes
sobre la conjetura de Bocherer para formas de Siegel, describimos, con respecto al caso
paramodular, algunos resultados computacionales y cémo éstos motivaron la formulacién
de la conjetura de Bocherer paramodular.

En la Parte pasamos del punto de vista cldsico sobre formas paramodulares a la
visién automorfa. Definimos el dlgebra de Hecke en este contexto y la relacionamos con
el algebra de Hecke clasica. Enunciamos la conjetura de Bdécherer en su versién para
formas de Siegel y establecemos la conexién con las conjeturas GGP. La conexion estd
determinada por los modelos de Bessel. Hacemos mencién de la bibliografia relevante



y de algunos resultados conocidos y cémo éstos se conjugan para dar una solucién a
la conjetura de Bocherer. Concluimos esta parte buscando enmarcar la conjetura de
Bocherer paramodular a través de esta teoria. Describimos cudles pensamos que deberian
ser los pasos a seguir para poder adaptar las ideas utilizadas en el caso de formas de
Siegel.

En la Parte [[TI} exploramos las ideas de la Parte [T, En particular, nos concentramos
en estudiar las integrales locales en GSp(4, F'), F' un cuerpo local no arquimedeano, que
son parte esencial de la relacion entre los periodos de Bessel y los valores centrales de
funciones L de una forma paramodular. Dichas integrales locales son integrales sobre el
subgrupo de Bessel de funciones invariantes por la accién del grupo paramodular (local).
Determinamos un sistema de representantes dentro del subgrupo de Bessel, lo que nos
permite hallar una formula cerrada para los periodos de Bessel locales en este caso, en
el sentido de que basta con evaluar la funcién en una cantidad finita de elementos del
grupo para conocer su periodo.



Parte |
Formas paramodulares

1 Funciones en el semiplano de Siegel

1.1 Matrices simplécticas

El grupo modular SLy(Z) es el grupo de automorfismos del reticulo Z? equipado con la
forma bilineal alternada:

<(a7 b)7 (C, d)> = ad —bc .
Un poco més en general, si ¢ > 1, introducimos, fijada en el reticulo Z?9 una base
€1, ---5 €q, f1, .-+, fg, la forma bilineal alternada:

(eivej) =0 (fi,f5) =0 ¥ <ei7fj>:{17 e (1)

0, sino.

El grupo modular de Siegel se define como el grupo de automorfismos de Z29 que preserva
la forma (). En la base elegida, la matriz de la forma bilineal estd dada por

I 1

—1

donde I, denota la matriz identidad de tamano g x g[] Via esta eleccion de base, este
grupo se identifica con el subgrupo de matrices

Ty := Spyy(Z) = {X € Matygxog(Z) : XJ'X =J} .
Es decir, si X = [é g]ﬂ entonces

A'B—-B'A A'D-B'C

iy
XS = C'B-D'A C'D-D'C

y X €'y, siy sélo si

AB=B'A |, C'D=D'C y A'D-B'C =DA-C'B=1,.

! Espacios en blanco indican que la coordenada correspondiente es nula.
%A, B, C'y D, matrices cuadradas.



En particular, si X € I'y, entonces

o ol e W= )

lo que muestra que X es invertible con inversa (a ambos lados) dada por X! =
[_t?c _,,;B ] y, en consecuencia, que también se verifican las relaciones
'DA-'BC = 'AD-'CB =1, , 'DB='BD y 'AC = 'CA,

osea 'XJX = J, también.
Un poco mds en general, una matriz M € Matagyx24(C) es simpléctica, si verifica:

MJ'™M = \M)J,
para cierto escalar invertible A\(M). Si M = [é B] es simpléctica y

M- [tD —tB]

—c tA (3)

entonces MM’ = M'M = XN(M) I,. Las matrices simplécticas con coordenadas reales
forman un grupo que denotamos GSpy,(R) y A : GSpy,(R) — R* es un morfismo de
grupos. El grupo modular de Siegel esta contenido en el subgrupo

GSpy, (R) T = {M € GSpyy(R) : A(M) > o} ,

de aquellas matrices simplécticas reales cuyo factor A(M) es positivo. A modo de ejem-

plo, las matrices
U I, X - -1,
R I O I P @

son simplécticas con factor A =1, si U € GLy(Z) y 'X = X.

1.2 Formas modulares de Siegel

El semiplano de Siegel (de género g) es el conjunto conformado por las matrices simétricas,
de tamano g X g y de coordenadas complejas, cuya parte imaginaria es definida positiva:

9y = {Z =X +i¥ € Matyy(C) : Z=2,Y >0}

El semiplano de Siegel es un abierto convexo dentro del espacio de matrices complejas
simétricas; es una variedad compleja y su dimensién es g(g +1)/2. El grupo GSp,, (R)*
actia en §), via:

M(Z) = (AZ+B) (CZ+D)™", (5)



para cada M = [4 B] € GSpy,(R)T y Z € §; la accién es transitiva y cada M induce
una transformacion biholomorfa cuya inversa esta dada por . Las matrices actuan
por:

Z—UZU , Z—Z+X y Zw —Z7'. (6)

Una forma modular (de Siegel) de género g y peso k con respecto al grupo I'y es una
funcion holomorfaﬂ F: 9y, — C que cumple

F(M(Z)) = det(CZ + D)* F(Z) , (7)

para toda M € I'gy Z € $4. Si g =1, en verdad, es necesario incluir una condicién de
regularidad “en infinito”; si g > 1, toda forma modular es automaticamente holomorfa
en infinito (principio de Koecher; ver [24, Ch.II, § 4, Thm. 1]). Las formas modulares
de Siegel de peso k constituyen un espacio vectorial de dimensién finita |24, Ch. II, § 4,
Thm.2|, que denotamos J\/lk(Fg). De , se deducen las siguientes reglas de transfor-
macioén para una forma modular F':

o F(UZW) =det(U)F F(Z), si U € GL,(Z);
o F(Z+X)=F(Z),si 'X =X € Matyy,(Z);
o F(—Z Y =det(Z2)k F(Z).

De esto se deduce, por ejemplo, que, si kg # 0 (mod 2), entonces Mk(Fg) = 0. Ademas,
si g > 1, toda forma modular admite un desarrollo en serie de Fourier del tipo:

F(Z) _ Z a(T) e27riTr(TZ) . (8)
T=T>0
2T par
La sumatoria se realiza sobre las matrices simétricas semidefinidas positivas T' = [t;];;
tales que 27 es par, es decir, sus coordenadas son enteras y, ademds, son pares en la
diagonal; si ¢ = 1, la existencia de dicha serie equivale a la condicién de holomorfia en
las ctspides de SLa(Z).

Sig=2,7Z =] %] pertence a $2, si y sélo si 7,z,7" € C,

Im(7),Im(7") > 0 e Im(2)* < Im(7) Im(7') .

Por otro lado, T' = [7]}2 %2} es una de las matrices en , si y sélo si n,r,m € Z,

n,m >0 y r2<d4nm.

Usando estas coordenadas, pordemos reescribir la expansién de Fourier de una forma de
Siegel F' de la siguiente manera:

Frzr) = 3 alnrm)enirirstnm, (9)

n,r,me”L
n,m,dnm—r2>0

3 Una funcién en varias variables complejas es holomorfa, si localmente admite un desarrollo en serie
de potencias; equivalentemente, dicha funcién es holomorfa en su dominio de definicién, si es holomorfa
en cada variable por separado [21].



Si agrupamos los términos en funcién de m > 0,

F(r,z,7) = Z fm(7, 2) 27" (10)

m>0

Las funciones f,, son formas de Jacobi de indice m y la expresién se conoce como
la expansion de Fourier-Jacobi de F' [10].

La condicién introduce relaciones entre los coeficientes de Fourier en (). Sea
TU]=WTU. SiT >0y U € SLy(Z),

a(TlU]) = a(T) , (11)

En particular, el coeficiente a(T") depende unicamente de la clase de equivalencia de la
forma cuadrética que 7" representa con respecto a la accién del grupo SLy(Z). Andlogamente,
podriamos considerar relaciones inducidas por subgrupos de SL4(Z).

El operador de Siegel, es una transformacién lineal que relaciona espacios de formas
modulares de distintos grados. Dada F € M k(I‘g), consideramos

OF(Z') = lim F([Z/ ”D (Z2' €9Hy-1,t>0). (12)

t—o00

La serie de Fourier converge absoluta y uniformemente en regiones de la forma
{Y > YO}, si Yy > 0. De esto se deduce que el limite existe y, méas aun, ®F' admite
un desarrollo en serie de Fourier, que se expresa en términos del de F'. Decimos que
F e ./\/lk(Fg) es cuspidal, si ®F = 0; equivalentemente, en términos de los coeficientes
de Fourier, F' es cuspidal si cumple con:

a(T) # 0 implica T > 0.

1.3 Ejemplos

Sean [ > 1 un entero positivo y sea B € Mat;;(Q) una matriz simétrica, definida positiva
v tal que 2B es par. Es decir, B es la matriz de la forma bilineal asociada a la forma
cuadratica definida positiva

Q(z) =x-Br = wBux;

las coordenadas de B cumple b; € Z y b;j = bj; € %Z, si ¢ # j. Dado otro entero
positivo g > 1, definimos, para cada matriz T € Matyy4(Q),

ro(T) = #{X € Matyy(Z) : 'X BX :T} ,

el nimero de representaciones de T' por @ (o por B). Como B es definida positiva y la
bola de radio 1 es compacta en R!, B es coercitiva: existe ¢ > 0 tal que Q(z) > c(x - x),



de lo que se deduce que rg(7T) < oo; si ro(T) > 0, necesariamente, T es simétrica,
semidefinida positiva y 2T es par. A la forma cuadrética @ le asociamos la serie zeta:

09(2) = Y 1) TTA  ( Zes,). (13)
T=
T par

Bajo ciertas condiciones, O, es una forma modular de Siegel

Sig=2yk > 0 es par, existe una manera de conseguir formas cuspidales para
'y = Spy(Z) a partir de formas cuspidales para I'j = SL2(Z). Este método depende del
isomorfismo

Sok—2(SL2(Z)) ~ 5:,1/2@0(4)) ,
donde S;_l /2 (F0(4)) denota el subespacio de formas cuspidales de peso k — 1/2 para

I'o(4) cuyos coeficientes n-ésimos se anulan, si (—1)*"'n = 2,3(mod4). En primer
lugar, a una forma f € Sox_2(SL2(Z)), se le asocia una forma g € S]j_ (T'o(4)) de peso

1/2
medio entero. Sean {c(n)}, los coeficientes de Fourier de g. Dada T' = [;;2 Tn/l 2} tal que
n,m,4nm — r2 > 0, se define
T N
a(T) = a(n,r,m) := Z C(T) "=, (14)

d

donde d recorre los divisores comunes de n, r y m. Si Fy : $2 — C estd definida por la
serie de Fourier con coeficientes a(T’), entonces Fy € S, (I‘g) y Fr #0,si f # 0. Estas
formas cuspidales se denominan lifts de Saito-Kurokawa y estan caracterizadas por la
siguiente relacién entre sus coeficientes:

a(n,r,m) = Z a(23,5,1) d1
d

1.4 Subgrupos de congruencia

Dado un ntmero natural N > 1, el subgrupo principal de congruencia de nivel N es el
siguiente subgrupo del grupo modular:

I(N) = {Merg : MEIg(modN)} .

Este subgrupo es el nicleo del morfismo I'y — Sp,,(Z/NZ) dado por reducir las coorde-
nadas médulo N; es un subgrupo normal de indice finito. Un subgrupo de congruencia
es un subgrupo K < GSpQg(]R)Jr que cumple con:

e ser conmensurable con I'y, es decir, K NI'; tiene indice finito en I'y y en K, y

4'Si | es par y el nivel de Q es 1; si estas condiciones no se cumplen, la serie theta es una forma
modular en un sentido més general. El nivel de @ (o de B) es el menor entero positivo N > 1 tal que
N(2B)~" es par, o sea, tal que NB™! representa una forma cuadrética con coeficientes enteros. Ver |11}
Satz A 2.8] o |24, Ch. IV, § 8, Prop. 1].



e contener un subgrupo principal de congruencia.

Por ejemplo, si g = 2, los subgrupos

Z Z 7 7
A B B B Z 7 7 Z
Fo(N) :{|:C D]GFQ.C:O(mOdN)}—FQO N7 N7 7 7 y
NZ NZ 7 Z
Z NZ Z Z
7z 7 7 *Z
para . N
NZ NZ NZ 7Z

son subgrupos de congruencia. El grupo I'g(N) se conoce como grupo de congruencia de
Siegel de nivel N; el grupo I'P?(N) es el grupo paramodular de nivel N. Los subgrupos

Z NZ 7 Z
Z Z 7 7
- _ para
NZ NZ NZ Z,
[ Z NZ 7 Z]
Z Z 7Z Z
BIN)==T2 0 | yo N7 7 7| = Do) N QN),
NZ NZ NZ 1]

el subgrupo de congruencia de Klingen y el subgrupo de congruencia de Borel, respec-
tivamente, también son subgrupos de congruencia. Todos estos grupos contienen al
subgrupo principal de nivel N.

Iy

Tpara (N)

Figura 1: Diagrama de las relaciones de inclusion entre los subgrupos de congruencia.

Los subgrupos de congruencia admiten una nocién de forma modular; la definicién
es andloga a la de formas de Siegel para el grupo I'y. Si k € Z, el operador de peso k
esta definido por:

FIM)(Z) = MM)k9/2det(CZ + D)™ F(M(Z)) , (15)

10



para F': 9, = C, Z € Hy,y M = [ég} € GSpQQ(R)+H Si K es un subgrupo de
congruencia, una forma modular (de Siegel) de peso k y género g con respecto a K es
una funcién holomorfa F': §, — C que verifica:

FIM], = F(Z), (16)

para toda M € K E| Al espacio de formas modulares que verifican lo denotamos
./\/lk(K ) Usando el operador de peso k, podemos también definir formas cuspidales |2}
Lemma 1.29]: una forma F € ./\/lk(K) es cuspidal, si para toda M € Ty,

®F[M], = 0 . (17)

Toda forma modular F' admite un desarrollo en serie de Fourier. Para describirlo
introducimos la siguiente notacién:

V,(Q) = {X € Maty,(Q) : X = X}

Pyeemi(Q) = {X €V,(Q) : X > 0}
Pg(Q)z{Xev X>o}
X cemi = {T € Pyeemi(Q) : 2T es par}
X, = {T € P(Q) : 2T es par}
) = | } (n: Vy(@ — Sp3,(@))

ww) = |7 ] s eL@ > se@)

Las matrices simétricas constituyen un espacio vectorial, Vy; las matrices definidas pos-
itivas y semidefinidas positivas, P, y Py semi son conos en V,. Los subconjuntos Xg y
X, cemi estan conformados por aquellas matrices que representan formas cuadréticas en-
teras, definidas positivas y semidefinidas positivas, respectivamente; son reticulos en los
respectivos conos. Las aplicaciones X +— n(X) y U — «(U) son morfismos de grupos.
Con esta notacién, podemos expresar el desarrollo en serie de una forma de Siegel

para I'y de la siguiente manera:

F(Z) _ Z CL(T) e27riTr(TZ) ;
Tex

g,semi

5 Es también comiin definir el operador de peso k de la siguiente manera:

FIM](2) = MMM 55

Ambas definiciones se relacionan por:

Y det(CZ + D) K F(M(Z)) .

g9(g+1)
2

F[M]x = MM)F9/?~ F[M] .

Una diferencia entre ambas definiciones es que, via (15)), las matrices escalares actdan trivialmente.
6 Como con formas para I'y, si g = 1, el principio de Koecher no aplica y es necesario incluir una
condicién de regularidad.

11



si F' es cuspidal, indexamos sobre X;. En general, si F' € M k(K ),

F(Z) _ Z CL(T) e27riTr(TZ) 7 (18)
TERYNPy semi

donde RY denota el reticulo dual con respecto a la forma traza en V, del reticulo
R:=R(K)={XeV,:nX)eK}.
Por ejemplo, si g = 2, con respecto a los subgrupos de congruencia mencionados,

e R(T'h(N)) = V2(Q) N Matax2(Z) y RY N P2 semi =

2,semi’

e R(Q(N)) = R(B(N)) = R(I'o(N));
o R(I'P(N)) = { [ZLC/I’N] : a,b,cGZ} y RV = { [:}2 rr/nz] :n,r,m € 7, N\m}

En este tltimo caso, escribimos XY . = RvﬂPgﬁem;; es el conjunto de formas cuadraticas

2,semi
enteras semidefinidas positivas na? + rxy + my? con m € NZ.
Las transformaciones u(U) vinculan los varios coeficientes de Fourier. Si F' € M, (K ),

entonces

a(T[U)) = det(U)*a(T) , (19)
para toda U € GL4(Q) tal que u(U) € K. Por ejemplo,
o u(U)eTI'g(N),siysélosiU € GLy(Z);
e u(U) € IPr(N), siy sélo si U € (To(N), [* ;)]

2 Operadores de Hecke y series L

2.1 El anillo de Hecke en abstracto

Sea, G un grupo abstracto. Si K <A < G son subgrupos de G con K normal en A, se
define el anillo del grupo cociente K\A como el Z-médulo libre con base las coclases a
derecha K§ C A y el producto definido por

Ké§- Ko, = Kéby .

En general, si K no es normal e incluso si A sélo es cerrado por el producto en G, es
decir, A - A C A, existe el anillo de Hecke.

Dos subgrupos H, K < G son conmensurables, si la interseccion HNK es un subgrupo
de indice finito en H y en K. La relacion de dos grupos de ser conmensurables es una
relacion de equivalencia y escribimos H ~ K para indicar que H y K son conmensurables.
Si K < G, el subconjunto

K = {gEG:g_lKg%K}

" Aqui, To(N) denota el subgrupo de congruencia de nivel N en SL2(Z).

12



es un subgrupo de G que contiene a K. Si H ~ K, entonces H=K y, €en ese caso, si
(/S H , entonces
HgK =| | Hgk; = | | hjgK
i J
donde {k;}; recorre un sistema de representantes de las coclases en (K Ng'H g) \K
y {h;}; recorre un sistema de representantes de las coclases en H/ (H NgK g_l). La
conmensurabilidad implica que ambas uniones son finitas.

Dados un subgrupo K < G y un subconjunto A C G que verifica K C A C K,
definimos M := Z[K\A] como el Z-mdédulo libre con base las coclases a derecha Kg
contenidas en A. Como A es cerrado por el producto, K permuta las coclases Kg C A
y, por lo tanto, M es un K-modulo a derecha; el submédulo fijo por esta accion de K se
denota M. Los elementos de M ¥ son combinaciones lineales finitas de coclases dobles:
si KgK = | |, Kg;, definimos

[KgK] = ) Kg; € M¥. (20)

Estos elementos son invariantes por K y, necesariamente, todo elemento invariante es
una combinacién lineal de ellos. Los elementos de M se combinan de manera natural:
. 137 / "y _ "
si Kg'K =, Kg; y Kg"K =]; Kgj,

[Kg'K] - [Kg"K] =) ¢,[KgK] , (21)
g
donde ¢g := #{(i,j) : K 997 = K g}. Extendiendo linealmente, define una estruc-
tura de anillo en M*; éste es el anillo de Hecke del par (A, K) y se denota H(A, K).

2.2 El anillo de Hecke del grupo paramodular

Si M € R* GSpQQ(Q)+, el conjugado de un subgrupo de congruencia I'(N) por M
contiene un subgrupo de congruencia. De esto se deduce que I'g =~ MT';M —1 para toda
matriz M de este tipo. En general, si K < Gszg(R)+ es un subgrupo conmensurable
conl'yy M € R* Gszg((@)Jr el conjugado M K M~! también lo es, y si K contiene algiin
subgrupo principal de congruencia, el conjugado también.

Supongamos que K C Matygy24(Q). Definimos el anillo de Hecke de K como el
anillo de dobles coclases H(GSpq, (Q)", K). Las coclases dobles KM K, M € GSpy,(Q)*
definen operadores en el espacio de formas modulares: si KM K =| |, K M;, el operador
de doble coclase de peso k estd dado por:

FIKMK], = ) F[M . (22)
i
Si F' e Mk(K), define una forma modular de peso k con respecto a K; si F' €

Sk (K ), entonces F[KMK]|y, € Sk (K ) Dado que las matrices escalares actiian trivial-
mente via , serd suficiente considerar M en

A = Gspgg((@)Jr N Matggxgg(Z) .
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Nos enfocamos en el caso de género g = 2 y en los subgrupos paramodulares
K = TP(N) C Spy(Q). Escribimos My(N) y Sg(N) en lugar de My (I'P2(N)) y
Sk (Fp""a(N)), respectivamente. El dlgebra de Hecke paramodular (cldsica) de nivel N es

HPR(N) == H(GSp,(Q)F, TP (N)) .

Este algebra tiene una descripcion local. Para cada primo introducimos los operadores

T, F = F[[P?(N)§, TP (N)], y T F = F[TP?(N)§ TP (N)] . (23)
donde
1 D
1 1
o, = » y O = » : (24)
p p?

Para primos que dividen al nivel, necesitaremos operadores que den cuenta de las formas
provenientes de niveles méas bajos; necesitamos una teoria de formas viejas y formas
nuevas. Nos basamos en [34, 35].

Involuciones de Atkin-Lehner globales Para cada primo p | N, si p? || N, elegimos Yo,j €
I'y que verifique:

Tog = 4 (modp’) —y = . (mod Np~)
—1 1
y definimos '
L
1

La matriz estd determinada moédulo multiplicar por elementos del subgrupo princi-
pal de congruencia I'(N) a izquierda, normaliza TP2(N) y verifica p~7 ug’j € I'Pra(N).
El operador correspondiente a la coclase doble de uy, ; se denomina involucion de Atkin-

Lehner y lo denotamos por uy ;; no depende de la eleccién de v, ;. Dado que
[P (N )up , TP(N) = TPR(N)upj = up TP (N)
siF e /\/lk(N), entonces
up i B = Flupjly - (26)

Ademas, u?),j F = F, de lo que se deduce que los espacios M k(N ) y Sk (N ) se descom-
ponen como suma directa de autoespacios para u, j, correspondientes a los autovalores
+1. Notamos que, aunque la notacién no lo refleje, el operador u, ; y la matriz u, ;
dependen tanto de p como del nivel N.
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Operadores de subida de nivel globales Dado p | N, elegimos la matriz
1

m=1| " | €Sm@

y definimos, para F' € ./\/lk(N)ﬁ
np F = Fln, ' - (27)

Dado que n, ' (N) 17;1 D I'P3(Np?), se cumple que 7, F € Mk(NpQ). Los oper-
adores 7, y up; conmutan:

Up,j+2 © Tp = Tlp © Up,j - (28)
Para subir de a una la potencia del primo p, se define

1 a b

or= Y Al ' I A M R

v€lo(p)\SL2(Z) -1 1

Se comprueba que 0, I’ es una forma de nivel Np, que es cuspidal, si F' lo es. El dual de
0 es
0 = Up,j+1 © Op 0 upj -

En términos del operador de peso k,

1 cp N1
0,F = nyF + Y F . Ik - (30)

c€ZL/pZ 1

Estos tres operadores, 1, 0, y 0;,, conmutan entre si y tienen andlogos actuando en
formas automorfas. En particular, para distintos primos, los operadores conmutan. Si A
es el algebra de operadores en My, (Fpara) =N M (N ) generada por estos operadores
para todo primo p, entonces A es un algebra conmutativa; si Z<.A es el ideal que generan,
definimos:

old

Mk(rpara)dd _ IMk(Fpara) y Mk(N) _ Mk(rpara)dd N ./\/lk(N) _
El espacio de formas viejas con respecto al grupo paramodular I'P2 (V) es el subespacio

de formas cuspidales:

Se(N)™ = Sp(N) N My (N)* .

8 La razén de usar el inverso, es la compatibilidad con formas automorfas.
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2.3  Formas nuevas

Dadas G € ./\/lk(N) y FeS (N), la integral
/ F(Z)G(Z)det(Y)F=3dX dY (31)
1"pa1ra1(]\/')\fJ2

converge y define un producto interno (Producto interno de Petersson) en el espacio de
formas cuspidales. El espacio de formas nuevas con respecto al grupo paramodular es el
complemento de Sy, (N ) °ld con respecto al producto interno de Petersson; lo denotamos
Sk (N ) " El espacio de formas nuevas también estd caracterizado como el nicleo de
ciertos operadores [41, Remark 3.3.11].

Una autoforma de Hecke es una forma en el espacio de formas nuevas que es aut-
ofuncién para los operadores Tj, T2 para todo p. Si F' es una autofuncién para los
operadores T, (g = py ¢ = p* coprimo con el nivel) y T, F = \, F, asociamos a F el
factor L local definido por:

L,,(F,av)_1 =1 - p 32 Apx + (p_2 A2 +1 —|—p_2) 22 — p 32 Ap 4+ 2. (32)

Si F' es, ademds, una autofuncién para los operadores u,; (p que divide al nivel) y
up; ' = €, F', entonces también se define un factor en p. El grado de este factor es
menor que 4, pero la férmula exacta depende del tipo de la representacion automorfa
asociada a F'. Si F' es una autoforma de Hecke, la funcion L spin asociada a F' es

L(F,s) = L(F,spin,s) = [[ Lp(F,p™) .

En el caso que nos interesard, el factor L local en un primo p que divide exactamente al
nivel esta dado por

Lp(F,:c)_1 =1 - p 32 ()\p —|—€p) T+ (p_2 Ap2 + 1) 22+ 5pp_1/2 3 (33)

Si p? | N, el factor también se conoce [35, Thm. 7.5.3]f]

3 La conjetura de Bocherer paramodular

3.1 La conjetura para formas de Siegel

SiFeSy (Fg), sabemos que F' admite una expansién de Fourier F' = ZT€X2 a(F;T)q",

n r/2
r/2 m

y disc(T) = 72 — 4mn < 0. Sabemos, también, que los coeficientes de Fourier a(F;T)
satisfacen la relacion y que, en particular, a(F;T) s6lo depende de la érbita de T'

donde ¢7 = e2™T"(T2) ¢ T recorre las matrices T' = [ } con n,m,r € Z, n,m >0

Q . .z . P . . .
 Asumiendo que la representacién asociada, wrp, es genérica, es decir, admite un modelo de Whit-
taker.
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respecto de la accién T +— T[U], U € SLa(Z). A cada discriminante fundamental D < 0,
le asociamos la suma
R(F;D) = >  a(F;T). (34)
T/~
disc(F)=D

En [4], Bocherer conjeturé una conexién general entre sumas de coeficientes de Fourier
y los valores centrales de una funcién L asociada a formas de Siegel, demostrandolo en
el caso particular de lifts de Saito-Kurokawa.

Teorema I.1 ([4]). Sea F € S (Fz) una autoforma de Hecke de peso par. Dado un
discriminante fundamental D < 0, sea R(F'; D) la suma . Si F es un lift de Saito-
Kurokawa, entonces, para cierta constante cp que sélo depende de F', se cumple

|R(F; D)|* = cpw(D)?|D[*"" L(F © xp,1/2) . (35)

En (35), w(D) denota la cantidad de raices de la unidad en el cuerpo cuadrético
D
imaginario Q(v/D), xp = <> denota el simbolo de Kronecker en D y L(F ® xp, s) es

la funcién L de F' torcida por el cardcter xp, es decir, si L(F,s) =3 5, ¢(n)n™?,

L(F® xp,s) = Z xp(n)c(n)n™?* . (36)

n>1

El problema de determinar la validez de para formas ortogonales al espacio de
lifts fue resuelto finalmente en |14]. La dificultad del problema radicaba en parte en
determinar un valor preciso para la constante cp.

Teorema 1.2 ([14, Thm. 2]). Sea F € S(T'2) una autoforma de Hecke de peso par.
Dado un discriminante fundamental D < 0, sea R(F; D) la suma . Entonces, si F
no es un lift de Saito-Kurokawa, se cumple con

22k—4 7r2k+1 L(F, 1/2)
(2k —2)!' Lgin(mp,Ad, 1)

cp = (F,F) . (37)

En (37), (F, F) denota el cuadrado de la norma de F respecto del producto interno

de Petersson y L(7p,Ad, s) es la funcién L adjunta.

Observacion 1.3. Una consecuencia de es que cp =0« L(F,1/2) = 0.

3.2 Valores centrales de funciones L de formas paramodulares

El enunciado del Teorema se puede generalizar de varias maneras. En [9], se estudia
el problema en el contexto de formas de nivel libre de cuadrados para el subgrupo de
Siegel I'g(N). El Teorema [I.4] es un resultado en esta direccién.
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Teorema 1.4 ([9, Thm. 1.13]). Sea N > 1 un entero impar libre de cuadrados y sea
F e S (I‘O(N)) una autoforma de Hecke de peso k > 2 que mo es un lift de Saito-

D

Kurokawa. Si el discriminante fundamental D < 0 cumple <> = —1 para todo primo
p

p | N, entonces vale con

22]675 7.‘_2k+1 L(F, 1/2)

FF .
(2k = 2)!  Lgin(7p, Ad, 1) () 1_][\, T
p

Cp —

Observacion 1.5. El exponente s es igual a 4 0 5 y los factores locales J,, son conocidos
en funcién de los tipos de representaciones locales 7p,; en algunos casos, pueden ser
nulos. La condicién k > 2 significa que la parte arquimedeana de la representacion
automorfa asociada a F' pertenece a la serie discreta y ésta es una de las condiciones
necesarias para poder aplicar los resultados de [14].

Nuestro objetivo es estudiar el problema cuando cambiamos el grupo modular I'y
por un subgrupo paramodular I'P??(NN). Para empezar, la serie de Fourier de F' €
Si(IP2(N)) estd, ahora, indexada por matrices T € X3" y los coeficientes a(F; T) estdn
relacionados por (19). En particular, a(F;T[U]) = a(F;T), si U € T'o(N). Teniendo
esto en cuenta, introducimos, para un discriminante fundamental D < 0 y una forma F’,
el promedio

1 a(F;T
Ap(D) = 5 T;V i(T)) : (38)
disc(T)=D

donde T' ~ T, si existe U € I'g(N) tal que T'=T1[U] y
e(T) = #{U e To(N)/{£1} : T[U] =T} .

Por otra parte, al igual que con formas de Siegel, si F' es una autoforma de Hecke,
podemos considerar las series L L(F ® xp,s), definidas como en (36)). Para formas
paramodulares de nivel primo, la relacién conjetural entre los promedios Ap(D) y los
valores centrales de funciones L es la siguiente.

Conjetura 1.6 (Conjetura de Bocherer paramodular [37],[38, Conjecture A]). Sea F' €
Sk (I‘pa””(p))Jr una autoforma de Hecke de peso par, nivel primo y autovalor +1 con
respecto a la involucion de Atkin-Lehner. Si D < 0 es un discriminante fundamental,

entonces
x Ap(D)* = cp |DI* ' L(F ® xp,1/2) (39)

donde cp > 0 es una constante independiente de D yx =1 0% =2, siptD op| D,
respectivamente. Ademds,

o si F' es un lift de Gritsenko, cp > 0;

e si F' no es un lift de Gritsenko, cp, =0 < L(F,1/2) =0.
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El resultado para lifts fue demostrado en [37] y el caso de autoformas que no son lifts
fue estudiado en [37, 38|, proporcionando evidencia computacional a favor de .

Observacion 1.7. La evidencia a favor de la Conjetura es indirecta. Es computa-
cionalmente muy costoso calcular suficientes autovalores de Hecke como para demostrar
(39) para una forma F' particular. Lo que se puede hacer —si se trata de explorar— es
apelar a la Conjetura de paramodularidad |7, 8] y estudiar la serie L de Hasse-Weil de
una superficie abeliana asociada a F', como sustituto de la serie L de la forma paramod-
ular; esto ultimo es mucho méas manejable, al tratarse de contar puntos sobre cuerpos
finitos.

Se puede demostrar (ver [37, § 4] o [38, Lemma 2.1]) que, si F' € S(I'P*(p))~ es
una forma nueva con autovalor —1 para Atkin—Lehnerm entonces Ap(D) =0y el lado

D
izquierdo en es automaticamente cero. En cuanto al lado derecho, si | — | = +1,
entonces el signo de la ecuacién funcional pasa a ser —1 y L(F ® xp,1/2) = 0,|E| con
lo cual, es trivialmente cierta, en este caso. Si, en cambio, [ — ] = —1, entonces

p

Ap(D) = 0, trivialmente (no hay formas de discriminante D en X7). Sin embargo,
L(F ® xp,1/2) podria no ser cero [37, § 4].

Estas consideraciones condujeron [38] a una versién de la Conjetura que no es-
pecifica el signo de Atkin-Lehner. Para formularla, seran necesarias algunas definiciones
adicionales. Dada T' = [;}2 7;{12} € X, notemos que disc(T) = r2 (mod4N). Fijados N
vy D, definimos conjuntos

Onp = {T € X3 : disc(T) = D} ,
Rnp = {p (mod2N) : p’=D (mod4N)} 'y
Onp,y = {T = [;}2 T/ﬂﬂ €Qnp :r=p (mod2N)} .

Se verifica que

IND = |_| ON,D,p -
pPERN D
Para cada discriminante fundamental [ tal que [ | D y D/l = 0,1 (mod4), definimos un
cardcter de género : siT € Oy p,

<> , si T' representa un entero x coprimo con [ ,
T

Wi(T) = (40)

0 , si no.

10 En este caso, el signo de la ecuacién funcional coincide con el autovalor de Atkin-Lehner.

D
1 El signo cambia por <p> |38, Lemma 1.1].
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A cada discriminante [ como arriba, le asociamos el siguiente promedio refinado de los
coeficientes de Fourier de F':

a(F;T)

Bl,F(D,P) _ 21/N((Z:D/l)) Z wl(T) S(T) s

TGQN,D,;J/FO(N)

(41)

donde vy (z) = #{p : primo, p | (N : z) }. El valor absoluto |B; z(D, p)| no depende de
p, con lo que
Bir(D) = |B,r(D,p)| (42)

esta bien definido. La gracia de es la flexibilidad de contar con el discriminante
auxiliar [; si D no es un cuadrado médulo 4N, entonces B; p(D) = 0, pero, dado un
discriminante fundamental d, siempre es posible hallar [ tal que D = [d sea un cuadrado
médulo 4N. Los promedios 2 Ap(D) se recuperan eligiendo [ = 1 y sumando sobre

p € RN D.

Conjetura 1.8 ([38, Conjecture B]). Sea N un entero libre de cuadrados y sea F €
Sk (Fpara(N)) una autoforma de Hecke. Dados discriminantes fundamentales I, d tales
que ld < 0 y ld es un cuadrado médulo 4N, sea By p(ld) la suma . Entonces, si F
no es un lift de Gritsenko,

By p(ld)* = c,p 2D |d" T L(F @ x4,1/2) (43)
donde ¢, > 0 es independiente de d. Ademds, ¢;p =0 < L(F ® x;,1/2) = 0.
En cuanto al caso de lifts, vale lo siguiente.

Teorema 1.9 ([38, Thm. 4.1]). Sea N un entero libre de cuadrados y sea F € Si(IP*(N))
una autoforma de Hecke. Dado un discriminante fundamental D < 0 tal que D es un
cuadrado mddulo 4N, sea Bp(D) = By p(D) la suma conl =1. Entonces, si F' es
un lift de Gritsenko,

Bp(D)? = cp 2PV DIV L(F @ xp, 1/2) (44)
donde cr > 0 es una constante positiva independiente de D.

Para terminar, mencionamos una versiéon de la Conjetura [[.§ en donde se especifica
céomo deberfa depender el valor de ¢; 7 de la forma F'y del pardmetro .

Conjetura 1.10 ([38, Main Conjecture]). Sea N un entero libre de cuadrados y sea
F e s (Fpara(N)) una autoforma de Hecke. Dados discriminantes fundamentales 1, d
tales que ld < 0 y ld es un cuadrado médulo 4N, sea By p(ld) la suma . Entonces,
st F' no es un lift de Gritsenko,

Biw(id)? = ke {200 LF @ x0,1/2) {2V @1 L(F @ va 1/2)) . (45)

donde kr > 0 es una constante positiva independiente de | y de d.
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Parte Il
Modelos de Bessel

4 Formas de Siegel como formas automorfas

4.1 La funcién adélica asociada a una forma paramodular

Una forma paramodular de peso k y nivel N es una funcién holomorfa F': £ — C que
verifica
FIM(2) = F(Z)  (Z€9), (46)

para toda M € I'P*(N), donde
FIM]p(Z) = MM)*§(M, 2)"" F(M(Z)) ~ (j(M,Z) = det(CZ+ D) ).  (47)

A una forma modular F' asociamos una funcién adélica ¢ : G(A) — C. Las propiedades
de invarianza y de regularidad de F' se traducen en propiedades de la funcién asociada

PF.

Denotamos por GL(4) el grupo de matrices invertibles de tamano 4 x 4 y por J el

elemento
_ I
= .5 )

Escribimos G para denota el grupo algebraico GSp(4) que, en un anillo conmutativo R,
definimos por:

GSp(4, R) = {g €GL(4,R) : gJ g = \g)J, Mg) € RX} .

Necesitaremos introducir grupos locales andlogos de los subgrupos de congruencia. Si
F es un cuerpo local no arquimediano, o su anillo de enteros y p su ideal maximal,
definimos el subgrupo paramodular de nivel p™ (o, simplemente, de nivel n) como

o p* o o

ny _ , o o o p" x
Kp™) =q9eCB) rge | o 7, [ M9)e0
pr Pt Pt o

Los grupos K(p™) son compactos. Si n = 0, entonces el grupo paramodular coincide con

Glo) = g€ G(F): g€ , A(g) € o

o O O o
o O O o
o O O 9
o O O 9

La relacion entre estos grupos y el grupo paramodular es:

IPR(N) = G(Q) <G<R>+ 11 K(p%zm) , (48)

21



si v, denota la valuacién de N en p. Definimos Ky = Hp K(p’Zy,). Ahora bien, por
aproximacién fuerte para Sp(4) [25] y el hecho de que A : K(p*»Z,) — Z,; es sobreyectivo
para todo primo no arquimediano (y que A = —1 tiene preimagen en G(Q)), el grupo
G(A) se descompone de la siguiente manera:

G(A) = G(Q) GR)* Ky . (19)
Por otro lado, la aplicacién h € G(R)™ +— h(i L) induce una correspondencia
52 ~ GR)'/(RXV)
donde U C G(R)™ denota el estabilizador del punto Z'IQH Dada F € M; (N ), definimos
or(phk) = Flhls(ih)  (pe G(Q), he GR)*Y, k€ Ky ). (50)
La relacién entre F' y su funcion asociada ¢ se resume de la siguiente manera.

Teorema II.1 (|3, Thm. 1]). La aplicacion F — ¢ definida por es una isometria
del espacio de formas cuspidales Sy, (N) con respecto al grupo paramodular de nivel N

y el subespacio de L*(Z(A)G(Q)\G(A)) conformado por aquellas funciones continuas
¢ : G(A) — C que verifican:

e d(pg) = #(9), sip € G(Q);
* ¢(gr) = ¢(g), si k € Kn;
b (ZS(QU) :j(u7i‘[2)_k ¢(g)7 st u € U;

e ¢ es suave como funcién en G(R)T y pertenece al micleo de ciertos operadores
diferenciales;

e ¢ es cuspidal.

4.2 Operadores locales

Las operaciones del lado clasico también tienen andlogas del lado adélico. Sea p un
primo.

El dlgebra de Hecke local  El subgrupo K(p"Z,) de G(Q,) acttia en el espacio de funciones
f: G(Qp) — C por traslaciones. Aquellas funciones de soporte compacto e invariantes
con respecto a traslaciones a izquierda y a derecha forman un algebra con respecto al
producto de convolucién

(T T')(x) = /G o, T T dy. (51)

12 Se puede ver que U = { [ 5] }ﬂ Sp4(R) y que es isomorfo a U(2), el grupo de matrices unitarias.
En particular, es un grupo compacto.
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(dy medida de Haar en G(Qp)). Este dlgebra estd generada por las funciones carac-
teristicas de las dobles coclases K(p"Zy)yK(p"Zy), variando y € G(Q,), y actiia natu-
ralmente en funciones adélicas via:

o)) = [ T oo dy. (52)
G(Qp)

Si K(p"Zp)yK(p"Zy) = ||; viK(p"Zp) y T es la funcién caracteristica de esta doble

coclase, entonces, para ¢ invariante a derecha por K(p"Z,),

(To)(g) = Z é(gyi) - (53)

(dy elegida de manera que K(p"Z,) tenga volumen 1). El dlgebra es, simplemente,
el algebra de Hecke

Distinguimos dos elementos especiales en H,, ,,: si

definimos
T, = funcién caracteristica de  K(p"Z,) 6, K(p"Zp) 'y

T,2 = funcién caracteristica de  K(p"Zp) §,2 K(p"Zp) -

Denotamos los operadores correspondientes también por T, y Te.

Relacién con el algebra cldsica Se puede ver que, por aproximacion fuerte, para todo
primo p y natural n > 0, existe una correspondencia entre dobles coclases

TP (p"\G(Z[)) /TP (") = K(p"Zp)\G(Qp) /K (p"Zp)

inducida por la inclusién de G (Z[}%])Jr en G(Qp). Esta inclusién también induce una
correspondencia a nivel de las coclases simples y, por lo tanto, determina un isomorfismo

H(GZ[)", TP (") = Hp -

De manera similar, si N > 1, dado un multiplo N7 de N, la inclusién diagonal de
G (Z[N%])Jr en [[,n, G(Qp) induce una correspondencia entre coclases dobles (simples)
en G(Z[N%])Jr respecto de I'P*™@(NN) y coclases dobles (respectivamente, simples) en
[, G(Qp) respecto de [],n, poin K(p”Zp)H Esta correspondencia determina un

isomorfismo

MG TPP(N) ~ H([] @), [] K0"Z) = Q) Hpm
p|N1 p|N1 p|N1
p"||N p"||N

13.8i p | N1, pero p{ N, estamos tomando el compacto G(Z,).
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Entre un algebra de Hecke de un lado y un producto tensorial (finito) de algebras de
Hecke locales, del otro. Tomando limite, se ve que queda determinado un isomorfismo

1P (N) = H(G@QTF,TPP(N)) ~ X) ' Hpn = H(N) . (54)
p™||N

En particular, las acciones de HP2™(N) en formas paramodulares y de H (NN) en funciones
adélicas son compatibles en el siguiente sentido. Sea

tD _ tB

M = |:_tC tA

]_A(M)M—l (M = [é g} ).

Entonces, si K(p"Z,) MK (p"Z,) = ||, M;K(p"Z,) y T denota su funcién caracteristica,
(Tor)(h) = (T'F)[hli(i ) = ér r(h),

para toda h € G(R)™, donde T” denota la funcién caracteristica de la coclase de M’. Se
puede verificar que, con respecto a los operadores definidos en ,

Tyor = ¢, p yaque Tp¢p = ¢1,F
Observacién I1.2. Si pt N, entonces el dlgebra H, o (n = 0) es (isomorfa a) el dlgebra
de Hecke no ramificada H, := H(G(Qp), G(Zp)).
Involucién de Atkin-Lehner local Dado n > 0, definimos
1

.- " € G(Q) .
Uy, D (@Qp)

V2

p

Si p™ || N, introducimos el operador de Atkin-Lehner (en p), actuando en funciones
¢ : G(A) — C invariantes a derecha por el subgrupo Ky, via

Up n®(9) = d(9u,n) -

Esta definicién es compatible con (26)):
Upn OF = ¢up,nF .

Operadores de subida de nivel locales Para introducir los operadores de subida de nivel,
definimos matrices en G(Q,):
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Los operadores locales correspondientes estdan dados por:

p¢l9) = olgn,)

a b
1
Op $9) = > olal, 4 %]
[2 5] est@z,)/ro) I 1)
]
1
6, 6(9) = > olol, ~ , | %] =t obhoupndly) -
[ b]est@zy)/mo(m) I 1]

Aqui, To(p) = { [‘g Z] €SL(2,Zyp) : c€ pr}. Con estas definiciones,

Np OF = Gn, F »
Opor = G0, F Y
0,0r = do,F -

4.3 La representacién asociada a una forma paramodular

Sea, ahora, F' € S, (N ) una autoforma de Heckﬂ y sea ¢p la funcién asociada por .
Definimos VF como el espacio de generado por los trasladados de ¢p:

g~ 9r(gg1) (g1 € G(A)).

y llamamos 7 a la correspondiente representacién. La representacién mp se descompone
como suma directa de finitas representaciones automorfas cuspidales irreducibles. Si 7w es
una de dichas componentes irreducibles, entonces se factoriza como producto restringido
o , o . ..
= ®p Tp, donde cada 7, es una representacion irreducible admisible del grupo G(Q,).
Para p que no divide al nivel, 7, es esférica, es decir, admite un vector no nulo invariante
por el compacto maximal G(Z,), y, en consecuencia, su clase estd determinada por sus
pardametros de Satake (a su vez determinados por los autovalores de F' con respecto a
los operadores T, y Tj2).

5 Periodos de Bessel y su aplicacién a la conjetura de Bocherer

5.1 El modelo de Bessel asociado a una representacién

Un modelo de Bessel global para una representacién automorfa consiste en un espacio
de funciones adélicas. A continuacién describimos cémo se definen estos espacios.

b/2
disc(S) = b? — dac = —4det(S). En particular, d no es un cuadrado en Q. Si ¢ =

Sea S = [ y bé 2} € Matoyx2(Q) una matriz simétrica y anisotrépica y sea d =

14 En particular, asumimos que F pertenece al espacio de formas nuevas.

25



12 5,

con L := Q(v/d) via:

] , entonces (2£)? = d y Q(€) es una extensién cuadratica de Q que identificamos

d
x+y£»—>:z:—i—y\2[.

El subgrupo de GL2(Q) definido por

T5(Q) = {9 € GLa(Q) : '9Sg = det(g) 5}

coincide con el grupo Q(§)* y se identifica, entonces, con L*. Dada una Q-élgebra
R, definimos Ts(R) de manera andloga. Podemos incluir GL(2, R) en GSp(4, R) de la
siguiente manera:

g
— . ,
g [ tadJ(g)]
donde adj(g) = det(g) g~!. El subgrupo

N(R) = {n(X) = {[2 z] X =X¢€ MatZXZ(R)} :

es normalizado por Ts(R) y el producto H(R) := Tg(R)N(R) es un subgrupo de
GSp(4, R).

Por otro lado, elegimos un caracter aditivo no trival ¥ : Q\A — C* y definimos un
caracter de N(A) por

Os(n(X)) = U(TH(SX)) = vlaz+ty+es) (X= |7 Y]

Fijamos, también, un cardcter A : L*\J;, — C* y llamamos A ® g al cardcter de H(A)
definido por
(A® 0s)(tn) = A(t)Os(n) .

Implicitamente, estamos identificando Ts(Q) con L* y T's(A) con el grupo de ideles J.

Supongamos fijados datos (S, A, ¢) y (7, V), una representacién automorfa cuspidal
irreducible de G(A) cuyo cardcter central es trivial. Supongamos, ademds, que son
compatibles, en el sentido de que Ay = 1E

Definicién I1.3 (|36l § 2]). Decimos que la representacién 7 admite una funcional de
Bessel (de tipo (S, A, v)), sﬂ

HomH(VmCA®95) 7é 0.

Una funcional de Bessel de tipo (S, A,1) para la representacién 7 es un elemento no
nulo de Homp (Vr, Cagoy)-

15 En general, deberfa coincidir con el cardcter central de la representacién.
16 Pensamos 7 restringida a H(A) y el cardcter A ® fs como representacién unidimensional de H(A).
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Si B es una funcional de Bessel para m, definimos, para cada ¢ € V,, una funcién
By : G(A) — C por:
By(g) = B(n(g)¢) - (55)

De esta manera, se obtiene un modelo de 7 que consiste en funciones B : G(A) — C
con la propiedad de que
B(hg) = (A® 6s)(h) B(g) (56)

si h € H(A). El grupo G(A) actiia por traslaciones y se verifica que g - By = Br(g) -

Definicién I1.4 (|16, Def. 1.1]). Si ¢ € Vi, el periodo de Bessel (global) de tipo (S, A, )
de ¢ es el valorﬂ

; = -1 tn n)dndt .
Bty = [ @ [ 05 ot dn 657)

La expresién B(¢; A) definida en (57), verifica
B(m(h)¢; A) = (A® 0g)(h) B(¢; A) ,

para toda h € H(A). En particular, si definimos By(g) como en (55)), a partir de
B = B(—;A), explicitamente,

= -1 Hn n ndt .
Bolo) = [ aw [ 05 ) eing) dnat (58)

Los periodos de Bessel se recuperan evaluando estas funciones en g = 1. Llamamos
B(S, A, 1) al espacio de funciones

B(S,Av) = (By : ¢ € Vz) .

5.2 La demostracién de la conjetura de Bocherer para formas de Siegel

Las conjeturas globales de Gan-Gross-Prasad [17, §§ 24-26] relacionan la anulacién de
periodos de Bessel asociados a una representacion con la anulaciéon del valor central
de una serie L asociada. En el caso de GSp(4) g, la relacién se puede expresar de
la siguiente manera [9, Conjecture 1.9]. Una representacién local se dice genérica, si
admite un modelo de Whittaker [35, p. 34]. Denotamos por AZ(A~1) la representacién
automorfa de GL(2,A) que se obtiene por induccién automorfa a partir de A~! como
representacion de Jy,.

Conjetura IL.5 (Caso particular de GGP). Sea (7, Vi) una representacion automorfa
cuspidal de GSp(4,A) con cardcter central trivial y tal que las representaciones locales
T, son genéricas para casi todo p. Sean d € Q* no un cuadrado, L = Q(WVd) y A :
L*\J — C* un cardcter tal que Al = 1. Si existe una forma automorfa ¢ € V. tal
que B(¢; A) # 0, entonces L(m x AT(A~1),1/2) # 0.

17 La dependencia de los pardmetros S y ¢ se puede encontrar en [13]; alli se estudia el caso de los
periodos especiales, es decir, A = 1.
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En [27], Liu proporciona una versién refinada de las conjeturas; alli se enuncia una
formula precisa que relaciona valores centrales con periodos de Bessel.

Conjetura I1.6 ([27]). |E| Sim, dy A son como en la Conjetura Yod=Qydy € Vp,
entonces
[B(¢: NP _ Cr ¢o(2) Go(4) L(m x AZ(A™),1/2)
—_l = = Ju(oy) - 9
08 5 LeAdDLoeD @) (59)

d
En (59), xq = ) denota el simbolo de Kronecker, L(m, Ad, s) la funcién L adjunta

y ¢o la funcién ¢ completada. Ademds, S; es una constante igual a 2 o a 4, dependiendo
de cémo factorice L(m,s), y Cr > 0 es un constante de normalizacién que depende
de la eleccion de ciertas medidas. Localmente, elegimos medidas dn, en N(Q,) y dt,
en Ts(Q,) de manera que dn, sea la medida aditiva estandar y dt, dé volumen 1 a
Ts(Zy) = Ts(Qp) N G(Zyp) para casi todo p. Globalmente, dn y dt denotan las medidas
de Tamagawa correspondientes:

dn =[] dny y dt = Cp [ dt. .
v v

Por tltimo, los factores locales J,(¢,) se definen como

_ L(T‘-UaAdal) L(Xd,val)
Jutr) (0, (2) Co, (4) L(my x AZ(AGY),1/2)

A—l tv 9—1 " <7TU(t’UnU) ¢U7¢’U> d " dtv ’
/qu\Ts(Qv) o )/N«@v) s ) ) "

siempre y cuando la integral converja@

En la situacién de la Conjetura se cumple para casi todo lugar v, que J,(¢,) =1
[9, p. 256]. Cualitativamente, la relacién entre los periodos de Bessel B(¢;A) y el
valor central L(m x AZ(A~'),1/2) estd determinado por unos pocos valores especiales
(globales) y un producto de una cantidad finita de factores locales. El resultado, en un
caso particular, fue demostrado en [14].

(60)

Observacién IL.7. Si A =1 es el cardcter trivial en L*\J;, entonces
L(m x AZ(1),s) = L(m,s) L(m X x4, 8) -

Teorema II.8 ([14, Thm. 1]). Sean m y d como en la Conjetura [IL5 (y A = 1). Si,
ademds,

e 7 es temperada y T pertenece a la serie discreta y

'8 Ver también |9, Conjecture 1.12].
19 En general, se define J,(¢,) “por regularizacién” [27, p. 138], |9, § 2].
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o B(¢p;1) no es idénticamente cero en Vﬂﬂ

entonces, para ¢ = ®, ¢y € Vi,

1B(&; DI _ Cr ¢o(2) Go(4) L(7, 1/2) L7 X xa,1/2) HJ (60)

(61)

(¢,0) S L(m,Ad, 1) L(x4, 1)

Dada una forma cuspidal de Siegel F' € Si (Fg) y un discriminante fundamental,
hemos definimos la suma

R(F;D) = Y  a(F;S).
S/~
disc(S)=D

A través de la correspondencia entre formas cuadraticas de discriminante D y el grupo
de clases de ideales Cly, (L = Q(v/d)),

a(F;5) = a(F;c) ,

donde ¢ € Cly, es la clase correspondiente a la clase de S. Dado un caracter A : Clp, — C
definimos

R(F;A) = R(F;D,A\) Z A1 F:c) . (62)

Si pensamos en A como cardcter en L*\Jz, se puede demostrar [12, pp. 208, 209] que
B(¢p;A) = 2™ TS R(F;A) (63)

De esta manera, se completa la conexién entre la conjetura de Bocherer y GGP en su
versién refinada por Liu.

Observacién I1.9. Generalizando la Observacién [[I.7, si A = 1) es un cardcter de
género como en (40f), entonces

L(m x AZ(A™Y),s) = L(m x x1,8) L(T X X4, 5) -

Usando el Teorema m y los célculos de los periodos locales llevados a cabo en [9],
Furusawa y Morimoto logran demostrar la conjetura de Bocherer para formas de Siegel
que no son lifts. Este es el Teorema mencionado en

Teorema I1.10 ([14, Thm. 2]). Sea F' € Sy (Fg) una autoforma de Hecke de peso par y
sea D < 0 un discriminante fundamental. Si F' no es un lift de Saito-Kurokawa,

|R(F; D)|?
(F, F)

20 Es decir, si ¢ — B(¢;1) es una funcional de Bessel para 7.

(7, 1/2) L(mr X XD, 1/2)
L(mp,Ad, 1)

— 924y |pfit L (64)
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Observacion I1.11. Las hipdtesis del Teorema [I1.10| no presuponen que R(F'; D) # 0,
con lo cual, es imprescindible garantizar que

R(F;D) =0 implica L(np,1/2) L(mp X xp,1/2) = 0.

Esto también fue demostrado por Furusawa y Morimoto en [13, Thm. 5]. Alli, en reali-
dad, demuestran la equivalencia de ambas afirmaciones. Sin embargo, como mencionan
en su demostracién del Teorema la otra direccién no es parte esencial del argu-
mento; de hecho, se puede ver como una consecuencia del teorema.

A modo de referencia, transcribimos la demostracién de [14].

Demostracion. Eligiendo S adecuadamente@ R(F;D) = B(¢r;\), por . Como F
no es un lift, 7r es temperada. Por otro lado,

R(F;D) # 0 si y sélo si L(np,1/2) L(mp X xp,1/2) # 0. (65)

Si k es impar, L(7mp,1/2) = 0y, por , R(F;D) = 0 (también se puede ver de
la definicién de R(F'; D), sin apelar a la equivalencia). Si k es par y R(F;D) = 0,
entonces (ahora si), por , el producto de los valores centrales es cero y vale (64); si
R(F;D) # 0, entonces, ¢ — B(¢;A) es una funcional de Bessel para 7 y se verifican
las condiciones del Teorema Finalmente, por v los céalculos de los periodos
locales J,(¢y) (para v = p no arquimediano y para v = o0) realizados en [9], se verifica

[6). 0

El trabajo reciente [16] parece indicar que las restricciones impuestas en el Teo-
rema se puedan levantar. Especificamente, esto querrfa decir que el Teorema [[.4] es
cierto, incluso para formas de peso k = 2.

5.3 Aplicacién a la conjetura de Bocherer paramodular

Las ideas y los resultados que aparecen en la demostracién del Teorema [[I.10] parecen
poder acomodarse para enmarcar, también, la conjetura de Bocherer paramodular
. Como mencionamos en § llevando a cabo los cédlculos locales correspondientes
y teniendo en cuenta las restricciones propias del Teorema en [9] se demuestra la
conjetura de Bocherer para el grupo de Siegel de nivel libre de cuadrados; algo similar
parece ser posible en este caso.

Supongamos que F' € S (N ) es una autoforma de Hecke. Sean ¢ la funcién adélica
asociada y 7w la representacion automorfa generada por ¢p. Suponemos, ademas, que
7w es irreducible. Asumiendo que esta representacién estd en las condiciones de
para obtener una férmula explicita que relacione los promedios Ap(D) —definidos en
7, o bien B; (D), con valores centrales, deberfamos poder:

1
21 i D =0 (mod4), S = [% 1];siD51(mod4),S: { 1 f]' Asi, disc(S) = D y 25 es par.
2
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e relacionar Ap(D) con un periodo de Bessel (posiblemente, B(¢r;1)) y, més en
general, B p(D) con B(¢p;A), donde A : Cly, — C* es el cardcter de género (40)),

e determinar los valores de las constantes Cp y S; y los valores L(mp,Ad,1) y
L(xp,1), o, al menos, obtener informacién acerca de su anulacién o su signo,

e calcular los perfodos de Bessel locales J,(¢Fy).

Este iltimo punto involucra, por un lado, estudiar los periodos para v = p, un primo no
arquimedeano, y, por otro, el periodo Jo(¢F o). En cuanto a los J,(¢ry), independien-
temente de que estemos considerando el grupo paramodular, juegan un rol fundamental
la clasificacién de las representaciones locales de GSp(4) [35, 40].

Observacién I1.12. Si F' € S, (N ) " es una forma cuspidal en el espacio de formas
nuevas con respecto al grupo paramodular de nivel N > 1 libre de cuadrados y m = 7
es irreducible, entonces, por [35, Thm. 7.5.1],

e sipt N, m, admite, salvo multiplos, un tnico vector fijo por el compacto maximal

esip| N E mp admite, salvo multiplos, un tinico vector fijo por el compacto maximal
K(pZ,) y no admite vectores fijos por GSp(4,Z,).

De [35, Table A.13], se deduce que
e si pf N, entonces 7, es de tipo I, IIb, IIIb, IVd, Vd o VId,;
e sip| N, entonces m, es de tipo Ila, IVc, Vb/c o Vle.

Si asumimos, ademads, que 7, es genérica en p o que es temperada en p, entonces con-
cluimos, de 35 Table A.1], que

e si pf N, m, es una representacién de tipo I: es una representacién irreducible
definida por induccién parabdlica a partir de un caracter de la forma

a * %
ol c;a : — x1(a) x2(b) o(c) (a,b,ceQ; )
c/b

del subgrupo parabdlico de Borel de GSp(4,Q,);

e sip| N, m, es una representacién de tipo Ila: es una representacién (irreducible)
definida por induccién parabdlica a partir de un caracter de la forma

[A X {Zl} — x(det(4)St(A)o(\)  (A€GL2,Q,), Ae Q) )

del subgrupo parabdlico de Siegel.

22 Estamos asumiendo que divide exactamente.

31



En el primer caso, escribimos m = x1 X x2 X o; en el segundo, m = xSt x 0.

Observacién I1.13. Si la forma F no es un lift, se espera que la representacién (irre-
ducible) asociada, 7, satisfaga alguna de estas condiciones [9, pp. 258, 283].

En las tablas [35, Tables A.8, A.9] podemos encontrar los factores L correspondientes
a cada representacién expresados en términos de factores L asociados a los pardmetros
que inducen la representacion;

e si ™= X1 X X2 X 0 es una representacién de tipo I,
L(m,s) = L(xixzo,s) L(o,s) L(xi0,s) L(xa20, s) , (66)
e si m = xSt x o es de tipo Ila,
L(m,s) = L(x?0,s) L(o,s) L(v"/?x0, s) | (67)
donde v =| - |.

Si 7 es una representacion local, el nivel paramodular de 7 es el menor entero n > 0
tal que 7 posee un vector invariante por la accién de K(p"Z,); se denota por Ny. Si
F e S (N ), el nivel paramodular de 7 es j, donde p’ || N es la potencia del primo
p que divide exactamente a IN. El siguiente resultado relaciona los factores L con los
autovalores de los operadores de Hecke y de Atkin-Lehner para representaciones sobre
cuerpos locales no arquimedeanos. Lo enunciamos en el caso I = Q,. Para N = 0,1,
éstos son precisamente los factores definidos en , sipfN,yen , sip|N.

Teorema I1.14 (|35, Thm. 7.5.3]). Sea (7, Vi) una representacion genérica, irreducible
y admisible de GSp(4,Q,) con cardcter central trivial. Sea W € Vi una forma nueva
—es decir, un vector no nulo, invariante por K(pN"Zp)f que cumple

T,W =MW y TeW=XW.
e Si N =0,

L(W,s)_l =1- p_g/2 App %+ (p_2 Apz +1 +p_2) p — p_3/2 )\pp_?’s +pis

e 5t Nr =1y W es autovector para el operador de Atkin-Lehner, con autovalor €,
entonces

Lims) ™ =1 —p 320 +ep)p 4+ (02 N2+ 1) p 2 + gpp V2p73
e Si N > 2, entonces

L(m,s)™ ' =1 — p /2 App  + (pfz)\pz + 1) p .
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En |35, Tables A.12, A.14], encontramos la relacién entre los autovalores de los
operadores de Hecke y de Atkin-Lehner con los caracteres que inducen la representacion.
Para simplificar, suponemos que F' = Q,, que 7 es de tipo I o Ila y que los caracteres
son no ramificados. Entonces,

e sim=x1 X x2 X o esde tipo I,
ep =1,

A =02 0(p) (1+x1(p) + x2(p) + x1(0) x2(p)) ¥
A2 = 12 (x1(p) + x2(®) + x1(p) "t + x2(p) tH1-p7?),

e si m = xSt X o es de tipo Ila,

ep = —(xo)(p) ,
A =02 (o(p)+op)™) + (p+1) (xo)(p) ¥
Az = p*% (x(p) + x(0)71) -
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Parte Il
Calculo de algunas integrales locales

6 Introduccidn

Para comodidad al momento de hacer las cuentas en las §§ [7] y [8] preferimos usar otra
realizacién del grupo simpléctico. Dado que esto hace que las definiciones sean un poco
distintas, empezamos fijando la notacién redefiniendo algunos objetos, definiendo otros
v haciendo algunas observaciones.

6.1 El grupo

Sea GL(4) el grupo de matrices invertibles de tamafio 4 x 4 y sea J el elemento:

Escribimos G para denotar el grupo algebraico GSp(4), que, en un anillo conmutativo
R, definimos como:

G(R) = GSp(4,R) = {ge GL(4,R) : ¢J ' = A\g) J, A(g) eRX} .

Identificamos el grupo de matrices invertibles GL(2, R) con un subgrupo de G(R) via:

o |7 ] (0

donde ¢’ = [, ]g[; ']y adj(g) = det(g) g~ ! es lamatriz adjunta de g. Sea N el subgrupo
de G dado por:

z
y : :L" y’ z E U )

—
=8 <

1

donde U es un grupo abeliano.

6.2 El cuerpo base

Sea F' un cuerpo local no arquimedeano de caracteristica 0, o su anillo de enteros y p su
ideal maximal. Fijamos un uniformizador = € p y escribimos ¢ := |o/p| para denotar el
cardinal del cuerpo residual. Si x € F, v(x) y |z| indican, respectivamente, la valuacién
y el valor absoluto normalizado de z. Fijamos también, de ahora en ma&s, un caracter
aditivo no trivial de F' con conductor o, .
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6.3 La extensién cuadratica

Dados a,b,c € F, sea d = b*> — 4ac y sea K la extensién de grado 2

K_{FW), sidg (F*)
| FxF, side(F*)?.

La extensiéon K/F puede escindir o no, dependiendo de si d es 0 no un cuadrado en
F*. En el caso de que no escinda, K/F es una extensiéon de cuerpos —la cual puede
ser ramificada o no ramificada— y denotamos su anillo de enteros por ox y elegimos un
uniformizador mg. Si K/F escinde, definimos 7 = (7,1). En ambos casos, la F-algebra
K se realiza como una subdlgebra de Matyyo(F) y, de esta manera, K* se puede ver
como un subgrupo de G(F').

6.4 El toro

Para ver esto, sea

<[5 7

y sea A = Ag el subconjunto de Matay2(F') conformado por aquellas matrices g tales que
tgS = Sadj(g). Dado que a, b y ¢ no son todos cero, A es una subélgebra de dimensién
2 cuyos elementos son de la forma

g = [u+vb/2 ve ] .

—va u — vb

Sea \/cm una raiz cuadrada de d/4 en alguna clausura algebraica de F. Si d no es un
cuadrado en F*, definimos A := \/ﬂ; en otro caso, si d es un cuadrado en F', definimos
A= ( — \/ﬂ, \/ﬂ) La aplicaciéon g — x + yA, define un isomorfismo de F-dlgebras
entre A y K. Denotamos por T' = Ty el grupo de unidades de A. El isomorfismo A ~ K
induce un isomorfismo T' ~ K *. Més en general, definimos, para cada F-algebra R,

As(R) = {g € Matoxs(R) : '9Sg = det(g)s}

y el grupo de elementos invertibles Ts(R) := GL(2, R) N Ag(R). Incluimos T's dentro de

G via .

Observacion II1.1. El subgrupo N de G es normalizado por Ts. Definimos un caracter
0s de N(F) por:

wf| 1] v o (s ) o

y notamos que Og(tnt~!) = fg(n), para toda t € T y todan € N.
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Fijamos una matriz simétrica S, d := b*> — 4ac y K la correspondiente F-dlgebra.
Denotamos x g,/ el cardcter cuadrdtico asociado a la extension:

—1, si K/F es una extensién de cuerpos no ramificada,
Xr/F(m™) = 40, si K/F es una extension de cuerpos ramificada,
1, si K/F escinde.

Escribiremos T'y A en lugar de Ts y Ag, respectivamente. El hecho de que K escinda
o no se ve reflejado en que lo mismo ocurra con el toro T, el cual consiste, o bien en los
elementos no nulos del cuerpo K, o bien es isomorfo a F'* x F'*. Por ultimo, elegimos
un caricter A de K* tal que A|px = 1.

Observacién II1.2. Dado A y § = 05 como arriba, la aplicacién tn — A(t)0(n) define un
caracter del subgrupo de Bessel TN de G, que denotamos A®#. Dada una representacion
admisible irreducible (p,V) de G(F'), un modelo de Bessel para p es, si existe, una
realizacién de V' como subrepresentaciéon del espacio de todas las funciones localmente
constantes f : G(F') — C que verifican la regla de transformacion siguiente:

fltng) = At)0(n) f(g) ,

para toda g € G(F), t € T(F) y n € N(F). Este modelo depende del caracter A ® 6
0, equivalentemente, de A y de la matriz simétrica S. Para hacer cdlculos explicitos, es
necesario un modelo concreto. Diremos que se satisfacen las hipotesis estcindaresﬁ si
se cumple lo siguiente:

e sid¢ (F*)2, entonces a,b,c € 0y, mas aun, ¢ € 0*;

o sidec (F*)? entoncesa=c=0yb=1;

e en ambos casos, d genera el discriminante de K sobre F'.
Eventualmente, asumiremos que se satisfacen estas hipotesis.

Dado que T estd definido “sobre 0”, tiene sentido la nocién de o-punto de 7.

si K = F(\d) ,

OX

0><
6.5 La integral

Sean dn y dt medidas de Haar en N y en T, respectivamente. Dada una funcién continua
a valores complejos @ : G(F') — C y un elemento t € T, definimos la integral

TP (@,1) = /N - d(nt) Og(n) L dn | (70)

28 “the standard set of assumptions” |30} § 2].
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para cada entero k. Asumimos que ¢ es tal que estas integrales se estabilizan con k
tendiendo a oo y definimos Jy(®,t) como su limite. Si suponemos, ademds, que P es
Z(F)-invariante, se define

Jo(®,A) = /FX\T Jo(®,t) A(t) 1 dt (71)

siempre que la integral converja.

Deseamos calcular la integral bajo ciertas condiciones sobre ® y sobre el modelo
(A, 8). Para poder hacer esto, escribimos el cociente F*\T como una unién disjunta de
coclases.

Observacién IIL.3. El grupo F'* se descompone como una unién disjunta de la sigu-
iente manera: F* =| | ., 7™0*. Similarmente, cuando K es un cuerpo,

K* = |_| TR 0K .
meZ

Si K/F es no ramificada, 7 € moy odemos elegir g = m; si K/F es ramificada

9 K Y p g ) )
entonces Tx & m0 - Pero 7@{ € moy. Cuando K/F escinde, tenemos una descomposicién
anéloga:

K* = |_| (7™, 7") (07 x 0*) .

m,nez

Notamos que, puesto que en este caso habiamos definido g = (m,1),
(ﬂ_mﬂ_‘_n) = " (ﬂ_mfn’l) c FXW?(L—n (OX % 0><) .

Sea tx € T un elemento correspondiente a Tk € K a través del isomorfismo de §[6.4]
Entonces,

0*\T'(o) , si K/F es no ramificada,
FX\T(F) = ¢ 0*\T(0) U 0*\tgT(0) , si K/F es ramificada, (72)
Lnez 0"\t (0) , si K/F escinde.

Proposicion II1.4. Siempre que la integral converja y ® sea invariante a derecha
por T(0), su valor estard determinado por

Jo(®, 1
Jo(®,A) = S Jo(®,1) + A(mr) ™t Jo(D,tr)
>omez M) ™™ Jo(®, 1)

~— ~—

normalizando la medida de Haar dt de manera que vol(0™\T(0)) = 1.
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Nos interesa calcular Jo(®,A) en el siguiente caso: (p, V') es una representacion de
G(F), @ que admite un vector paramodular, es decir, existe ¢ € V fijo por el subgrupo
paramodular de nivel p, K(p), y ® estd dada por

0= £

con g en un modelo escindido.

Observacién II1.5. Asumiendo que se satisfacen las hipdtesis estandares, la invarianza
a derecha de ® por T'(0) estd garantizada, si ® es invariante por el subgrupo

(73)

de G(F). Notamos que este subgrupo no esta contenido en el subgrupo paramodular de
nivel p™, si n > 1. Por lo tanto, invarianza por K(p™) no implica, a priori, invarianza
por T'(0). De todas maneras, en el caso escindido, T'(0) es un subgrupo de las matrices
diagonales en G(0), que si estd contenido en los subgrupos paramodulares. Asi, en el
caso, escindido, ser invariante por la accién de K(p™) es suficiente para ser invariante
por la accién de T'(o).

7 Un conjunto de representantes

Deseamos calcular la siguiente integralFE]

m

T ™y oz
m 1 "
Wad = [ e T vy drayaz @)
RTNAS)
1

0, al menos, dar una descripcién de J(() )(<I>, %) que involucre finitos términos. ..
Para poder hacer esto, buscaremos, para cada elemento

7rm

™y z
1 7"x gy
7w ’

1

B($7 y7 Z’ ﬂ‘m) =

un representante apropriado con respecto a “I-equivalencia”’, es decir, una matriz que
difiera de B(z,y, z, ") por multiplicacién a izquierda y a derecha por elementos del

24 unitaria, admisible y con caracter central trivial

25 Recordamos que, asumiendo que se satisfacen las hipétesis estdndares, a =c=0y b= 1.
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subgrupo de Iwahori

I =G(o)n

- T o
o o Q9
o O O o

0
0
b
p

=1

p

de matrices triangulares superiores modulo p. Dado que, en iltima instancia, nos in-
teresan los grupos paramodulares, K(p™), revisaremos la lista de representantes para
determinar cémo cambia, si (sélo) estd permitido multiplicar por elementos de K(p™).

El conjunto de representantes con respecto a I estd relacionado con el grupo de
Weyl de G(F'). Las dos matrices siguientes generan el grupo de Weyl y aparecerdn mas
adelante en la descomposicion de :

1 1

La lista que se encuentra mds abajo, muestra, para cada B(z,y,z,7™), una matriz I-
equivalente, la cual depende de la relacién entre m y las valuaciones v(z), v(y), v(2) y
v(y? — z2). Para simplificar la notacién definimos D := y? — 2z y

¢
b

4
a

Notamos que, dependiendo de m, algunos casos pueden resultar ser vacios; algunos
otros simplemente no ocurren, de manera que los correspondientes elementos del grupo

de Weyl no aparecen en la descripcién de @
e v(y) >0
— v(z) > min{—m, 0} y v(z) > min{0, m}
(7™, 1, ™)
— v(z) > min{—-m, 0} y v(z) < min{0, m}
(z,1,7™) (s18281)
— v(z) < min{—m, 0} y v(z) > min{0, m}

<7rm, ﬂmxv 7rm> 52

26 Esto es una consecuencia del modelo.
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— v(z) < min{—m,0} y v(z) < min{0, m}
(z, 7™z, ™) (s5159)>
e u(y) <0

— v(z) < {-m, 0} +v(y)
x v(D/z) > min{0, m}
(7™, e, ™) so

* v(D/x) < min{0,m}
<%,7rmx,7rm> (5152)2

= v(z) <{0,m} +v(y)
x v(D/z) > min{—m, 0}
(z,1,7™) (s15251)

* v(D/z) < min{—m, 0}
(2,52, 7™) (s152)°

— () > v(y) y v(z) = v(y)
* v(x) > min{0,v(D) —

m+1} y v(2) > min{0, v(D) +m + 1}
<7Tmy7§77fm> (s25152)
« v(x) > min{0,v(D) — m + 1} y v(2) < min{0,v(D) +m + 1}
<%v%vﬂm> (s251)
« v(x) < min{0,v(D) — m + 1} y v(2) > min{0,v(D) +m + 1}
<wmy, %,wﬂ (5152)
« v(x) < min{0,v(D) — m + 1} y v(2) < min{0,v(D) +m + 1}

—v(z) >v(y) yv(z) >v(y)+m
x v(z) >0ywv(z) >m

<7_‘_my’ Y, 7Tm> (5231 52)

x v(D) < min{v(z) + m,v(z)}

<7Tmy, §> 7Tm> (525152)
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% v(z) <0y v(D) > min{v(z) + m,v(z)}
(7", =2, 7 (s152)
s v(z) <m y v(D) > min{v(z) + m, v(z)}
<7Tmy7 WY:yvﬂm> (s152)

= () > v(y) —my v(z) = v(y)
x v(x) > —mywv(z) >0

(m"y,y, ™) (s2s152)
* v(D) < min{v(x),v(z) — m}
<”TZD7@/,7TT"> (s25152)
¢ v(x) < —m y o(D) > min{v(x),v(z) — m}
(L,y,7™) (s251)
* v(z) <0y o(D)>min{v(x),v(z) —m}
<§,y,7fm> (s251)

— () > v(y) —my v(z) = v(y) +m
« v(z) > min{—m,v(D) + 1} y v(z) > min{0,v(D) + 1}

<”2D,y,7rm> (s25152)
% v(x) > min{—m,v(D) + 1} y v(2) < min{0,v(D) + 1}

<¥7 W;"yD’,]rm> (3132>

* v(x) < min{—m,v(D)+ 1} y v(2) > min{0,v(D) + 1}
<%7 Y, 7Tm> (3231)
% v(x) < min{—m,v(D)+ 1} y v(2) < min{—m,v(D) + 1}
mpD
<%7 ﬂ-zy 77Tm> S1
Observacion III.6. En la lista de representantes, podemos reemplazar x, y y z por
cualquier elemento de F' que tenga igual valuacién, multiplicando por una matriz diago-
nal apropiada (u,v,w), u,v,w € 0*. Si v(xz) # 2v(y), podemos también reemplazar D

por cualquier otro elemento de valuacién v(D). Si, en cambio, v(xz) = 2v(y), entonces
v(D) no es independiente de z, y y z.
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8 La integral local

8.1 Simplificacién de JI¥ (@, ¢m)

Teniendo a disposicién un conjunto de representantes, procedemos como en la demostracién
de 9, Proposition 2.8]. Teniendo en cuenta la lista de § (7} definimos:

up := min{—m,0} , wvo:=0 y wy := min{0,m} .

Para enteros u < ug, v < vy y w < wp, definimos los conjuntos:

™o, siu = ug, , ™o, siv =1y,
II, = ] II, = ]
™ o* | siu < ug, m™oe*, siv<wv y

w 3 —
- 0o, stw = wp,
w T .

Toe* ) siw < wy,

y constantes:
Cu = vol(Il,) , Ch:=vol(Il)) y CI = vol(IT") .

Por ltimo, definimos
I(u,v,w) = / / / <I>(B(:L‘,y, z,wm)) Y(y)dr dydz . (75)
zell, Jyelll, Jzell?

Si k > 0 es suficientemente grande, entonces

JP@ ) = Y I(u,v,w) . (76)

u,v,w>—k

Aunque u, v y w no son exactamente v(z), v(y) y v(z), teniendo en cuenta la Obser-

vacién [[I1.6] separaremos enu+w#2vyu+w=2v. Sean xz € I, y € 11} y
zelIll.

Lema II1.7. Siv < —2, entonces I(u,v,w) = 0.
Demostracion. Si u+ w # 2v, entonces, mirando la lista en §
@(B(xjy,z,ﬂm)) = (I>(<7T>‘,7T“,1> TmO') )
donde 7 = <7T°‘,7rf8,777> con «, 3,v € {0,1} y
o€ {1, Sy, 515251, (5152)%, 51, 5152, 5251, 828182} .

Las matrices 7 y o y los valores de \ y de u dependen solamente de u, v y de w. Asi,
en este caso,

I(u,v,w) = (I>(<7T)\,7T‘u, 1> ™) C,C, C’,Z/ Y(y) dy . (77)
y€ll},
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Dado que estamos asumiendo que el conductor del caracter v es o,

vol(o) , siv =0,
/ P = ¢ —vol(o), siv=-1, (78)
yells 0, siv<—2.

Pasamos, ahora, al caso u +w = 2v. Dado A € 0%,

@(B(x,y,z,ﬂm)) = @((1,1,/\> B(x,y,z,m™) <1,1,)\71>)
= @(B()fla:,/\*ly,/\*lz,ﬂm)) '

Haciendo el cambio de variables (z,vy, z) — (Az, Ay, A\z) en , llegamos a

I(u,v,w) = / / / <I>(B(:1c,y, z, 7rm)) Y(\y)drdydz .
zell, Jyelt, Jzeln,

Eligiendo A = 1+ pu, ¢ € 0, e integrando ambos lados con respecto a p, intercambiando
integrales y recordando que 1 es aditivo, conseguimos I (u, v, w) vol(0) del lado izquierdo

/ / / ®(B(x,y,2,7™)) ¢(y) ( Y(mpy) du) dx dy dz
x€ll, Jyell, Jzelly, JUS

del lado derecho. La integral interior es cero, si y sélo si v < —2, y, en consecuencia,
I(u,v,w) = 0, en esos casos. O

Lema III1.8. Para cada m € Z, si u < ug y w < wyp, entonces
I(u,0,w) = ®(h)Cvol(0)?,

donde h y C estdn dados como en la Tabla[]]

‘u:uo,w:wo U= ug,w < W u < Ug, W = Wy u < ug,w < Wy
h (7™ 1, ™) (@, 1, 7™ (s18281) (m™, MU am) so (7, U ) (5189)3
C g oo (g—1Dg ot (¢g—1)g ot (g—1)2g w2

Tabla 1: Coeficientes en el caso v = vg =0

Demostracion. Mirar la lista en § Dado que v = 0, v(y) > 0. Usar la invarianza de
®, la férmula

o g " vol(o) , siu=up,
Y e (g —1)vol(o) , siu<ug,

y las férmulas andlogas para C} y para C!/. Cada uno de los cuatro casos corresponde
a una de las entradas de la tabla. O
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Con respecto a I(u, —1,w), hay una distincién dependiendo del signo del pardmetro
m.

Lema I1I1.9. Para cada m € Z, u < ug y w < wy,
I, —1,w) = (k) C (~vol(0)?) ,

donde h y C estdn dados como en las Tablas[3q y[3, con la excepcion del caso m =0 y
u=w=-1. Sim=0,

I(~1,-1,-1) = ((q—1)<1>(<1,7f1,1> 52)

+ (P =3q+2)0((xx 1 1) (5152)2)) (—vol(0)3) .

u=up, w < wy—2 u<ug—1,w=wp u<ug—1,w<wy—1
h (m, 1, 7™ (s15281) (M pm gy gg (@, e Ty (5159)2
C (q _ 1) q—uo—w—l (q _ 1) q—wo—u—l (q _ 1)2 q_u_w_g
U = Up, W = W U = ug, W =wg — 1

<1,7T_1,7Tm> (s251) m >0
(e 1, a™) (s1s2) m <0

C qfuofwg (q _ 1) qfuofwfl

ho| (7711, 7™) (sas182)

Tabla 2: Coeficientes en el caso v = —1, m # 0

Demostracion. El argumento es analogo al del Lema Exceptuando el caso en que
m =0y (u,w) = (—1,—1), el representante h estd determinado por los valores de u
y de w, mirando la lista en § [7] La constante C' estd determinada por los volimenes

u=0,w< -2 u< =2, w=0 u<—1, w< -1 (noambos —1)
h <7Tw,1,1> (818281) <1,7Tu,1> 59 <7['w,7'('u,1> (8182)2
(g—1g ! (=g ! (¢g—1)2g w2
u=0,w=0 u=0 w=-1 u=—1,w=0
h <7T71,7T71, 1> (828182) <7T71,7T71, 1> (828182) <7T71,7T71, 1> (8182)2
1 qg—1 q—1
Tabla 3: Coeficientes en el caso v = —1, m = 0, excepto u = w = —1
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correspondientes C,, y C//. Con respecto al caso restante, si m = 0,

1 Yy z
_ 1 =z y
I(-1,-1,-1) = /U(:E)U(y) ) 1 Y(y)dzdydz .
=v(z)=—1 1
El representante matricial depende del valor de v(D), que es al menos —2. Siv(D) = —2,

entonces B(x,y, z,1) es equivalente a
<7r_1,7r_1,1> (s189)%,
pero, si v(D) > —1, entonces es equivalente a
(1,771, 1) 59 .

De esta manera, I(—1,—1,—1) es igual a

<I>< <1,7r—17 1) 32> /U(D)>_1 Y(y) de dy dz

+ <I><<7r_1,7r_1, 1> (8182)2) / ) Y(y) dx dy dz ,

v(D)=—
donde cada integral estd restringida al conjunto v(z) = v(y) = v(z) = —1. Ahora,
12 3
/U(g,q,();v(yi U(y) da dy dz = (g — 12 (~vol(o)?)

y v(D) > —1, si y sélo si zz — y? € o, lo que implica

/ $(y) da dy d= = vol(o) / bly) dy dz
v(D) v(y)=v(z)=-1

>-1

— vol(0)2 (g — 1) / W(y) dy = (g —1) (~vol(0)?)

v(y)=-1

y, por lo tanto,
[ ) dedyds = (6 = 30+2) (wllo)’)
v(D)=-2

demostrando la expresién para I(—1,—1,—1). O

Juntando los Lemas [[TL.7], [[TL.§] y [[T1.9] obtenemos el siguiente resultado, donde es-
tamos asumiendo que vol(o) = 1.
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Proposicion IT1.10. Para k > 0 suficientemente grande, la integral Jék)(q), ) es igual
a una suma finita. Sim > 0,

J(@,tR) = " @ ({7 1,7™)) + (g — 1) gm S((x7 17" sis081)
— qm§>(<7rm*1,1,7rm> 323132) — (¢ — 1)qm<I>(<1,7r*1,7rm> 3231) ;

stm <0,

JO(@, 1) = e ({7, 1,7™)) + (g - 1) g " O((7 7 1,7 sises)
- q_mCI)( <7rm_1, 1,7rm> 828182) —(¢g—-1) q_m<I>(<7rm_1, 1,7rm> 8182) ;

st m =0, entonces

Jék)(@),l) = ®(1) + (¢— 1)<I>(<7r_1,1,1> 818281) - q<I>(<7r_1,7r_1,1> 828182) )
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