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Resumen

Esta tesis se enmarca en el estudio del rango lineal de un grupo, es decir, en el
estudio de los posibles encajes del mismo en grupos de matrices y grupos de Lie. En
particular, se analizan los posibles encajes del grupo I' = (M), con M una 3-variedad
hiperbolica compacta, en los grupos PSLy(R) y PSLy(R) x PSLy(R). Se prueba que toda
representacion inyectiva de I' en PSLy(R) tiene imagen densa, y que en el caso de existir
un encaje discreto en PSLy(R) x PSLy(R) las proyecciones en cada factor son densas,
dando lugar a un subgrupo irreducible. Estos resultados se vinculan con conjeturas sobre
la estructura de subgrupos discretos irreducibles en grupos semisimples, en particular,
mostramos que tal encaje seria un contraejemplo a una conjetura que dice que todo
subgrupo irreducible de un grupo de Lie semisimple es necesariamente un lattice. En
una segunda parte, se estudia la posibilidad de construir contraejemplos a tal conjetura
basédndonos en las dindmicas de tipo ping-pong, mostrando que ciertos enfoques basados
en aritmética y valores absolutos no-arquimedianos por un lado y representaciones de
grupos de Lie reales por otro no producen nuevos ejemplos.

Abstract

This thesis focuses on the study of the linear rank of a group, that is, the study of
its possible embeddings into matrix groups and Lie groups. In particular, it analyzes the
possible embeddings of the group I' = (M), for M a compact hyperbolic 3-manifold,
into the groups PSLy(R) and PSLy(R) x PSLy(R). It is proven that every injective repre-
sentation of I" in PSLy(R) has a dense image, and that in the case of a discrete embedding
in PSLy(R) x PSLy(RR), the projections onto each factor are dense, resulting in an irredu-
cible subgroup. These results are linked to conjectures about the structure of irreducible
discrete subgroups in semisimple groups. In particular, we show that such a fit would be a
counterexample to an conjecture stating that every irreducible subgroup of a semisimple
Lie group is necessarily a lattice. In a second part, we explore the possibility of construc-
ting counterexamples to this conjecture using ping-pong dynamics, showing that certain
approaches based on arithmetic and non-Archimedean absolute values, on the one hand,
and representations of real Lie groups on the other, do not produce new examples.
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Capitulo 1

Introduccion

Diversos problemas en distintas areas de la matematica pasan por entender la es-
tructura e invariantes de ciertos grupos. En particular, en el estudio de superficies vy,
més en general, de variedades, una primera etapa fundamental consiste en comprender
su topologia y en especial su grupo fundamental. Gracias a la teoria de cubrimientos,
cuando una variedad estd provista de una métrica adecuada, su grupo fundamental se
identifica con un subgrupo discreto del grupo de isometrias de su cubrimiento universal.
En muchos casos, dichos grupos de isometrias poseen ademas una estructura diferenciable
compatible, de modo que forman grupos de Lie y el grupo fundamental de la variedad se
realiza entonces como un subgrupo discreto de un grupo de Lie, muchas veces un grupo
de matrices.

Este hecho motiva el estudio de los grupos lineales, es decir, aquellos que admiten una
representacion fiel como subgrupos de grupos de matrices. Estos grupos constituyen una
clase de especial interés, ya que su estructura algebraica impone fuertes restricciones.
Resultados clasicos como el Lema de Selberg o la alternativa de Tits muestran que la
linealidad proporciona herramientas para analizar un grupo y, al mismo tiempo, permite
detectar obstrucciones a la existencia de representaciones fieles. Més atin, mediante la
accion de grupos lineales sobre espacios geométricos naturales, como los espacios simé-
tricos asociados a grupos de Lie, es posible traducir problemas algebraicos en términos
geométricos y dindmicos.

Un ejemplo de esta interacciéon entre geometria y teoria de grupos es el caso del grupo
fundamental de una 3-variedad hiperbolica compacta M. En efecto, el grupo I' := (M)
se realiza como un subgrupo discreto y cocompacto de PSLy(C) ~ SOq(3,1), que se
identifica con el grupo de isometrias que preservan la orientacién del espacio hiperboélico
H?3. A la hora de estudiar posibles representaciones de I' en otros grupos de Lie, una posible
primera etapa consiste en considerar los grupos PSLy(R) y PSLy(R) x PSLo(R). La razon
principal de considerar estos grupos es por su vinculo con la geometria hiperbdlica, ya
que PSLy(R) se identifica con el grupo de isometrias que preservan la orientacion de H?, y
sus subgrupos discretos corresponden a grupos fundamentales de superficies u 6rbifolds.
Desde el punto de vista estructural, estos grupos constituyen ejemplos fundamentales de
grupos de Lie de rango real uno y dos, respectivamente.

La primer parte de nuestro trabajo se centra en esto, de manera que consideraremos
I' = m (M) para M una 3-variedad hiperbolica compacta (las cuales siempre seran sin
borde) y analizaremos la naturaleza de sus posibles encajes en los grupos PSLy(R) y
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PSLy(R) x PSLy(R).

Valiéndonos por un lado de técnicas de la teoria geométrica de grupos, que nos permite
argumentar que I" no es isomorfo a un subgrupo discreto de PSLy(RR), y por otro lado de
la teoria de grupos de Lie, que nos permite clasificar los subgrupos cerrados de PSLy(R),
logramos probar el siguiente resultado.

Proposicion (Proposicion [1.2). Sea I' = m; (M) donde M es una 3-variedad hiperbolica
compacta. Supongamos que existe ¢: [' < PSLy(R) morfismo inyectivo. Entonces ¢(T")
es denso en PSLy(R).

Es posible construir ejemplos de variedades M que admitan un tal encaje, a partir
de argumentos que involucran la aritmética del cuerpo generado por las trazas de las
matrices en un tal I'. En este punto podemos preguntarnos si existe alguna 3-variedad
hiperbodlica compacta M que no admita tal encaje, lo cual parece ser un problema abierto.

Posteriormente, gracias a la estructura algebraica de I' pudimos mostrar que en caso
de existir un encaje en PSLy(R) x PSLy(R), el mismo debera tener proyecciones inyectivas
en cada factor PSLy(R). Combinando esto y el anterior resultado se obtiene el siguiente
enunciado.

Teorema (Teorema |4.11)). Sea I" = 71 (M) donde M es una 3-variedad hiperbolica com-
pacta y sea p: I' — PSLy(R) x PSLy(R) un morfismo inyectivo de imagen discreta.
Entonces p(I') es un subgrupo irreducible, es decir, de proyecciones densas e inyectivas.

Notamos que solamente pudimos determinar la naturaleza de un tal encaje, restando
entender si siquiera es posible para 3-variedades M especificas. Los ejemplos conocidos de
encajes fieles en PSLy(R) estan vinculados a la existencia de lugares reales para el cuerpo
de trazas de la variedad (ver [22]) y s6lo sabemos construir tales encajes para variedades
no aritméticasﬂ Estos argumentos que conocemos para garantizar la existencia de dichos
encajes dependen esencialmente de esta no-aritmeticidad. Esto sugiere que podria ser
interesante considerar la clase de las 3-variedades hiperbodlicas aritméticas como posibles
candidatas a no admitir tales encajes, aunque este problema permanece abierto.

Los subgrupos discretos irreducibles de grupos de Lie semisimples (con al menos dos
factores simples), como PSLy(R) x PSLy(R), han sido objeto de extenso estudio y for-
mulacion de conjeturas. En particular mencionamos el siguiente enunciado (ver [8] donde
aparece como el Problema 3.5) que es un enunciado mas fuerte que la pregunta atribuida

a Benoist sobre la existencia de grupos libres y grupos de superficie discretos irreducibles
en PSLy(R) x PSLy(R).

Conjetura (Conjetura. Sea GG un grupo de Lie semisimple de centro finito, sin factores
compactos, con al menos dos factores simples. Entonces todo subgrupo I' < G discreto
irreducible es un lattice.

A partir de comparar la estructura conocida de los lattices de PSLy(R) x PSLy(R)
con la de 71 (M), pudimos determinar el siguiente vinculo con nuestro anterior resultado.

Teorema (Corolario 4.14). Sea I" = m; (M) para M una 3-variedad hiperbolica compac-
ta. Supongamos que existe p: I' — PSLy(R) x PSLy(R) morfismo inyectivo de imagen
discreta. Entonces p(T') serfa un contraejemplo a la Conjetura [1]

I Agradecemos a Alan Reid por enviarnos ejemplos explicitos encontrados con SnapPy realizando
cirugias de Dehn explicitas en algunos nudos en S3.



Maés atin, ciertos subgrupos de superficie y subgrupos libres de I' también serian
subgrupos irreducibles de PSLy(R) x PSLy(R) a través del encaje p. La existencia de
un tal ejemplo ha sido intensamente estudiado. Mencionamos el vinculo con la Pregunta
1.1 en [I7], donde ademaés se establece el vinculo de la existencia de un encaje como el
de Teorema y la ergodicidad de la accion en S* x S* de subgrupos irreducibles de

El hecho de que I' presente una mayor estructura, da la idea de que esto se deberia
traducir en mas restricciones para la existencia de un tal encaje discreto, sin embargo
este camino sigue inconcluso y queda abierto para trabajos futuros.

Por otro lado, podemos intentar construir un contraejemplo explicito a la conjetura
anterior. Esto constituye la segunda parte de nuestro trabajo.

Para esto, fijamos un ejemplo conocido de un subgrupo irreducible de PSLy(R) X
PSLy(R) e intentamos encontrar en el un subgrupo libre que contintie siendo irreducible.
Concretamente, nos basamos en las dinamicas de “ping-pong” para matrices proximales,
las cuales garantizan que ciertos grupos son libres. Para esto, dado un cuerpo K y fijado
un valor absoluto en el mismo, considerando la acciéon de matrices en GL,,(K) en las rectas
de K" podremos definir que dos matrices estén en posicion ping-pong, lo cual implicara
que (a menos de tomar potencias) las mismas generan un grupo libre. Estas ideas surgen
de la prueba de la alternativa de Tits, en la cual esto es una herramienta clave.

En primer lugar, buscamos entender la posibilidad de, dado un grupo de cuaterniones
(ver definicion en el Capitulo ) en SLa(R)" x SLy(C)® (o0 més en general un subgrupo
aritmético), encontrar un valor absoluto en el cuerpo K generado por los coeficientes de
las matrices en este grupo, distinto del usual, que nos permita encontrar dos matrices
en posicién ping-pong. Vimos que esto no es posible, dado que la posiciéon ping-pong
depende de que las matrices involucradas tengan valores propios con norma distinta de 1
para este valor absoluto. De aqui obtenemos el siguiente enunciado.

Teorema (Teorema [5.19). Dados 7,5 € N, sea I' < SLy(R)" x SL2(C)* un subgrupo de
cuaterniones. Sea K el cuerpo de niimeros generado por los coeficientes de las matrices en
I'. Entonces, al identificar a I" como un subgrupo de SLg,;2,(K) de manera natural, dado
A valor propio de una matriz de T y | - |, valor absoluto no arquimediano en el cuerpo
K[A], tenemos que |A], = 1.

Otra posible estrategia para construir un contraejemplo a la conjetura, consiste en
dado un subgrupo aritmético I' de SLy(IR) x SLy(R), encontrar un morfismo p: I' — GL(V)
para cierto espacio vectorial real V. Gracias al Teorema de Superrigidez de Margulis
aplicado a este grupo, esto es equivalente a encontrar un morfismo de grupos de Lie de
SLy(R) x SLo(R) en GL(V'). A partir de lograr determinar que podemos restringir nuestra
atencion a las representaciones irreducibles, para posteriormente analizar la clasificacion
de las mismas, obtuvimos el siguiente resultado.

Teorema (Teorema [5.41). Sea G = SLy(R) x SLy(R) y p: G — GL(V) una represen-
tacion. Consideremos g1 = (z1,¥1) ¥ g2 = (Z2,%2) tales que x1, 22 no estan en posicion
ping-pong en SLy(R) v y1, y2 tampoco. Entonces p(g1) y p(g2) no estan en posicion ping-

pong.

Posteriormente, analizamos dos posibles estrategias més. En primer lugar, la posibili-
dad de considerar una combinacién de las dos anteriores ideas: explicitamente, considerar
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un morfismo de grupos de Lie p: SLy(R) x SLy(R) — GL(V) y posteriormente analizar
los posibles valores absolutos en el cuerpo generado por los coeficientes de p(I'). Nota-
mos que esto tampoco produce nuevos grupos libres. En segundo lugar, considerar las
dindmicas de "ping-pong” en espacios de banderas, las cuales requieren una condicion
menos restrictiva que la proximalidad de las matrices involucradas. Nuevamente, esto no
produce nuevos ejemplos gracias al encaje de Plucker, el cual establece que dadas dos
matrices en posicion ping-pong para su dindmica en un espacio de banderas, produce un
morfismo en el que la imagen de las mismas admite una dindmica de ping-pong proximal,
contradiciendo el teorema anterior.

De esta manera, probamos que las técnicas basadas en estas ideas no permiten encon-
trar contraejemplos a la Conjetura

Estructura del documento

En el Capitulo [2] se exponen los objetos y ciertos resultados independientes en los que
se apoya todo el analisis posterior.

En el Capitulo |3 se mencionan ciertas clases de grupos que motivan el estudio de los
grupos lineales y resultados sobre la estructura de éstos tltimos. Ademas se dan ejemplos
de grupos no lineales, basandonos en el Lema de Selberg y la alternativa de Tits

En el Capitulo [4] se aborda la pregunta sobre los encajes del grupo fundamental de
una 3-variedad hiperbolica compacta en los grupos PSLy(R) y PSLy(R) x PSLy(R) v se
establece su vinculo con conjeturas en el area.

En el Capitulo |p|estudiamos el conocido "ping-pong proximal” para un par de matrices
y analizamos posibles adaptaciones de este concepto para construir un contra ejemplo a
la conjetura mencionada en el capitulo 4.

El Apéndice |A| expone una prueba autocontenida, basada en las notas de Benoist [4],
de la Alternativa de Tits. Se opt6é por hacer una exposicion mas detallada de la misma,
apuntando a un publico no-especialista, que ademés permite observar las técnicas que
inspiran en gran medida el contenido del Capitulo [5}

El Apéndice [B] recorre brevemente la teoria de pesos de una representacion de un
grupo de Lie, la cual nos permite asegurar que cierta lista de representaciones del grupo
SLy(R) x SLo(R) recorre en su totalidad a las posibles representaciones irreducibles del
mismo.

El Apéndice [C] no es més que el célculo explicito de ciertos normalizadores de sub-
grupos de SLy(R) necesarios para el trabajo, que optamos por exponer aparte para una
més facil comprension de ciertos resultados.



Capitulo 2

Preliminares

Estos preliminares exploraran los objetos y técnicas necesarias para el estudio que se
realizara en los capitulos 4| y [5. En primer lugar, introduciremos los cuerpos de ntime-
ros y como éstos dan lugar a una familia de valores absolutos que dotan a los mismos
de distintas métricas, que posteriormente nos servira para estudiar grupos de matrices
cuyas entradas viven en estos cuerpos de nimeros (Nos basamos en [15], [16], [11]). Pos-
teriormente, introduciremos los grupos de matrices centrales para este trabajo, SLy(R) y
SL,(C), entendiendo en una primera instancia su estructura diferenciable y como ésta nos
permite entender y clasificar a sus subgrupos cerrados (Nos basamos en [20]). Luego estu-
diaremos sus subgrupos discretos a partir de su identificacién como grupos de isometrias
de ciertos espacios métricos especiales, con lo que diversas técnicas de la teoria geométrica
de grupos les otorgaran invariantes geométricos intrinsecos a estos grupos (Nos basamos

en [18],[27],[7],[2]).

2.1. Cuerpos de nameros y valores absolutos

El objetivo de esta seccién es probar el Lema y posteriormente la Observacion
[2.18], los cuales cuales son partes clave en la prueba del Teorema [5.19}

Un cuerpo de numeros K C C es una extension de dimension finita sobre Q, es decir,
un subcuerpo de C de dimensién finita al ser visto como un Q-espacio vectorial. En
particular, es una extension algebraica: todo elemento de K es raiz de un polinomio no
nulo de coeficientes racionales. En este contexto se define Ok el anillo de enteros de K
como el anillo de todos los enteros algebraicos en K, es decir, los elementos de K que
son raices de algin polinomio monico con coeficientes en Z. Se puede probar (ver por
ejemplo [I5] Theorem 5, chapter 1]) que Ok es finitamente generado como Z-moédulo y
tiene una base de cardinal [K : Q]. Dado un cuerpo de nimeros K con anillo de enteros
Ok, llamamos unidad del anillo de enteros a un 0 # X\ € Ok tal que A\™! € Ok y dan
lugar al grupo Uk.

Ejemplo 2.1. Estos conceptos extienden el concepto de unidad y entero usuales en Q.
Basta recordar el criterio de Gauss para raices racionales que dice que si un racional
A = B es raiz de un polinomio de coeficientes enteros a,x" + - -+ + a1z + ag entonces p
divide a ag y ¢ divide a a,, de manera que si el polinomio es moénico es ¢ = 1 y resulta
x € Z. Ademas, las unidades de Z son solamente 1 y —1.



Observacion 2.2. Dado un morfismo de cuerpos o: K — L, tenemos que o(Ok) C OL.
Basta notar que si A € K es raiz de a,z" + - -+ + a12 + a¢ con a; € Z, entonces o(\) es
raiz del polinomio o(a,)x™ + -+ + o(a1)z + o(ap) el cual nuevamente es de coeficientes
enteros pues todo morfismo de cuerpos es la identidad al identificar las copias de Z en
cada cuerpo.

Lema 2.3. Dado a € K, podemos escribir o = == para x € Og y m € Z.

Demostracion. Sea o € K, como la extension K D Q es algebraica podemos considerar
p € Q[z] polinomio moénico con p(a) = 0. Luego, tomando m € Z el comin denominador
de los coeficientes de p, tenemos que el polinomio dado por ¢(z) = mdeg(p)p(%) es nueva-
mente monico y ahora de coeficientes enteros, ademéas ¢(m ) = 0 con lo que m«a es un

entero algebraico y es ma € Ok. Por lo tanto la igualdad o = ™2 es la expresion que
buscabamos. O]
Definicién 2.4. Dado un cuerpo K, un valor absoluto es un mapa |-|: K — R=2° tal que

2| =0 <= =0,
« |zy| = |zlly| para todos 7,y € K, y
v |z +y| < |z|+ |y| para todos z,y € K.

Vamos ahora a describir una familia de ejemplos de valores absolutos central para
este trabajo. Observamos que en particular, el Lema nos dice que podemos pensar a
K como el cuerpo de fracciones de su anillo de enteros. Recordamos que un ideal a en un
anillo A se dice primo si dados z,y € A con xy € a entonces x € a 0o y € a y que ademés
dados dos ideales a, b, se define su producto como

ab = {Zaibi:ai < ﬂ,bi < b}

donde la suma es en finitos términos.

Dado un ideal primo P C Ok y un ntimero real ¢ > 1 podemos definir el valor absoluto
P-ddico | - |p. Para eso procedemos como sigue: dado = € Ok distinto de cero definimos
|z|p = ¢4 donde ordp(z) € Z es el mayor entero k tal que z € P* (por convencién es
P = Ok y observamos que P¥*1 C P*, ver debajo la definicién de producto de ideales),
para cero definimos |0|p = 0. Notamos que esto es equivalente a considerar el mayor
entero k tal que Ok - x C P*. Luego, como K es el cuerpo de fracciones de Og y | - |p es
multiplicativa en el anillo de enteros (para esta propiedad es necesario considerar ideales
primos, ver el Corolario debajo) podemos extenderla a K como |z/y|p = |z|p/|y|p.
Distintas elecciones de ¢ dan lugar a valores absolutos equivalentes, donde dos valores
absolutos |- |1 ¥ |- |2 se dicen equivalentes si existe un real positivo r tal que |-, = (| |2)",
de manera que esta eleccion particular sera ignorada.

Observacion 2.5. Dado A € Ok, es equivalente que A sea una unidad del anillo a que
su ideal generado Ok - A coincida con Ok, que claramente es equivalente a que el orden
de A sea cero para todo ideal primo P C Ok.
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Ejemplo 2.6. Notamos que en el caso K = Q, es Ox = Z y todo ideal primo es de la
forma P = pZ = {pn : n € Z} para p un niimero primo. Observamos que (pZ)* = p*Z. De
esta manera, la construccién anterior no es mas que la usual de valores absolutos p-addicos
para p nimero primo, dado que la condicién x € P* es equivalente a que p* divida a z
con lo que su valor absoluto p-adico es ¢™* (es usual en estos casos tomar ¢ = p).

Los anteriores ejemplos se conocen como valores absolutos no-arquimedianos, pues
cumplen una version mas fuerte de la desigualdad triangular. Concretamente

|z + y| < max{|z|, |y|}

Los valores absolutos que no son no-arquimedianos se conocen como arquimedianos.
Por otro lado, podemos construir una familia de valores absolutos arquimedianos en
un cuerpo de nimeros K a partir de sus encajes complejos. Sea o: K — C un tal encaje,
definimos |z|, = |0x|s donde | - | es el valor absoluto usual en los complejos.
Recordamos que un polinomio f € K[z] es irreducible si no se descompone como
producto de dos polinomios no constantes en Kz].

Observacion 2.7. Consideremos un cuerpo de ntimeros de la forma K = Q(«) donde «
es un namero algebraico de grado n, es decir, tal que su polinomio irreducible sobre QQ
es de grado n. Si notamos por ay,--- ,«, las raices de este polinomio en C, es facil ver
que todo posible encaje o: K — C esta dado por o(a) = «; para algin i € {1,--- ,n} y
extender linealmente a K.

Sorprendentemente, estos ejemplos constituyen una lista completa de los valores ab-
solutos posibles en este contexto, como se ve a continuacion.

Proposicion 2.8. |22, Theorem 0.6.6] Sea K un cuerpo de ntimeros. Entonces:

» Todo valor absoluto no-arquimediano |- |, es equivalente a un valor absoluto P-adico
| - |p, donde P es un ideal primo de Ok.

» Todo valor absoluto arquimediano es equivalente a uno de la forma |- |, donde o es
un encaje de K en C.

Lo anterior nos permite enunciar el siguiente lema clave y posterior teorema clasico:

Lema 2.9. Sea A en un cuerpo de nimeros K. Entonces |A\|p = 1 para todo valor absoluto
no-arquimediano en el cuerpo si y solo si A € Uk.

Para probar este lema es necesario entender mejor la aritmética de los ideales primos
en Ok y su rol a la hora de descomponer ideales del anillo, lo que recupera una estructura
similar a la conocida para los niimeros naturales y los niimeros primos.

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [I5] Seccién 1 como los Teoremas
7,10 y 9 respectivamente. Decimos que un ideal es no trivial cuando no es ni Ok ni {0}.

Teorema 2.10. Todo ideal de Ok no trivial se puede escribir de manera tnica (a menos
de orden) como un producto de ideales primos.

Proposicion 2.11. Sean ¢ C a ideales no triviales, entonces existe un ideal b tal que
ab =c.
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Proposicion 2.12. Sea ¢ # {0}. Si para a, b ideales no triviales se cumple que ac = bc
entonces a = b.

Un célculo elemental (que mimetiza al conocido para los niimeros naturales) nos per-
mite deducir el siguiente resultado (muchas veces encontrado como la definicion de orden
de un entero segtin un ideal primo).

Corolario 2.13. Sea z € Ok tal que = & Uk. Entonces el ideal generado por x es no
trivial y podemos escribir

k
dp, (2)
OK X = H 7);) i
i=1
donde Py, ---, P, son ideales primos y son exactamente los ideales primos tales que
ordp(z) > 0.

Demostracion del Lemal2.9. Por la Proposicion podemos asumir que los valores ab-
solutos no-arquimedianos son de la forma | - |p para P ideal primo de los enteros del
cuerpo.

Para el reciproco, dado A € Uk notamos que X\ € Og y Ok - A = Ok de manera que
dado P ideal primo es ordp(A) =0y |[Ap =" =1.

Veamos el directo. Dado A € K tal que |[A|p = 1 para todo ideal primo P del anillo de
enteros Og. Gracias al Lema podemos escribir A = x/m para x € Og y m € Z. De
esta manera es |z|p = |m|p y en particular ordp(z) = ordp(m) para todo ideal primo P.

Supongamos ahora que x € Ug vy m ¢ Ug. A partir del Corolario [2.13] anterior y de
que ordp(x) = ordp(m) para todo ideal primo P observamos que es

Ox -z = [[ P = [[P"""™ = Ok -m

Se deduce que x = um para u € Ug. Para esto basta con notar que como m € O - x,
existe b € Ok tal que m = bz, de la misma manera existe u € Ok con z = um, luego
ub=1yu'=0b€ Og yu € Ux de manera que \ = z/m = u € Ux.

Para concluir, si alguno de los 0 m esta en Uk, tenemos que el otro también gracias
a la Observacion y el corolario , de manera que A = x/m € Ux.

m

Teorema 2.14. Sea A en un cuerpo de nimeros K. Entonces |A| = 1 para todo valor
absoluto en el cuerpo si y solo si A es raiz de la unidad.

Para esta prueba necesitamos el concepto de una extension de Galois y de cuerpo
de descomposicion de un polinomio. Dada una extension de cuerpos F D K, podemos
considerar el grupo de automorfismos de cuerpo de F que fijan K elemento a elemento:

Galg(F) = {0 € Aut(F) : §(z) = 2 Vo € K}

El anterior se conoce como el grupo de Galois de la extension. Este grupo acttia en los
polinomios con coeficientes en el cuerpo de la manera usual: dado p € K[z] de la forma
Yo paixty o € Galg(F) es o(p) = >, o(a;)x’. Decimos que la extension es de Galois
si ademés

Fixp(Galg(F)) ={z € F: 0(z) = V0 € Galk(F)}
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es exactamente K, por ejemplo K = Q(ﬂ) Dado f € K[z] de grado positivo, decimos
que una extension F D K es un cuerpo de descomposicion de f si en Flz] el polinomio f
se descompone como

f(@) = uo(z —wr) -~ (2 — up)

conu; EFyF=K(up, -, uy,).

Un polinomio f € Klz] es separable si es irreducible y ademés en algin cuerpo de
descomposicion de f todas sus raices son simples. Notamos que al considerar K un cuerpo
de nimeros, todo polinomio irreducible es separable pues el cuerpo es en particular de
caracteristica cero (ver [16] pagina 261).

Podemos ahora enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.15. [16, Theorem 3.11]
Sea ' D K una extension de cuerpos. Entonces es equivalente:

» La extension es algebraica y de Galois.

= [ es el cuerpo de descomposicion sobre K de un conjunto de polinomios separables
de K[x].

Demostracion del Teorema[2.14 Para el reciproco simplemente notamos que si A" = 1
para un n natural entonces 1 = |\"| = |A|", de lo cual deducimos que |A\| = 1.

Para el directo, a partir del Lema anterior sabemos que A € Uk, veamos el rol de los
valores absolutos arquimedianos. Si llamamos p al polinomio irreducible de A sobre Q y
A1 = A,..., A\, a sus raices (conjugados de Galois), a partir de la Observacion y la
Proposicion [2.8la hipotesis se traduce en que || = --- = |\,| = 1 para el valor absoluto
usual de C.

Sea F = Q(\q, ..., A,) el cuerpo de descomposicion de p. Tenemos que es una extension
de Galois de Q de manera que los tnicos elementos fijos por el grupo de automorfismos
de F son los racionales. Tenemos que o € Aut(F) actta en F[z] permutando los A;, de
manera que por la Observacion todos los A; son enteros algebraicos, ademas como es
p(z) = 7, (z — \;) deducimos que o(p) = p. Con esto, los coeficientes de p son fijados
por el grupo de Galois de la extension, de manera que son racionales. Por otro lado, son
enteros algebraicos pues son una expresion algebraica en los \;. Como ya vimos en el
ejemplo [2.1], esto nos permite deducir que los coeficientes de p son enteros.

Si ahora definimos py(z) = I, (x — AF), los mismos argumentos prueban que los
coeficientes de pj son enteros. Para concluir, si llamamos af al coeficiente de grado i
de pg, notamos que por ser |AF| = |\|¥ = 1¥ = 1 al expandir la expresion de p;, como
producto es |a¥| < (7) (independiente de k). De esta manera, en la lista de los pj, solo
aparecen finitos polinomios, entonces las raices de los p; son un conjunto finito formado
precisamente por las potencias de los ;. Deducimos que A; es raiz de la unidad para todo
i. O

La siguiente herramienta seréd clave para notar que ciertos elementos son enteros al-
gebraicos.

Proposicion 2.16. [I5, Theorem 3, chapter 1] Dado p un polinomio de coeficientes
enteros algebraicos, toda raiz de p es también entero algebraico.
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Con esto estamos en condiciones de enunciar lo siguiente.

Proposicion 2.17. Sea K un cuerpo de ntumeros y o € Og. Consideramos \ tal que
A2 —a )X+ 1= 0. Entonces, para cualquier valor absoluto no-arquimediano | - |, en K[)]
es |Al, = 1.

Demostracion. A partir de la Proposicién tenemos que A es un entero algebraico.
Por otro lado, notamos que A(a— ) = 1 de manera que X es invertible con A\™' = a— )\ y
su inverso también es un entero algebraico en este cuerpo. Concluimos que es una unidad
y a partir del Lema [2.9| tenemos el resultado. O

Una primer aplicaciéon de lo anterior que lo vincula con el resto del trabajo es la
siguiente.

Observacion 2.18. Dado A valor propio de una matriz A € SL4(Z), observamos que es
un entero algebraico. Como A~! es valor propio de A=' € SL4(Z) también es un entero
algebraico. Deducimos que dado un cuerpo de niimeros K tal que A € K, A\ es una unidad
en este cuerpo, de manera que para todo valor absoluto P-adico | - |. que construyamos
es |Al« = 1. Un argumento idéntico vale para matrices en SL;(Oxk) para K cuerpo de
numeros, gracias a la Proposicion [2.16]

2.2. SLs(R) como grupo de Lie

El objetivo de esta seccion es entender la estructura diferenciable de este grupo. En
particular, entender los subgrupos a un parametro y los subgrupos cerrados de PSLy(R),
notando que un subgrupo cerrado propio de este grupo es un grupo de Lie, para luego cla-
sificarlos y notar que, ademaés, es soluble, lo cual seré central para el anélisis en secciones
posteriores.

Nos basamos en el capitulo introductorio de [20].

2.2.1. Algebra de Lie y mapa exponencial de grupos lineales

Notamos por GL,(R) al grupo general lineal, que consiste de las matrices invertibles
n xn de entradas reales, con el producto dado por el producto de matrices. Al identificarlo
como un subconjunto de R™, este espacio obtiene una topologia; ademéas, notamos que
este grupo es un abierto del espacio euclideo, pues es el subconjunto donde la funcion
polinomial det es distinta de cero. Notamos que el producto y la inversiéon son funciones
continuas para esta topologia, pues estan dadas por polinomios en las entradas de las
matrices y division por la funcion det. De esta manera, tenemos que GL,(R) es un grupo
topologico.

Nos referiremos a un subgrupo cerrado de GL,,(R) como un grupo lineal cerrado. Todo
grupo cerrado hereda una topologia como subespacio de GL,(R), lo que lo convierte en
un grupo topologico.
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Ejemplo 2.19. A continuacién ejemplos de grupos lineales cerrados:

SL,(R) = {z € GL,(R) : det(z) = 1}
SO, (R) = {z € GL,(R) : 22" = Id y det(z) =1}

A:{[L'GSLQ(R)[L':

P = AN = {z € SLy(R

(
N = {z € SLy(R :((1) i)}
(

o
Q
|
h
~_
—

Los primeros dos son el grupo especial lineal y el grupo ortogonal, los siguientes tres
seran los grupos que mas nos interesa entender. Todos estos ejemplos son subgrupos
cerrados, pues se pueden ver como definidos a partir de ecuaciones polinomiales en las
entradas de las matrices.

El estudio de estos grupos se basa en dos herramientas clave y su interlocucion: el
algebra de Lie de un tal grupo y el mapa exponencial. Dado G < GL,(R) grupo lineal
cerrado, podemos considerar las curvas suaves v: R — G, es decir, curvas C* en GL,(R)
tal que su imagen estd contenida en G. Nos interesaremos particularmente en las que
ademas cumplen que 7(0) = Id. De esta manera, podemos definir el siguiente objeto,

g:={7/(0) : v es una curva suave en G y v(0) = Id}.

Notamos que, en el caso de que el grupo G fuese una variedad diferenciable a priori,
esto no es mas que su tangente en la identidad. Un hecho central, que se deduce a partir
de herramientas posteriores (nuevamente, ver [20]) es que g es no trivial siempre que el
grupo G no sea discreto. Este conjunto consiste de matrices del mismo tamano que el
grupo subyacente, pero que no necesariamente son invertibles ni forman un grupo con el
producto matricial.

A partir de técnicas elementales de célculo de derivadas (ver [20][Introduction|) po-
demos ver que g goza de cierta estructura. En primer lugar, podemos notar que es un
espacio vectorial real y que es cerrado bajo el mapa dado por el corchete de Lie dado por

(X,Y]=XY -YX.
Este corchete cumple dos propiedades clave:
» [X, X] =0 para todo X € g (equivalentemente [X,Y] = —[Y, X]).
= Se cumple la identidad de Jacobi:

[X,Y], 2] + [V, 2. X] + [[Z,X],Y] = 0

Un espacio vectorial munido de una operacion [+, -] lineal en cada variable que cumple con
las dos propiedades anteriores se conoce como un dglgebra de Lie.

En este punto, se vuelve clave buscar alguna férmula que nos permita entender el
vinculo entre la diferenciacién de curvas y el mapa det para determinar las algebras de
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Lie de los grupos que mencionamos anteriormente. Tenemos lo siguiente: si v es una
curva suave de matrices tal que v(0) = Id, entonces vale (ver ecuacion 0.10 y la posterior
prueba en [20])

det(v(#))'(0) = tr(+/(0))

A partir de esto, es inmediato notar que para el grupo G = SL,(R), su algebra de Lie
g cumple que g C sl,(R), donde lo segundo es el espacio de matrices de traza nula (pues
la funcion determinante es constante en el grupo subyacente). Para ver la igualdad, es
necesario definir la exponencial de matrices.

Nuestro objetivo ahora es construir un mapa en la direcciéon inversa, de g a G. Para
esto, mimetizando la formula de la exponencial usual, dada A € GL,(R) definimos

[e.e] 1 .
exp(A) = Z mA :
n=0

Notamos que trivialmente es g(exp A)g~! = exp gAg—".

Tenemos la siguiente proposicion,

Proposicion 2.20. |20, Proposition 0.11] Dada A matriz n x n real (o compleja), exp A
estd dada por una serie convergente (entrada a entrada). Mas atn, vale:

expXexpY =exp(X +Y)si X eY conmutan.

= exp X es invertible para toda X.

El mapa t — exp(tX) es una curva suave en GL,(R) que es Id en t = 0.

(exptX) = X exp(tX).

det(exp X) = exptr(X).

El mapa X +— exp X es un mapa C* de M,,(R) en si mismo.

A partir de lo anterior, es inmediato notar que dado X € sl,(R), la curva dada por
t — €% es una curva suave en SL,(R) tal que es la identidad en ¢ = 0 y su derivada es
X en t =0, de manera que X esta en el algebra de Lie de SL, (R). Esto y lo comentado
anteriormente muestran que el algebra de Lie de SL,(R) es s, (R).

Para el caso de un grupo lineal cerrado G, el mismo fendémeno sucede y tenemos la
siguiente caracterizacion de su éalgebra de Lie. Notemos gl,,(R) al espacio de matrices
reales n x n usual.

Proposicion 2.21. (|20]|Proposition 0.14]) Si G es un grupo lineal cerrado y X esta en
su algebra de Lie g, entonces exp(X) pertenece a G. De esta manera,

g={X e€gl,(R):exp(tX) € G Vt € R}.

Ejemplo 2.22. A partir de la igualdad det(exp X) = exp tr(X) y la proposicién anterior
tenemos que el algebra de Lie un subgrupo cerrado de SL,,(R) esté incluida en el 4lgebra
de Lie s[,(R) de las matrices de traza nula.
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2.2.2. Subgrupos lineales cerrados como grupos de Lie

Se denomina grupo de Lie, a un grupo topolégico GG con la estructura extra de que su
topologia es la de un espacio métrico separable y ademas es una variedad diferenciable
de manera compatible a su topologia en cuanto a que los mapas definidos a partir de la
multiplicacion y la inversion son diferenciables. Para esto se entiende a la multiplicacion
del grupo como un mapa de G X GG en GG y se toma en G X GG la estructura de variedad
producto, donde las cartas son los productos de cartas de G. Un primer fascinante re-
sultado que se puede probar a partir de la maquinaria anterior es el siguiente, que nos
permite saber exactamente la dimensiéon de las dlgebras que tenemos que entender.

Teorema 2.23. |20, Theorem 0.15] Si G es un grupo lineal cerrado no discreto, entonces
G con la topologia relativa es un grupo de Lie de dimension positiva.

Mas atin, la dimension de su algebra de Lie g coincide con la dimensiéon de G. Ademas,
existen entornos abiertos U de 0 en g y V de Id en G tal que exp: U — V es un
homeomorfismo y (V,exp~!) es una carta compatible.

Ademas, de este teorema se deduce el siguiente corolario, donde G denota la compo-
nente conexa de la identidad en G.

Corolario 2.24. ([20][Corollary 0.20]) Si G es un grupo lineal cerrado y g su algebra de
Lie, entonces exp(g) genera la componente conexa de la identidad Gy.

Notamos, que en el caso de un grupo conexo (como los vistos en ejemplos anteriores),
el corolario anterior se traduce en que nuestro grupo es exactamente el grupo generado
por la imagen de la exponencial restricta a su algebra de Lie. De esta manera, si por
ejemplo el algebra de Lie consiste en matrices diagonales, el grupo también, lo mismo
para matrices triangulares superiores e inferiores.

Ademas, en el entorno V' del enunciado anterior, es cierto que todo elemento forma
parte de un subgrupo a un parametro (en particular abeliano). Simplemente, notamos que
dado g € V C G, existe X € U C g con exp X = g, de manera que la curva t — exptX
cumple que contiene a g y es un subgrupo a un parametro.

En vista de lo anterior, enunciamos dos resultados que seran de utilidad.

Lema 2.25. La componente conexa de la identidad Gy de un grupo de Lie G es normal
en G.

Demostracion. La conjugaciéon por un elemento g € G es un homeomorfismo, de manera
7

que lleva componentes conexas en componentes conexas. Como ademas fijan al elemento

1d € Gy, deducimos que dejan invariante a Gy y tenemos el resultado. n

Dados dos grupos I' C GG, notamos Ng(I') al normalizador en G de T, es decir
NeT)={g€G:gygt el VyeTl}.
Corolario 2.26. Sean H C G un subgrupo cerrado de un grupo de Lie. Entonces
H C N¢g(Hy).
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2.2.3. Subgrupos cerrados de SLy(R)

El objetivo de esta secciéon es mostrar el siguiente resultado:

Lema 2.27. Sea G un subgrupo cerrado de SLy(R) no discreto, distinto de SLg(R).
Entonces G es soluble.

La utilidad principal para este trabajo reside en que un grupo libre no es soluble,
y los subgrupos de un grupo soluble son también solubles. Luego si un subgrupo libre
de SLy(R) no es discreto, su clausura es un subgrupo de Lie del grupo ambiente que no
puede ser soluble.

Resumimos lo anterior en el siguiente resultado:

Corolario 2.28. Sea I' < SLy(R) subgrupo libre (o solamente no soluble). Entonces I’
es discreto o denso en SLy(R)

Nuestro argumento para el Lema consiste en mirar las posibles dlgebras de Lie
de estos grupos y notar que dan lugar o bien a grupos conjugados al grupo P de matrices
triangulares superiores, el cual es soluble, o bien a grupos abelianos como componente
conexa de la clausura de I'. Luego analizaremos el normalizador de tal componente conexa
(el cual contiene a la clausura de I') para concluir la prueba del Lema.

Digresiéon sobre grupos solubles.

Dado un grupo G, podemos considerar su serie derivada:

G=GO >S5 H...5gmn ...

donde GV = [G® GD] y [A, B] es el subgrupo generado por los conmutadores [a, b] =
aba'b~! paraa € A, b € B.

Decimos entonces que G es soluble si existe n tal que G™ = {Id}.

Notamos que para un grupo abeliano el primer término en su serie derivada es trivial,
de manera que es soluble. Un ejemplo de grupo soluble no abeliano es el grupo P del
ejemplo 2.19 Ademés, la imagen por un homomorfismo de un grupo soluble es soluble,
en particular, dado H C G subgrupo soluble, sus conjugados por cualquier elemento del
grupo ambiente son solubles. Mencionamos ademas que claramente un subgrupo de un
grupo soluble es soluble.

Ejemplo 2.29. » Sea B,, el grupo de matrices triangulares superiores en GL,(K)
para K cualquier cuerpo es soluble, entonces B,, es soluble. Un célculo directo nos
permite ver que si A, B € B, (AB);; = A;B; de manera que [A, B]; = 1, entonces
si U es el subgrupo de matrices triangulares superiores con 1 en la diagonal tenemos
que [B,, B,] = U. Al considerar los subgrupos

Uk:{uEUiuijIOSij—i<]€}

tenemos que
U=U>Uy>--->U,={Id}
y ademés
[Uk, Ui] C Ugy
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lo que muestra que U es soluble y por lo tanto B,, también.

En particular, cualquier grupo formado por matrices triangulares superiores es so-
luble, por ser un subgrupo de este.

» El grupo de rotaciones SO(2) en SLy(R) es soluble, mas aun es abeliano.

a 0 0 -—a
{ (O a‘1>’<a_1 O) GERX}
Para ver esto, consideramos los grupos

a 0 0 —a x
{5 25 ) e

donde un célculo directo muestra que

= El grupo

es soluble.

{(g 0) aeRx}.

[H,H|=A, H®=[HY HY] =4, A] = {1d},
y H es soluble.
Observacion 2.30. Dado n > 2, F), el grupo libre de rango n, no es soluble.

Demostracion. Como F), es no abeliano, tenemos que [F,, F,] es no trivial. Ademas,
tampoco es abeliano pues tomando dos elementos a, b del generador es inmediato observar
que [a,b] y [a,b*] no conmutan. Con esto, a partir del teorema de Nielsen—Schreier (ver
seccion 2.2.4 de [26]) que dice que todo subgrupo de un grupo libre es libre o ciclico,
deducimos que [F,, F},] es nuevamente un grupo libre (ahora de rango infinito). Iterando
este razonamiento, tenemos que la serie derivada de F}, nunca se estabiliza en el grupo
trivial. O]

Comentamos algo que seré de utilidad en secciones posteriores.

Observacion 2.31. Dado un grupo P soluble, su imagen por cualquier morfismo de
grupos es soluble. En particular no contiene un grupo libre no abeliano.

Demostracion del Lema [2.27]

Fijemos G subgrupo cerrado, no-discreto de SLy(R) y g su algebra de Lie. Notamos
que 0 < dimg < 3.
Dividiremos nuestro anélisis en dos casos.

dimg =1

Comenzamos notando que un elemento X € g C sly(R) es de uno de tres tipos,
diferenciados por el signo de det X. Para ver esto, notamos que el polinomio caracteristico
de X esta dado por px(\) = A2 + det X, de manera que distinguimos 3 casos:
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= Caso eliptico: det X > 0 de manera que X tiene valores propios complejos y es
. —b
conjugada a (2 0 ) :
= Caso hiperbolico: det X < 0 de manera que X es diagonalizable y por lo tanto

i q a 0
conjugada a 0 —a)

» Caso parabolico (nilpotente): det X = 0, de manera que X es nilpotente pues su

polinomio caracteristico es X? y es conjugada a (8 8) :

Por el Teorema [2.23] y el Corolario tenemos que la dimensiéon de G es 1y
Gy = (expg). La clasificacién anterior nos permite asegurar entonces que a menos de
conjugacion G consiste entonces de uno de tres grupos: el grupo de matrices ortogonales
SO(2), el grupo A de matrices diagonales o el grupo U de matrices unipotentes triangula-
res superiores. Gracias al Corolario [2.26], tenemos que entonces G esta en el normalizador
de uno de estos tres grupos, los cuales calculamos en el Apéndice [C]y son exactamente
los vistos en el Ejemplo 2.29] los cuales son todos solubles, de manera que G es soluble
por ser un subgrupo de los mismos.

dimg =2

Veamos que g no puede ser un algebra abeliana. Sean X, Y una base de g. La condicién
[X,Y] = 0 nos permite ver que X e Y son del mismo tipo y ambas simultdneamente
conjugadas a una de las 3 formas explicitas anteriores. Con esto deducimos que existe un
real a tal que X = oY, de manera que deduciriamos dim g = 1, absurdo.

Dicho lo anterior, tenemos que dada {X,Y} una base de g, la subalgebra [g, g] esta
generada por [X,Y] # 0 de manera que es de dimension 1. Luego renombrando podemos
considerar un X en [g, g] v completarlo a una base {X,Y} de manera que a menos de re
escalar el segundo elemento es [X, Y] = X (esta idea es clasica y se pude ver por ejemplo

en [12][Theorem 3.1]).
ot )

Si notamos
bz —cy 2ay — 2bx
2cx —2az  cy — bz

tenemos que
)= (
De manera que [X,Y] = X se traduce en el sistema

bz —cy=a
2ay — 2bx = b

2cx — 2az =c

A partir de asumir alguno de los a, b, ¢ distinto de cero (o considerar el tipo de X y tomar
su forma explicita en cierta base), en los tres casos deducimos det(X) = —a? — bec = 0,
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de manera que existe una matriz h € SLy(R) tal que

N AN
hXh _(Oc’_OO

Donde ¢ = 0 se deduce por la invarianza de la traza.
Por ultimo, renombrando X,Y a hXh™' y hYh™!, tenemos que [X,Y] = X se traduce

en
0 b bz —2bx
(0 O>_X_[X’Y]_<O —bz)

de donde resulta z =0y x = —1/2 y por lo tanto

-4 1)

Con esto, logramos conjugar las matrices X e Y en matrices triangulares superiores,
lo cual se mantiene al tomar la exponencial, mapa que ademas es sobreyectivo sobre este
grupo. En otras palabras, hGoh~! = B. Con esto, tenemos que a menos de conjugar es
G C Nspyw)(B) = B de manera que es soluble por lo comentado en el Ejemplo [2.29
donde la ultima igualdad se prueba en el Apéndice [C|

2.2.4. Morfismos de grupos de Lie

Supongamos que tenemos un morfismo de grupos de Lie p: G — H. Recordando que
el tangente en la identidad de estos grupos se identifica con sus algebras de Lie, podemos
entonces considerar el diferencial del morfismo dp: g — h. Es central para la teoria que
dp resulta un morfismo de algebras de Lie. El siguiente resultado nos muestra que para
entender p podemos apoyarnos en la relaciéon entre p, dp y el mapa exponencial de cada

grupo.

Teorema 2.32. |20, Theorem 0.23] Si p: G — H es un morfismo de grupos de Lie y
dp: g — b su diferencial, entonces

p o exp, = expy odp

Con esto, el diferencial de un morfismo de grupos de Lie lo determina en la componente
conexa de la identidad del grupo. De esta manera, para grupos conexos (como SLa(R)
y SLy(R) x SLy(R)) es suficiente clasificar los posibles morfismos de algebras de Lie de
sus respectivas algebras de Lie para clasificar todo posible morfismo de grupo de Lie del

grupo.

2.3. Conceptos basicos de geometria hiperbélica y sub-
grupos discretos de PSLy(R) y PSLy(C)

Una de las fuentes principales de ejemplos de grupos de Lie, en particular de matrices,
son los grupos de isometrias de variedades Riemannianas. A continuaciéon describiremos
dos casos particulares de lo anterior, que permiten una comprensiéon mucho mas completa
de la geometria de los espacios y la estructura de los grupos involucrados.
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2.3.1. Isometrias del espacio hiperbdlico

La exposicion a continuacion se basa fuertemente en [18].

Transformaciones de Moebius

Dada una matriz A = CCL Z) € SLy(C), podemos definir su transformacion de
Moebius Ty: C — C a partir de la féormula
(2) az+b
z) = :
94 cz+d

Las transformaciones de Moebius forman un grupo con la composicion y el mapa T
que a cada matriz le asigna su transformacion correspondiente es un morfismo de gru-
pos. Observamos que dada una transformacion, existen dos matrices de determinante
1 que la representan, opuestas. Luego, el grupo de las transformaciones de Moebius
es isomorfo al cociente SLy(C)/{£Id} = PSLy(C). Podemos observar que si conside-
ramos el subgrupo de transformaciones de Moebius de coeficientes reales, isomorfo a
PSLy(R) = SLo(R)/{£Id}, que el mismo deja invariante a la recta real y preserva el
semiplano superior de C, de manera que actiia en el mismo por homeomorfismos.

Plano hiperbolico y PSLy(R)

Uno de los objetos centrales de estudio es el plano hiperbolico H?. Una forma de
definirlo es a través del modelo del semiplano superior en C dado por H? = {z +iy € C :
y > 0} dotado de la métrica hiperbdlica

/12 2
ds:w‘

Observamos que dado v € T,;,H?, si notamos |v|,+;, a Su norma respecto a la métrica
+iy ) +iy
vy |v] a sunorma como vector de R?, la definicion de esta métrica no es méas que la igualdad

il

[Olassy = -
] y

Con esto, por ejemplo, dada una curva v: [0,1] — H? diferenciable a trozos tal que
v(t) = z(t) + iy(t), su largo hiperbdlico (o solamente largo cuando esto esté claro) esta

dado por

y podemos definir la distancia entre dos puntos como el infimo de longitudes de curvas
que los unen. Para este espacio, las geodésicas (curvas de longitud minima respecto a esta
métrica) son las semirectas y semicirculos ortogonales al eje real R = {z € C: Im(z) =
0}.

Al considerar las transformaciones de Mdebius reales en H?, un calculo directo (apo-
yandonos en que las transformaciones de Moebius son holomorfas), nos permite notar que

dada g(z) = ZZZIS su diferencial dg, : T,H? — Tg(z)HQ se puede ver como la transformacion
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lineal dada por multiplicar por el ntimero complejo 1/(cz + d)?. Luego, dado v € T,H?
para z = x + 1y es

1
I'm(g(v))

v
(cz+ d)?

v
(cz 4 d)?

ez 4d?
Y

|dgz(v)’g(z) = = |/U‘/y = ”U’Z'

Luego estas transformaciones dan lugar a isometrias de H?. Es claro que ademas, las
mismas preservan orientacion. Notando Isom™(H?) al grupo de isometrias que preservan
orientacion y Isom(H?) al grupo completo de isometrias, tenemos lo siguiente.

Teorema 2.33. [18, Theorem 1.3.1] El grupo Isom(H?) es igual al grupo generado por
las transformaciones de Méebius junto al mapa z — —Z, que revierte orientacion. De esta
manera tenemos el isomorfismo PSLy(R) ~ Isom™(H?).

A partir de [I8, Theorem 2.2.6] sabemos que es equivalente que un subgrupo I' <
PSLy(R) sea discreto a que su accion en el plano hiperbdlico sea propia (ver Definicion
. Mas atn, es equivalente que el grupo sea discreto y sin torsiéon, a que su acciéon
cumpla que todo punto tiene un entorno que se envia homeomorficamente al cociente
['\H?. Con esto, damos nuestra definicién de superficie hiperbdlica.

Definicién 2.34. Llamaremos superficie hiperboélica a un cociente I'\H? donde I' <
PSLy(R) es un subgrupo discreto y sin torsion.

La accion de PSLy(R) sobre el plano hiperbolico H? por transformaciones de Mébius
es transitiva, y el estabilizador del punto i € H? es el subgrupo compacto PSO(2). En
particular, H? puede identificarse con el espacio homogéneo

H? ~ PSL,(R)/PSO(2).

Este es un caso particular de un hecho general: si un grupo de Lie G actua transitiva-
mente sobre una variedad X con estabilizador K, entonces X es naturalmente un espacio
homogéneo de la forma G/ K.

Mas atn, bajo estas hipoétesis, la accion de G se levanta de manera natural al fibrado
tangente unitario 7X, y dicho levantamiento es nuevamente transitivo. En el caso que
nos ocupa, la accion de PSLy(R) sobre H? induce una accién transitiva sobre el fibrado
tangente unitario T'H?, dada explicitamente por

g- (Z,U) = (g(Z), dgz(”))a

donde z € H? y v € T,H? es un vector unitario. Recordemos que T'H? es un fibrado con
fibra compacta S!, homeomorfo a H? x S!.
En este contexto se obtiene la siguiente identificacion fundamental.

Teorema 2.35. [18, Theorem 2.1.1| Existe un homeomorfismo entre PSLy(R) y el fibrado
tangente unitario T'H? tal que la accion de PSLy(IR) sobre si mismo por multiplicacion a
izquierda se corresponde con la accién inducida en T H? por transformaciones de Mobius.

Sea ahora I' < PSLy(R) un subgrupo discreto sin torsion. Consideramos el espacio
homogéneo I"'\PSLy(R) de coclases a izquierda. Mediante la identificaciéon anterior, este
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espacio puede interpretarse como el cociente T\T'H?. Si D C H? es una regién funda-
mental para la accién de I' sobre H?, entonces 7D es una regiéon fundamental para la
accion de I' sobre PSLy(R).

Dado que la proyecciéon natural
TH(T\H?*) — I'\H?

tiene fibra compacta, se deduce el siguiente principio general: el cociente I'\H? es com-
pacto si y solo si I'\PSLy(R) es compacto. En consecuencia, al referirnos a un subgrupo
discreto I' < PSLy(R) como cocompacto, no habra ambigiiedad entre estas dos nociones.

Espacio hiperbélico tridimensional y PSLy(C)

Con lo anterior en mente, vamos ahora a considerar el espacio H?* = C x (0, +00) y
extender la accion de PSLy(C) en C por transformaciones de Moebius (ahora de coefi-
cientes complejos) a una accién que todavia preserve orientaciéon y angulos en H3. Con
este requisito, se puede probar que la extensiéon es tnica y da un modelo del espacio
hiperbélico (de dimensién 3).

Para obtener una descripcion explicita, podemos considerar los cuaterniones de Ha-
milton H (ver [2] para lo que sigue). Recordamos que estos consisten en los elementos de
la forma x¢ + 221 + jxo + kxs con z; € R, donde ademas consideramos la estructura de
espacio vectorial real donde {1,%, 7, k} se transforma en una base y producto definido a
partir de las identidades 3* = j? = k> = —1 y k = ij = —ji y extender linealmente.
Esto hace a este espacio un algebra asociativa (no-conmutativa). A partir de la operacion
de conjugacion dada por

xo +1xy + Jxo + ka3 = 19 — 171 — JUo — kX3

podemos notar que |g| := ¢g € R de manera que para un cuaterniéon no nulo ¢ es
¢ ' =7q/lql.
Con esto, si identificamos el subespacio generado por 1,2 con C podemos escribir

H® = {2+ jt: 2 € C,t > 0}

tenemos que la accion de PSLy(C) esta dada por

a b (24 .t>_a(2—|—jt)+b_ (az 4 b)(cz + d) + act® + jt
d J _C(Z‘f‘jt)-i—d_ ez + d|? + |c|2t2

donde la divisiéon de cuaterniones es a derecha, es decir % = XYL
En este caso, la métrica hiperbolica esta dada por

/da? +dy? + di?
B ¢

ds

es decir, la norma de un vector v en el tangente en z + jt es |v|,41 = ‘%‘ donde |v] es la
norma euclidea (o cuaterniénica) usual (ver por ejemplo el capitulo 1 de [22]).
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Teorema 2.36. Con la formula definida anteriormente el grupo PSLy(C) actia por iso-
metrias en H3. Ademaés, el grupo PSU(2) es el estabilizador del punto j y la accién
natural en el tangente unitario T'H? es transitiva con estabilizador trivial en los marcos
ortonormales de orientacion positiva de H?.

Gracias a este resultado, nuevamente tenemos que dado un grupo discreto y sin torsion
I' < PSLy(C) el cociente I'\PSLy(C) resulta compacto exactamente cuando el cociente
['\H? resulta compacto. De esta manera, no hay ambigiiedad al decir que un subgrupo
discreto I' < PSLy(C) es cocompacto y llamaremos 3-variedad hiperboélica compacta al
cociente T'\H?3.

Concluimos esta seccion observando que, dada M una 3-variedad hiperbélica com-
pacta al identificar m (M) = I' < PSLy(C) tenemos que ademés de ser I' un subgrupo
discreto cocompacto sin torsion (por ser M una variedad), cumple que todo elemento
v € I' es lozodromico. Estos son las isometrias que dejan invariante una geodésica [, de
H3, actuando como una traslacion en la misma fijando dos puntos en el borde al infinito
OH? (ver 3, Lemma B.4.4]).

Comentarios sobre curvatura negativa

Al definir la métrica hiperbolica de H?, integrando obtenemos la definicion de area
hiperbolica j(A) de un conjunto A C H? como

1
M(A)Z/—dedy
AY

Observamos dos particularidades, en primer lugar esta definicion de area se vuelve in-
variante para la accion de PSLy(R) ([I8, Theorem 1.4.1]), en segundo lugar, tenemos la
formula de Gauss-Bonnet que nos dice que el area de un triangulo geodésico (es decir,
cuyos lados son segmentos geodésicos) estéa determinada por sus angulos.

Teorema 2.37. [I8, Theorem 1.4.2| Sea A un tridngulo geodésico hiperbolico con angulos
a, 3,7. Entonces p(A) =7 —a— 5 — 1.

Por otro lado, a partir de la formula de Gauss-Bonnet que nos dice que dado un tridn-
gulo geodésico A con angulos interiores «, 3,7 en una superficie de curvatura Gaussiana
K es

/AK(p)dp+(W—a)+(7r—ﬂ)+(7r—7)=27T

que se simplifica en [, K(p)dp = (o +  + ) — 7. Luego tenemos la identidad

1= f A K(p)dp
1(A)
que por continuidad de la curvatura, tomando una sucesion de tridngulos geodésicos con
area tendiendo a cero y que todos contengan a un punto z, es K(z) = —1. Aplicando

este razonamiento, deducimos que la curvatura es constante igual a —1.
Como esta propiedad es local, tenemos que todo cociente de H? por un subgrupo dis-
creto de isometrias hereda tener curvatura constante -1, por lo que se las llama superficies
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hiperbodlicas. En el sentido contrario, dada una superficie S de curvatura constante -1, su
cubrimiento universal serd un espacio que hereda esta curvatura y es ademés completo
y simplemente conexo. Es posible ver que estas caracteristicas determinan el espacio a
menos de isometria y resulta ser isométrico a H? y el grupo fundamental de nuestra su-
perficie se identifica con un subgrupo discreto de PSLy(R). En resumen, toda superficie
hiperbolica se realiza como un cociente de H? por un subgrupo discreto de PSLy(R).
Argumentos similares, nos permiten ver que el mismo fenémeno es cierto para va-
riedades de dimensiéon 3, con curvatura seccional constante igual a -1. En este caso, las
realizaremos como los cocientes de H? por subgrupos discretos de PSLy(C) que ya des-
cribimos. Lo anterior (en toda su generalidad) se puede resumir en el siguiente resultado:

Teorema 2.38. [3, Theorem B.1.9] Si M es una n-variedad Riemanniana conexa con
curvatura seccional constante igual a -1, entonces M es el cociente de H" por un grupo
de isometrias que actia libremente. En particular, M es una variedad hiperboélica.

Para un tratamiento mas formal de lo anterior recomendamos la seccion A,6 de [7].

Por tltimo, citamos un resultado que cominmente se menciona como “casi todas las
superficies son hiperbodlicas”, el clasico teorema del poligono de Poincaré. Es un caso
particular del Teorema [I8, Theorem 4.3.2] enunciado como el Corolario [I8, Corollary
4.3.3]. Dada una superficie compacta orientable, se puede asociar a la misma un namero
natural ¢ conocido como su género, el mismo es un invariante topologico que clasifica
completamente a las mismas. Intuitivamente, es el nimero de "agujeros” de la superficie,
siendo por ejemplo 0,1 y 2 el género de la esfera, el toro y el bitoro respectivamente.

Teorema 2.39. Dado g > 2, existe un subgrupo discreto I' < PSLy(R) tal que la
accion en el plano hiperbolico no tiene puntos fijos y H?/T" es homeomorfo a la superficie
compacta orientable de género g.

2.3.2. Subgrupos discretos de isometrias y borde de Gromov

Un resultado central para nuestro trabajo serd el, para nada trivial, hecho de que
el grupo fundamental de una superficie hiperbodlica compacta no es isomorfo al grupo
fundamental de una 3-variedad hiperboélica compacta.

A partir de la secciéon anterior, identificamos a los grupos anteriores como subgrupos
de isometrias de ciertos espacios métricos. Los mismos cumplen ser espacios de longitu-
des en la terminologia de [7], es decir, un espacio en el que la distancia entre dos puntos
cualesquiera es igual al infimo del largo de las curvas entre estos puntos, que ademés son
hiperbolicos. Pasamos ahora a estudiar resultados y herramientas que se basan exclusi-
vamente en esta caracterizacion, contextualizadas en la teoria geométrica de grupos.

Quasi-isometrias y Lema de Svarc-Milnor

Definicién 2.40. Dado I' grupo que actiia por isometrias en un espacio métrico propio
X, decimos que la acciéon es propia si para cada x € X existe un namero r > 0 tal que el
conjunto {y € I : v - B(z,r) N B(x,r) # 0} es finito.

Notamos que para un grupo construido como el grupo de transformaciones de cu-
brimiento que dan lugar a una variedad, estos conjuntos no sélo son finitos, sino que
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solamente poseen al elemento identidad. Esto no es mas que el hecho de que todo ele-
mento en el cubrimiento posee un entorno que se manda homeomorficamente al cociente.

Como comentamos, si asumimos que I' < Isom(X) es ademas discreto, tenemos que
su accion es propia. Al suponer que mas ain, la accién es cocompacta, es decir, el espacio
métrico I'\ X es compacto, tenemos el siguiente resultado cléasico, el Lema de Svarc-Milnor,
cuya profundidad reside en que nos permite dotar al propio grupo de una geometria
intimamente relacionada con la geometria a gran escala del espacio en el que actia.

Comentemos ciertos conceptos previos, que aparecen naturalmente como objetos de
interés en s{ mismos.

Supongamos que un grupo I' es finitamente generado, esto se puede pensar ya co-
mo una condicién geométrica intrinseca sobre el grupo. Si notamos S a un generador
finito, podemos definir el largo de palabra de un elemento |y|s = min{k > 0 : v =
s1---s; donde s; € SU S} y luego definir una distancia como d(v,n) = |y 'n|s. No-
tamos que esta no es més que la métrica natural en el grafo de Cayley de este grupo
construido a partir del generador S: para construir este grafo consideramos como con-
junto de vértices los elementos de I' y ponemos una arista entre pares de vértices de la
forma (v,vs) con v € T',s € S y la identificamos como un intervalo isométrico a [0, 1].
Claramente, distintas elecciones de conjunto generador dan lugar a distintas métricas en
el grupo I', de manera que esta elecciéon es no canodnica a priori, sin embargo, logramos
capturar una fuerte equivalencia a partir del concepto de quasi-isometria.

Definicion 2.41. Sean (X, dx) v (Y, dy) espacios métricos. Decimos que un mapa f: X —
Y es una quasi-isometria (o una (A, €)—quasi-isometria para llevar cuenta de las constan-
tes) si existen constantes A > 1,6 > 0y C' > 0 tales que para todo z,z € X es

%dX(xv Z) — € S dY(f(x)7f(Z)) S AdX(I’ 2) +e

y ademas todo punto y € Y esta en el C'—entorno de un punto en la imagen de f. En el
caso de que esto ultimo no se cumpla, hablamos de un encaje quasi-isométrico.

El concepto de quasi-isometria es central para la "geometria a gran escala”, donde
interesan no las propiedades locales de un espacio, sino propiedades globales que se puedan
lograr transformar en invariantes apropiados.

Tenemos entonces la siguiente observacion:

Observacion 2.42. Sean S y T dos generadores finitos de un grupo I'. Entonces las
métricas de palabra inducidas son quasi-isométricas, donde la quasi-isometria es el mapa

identidad.

Es claro que dos grupos isomorfos son en particular quasi-isométricos, de manera que
esta es una nociéon mas débil de equivalencia entre grupos.

Interesantemente, en nuestro caso, no necesitamos agregar la hipotesis de ser finita-
mente generado a nuestros grupos, dado que esto es una propiedad que se deduce de su
accion a partir del siguiente teorema y su posterior corolario.

Teorema 2.43. [7, 1.8, Theorem 8.10] Sea X un espacio topologico y T un grupo actuando
en X por homeomorfismos. Supongamos que existe un conjunto abierto U C X tal que
X =T-U. Entonces
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» Si X es conexo, el conjunto S ={y €Tl :v-UNU # 0} genera I'.

= Sea Ag el conjunto de simbolos as indexado en S. Si X y U son ambos conexos por
caminos y X es simplemente conexo, entonces I' = (S, R) donde

R ={asa5,0a;, 15, € S; UNs;UNs3U # 05150 = s3 en T'}

Corolario 2.44. [7, 1.8, Corollary 8.11] Un grupo es finitamente presentado si y solo si
actiia de manera propia y cocompacta por isometrias en un espacio geodésico simplemente
conexo.

Pasamos a enunciar el resultado principal de esta seccidon, que nos permite identificar
la geometria con la que acabamos de dotar a nuestros grupos.

Proposicion 2.45 (Lema de Svarc-Milnor). [7, 1.8, Proposition 8.19] Sea X un espacio
de longitudes. Si I' acttia de manera propia y cocompacta por isometrias en X, entonces I
es finitamente generado y para cualquier elecciéon de punto base xy € X, el mapa orbital
Y = ¥ - Tp es una quasi-isometria.

Con esto, estamos en condiciones de observar lo siguiente.

Observacion 2.46. El grupo fundamental de una superficie hiperboélica compacta, al
ser identificado con un subgrupo discreto y cocompacto de isometrias de H?, resulta
finitamente generado y quasi-isométrico con la métrica de palabra inducida al propio H?.
De la misma manera, tenemos que el grupo fundamental de una 3-variedad hiperbélica
compacta es quasi-isométrico a H?3.

Espacios d-hiperbélicos y borde de Gromov

A la hora de caracterizar a los espacios hiperbolicos, numerosas definiciones aparecen.
La sorprendentemente concisa (y general) definicion a continuacion (ver [7]|Chapter III))
se atribuye popularmente a Gromov y se la conoce como espacios "d-hiperbélicos". La
utilidad central, es que ser hiperbolico en este sentido es un invariante de quasi-isometria,
y es ademas suficiente para definir un borde al infinito en nuestros espacios, que sera
nuevamente un invariante de quasi-isometria.

Sea 0 > 0. Un tridngulo geodésico en un espacio métrico X se dice d-fino si cada lado
esta contenido en el §-entorno de la union de los lados restantes.

Definicion 2.47. Un espacio geodésico X es d-hiperbdlico si todo tridngulo geodésico en
X es 6-fino.

Si existe algin 0 tal que un espacio es d-hiperbolico, simplemente diremos que el
espacio es hiperbolico.

Observacion 2.48. Los espacios hiperbolicos H"™ son hiperbélicos en el sentido anterior.
Una forma de verlo para H?, es a partir de Gauss-Bonnet deduciendo que el area de todo
tridangulo esta acotada por 7w, de manera que hay una cota en el diametro de un semicirculo
inscripto en un triangulo geodésico. Para H", podemos notar que todo triangulo geodésico
vive en una copia isométrica de H?, de manera que el analisis anterior es suficiente.
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Teorema 2.49. [7, 111, Theorem 1.9] Sean X e Y espacios métricos geodésicosy f: X —
Y una quasi-isometria. Entonces si Y es hiperbélico X también.

En otras palabras, si Y es d-hiperbolico y f una (), €)-quasi-isometria, entonces X
es 0’ hiperbolico para ¢’ que se expresa en funcion de 6§, A y e. Intuitivamente, a menos
de ajustes (cuantificables a partir de las constantes de quasi-isometria), un encaje quasi-
isométrico envia un tridngulo geodésico de X en un tridngulo en Y que resulta J-fino
a partir de aproximarlo por un tridngulo geodésico gracias al Lema de Morse, luego
ajustando nuestro ¢’ deducimos la hiperbolicidad (se puede encontrar esta prueba en [7]).

Observacion 2.50. Los grupos fundamentales de superficies y 3-variedades hiperbolicas
compactas son d-hiperbolicos. En la Observacion establecimos que H? y H? son
espacios d-hiperbolicos (con sus respectivos §) de manera que el Lema de Svarc-Milnor
nos da una quasi-isometria entre estos espacios y los grupos fundamentales anteriores
y concluimos con el Teorema [2.49

Pasamos ahora a describir el borde de Gromov de un espacio d-hiperbdlico. La idea
intuitiva es considerar los fines de rayos geodésicos, de manera que lo definiremos como
clases de equivalencia apropiadas en los mismos. Dos rayos geodésicos ¢, ¢’: [0,00) — X
en un espacio métrico X se dicen asintoticos si sup, d(c(t),c(t)) es finito, lo cual es
equivalente a que la distancia de Hausdorff entre las imagenes sea finita. Para el analisis,
es necesaria la siguiente definicion:

Definiciéon 2.51. Una (0, €)-quasi-geodésica en un espacio métrico X es un (d, €)— encaje
quasi-isométrico ¢: I — X donde [ es un intervalo de R, o en algunos casos de interés,
la interseccion de Z con un intervalo. Explicitamente,

1
St =¥ = e < d(e(t), e(t))) < ot — '] +e

para todo t,t' € 1. Si I = [0,00), decimos que ¢ es un rayo quasi-geodésico.

Definimos entonces que dos rayos quasi-geodésicos son asintdticos si la distancia de
Hausdorff entre sus imégenes es finita. Esto resulta en una relacion de equivalencia en
los rayos quasi-geodésicos. A partir de esta definimos X como las clases de equivalencia
de rayos geodésicos y 9,X como las clases de equivalencia de rayos quasi-geodésicos. En
cada caso, inspirados por la idea intuitiva, notamos por ¢(oo) la clase de equivalencia de
c. La necesidad de emplear quasi-geodésicas, reside en que dado un rayo geodésico ¢ en un
espacio X y una quasi-isometria f: X — Y el mapa foc: [0,00) — Y resulta una quasi-
geodésica (no hay razon para que sea un rayo geodésico, dado que las quasi-isometrias no
son ni siquiera continuas a priori).

Este tecnicismo no genera grandes dificultades a partir del siguiente Lema. Recorda-
mos que un espacio métrico es propio si toda bola cerrada es compacta.

Lema 2.52. [7][III, Lemma 3.1] Si X es un espacio d-hiperbolico propio, entonces el
mapa natural de d.X en 9,X es una biyeccion: para cada p € X y ( € 0X existe un rayo
geodésico c: [0,00) — X con ¢(0) =py ¢(o0) = (.

Es aqui donde la hiperbolicidad nuevamente juega un papel clave, pues este hecho,
que se pude pensar como que toda quasi-geodésica es ’acompanada’ por una geodésica
(el Lema de Morse que ya mencionamos), es propio de los espacios hiperbolicos y esta
lejos de ser cierto en otros espacios.
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Observaciéon 2.53. El borde de Gromov de H? es homeomorfo al circulo St y el de H?
es homeomorfo a la esfera S2.

Para ver con mas claridad el ejemplo anterior, recomendamos considerar los modelos
del disco y bola de Poincaré para los espacios H? y H?, donde se dan métricas en el disco
y bola unidad que los hacen isométricos a los dados al inicio de esta secciéon, donde el
hecho de que dos rayos geodésicos sean asintéticos para la métrica se corresponde a la
convergencia al mismo punto en el circulo o esfera en el borde para la topologia usual
(ver [1]).

El siguiente resultado nos dice que el borde de Gromov es, a menos de homeomorfismo,
un invariante de quasi-isometria.

Teorema 2.54. [7, III, Theorem 3.9] Sean X,Y espacios d-hiperbdlicos propios. Si
f: X — Y es un encaje quasi-isométrico, entonces c(co) — (f o ¢)(co) define un en-
caje topologico fy: 0X — 9Y. Si f es una quasi-isometria, fs es un homeomorfismo.

Podemos ahora enunciar el resultado principal de esta seccion, que nos dira en par-
ticular que el grupo fundamental de una superficie compacta no es isomorfo al grupo
fundamental de una 3-variedad hiperboélica compacta.

Proposicion 2.55. El grupo fundamental de una superficie hiperbélica compacta no
es quasi-isométrico a el grupo fundamental de una 3-variedad hiperbodlica compacta. En
particular, no son isomorfos.

Demostracion. Si existiese una tal quasi-isometria, el Lema de Svarc-Milnor nos daria
una quasi-isometria entre H? y H?3, lo cual es absurdo gracias a la Observacién y el
Teorema 2541 O
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Capitulo 3

(Generalidades sobre grupos lineales

En este capitulo en primer lugar se exponen brevemente ciertas clases de grupos que
verifican ser lineales: admiten representaciones fieles como grupos de matrices con coefi-
cientes reales. Luego comentaremos un resultado fundamental en la teoria, el Teorema de
superrigidez de Margulis. El mismo permite dar cotas inferiores a la hora de preguntarse
por encajes que en particular sean discretos, para toda una clase de subgrupos particu-
larmente interesante, los lattices aritméticos. Luego, veremos como la linealidad de un
grupo implica ciertas restricciones en su estructura, lo cual a su vez permite dar ejemplos
de grupos no-lineales, es decir, que no admiten ninguna representacion fiel en un grupo
de matrices.

Por tltimo, comentaremos brevemente ciertas dificultades y distinciones que podemos
hacer a la hora de definir una nocién concreta de rango lineal y rango lineal discreto.

3.1. Ejemplos de grupos lineales

3.1.1. Grupos finitos

Una subclase de los grupos lineales son los grupos finitos. En efecto, dado un grupo
finito GG de cardinal n € N, el Teorema de Cayley nos dice que es isomorfo a un grupo
de permutaciones de finitos elementos (los elementos de (). Para esto se considera la
representacion regular, donde a cada elemento g € G se le asocia el mapa l,: G — G dado
por z — gx el cual es una biyeccion. De esta manera tenemos que G — Sym(G) ~ S,
donde S, es el grupo de permutaciones de n elementos.

Por su parte, el grupo S, es lineal de una manera bastante sencilla. Si consideramos
como conjunto de n elementos a la base candnica de R™ notada por {ey,--- ,e,}, tenemos
que una permutacion o € S, se identifica con el mapa T,: R" — R" dado por T,(e;) =
€os(i)- La asignacion o — T, permite encajar S, en GL,(R).

Claramente, esta representacion no es 6ptima en muchos casos. Si consideramos el
grupo S3, por ejemplo, el argumento anterior nos asegura que es un subgrupo de GLg(R),
pero claramente también se lo puede ver como un subgrupo de GL3(R). En general,
el grupo S, se puede representar dentro de GL,(R) a pesar de ser de cardinalidad n!,
mostrando lo poco 6ptima que es esta cota. Otro ejemplo similar es el de un grupo
ciclico de orden finito, el cual se puede representar dentro de GLy(R) como un grupo de
rotaciones, tomando el grupo generado por una rotaciéon de angulo 27 /n si el grupo es
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isomorfo a Z,,.
Determinar el minimo n tal que existe esta representacion es un problema clasico que
ha demostrado ser de gran dificultad.

3.1.2. Grupos fundamentales de variedades

Motivados por el ejemplo de los grupos de 3-variedades hiperbolicas y el isomorfismo
PSL,(C) ~ SO (3,1)(R) € GL4(R), es natural la pregunta (atribuida a Thurston) de si
todos los grupos fundamentales de 3-variedades admiten un morfismo inyectivo a GL4(R).
Actualmente, la linearidad de estos grupos contintia siendo un problema abierto, restando
solamente cierta clase de 3-variedades, las denominadas graph variedades que no poseen
una métrica de curvatura negativa (ver introduccion de [9]).

Atn asumiendo linearidad, uno puede preguntarse: jexiste un n € N tal que todos
los grupos de 3-variedades se encajan en GL,(R)? En [9] se prueba que este n, en caso
de existir, es necesariamente mayor que 4, respondiendo negativamente la pregunta de
Thurston. Concretamente, el autor construye una 3-variedad a partir de la suma conexa
de dos fibrados por circulos tal que su grupo fundamental no se encaja en GL4(K) para
ningtn cuerpo de caracteristica cero, ademés descartando la posibilidad de utilizar otros
cuerpos.

3.2. Superrigidez y grupos aritméticos

Consideremos el grupo I' = SLy(Z[v/2]). Naturalmente es un subgrupo de SLy(R),
que es ademas denso (recordar el Lema . Veamos que podemos realizarlo como un
subgrupo discreto de SLo(R) x SLy(R) y como esta realizacion viene acompanada de una
gran rigidez a la hora de considerar las representaciones de este grupo, conocida como la
superrigidez de Margulis.

Sea o: Q[v/2] — Q[v/2] el automorfismo de Galois dado por o(a+bv/2) = a—by/2. La
idea central, es que el encaje ¢: Z[1/(2)] — R xR dado por ¢(x) = (z,0x) encaja el anillo

Z[v/2] (denso en R) de manera discreta en R x R. Luego, dada A = (Ocl Z) € SLy(v/2)

- oa ob
A7 = <ac ad>

tenemos que el mapa dado por A — (A, A7) tiene imagen discreta y es un caso particular
de lo que se conoce como un ldttice aritmético. Claramente, dado un morfismo inyectivo
de grupos de Lie p: SLy(R) x SLa(R) — GL(V') con V' de dimension finita, su restriccion a
" es un encaje discreto de este grupo en GL(V'). El Teorema de superrigidez de Margulis
muestra que esta es la tnica forma de construir un tal encaje. Luego, I' tiene una cota
inferior para la dimension de sus encajes discretos que depende del grupo ambiente en el
que es un ldttice.

Recomendamos las notas de Benoist [5] sobre lattices de grupos de Lie donde aparece
una version mas general del siguiente teorema, el cual es un caso particular de el Teorema
de Superrigidez de Margulis.

si definimos
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Teorema 3.1. Sea G = SLy(R) x SLy(R). Sea I' un lattice irreducible de G. Sea 7: I" —
SL,(R) un morfismo donde la imagen 7(I") es no acotada.
Entonces 7 se extiende a un morfismo continuo de G en SL,(R).

Observacion 3.2. En muchos casos se consideran morfismos p con codominio GL,(R).
Esto no es mayor problema pues el mapa dado por A — p(A)/det(A) es nuevamente
un morfismo, ahora con codominio SL,(R), para el que por ejemplo aplica el teorema
anterior.

3.3. Propiedades de los grupos lineales y algunos gru-
pos no lineales

3.3.1. Dos teoremas sobre grupos lineales

Los siguientes resultados nos dan herramientas clave en la comprension de los grupos
lineales. Ademas de mostrarnos en sus pruebas el intimo vinculo entre la teoria de niimeros
y los grupos lineales finitamente generados. Recordamos que decimos que un grupo verifica
una propiedad wvirtualmente si tiene un subgrupo de indice finito que la verifica.

Lema 3.3 (Lema de Selberg). [4, Proposition 2.1] Sea K un cuerpo de caracteristica cero.
Todo grupo finitamente generado I' < GL,,(K) es virtualmente sin torsion.

Observacion 3.4. La hipotesis de finitamente generado no puede ser removida. Tenemos
por ejemplo el grupo de las rotaciones de angulo 27T§ para p,q € Z en el plano, el cual se
identifica con un subgrupo de SLy(R) a través del morfismo que envia el d4ngulo 6 de la
cos(f) —sin(6)
sin(f) cos(0)
todos los elementos de este grupo son de torsion (basta elevar el elemento al denominador
q) v es infinito, de manera que no es virtualmente sin torsion. Por otro lado, se puede ver
que todo subgrupo finitamente generado de este grupo es finito y ciclico, de manera que
en particular no es finitamente generado.

rotacion a la matriz ( ) de manera que el grupo es lineal. Sin embargo,

Teorema 3.5 (Alternativa de Tits). |4, Theoreme 3.10] Dado un cuerpo de caracteristica
cero K y I' < GL,(K), vale una de las siguientes afirmaciones:

= [ es virtualmente soluble.
= [ contiene un subgrupo libre en dos generadores.

Posponemos la prueba de este teorema al Apéndice [A]
A la hora de trabajar con propiedades que se cumplen virtualmente, el siguiente lema
sera de gran utilidad.

Lema 3.6. Sea G un grupo, Gy < G un subgrupo de indice finito y H < G cualquier
subgrupo. Entonces Hy := H N Gy es de indice finito en H. Mas precisamente tenemos
que

[HIH()]S[GIG()]<OO
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Demostracion. Consideramos ¢: H — G /Gy dado por h — hGy. Tenemos que ker(p) =
Hy = H N Gy. Por el primer teorema de isomorfismo es H/(H N Gy) ~ Im(p) C G/Gy,
de esta manera es

[H : HN Hy| = |Im(p)| < |G/Go| =[G : Gy] < >
concluyendo la prueba. O]

Corolario 3.7. Sea G un grupo virtualmente soluble. Entonces todo subgrupo H < GG
es virtualmente soluble.

Demostracion. Es inmediato a partir de que un subgrupo de un grupo soluble es soluble
y el Lema [3.6 anterior. O

3.3.2. Un grupo que no cumple el Lema de Selberg

A continuacién describiremos una construccién que produce grupos finitamente gene-
rados, infinitos, pero que no son virtualmente sin torsién, de manera que no son lineales
a partir del Lema de Selberg.

Dados dos grupos G y H, definimos el producto corona notado como H ! G como el
producto semidirecto N x, G donde N := @yecH y 0: G — Aut(N) esta dada por la
accion g - (hg)zec = (hy-14)zeq. Explicitamente, el producto queda dado por la féormula

((hw)xeGag) * ((lz)meGa k) - ((hmlgflz%EGagk)

Notamos que, por la estructura de producto semidirecto, tenemos la siguiente sucesion
exacta corta
l1-N—-HIG—>G—1

Es inmediato observar que si H es finito entonces N es de torsion; basta con, dado
un (hy)zeq, elevarlo al multiplo de los érdenes de los finitos elementos distintos de la
identidad. Ademas, si G es infinito, N también lo es.

Si asumimos Gy H finitamente generados, H { G también es finitamente generado:
Dados hy,--- ,h, generador de H y g1, ,gm generador de G, definimos h{ € N a
partir de hf, = h; si x = ey y h§, = ey en el resto de casos. Luego, tenemos que
{(hS,eq) :i=1,--- ,n}U{(em,9;) :i=1,---,m} es un generador de H G.

Para concluir, observamos lo siguiente:

Observacion 3.8. Dado G grupo virtualmente sin torsion, todo H < G es también
virtualmente sin torsion.

Demostracion. Sea Gy < G sin torsion de indice finito. Entonces Hy := H N Gy es sin
torsion y cumple que [H : Ho] = [H : HN Go] < [G : Gg] < oo por el Lema [3.6, de
manera que H es virtualmente sin torsion. O

Con esto tenemos nuestro primer ejemplo de grupo no-lineal:

Proposicion 3.9. Dados grupos G finitamente generado infinito y H finito, el producto
corona H ! G es finitamente generado y no es virtualmente sin torsion.
En particular no es lineal.
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Demostracion. Como N = @4ecH es infinito y todos sus elementos son de torsion, no es
virtualmente sin torsion, luego por la Observaciéon el grupo H ! G no es virtualmente
sin torsion. O

Ejemplo 3.10. El grupo Zs Z, conocido como el "Lamplighter group", es entonces un
ejemplo de grupo no-lineal.

3.3.3. Un grupo que no verifica la alternativa de Tits

A continuacion, describiremos brevemente la construccion del grupo de Thompson F,
el cual es un ejemplo de grupo no lineal gracias a que no verifica la alternativa de Tits|3.5]
Nos basamos en la exposicion [10] sobre los grupos de Thompson y sus diversos vinculos
con preguntas en teoria geométrica de grupos.

Decimos que un racional es diddico si es de la forma ;. Definimos F' como el grupo
de homeomorfismos lineales a trozos de [0, 1], diferenciables salvo en finitos racionales
diaddicos y tal que las pendientes son todas potencias de 2. Notamos que como consiste

de homeomorfismos crecientes, este grupo no tiene torsion de manera que verifica la tesis
del Lema de Selberg.

Proposicion 3.11. [10, Corollary 4.9| El grupo F no contiene un grupo libre.

Decimos que un grupo es simple si sus tnicos subgrupos normales son F' y el grupo
trivial.

Proposicion 3.12. [10, Theorem 4.5| El subgrupo conmutador [F, F] es simple.

Ademaés, se puede probar que [F, F| consiste de los elementos que son iguales a la
identidad en entornos de 0 y 1 y que dicho subgrupo no es abeliano. Para esto es suficiente
encontrar dos elementos que no conmuten, para lo que podemos considerar dos funciones
f,g € [F, F] tales que f(sop(g)) # sop(g) donde sop(g) = {z € [0,1] : g(x) # z}.

La relevancia del anterior resultado es gracias a los siguientes lemas.

Lema 3.13. Si un grupo G simple es soluble, entonces es abeliano.

Demostracion. A partir de la igualdad gla, blg~* = [gag™!, gbg '] tenemos que el subgru-
po [G,G] es normal en G, de manera que es [G, G| = G o [G, G| = {Id}, como el grupo
es soluble es necesariamente la segunda posibilidad (siné tendriamos que G® = G para
todo ¢ € N). Deducimos que G es abeliano. ]

Lema 3.14. Sea GG un grupo simple no abeliano. Entonces G no es virtualmente soluble.

Demostracion. Veamos primero que un grupo simple no puede tener subgrupos de indice
finito (salvo el propio grupo). Razonando por absurdo, consideremos H < G subgrupo
de indice finito. Sea N el normalizado de H:

N = (]gHg_1

geG

Este grupo es normal por construccion. Notamos que ademés es de indice finito en G.
Esto se deduce a partir de que dados g € Gy h € H es (gh)H(gh)™* = gHg™!, por lo que
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en la definicion de N hay solo finitos grupos distintos (uno por cada coclase de G/H), de
esta manera N es la intersecciéon de finitos subgrupos de indice finito, de manera que N
lo es también.

Entonces, N es un subgrupo normal con {Id} # N # G lo cual contradice que G
es simple. Con esto, tenemos que un grupo simple virtualmente soluble seria soluble, de
manera que deducimos el resultado gracias al Lema [3.14] O

Teorema 3.15. El grupo F' no verifica la alternativa de Tits. En particular no es lineal.

Demostracion. Ya vimos en la Proposicion [3.11]que F no tiene un grupo libre, veamos que
no es virtualmente soluble. Si lo fuese, por el Corolario|3.7|tendriamos que [F, F] también
es virtualmente soluble, pero por la Proposicion [3.12] sabemos que es ademés simple.
Ademas, a partir del Teorema 4.1 y el Lema 4.4 de [I0], tenemos que [F, F| claramente
no es abeliano. Lo anterior contradice el Lema concluyendo el razonamiento. O

3.4. Rango lineal

Una posible motivacion de definir el Rango Lineal de un grupo abstracto es la de
codificar a grandes rasgos su complejidad, al menos respecto a entender sus encajes en
grupos de matrices. Ya en esta primer instancia surgen ambigiiedades: podemos distinguir
entre grupos de coeficientes reales, complejos u otros, distinguir entre grupos simples como
SL,,(R) o no simples como GL,,(R) o més importante, dado el vinculo con preguntas sobre
la dindmica y geometria del grupo, distinguir si la imagen del encaje es discreta o no en
el grupo ambiente.

Otra gran sutileza, que aparece en este trabajo, es la distinciéon entre grupos que son
“claramente de matrices” como SLy(R) y grupos como PSLy(R), que si bien se define
como un cociente conserva una enorme cantidad de estructura lineal subyacente y gracias
a su identificacion como grupo de isometrias del plano hiperboélico se vuelve sumamente
pertinente a las preguntas que nos plantearemos. Aqui podriamos ampliar nuestra nocion
e incluir grupos de Lie en general por ejemplo, tomando como tamano su dimension.

Mas ambigiiedades, que dificultan dar una definicién globalmente satisfactoria, apare-
cen al considerar grupos como SLa(R) x SLy(R) para el cual la dimension no es suficiente
por un lado, para reflejar el comportamiento dinamico de posibles subgrupos discretos
del mismo, y por otro para efectivamente decir que “es mas pequeno que otro grupo’, por
ejemplo SL3(R) el cual tiene mayor dimensiéon pero no admite a SLy(R) x SLy(R) como
subgrupo.

De la anterior discusiéon surge la motivacion de, fijado un grupo I'; intentar clasificar
todos los grupos de Lie en los que admite un encaje y en particular un encaje discreto.
El caso I' = m (M) para M una 3-variedad hiperbolica compacta es el punto de partida
del siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Representaciones de grupos de
variedades y conjeturas sobre grupos
irreducibles

En este capitulo centramos nuestra atenciéon en el grupo fundamental de una 3-
variedad hiperboélica compacta M. Tenemos que el mismo se puede ver como un subgrupo
discreto de PSLy(C). A continuacion buscamos entender ciertos posibles encajes de este
grupo en otros grupos de Lie.

Comenzaremos centrando nuestra atencion en los grupos PSLy(R) y PSLy(R) x PSLy(R),
por ser grupos con un estrecho vinculo a PSLy(C) y ser ejemplos de grupos "pequenos”.
El rango real de un grupo de Lie real G se define como la dimensiéon de un subgrupo
abeliano diagonalizable maximal (equivalente a la dimension de un algebra de Cartan de
su algebra de Lie), decimos que el grupo es de rango superior si su rango es mayor o igual
a 2, de manera que PSLy(R) x PSLy(R) es un grupo de Lie de rango superior.

Concluiremos con el vinculo de estos posibles encajes con preguntas centrales en el
estudio de los subgrupos discretos de grupos de Lie.

4.1. Representaciones de grupos de 3-variedad hiper-
bélica compacta

Antes de comenzar el anélisis, observamos el siguiente hecho clave.

Observacion 4.1. El grupo fundamental de una 3-variedad hiperbélica compacta M no
es soluble.

Demostracion. Para eso basta notar que m; (M) contiene un grupo libre, pues un subgrupo
de un grupo soluble es nuevamente soluble y recordamos que en la Observacién vimos
que un grupo libre no es soluble.

Para encontrar este grupo libre, nos basamos en que de la compacidad de M se deduce
que todos los elementos de 71 (M), vistos como isometrias de H?, son isometrias de tipo
hiperboélico, es decir, traslaciones respecto a una geodésica, fijando dos puntos de OH?
(ver |3, Lemma B.4.4]).
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Como 71 (M) no es ciclico, debemos tener al menos dos elementos cuyos puntos fijos
en el borde son distintos, de manera que dan lugar a una dindmica de Schottky y generan
un grupo libre por el Lema de mas adelante. ]

4.1.1. PSLy(R)

Proposicion 4.2. Sea I' = w1 (M) donde M es una 3-variedad hiperbélica compacta. Su-
pongamos que existe ¢: I' < PSLy(R) morfismo inyectivo. Entonces ¢(I") no es discreto.
En particular es denso en PSLy(R).

Demostracion. Supongamos por absurdo que la imagen de ¢ es discreta. Como I' no
tiene torsion, esto induce una accion I' ~ H? por transformaciones de cubrimiento.
Llamemos S a la superficie sin borde obtenida por el cociente de esta accion, de manera
que 71 (S) = T'. Si S fuese compacta tendriamos que I seria isomorfo al grupo fundamental
de una superficie compacta, lo cual contradice la proposicion Por otro lado, si la
superficie fuese no compacta, tendriamos que el grupo es libre, absurdo nuevamente (ver
por ejemplo [26] paginas 142-144 donde se prueba este hecho).

De esta manera si notamos P: SLy(R) — PSLy(R) a la proyeccion en el cociente, es
un morfismo de grupos y un homeomorfismo local, de manera que el grupo P~ (¢(I)) es
un subgrupo cerrado de SLy(R), no discreto pues el parrafo anterior garantiza que ¢(I")
no lo es y no soluble por la Observacion [4.1] De esta manera, el Corolario garantiza
que P71 (p(T)) es denso y (T') también. O

Ejemplos concretos de 3-variedades hiperbolicas compactas que admitan un encaje co-
mo en la proposicion anterior fueron comunicados al autor por Alan Reid. En particular,
las 3-variedades obtenidas por cirugia de Dehn de coeficientes (1,2) sobre los comple-
mentos de dos nudos, el nudo "figura ocho” y el nudo 5,. En el programa accedemos a la
informacion de las mismas a partir de m004(1,2) y m015(1,2).

La cirugia de Dhen se basa en, a grandes rasgos, considerar 3-variedades hiperbolicas
con borde homeomorfo al toro, y considerar un pegado de la misma con un toro sélido
en este borde a través de un homeomorfismo que se describe a partir de dos coeficientes
(a,b). Recomendamos la seccion 1,5 del libro [22] para una exposicion concisa de esta
construccion. Para nuestro trabajo, nos interesa que el algebra de cuaterniones invariante
de estos grupos admite un morfismo a My(R), pues su cuerpo de base es el cuerpo de
trazas invariante y se verifica explicitamente que admite un morfismo a R que nos permite
tal construccion. Recomendamos el capitulo 3 del libro de Alan Reid y Colin Maclachlan
[22] para todo lo referido al aspecto aritmético de esta construccion.

4.1.2. PSLy(R) x PSLy(R)

En lo que sigue es I' = m (M) donde M es una 3-variedad hiperbolica compacta.

Pasamos ahora a analizar los posibles encajes discretos de I' en G = PSLy(R) x
PSLy(R), el cual es uno de los primeros ejemplos de grupo de Lie de rango superior. Sea
p: I' = G uno de estos posibles encajes y notemos por p; y ps las proyecciones de G en
cada factor.

Lema 4.3. I no tiene un subgrupo isomorfo a Z2.
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Demostracion. Sean a,b € T' < PSLy(C) tal que < a,b >~ Z*. Al pensar a a y b como
traslaciones respecto a un eje v en H? (al igual que en la prueba de la Observacion ,
notamos que deben tener el mismo eje de traslacion. Esto se deduce rapidamente de que
si a(y) = « entonces ab(y) = ba(y) = b(7y) y es necesariamente b(y) = 7 pues el eje
preservado por a es inico. Tomando una parametrizacion de v tal que la accion de a y b
se comporten como a(r) =r+ a 'y b(r) =r + [ tenemos que a/3 ¢ Z pues en tal caso
< a,b >% 72, de manera que generan un grupo no-discreto, absurdo. O

Lema 4.4. Al restringir a p(I'), al menos una de las proyecciones p; o py es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que ambas tienen ntcleo no-trivial. Eso se traduce en que
existen elementos a = (g,Id) y b = (Id,h) en I'. Los mismos son de orden infinito (se
piensan como traslaciones en H? como en el Lema anterior), de manera que < a,b >~ Z?,
contradiciendo el lema anterior, absurdo. O

Observamos que con esto, si suponemos que p;|r es inyectiva, p; o p es un encaje de I'
en PSLy(R), de manera que por la Proposicion tiene imagen densa. Nuestro objetivo
ahora es probar la inyectividad de p,. Para eso serdn necesarios unos lemas previos sobre
subgrupos de PSLy(R)

Lema 4.5. Dado H < PSLy(R) cerrado, su normalizador Npgr,®)(H) es cerrado.

Demostracion. Sea n; una sucesion de elementos del normalizador que converge a un
n € PSLy(R), queremos ver que nhn~* € H para todo h € H. Escribiendo nhn™! =
lim; n;hn;*, como n;hn; '€ Hy H cerrado tenemos lo que queremos. O

Dado I' < G su centralizador es Cg(I') = {z € G : v& = 2y Vv € I'} y el cen-
tralizador de un elemento de GG consiste en todos los elementos que conmuten con el
mismo. De esta manera, es claro que el centralizador de un grupo es la intersecciéon de
los centralizadores de sus elementos:

Ca(T) = NyerCa(7)-

Lema 4.6. Dado H < PSLy(R) discreto y sin centralizador en PSLy(R), su normalizador
es discreto.

Demostracion. Por el Lema anterior, el grupo N = Npgr,(r)(H) es cerrado. Supon-
gamos que no es discreto, de manera que es un grupo de Lie de dimensién positiva.
Consideramos entonces un subgrupo a un parametro n; en N con nyg = e. Tenemos que
para v € H arbitrario es ngyng' = v y por normalidad n;yn; ' € H para todo t € R.
Como H es discreto y el mapa ¢ — n; continuo deducimos n; yn; ' =+ para todo t € R.

Como 7 era arbitrario resulta que n := n; # e esta en el centralizador de I', absurdo.
O

A partir de mirar el determinante (recordando el analisis que hicimos en la demostra-
cion del Lema [2.27)), un elemento g € PSLy(R), es de uno de 3 tipos:

» Eliptico: conjugado a una matriz de SO(2), de manera que fija un dnico punto
x € H?, su centralizador es Cps,r)(g) = {h : h(z) = z}.
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= Hiperbolico: conjugado a una matriz diagonal, de manera que fija dos puntos de
OH? (equivalentemente deja invariante una geodésica n de H?), su centralizador es

Crsr,w)(9) = {h : h(n) =n}.

= Parabdlico: conjugado a una matriz triangular superior con unos en la diagonal, de
manera que fija un tnico punto x € 9H?, su centralizador es Cpgr,r)(9) = {h :
h(x) = x}.

Observamos entonces que para que un grupo I' < PSLy(R) tenga centralizador no
trivial, sus elementos deben ser todos del mismo tipo y con el mismo conjunto de fijos.
Lo cual a su vez implica I' abeliano.

Deducimos lo siguiente

Lema 4.7. Si H < PSLy(R) no es abeliano, no tiene centralizador.
Corolario 4.8. Dado H < PSLy(R) no-abeliano discreto, su normalizador es discreto.

Antes de pasar a la proposicion central de esta seccion, necesitamos la siguiente pro-
posicion.

Proposicion 4.9. Dada una 3-variedad hiperbodlica compacta M, los subgrupos normales
de I = m(M) no son abelianos.

Demostracion. Se deduce de dos hechos:

= [os tinicos subgrupos abelianos son ciclicos.

Sea A < I' abeliano. Como I' esta formado por elementos hiperbolicos, se deduce
que A es un subgrupo de isometrias de H? que fijan una geodésica. Cada elemento
actila como una traslacion en la misma, de manera que es isomorfo a un subgrupo
de R, luego por discretitud es ciclico (sea A el largo de traslacion minimo, se tiene

A~ )\7Z).

= Los subgrupos ciclicos no son normales.

Sea L < T ciclico generado por ¢ que deja invariante una geodésica | C H?. Tenemos
que para v € I' v g~ ! deja invariante la geodésica v(), de manera que si L fuese
normal en I" serfa y(I) = [. Por la compacidad de M deducimos que esto no se cumple
para todo v € I' = m (M) (un tal grupo seria abeliano como ya observamos).

[]

Proposicion 4.10. Sea p: I' = PSLy(R) X PSLy(R) morfismo inyectivo de imagen discre-
ta donde I' = m (M) para M una 3-variedad hiperbdlica compacta. Supongamos ademas
que p1|r es inyectiva y po|r no es inyectiva.

Entonces p;(T") es discreto.

Demostracion. Por abuso de notacion notemos I' = p(I).

Sea K = Ker(ps|r). Tenemos que p;(K) es discreto, pues un punto de acumulacion de
p1(K) tiene como preimagen un punto de acumulacion de I' (pues la segunda coordenada
es constante).

40



Por otro lado, como K es normal en I', tenemos que no es abeliano y por la inyectividad
de p1|r implica que p;(K) tampoco, de manera que por el Lema deducimos que no
tiene centralizador en PSLy(R). Luego por el Lema resulta que Npgp,m)(p1(K)) es
discreto. Concluimos notando que p;(K) es normal en p;(I'), de manera que p;(I') <
Npsi, @) (p1(K)) y por ende es discreto. O

En conjunto, los resultados anteriores nos permiten deducir el siguiente.

Teorema 4.11. Sea p: I' = PSLy(R) x PSLy(R) morfismo inyectivo de imagen discreta
donde I" = 71 (M) para M una 3-variedad hiperboélica compacta. Entonces las proyeccio-
nes de p(I') en cada factor son inyectivas y por lo tanto de imagen densa.

4.2. Subgrupos discretos irreducibles y conjeturas

A la hora de estudiar subgrupos discretos de grupos de Lie semisimples (los anteriores
son ejemplos) aparece la nocion de grupo irreducible:

Definicién 4.12. Dado G = G; X --- x G, donde cada G; es simple (sin subgrupos
normales conexos no-triviales) no-compacto, decimos que un subgrupo discreto I' < G es
irreducible si su proyeccién en cada factor G;, x --- x G;, es densa.

Esta nocién captura el hecho de que un subgrupo discreto no sea construido a partir
de otros.

Un ejemplo de grupo irreducible es un lattice aritmético en un grupo de rango superior,
por ejemplo el encaje de SLy(Z[v/2]) en SLy(R) xSLy(R) que ya mencionamos en la seccion
3.2 Existe una conjetura que establece que esta es la unica forma de obtener ejemplos
de grupos irreducibles.

Conjetura 1. Sea G un grupo de Lie semisimple de centro finito, sin factores compactos,
con al menos dos factores simples. Entonces todo subgrupo I' < G discreto irreducible es
un lattice.

Por un teorema de aritmeticidad de Margulis, todo lattice irreducible en un grupo G
como el de la conjetura es aritmético, lo cual hace que nuestra tnica fuente de ejemplos de
grupos discretos irreducibles sea ésta. Podemos encontrar esta conjetura en la exposicion
[8] como el problema 3.5, que es un enunciado més fuerte que la pregunta atribuida a
Benoist sobre la existencia de grupos libres y grupos de superficie discretos irreducibles
en PSLy(R) x PSLy(R). El autor agradece a Fanny Kassel por hacerle saber que esta
pregunta y sus variantes fue formulada de forma informal alrededor de los anos 2000.

Notamos que por el Teorema en caso de existir un encaje inyectivo de imagen
discretade I' = m (M) en G = PSLy(R) x PSLy(R) donde M es una 3-variedad hiperbélica
compacta, si la conjetura anterior fuese cierta tendriamos que la imagen del encaje es un
lattice de G, el cual es un grupo de rango superior. Veamos que esto es imposible, de
manera que la existencia de tal encaje seria un contraejemplo a la conjetura. El paso
clave es el siguiente profundo resultado.

Teorema 4.13. [24, Corollary 2.9| Sea G un grupo de Lie semi-simple (posiblemente con
factores compactos) y I' C G un lattice. Entonces I' contiene un subgrupo isomorfo a Z"
donde r es el rango de G.
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Corolario 4.14. Sea I' = m (M) para M una 3-variedad hiperbolica compacta. Supon-
gamos que existe p: I' — PSLy(R) x PSLy(R) morfismo inyectivo de imagen discreta.
Entonces p(I") seria un contraejemplo a la Conjetura .

Demostracion. Por el Teorema tenemos que p(I") es un subgrupo discreto irreducible
de PSLy(R) x PSLy(RR). Luego, recordando el Lema [4.3| donde vimos que (M) no tiene
un subgrupo isomorfo a Z?, tenemos que p(I') no es un lattice, probando el corolario. [J

4.2.1. Mas contraejemplos

A continuacion, veremos que la existencia de un encaje como en el Teorema [4.11]
implica la existencia de otros encajes de grupos que serian en si mismos contra-ejemplos
a la conjetura [I| y responderian las preguntas formuladas por Benoist.

La siguiente observacion muestra que tendriamos en particular, un grupo de super-
ficie discreto e irreducible en PSLy(R) x PSLy(R). Nos basamos en un resultado clasico
de Thurston (ver [27] capitulo 5) que dice que dada una superficie hiperbélica S y un
difeomorfismo pseudo-Anosov ¢ en la misma, la suspension M = S, es una 3-variedad
hiperbodlica. El grupo fundamental de una tal variedad admite naturalmente una estruc-
tura de la forma m (M) = m1(S) x Z. Méas atn, Agol prob6 (ver [Theorem 9.2|[1]) que
toda 3-variedad hiperboélica compacta admite un cubrimiento de indice finito por una
variedad de este tipo, que es equivalente a la existencia de un subgrupo de indice finito
de la forma m(S) x Z.

Observacion 4.15. Supongamos que estamos en las hipotesis del Teorema y que
ademés I' es de la forma I' = () x Z, donde ¥ es una superficie hiperbdlica compac-
ta. Entonces p;(p(m1(X))) v p2(p(m1(3))) son densos en PSLy(R). En particular, p|x,(x)
seria un encaje de un grupo de superficie en PSLy(R) x PSLy(R) con imagen discreta e
irreducible.

Se deduce del hecho de que p;(m; (X)) es normal en pi(I') y no es un grupo abeliano,
de manera que en caso de ser discreto por el Lema y el Lema deduciriamos que
su normalizador (que contiene a p;(T)) es discreto, contradiciendo el Teorema [4.11]

La siguiente observacion muestra que tendriamos en particular, un grupo libre discreto
e irreducible en PSLy(R) x PSLy(R). La existencia de un tal ejemplo ha sido intensamente
estudiada, mencionamos el vinculo con la Pregunta 1.1 en [17], donde ademas se establece
su vinculo con el trabajo de este capitulo y la existencia de un encaje como el de Corolario
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Observacion 4.16. Supongamos nuevamente que estamos en las hipotesis del Teorema
[1.11] Gracias a la igualdad tr(—A) = —tr(A) en SLy(R) tenemos que podemos definir
el mapa continuo Ptr: PSLy(R) — R=Y dado por [A] — [tr(A)]. La utilidad del mismo
se ve en que las matrices elipticas (conjugadas a matrices en PSO(2)) son exactamente
el abierto Ptr=1([0,2)), gracias a esto y la densidad de las proyecciones, tanto p;(p(T))
como pa(p(I")) contienen elementos elipticos de puntos fijos distintos.

Sean g1,92 € p(T') tales que pi(g1) v pa(g2) son elipticos y no estan en el mismo
subgrupo abeliano de I' y A = (g1, g2). Tenemos entonces que p;(A) no es discreto, pues
como I" no tiene torsion p;(g;) es a menos de conjugar, una rotacion en PSO(2) de angulo
necesariamente irracional, de manera que sus potencias acumulan en la identidad. Lo
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mismo es cierto para ps(A). Veamos que A es nuevamente un subgrupo irreducible, a
partir de probar que no es soluble y recordar el Corolario [2.28|

Para ver que no es soluble, basta notar que g; y ¢g» pensados como isometrias de H? son
traslaciones respecto a distintas geodésicas (pues no conmutan) y repetir los argumentos
de la Observacion 4.1} de manera que A es un grupo libre.

Intentar (y fracasar en) construir un ejemplo concreto de un grupo libre discreto e
irreducible en PSLy(R) x PSLy(R) sera el interés principal del siguiente capitulo.
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Capitulo 5
Ping-pong y grupos libres

En el capitulo anterior vimos que la existencia de un encaje discreto del grupo fun-
damental de una 3-variedad hiperbolica compacta en PSLy(R) x PSLy(R) implicarfa la
existencia de un grupo libre discreto e irreducible en PSLy(R) x PSLy(R), el cual es
un grupo de Lie semisimple, lo que seria un contraejemplo para la Conjetura [I Ahora,
pasamos a analizar una posible técnica alternativa para buscar un contraejemplo.

El objetivo que guia este capitulo es el de mostrar como algunas formas naturales de
abordar la construccion explicita de un grupo libre discreto e irreducible en SLy(R) X
SLs(R), inspiradas en la prueba de la alternativa de Tits donde se construyen grupos
libres, fallan.

Para dar un tal ejemplo, queremos encontrar pares de matrices A = (A;, A), B =
(B1, By) en SLo(R) x SLy(R) con A = (A, B) libre y discreto de manera que tanto
A1 = (A4, By) como Ay = (Ay, By) sean grupos densos. La mayor dificultad reside en que,
en vinculo con la Conjetura [I], los tnicos ejemplos de grupos discretos irreducibles en
SLy(R) x SLy(R) conocidos son los grupos aritméticos construidos a partir del anillo de
enteros de un cuerpo, por ejemplo SLy(Z[v/2]). De esta manera, restringiremos nuestra
atencion a estos grupos. Si las matrices A1 € pi(A) y Bs € pao(A) son elipticas, las
proyecciones p1(A) y pa(A) no seran discretas, luego gracias a que las proyecciones en
cada factor de un grupo aritmético I' < SLy(R) x SLy(R) son inyectivas y recordando el
Corolario 2.28], en caso de ser A un grupo libre seran ademas densas.

Luego, todo nuestro esfuerzo se centrara en entender las dindmicas de "ping-pong”,
que garantizan que ciertos grupos son libres. En particular estudiaremos la accion de
matrices de GL, (K) en las rectas de K", con una topologia definida a partir de un valor
absoluto en el cuerpo K, que nos permitira definir que dos matrices estén en posicion
ping-pong. Como esta construccion se basa explicitamente en la realizaciéon como grupo
de matrices, analizaremos si al considerar morfismos a otros grupos de matrices pode-
mos lograr que dos elementos resulten en posiciéon ping-pong a pesar de no estarlo en
un principio. Analizaremos morfismos definidos en subgrupos I' < SLy(R) x SLy(R) en
otros grupos definidos en primer lugar a partir encajes del cuerpo K generado por los
coeficientes de las matrices de I' que nos permitiran considerar otros valores absolutos.
Posteriormente pasaremos a los morfismos de grupos de Lie para considerar otros posibles
grupos ambiente.

En ambos casos probaremos que las técnicas no dan nuevos ejemplos:

Teorema. Dados r,s € N, sea I' < SLy(R)" x SLy(C)® un subgrupo de cuaterniones.
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Sea K el cuerpo de ntimeros generado por los coeficientes de las matrices en I'. Entonces,
al identificar a I" como un subgrupo de SLs, 2,(K) de manera natural, dado A valor propio
de una matriz de I' y | - |, valor absoluto no arquimediano en K[A], tenemos que |A|, = 1.

Teorema. Sea G = SLy(R) x SLy(R) y p: G — GL(V') una representacion. Consi-
deremos g1 = (x1,y1) ¥ g2 = (x2,y2) tales que 1,2 no estan en posicion ping-pong en
SLy(R) y y1, y2 tampoco. Entonces p(g1) v p(g2) no estan en posicién ping-pong.

Concluiremos comentando que otras posibles generalizaciones de estas técnicas tam-
poco permiten obtener nuevos grupos libres.

5.1. Ping-Pong abstracto

Nos basamos fuertemente (casi al pie de la letra) en las notas de Benoist sobre subgru-
pos discretos [4] para las definiciones y el anélisis sobre elementos proximales y posicion
ping-pong. Luego trabajaremos con el "ping-pong” p -adico, idea que surge de la prueba
de la alternativa de Tits, la cual se encuentra en el Apéndice [A]

Definiciéon 5.1. Dado un grupo I' que actiia en un espacio X, decimos que ¢y, -« , g, € I’
actian con dindmica de ping-pong si existen subconjuntos X; C X disjuntos dos a dos y
un z € X con z ¢ X; Vi, de manera que:

» Para todo g € (¢;) \ {Id}, es g; - v € X;.
» Para todo g € (g;) \ {Id},si j#iesg-X; CX,.

Ejemplo 5.2. Consideramos los siguientes homeomorfismos del circulo g y h. Sea g tal
que consta de dos puntos fijos g™ y ¢~ y entornos U~ de g~ y U de g™ tal que g(S"\U ™) C
Ut yg Y (S*\UT) C U". De la misma manera sea h con el mismo comportamiento para
puntos y entornos h* € V* y h~ € V. Suponiendo que UT,U~, V", V™~ son disjuntos
dos a dos, tomando X; = UTUU ™ y X, = VTUV ™, vemos que g y h acttian con dindmica
de ping-pong en S!.
Esto esta representado en la Figura [5.1]
Lema 5.3 (J4, Lemme 3.1]). Sea I' un grupo con generadores g, -+ , g,. Supongamos

ademas que I' actiia en cierto espacio de manera que los generadores acttian con dinamica
de ping-pong. Entonces I" es isomorfo al producto libre de (g1),- -, (gn)-

Demostracion. La tesis es equivalente a que dados hy € (g;,) \ {/d} para k =1,--- ,m
con iy # ipyq tenemos que hy - - - h,, # Id. Dados hy como recién, la hipotesis se traduce
en que (hy---hy) - x pertenece a X;,, de manera que es diferente de x. En particular el
elemento A - - - h,, es no-trivial, probando el resultado.

]

5.2. Dinamica de Schottky y elementos proximales

5.2.1. Grupos de Schottky en PSIL,(C)

En esta seccion el objetivo es mostrar como aplicar el Lema [5.3| anterior para ciertos
subgrupos de PSLy(C) a partir de su accién en S? ~ C U {oo} por transformaciones de
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Figura 5.1: Ejemplo de dindmica de ping-pong para dos homeomorfismos g y h del circulo S*

b cy = az+b
d T cztd”

(recordar los argumentos previos al Lema [4.7), hay tres tipos de elementos distintos de
la identidad:

Moébius dadas por De la misma manera que en argumentos anteriores

ei@

0 e_ow) Tiene dos puntos

» Eliptico: Conjugado a un elemento de la forma =+ (

fijos en S?, rodeados por circulos invariantes.

0 i) Tiene un sé6lo punto
fijo en S? por el que pasa una familia de circulos invariantes.

» Loxodrémico: es conjugado a un elemento de la forma =+ (6\ /\91) con |\ # 1.

» Parabolico: Conjugado a un elemento de la forma =+ (

Llamemos ¢ a un tal elemento. El mismo consta de dos puntos fijos en S?, un
atractor ac; y un repulsor x, de manera que para todo x # m;t cumple

+

lim ¢"-r=u,

n—+oo

. En este caso se puede encontrar discos abiertos DTy D~ disjuntos tales que g(S*—
D~) = D*. Cuando X es real, decimos que g es hiperbolico.

Definicién 5.4. [4, Definition 3.2] Un grupo de Schottky I' es un subgrupo de PSLy(C)

generado por elementos i, -+ , 7, tales que existen 2n discos abiertos disjuntos {DF C

S%:i=1,---,n} tales que, para todo i, se cumple
%(S*=D7)=Df vy ~'(S*=D%)=D;

7

En particular tenemos fyfl - Df C D]j.[.
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Observacién 5.5. Notamos que en particular los elementos v; cumplen 4! - DFf ¢ D¥.
Luego, el Teorema del punto fijo de Brouwer y la clasificaciéon anterior implican que son
loxodrémicos.

El Lema probara que fijados elementos 7y, -+ , 7, loxodromicos en PSLy(C) con
puntos fijos distintos, podemos entonces encontrar un m tal que ", --- , 7" generan un
grupo de Schottky.

El siguiente lema es central en nuestro estudio.
Lema 5.6 (|4, Lemme 3.3|). Un grupo de Schottky es libre y discreto.

Demostracion. Definiendo X; = D; U D} y tomando x € S? en el complemento de la
union de la clausura de estos discos, el Lema nos garantiza que el grupo es libre. La
discretitud resulta de que la topologia usual en PSLy(C) hace que la accién en S? sea
continua. De esa manera, si w,, es una sucesion del grupo que converge a la identidad,
tendriamos que w, - * — x pero x,, = w, - T es una sucesion de puntos en los discos Dii,
contradiciendo la eleccion de x. O]

5.2.2. Ping-pong proximal

Nos interesa ahora adaptar las técnicas anteriores de manera que podamos construir
grupos libres sin que necesariamente sean discretos.

Dada una accién de un grupo I' en un espacio métrico compacto X y v € I'; decimos
que un punto fijo xj; € X es atractor si existe un entorno U de xfyr (al que llamaremos
también atractor) tal que para todo otro entorno U’ del punto existe N tal que y"*(U) C
U’ para todo n > N. Llamamos cuenca de atraccion de x. al conjunto B = {x €
X/ limy, oo v"x = x4}

Lema 5.7. Sea I' un grupo que actiia en un espacio métrico compacto X. Sea F :=
{,}/17“' a’yna’}/I_l)"' ,’7,;1} cTl tal que

» para todo g € E, g tiene un punto atractor z, € X con cuenca de atraccion B,.

» los puntos x, son distintos para cada g y la interseccion de las cuencas de atraccion
B, es no-vacia.

» dados g, h € F tales que g # h™!, vale que z;, € B,
Entonces existe m > 0 tal que el grupo generado por 7{",--- ,~," es libre.

Demostracion. Consideremos x en la interseccion de las B, y entornos compactos disjun-
tos K, de los puntos atractores z, que no contienen a x, de manera que para g # h™*
tenemos Kj, C By,. Sea L, la union de los Kj para h # ¢g—'. Tomemos N tal que para
todo g € E vale que ¢™(L,) C K,y ¢"-x € K, para todo m > N. Aplicando el Lema
tomando X; := K, UK I obtenemos el resultado. O]

Observacion 5.8. El lector puede asumir en una primer lectura que K =R 6 C en lo que
sigue, pero es de interés central para este trabajo considerar otros cuerpos con distintos
valores absolutos, en particular los cuerpos de nimeros. Referimos a la Seccion para
el estudio de estos objetos.
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Llamamos cuerpo local a un cuerpo K con un valor absoluto |-| tal que al considerar en
K la topologia definida por este valor absoluto el cuerpo resulta Hausdorff y localmente
compacto y ademaés las operaciones de producto y adiciéon resultan continuas. Por ejemplo,
podemos considerar la completacion de un cuerpo de niimeros respecto a un valor absoluto
en el mismo.

Consideremos K un cuerpo local con un valor absoluto | - |. Dado V un K espacio
vectorial de dimension finita m, podemos considerar X = P(V) el espacio proyectivo de V:
el mismo consiste de las recetas por el origen de V. Dada una norma ||-|| en V' compatible
con el valor absoluto elegido (es decir tal que ||av|| = |a|||v|| para a € K,v € V'), podemos
dotar a X de una distancia d definida por

d(x1,29) = inf{||vi — val| :v; € xy, ||vil| = 1,0 = 1,2}

que hacen de X un espacio métrico compacto.

Dado g € End(V) para A > 0 se define V), = Vj(g) como el mayor subespacio g-
invariante de V' tal que todos los valores propios « de ¢ verifican |a| = A. En el caso
de que los valores propios no estén en K, se considera la tinica norma en la extension
finita por los valores propios que extiende a la existente en el cuerpo (ver [25] para el
caso no arquimediano y [I1, Theorem 2.3.17] donde se observa que los cuerpos locales
arquimedianos son equivalentes a R y C de manera que basta considerar el valor absoluto
complejo). Consideremos los valores propios o; = «;(g) de g repetidos con multiplicidad
ordenados de manera que su valor absoluto \; = \;(g) := |a;| esté en orden decreciente
A1 > Ay > ---)\,. Notamos V;r = V), donde V) es el subespacio invariante correspon-
diente al los valores propios de ese modulo, m, = dim V" y V= = @, Va(9)-

Decimos que g es prozimal en P(V') si my = 1, es decir, si Ay > Xs.

Notamos que una proyeccion es proximal en P(V') si y solamente si es de rango 1.

La utilidad de los anteriores conceptos aparece a partir de los siguientes lemas.

Lema 5.9. Un elemento g € Aut(V') es proximal en P(V') si y s6lo si su accion en P(V)
tiene un punto fijo atractor g*. El punto fijo es la recta V" y el entorno atractor B, es
el complemento del hiperplano X~ :=P(V,").

Demostracion. Notamos que la accion de g y de Ag en P(V') donde A € K es la misma,
luego podemos observar la accién de las potencias de A(g)~'g. Considerando la forma
de Jordan de esta transformacion, podemos observar que la direccion V' (g) es invariante
y en el resto los vectores se contraen salvo en la componente en V' (g), deduciendo el
resultado. [

Definicién 5.10. Decimos que g € GL,(K) es de tipo hiperbdlico si tanto g como g~! son

proximales para su acciéon en K" y notamos g~ := V;El, Wy = @agpramyVal(g). Ademas,
dados g, h € GL,(K), decimos que estan en posicion ping-pong si son de tipo hiperbdlico
y ademas g*, g~, h", h~ son distintos y g* ¢ W), & h™ y h* ¢ W, @ g7F.

Observacion 5.11. Esta definicion depende del valor absoluto que estemos considerando.
Una matriz puede ser de tipo hiperboélico para una norma definida a partir de cierto valor
absoluto, pero no para otro. Por ejemplo, basta considerar la matriz

<(2) 1(/)2> € SL>(Q)
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la cual es de tipo hiperbélico para el valor absoluto 2-adico en Q (y el usual) pero no
para el 3-adico.

Proposicion 5.12. Supongamos que g, h € GL,(K) estdn en posicién ping-pong.
Entonces existe un n € N tal que < g™, h™ > es un grupo libre.

Demostracion. Es una aplicacion de los Lemas 5.7 y O

Notamos que en este caso, por la continuidad de la accién en el proyectivo, el grupo
< g, h? > sera discreto en GL,(K) con la topologia como subespacio de K™ (mismo
argumento que para grupos de Schottky).

Observacion 5.13. De la misma manera, podemos definir que un conjunto de m ele-
mentos g, - - - , gm €stén en posicion ping-pong y obtener que existe un n € N de manera
que el grupo generado por las potencias n-ésimas es libre.

5.2.3. Ping-Pong p-adico para matrices reales

Es claro que si la imagen de un grupo por un morfismo inyectivo es libre, entonces el
grupo es libre. Con esto en mente, notamos que dado I' < GL,(R) (o GL,(C)) finitamente
generado, si consideramos K el cuerpo generado sobre Q por las entradas de las matrices
en un generador finito, tenemos que las entradas de todas las matrices del grupo viven en
K, de manera que podemos pensar I' < GL,,(K). A su vez, dado un morfismo de cuerpos
¢: K — L, podemos construir un morfismo de grupos ®,: GL,(K) — GL,(LL) dado por

aiy 0 Qi 90(@11) (p(aln)

Qp1 - QGpp Qo(anl) QO(CLTm)

Notamos que es inyectivo, a partir de que todo morfismo de cuerpos es inyectivo.

Con esto se deduce facilmente lo siguiente, que se puede interpretar como: "para
probar que un grupo es libre, alcanza con encontrar un cuerpo con un valor absoluto
en el que las matrices jueguen al ping-pong". Para nosotros, el morfismo consistira de
simplemente considerar el mismo cuerpo base, con otro valor absoluto.

Proposicion 5.14. Sean a,b € GL,(R). Consideramos K el cuerpo generado sobre Q
por los coeficientes de a y b. Supongamos que existe un morfismo de cuerpos ¢: K — L
donde en L consideramos un valor absoluto | -|; tal que a y b resultan de tipo hiperbdlico
y mas aun en posiciéon ping-pong.

Entonces existe un m € N tal que < a™, 0™ > es libre.

La anterior proposicion es una de las herramientas clave en la prueba de la alternativa
de Tits que damos en el apéndice [A]

5.2.4. Grupos libres que no vienen de un ping-pong proximal.

Tristemente (o interesantemente), los argumentos a partir de matrices proximales no
son la tinica razon por la que existen grupos libres; a continuacién, damos un enunciado
que permite obtener un grupo libre en el que los generadores son matrices con valores
propios 1.
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Proposicion 5.15. [2I] Si m y n son reales tal que |mn| > 4, entonces las matrices
1 n 1 0
Ol RV E

Comentamos que los argumentos de la referencia nuevamente consisten en encontrar
una dinamica tipo ping-pong, en donde se considera la acciéon de las mismas como trans-
formaciones de Méebius en la recta extendida RU{oo}. La siguiente observacion muestra
como podemos obtener grupos libres a partir de consideraciénes aritméticas.

generan un grupo libre.

Observacion 5.16. Si m,n € R son trascendentes sobre Q, el grupo generado por A, y
B,, es libre.

Demostracion. Basta notar que al considerar el producto de una palabra en A, y B,,
el resultado es una matriz donde sus entradas consisten en polinomios con coeficientes
enteros evaluados en las entradas de A,, y B,,. Gracias a la existencia de valores de n .y m
tales que el grupo (A,, B,,) es libre, tenemos que para cada palabra estos polinomios no
son simultdneamente iguales a 1 en la diagonal y cero en el resto de entradas, de manera
que al evaluarlos en cualquier par de niimeros trascendentes el resultado es una matriz
distinta de la identidad, probando la observacion. O

Con esto, la pregunta de si el grupo (A, B,,) es libre queda abierta solamente para
el caso |[nm| < 4 con n y m nameros algebraicos, enfatizando nuevamente el rol de la
aritmética en estas preguntas, a priori motivadas por sus consecuencias dindmicas.

5.3. Ping-pong p-adico en grupos aritméticos

Consideremos el grupo SLy(Z[v/d]) donde d es un natural positivo no cuadrado. Note-
mos por o a la involuciéon de Galois de Z[\/E] dada por a(x—l—y\/a) = z—yv/d y definamos

para A — (‘CL Z) € SLo(Z[Vd)

=0 )

Podemos observar que el encaje de SLy(Z[v/d]) en SLy(R) x SLy(R) dado por A —
(A, A%) tiene imagen discreta, gracias a que si un = + yvd con x,y € Z esta cerca de cero
en la norma usual su conjugado esté lejos. Ademas, es irreducible.

Si queremos definir un grupo libre e irreducible en SLy(R) x SLy(R) a partir de
SLy(Z[\/d)), 1a discusion de la introduccion de este capitulo en este caso se traduce en
encontrar A, B € SLy(Z[V/d)) tal que

= A es eliptica (necesariamente irracional) y B es hiperbdlica.
= A% es hiperbolica y B es eliptica.

= Existe un morfismo ¢: Z[v/d] — K donde K es un cuerpo local con un valor absoluto
| - |« tal que ®,(A) y ®,(B) estan en posiciéon ping-pong.
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Notamos que el valor absoluto buscado es necesariamente uno de los no-arquimedianos,
pues en Q[\/E] s6lo hay dos valores absolutos arquimedianos, que son los que hacen a A
eliptica y A% hiperbélica para el usual. Lo anterior falla por lo descrito a continuacién.

Proposicién 5.17. Sea K = Q(v/d) para d un natural no cuadrado y Ok el anillo de
enteros de K. Entonces dado A valor propio de una matriz en SLy(Ok) y |- |« valor absoluto
no arquimediano en K[)\], tenemos que ||, = 1.

En particular, las matrices A € SLy(Ok) no son de tipo hiperbdlico para la accion
inducida en P(K[\]?) donde A es un valor propio de A.

Demostracion. Dado A un valor propio de una matriz en SLy(Ok), entonces A2 —a A+1 =
0 donde o € Ok es la traza de la matriz. Luego, por la Proposicion [2.17 tenemos que
|Al« = 1 para todo valor absoluto no arquimediano en K. O

El siguiente lema clésico permite ver que el resultado anterior aplica en particular a
matrices en SLy(Z[v/d)).

Lema 5.18. Si K = Q(V/d) para d un natural no cuadrado, entonces Ox = Z[V/d] o
Ok = Z[%ﬁ] dependiendo de si d # 1 mdéd 4 o no.

De la igualdad a+bvd = a—b+ 2b(%g) deducimos que en ambos casos Z[v/d] C Ok.

5.3.1. Algebras de cuaterniones y subgrupos aritméticos

El encaje de SLy(Z[v/d]) en SLy(R) x SLy(R) recién descrito es un caso particular de
los denominados subgrupos artiméticos y subgrupos de cuaterniones, donde trabajaremos
con la definicién de Vigneras en [23]. A continuacién daremos las definiciones necesarias
para para construir estos grupos y veremos como los mismos argumentos (apoyados en
que las trazas de las matrices presentes son enteros algebraicos) se extienden a toda esta
clase de subgrupos irreducibles de SLs(R) x SLy(R) obteniendo el siguiente enunciado.

Teorema 5.19. Dados 7, s € N, sea I' < SLy(R)" x SLy(C)® un subgrupo de cuaterniones.
Sea K el cuerpo de niimeros generado por los coeficientes de las matrices en I'. Entonces,
al identificar a I" como un subgrupo de SLy,;25(K) de manera natural, dado A valor propio
de una matriz de I' y |- |, valor absoluto no arquimediano en K[A], tenemos que |A], = 1.

Algebras de cuaterniones y 6rdenes

La referencia principal para esta seccion es [22], también recomendamos la referencia
mas clésica [23].

Sea K un cuerpo de nimeros, con [K : Q] = n = r + 2s, donde r es la cantidad de
encajes reales de K y s la cantidad de pares de encajes complejos (donde cada par se
constituye de un encaje ¢ y su conjugado 7).

Dados a,b € K, definimos el algebra A := (22) como el espacio vectorial sobre K de

K
base {1,1, 7, k} con producto obtenido a partir de las igualdades

i’=a,j’=bk=ij=—ji,1-l=1VleK

y extender linealmente de manera que el producto resulta asociativo. Decimos que A

es un algebra de cuaterniones sobre K de simbolo (‘%) Se define el conjugado, la traza
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y la norma de un x = xo + 119 + x9j + x3k € A como T = xy — 111 — T2j — T3k,
tr(zx)=r+7T=210 € Kyn(x)=2T =23 —ax? —bx3+abri € K.

Observacion 5.20. Siempre podemos ver un algebra (%) como una subéalgebra de las

matrices 2x2 con coeficientes en K, en particular como una subélgebra de las matrices

complejas fijando
c_(va 0 (0 Vb
“\o —va) Y77\ oo

Notamos que la traza y norma definidas anteriormente coinciden con la traza y el deter-
minante usual.

Dado un encaje 0;: K — C, podemos construir el algebra de cuaterniones A; :=
(229i%) de base {1,i;, ji, ki} y el encaje ¢;: A — A; dado por

©i(zo + 218 + 22J + x3k) = 0i(20) + 05(1)i; + 03 (22)Ji + 0i(3)k;

donde L. = R o C dependiendo de si o; es un encaje real o complejo.
Cuando el cuerpo es R o C, las clases de isomorfismo de algebras de cuaterniones son

pocas. Sean ‘H = (_IR_I) los cuaterniones de Hamilton usuales.
Proposicion 5.21. » Todas las algebras de cuaterniones sobre C son isomorfas a
M,(C).

» Las algebras de cuaterniones sobre R se dividen en dos clases, las isomorfas a M (R)
y las isomorfas a H (que se distinguen por ser H de division: todo elemento distinto
de cero tiene inverso).

Dado o: K — R, decimos que A se parte en o si (2%2%) ~ My(R). Si en cambio es
(2222) ~ H decimos que se ramifica.

A partir de la proposiciéon anterior se obtiene un encaje
A— Ht @D Mg(R)r @D MQ((C)S

dado por
p(a) = (p1(a), - pn(a))

Eiste encaje es la herramienta central en la consutruccion de los grupos de cuaterniones.
A partir de ahora centramos nuestra atenciéon en conseguir obtener un objeto de "tipo
discreto” que nos permita obtener un subgrupo discreto en la imagen de .

Definicion 5.22. Un a € A se dice integral si su polinomio minimal (reducido) x? —
tr(a) x + n(a) tiene coeficientes en Ok. Es decir, si su traza y su norma estan en el anillo
de enteros de K.

Notamos que la propiedad de ser integral no se preserva por suma y producto (a
diferencia de Ok).

Definicion 5.23. Dado V' un K-espacio vectorial, decimos que L C V' es un reticulo en

V si es un Og-moddulo finitamente generado contenido en V. Un reticulo se dice completo
si L ®p, K~ V.
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Dado un QQ-espacio vectorial, obtenemos ejemplos de reticulos completos al considerar
las sumas con coeficientes enteros de vectores en una base del mismo. En general, al consi-
derar un espacio vectorial sobre un cuerpo de niimeros K, obtenemos reticulos completos
al considerar las sumas con coeficientes en Ox de vectores en una base del mismo.

Observacion 5.24. [22] Lemma 2.2.4] Un a € A es integral si y solo si Okla] es un
reticulo en A.

Definiciéon 5.25. Un orden O C A es un reticulo completo en A que también es un
subanillo de A.

Ejemplo 5.26. Los dos ejemplos centrales de 6rdenes son los siguientes:
u M2(0K> en MQ(K)

s Si A= (%) con a,b € Ok, entonces Ok|[1,1, 7, k| es un orden en A.
Encapsulamos lo que necesitamos de estas definiciones en la siguiente proposicion.

Proposicion 5.27. [22, Lemma 2.2.7] Un subanillo O es un orden en A si y solo si esté
formado por elementos integrales, contiene a Ok y satisface O ®p, K >~ A.

En particular, la traza de un elemento en un orden es un entero algebraico.

Construccion de lattices irreducibles en SLy(R)" x SLy(C)*

Fijemos G = SLy(R)" x SLy(C)*. Consideremos entonces A = (£2) tal que s es el
numero de encajes complejos de K y 7 el numero de encajes reales de K tal que A se
parte, notemos ademas por t el nimero de encajes reales donde A ramifica. Dado un
orden O de A se define

O':={ze€O:n(zx) =1}

Con esto obtenemos el subgrupo
Lo := p(O0") < H' & SLy(R)" & SLy(C)*
y al proyectar al complemento de H! definimos finalmente
I' < G = SLy(R)" @ SLy(C)®.
Llamamos a un grupo I' construido de esta manera un grupo de cuaterniones.

Teorema 5.28. [23, Chaptre 4, Theoreme 1.1 Un grupo de cuaterniones I' es un sub-
grupo irreducible (ademés lattice) de SLy(R)! & SLy(C)*.

Ejemplo 5.29. Recordando la Observacion [5.20] tenemos que podemos obtener el encaje

del grupo SLy(Z[v/2]) en SLy(R) x SLy(R) descrito en al comienzo de esta seccién como el

grupo de cuaterniones asociado al algebra A = ( Ql[;/li}) y el orden obtenido al considerar

las combinaciones con coeficientes en Z[v/2] de la base que define A.

Decimos que dos subgrupos I'; A de un grupo G son conmensurables si existe g € G
tal que I' N gAg™! es de indice finito en I' y gAg™'. Se puede probar (ver la referencia
[23]) que un grupo I" conjugado a un grupo conmensurable a un grupo de cuaterniones de
GG es nuevamente un subgrupo discreto irreducible de G. Llamaremos lattice aritmético a
un tal grupo.

Tenemos lo necesario para probar el teorema central de esta seccion.
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Demostracion del Teorema [5.19]

En primer lugar probaremos la tesis del teorema para grupos de cuaterniones. Consi-
deremos entonces I' < SLy(R)" x SLy(C)*® un subgrupo de cuaterniones definido a partir
de un orden O C A = (%) y un encaje p: A = H' @ SLy(R)" & SL»(C)*.

Sea v € T con v = p(a) para a € O'. Notando p;: G — SLy(L) (L =R o C) una de
las proyecciones en los factores simples de G, obtenemos que

tr(pi(7)) = tr(gi(a)) = oi(tr(a)) € O, x)

Para ver la pertenencia final basta recordar la Observacion que nos dice que dado un
morfismo de cuerpos o: K — L se tiene que 0(Ok) C O, y recordar que tr(a) € Ok por
la Proposicion

Con esto, dado A valor propio de g := p;(7), es A> — tr(g)A + 1 = 0, de manera que
nuevamente por la Proposicion es |Al, = 1 para todo valor propio no-arquimediano.
Como todo valor propio de v es valor propio de p;(y) para algin i, tenemos que |\|, =1
para todo valor propio no arquimediano en K[\].

Comentario sobre subgrupos aritméticos

Se puede definir una clase de subgrupos irreducibles de G = SLy(R)" x SLy(C)*® més
grande a partir de considerar subgrupos conmensurables a grupos de cuaterniones. Para
[23] estos son los subgrupos aritméticos de G.

Observacion 5.30. Sean dos grupos conmensurables I' y A en GL,(K). Dado A valor
propio de v € T, tenemos que existe un k tal que A\* es valor propio de un elemento en A.

La observacion se deduce de que por un lado como existe g € G tal que [I' : I'N
gAg™'] < oo, para todo elemento en I' existe una potencia que pertenece a gAg™—!, y por
otro lado de que si A es valor propio de un v se tiene que A\* es valor propio de *.

Corolario 5.31. Sea I' un subgrupo aritmético de G = SLy(R)" x SLy(C)®. Dado A valor
propio de v € T', supongamos que existe un cuerpo de niimeros K con A € K, entonces
para todo valor absoluto no arquimediano | - |, en K es |Al, = 1.

Demostracion. Basta notar que nuestros argumentos anteriores se basan en que los valores
propios de las matrices involucradas son enteros algebraicos, lo que se deduce a partir de
que lo mismo es cierto para sus trazas. Como los valores propios y la traza son invariantes
por conjugacion, dado un grupo I' conmensurable a un grupo formado por matrices con
trazas y valores propios enteros algebraicos, tenemos que existe un subgrupo de indice
finito H < I' donde lo mismo es cierto. Luego, dado un valor propio A de un elemento
v € I' y un cuerpo de nimeros K con A € K, tenemos que existe un natural n tal
que A" es valor propio de una matriz en H, de manera que para todo valor absoluto
no arquimediano | - |, en K es |A\"|, = 1, deduciendo el resultado gracias a la igualdad
AL = A" O
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5.4. Representaciones de SLy(R) x SLy(R) y Ping-pong

La pregunta que motiva esta seccion es la siguiente: Sea G = SLy(R) x SLo(R) y
A= (A, Ay),B=(By,Bs) € G que Ay, By y Ay, B no estan en posicion ping-pong para
su accion inducida en el proyectivo de R* = R? x R2. ; Existe algtin espacio vectorial real
V' de dimension finita y un morfismo de grupos de Lie p: G — GL(V) tal que p(A4) y
p(B) estan en posicion ping-pong?

Si la respuesta fuese afirmativa, tendriamos una manera de probar que dos matrices
A, B € SLy(Z[\/d]) generan un grupo libre aunque alguna tenga una proyeccion eliptica en
uno de los factores, permitiéndonos construir un contra ejemplo con la estrategia descrita
al comienzo de este capitulo. Veamos que esto nuevamente no es posible, a partir de la
teoria de representaciones de estos grupos.

Notamos que el teorema de superrigidez de Margulis aplicado a los lattices aritméticos
de SLy(R) x SLy(R) (ver nos dice que este analisis descarta la existencia de un
morfismo definido solamente en SLy(Z[v/d]) o un lattice aritmético en general.

5.4.1. Representaciones irreducibles, suma y producto tensorial
de representaciones

Llamamos representacion de un grupo de Lie GG, a un morfismo de grupos p: G —
GL(V) que ademés es diferenciable, donde V' es un espacio vectorial real. En este trabajo
consideraremos solamente representaciones donde V' es de dimensioén finita.

Dadas dos representaciones p: G — GL(V) y ¢: G — GL(W) podemos considerar la
representacion suma p @ ¢: G — GL(V & W) dada por

(P D) (9)(v+w):=p(g)v+ ¢(g)w

Notamos que para esta representacion, los espacios V' 'y W se ven como subespacios
invariantes para la accion de G en V @ W. Decimos que una representacion es irreducible
si no existen subespacios no triviales invariantes para la accion.

Tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 5.32. [19, Corollary 2.2] Toda representacion p: SLy(R) — GL(V') es suma
de representaciones irreducibles.

Lo anterior se conoce como que las representaciones de SLy(R) son completamente
reducibles, 1o mismo es cierto para SLy(R) x SLy(R) y en general grupos de Lie semisimples
(ver [20, Lemma B.1| para algebras de Lie semisimples y recordar el Teorema [2.32).

Nuestro interés en la completa reducibilidad de nuestras representaciones reside en el
siguiente resultado, que nos permite centrar la atencion en entender las representaciones
irreducibles solamente.

Lema 5.33. Sea G grupo de Liey p: G — GL(V') una representacion. Supongamos que
esp=p1®---dp para p;: G — GL(V;) con V; C V. Si g, h € G cumplen que p(g), p(h)
estan en posicion ping-pong, entonces existe iy tal que p;,(g) v pi, (h) estan en posicion
ping-pong.
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Demostracion. Como p(g) es proximal, tenemos que el vector propio asociado a su valor
propio de norma dominante p(g)" pertenece a uno de los V;, digamos que pertenece a
Viy- Deducimos que p;,(g) es proximal. A partir de la descomposicion en subespacios
invariantes para la accion V = Vi @- - - & V;, notamos que P, ;, V; es invariante para p(k)
para todo k € (G, de manera que los vectores en este subespacio no estan en la cuenca de
atraccion de p(g)T. La posicion ping-pong de p(g) y p(h) nos permite deducir entonces
que p(h)™ y p(h)~ pertenecen a V;,. Repitiendo el razonamiento para p(h)" deducimos
que p(g)~ € V,. Con esto, tenemos que p;,(g) y pi,(h) son de tipo hiperbélico (recordar
la Definicion [5.10)).

Gracias a que los valores propios de p;,(g) son un subconjunto de los valores propios
de p(g) (y lo mismo para p;,(h)) tenemos que W, () C Wyig) ¥ Wy, (ny C Wyn)- Ante-
riormente probamos que p;,(9)F = p(g9)* v pi,(h)* = p(h)*, de manera que recordando
que la posicion ping-pong de p(g) y p(h) se traduce en que p(g)* & Wy ® p(h)F y
p(h)* & W, @ p(g)¥F, deducimos que lo mismo es cierto para p;,(g) y pi,(h), probando
el lema. [l

A la hora de entender las representaciones de un producto de grupos, la siguiente
construccion nos da una gran familia de ejemplos a partir de conocer las representaciones
de cada factor, que en muchos casos es una lista completa de las representaciones del
producto.

Definicién 5.34. Dados G'y H grupos de Lie y sean p: G — GL(V) y ¢ : H — GL(W)
representaciones de G y H. Se define el producto tensorial de las representaciones p® ¢ :
G x H — GL(V @ W) a partir de

(p@p)(g,h)(v@w) = p(g)v® p(h)w

para todo (g,h) € G x H,v € V y w € W, y extendiendo linealmente al producto
tensorial. Esta aplicaciéon es un homomorfismo de grupos de Lie, y por lo tanto define
una representacion de G x H en V @ W.

Dadas bases D = {vy,---,v,} vy C = {wy, -+ ,wy,} de V. y W respectivamente,
tenemos que al considerar la base D = {v; @ wi,v1 @ wa, -+ , V3 @ Wy, , U, @ Wy, } la
matriz asociada a p(g) ® ¢(h) esta dada por el producto de Kronecker de las matrices
asociadas a p(g) y ¢(h). Explicitamente, si llamamos A = (a;;) = [p(9)]lp v B = [¢(h)]c
es
CLHB tee alnB
p@elgh)lp=A®@B:=| .
amB - apB

Tenemos entonces que p ® p(g,h) = p(g) @ @(h)
A partir de lo anterior, tenemos un hecho clave para nuestro interés:

Observacion 5.35. Dado un producto tensorial de representaciones p ® ¢: G x H —
GL(V ® W), los valores propios de p(g) ® ¢(h) estan dados por los productos de valores
propios de p(g) y ¢(h).

Explicitamente, si notamos a los valores propios de p(g) v ¢(h) como Ay, -+ A\, v
1, -, fm Tespectivamente, los valores propios de p(g) ® p(h) estan dados por A;p; con
1=1,---,nyj=1---,m.

Por ultimo damos la definicién de que dos representaciones sean equivalentes.
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Definicién 5.36. Dadas p: G — GL(V) y ¢ : G — GL(W) dos representaciones de un
grupo (o grupo de Lie) G, decimos que son equivalentes si existe un isomorfismo lineal
T:V — W tal que

plg) =T op(g)oT VYgeG

Notamos que lo anterior se puede resumir en que las representaciones coinciden a
menos de un cambio de base.

5.4.2. Representaciones de SLy(R) y SLy(R) x SLy(R)

A continuacion describiremos cuales son, a menos de equivalencia, las representaciones
irreducibles de SLy(R) y SLo(R) x SLy(R). A la vez veremos como esta clasificacion
permite probar que si dos elementos de estos grupos no estan en posicion ping-pong, sus
imégenes por una representacion tampoco.

Lema 5.37. Dado n € N, a menos de equivalencia existe una tunica representacion

irreducible de SLy(R) en GL,.1(R).

Para dimension n + 1, podemos obtener una descripcién explicita al considerar el
espacio de polinomios homogéneos en 2 variables de grado n y definimos la representacion
pn: SLa(R) — GL(V;,) a partir de

(a2 ) o )noma (2 8)7) 2)) =

Notamos que para n = 0 obtenemos la representacion trivial en V) = R y paran = 1
la representacion identidad para la accion lineal en R?. El lema anterior y la descripcion
posterior son clasicos y se pueden encontrar en el Capitulo 2 de [19].

Observacién 5.38. Al considerar la base usual de V,, dada por {2, 2" 1y, -+, zy" ! y"}
es inmediato notar que matrices triangulares van en matrices triangulares, particular-
mente triangulares con 1 en diagonal en triangulares con 1 en la diagonal y matrices
ortogonales en matrices ortogonales (esto ultimo también se puede deducir a partir de la
continuidad de p, y que g € SO(2) es equivalente a que la sucesion g" sea acotada).

Proposicion 5.39. Sean A, B € SLy(R) tales que no estan en posicion ping-pong. En-
tonces para toda representacion p: SLy(R) — GL(V') las matrices p(A) y p(B) no estan
en posicion ping-pong.

Demostracion. Suponemos que la representacion es irreducible gracias al Lemal[5.33]y que
las representaciones de SLy(R) son completamente reducibles. A partir de la clasificacion
de matrices en SLy(R), tenemos que las matrices en cuestion son hiperbolicas, elipticas
o diagonales con 1 en la diagonal. En el caso de que por ejemplo A no sea hiperbdlica,
la Observacion nos dice que p(A) tampoco es de tipo hiperbdlico, de manera que
no hay posicion ping-pong en la imagen. Luego, si suponemos que tanto A como B son
hiperbodlicas, tenemos que no estan en posiciéon ping-pong si y solamente si hay alguna
repeticion en la lista AT, A=, BT, B™, es decir, comparten alguna direccion propia. Luego,
en una base apropiada (en la que alguna de las dos sea diagonal), ambas son triangulares
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superiores (o inferiores). En particular, su grupo generado (A, B) esta contenido en un
grupo soluble, de manera que es soluble. Concluimos gracias a la Observacion y la
Proposicion [5.12] O

Nuestro analisis se apoyara en el siguiente resultado.

Lema 5.40. Las representaciones irreducibles de SLy(R) x SLy(R) estan dadas por p, @ pp,
donde n, m son naturales distintos de cero y p; es la representacion irreducible descrita
en la seccién anterior.

La prueba de este lema es el contenido del Apéndice [B]

Teorema 5.41. Sea G = SLy(R) x SLy(R) y p: G — GL(V) una representacion. Consi-
deremos g1 = (x1,y1) ¥ g2 = (x2,y2) tales que 1,2 no estan en posicion ping-pong en
SLy(R) y y1, y2 tampoco. Entonces p(g1) v p(g2) no estan en posicién ping-pong.

Demostracion. Gracias a los Lemas y y que las representaciones de SLy(R) X
SLy(R) son completamente reducibles podemos suponer que p esta dada por p, ® p,,, para
ciertos n y m naturales. Sin = 0 o m = 0, tenemos que p es una representacion de uno de
los factores de GG, de manera que estamos en las hipotesis de la proposicion [5.39] anterior.

Supongamos ahora n > 1, m > 1. Si alguna de las matrices x1,xs,y1,y2 no es hi-
perbdlica, es unipotente (valores propios 1) o eliptica. En particular, sus valores propios
son de modulo 1, de manera que p(g1) o p(g2) no es proximal gracias a la observacion
(.35l Entonces, supongamos ademéas que 1,2, %1,y2 son todas matrices hiperbolicas.
Nuevamente, como xy,xy € y1,y2 no estdn en posicion ping-pong podemos repetir los
argumentos de la Proposicion , encontrando que existen bases de R? en las que los
grupos

(1, 22) vy (Y1,92)

consisten de matrices triangulares superiores (o inferiores), en particular son grupos so-
lubles, de manera que

(91, 92) = (w1, T2) X (Y1,Y2)

es soluble, nuevamente concluyendo la prueba gracias a la Observacion [2.31] y la Propo-
sicion [5.12] ]

5.5. Comentarios finales

Invarianza de la integralidad

Con lo descrito hasta ahora, uno podria verse tentado a "hacer un ultimo intento”
combinando las dos ideas anteriores: dado I' < G = PSLy(R) x PSLy(R) aritmético,
construir un morfismo de grupos de Lie ¢: G — GL(V') tal que al considerar el cuerpo
K generado por los coeficientes de las matrices en ¢(I') podemos ademés construir un
morfismo de cuerpos o: K — F de manera que el morfismo inducido en ¢(T") nos permita
encontrar elementos en posiciéon ping-pong para el valor absoluto que consideremos en F.

Esto no es posible pues el hecho de que las matrices de I' tengan trazas que son enteros
algebraicos, es preservado por morfismos de grupos de Lie, como vemos en el siguiente
enunciado (los grupos I' y G con los que trabajamos verifican las hipotesis del teorema).
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Teorema 5.42. [I7, Theorem 2.5] Sea G un grupo de Lie algebraico real con centro
trivial, I' < G un subgrupo Zariski denso. Entonces es equivalente:

= Las trazas de elementos en I' son enteros algebraicos.

» Para toda representacion inyectiva p: G — GL(V) las trazas de los elementos en
p(I") son enteros algebraicos.

De esta manera, la obstruccion para el "ping-pong p-adico” es preservada por morfis-
mos de grupos de Lie y obtenemos el siguiente enunciado.

Proposicion 5.43. Sea G = SLy(R) x SLy(R) y p: G — GL(V) una representacion.
Consideremos I' < G un grupo aritmético. Dado A valor propio de p(7), supongamos
que existe un cuerpo de nimeros K con A € K, entonces para todo valor absoluto no
arquimediano | - |, en K es [A|, = 1.

Ping-pong en espacios de banderas

Otra forma de generalizar la nocién de que dos matrices jueguen "ping-pong” es ex-
tender nuestra nocién de proximalidad. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita,
notamos que podemos identificar P(V') con el cociente GL(V')/P donde P es el estabili-
zador de una recta para la accion de GL(V) en V.

En el caso de que V = R" y la recta es Re; tenemos que el grupo P esta dado por las
matrices de la forma

0
0 *x --- =%

Luego la identificacion anterior no es més que identificar una recta r con la matriz (a
menos del subgrupo P) que lleva el vector e; en esa recta. De esta manera, dada una
matriz A, es equivalente que ésta sea proximal a que su accion en el cociente GL,(R)/P
tenga un punto atractor.

Inspirados en esto, podemos ahora considerar la dindmica de la accion de GL,,(R) en
los espacios de banderas parciales de R™ y definir nociones de proximalidad y posicion
ping-pong en los mismos.

Definicién 5.44. Una bandera parcial F' (de indices I = (ny,na,- -+ ,ng)) de V un espacio
vectorial es una sucesion de subespacios

‘/:[C‘/QC"'C‘/]C

donde dim V; = n;.
Un subgrupo parabdlico Py (de indices I) es el estabilizador en GL(V') de una bandera
(de indices I).

Toda matriz de GL(V') acttia en el espacio de banderas parciales (de ciertos indices
fijos I cualesquiera), el cual identificamos con GL(V')/P;. Decimos que una matriz A es
I-proximal si su accion en GL(V')/ Py tiene un tnico punto fijo atractor. Para determinar
si una matriz es [-proximal, basta con observar los médulos de sus valores propios (al
igual que con la definicién usual de proximalidad). Notando Aj(A) > --- > A\, (A) a los
modulos de los valores propios de A, decimos que la matriz tiene un salto en el indice k
si Ag(A) > Ag11(A). Tenemos lo siguiente:
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Proposicion 5.45. Una matriz es [-proximal para [ = (nq,--- ,ny) si y solo si tiene
saltos en todos los indices n; € 1.

Como nos interesan que una matriz y su inversa puedan ser [-proximales, centraremos
nuestra atencion en los indices (y subgrupos parabolicos) simétricos: el conjunto de indices
I es simétrico si cada vez que ¢ € I tenemos que n — ¢ € I donde n = dim V.

Con lo anterior, podemos finalmente definir lo siguiente:

Definicién 5.46. Sea un conjunto de indices simétrico I C {1,--- ,n}. Decimos que dos
matrices A, B € GL(V') estan en [-posicion ping-pong si:

» A, A, B, B! son I-proximales.
s Las banderas atractoras son distintas dos a dos.

» Existe un punto en GL(V')/Pr en el entorno atractor de todas las banderas atrac-
tores anteriores.

De la misma manera que en lo anterior tenemos que si dos matrices A, B estan en I-
posicién ping-pong, existe n tal que A™ y B™ generan un grupo libre. El entorno atractor
de la bandera atractora de una matriz A consiste de las banderas transversas a ésta.

Definicién 5.47. Decimos que dos banderas parciales V; y W; de indices I, para [
simétrico, son transversas si V; & W,,_; =V para todo i € I.

A partir de esto, es natural considerar el encaje de Plucker: Dado un espacio vectorial
V' y un natural k se define

A GL(V) = GL(AFV)

donde AFV es la potencia exterior k-ésima de V, a partir de la féormula
ANPA(vy A+ Avg) = Avp A -+ A Awy,

y extender linealmente.

Es posible probar que los médulos de los valores propios de AFA son Il;cg \;(A) donde
E es un subconjunto de k elementos de {1,--- ,n} siendo n = dim(V'). De esta manera,
considerando k el primer indice de I, una matriz I-proximal A tiene como imagen por
AF una matriz proximal en el sentido usual. Ademés, se puede probar que banderas
transversales van en banderas transversales, de manera que si dos matrices A, B estan
en [-posicion ping-pong, A¥A, Ak B también (para un nuevo conjunto de indices). Esto se
puede resumir en la siguiente proposicion, que se puede ver como un caso particular de
de [14], Proposition 3.3|.

Proposicion 5.48. Sean A, B € GL,(R) en I-posicién ping-pong para cierto conjunto
I = (ny, -+ ,ng) de indices. Entonces existe N € N tal que AN A y ANV B estan en posicion
ping-pong en GL(Z) (R).

Corolario 5.49. Sea G = SLy(R) x SLy(R) y p: G — GL(V) una representacion. Con-
sideremos g1 = (71,y2) y 92 = (%2, y2) tales que x1, x5 no estan en posicion ping-pong y
Y1, Y2 tampoco. Entonces p(g1) v p(g2) no estan en I-posiciéon ping-pong para cualquier
elecciéon de indices .
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Demostracion. Supongamos que existe una p y indices I tal que p(g1) y p(ge) estén
en I-posicion ping-pong. Considerando el N de la Proposicion [5.48 tenemos que ¢ =
AN o p: G — GL(ANV) seria una representacion tal que ¢(g1) v ©(g2) estan en posicion
ping-pong. Esto es absurdo por el Teorema [5.41] O
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Apéndice A

Alternativa de Tits

En este apéndice presentamos una demostracion de la alternativa de Tits, basada en
las notas de Y. Benoist [4] y el libro [6] para ciertos enunciados preliminares. Nuestro
objetivo es ofrecer una exposicion mas detallada y desarrollada de los argumentos alli
contenidos, incorporando explicaciones y precisiones adicionales con el fin de volver el
texto mas accesible.

Recordamos el enunciado:

Teorema A.1l. [4, Theoreme 3.10] Dado un cuerpo de caracteristica cero K y I' <
GL,(K), vale una de las siguientes afirmaciones:

» [ es virtualmente soluble.
= [ contiene un subgrupo libre en dos generadores.

Observacion A.2. Las dos posibilidades son mutuamente excluyentes. Basta recordar
que un grupo libre no es soluble y razonar de la misma manera que en la Observacion
como sigue: supongamos que existe H < I' con H soluble y [I' : H] < oo y ademaés
Fy < T' un grupo libre. Por el Lema tenemos

[Fo: HNF)) <[I': Hl <o

de manera que H N F; es libre no ciclico (pues los subgrupos ciclicos de F, son de indice
infinito y estas son las dos posibilidades por Nielsen-Schreirer). Por otro lado, como
H N F, < H deberia ser también soluble, lo cual es absurdo por la Observacion [2.30]

A.1. Preliminares

A.1.1. Topologia de Zariski

Una herramienta central para el estudio de subgrupos de grupos lineales es la clausura
de Zariski, pues permite, dado un grupo infinito I' construir un grupo de Lie G D T' que
comparte muchas de las caracteristicas de I' (solubilidad, nilpotencia, por €j.) pero en el
que ahora podemos aplicar las técnicas de grupos algebraicos y grupos de Lie.

Dado un cuerpo K, consideramos V' =~ K™ un espacio vectorial de dimensiéon m y
K[V] el anillo de polinomios en V', donde por polinomio nos referimos a una funciéon de
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V a K que se puede expresar como un polinomio en las coordenadas en una base de V.
Dado un conjunto £ C V y un ideal I < K[V] definimos I(E) el ideal de polinomios
nulos en E'y Z(I) el conjunto de ceros comunes de I:

I(E)y={peK[V]:p(z)=0 VxeFE}
Z(I)={zeV:p(x)=0 Vpel}

Dado E C V definimos su clausura de Zariski como E- = Z (I(E)) y decimos que es

cerrado cuando E = E y abierto cuando es el complemento de un cerrado. Notamos
que los cerrados son exactamente los conjuntos de ceros de familias de polinomios. Estos
cerrados definen la topologia de Zariski en V. Para todo 2 C V' consideramos la topologia
de Zariski sobre E a la restriccion de la anterior topologia a E.

Observacion A.3. Dado un isomorfismo de cuerpos ¢: K — F, notando V = K" y
W = F" tenemos que los espacios V' y W con la topologia Zariski son homeomorfos.
Explicitamente, si consideramos una base xq,--- ,x, de V e yi,--- ,y, base de W el
homeomorfismo esta dado por

n

Z a;x; — Z o(a;)y;
i=1

=1

Ejemplo A.4. Tenemos que SL,(K) C M,(K) es un cerrado Zariski al considerar el
polinomio det —1. De la misma manera, notando que la identidad AA” = 1 se puede
ver como los ceros simultaneos de polinomios en las entradas de las matrices, el grupo
SO(n) € GL,(K) es también un cerrado Zariski. Un ejemplo de un abierto Zariski es
GL,(R) por estar descrito por la desigualdad det # 0 que es lo mismo que el complemento
de los puntos donde se da la igualdad det = 0.

Ejemplo A.5. Dada una recta (o conjunto finito de rectas) en V' = K", la condicion
de preservar la recta (o la familia) se puede ver como una ecuaciéon polinomial. De esta

manera, el conjunto de matrices que fijan una recta (o permutan una familia finita) es
un cerrado Zariski de M, (K).

Naturalmente aparecen las nociones de conexidad, densidad y componentes conexas
de cualquier topologia. Una nocién particularmente 1util es la de irreducibilidad: un con-
junto £ C V se dice irreducible si no se puede escribir como la unién de dos cerrados
propios no vacios distintos. Claramente un subconjunto irreducible es en particular cone-
xo. Llamamos componentes irreducibles de E a los subconjuntos irreducibles maximales
de E.

Dado un cuerpo K con un valor absoluto |-|, tenemos que los polinomios de K[z, - - -, 2]
son continuos pensados como funciones de K" — K" para la topologia definida a partir
de este valor absoluto. De esto, es inmediato deducir que todo cerrado para la topologia
Zariski es también cerrado para la anterior topologia. Por ejemplo, al considerar K = R
con la topologia usual, un cerrado Zariski es un cerrado en el sentido usual.

Procedemos a enunciar varios resultados que forman parte de la prueba de la alter-
nativa.
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Lema A.6. [0, Lemma 5.15] Sea K un cuerpo. Dado I' < GL,(K) tenemos que T” en
GL,(K) es un grupo.

Lema A.7. [0, Lemma 5.21] Sea K un cuerpo y V' = K". Entonces la componente Zariski
conexa de la identidad ', de un subgrupo I' < GL(V') es un subgrupo normal de indice
finito de I' que es irreducible para la topologia Zariski.

Si tomamos K = R, dado un cerrado de la topologia Zariski, tenemos que es una va-
riedad diferenciable salvo en un cerrado de interior vacio (pues es una variedad algebraica
definida por ecuaciones polinomiales), de dimensiéon positiva siempre que no sea finita.
Dado un subgrupo I' < GL(V') con V' ~ R" tenemos que la multiplicacion a izquierda
por un elemento fijo es un homeomorfismo de I', de manera que un grupo Zariski cerra-
do es una variedad diferenciable. Recomendamos ver [6] donde este hecho es parte del
desarrollo a lo largo de todo el texto.

Con lo anterior podemos enunciar el siguiente resultado clave:

Proposicion A.8. Sea I' < GL,(R) infinito. Entonces 7 esun grupo de Lie de dimen-
sion positiva.

Proposicion A.9. Dados subgrupos Ay B de G, con A < B de indice finito y B’
conexo Zariski, entonces A7 =B

Demostracion. Tenemos que existen finitos b; € B tales que B = AUb,AU---Ub,A.
Como la multiplicacion a izquierda por un elemento de un grupo es un homeomorfismo del
mismo (para la topologia Zariski también) deducimos que B =4"U szZ u---u anZ.
Notamos que dado que A7 es un subgrupo de EZ, los elementos de la unién anterior
son coclases, de manera que son disjuntos o iguales, luego a menos de eliminar elementos
repetidos la union es disjunta. Como B” es conexo yeeE A7 deducimos que todos salvo

A" son vacios y A’ =B ]
Proposicion A.10. Dado I' < GI,,(K) tenemos que I' es soluble <= T es soluble.

Demostracion. Como un subgrupo de un soluble es soluble, tenemos el reciproco.
Supongamos entonces I' soluble.

Notemos G = T". La prueba se hace en tres etapas:

» [G,G] C ﬁzz Dado p polinomio que se anula en [I', '], tenemos que para todos
g,h € T es p(ghg~*h™') = 0, fijando ¢ y considerando h variable, notamos que
p(ghg 'h™') = 0 para g € Ty h € G por definicion de esta topologia. Con un
razonamiento anélogo fijando h € G deducimos que p se anula en los conmutadores
de elementos de G. De esta manera tenemos que {conmutadores de G} C mz y

por lo tanto [G, G| C F,_FZ.

—Z
» G T para todo n: si n = 0 no hay nada que decir. Inductivamente, tenemos
que
z

G — (G0, G ¢ [F(nq)z,p(nq)z] c [F(nq)’p(nq)]z — T

donde en la primer inclusién usamos la hipotesis inductiva, y en la segunda el punto
anterior.
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= Concluimos notando que si ng es tal que ['™) = {e} entonces por el punto anterior
es

G T = e} = {e}

donde la ultima igualdad surge de notar que los puntos son cerrados para esta
topologia.

]

A.1.2. Lema de Selberg y Teorema de Engel

En el Capitulo [3] mencionamos el conocido Lema de Selberg que enunciamos a conti-
nuacion:

Lema A.11. (Selberg) Dado K cuerpo de caracteristica cero, todo subgrupo finitamente
generado de G, (K) es virtualmente sin torsion.

El resultado que usaremos posteriormente no es este, sino la formulacién mas precisa
a continuacion (que implica el anterior resultado). La prueba se encuentra en [4].

Decimos que una matriz g es unipotente si 1 es su tunico valor propio y wvirtualmente
unipotente si una potencia ¢g" es unipotente, o lo que es equivalente, que sus valores
propios son todos raices de la unidad.

Lema A.12. Dado K cuerpo de caracteristica cero, todo subgrupo finitamente genera-
do de GI,(K) contiene un subgrupo de indice finito tal que sus elementos virtualmente
unipotentes son unipotentes.

Decimos que un I' < G1,,(K) es unipotente si sus elementos son unipotentes.

En vinculo con lo anterior, citamos el siguiente resultado clasico de la teoria de Alge-
bras de Lie. Notamos a las transformaciones lineales de V' en V por End(V') y recordamos
que decimos que un x € End(V') se dice nilpotente si In/x™ = 0.

Teorema A.13. (Engel) Dado V' espacio vectorial sobre un cuerpo de caracteristica cero
y g < End(V') un algebra de Lie tal que todos sus elementos son nilpotentes. Entonces
existe una base B de V' en la que para todo g € g la matriz asociada en B es estrictamente
triangular superior.

El anterior teorema y su prueba se pueden encontrar en el capitulo 6 de [12].

A.1.3. Elementos proximales

La existencia de un grupo libre se basa en las construcciones descritas en el Capitulo
[} particularmente en la dindmica de elementos proximales descrita en la Seccion [5.2.2]
cominmente conocida como dindmica "ping-pong”. A continuaciéon pasamos a dar ciertos
resultados complementarios .

Dado un cuerpo local K respecto a un valor absoluto | - |, un K-espacio vectorial V'
y g € GL(V), recordamos que \;(g) es el valor absoluto del i-ésimo valor propio de g,
ordenados por valor absoluto y m, la dimension de el espacio invariante asociado a los
valores propios de modulo Ai(g) de g.
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Lema A.14. Dado g € End(V) y p > 1, el conjunto E, := {g € End(V) /m, < p} es
un abierto en End(V).
En particular, los elementos proximales forman un abierto.

Demostracion. El polinomio caracteristico de g depende continuamente de g, de manera
que los modulos de los valores propios también, de manera que el conjunto {g/ A\i(g) >
Ap+1} es abierto. O

De lo anterior se puede concluir lo siguiente:

Lema A.15. El elemento g es proximal en P(V') si y solo si existen constantes ¢, € K
tales que la sucesion ¢, g" converge, respecto a la topologia en End(V') inducida por | - |,
a una proyeccion de rango 1.

Demostracion. Similarmente al Lema [5.9] dado un proximal, tomando ¢, = A;(g)™
tenemos el resultado. Reciprocamente, dado que una proyeccién de rango 1 es proximal
y el Lema tenemos que existe ng tal que c,,¢™° es proximal, de manera que g"° es
proximal y por lo tanto g también (esto ultimo se puede deducir considerando la forma
de Jordan de g en la clausura algebraica de K). O]

Notamos que cuando trabajemos con una acciéon de un grupo GG en cierto espacio
V', podemos hablar de la proximalidad de un elemento g € G al identificarlo con la
transformacion g - — € End(V).

De esta manera, recordamos el encaje de Pluker de la Seccién AP End(V) —
End(A*V) dado a partir de la férmula

Aglog Ao Ag) = gui A=+ A guy,

y extender linealmente.

El siguiente Lema nos dice que si queremos que un g € End(V) actiie de manera
proximal en cierto espacio, nos alcanza con que haya algun i tal que \;(g) > A\i11(g), no
necesariamente el primero.

Lema A.16. Dado g € End(V), k> 1y W = A*V
= Si k = m, entonces A¥g es proximal en P(I).
» Si A*g es proximal en P(W), entonces p > m,.

Demostracion. Se deduce de notar que los valores absolutos de los valores propios de
APg son Il;cp\;(g) donde E es un subconjunto de p elementos de {1,---,m} siendo

m = dim(V). O

A.2. Condicién suficiente para la existencia de un gru-
po libre

El siguiente Lema se puede pensar como un caso particular de la alternativa de Tits,
pero que ademas reduce el caso general a buscar elementos proximales en P(V'). Decimos
que la accion de un grupo I' < GL(V) en V es irreducible si no existe un subespacio
W C V invariante por los elementos de I'.
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Lema A.17. Dado I' < GI(V) Zariski conexo, con dim(V) > 2 tal que la accion es
irreducible y I' posee un elemento proximal, entonces:

» Existe v € I" tal que v y 7! son proximales.
= [’ contiene un grupo libre en dos generadores.

Demostracion. Dados dos subespacios no triviales A, B de V, la irreducibilidad de la
accion de I' nos permite encontrar un h € I' tal que h(A) ¢ B. Para ver esto razonamos
como sigue: si A ¢ B, basta tomar h = Id, en caso contrario el espacio generado por
la o6rbita de A por la accién de I' estara contenido en B, el cual serfa un subespacio
invariante por la accién, contradiciendo la irreducibilidad.

Ademés, dados finitos pares de subespacios A;, B;, podemos encontrar un h € I’
que verifica h(A;) ¢ B simultaneamente. Para ver esto, al igual que en lo anterior la
irreducibilidad de la accién nos dice que el subconjunto de elementos de I' que verifica
cada cada condicion del tipo h(A;) ¢ B; es no vacio, donde ademas, cada una de estas
condiciones define un abierto de la topologia Zariski. Luego, como I' es Zarsiki conexo,
deducimos que es ademas irreducible como grupo topologico para la topologia Zariski
gracias al Lema de manera que cualquier conjunto finito de abiertos no vacios tiene
interseccion no vacia, lo cual nos permite encontrar el A € I deseado.

Veamos el primer punto.

Sea g el elemento proximal de I'. Gracias al Lema existe ¢, tal que el ™ =
lim,, ¢,g" es de rango 1. Como P(End(V')) es compacto, podemos ademéas considerar d,,
de manera que (a menos de considerar una subsucesion) existe el limite o = lim,, d,,g™".

Consideramos entonces dos elementos hy y he de I' de manera que

hi(Imm)) ¢ Kero 'y ho(o hi(Imm)) ¢ Kerm

Sea entonces g, = ¢"hog "hy; € I', observamos que lim, ¢,d,g, = mhooh; es entonces
un miltiplo no nulo de una proyecciéon de rango 1 (podemos observar que Im(7) es un
subespacio invariante para la transformacion, donde la misma no es cero). Por el Lema
tenemos que para cierto n el elemento v = g, es proximal.

Podemos aplicar el mismo razonamiento para !, al tomar un n tal que tanto g,
como g, ! sean proximales. Para esto notamos que lim ¢,d,,(g,) ™" = hy '7h; ‘o de manera
que es necesario agregar a hy y ho las condiciones adicionales

hi'(Imn) ¢ Keroe y  hy'(o hy'Im7) ¢ Kern

para que este limite sea un multiplo de una proyeccion de rango uno, ahora sobre
hy*(Im(r)).

Veamos el segundo punto.

Sea v el elemento tal que el y su inverso son proximales. Consideremos h € I' un
elemento tal que se verifican las 8 condiciones siguientes: h*' (v%) ¢ W, &~F y h (1) ¢
W, & 7*. Recordamos que un tal h existe por la discusion al comienzo de esta prueba.

Concluimos notando que los elementos ~y; := v vy 72 := hyh™! estdn posiciéon ping-
pong de manera que al elevarlos a cierta potencia generan un grupo libre gracias a la
Proposicion [5.12] O
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A.3. Prueba de la Alternativa de Tits

Sea K un cuerpo de caracteristica cero y I' < GL,(K) que no es virtualmente soluble.
Probaremos que contiene un grupo libre en dos generadores.

Sin pérdida de generalidad, supondremos I' Zariski conexo gracias a el Lema[A.7] y
finitamente generado gracias al siguiente resultado.

Lema A.18. [4 Lemme 2.11] Sea I' < GL,(K) donde K es un cuerpo de caracteristi-
ca cero. Entonces: Si todos los subgrupos finitamente generados de I' son virtualmente
solubles, I también.

Bajo estas hipotesis, procedemos como sigue.
Afirmacion. [I',T'] es Zariski conexo y no es virtualmente soluble.

Para ver que es conexo, notamos que el mapa (z,y) — zyx~'y—1 es continuo respecto
a la topologia Zariski, de manera que C' = {xyz~'y—1/xz,y € '} es conexo. Ademas,
<C>=[T]y < C >=U,C", donde los C™ son conexos y comparten el punto e, de
manera que [[', '] también es conexo.

Luego, por las proposiciones y se tiene que un subgrupo Zariski conexo
y no soluble no es virtualmente soluble. En caso contrario, tomando A <; s I' soluble,

tendriamos que A7 =T de lo cual se deduce que I' soluble. Luego como I' es soluble si
y solo si [, T'] lo es, tenemos la afirmacion.

Afirmacion. Existe v € [I',I'] con un valor propio a € K que no es raiz de la unidad.

Veamos que si todos los valores propios de elementos de un grupo lineal finitamente
generado tuviesen a todos sus valores propios raices de la unidad, el grupo seria virtual-
mente soluble.

Para el siguiente argumento se utiliza la hipotesis de finitamente generado de la si-
guiente manera: dado un generador finito de I'; llamando K al cuerpo generado sobre Q
por los coeficientes de las matrices en este generador. Observar que I' < GL,(K), da-
do que las operaciones de inversiéon y multiplicacion de matrices son polinomiales en las
entradas de las mismas.

Con esto, el Lema nos dice que existe un subgrupo de indice finito donde todos
los virtualmente unipotentes son unipotentes, en nuestro caso, obtenemos un subgrupo
de indice finito formado por unipotentes.

Lema A.19. Si A < GI(V) esta formado por unipotentes, es soluble.

Demostracion. Tenemos que para todo v € A se tiene (v — 1)" = 0, donde n = dim(V),

de manera que lo mismo es cierto para G = A por definicién de la clausura Zariski, el
cual es un grupo de Lie.

Consideramos g el algebra de Lie de G, tenemos que exp: g — G es un difeomorfismo
local en 0 sobre un abierto U que contiene al neutro de G. Dado A € g, exp(A) =
I+ A+ A%/2+-.. € G de manera que es unipotente, deducimos que A es nilpotente pues
si a es un valor propio de A, entonces exp(a) es un valor propio de exp(A) de manera
que exp(a) =1y a=0.
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Con esto, g es un algebra de Lie lineal formada por elementos nilpotentes, de manera
que por el Teorema de Engel[A.13]sabemos que existe una base de V' en la que estas matri-
ces son todas estrictamente triangulares superiores. Deducimos que entonces las matrices
de U son triangulares superiores con unos en la diagonal y por lo tanto también las de Gy,
la componente conexa en la identidad de G (recordar que U genera la componente conexa
de la identidad por el Corolario . Luego, recordando que G es un subgrupo del nor-
malizador de su componente conexa (Corolario y observando que el normalizador
del grupo de las matrices triangulares superiores es este mismo grupo (ver Apéndice ,
deducimos que G consiste de matrices triangulares superiores. En particular lo mismo es
cierto para A de manera que es soluble (ver Ejemplo . O

Con esto, para probar la afirmacion, basta notar que si todos los valores propios de
elementos en [I', I'] fuesen raices de la unidad, tendriamos que el subgrupo construido a
partir del Lema de Selberg seria de indice finito y formado por unipotentes, de manera
que seria soluble, absurdo.

Sea v € [I',T] con valor propio « que no es raiz de la unidad. Gracias al Lema
[4, Lemme 3.12] (que es una extension de nuestro Teorema a cuerpos finitamente
generados sobre QQ), tenemos que existe un valor absoluto | - | en el cuerpo K[)] tal que
la| > 1.

De esta manera, A;(y) > 1 y tomando k = m, como en el Lema tenemos que I'
acttia en W = AFV con 4/ = A*y proximal para la acciéon. Notamos que A*: ' — GI(W)
preserva la conexion Zariski, dado que es un mapa en el que cada entrada de la matriz
resultante es polinomial en las entradas de la matriz original. En el caso de que W
fuese irreducible y de dimension mayor a 2, estariamos en las hipotesis del Lema [A.T7]
concluyendo la prueba.

Terminamos la prueba observando como asegurar esto tultimo.

Si W no fuese irreducible, considero un sub-espacio propio invariante W; de dimension
minima, el cual por esa razon sera irreducible, si /|y, es proximal consideramos la accion
de I' en este subespacio. En caso contrario, Inductivamente construimos

O=Wo W1 C---CW, =W

una bandera de sub-espacios invariantes por I' tal que los cocientes W;/W;_; son irredu-
cibles, de manera que en uno de estos se realiza el valor propio mayor, es decir, existe
i tal que la accion de v en V; = W;/W,_; tiene un valor propio de médulo A;(y)* y es
proximal.

Resta observar que dim(V;) > 2. Sea h La transformacion correspondiente a la accion
de v en V; y H < GL(V;) el grupo correspondiente a la accion de I'. Notamos que h tiene
determinante 1, pues v € [I',T] de manera que v € [AFT', A*T"] y de la misma manera
h € [H, H]. Por construccion, h tiene un valor propio de valor absoluto mayor a uno, como
el determinante es el producto de los valores propios, la discusiéon anterior nos dice que
debe tener otro valor propio de valor absoluto menor que uno, para lo cual es necesario
que dimV; > 1.
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Apéndice B
Pesos maximales de una representacion

Este apéndice no es mas que un recuento de ciertos resultados de [13] y como nos
permiten demostrar el Lema El contenido se puede encontrar en los capitulos 2 y
3 de la referencia. El resultado central consiste en que dado un grupo de lie semisimple
G y una representacion irreducible p: G — GL(V), tenemos que dp: g — sl(V) esta
determinada a menos de equivalencia por su peso mazrimal. Luego observando que las
representaciones p, ® p,, recorren todos los posibles pesos maximales y recordando la for-
mula tendremos el resultado. Luego nuestro analisis se centrara en intentar entender
g v sus posibles representaciones como algebra de Lie.

Sea GG un grupo de Lie semisimple, g su algebra de Lie y fijemos un dlgebra de Cartan
h C g: b es una subalgebra abeliana maximal conformada por elementos semi-simples
(diagonalizables). Otra forma de obtener b es como el algebra de un subgrupo abeliano
diagonalizable maximal H de G.

Ejemplo B.1. » Si G = SLy(R) entonces

H:{(é A0_1> A0l v h:{(g _Oa) o€ R}

Si G = SLy(R) x SLy(R) entonces

H:{(é A(ll)x(g M(L) A >0ty b:{(g _Oa>><(8 _Ob) a,b € R}

Si G = SL3(R) entonces

a 0 0
A >0} y h={|0 b 0 a,b € R}
0 0 —a—2»>

0
0

A
H={|0
0 )\—llu—l

orT O

El primer ejemplo anterior seré de vital importancia. Notamos sly(R) a el conjunto de
matrices reales 2x2 de traza nula. Es el algebra de Lie de SLy(R). Para nuestro intereses,
consideraremos la base candnica de este espacio como

() 0D -6
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Notamos que en esta base es [h, e] = 2¢, [h, f]| = —2f v [e, f] = h. Esta es la tnica algebra
de Lie real irreducible de dimension 2 y las relaciones anteriores la determinan.

Mimetizando lo anterior, la estructura de g se vuelve mas clara al estudiar la acciéon
de b a través del corchete en este espacio. Dada o € h*, se define

go={X €g:[A X]=a(A)XVA e b}

Notamos que como el algebra h es abeliana, se diagonaliza simultaneamente en cierta
base, de manera que su accién por el corchete también. Luego estos espacios son espacios
propios para toda matriz en h y el funcional « describe el valor propio de cada A € b.
Llamamos peso a un « € h* tal que g, # 0 y @ al conjunto de estas raices y le llamamos
un sistema de raices. Notamos que estas definiciones dependen de la eleccion de f y son
no-canénicas.

A partir de esto tenemos la descomposicion en espacios de peso de g (ver [13] Corollary

2.5.19]): @
g=b® (P %

acd

Un célculo directo nos permite observar que para a, € b* es [ga, 93] C Gatps, €1
particular [g,, g-o] C go = b. En el caso de que a, f y o + 3 son raices se puede ver que
hay una igualdad en la inclusion anterior.

Teorema B.2. |13, Theormes 2.5.20] Bajo las hipotesis anteriores es:
= O genera h*.

v dim[g,, §-o] =1 Vo € @y existe un tnico elemento hy, € [ga, §_o] tal que a(h,) =
2 (llamamos a h, la coraiz de «).

s Sia€e dyce C entonces ca € P siy solo si c=+1. Ademas dimg, = 1.

» Sia,f€®yademés a+ [ € @, entonces [ga, 95 = Ja+s-

El resultado clave, es que para cada o € ® el dlgebra generada por g, ¥ g. es isomorfa
a slp(R), de manera que la clasificacién de las representaciones de sla(R) nos permitira
entender las representaciones de g y en consecuencia las de G.

Lema B.3. Para cada o € ¢ existen e, € go Vv fo € g_o tales que el elemento h, =
[ea, fa] € b satisface a(h,) = 2. De esta manera es [hy, eq| = 2€4 ¥ [has fo] = —2fo de
manera que {€q, fa, ha} genera un algebra isomorfa a sly(R) con el isomorfismo evidente.

A partir de lo anterior, es pertinente observar que las representaciones irreducibles de
sl3(R) tienen una descripcion explicita (ver [20, Theorem 1.66] y usar que sly(R) es una
"forma real"de SLy(C)). Tenemos lo siguiente:

Teorema B.4. Sea 7: sl3(R) — sl(V') una representacion irreducible con dim V' = n+1.
Entonces existe una base B de V en la que es

n 0 n
n—2 0 n—1



[m(f)]s =

Para g = sly(IR) observamos que entonces el funcional a: h* — R dado por a(A) =
m(A)11 — T(A)pt1n41 estda dado por a(A) = n(An — As) = 2n, luego el entero n que
determina la representacion aparece como el coeficiente de a en la base {(Aj; — Asg)} de
b*.

Volvamos a el caso general. Sea GG semisimple con ) C g un algebra de Cartan y ® el
sistema de pesos asociado, se define el ldttice de pesos de g como

P(g)={peb”:pulh.) €Z Vae o}
Dada p: G — GL(V') una representacion de dimension finita, para u € h* se define
Veo={veV:idp(A)v=pulA)v VAech}

A partir de la discusion anterior y la descomposicion de g en espacios de peso, se obtiene
el siguiente Teorema clave.

Teorema B.5. [13| Theorem 3.1.16] Sea dp: g — gl(V') como antes. Llamamos peso de
dp aun p € h* tal que V, # 0 y notamos X (p) al conjunto de pesos de dp. Entonces:

» V= @yGX(dp) VH

Dada oo € ® v € h*, notamos que si x € g, es 2V, C V1. Para ver esto, dadov € V,,
y A € b calculamos

Alz-v)=z-Av+[Azlv=p(A)z-v+a(A)v=(u+a)(A)xz-v

Esto nos permite ver que en las bases adecuadas, el morfismo p y su derivada dp llevan
matrices triangulares superiores en matrices triangulares superiores. Para esto se fija una
nocion de raiz positiva, de manera que obtenemos una particion simétrica ® = @+ U~
de manera que las matrices triangulares superiores se identifican con

n+:h@@ga

acdt

. La identidad anterior nos muestra que esta estructura se preserva al considerar la base
dada por el Teorema.

Ejemplo B.6. Notamos que esto nos da informaciéon de como se comportan los valores
propios de las matrices al aplicar el morfismo p. Analizamos el caso G = SLy(R) X
SLs(R). Consideramos H C G el subgrupo de matrices diagonales en cada factor y
h C g = slh(R) x slp(R) sus algebras de Lie como en el ejemplo anterior. Notando
por e;;: Ma(R) — R el mapa que da la coordenada ij de la matriz y p; la proyeccion
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de g en cada factor , observamos que las raices son los mapas a; = (e1; — €92) 0Py ¥
ay = (e11 — e92) 0 py y sus opuestos, que dan lugar a las coraices naturales

h1:<1 )X[CZ y h2:[d><(1 )
—1 —1
A% *
a = ( )\_1) X (lu ILL_1> < H

_ (log A * log 1t *
log(4) = ( —log )\> % ( —log,u>

de manera que dplog(a) es una matriz triangular superior (en la base dada por el Teorema
anterior) con entradas en la diagonal de la forma nlog A + mlog u para n,m € Z. De
esta manera p(a) = expdplog(a) es triangular superior nuevamente con entradas en la
diagonal de la forma A" . Luego los valores propios de p(a) se escriben como productos
de potencias de los valores propios de a. Recomendamos la referencia para un estudio de
porqué esto vale en general.

Dada

tenemos que

Podemos dotar a los pesos de una representacion dp de un orden. En el caso de sl, x 5[,
por ejemplo, al identificarlos con pares de enteros tenemos el orden usual de Z2. Esto es
posible para cualquier elecciéon de algebra de Cartan de un algebra semisimple y particion
de @, en particular decimos que para dos pesos es 1 < A si A — i es una combinacién con
coeficientes no-negativos de raices en ®*. El resultado clave, consiste en que en el caso
de una representacion irreducible, la misma consta de un peso maximal x = y(dp) tal
que dim V) = 1 y éste determina la representacion.

Lema B.7. [13| Corollary 3.2.3] Dada m: g — gl(V') representacion irreducible de di-
mension finita de algebras de Lie, existe x € h* peso tal que dimV, = 1. Ademas, para
todo p € X (m) con pu # x es pu < x.

Al x del Lema anterior se lo conoce como el peso mazximal de .
Teorema B.8. [I3| Theorem 3.2.5] Sea A € P(g).

» Existe una representacion irreducible con peso maximal A.

= La representacion con peso maximal A es tinica a menos de equivalencia.

Para concluir, notamos que el peso maximal de la representacion p, ® p,, de g =
s[,(R) x sl3(R) es el par de enteros n, m. De manera que estas recorren todas las posibles
representaciones irreducibles de g.

4



Apéndice C
Calculo de normalizadores

En la prueba del Lema fue necesario identificar el normalizador de ciertos grupos,
a continuacion calcularemos el normalizador en SLo(R) del grupo de rotaciones SO(2),
del grupo A de matrices diagonales, el grupo U de matrices unipotentes triangulares
superiores y el grupo B de matrices triangulares superiores.

= SO(2).

Sea

h= (‘Z _b> €50(2), b40, g- (i i) € SLy(R).

a

Operando se obtiene

ho-l — [axw +byw + brz —ayz  —azxy — by? — ba® + axy
9=\ gzw +bw? 4+ b2 —azw —azxr —bwr —brz 4+ azxw )

De manera que si
ghg ™" = (g _(f) € SO(2),

deducimos las igualdades

rz +yw =0,
22+ y? = 2% + w?,

de manera que las filas de g son perpendiculares y del mismo moédulo. Luego existe
ceRtal que g =cf con f € SO(2). Como 1 = det(g) = c*det(f) = ¢, tenemos
que g € SO(2). Concluimos que

Nsr,®) (S0(2)) = SO(2).

Sea

Supongamos que



En tal caso tenemos

hg Her) =bg  (er),
hg'ea) = b~ g (ea),

de manera que {g7'(e1), g7 (e2)} es una base de vectores propios de h. Deducimos
que son miltiplos de e; y e; y se dan dos posibilidades:

_(c 0 0 g— 0 —c
9= \o I=\et 0 )
Concluimos que

Nsrym)(A) = {(g aql) : (a91 _0“) L ae RX}.

Sea
h— ((1) i) €U, t40, g€ SLy(R).

Supongamos que ghg~' € U. En tal caso tenemos que

ghg'(e1) = e,

y por lo tanto hg'(e;) = g7'(e1). Deducimos que g(e;) = ae; para cierto a € R,

de manera que
_f(a b
g= 0 a*l .

B:{(S abl); a € R, beR}

normaliza a U, concluimos que

Como

Nsr,®)(U) = B.

B

Gracias a la inclusion U C B, los calculos del item anterior aplican y tenemos que
el normalizador de B esté incluido en B, como un grupo siempre se normaliza a si
mismo tenemos que

Nsr.)(B) = B
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