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Resumen

El principal objetivo de este trabajo es el estudio de la cohomologia de comonoides
linealizados en especies desde el punto de vista de la cohomologia de objetos cosim-
pliciales, y la relacion de esta cohomologia en grados bajos con el torcimiento de
ciertas estructuras. Esto tltimo viene inspirado por resultados conocidos en teoria
de grupos sobre torcimiento de multiplicacién y de asociadores.

En el primer capitulo presentamos nuestro objeto de estudio: las especies, en par-
ticular las especies comonoides linealizadas. Daremos las definiciones bésicas y los
principales ejemplos.

En el segundo capitulo mostramos una familia de ejemplos de cohomologias conoci-
das, desde un punto de vista en comun: los objetos cosimpliciales.

En el tercer capitulo definimos la cohomologia de una especie comonoide linealizada
dentro del marco presentado en el capitulo anterior, y presentamos algunos ejemplos.
En el cuarto capitulo vinculamos la cohomologia en grados bajos con el torcimiento
de estructuras algebraicas. Presentamos resultados conocidos para grupos, un re-
sultado conocido para grado 2 en especies, y un resultado original para grado 3 en
especies.

En el quinto capitulo mostramos una definicion del producto cup en la cohomologia
de anillos cosimpliciales, y unos primeros resultados obtenidos en este contexto.
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Capitulo 1

Introduccion: Especies, especies
linealizadas y comonoides.

Durante todo el trabajo asumiremos que el lector esta familiarizado con las no-
ciones béasicas de de teoria de algebras y codlgebras, asi como de teoria de categorias.
Dos referencias muy ttiles sobre estos temas son [Mon93] y [ML98], respectivamen-
te.

Usaremos la letra k para denotar a un cuerpo cualquiera, los espacios vectoriales
seran sobre k, y llamaremos Vecty a la categoria que los tiene como objetos. Sin
embargo, todos estos resultados tienen validez si k es solamente un anillo conmuta-
tivo, reemplazando Vecty por la categoria k—Mod de los k-médulos (de hecho, en
capitulos posteriores esto serd necesario).

Usaremos el simbolo ® para el producto tensorial de espacios vectoriales sobre k.
Escribiremos ~: k ® V' — V (respectivamente ~: V ® k — V) al isomorfismo que
lleva A ® v (respectivamente v ® \) en Av.

En este capitulo definiremos nuestro objeto de estudio. Las definiciones y resul-
tados de esta seccién tienen un enunciado simple y formal en lenguaje categorico.
Usaremos este lenguaje, pero al mismo tiempo explicitaremos a qué nos referimos
en cada caso, con lo cual lograremos una visién mas concreta de estos objetos. Este
capitulo esté enteramente basado en las secciones 8.1, 8.2 y 8.7 de [AM10], donde se
puede encontrar una mayor profundidad en la teorfa y gran variedad de ejemplos.

1.1. Especies.

La nocién de especie tiene como idea “graduar” objetos de una categoria C,
donde la graduacion viene dada por conjuntos finitos. Muchas de ellas surgen de
asignar a cada conjunto finito un espacio asociado a las distintas formas de darle
a este conjunto cierta estructura combinatoria. La categoria de especies con sus
operaciones bésicas fue introducida por Joyal en [Joy81].

Definicién 1.1.1. Definiremos especie para una categoria € cualquiera, pero la
utilizaremos principalmente para € = Set y C = Vecty.



» Llamaremos Set™ a la categoria cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos
morfismos son las biyecciones.

» Dada € una categoria, una especie en C es un functor p : Set™ — C. En el
caso en que C = Set hablaremos de especie conjuntista. En el caso en que
€ = Vecty, hablaremos de especie vectorial, o simplemente especie.

» Un morfismo de especies es una trasformacion natural f : p — q, donde p
y ( son especies.

» La categoria de especies es la categoria que tiene como objetos a las especies
y como morfismos a los morfismos de especies. Llamaremos Sp a la categoria
de las especies conjuntistas, y Sp, a la categoria de las especies vectoriales.

Observemos que queda definida la nocién de isomorfismo de especies. Un
isomorfismo en la categoria de especies, es una transformacion natural invertible, o
sea un isomorfismo natural.

A continuaciéon abordaremos la definicién de especie desde un punto de vista mas
concreto.

Observacién 1.1.2. Definir una especie vectorial (resp. conjuntista) es equivalente
a definir para cada conjunto finito I un espacio vectorial (resp. conjunto) p[/], y para
cada biyecciéon ¢ : I — J una transformacion lineal (resp. funcién) plo] : p[I] —
plJ], tales que

» plid;] = idp(y para todo conjunto finito 7,

» pl[o o 7] = plo] o p[7], para todos los conjuntos finitos I, J, K y biyecciones
o >K, 7:1—J.

Observar que si o : I — J es una biyeccién, de la functorialidad se deduce que
plo] : p[{] — p[J] es un isomorfismo de espacios vectoriales (resp. una biyeccién).
De esta forma, la clase de isomorfismo de p[/]| tinicamente depende del cardinal de
I, por eso podemos decir que el concepto de especie esta emparentado con el de
espacio vectorial (resp. conjunto) graduado sobre N.

De la misma forma, si p y q son especies, dar un morfismo de especies f : p — q
es equivalente a dar una transformacién lineal (resp. funcién) f; : p[I] — q[I] para
cada conjunto finito I, de tal forma que para cada biyeccion o : [ — J, el siguiente
diagrama conmute:

p[1] - q[1]

p[o] l lq[a}

p[J]?q[J]-

Para cada I, a f; la llamaremos componente [ de f. Un morfismo de especies f es
un isomorfismo de especies si cada f; es un isomorfismo lineal (resp. una biyeccién).

Ejemplo 1.1.3. La especie exponencial E esta definida de la siguiente manera:



» E[I] =k, para cada conjunto finito I;
» E[o] = idy, para cada biyeccién o : [ — J.

Es inmediato verificar que se respeta la composicién segin la Observaciéon 1.1.2, ya
que los morfismos a componer son siempre identidades.

Notacion 1.1.4. Para ser mas claros cuando trabajemos con la especie exponencial,
para cada conjunto finito I llamaremos *; al elemento 1 € k visto como elemento

de E[I]. Esto es, E[I] = k{*}.

Ejemplo 1.1.5. Sea V un espacio vectorial. Una generalizacion del ejemplo anterior
es la especie Ey definida por:

» E[I] =V, para cada conjunto finito I;
» E[o] =idy, para cada biyeccién o : [ — J.

Ademas, si T : V — W es una transformacién lineal, podemos obtener un morfismo
de especies Ep : Ey — Ey definiendo (Er), = T'. Esta construccién nos da un
functor de la categoria Vecty a la categoria Spy.

Ejemplo 1.1.6. La especie vectorial 1 esta definida de la siguiente manera:
» 1[0] =k y 1[I] = 0 para cada conjunto finito I # 0;
» 1[idg] = idy y 1[o] = 0 para cada biyeccion o : I — J, si I # ().

Es inmediato verificar que se respeta la composicién segin la Observacién 1.1.2, ya
que el morfismo nulo es la identidad del espacio nulo, y con esto los morfismos a
componer son siempre identidades.

Ejemplo 1.1.7. Sea V un espacio vectorial. Una generalizacion del ejemplo anterior
es la especie 1 definida por:

» 1y[0] =V y 1[I] = 0 para cada conjunto finito I # 0);
» 1y[idg] = idy y 1[o] = 0 para cada biyeccion o : [ — J, si I # 0.

Ademas, si T': V' — W es una transformacién lineal, podemos obtener un morfismo
de especies 1y : 1y — Ly definiendo (17), = T, y (1r), = 0 para todo I # 0.
Esta construccion nos da un functor de la categoria Vecty a la categoria Sp,. Este
functor es la construccion analoga a considerar un espacio vectorial V' como espacio
vectorial graduado sobre N, concentrando la graduacion en la componente de 0.

Ejemplo 1.1.8. La especie L, de los 6rdenes lineales, esta definida de la siguiente
manera:

» Para cada conjunto finito I, L[I] se define como el espacio vectorial que tiene
como base el conjunto de todos los érdenes lineales en [;



» Para cada biyeccién o : I — J, L[o] : L[I] — L[J] se define a nivel de las
bases como la funcién que lleva un orden lineal en I al inico orden lineal en
J para el cual o es un isomorfismo de érdenes lineales.

Por ejemplo, si I = {x,y, 2z}, entonces L[I] es el espacio vectorial con base

{zyz, yza, 2wy, 2yx, yrz, w2y},

donde utilizamos la notaciéon zyz para el orden en I que verifica x < y < z. Si
J = {a,b,ct yo: 1 — Jestal que o(x) = a, o(y) = by o(z) = ¢, entonces
Lio| : L[] — L[J] queda definida a nivel de las bases como Lio|(zyz) = abc,
L{o](yzx) = bca, etc.

1.2. Estructuras monoidales y comonoides en Spy.

En la categoria de especies vectoriales aparecen naturalmente dos estructuras
monoidales. Daremos su definicién para trabajar posteriormente con la nocién de
comonoide.

Definicién 1.2.1. Si p y q son especies vectoriales, se define el producto de
Hadamard p x q mediante:

» (p x q)[I] = p[I] ® q[I], para cada conjunto finito I;

» (p x q)[o] = plo] ® q|[o], para cada biyeccién o : [ — J.

Observar que este producto es asociativo, en el sentido que existe un isomorfismo
de especies (px q) Xr ~ p X (qxr) dado por la asociatividad del producto tensorial.
Es inmediato ver que la especie E es un neutro para este producto y que (Spy, X, E)
resulta una catogoria monoidal.

Definicién 1.2.2. Si p y q son especies, se define el producto de Cauchy p - q
mediante:

» (p-q)l{] = @p[S] ® q[l \ 5], para cada conjunto finito I;

SCI

» (p-q)lo] = @ plos] ® q[ong], para cada biyeccién o : I — J, donde
scr
og : S — o(5) es la biyeccién que coincide con o en S.

Notacion 1.2.3. Denotaremos S UT = I a la descomposiciéon (unién ordenada
disjunta) de Sy T'= 1\ S. Con esta notacién tenemos

(p-a)l] = P plSI@dT),y (p-a)lo] = € plos] @ alor].

SuT=I SuT=I



Observar que este producto es asociativo, debido a la asociatividad de la unién
y del producto tensorial. Es facil verificar que la especie 1 es un neutro para este
producto resultando (Spy,-, 1) una categoria monoidal. En particular, el producto
de Cauchy de py,...,Pn € Spy, estd dado por la formula

pi-.plll= P pilSi] @ @pa[Sal.
S1U--USp=1I
Notacion 1.2.4. Sea f :p — q1 - ... q, un morfismo de especies. Entonces para
cada I tenemos
frrplll—wai o aulll= P a@lSi] @ @qulS).
S1U--USy =1
Para cada descomposicién S; LI --- U S, = I llamaremos componente Si,...,95,

de f al morfismo fg, g, que resulta de poscomponer f; con la proyeccién sobre el
sumando directo q1[S1] ® - -+ ® q,[S,]. De esta forma obtenemos que

fi= > fes.

SiU---USp=TI

Ahora estudiaremos los comonoides en estas categorias monoidales. Para em-
pezar, un comonoide en la categoria (Spy, X, E) es simplemente una especie en la
categoria de codlgebras, dado que el producto de Hadamard es simplemente el pro-
ducto tensorial de Vecty “coordenada a coordenada’”. Por lo tanto, estudiaremos con
mas profundidad las especies que son comonoides con el producto de Cauchy.

Definicién 1.2.5. Una especie comonoide, o comonoide en especies, es un co-
monoide en la categoria monoidal (Spy, -, 1). En otras palabras, p es un comonoide
si existen transformaciones naturales

A:p—=>p-p, €:p—1,
que hacen conmutar los siguientes diagramas de coasociatividad y counidad:

R A

p
Al lA-idp

PP—— A P PP

-id
\TA
p
)
p-l=——p-p.

idp-e



Observacién 1.2.6. Utilizando la forma concreta de ver a las especies de la Ob-
servacion 1.1.2, podemos explicitar también las condiciones de coasociatividad y
counidad.

» Tenemos para cada conjunto finito I una transformacién lineal A; : p[I] —
(p-p)[I] tal que para toda biyeccién o : I — J el siguiente diagrama conmuta

p[l] —(p - p)[I]

p[ﬂl l(pp)[tf]
plJ/] —5=(p-pP)IJ].

Alser (p-p)lI] = @ p[S] ® p[T], usando la Notacién 1.2.4 A; se puede es-
SUT=1I

cribir como A; = Z Agrcon Agr : plI] — p[S]|@p[T] tales que para cada
SUT=1

biyeccion entre conjuntos finitos o : I — J el siguiente diagrama conmuta:

Ag,T

pl/] p[S] @ p[T
plo] plos]®plor]
p[J] plo(S)] @ plo(T)].

Ao(8),0(T)

» Un morfismo de especies € : 1 — p equivale a una transformacién lineal
g - p[0] — k.

= La conmutatividad de los diagramas de coasociatividad y counidad, es equi-
valente a la conmutatividad de los siguientes diagramas para cada conjunto
finito I y para toda descomposicién [ = RUSUT:

ARus,T

pl/] p[R US| @ p[T]
AR,SuTl lAR,S@idp[T]

p[R] @ p[SUT] p[R] ® p[S] ® p[T]

_—
idpr|®As,T

eg®id
k@p[[] p®idp|1)



Notacion 1.2.7. La coasociatividad de A dice que para cada descomposicion I =
RUSUT, las composiciones (idpir @ Ag 1) Ar sur Y (Ar,s®idpir)) 0 Agus,r coinciden.
A este mapa lo llamamos Ag g7 : p[{] = p[R] ® p[S] ® p[T]. De forma analoga,
para cada descomposicion I = Sy LISy L -+ - .S, se define

Ags, s,...5, : PU] = p[Si] @ p[Sa] ® - - - @ p[Sk]-

Observaciéon 1.2.8. Si (p, A, ¢) es una especie comonoide, en particular tenemos
que los mapas Agy : p[0] — p[0] ® p[0] y ep : p[l] — k verifican que los siguientes
diagramas conmutan:

p[I] 20 pl@ pld) k & plf] ~—" p[g] @ p[0]
> “’l lA“”MPW \ TA“
0] © p[0] idp[m®A@,@P[m ® p[l] @ p[d], / Pi@ﬂ
pll] @k~ pll] © p[/)

Por lo tanto (p[0], Agpg,ep) es una codlgebra.

Ejemplo 1.2.9. La especie 1 del Ejemplo 1.1.6 es naturalmente un comonoide, dado
que es el neutro para el producto de Cauchy. Explicitamente, la inica componente
no nula de la comultiplicacion es

A 1{0] — (1 - 1)[0] = 1[0] © 1[0,
dado que la tnica descomposicién del conjunto vacio es ) = ()LI(). Entonces tenemos
ANgp k= kok,
la cual esta definida por

Agp(l) =1® L.

La tunica componente no nula de la counidad es
Ep = ldk

A menos de isomorfismos, la recién definida es la tinica estructura de comonoide que
admite la especie 1, dado que por la observacién anterior estos mapas deben darle
a 1[)] = k una estructura de codlgebra, y existe una sola codlgebra de dimensién 1
a menos de isomorfismos.

Ejemplo 1.2.10. Toda codlgebra (C, A¢, e¢) puede verse como una especie como-
noide concentrada en la componente del vacio. Consideremos la especie 1o tal como
estd definida en el Ejemplo 1.1.7. y definamos Apy = A, gp = e¢. Esta cons-
truccién es analoga a considerar una coalgebra como codlgebra graduada sobre N,
concentrando toda la graduacién en la componente de 0.



Ejemplo 1.2.11. Daremos una estructura de comonoide a la especie exponencial
E del Ejemplo 1.1.3. Siguiendo la notacién definida en 1.1.4, para cada descompo-
sicion S UT = I definimos Agr : E[I] — E[S] ® E[T] como Agr(xr) = *s @ %7 y
gp : E(0) — k como g¢(*¢g) = 1. Es inmediato ver que (E, A, ¢) es un comonoide.

Ejemplo 1.2.12. Para dar estructura de comonoide a la especie L definida en
el Ejemplo 1.1.8, usaremos la siguiente notacién: si [ es un orden lineal en I, y
S C I, llamamos l|s a la restriccién del orden [ al subconjunto S. Por ejemplo, si
I ={x,y,2}, S={x,2} yl=zyx € L[I], entonces l|s = zz.

Con esta notacién, definimos

Agr(l) =1lls®!|r
para cada descomposicion SUT =1,y
eo(0) = 1.

Por ejemplo, si I = {a,b,c,d,e, f}, S ={a,e} yT ={b,c,d, f}, entonces Agr(abedef) =
ae ® bedf, Agr(debeaf) = ea @ dbef, ete.

Se deduce de las propiedades de la restriccién que (L, A, ) es un comonoide, y vale

la siguiente igualdad para la comultiplicacién:

ASl,S2 ----- Sk(l) = l|51 ® Z|S2 K- Z|Sk

Definicién 1.2.13. Un comonoide (p, A, ) es coconmutativo si para todo con-
junto I y descomposicién I = S U T el siguiente diagrama conmuta:

pl/]

As,T Ar.s

p[S] @ p[T]

T p[T] ® p[S],

en donde Ts7(v @ W) = w R v.

Ejemplo 1.2.14. Los ejemplos anteriores 1, E y L son comonoides coconmutativos.
Podemos dar otra estructura de comonoide a L, que da como resultado un comonoide
no coconmutativo, definiendo

Agr(l) = ls®l|lp siVse S;teT s <tsegunl,
S0 en caso contrario,

ep(0) = 1.

En este caso si I = {a,b,c}, S = {a} y T = {b,c} tenemos que Agr(abc) = a @ be
mientras que ZT,S = 0, lo que muestra que con este coproducto no se obtiene un
comonoide coconmutativo. Llamaremos L* a este comonoide, dejando la notaciéon L
para el comonoide del Ejemplo 1.2.12.



Ejemplo 1.2.15. Si (p, A, €) es un comonoide, tenemos que p - p es un comonoide
con la siguiente estructura: dado I = S U T, para definir (A - A)gr : (p-p)[I] —
(p-p)[S] ® (p- p)[T] utilizaremos la siguiente notacion:

para cada descomposicién " UT' = 1,sean A =SNS, B=SNT,C=TnJY,
D =TnNT'; observar que S=AUByT=CUD" S"=AuCyT =BUDy
ademas, dados cualquier par de descomposiciones S =U UV y T =W U X, existe
una tUnica descomposicién I =S UT" talesque U = A, B=V, W =C, X = D.

,,,,,,,,,, S/ 3 T/ R

Con esta notacion, definimos (A - A)gr mediante la siguiente composicién:

plll= @ plSepll] —222" (Y p[A]® p[C] © p[B] © p[D]

ST =I AuC=S8’
BUD=T"'
(A-A)sr @D idp[a]®7c, p@idp( D]
(p-p)lS] @ (p-p)I]——— & pl4] @ p[B]® p[C] @ p[D].
&op=4

La counidad es (¢-€)g : (p-p)[0] — k estd dada por p[f] ® p[@f% k@k —k.
Observacién 1.2.16. Si (p, AP, eP) y (q, A9, &%) son especies comonoides, un mor-
fismo de especies f : p — q es un morfismo de comonoides si para todo conjunto
finito I y toda descomposicion [ = S U T los siguentes diagramas conmutan:

plll— 2 pis|eplT]  plt] L~ )
fll lfS@fT 65 leg
qll] ———~alS]®d(T] k.

1.3. Functor de linealizacion y especies linealiza-
das.

En los ejemplos anteriores, varias veces hemos definido especies vectoriales y
morfismos entre ellas usando bases definidas en cada componente. Esto es, defini-
mos especies vectoriales “linealizando” construcciones que podriamos haber definido
previamente como especies conjuntistas. Esto es lo que formalizaremos a continua-
cién.
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Definicién 1.3.1. Para cada conjunto A, sea kA el espacio vectorial con base A.
Para cada funcién f : A — B sea kf : kA — kB la extension de f por linealidad.
Esto define un functor k(—) : Set — Vecty.

Definiremos el functor de linealizacion de la categoria de especies conjuntistas
a la categoria de especies vectoriales, como la poscomposicién con el functor k(—)
definido arriba. Denominaremos este functor, abusando de notacién, como k(—) :
Sp — Spy.

Concretamente, si P es una especie conjuntista, la especie kP queda definida
como (kP)[1] = k(P[I]), (kP)[o] = k(P[o]).

Definicién 1.3.2. Diremos que una especie vectorial p es una especie linealizada,
si existe una especie conjuntista P tal que p = kP.

Observacién 1.3.3. Si p es una especie linealizada, quiere decir que podemos elegir
para cada I una base de p[/], que llamamos P[], de forma que para toda biyeccién
o : 1 — J se cumple que p[o| lleva P[I] en P[J].

Ejemplo 1.3.4. Las especies 1, E y L definidas anteriormente son ejemplos de
especies linealizadas.

» 1 =kl, donde 1[0] = {1} y 1[I] = 0 para cada conjunto finito I # 0;

» E = kE, donde E[I] = {1} para cada conjunto finito I. También podemos
usar la Notacién 1.1.4 y escribir E[I] = {*;}.

» L =kL, donde para cada conjunto finito I, L[I] es el conjunto de los érdenes
lineales en I.

Mostraremos a continuacién un ejemplo de una especie que no admite estructura
de especie linealizada.

Ejemplo 1.3.5. Dado un espacio vectorial V' y un ntiimero natural n, denotaremos
por A"(V) a la n-ésima potencia exterior de V. Recordemos que esta construccién
es functorial: dados V' y W espacios vectoriales y f : V — W lineal, podemos
construir A"(f) : A™(V) — A™(W) lineal, de forma que se respetan las identidades
y la composicién.

La especie exponencial signada E~ estd definida de la siguiente manera:

» E7[I] = A"(kI), para cada conjunto finito I, donde n = |I|;
» E-[0] = A"(ko), para cada biyeccién o : I — J, donde n = |I| = |J|.

La functorialidad de E~ se deduce de la functorialidad de A™ fijado un n € N
(observemos que dos biyecciones que se pueden componer corresponden al mismo
valor de n).

Explicitamente, si [ = {i1,...,i,}, E7[I] es un espacio vectorial de dimensién 1
generado por el elemento iy A -+ Ad,, ysi I = {i|,...,i } es otra enumeracién de
los elementos de [ se verifica que iy A - -+ A4, = signo(m)ij A--- A, donde 7 es la
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biyeccion de I en simismo que manda iy en 7.

Si o : I — J es una biyeccién, vale que E~[o](iy A -+ Adp) = o(in) A+ Ao(iy).
Supongamos que E~ es linealizada, es decir que existe una especie conjuntista P
tal que E- = kP. Para todo conjunto finito I vale que E~[I] es de dimensién 1,
entonces P[I] tiene un solo elemento, y por lo tanto la tnica biyeccién de P[I] en
si mismo es la identidad. Por lo tanto, para toda permutacion 7 : I — [ vale que
Ei[ﬂ'] = kP[?T] = kldp[]] = ldE—m

Por otra parte, si [ = {a,b} y 7 es la permutacién de I que intercambia a y b, vale
que E7[7](aAb) =7(a) Am(b) =bAa = —aAb, con lo cual llegamos a un absurdo.

Observacién 1.3.6. En la categoria Sp también se pueden definir estructuras mo-
noidales analogas a los productos de Hadamard y Cauchy, cambiando la suma directa
y el producto tensorial por la uniéon disjunta y el producto cartesiano respectiva-
mente, de forma que el functor de linealizacién es un functor monoidal fuerte para
ambas estructuras monoidales. Esto viene del hecho de que dados conjuntos A y B
podemos ver a su unién disjunta (formal) A U B como base de kA @ kB, y a su
producto cartesiano A x B como base de kA ® kB.

En el caso de Hadamard los tinicos comonoides que se obtienen son los triviales,
y en el caso de Cauchy los tnicos comonoides son triviales en la componente del
vacio y vacios en las otras. Por esto daremos la definicién de comonoide linealizado
directamente en especies vectoriales, siguiendo la idea de la Observacién 1.3.3.

Definicién 1.3.7. Un comonoide linealizado es una especie linealizada p = kP,
con una estructura de comonoide que verifica

= Vz € P[SUT] 3z|s € P[S],2/s € P[T] Agr(2) = 2|s ® 2/3,
» Vz € Pl0] gp(2) = 1.

Observacién 1.3.8. Con la notacién definida anteriormente, evaluando en elemen-
tos de la base los diagramas de coasociatividad y counidad de la Observacion 1.2.6,
obtenemos que la coasociatividad de A es equivalente a que se verifiquen las siguien-
tes igualdades para todo z € P[I] y para toda descomposicién [ = RUSUT:

(2[rus)lr = 2|r, (1.1)
(z2lrus)/r = (2/r)ls,
z/rus = (2/r)/s;

y las condiciones de counidad son equivalentes a que para todo z € P[I] se verifiquen
las siguientes igualdades:

zlr = z,

zlpg = =z (1.5)

Las especies 1, E y L de los ejemplos anteriores son comonoides linealizados. Por
otra parte, la especie L* definida en el Ejemplo 1.2.14 es una especie linealizada y
un comonoide, pero no es un comonoide linealizado. Esto es porque existen descom-
posiciones I = S U T y érdenes [ en I para los cuales Agr(l) = 0, el cual no es un
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elemento de ninguna base de L*[I].

Definicién 1.3.9. Un comonoide conjuntista es una especie conjuntista P, junto
con una estructura de comonoide linealizado en la especie kP.

En particular, las especies conjuntistas 1, E'y L del Ejemplo 1.3.4 son comonoides
conjuntistas.

Observacién 1.3.10. Dar una estructura de comonoide conjuntista a una especie
conjuntista P es equivalente a dar para cada descomposicién I = S UT una funcién
dsr : P[I] = P[S] x P|[T}, definida por la igualdad ds7(z) = (2|s, 2/s), tal que para
toda biyeccién o : I — J, todo z € P[I] y toda descomposicién I = SUT valga que

(Plol(z))|s = Plosl(zls), (1.6)
(Plol(2)) /s = Plorl(z/s); (1.7)

y tal que ademas se verifiquen las ecuaciones (1.1) a (1.5).

Observemos que la caracterizacién recién dada de un comonoide conjuntista P
es intrinseca del mismo, sin intervenir en ella la especie p, ni siquiera el cuerpo de
base k.

El objetivo de este trabajo es definir y estudiar una cohomologia asociada a los
comonoides linealizados (o, equivalentemente, a los comonoides conjuntistas). En los
capitulos siguientes presentaremos las herramientas necesarias para ello.
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Capitulo 2

Objetos cosimpliciales, complejos
de cocadenas y cohomologia.

Con frecuencia, la definicién de los grupos de cohomologia asociados a determina-
do objeto matematico, pasa por asociarle a dicho objeto una estructura de conjunto
simplicial. Este concepto fue introducido bajo el nombre de el nombre de “complejo
semisimplicial” por Eilenberg y Zilber en [EZ50]. En este trabajo, por ser més util
y natural para nuestro contexto, utilizaremos el concepto de conjunto cosimplicial,
dual del anterior. Las definiciones y primeros ejemplos de este capitulo se pueden
encontrar en el Capitulo 8 de [Wei95].

2.1. Objetos cosimpliciales.

Definicién 2.1.1. Para cada n € N | sea [n] = {0,1,...,n}. Llamaremos A a la

categoria definida por:
Obj(A) = {[n] : n € N},

Homa ([n],[m]) = {f : [n] — [m] : f preserva el orden}.

Definicién 2.1.2. Dada una categoria €, un objeto cosimplicial en € es un fun-
ctor covariante X : A — C.

Si € es la categoria Set, al objeto cosimplicial se le llama conjunto cosimpli-
cial. Si la categoria C es una categoria de mddulos, anillos, (co,bi)algebras, espacios
topologicos, etc, a un objeto cosimplicial en € se le llama, respectivamente, médulo
cosimplicial, anillo cosimplicial, (co,bi)dlgebra cosimplicial, espacio topoldgico co-
simplicial, etc.

A continuacién veremos una forma mas concreta de definir este tipo de objetos.
Dado un objeto cosimplicial X, observaremos las imagenes por X de un conjunto de
funciones que genera la categoria A en un sentido que explicitaremos mas adelante.

Comencemos considerando, para cada i,7 € N las funciones f% s/ : N — N,
definidas por:
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i [k sik<i—1
f%%_{k+L si k>

; k sik<j
J _ Y —
8%%_{k—L si k> j+1.

Proposicién 2.1.3. Las funciones recién definidas verifican las siguientes igualda-
des:

fift = fift osii< (2.1)
st = st sig <yJ

o fisi=l sii<j
sft = idy sii=7,7+1 (2.3)

filsd sid> g+ 1.

Demostracion: Demostraremos las igualdades evaluando las funciones en un
k € N cualquiera.

Para la igualdad (2.1):

Si k <i—1,entonces fIf'(k)= fi(k)=k,y fifi7 k)= fi(k) = k.

Sii <k < j—2,entonces ffi(k) = fi(k+1) =k+1,y f fi7 (k) = fi(k) = k+1.
Sij—1 < k, entonces f7fi(k) = fi(k+1) = k+2,y fif771(k) = fi(k+1) = k+2.

Para la igualdad (2.2):

Si k < i, entonces s's'(k) = s/(k) =k, y s's’T (k) = s'(k) = k.

Sii+1<k<j+1,entonces s's'(k) = s'(k—1) =k — 1,y s's’TH (k) = s'(k) =
k—1.

Sij+2 <k, entonces s7s'(k) = s’ (k—1) = k—2,y s's’ T (k) = s'(k—1) = k—2.

Para la igualdad (2.3):

= Caso i < j:
Sik <i—1, entonces ' fi(k) = s/(k) =k, y fis? (k) = fi(k) = k.
Sii<k<j—1,entonces s fi(k)=s/(k+1)=k+1,y fis? (k) = fi(k) =
kE+1.

Si j <k, entonces s/ fi(k) = s7(k + 1)

k,y fisi~\ (k) = fi(k —1) = k.

» Casoi=7,j+1 (estoes, j=1,i—1)
Si k <i—1, entonces s/ fi(k) = s/(k) =k
Sii < k, entonces s’ fi(k) = s/(k+ 1) = k.

m Casoi>j+1:
Si k < j, entonces s/ f{(k) = s (k) =k, y fi-lsi(k) = [l (k) = k.
Sij+1 <k <i-1, entonces s7fi(k) = s/(k) = k—1,y flsd(k) =
[ k—=1)=k.
Sii <k, entonces s/ f'(k) =s/(k+1)=k,y flsI(k) = f"Yk—1) =k,
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Podemos interpretar f* como “saltear el lugar i”, y s/ como “pegar el lugar j

con el 7 + 1”7. Restringiendo dominio y codominio, obtenemos para cada n € N tal

que i < n + 1 una funcién inyectiva f° : [n] — [n + 1], y para cada n € N tal que

J < n una funcién sobreyectiva s? : [n + 1] — [n]. Dichas funciones son morfismos
en la categoria A.

Corolario 2.1.4. Los morfismos recién definidos verifican las siguientes iqualdades:

J i i j—1 s s .
n+1fn - n+1fn sl 1 < J
J i 7 J+1 E .
Sn—lsn - Snflsn SL 7 S J
7 jfl .. .
o nflsn—l 811 < j
i . S
sl f, = idp, ‘ sit=7,7+1
i—1 J

_15p_1 Slt>j+ 1.
Definicién 2.1.5. Sea X : A — € un objeto cosimplicial. Sea X" = X ([n])
» Las cocaras de X son los morfismos 9 : X" — X"+ dados por ¢ = X (f?).

» Las codegeneraciones de X son los morfismos o7 : X" — X™ dados por
o}, = X(s},).

Del hecho de que X es un functor covariante, obtenemos las relaciones que sa-
tisfacen sus cocaras y codegeneraciones.

Proposicién 2.1.6. Sea X un conjunto cosimplicial, con cocaras {0} }nenicin+1]): Y
codegeneraciones {0) }nen jem)- Se verifican las siguientes igualdades:

OO, = 070 sii <
ol ot = o oIt sii<j
N ool sii<j
oldh =  idxn  sii=jj+1 (2.6)
O lol | osii>g 41

El siguiente lema nos dice que para dar un objeto cosimplicial es suficiente definir
un conjunto de cocaras y codegeneraciones que verifiquen las relaciones anteriores.

Lema 2.1.7. Sea {X"},en una coleccion de objetos en C. Sean para cadan € N,i €
(n+1],7 € [n], morfismos & : X™ — X" y ol : X" — X" tales que se verifican
las 1gualdades de la proposicion 2.1.6. Entonces existe un unico objeto cosimplicial
en C tal que X (f!) =0 y X(s)) =0l para todo n,i,j.

La demostracion de este lema es andloga a la hecha para objetos simpliciales
en [Wei95]. Dadas las cocaras y las codegeneraciones, se trata de definir X (h) para
toda h: [n] = [m] € A.

Sea p = |Im(h)| — 1. Entonces existe una unica factorizacién de h en funciones
crecientes, h = fs, donde s : [n] — [p] es sobreyectiva y f : [p] — [m] es inyectiva.
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A su vez, si iy <--- <i,_, son los elementos de [m] que no estdn en la imagen de
f, podemos factorizar

f — f:;lmfpfl PP f;l
De manera similar, si j; < --- < j,_, son los elementos del conjunto {j € [p] :
s(j) = s(j + 1)}, podemos factorizar

jn—p

—gh...
s=s) s

De esta forma tenemos que
h=fs= frinmfp—l .. ;;18{)1 g
entonces la imagen de h por X queda determinada como
X(h) = X(fs) — X(f:;lmfpfl V. I’ilsi;l - S]nflp)
= X(ff,;n—p—l) .. X(le)l)X(Si;l) . .X(S]n—p)

n—1

— Pimr-1 .. Qg ... g

= Opr o)t o
El hecho de que X preserva cualquier composicién proviene del hecho de que los
morfismos 0}, o/ verifican las mismas relaciones que las funciones f, s.

Observacién 2.1.8. Si ' : ¢ — D es un functor covariante y X : A — € es
un objeto cosimplicial, entonces la composicién FX : A — D resulta un objeto
cosimplicial. Por ejemplo, consideremos el functor de linealizacién F' = Z(—) : Set —
Ab, definido de la siguiente forma: para cada conjunto S, Z(.S) es el grupo abeliano
libre que tiene a S como base, y para cada funcién f : S — T definimos Z(f) :
Z(S) — Z(T) como la tnica extension aditiva de f. Este functor manda conjuntos
cosimpliciales en grupos abelianos cosimpliciales.

2.2. Comohologia de objetos cosimpliciales.

Comencemos por recordar las definiciones basicas de cohomologia de complejos
de cocadenas:

Definicién 2.2.1. Un complejo de cocadenas es una sucesion de grupos abelianos
{C"}en, junto con mapas aditivos d" : C" — C™'! tales que para todo n € N
se verifica d"™'d® = 0 (esto es, Im(d") C Ker(d"™)). Los mapas d" se llaman
diferenciales.

La cohomologia del complejo de cocadenas {C™, d"},en es la sucesién de grupos
abelianos { H"(C') } nen, dados por

HO(C) = Kex(d), H"(C) = Sord")

=7 > 1.
Tm(d™ 1) Vn >1

A continuacién construiremos un complejo de cocadenas a partir de un grupo
abeliano cosimplicial. Si queremos obtenerlo a partir de un conjunto cosimplicial,
podemos pasar previamente por el functor de linealizacién Z(—) definido en la Ob-
servaciéon 2.1.8.
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Proposicién 2.2.2. Sea X = {X" 8,07}, un grupo abeliano cosimplicial. En-

tonces { X", d"}nen es un complejo de cocadenas, siendo

d"= Y (-1)'d; (2.7)

i€[n+1]
Demostracion:
d"d" = Z (_1)jarjz+1 Z (-1)'0, = Z (= )Hja?]wrlal
JE€[n+2] i€[n+1] JE€[n+2]
i€[n+1]
= > (-nMeLeT 4+ Y (-1),0)
JE€[n+2] jE[n+1]
1€[n+1] i€[n+1]
i<j i>j
= Z (— )Hja?]wrlal Z Hjarjzﬂal
Jj€[n+2] Jj€[n+1]
i€[n+1] 1€[n+1]
i<j i>j
_ Z ( )l-l—k-i—la?l’b_‘_lak + Z k-l—la?l’H_lak -0
k=j—1€[n+1] l=j€[n+1]
l=i€[n+1] k=i€[n+1]
1<k k>l

2.3. Ejemplos.

2.3.1. Topologia y conjuntos simpliciales.

Presentaremos un ejemplo de objeto cosimplicial y su cohomologia asociada pro-
venientes de la Topologia Algebraica. Para ello, primero construiremos un espacio
topoldgico simplicial y veremos su imagen al aplicarle ciertos functores.

Ejemplo 2.3.1. Se define el simplice geométrico A" como el subespacio topologi-
co de R™*! definido por

A" = {(to,tl,...,tn) ERTH-lOStZ < 1’thzl}

1=0

Vamos a definir un espacio topolégico simplicial X, tal que X (n) = A™.

Para cada n € N, sean v, v}, ..., v los vértices de A", enumerados de la siguiente
forma: vj = (1,0,...,0), v} =(0,1,...,0), ..., v = (0,0,...,1). Observemos que
A" es la envolvente convexa del conjunto {vf, v}, ..., v}, y estos son sus vértices.

Ahora, para cada f : [n] — [m], sea X(f) la restricciéon a A™ de la transformacién
lineal que manda cada v]' en V- Es claro que X respeta la composicién y las
identidades, por lo tanto es un functor.

La cocara &¢, es una forma de ver A" como la cara de A"*! opuesta al vértice v},
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De esta forma, la igualdad 07 0? = idan, obtenida de la compatibilidad entre cocaras
y codegeneraciones, nos dice que o7 es la proyeccién lineal de A" sobre la cara
n+1 v n+1
opuesta a v; ", que manda este vértice en Vil
Como vimos en la Observacién 2.1.8, los functores covariantes llevan objetos
cosimpliciales de una categoria en objetos cosimpliciales de otra. Como aplicaremos
functores contravariantes, necesitaremos considerar la versiéon dual de un objeto
cosimplicial.

Definicién 2.3.2. Un objeto simplicial en una categoria € es un functor contra-
variante X : A — C.

Observacién 2.3.3. Analogamente a lo visto para conjuntos cosimpliciales, para
definir un conjunto simplicial alcanza con dar una familia {X"},cn de objetos de
€, junto con morfismos 9" : X" — X" para cada i € [n + 1] y morfismos o7 :
Xt — X" para cada j € [n], que verifiquen las siguientes igualdades:

8?718;7 = 8?:118;’ sii <y
nt+l _n __ n+l __n L .
o, oy = 0;510; s11<]
n—1qn—1 . :
ol 0 sit <
8?0? = idxn sit=7,7+1
n—lan—1 . : .
ol Oy sii>j+ 1
Los morfismos 0% son llamados caras, vy los morfismos ¢” son llamados dege-
A ) (A

neraciones.

Observacién 2.3.4. Si F': ¢ — D es un functor contravariante, y X : A — C
es un objeto cosimplicial, entonces la composicién F.X : A — D resulta un objeto
simplicial. De la misma forma, si X es un objeto simplicial, F'X resulta un objeto
cosimplicial.

Ejemplo 2.3.5. Un ejemplo de lo anterior es el siguiente conjunto simplicial: sea
Z un espacio topolégico. Entonces el functor Homrp,,(—, Z) : Top — Set lleva el
espacio topoldgico cosimplicial definido en el ejemplo (2.3.1), a un conjunto simpli-
cial. La cara 07 : Hommy, (A", Z) — Homr, (A", Z) lleva una funcién continua
de A" en Z a su restriccién a la i-ésima cara, mientras que la codegeneracién
ol : Homrep (A", Z) — Homrp (A" Z), extiende a todo A™*! una funcién conti-
nua definida en su i-ésima cara, obteniendo como resultado la misma imagen (un
“simplice degenerado”). Este y otros ejemplos son los que motivaron los nombres
“cara” y “degeneracion”.

Analogamente a lo hecho en la seccién anterior, dado un conjunto simplicial podemos
definir un complejo de cadenas, y a partir de éste una homologia. La homologia
de este conjunto simplicial se llama homologia singular del espacio topolégico Z.
Se puede encontrar un estudio en profundidad de estos temas en [Hat02].
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Ahora, si elegimos un grupo abeliano GG, podemos aplicarle al conjunto simplicial
recién definido el functor Homge (—, G) : Set — Ab, y obtenemos un grupo abeliano
cosimplicial, a partir del cual se define la llamada cohomologia singular del espacio
topoldgico Z, con coeficientes en el grupo abeliano G.

2.3.2. Categorias monoidales, bimédulos y bicomoédulos.

Si bien daremos una definicién precisa de categoria monoidal en la Seccién 4.2,
tanto en el capitulo anterior como en éste escribimos una categoria monoidal como
una terna (€, o, I'), donde € es una categoria, ¢ : € X € — € es un functor, e I es un
elemento de C, tales que para todos A, B,C € € vale que (Ao B)oC ~ Ao (BoC)
(esto es, ¢ es asociativo a menos de isomorfismos) y para todo A € € vale que
IToA~A~ Aol (esto es, I es un neutro a menos de isomorfismos para ©).

En este contexto, para cualquier n € Ny cualquier A € € queda definida a menos
de isomorfismos la potencia n-ésima del objeto A, esto es el producto A¢---0 A n
veces, que denotamos A°". De la misma forma, si f : A — B es un morfismo de C,
definimos f°" : A°™ — B°" como el producto f¢---¢ f n veces.

Teorema 2.3.6. Sean (C, o, I) una categoria monoidal, (C, A, €) un comonoide en C
y (M, X!, x") un bicomddulo sobre C, en donde ' : M — CoM y,x": M — MoC
son respectivamente las coacciones a izquierda y derecha. Para cadan € N definimos

X" = Home(M, C").

Para cada i € [n+ 1] definimos 0 : X™ — X" de la siguiente forma:

P(a) = (ideoa)oy!
() = (idCO“*U <>A<>id00<"*i>) oa, Vi€ {l,...,n}
I'(a) = (aoidg)o )"
Para cada j € [n] definimos o’ : X" — X" de la siguiente forma:
ol (a) = <idc<>j 3RS idco(”_j)> o
Entonces, el functor X : A — Set definido por {X", 0., 07}, €s un conjunto
cosimplicial.

Demostracion: Verificaremos las igualdades de la proposicion 2.1.6.
Para la igualdad (2.4):

» Enelcasoi=0,j=1, vale que 9},,0° = 99,0 porque x' es una coaccién a
izquierda.

» Enelcasoi=0,j €{2,...,n+ 1}, vale que
&, ,00a) = 30,9 (a) = (idg(j—” oA idg(”“—j)) o (ide o @) 0\
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En el caso i = 0,j = n+ 2, vale que 8"179° = 9°, ,0"*! por la compatibilidad

n+1 n+1
entre las coacciones x' y x".

Enel casoi € {1,...,n},j =i+ 1, vale que 95},8" = 0}, 0! por la coasocia-
tividad de A.

Enelcasoie {l,...,n},j€{i+2,...,n+ 1}, vale que

&0 (a) = nﬂaﬂ Ha) = (id}}“‘” o Aoidsi D, idg(”—ﬁ—”)) o .

En el caso i € {1,...,n},j =n+ 2, vale que

20 (o) = nﬂanﬂ( ) = (id}}”‘” oAo idg(”“—“) o (aoide) oy

En el caso i = n+1,j = n+ 2, vale que 90770+ = 971 0n+! porque \" es
una coaccion a derecha.

Para la igualdad (2.5):
Para todo i < j vale 0?_ 0 () = 0,09+ (a) = (id% o e 0idV ) o e 0id2" 7)) oa.
J n-1%n 195 c c c

n—

Para la igualdad (2.6):

En el caso i = 0,7 =0, vale que 699" = idx» por la compatibilidad de la
coaccién x! con la counidad e.

En el caso i = 0,5 € {1,...,n}, vale que

o1 (a) =30 0l (a) = (idéj <>5<>id<é("+17j)> o (idg o ) o x\.
Enel casoi € {1,...,n},j € {0,...,i— 2}, vale que

ol (o) =3 o) (o) = (1dc <>5<>1d<>(Z 77 o Al ) a.

En el caso i € {1,...,n},j € {i — 1,4}, vale que 679" = idx» porque € es
counidad para A.

Enelcasoi e {l,...,n},je{i+1,...,n}, vale que

a1 (o) =0 0l () = <1dcl Yo AoidV =Y <>g<>idg("7])> oa.
Enelcasoi=n+1,5 € {0,...,n— 1}, vale que

gl ot (a) = "_o)_ (a) = (idgj DoRS idzv("ﬂfj)) o(aoidg)o )" .

En el caso i = n + 1,5 = n, vale que 079" = idx» por la compatibilidad de
la coaccion x" con la counidad ¢.

O

Ejemplo 2.3.7. En la categoria monoidal (Vecty, ®y, k), si C es una coalgebra y M
es un bicomoédulo sobre (', de la construccién definida en el teorema anterior se ob-
tiene un espacio vectorial cosimplicial. Olvidando el producto por escalares, tenemos
un grupo abeliano cosimplicial que mediante la Proposicién 2.2.2 nos permite definir

22



un complejo de cocadenas. La cohomologia asi definida se llama cohomologia de
Cartier de C' con coeficientes en M, y fue introducida por Cartier en [Carb5].

Ejemplo 2.3.8. En el capitulo siguiente definiremos una cohomologia a partir de
un comonoide linealizado en especies, pero no viéndolo como comonoide, sino como
un bicomddulo en (Spy, -, 1) sobre la especie comonoide E.

De forma similar al teorema anterior podemos formular el siguiente teorema, que
involucra los conceptos de monoide y bimoédulo, duales a los involucrados anterior-
mente. La demostracion es analoga.

Teorema 2.3.9. Sea (A, m,u) un monoide en una categoria monoidal (C,o,1), y
(M, pi, pr) un bimddulo sobre A. Entonces {X", ., 0}, es un conjunto cosimpli-

) n’

cial, donde X™ = Home(A®", M) y las cocaras y codegeneraciones estan definidas de
la siguiente forma:

= po (ldc < Oé),
(id(f’(i_l) omo 1dc°<”—i>>  Vie{l,... n),
= po(acide),

= Qo (idcoj QU idco(n_j)> .

S
—~ o~ o~
\_/\_/8/\_/

I

Q

@)

Ejemplo 2.3.10. Veamos el caso particular del Teorema 2.3.9 en el caso de la cate-
goria (Vecty, ®g,k). Si A es un algebra y (M, —, <) es un A-bimédulo, de la cons-
truccion definida en el teorema anterior se obtiene un espacio vectorial cosimplicial.
Olvidando el producto por escalares, tenemos un grupo abeliano cosimplicial que
mediante la Proposicion 2.2.2 nos permite definir un complejo de cocadenas. La coho-
mologia asi definida se llama cohomologia de Hochschild de A a con coeficientes
en M, y fue introducida por Hochschild en [Hoc45]. Explicitamente, el complejo de
cadenas estd dado por C™ = Homye, ((A)®", M) y los mapas d" : C™ — C™! estan
dados por la férmula

(d"a)(a1 ® - Qany1) = a1 = af(a2® @ apy1) +
+ Z(—l)ia(m ® ®a;ai11 @+ @ apy1) +
=1
+(=1)""a(a; ® -+ @ ap) “— any1.

Ejemplo 2.3.11. Si I" es un monoide en Set y (M, —) es un I'-mdédulo a izquierda,
podemos considerarlo como un bimédulo sobre el anillo ZI' viendo como accion a
izquierda la extensién aditiva de — y como acciéon a derecha la extensién aditiva
de la accion trivial. De esta forma podemos aplicar el Teorema 2.3.9 en la categoria
(Ab, ®z,7Z), obteniendo un grupo abeliano cosimplicial. La cohomologia que defini-
mos a partir de él es la llamada cohomologia del monoide I' con coeficientes en M.
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Explicitamente, el complejo de cadenas estd dado por C™ = Hompyy, ((ZI)®2", M) ~
Homg (T*™, M), y los mapas d" : C" — C™"! estan dados por la férmula

(@) (g1, s Gust) = 91 = AGar o Gue) + (1 (Ghs o, GGty s Gurr)+
=1

+(—1)”+1Oz(g1, ey Gn)-
(2.8)

La llamada cohomologia de grupos es la recién descrita en el caso en que I' es
un grupo.
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Capitulo 3

Cohomologia en especies.

En este capitulo estudiaremos, a partir de la cohomologia para bicomddulos
definida en el capitulo anterior, una cohomologia que se puede definir a partir de
una especie con estructura de comonoide linealizado, que llamaremos (p = kP, A, ¢),
o simplemente p = kP. Estas definiciones y resultados también se encuentran en las
secciones 8.2.3 y 9.6 de [AM10].

3.1. Cohomologia de comonoides linealizados.

Nos sera 1util ver a los comonoides linealizados como bicomdédulos para utilizar
el Teorema 2.3.6.

Lema 3.1.1. Si (p = kP, A,¢) es un comonoide linealizado, sean x' : p — E - p
y X' :p — p-E definidas por componentes segiin la Notacién 1.2.4 de la siguiente
forma, para todo z € P[I] y toda descomposicion I =S UT :

= Xor(2) = x5 @2/,
» Xgr(2) = 2[s ® *7,
entonces (p, X", X') es un E-bicomddulo

Demostracion: Todas las propiedades son consecuencia de las condiciones de
coasociatividad y counidad vistas en la Observacion 1.3.8. Mas precisamente, las
igualdades (1.3) y (1.5) son equivalentes a que ' sea coaccién a izquierda, las igual-
dades (1.1) y (1.4) son equivalentes a que X" sea coaccién a derecha, y la igualdad
(1.2) es equivalente a la compatibilidad entre ambas. O

Observacién 3.1.2. De forma similar a la nocién de comonoide linealizado, pode-
mos definir la de bicomdédulo linealizado en especies. Esto es, un bicomédulo
en especies es linealizado si es una especie linealizada y para cada descomposicion
I = SUT las componentes de las coacciones preservan las bases. La construccién
anterior parte de un comonoide linealizado y obtiene un E-bicomdédulo linealizado.
Las equivalencias vistas en el teorema anterior nos permiten enunciar un teore-
ma reciproco: si (p = kP, x!,x") es un E-bicomédulo linealizado, se puede definir
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una estructura de comonoide linealizado en p, tal que Agr(z) = = ® y, donde
Xor(2) =2 Q%1 y Xsp(2) = *s @ y.

Observacién 3.1.3. Ahora estamos en las hipdtesis del Teorema 2.3.6, con lo cual
podemos definir un conjunto cosimplicial X tal que X" = Homg,, (p, E™). Al ser
X™ espacios vectoriales, su estructura aditiva nos permite, mediante la Proposicion
2.2.2, definir sobre los mismos X" un complejo de cocadenas.

Para ver de forma concreta una n-cocadena o : p — E™, nos alcanza con ver sus
componentes seguin la Notacion 1.2.4 y evaluarlas en la base P. Esto es, a queda
determinada si para cada z € P[I] y para cada descomposicién I = Sy LI --- U S,
conocemos

Ozsly___’sn(z) S E[Sl] XX E[Sn] =k R X k = k.

La condiciéon de que « sea morfismo de especies es equivalente a que para cada
conjunto finito I conmute el siguiente diagrama.

ag

pl/] —=E™"[I]

p[ﬂl lE'"M

plJ] —E"[J].

ag

Tomando componentes, esto equivale a que para toda biyeccion o : I — J y toda
descomposicién [ = S U --- U S, conmute el siguiente diagrama

E[Sl] Q- E[Sn]
plo] lE[UsJ@“@E[Usn]

E[o(S1)| ® - ® E[o(S,)],

LGP o(Sn)
que equivale a la siguiente igualdad en k:
as;,..5.(2) = Qo(sy),...o(50) (PlO](2))- (3.1)

Con esta forma de expresar las n-cocadenas, estamos en condiciones de enunciar
el teorema que define la cohomologia de especies.

Teorema 3.1.4. Sea (p = kP, A, ¢) un comonoide linealizado en especies. Entonces
X ={X",0.,00}n:; es un grupo abeliano cosimplicial, donde

X" = Homgy, (p,E™)

y las cocaras y codegeneraciones son las dadas por las siguientes formulas:

(O())s,..5,11 (2) = Q855,00 (2/51)

n
—
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n
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oy (2) = Qi85 1 8108541, Sigr Supa (2) Vi€ {1, 0}
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 (00())s,, s, (2) = 0818,0,5,0105,(2) Vi€ {0, n}.

En consecuencia, {X™, d"},en €s un complejo de cocadenas, donde el diferencial
d : Homgp, (p, E™) — Homg,, (p, E ) es el dado por la siguiente formula:

(d"a)sy,... 8011 (2) = Qsy,.8,04 (2] 51) +Z )8, 851, SiUSier, Shs2 Susa (2)F
+(=1)"as,, s, (25008,
(3.2)

Demostracion: Las féormulas de las cocaras y codegeneraciones provienen de las
del Teorema 2.3.6, aplicadas a la estructura de bicomoédulo definida en el Lema
3.1.1. Al expresarlas concretamente segtin la Observacion 3.1.3, para una n-cocadena
a:p — E" fijados z € P[I] y una descomposicién [ = Sy U --- U S,;1 tomando
componentes y evaluando obtenemos las férmulas deseadas. O

Notacion 3.1.5. Llamaremos C™(p) a los grupos del complejo de cocadenas, y H"(p)
a los grupos de cohomologia obtenidos de este complejo.

Observacién 3.1.6. Sea A otro anillo conmutativo. Al ser P un comonoide con-
juntista, las componentes Agp preservan bases, entonces podemos utilizarlas para
dar una estructura de comonoide linealizado a la especie AP € Sp,, que serda un
bicomdédulo A-linealizado sobre la especie E,. Las cocadenas del complejo asociado
tendran entonces valores en A. Llamaremos a esta operacion cambio de coeficien-
tes, y denotaremos por C" (P, A) a los grupos del complejo de cocadenas, y H" (P, A)
a los grupos de cohomologia obtenidos.

3.2. Ejemplos.

A continuacién veremos algunos ejemplos de cocadenas, cociclos y cobordes,
asi como el cédlculo de algunos grupos de cohomologia para los comonoides lineali-
zados presentados en el Capitulo 1.

Ejemplo 3.2.1. Una especie linealizada p = kP se dice conexa si P[)] tiene un solo
elemento x, con lo cual p[f)] = k{x}. Las especies 1, E y L definidas anteriormente
son conexas.

Sea p = kP una especie conexa. El grupo abeliano de las O-cocadenas es

C’O(p) = Homgpk(p, E'O) = Homspk(p, 1).

Esto es, una 0-cocadena es un morfismo de especies a : p — 1, que viene determi-
nado por

ag) : ] — k,
donde () indica la “descomposicién vacia” del conjunto vacio. Una 0-cocadena «
queda determinada por el valor a ) € k, con lo cual C°(p) ~ k.
Ahora, la formula del diferencial nos da

(d°a)1(2) = ) (2/1) — a@(zlo) = ap)(x) — a@(x) =0,
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conlocual d® =0y
H(p) = Ker(d’) = C°(p) ~ k.

Ejemplo 3.2.2. La cohomologia de la especie 1 se puede calcular facilmente, dado
que toda n-cocadena o« queda determinada por el valor oy ¢(1) € k. Esto es,
podemos identificar C™(1) con k. Evaluando la ecuacién (3.2) en 1 (y S; = 0)
obtenemos

(d"a)y,..0(1) = g, (1) + Z(—l)i%,...,w(l) + (—=1)" oy, g(1).

Si n es par se cancelan todos los sumandos y por lo tanto d"a = 0, y si n es
impar se cancelan todos menos uno resultando d"a = «a. Obtenemos entonces el
siguiente complejo de cocadenas

idy

k—~k—>k—~k
De esto se deduce que H(1) ~k y H™(1) = 0 para todo n > 1.

Ejemplo 3.2.3. Para calcular la cohomologia de la especie E es 1til considerar la
condicién de naturalidad de las cocadenas expresada en la ecuacién (3.1).

Sea a una n-cocadena; si [ = S;U---US, vy J =Ty U---UT, son tales que
|S;| = |Ti|, Vi € {1,...,n}, entonces existe una biyeccién o : I — J tal que
o(S;)=1T;, Vie{l,...,n}, de donde

as, .5, (¥1) = any 1, (7).
Entonces podemos definir una funcion & : N** — k mediante la igualdad
ke, ..., ky) = an,. 1, (1),
donde Ti, ..., T, son conjuntos que verifican |T;| = k; y J =T U ---UT,. Ahora,

(dna)sl,---,snﬂ(z) = a52,---,sn+1(*51)+

n

=+ Z(_l)iashw Si—1,8:USi+1,Si42,., Snt1 (*1) =+

+ Z(—l)i@(k’h coskicn, ki ki, R, oo k)

+H(=1)" Mk, ... k) =
= (d"a)(ki,. .., kny1),

donde el ultimo d" es el diferencial dado por la férmula del Ejemplo 2.3.11, consi-
derando N como monoide con la suma y k como un N-médulo trivial. La igualdad
de arriba nos dice que el mapa que a « le asigna & es un morfismo de complejos de
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cadenas, que ya vimos que es biyectivo y por lo tanto induce isomorfismos entre los
grupos H"(E) y H"(N, k) para todo natural n.
Como consecuencia de la Proposicién 4.1 de [CE99] obtenemos que

R L n [k sine{0,1}
H"(E) = H'(N, k) ~ H"(Z,k) = { 0 en otro caso.
Ejemplo 3.2.4. Para calcular el grupo H'(L) solamente falta calcular Ker(d'),
dado que la especie L es conexa y por lo tanto ya dedujimos que d° = 0 en el
Ejemplo 3.2.1, con lo cual Im(d°) = 0.
Sea a : L — E una 1l-cocadena. Entonces a queda determinada por los valores
as(l) € k, para cada conjunto finito / y cada orden lineal [ en I.
Sean [ y J dos conjuntos finitos del mismo cardinal k. Sean [ = iy ...7; un orden
lineal en I y I’ = ji ... jx un orden lineal en J. Entonces la biyeccién o : [ — J dada
por o(i1) = j1,...,0(ix) = ji verifica L[o](l) = I'. De la condicién de naturalidad
de la ecuacion (3.1) aplicada a o, se deduce que a;(l) = a;(I'). Esto es, a partir de
a podemos definir una funcién h : N — k tal que h(k) = «o;(l) para cualquier I de
cardinal k y cualquier [ € L[I].
Si a es un cociclo, entonces para cada descomposicion [ = SUT y cada | € L[I]
tenemos:

(da)sr (1) = ar(ilr) — ar(l) + as(l]s) = 0.

Ahora, dados ki, ks € N, sean S, T conjuntos finitos disjuntos tales que |S| = k; y
|T| = ko, y I un orden cualquiera en S U T. De la igualdad anterior se deduce que

h(/ﬁ + kQ) = h(lﬁ) + h(/@).

Esto implica que h, y en consecuencia «, quedan determinadas por el valor h(1) € k,
con lo cual Ker(d"') ~ k. Como Im(d") = 0, obtenemos que

H'(L) ~ k.

Ejemplo 3.2.5. Para cada [ orden lineal en un conjunto finito I, y para cada
descomposicion [ = S U T, definimos el siguiente nimero entero:

Schgr(l) = |{(s,t) € S xT / t < s segtn [}|.

Esta igualdad define una cocadena Sch € C?*(L,Z).
Es facil verificar que para cualesquiera R,S,T conjuntos disjuntos y cualquier [ €
LIRS UT)] se verifican

Schr sur(l) = Schr s(!|rus) + Schrr (| rur),

SChRuS’T(Z) = SChR7T(l|RuT) + SChS,T(”SuT)-

Mediante un cdlculo directo sustituyendo estas igualdades en la ecuacién (3.2) ob-
tenemos que dSch = 0, con lo cual Sch es un 2-cociclo en L con coeficientes en Z.
Este es el llamado cociclo de Schubert, que define una clase en H*(L,Z).
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Ejemplo 3.2.6. Siguiendo con ejemplos de cocadenas en L, definiremos una 3-
cocadena 3 € C?(L,Z) de la siguiente forma:

BR,S,T(Z) == |R|SCh57T(l|S L T),

para cada [ orden lineal en un conjunto finito I, y para cada descomposicion I =
RUSUT, en donde Sch es el cociclo de Schubert definido en el ejemplo anterior.
Es facil verificar que para cualesquiera @), R,S,T conjuntos disjuntos y cualquier
le L[QURUSUT] se verifican

Bour.sr(l) = Bo.sr(lousur) + Br.sr (| rusur),

Bo.rusr(l) = Bo.rr(lourur) + Bo.sr(lousur)s
Bao.r,sur(l) = Bo.rs(lourus) + Bo,rr(ourur),

Mediante un cédlculo directo sustituyendo estas igualdades en la ecuacién (3.2) ob-
tenemos que df = 0, con lo cual 8 es un 3-cociclo en L con coeficientes en Z.

Observemos que, si k es la 1-cocadena definida por k;(l) = |I| (que es un cociclo
por argumentos similares a los usados en el Ejemplo 3.2.4), en particular se verifica

Brsr(l) = kr(l|r)Schgr(lsur),

esto es, el 3-cociclo § se obtiene del 1-cociclo k y del 2-cociclo Sch “evaluando en
componentes de [ y multiplicando”. En el ultimo capitulo de este trabajo abordare-
mos con generalidad este procedimiento, definiendo el producto cup.
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Capitulo 4

Cohomologia y torcimientos.

En este capitulo veremos algunas aplicaciones relacionadas a los grupos de coho-
mologia en grados 2 y 3. Dichos resultados son andlogos a los conocidos para coho-
mologia de grupos, por lo cual nos detendremos a repasar estos 1ltimos al comienzo
de cada seccion.

4.1. Torcimiento de (co)multiplicacién y H>.

4.1.1. En cohomologia de grupos

Sea (I, -, e) un grupo. En esta parte repasaremos algunos resultados sobre el uso
de 2-cociclos con coeficientes en Z para torcer la estructura multiplicativa usual del
algebra kI'. Existen resultados méas generales, (por ejemplo con coeficientes en k* y
considerando acciones no triviales, ver seccién 1.1 de [Mas99]) pero nos centraremos
en mostrar un ejemplo analogo al que veremos en cohomologia de especies. Las
cocadenas con las que trabajamos en esta parte son las del Ejemplo 2.3.11. Si bien
generalmente se consideran torcimientos que preservan la unidad del dlgebra (esto es,
torcimientos por 2-cociclos normalizados), en este trabajo escribiremos una versién
que no involucra preservar la unidad. De todas formas, cabe destacar que no estamos
agregando generalidad a la teoria, como veremos en la Observacién 4.1.5.

Proposicién 4.1.1. Sean g€k ya : ' x I' = Z una 2-cocadena. Si q es invertible
0 « solamente toma valores no negativos, consideramos la operacion bilineal
‘o ' kI' @ kI' — kI' dada por

aub=q¢""q.b Va,bel.
Entonces:

s Si« es un 2-cociclo, la operacion -, es asociativa.

» Siq no es una raiz de la unidad en k (esto es, si el mapa de Z en k dado por
ki " es inyectivo), vale el reciproco de la afirmacion anterior.
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» Sia esun 2-cociclo, y si ademds q es invertible o a(e,e) =0, el elemento
e® = g~ e ¢ kI

es neutro para .
Decimos que el algebra (kI', -, e*) es un g-torcimiento del dlgebra (kI',-, e).

Proposicién 4.1.2. Sean «a,a’ dos 2-cociclos tales que o = o + dn para cierta
1-cocadenan : T — Z. Si f,«a,a’,n solamente toman valores no negativos, o si q es
invertible, entonces la transformacion lineal f, : kI' — kI' dada por

folg) =q"9g, VgeT

es un morfismo de dlgebras entre (KU, -4, e%) y (KT, o, ). Es claro que f, es un
1somorfismo si q es invertible.

Corolario 4.1.3. Si q es invertible, la asignacion o — (KT, -, e®) induce una fun-
cién que lleva elementos de H*(T',Z) en clases de isomorfismo de q-torcimientos del
dlgebra (KT, - e).

Observacién 4.1.4. La nociéon de g-torcimiento cuando ¢ no es invertible tiene
sentido, puesto que existen cociclos no triviales que solamente toman valores no
negativos. Por ejemplo, sea n un entero mayor o igual a 2, I' = Z/nZ x Z/nZ y
consideremos la cocadena o : I' x I' = Z la cocadena definida por

o ((5,7), (w,v)) = tu mod n,

donde x mod n es el resto de la divisién entera de x entre n. Es claro que « esta bien
definida y que toma solamente valores enteros entre 0 y n — 1. Mediante un calculo
directo puede verse que da = 0, con lo cual o es un 2-cociclo. Por otra parte, si
n: ' — Z es una 1-cocadena, para todos s,t,u,v € Z se verifica que

dn ((s,1), (w,0)) = n(w,0) —n(5+7,t +7) +n(s,t) = dy (W, 0), (5,1)) .

Es decir que los 2-cobordes son simétricos y « claramente no lo es, con lo cual a no
es un 2-coborde.

Observacién 4.1.5. Decimos que un 2-cociclo v es normalizado si

’7(679) = v(g,e) = 0, Vg erl.

Si v es normalizado, se verifica directamente que la multiplicacién de cualquier g-
torcimiento por v sigue teniendo al elemento e como neutro.
Por otra parte, dado un 2-cociclo «, consideremos la 1-cocadena n definida por

n(g) = ale,e), Vg €T,

y el 2-cociclo v definido por
v =a—dn,
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con lo cual las clases de v y a en H?(T',Z) coinciden. Concretamente, al aplicar la
formula de d y evaluar, obtenemos que

v(a,b) = a(a,b) — ale,e), Ya,beT.
Ahora, sea g € I' cualquiera. Del hecho de que « es un cociclo obtenemos que

da(gaea 6) = O‘(ev 6) - a(g,e) + a(g,e) - O‘(gae) = O,

de donde

7(97 6) = O‘(ga 6) - a(e, 6) =0.
Similarmente, evaluando en la terna (e, e, g) obtenemos que (e, g) = 0, de lo cual
deducimos que 7y es normalizado.
En conclusién, cualquier clase en H*(T', Z) tiene un representante normalizado. Si ¢
es invertible, esto nos dice que cualquier g-torcimiento de (kI', -, e) es isomorfo como
algebra a un g-torcimiento que también tiene a e como unidad.

4.1.2. En cohomologia de especies

Los resultados siguientes son analogos a los de la parte anterior. Dada una especie
comonoide linealizada p = kP, usaremos 2-cociclos de la cohomologia definida en el
capitulo anterior para torcer la estructura de comonoide de p. Los resultados para 2-
cociclos normalizados (esto es, 2-cociclos « tales que oy 1(z) = ay9(2) = 0 para todo
conjunto finito I y todo z € P[I]) sobre torcimientos que preservan la counidad
son las Proposiciones 9.16 y 9.17 de [AM10]. En este trabajo no se requiere esta
hipétesis, pero no se estd agregando generalidad, como veremos en la Observacion
4.1.9.

Proposicién 4.1.6. Sean ¢ € k y a € C*(P,Z) una 2-cocadena. Si q es invertible
0 a solamente toma valores no negativos, podemos definir un morfismo de especies
A® :p — p - p por componentes y en elementos de las bases, mediante la siguiente
formula:

§,T(2) — an,T(Z)A&T(Z) — quS,T(Z)Z|S ® Z/S, Vz e P[S L T].
Entonces:
s St a es un 2-cociclo, A% es coasociativo.

s Si g no es una raiz de la unidad en k, wvale el reciproco de la afirmacion
anterior.

» Si a es un 2-cociclo, y si ademds q es invertible o agg(z) = 0 para todo
z € P[0], el morfismo e* : p — 1 dado por

ep(2) = q_o‘@’”(z), Vz € P[]

es una counidad para A®.
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Demostracion: Por un lado, que a sea un 2-cociclo es equivalente a que para
toda descomposicién I = RUSUT y todo z € P[I] se verifique

asr(z/r) — arusr(2) + arsur(z) — ars(z|lrus) = 0. (4.1)

Por otro lado, como vimos en la Observacion 1.2.6, la coasociatividad de A® es equi-
valente a la conmutatividad de los siguientes diagramas, para toda descomposicion

I=RUSUT:

pif] Yhost | bRU Sl] ® p[T]
A% suT AR s®idp(ry
plRl ®plSUT] [R] @ p|S] ® p[T].

1dp[R]®Ag,T
Evaluando las distintas composiciones en elementos de la base P[I], obtenemos que
la coasociatividad es equivalente a que para todo z € P[I] se verifique
qOéRuS,T(Z)-I-aR,S(Z\RuS) — qOéR,SuT(Z)'f‘OCS,T(Z/R).

Es inmediato ver que la ecuacién (4.1) implica estas igualdades, y que ademsds si ¢
no es una raiz de la unidad también se cumple la implicancia reciproca.

En caso afirmativo, los diagramas de counidad son equivalentes a que para todo
I conmute el siguiente diagrama:

g ®idpyr)

k @ pl/] p0] ® p[I] ,

~F
/ lAm

pll]©k pl/] @ p[0].

idp1®=g
y esto es equivalente a que para todo z € P[I] se verifique
gror)=e0(zle) — 1 — gore(z)=a0e (/1)

Por otra parte, de evaluar la ecuacién (4.1) en la descomposicion I = QUQU T y
usando que z/y = z obtenemos que

ap,1(2) — app(zlp) =0,

y de evaluar la ecuacién (4.1) en la descomposicién I = I U U@ y usando que
z|; = z obtenemos que
arp(z) — agp(z/1) =0,
con lo cual quedan demostradas igualdades que queremos. O
Decimos que el comonoide (p, A%, £%) es un g-torcimiento del comonoide (p, A, ¢).
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Proposicién 4.1.7. Sean «a,a’ dos 2-cociclos tales que o + dn = o' para cierta
I-cocadenan € C*(P,Z). Sin,a,a’ solamente toman valores no negativos, o si q es
wnvertible, entonces el morfismo de especies f : p — p dado en componentes por

fl(z) = qm(z)z, Vz € P[],

. . / /
es un morfismo de especies comonoides entre (p, A%, %) y (p, A% ,e*). Es claro que
f es un isomorfismo si q es invertible.

Demostracion: Segun la Observacién 1.2.16, para ver que f” es un morfismo de
comonoides debemos verificar en componentes la conmutatividad de los diagramas
de compatibilidad de f7 con las comultiplicaciones y con las counidades.

La compatibilidad de f7 con las comultiplicaciones es equivalente a la conmutativi-
dad del siguiente diagrama para cada descomposicién [ = S UT":

pll] —T p[S] @ p[T]
f?l lfgeaf?
all] ————als] @ a[T).

Evaluando en elementos de la base, esto equivale a que para todo z € P[I] se

verifique

qas,T(Z)-FTiS(Z\S)-I—TIT(Z/S) 771(Z)+0/57T(Z).

=dq
Por otro lado, evaluando la igualdad « + dn = o’ en una descomposicién I = SUT
y en un z € P[], obtenemos que

asr(z) +nr(z/s) = n(2) +ns(2ls) = asr(2),

de lo cual se deduce inmediatamente la igualdad que queremos.
Ahora, la compatibilidad de f con las counidades es equivalente a la conmutatividad
del siguiente diagrama:

pll] "~ g0
e l”

Evaluando en elementos de la base, esto equivale a que para todo z € P|[f)] se verifique

/

qW@(Z)*%,@(Z) — q—a@,m(z).

Por otro lado, evaluando la igualdad o + dnp = o’ en la descomposicién ) = U ) y
en un z € P[0], y usando que z|y = z = z/p, obtenemos que

app(z) +n0(z) = ae(2),
de lo cual se deduce inmediatamente la igualdad que queremos. O

37



Corolario 4.1.8. Si q es invertible, la asignacion o — (p, A%, e®) induce una fun-
cién que lleva elementos de H*(P,Z) en clases de isomorfismo de q-torcimientos del
comonoide (p, A, ).

Observacién 4.1.9. Decimos que un 2-cociclo v es normalizado si

Y.1(2) = vr9(2) =0, Vz € P[I].

Si v es normalizado, se verifica directamente que la comultiplicacién de cualquier
g-torcimiento por 7y sigue teniendo a £ como counidad.
Por otra parte, dado un 2-cociclo «, consideremos cualquier 1-cocadena 1 que veri-
fique

m(z) = ape(r), Yz € P[0]

(por ejemplo, podemos definirlo de esta forma en P[}] y como 0 en P[I] si I # ().
Sea el 2-cociclo v definido por

Y =a—dn,
con lo cual las clases de vy a en H?(P,Z) coinciden. Ahora, evaluando la igualdad
anterior para z € P[I] cualquiera y la descomposicién I = I U (), obtenemos que

Y0(2) = arp(z) —no(z/1) +ni(z) = ni(zlr) = arp(z) — ape(z/1),

dado que por la condicién de counidad vale que z|; = z. Del hecho de que a es un
cociclo, evaluando en z y la descomposicién I = I L} LI () obtenemos que

dorgp(z) = apo(2/1) = are(z) + are(z) — arp(2l) =0,

de donde

vr0(2) = arg(z) — ape(z/1) = 0.
De forma similar, evaluando respectivamente en descomposiciones [ = U1 e I =
) LU I obtenemos que vy s(z) = 0, de lo cual deducimos que + es normalizado.
En conclusién, cualquier clase en H?(P,Z) tiene un representante normalizado. Si ¢
es invertible, esto nos dice que cualquier g-torcimiento de (p, A, ¢) es isomorfo como
comonoide a un g-torcimiento que también tiene a £ como counidad.

Ejemplo 4.1.10. Del célculo de la cohomologia del comonoide E en el Ejemplo 3.2.3
obtenemos que H?(E,Z) = 0, por lo cual el comonoide E no admite g-torcimientos
no triviales, es decir, que no sean isomorfos a (E, A, ¢).

Ejemplo 4.1.11. Consideremos la especie L y tomemos ¢ = 0 y o = Sch el cociclo
de Schubert definido en el Ejemplo 3.2.5. Al estar definido como el cardinal de un
conjunto, sabemos que Sch solamente toma valores no negativos. Por otra parte, si
n es una l-cocadena, para cualquier descomposiciéon I = S UT y cualquier [ € L[[]
vale que

dnsa(l) = nr(llr) —ni(l) + ns(lls) = dnr,s(1).

Esta condicién de simetria claramente no es verificada por Sch, con lo cual Sch no
es un 2-coborde.
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Ahora, sea I = S U T una descomposiciéon y [ un orden total en I. Asumiendo la
convencién de que 0° = 1, entonces A3 (1) # 0 si y solamente si Schgr(l) = 0, esto
es, si no existen s € Syt €T tales que t < s segun [. Entonces

ASch(l> lls@lr siVse S;teT s<tsegun l,
0 en caso contrario.

Con lo cual AS" = A la comultiplicacién del comonoide L* que definimos en el
Ejemplo 1.2.14.

Ademds Schg ¢((0)) = 0, con lo cual e5" =¢.

Entonces el comonoide L* es un 0-torcimiento del comonoide L.

4.2. Torcimiento de asociadores y H°.

Hasta el momento veniamos trabajando con categorias monoidales para las cuales
las transformaciones naturales de asociatividad y unidad son “cambios de parénte-
sis”, por lo cual simplemente no las habifamos mencionado. En esta seccion torce-
remos esas transformaciones naturales, y por eso necesitamos la definicion de cate-
goria monoidal. Algunos de los primeros articulos sobre categorias monoidales son
de Bénabou [Bén65], Kelly [Kel64] y Mac Lane [ML63].

Definicién 4.2.1. Una categoria monoidal es una séxtupla (C,o, I, ®, A, p) donde:
= C es una categoria,

s o:C x € — Cesun functor,

I es un objeto de € (que llamaremos neutro de ¢),

® : o(oxide) = o(ide x©) es un isomorfismo natural, que llamamos asociador,
dado en objetos por morfismos en €

Prpc:(AoB)oC — Ao (Bo (),

A:o(l xide) = ide y p : o(ide x I) = ide son isomorfismos naturales dados
en objetos por morfismos en C

A:ToA— A, pa:Aol — A,

tales que para todos A, B, C, D objetos de C se verifica el siguiente diagrama pen-
tagonal

A<>BCD ABC<>D

(AoB)oC)oD—=(AoB)o(CoD)——=Ao(Bo(CoD))
(Ao (BoC))oD P Ao ((BoC)o D),
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y para todos A, B objetos de C se verifica el siguiente diagrama triangular

(Ao[)onAo(IoB)

\ lidAoAB
pacidp

Ao B.

Es claro que un ejemplo de categoria monoidal es (Vecty, ®,k, ®, A, p), donde
Pyvw((u®v)@w) =u® (vw), \y(t®@u) =tu = py(u®t). De forma analoga, la
categoria de especies tiene estructuras monoidales con el producto de Hadamard y
con el de Cauchy, tal como vimos en las Definiciones 1.2.1 y 1.2.2 respectivamente.

Definicién 4.2.2. Sean (C,o, I, P, A\ p)y (€, I', ' N, p') dos categorias monoi-
dales. Un functor monoidal fuerte de C a €’ es una terna (F, 1, 1) donde

s [:C — ¢ esun functor,

w ) (F X F) = F(o) es un isomorfismo natural, dado en objetos por isomor-
fismos en €’

tap: F(A)o F(B) — F(A¢ B),
» g : " — F(I) es un isomorfismo en ¢,

tales que para todos A, B, C' € € conmuta el siguiente diagrama

o'
F(A),F(B),F(CF(A)

(F'(A) o" F(B)) ' F(C) o (F(B) o' F(C))

$a,BO ldF(C)l lidF(A)o’lﬂB,c
F(AoB)<o F(C) F(A)d' F(Bo(C)
F((AoB)o () F@ano) F(A<s(Bo()),

y tales que para todo A € € conmutan los siguientes diagramas

F(A) F(A)

VR F ) I’
oo’ 1dF(A) 1dF(A)<> Yo
F F(\a)
wA I
I o A) A ol).

A continuacién, para los casos de cohomologia de grupos y de especies, mostrare-
mos categorias monoidales con sus asociadores “usuales”, cuya estructura torceremos
mediante 3-cociclos, y encontraremos functores monoidales fuertes entre torcimien-
tos por 3-cociclos que difieran en un 3-coborde.
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4.2.1. En cohomologia de grupos

Sea (I',-,e) un grupo. En esta parte repasaremos un resultado sobre el uso de
3-cociclos para torcer el asociador usual de la categoria de espacios I'-graduados.

Definicién 4.2.3. Llamamos Vectr a la categoria cuyos objetos son los espacios

vectoriales I'-graduados,
V=D

gel

y cuyos morfismos son las transformaciones lineales que preservan graduacion,
f:V=W : f(V,) CW,, Vgel.

Observar que si U y V' son dos espacios vectoriales ['-graduados, entonces U @ V'
también es I'-graduado:

UV =EU®eV), dnde (UaV),= P U,® V.

gel a,bel
ab:g
Claramente k es I'-graduado con k. = k y k, = 0 si g # e. Ademads, el asociador

usual Puyw : (URV)QW - U (VeW),ylos isomorfismos A\y : Vok—Vy
pv :k®V — V preservan graduacion.
Por lo tanto tenemos que (Vectr, ®,k, ®, A, p) es una categoria monoidal.

Proposicién 4.2.4. Sean q € k invertible y o : I' X I' x I' — Z wuna 3-cocadena.
Consideremos la transformacion natural ®* tal que dados U, V,W & Vectr,
Pryw  (UV)@W = U (V®W) es el morfismo en Vectr dado por

Py (u®v)®w) = ¢ @ (v@w), Yu e Uy,v € Vy,w € W,.
Entonces:

» S« es un 3-cociclo, P verifica el diagrama pentagonal.

= S1 q no es una raiz de la unidad en Kk, wvale el reciproco de la afirmacion
anterior.

= S« es un 3-cociclo, sean \* y p® transformaciones naturales tales que
ANy k@U = U ypfi : U®k = U quedan respectivamente definidas por

Nt @u) =g Yty VYt ekue U,

pr(u®t) = ¢ @tu, Wt ek ue U,

Entonces @, \* y p® verifican el diagrama triangular.
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Demostracion: Si a es un 3-cociclo, para todos a,b,c,d € T' vale la siguiente
igualdad

a(b,c,d) — a(ab, c,d) + a(a, be,d) — a(a, b, ed) + a(a, b, c) = 0. (4.2)

Dados U, V,W, X € Vectr, el diagrama pentagonal que debe verificar & es el
siguiente

(UeV)eW) e X N Uev)e (WeX) e Ve W e X))

®F  py ®idx l TidU@)@%’,W,X

UeVeW)eX o Ue (VeW)e X).
U, VRW,X

Para todos a, b, c,d € I', evaluando ambas composiciones en un tensor elemental de
elementos homogéneos ((u ® v) ® w) ® x, donde u € Uy,v € Vy,w € W,z € Xy, la
conmutatividad del diagrama es equivalente a

a(ab,c,d)+a(a,b,cd) a(a,b,c)+a(a,be,d)+a(b,c,d)
)

q =q
la cual se deduce inmediatamente de la ecuacién (4.2). Si ademés ¢ no es una raiz
de la unidad, la implicancia reciproca también es cierta.

Ahora, dados U,V € Vectr, el diagrama triangular a verificar por ®*, \* y p® es el
siguiente

U]kV

UkeV —Uc kaV)

idy @AY
m l v

UaV.

Para todos a,b € T', evaluando ambas composiciones en un tensor elemental de ele-
mentos homogéneos (4 ®t) @ v, donde u € U,,v € Vj, t € k = k., la conmutatividad
del diagrama es equivalente a

a(a,e,b)—a(e,e,b) (a,e,e)

q = ¢,

la cual se deduce inmediatamente de la ecuacién (4.2) evaluada en los elementos
a,e,e,b.

O
En consecuencia, si a es un 3-cociclo, (Vectr, ®, k, % A%, p®) es una categoria mo-

noidal. Decimos que la categoria monoidal (Vectr, ®, k, ®*, A%, p®) es un g-torcimiento

de la categorfa monoidal (Vectr, ®,k, ®, A, p).

Proposicion 4.2.5. Sean a, o’ son dos 3-cociclos tales que o = o/ + dn para cierta
2-cocadena n : I' x I' = Z. Si q es invertible, sea Y" : @ = & la transformacion
natural dada por

Yy (u®v) = "y v, YueU,vel,
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y sea Yy - k — k definida por
YI(t) = ¢ "¢, Vit € k.

Entonces la terna (idveety., V", ¥0) es un functor monoidal fuerte entre las categorias
monoidales (Vectp, ®,k, ®*, X%, p*) y (Vectp, ®,k, ', A\, p*'). Ademds, al ser el
functor la identidad, (idveey, ", W) resulta una equivalencia de categorias monoi-
dales.

Demostracion: Dados U, V, W & Vectr, el diagrama de compatibilidad de ¥" con
los asociadores es el siguiente

UVW

UV)eW —=Ux (VeW)
%y@ndwl lidyw’&,w
UV)eW U (VeW)
o | |¥vo
UeV)eW_ —Ux((VaW).

UVW

Para todos a,b,c € T', evaluando ambas composiciones en un tensor elemental de
elementos homogéneos (u®v)®@w, donde u € U,,v € V,, w € W,, la conmutatividad
del diagrama es equivalente a

o (a,b,c)+n(b,c)+n(a,bc) n(a,b)+n(ab,c)+a(a,b,c)
)

q =4q

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad o« = o/ +dn en los elementos
a,b,c.
Ahora, dado U € Vectr, el diagrama de compatibilidad para ¢ es el siguiente

k@ULU<—aU®k

] @ndU ldUwO
U U
W, U
koU U ® k.

Para todo a € I', evaluando en un tensor elemental de elementos homogéneos t ® u,
donde t € k = k., u € U,, la conmutatividad de la parte izquierda del diagrama es
equivalente a

q—a/(e,e,a) _ q—n(e,e)-l—n(e,a)—oz(e,e,a)

)

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad o = o/ +dn en los elementos
e, e, a.
Para todo a € I', evaluando en un tensor elemental de elementos homogéneos u ® t,
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donde v € U,,t € k = k., la conmutatividad de la parte derecha del diagrama es

equivalente a

o (a,e,e) (e,e)-l—n(a,e)-l—oc(a,e,e)’

q =q"
lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad o« = o/ +dn en los elementos
a,e,e. U

Corolario 4.2.6. La asignacion o — (Vectr, ®,k, ®* \* p*) induce una funcion
que lleva elementos de H*(T',Z) en clases de equivalencia por functores monoidales
fuertes de los q-torcimientos de la categoria monoidal (Vectr, ®,k, @, A, p) .

4.2.2. En cohomologia de especies

Lo primero que haremos en esta parte es mostrar un contexto analogo al de
los espacios vectoriales graduados sobre un grupo. Vamos a definir una categoria
monoidal que luego torceremos con 3-cociclos.

Definicién 4.2.7. Sea P una especie conjuntista. La categoria de elementos de
P, que llamaremos El(P), es la categoria que tiene por objetos los pares (/, z) para
cada conjunto finito I y cada z € P[I], y los siguientes morfismos:

Homg(py (1, 2), (J,w)) = {o : I — J biyeccién : Plo](z) = w}.

La categoria de especies P-graduadas, que llamaremos Spp, es la categoria de
functores de El(P) a Vecty.

Observacién 4.2.8. Concretamente, dar una especie P-graduada V es dar para
cada conjunto finito I y cada z € P[I] un espacio vectorial VI, z], y para cada
morfismo o € Homgpy ((, 2), (J,w)) una transformacién lineal V[o], tales que se
respeten las identidades y la composicion como en la observacion 1.1.2.

Observacién 4.2.9. Si V es una especie P-graduada, podemos definir una especie,
que llamaremos también V, de la siguiente forma:

» V[I] = @ V|1, z], para cada I;

z€P[I]

» Vio| = @ Vo], para cada o : I — J, donde o, es o vista como elemento
z€P[I]

de Homgypy((1, 2), (J, Plo](2))).

Esto nos permite pensar una especie P-graduada como una especie V en donde
para cada I el espacio V[I] estd graduado por el conjunto P[I], y tal que para
cada o la transformacién lineal Vo] lleva componentes homogéneas en componentes
homogéneas, induciendo la misma biyeccién que Plo].

Definicién 4.2.10. Si P es un comonoide conjuntista, esto es, (p = kP, A, ¢) es un
comonoide linealizado, podemos definir una estructura monoidal en Spp. Dadas dos
especies P-graduadas V y W, la especie P-graduada V « W viene dada por
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» (VxW)[I,z] = @V[S,ZM ®@ WII\ S, z/s], para cada I y cada z € P[I];

SCI

n (VW) @ Vios] ® Wlops], para cada o € Homgpy ((Z, 2), (J,w)),
Scr

donde por la naturalidad de la comultiplicacién (igualdades (1.6) y (1.7)) podemos
considerar og € Homgy(p) ((S, 2|s), (0(9), w|oes))) ¥

ons € Hompg(p) (( \S,z/s), (o(1 \S),w/g(s))).
Dados morfismos de especies P-graduadas f : Vi — V5, g : W1 — Wy, definimos

f*xg:Vyx*W; = Vyx W, como
(f 9L, 2] =D IS, 2ls] @ glI\ S, 2/5].

SCI

Para definir el asociador, dadas U, V, W & Sp, escribamos el resultado de las
dos formas de multiplicarlas:

(U« V)« W)[L,z] = @U«V)I\T, znr] @ WIT, 2/ nr]

TCI

= @ (U[R, (2|rus)|r] ® VIS, (2|rus)/rll) ® WIT, 2/ rus];

RUSUT=I

(Ux(V+ W)L,z = @UIR 2[z] @ (V*W)[I\ R, 2/g]

= B UlR 2] @ (VIS, (z/r)ls] ® WIT, (2/r)/s)-

RUSUT=I

Notemos que, por las igualdades de la Observacién 1.3.8 provenientes de la coaso-
ciatividad de A, los sumandos de cada expresién correspondientes a la misma des-
composiciéon I = RIS U T son iguales salvo un cambio de paréntesis, con lo cual
podemos definir un asociador ®y v w que en cada componente es el asociador usual
de Vecty. Esto es, Puvw((u®@v)@w) =u® (v®@w).

El neutro de este producto es la especie P-graduada que denominamos 1 p, definida
de la siguiente manera:

» 1[0, 2] = k para todo z € P[] y 1[I, z] = 0 siempre que I # 0 ;
» 1[idg] = idx y 1[o] = 0 para toda o € Homgp)((Z, 2), (J,w)) si I # 0.
Dada una especie P-graduada U,

(1pxU)[I,z] = @]lpSzH@U[ \ S, z/s] =k ®@ UL, 2],

SCI

con lo cual para definir A\y : 1p * U — U alcanza con definir Ay(t ® u) = tu, Yu €
U[L, 2.t € k.
De la misma forma,

(Ux1p)[l,2] = @ UIS, z|s| @ 1p[I\ S, /5] = U[I, 2] @k,
SCI
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con lo cual para definir py : U x 1p — U alcanza con definir py(u ® t) = tu, Yu €
Ul[l, z],t € k.

Es facil deducir que (Spp,*, 1p,®, A, p) es una categoria monoidal, dado que su
estructura monoidal es “componente a componente” la de (Vecty, ®,k, &, A, p). Esta
es la estructura monoidal que vamos a torcer mediante 3-cociclos.

Proposicién 4.2.11. Sean q € k invertible y « € C3(P,Z) una 3-cocadena. Consi-
deremos la transformacion natural ®* tal que dados U, V, W &€ Spp,
PGvw : (UxV)xW = U x (VW) es el morfismo en Spp dado por

v w((u®v) @w) = ¢y (v w),
Vu € U[R, (z|rus)|r],v € VIS, (2/r)|s],w € W[T, 2/ rus].
Entonces:
» St a es un 3-cociclo, ®* verifica el diagrama pentagonal.

= 51 q no es una raiz de la unidad en Kk, wvale el reciproco de la afirmacion
anterior.

» St a es un 3-cociclo, sean \* y p® transformaciones naturales tales que
A 1lpx U —= U ypgy: Ux1p = U quedan respectivamente definidas por

M (t @ u) = g 001 Ety, Wt € k,u € Ul 2],
pE(u@t) = qroo@ty, Yt ek,ue Ul 2.
Entonces @, \* y p® verifican el diagrama triangular.

Demostracion: Por un lado, que a sea un 3-cociclo es equivalente a que para
toda descomposicién I = QLU RUSUT y todo z € P[I] se verifique

arsr(z/q) — agursr(2) +ag rusT(2) — g rsur(z) + ag rs(zlourus) = 0. (4.3)

Por otro lado, dadas U, V, W X &€ Spp el diagrama pentagonal a verificar es el
siguiente:

P « P %
(U V)5« W) % X —2TU % V) % (W X) 25U # (Vs (W X))
@%’Vyw*idxl Tidu*fbg’w’x
(Ux (V+W))xX — Ux ((VxW)xX).
PG vew,x
Tomando componentes (/,z), una descomposicion [ = QU RU S UT y eva-

luando en un tensor elemental ((u ® v) @ w) ® x € ((U[Q, ((2lourus)|our)lo] ®

VIR, ((zlqurus)lour)/ql) ® WIS, (zlqurus)/qur]) ® X[T', 2/ qurus], la conmutativi-
dad del diagrama es equivalente a

anuR,s,T(2)+aQ,R,suT(Z) — an,R,s(Z\QuRus)+aQ,Rus,T(Z)+aR,s,T(Z/Q)
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Es inmediato ver que la ecuacién (4.3) implica estas igualdades, y que ademsds si ¢
no es una raiz de la unidad también se cumple la implicancia reciproca.

Ahora, dadas U,V € Spp, el diagrama triangular a verificar por &%, \* y p* es el
siguiente

(e
21,V

ldU *>\o¢
e

UxV.

Tomando componentes (I,z) y una descomposicién I = S U@ U T y evaluando
ambas composiciones en un tensor elemental (u ® t) ® v, donde u € U[S, z|g],t €
1p[0, (z/s)lg),v € V[T, z/s], la conmutatividad del diagrama es equivalente a

qas,w,T(z)*aw,@,T(z/s) _ qus,(z),@(le)7

la cual se deduce inmediatamente de la ecuacién (4.3) evaluada enz € P[I] para una
descomposicién I = SUQLOUT.

O
En consecuencia, si « es un 3-cociclo, (Spp, *, 1p, %, A*, p*) es una categoria monoi-
dal. Decimos que la categoria monoidal (Spp, *, 1p, ®*, A%, p*) es un ¢g-torcimiento
de la categoria monoidal (Spp, *, 1p, ®, A, p).

Proposicién 4.2.12. Sean a, o' son dos 3-cociclos tales que o = o/ +dn para cierta
2-cocadenan € C*(P,7Z). Siq es invertible, sea )" : * = * la transformacion natural
dada por

w%,V(u ® U) = an’T(Z)u ® v, Vu € U[Sa Z|S]a vE V[T7 Z/S]a
y sea g : 1p — 1p definida por
Yat) = g MmO it € 1p[0, 2].

Entonces la terna (idsp,,¥", 1) es un functor monoidal fuerte entre las categorias
monoidales (Spp, *, Lp, ®*, A*, p*) y (Spp, *, Lp, @' XY, p*'). Ademds, al ser el fun-
ctor la identidad, (idsp,, V", 1) resulta una equivalencia de categorias monoidales.

Demostracion: Dadas U, V, W & Spp, el diagrama de compatibilidad de " con
los asociadores es el siguiente

’
«a
q>U,V,W

(Ux V)« W —=>Ux(VxW)
st st
(UxV)xW Ux (VxW)

w%*V,Wl lw{]},V*W
(U V)« W—TUx*(V+W).

U,V,W
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Tomando componentes (/,z) y evaluando ambas composiciones en un tensor ele-
mental (u® v) ® w, donde u € U[R, (2|gus)|r],v € V]S, (2/r)|s],w € WI[T, 2/ rus],
la conmutatividad del diagrama es equivalente a

qaﬁg,s,T(Z)+TIS,T(Z/R)+77R,SuT(Z) — an,s(Z-RUS)+nRus,T(Z)+aR,s,T(Z)
)

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad o = o +dn en z € P[I]
para una descomposicion I = RIS UT.
Ahora, dada U € Spp, el diagrama de compatibilidad para 1 es el siguiente

)\a, o/
ﬂp*UU—>U<£U*1p

d}g*idUl lid[j*’d}g
n l l n
1p,U Ulp

ﬂp*U U*]lp

Tomando componentes (I,z) y evaluando en un tensor elemental ¢ ® u, donde
t € 1p[0, z|g],u € U, z], la conmutatividad de la parte izquierda del diagrama

es equivalente a
q*a(o,@,f(z) — q—nw,@(Z\@)-an,z(Z)—Oé@,(o,z(Z)’

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad o = o/ + dn en z € P|[I]
para la descomposicién I = @ L@ L 1.

Tomando componentes (I,z) y evaluando en un tensor elemental u ® ¢, donde
u € Ull,z],t € 1p[0,z/;], la conmutatividad de la parte derecha del diagrama

es equivalente a
qag,m,@(z) — q—nm,@(2/1)+m,(o(2)+afa@:@(2)’

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad o = o +dn en z € P[I]
para la descomposicién I = I L1 () L. O

Corolario 4.2.13. La asignacion o — (Spp, *, Lp, % A\* p%) induce una funcion
que lleva elementos de H?(P,Z) en clases de equivalencia por functores monoidales
fuertes de los q-torcimientos de la categoria monoidal (Spp,*, 1p, P, A, p) .

Ejemplo 4.2.14. Consideremos el comonoide E = kFE. Los objetos de la categoria
El(FE) son simplemente pares (I, *;) para cada conjunto finito I, y toda biyeccién
o : I — J cumple que E[o](*;) = x,, con lo cual para todo I, J € Set* vale que
Homgyg)((L, *1), (J,*7)) >~ Homgyx (I, J), esto es, las categorias EI(E) y Set™ son
isomorfas. Tomando categorias de functores de estas especies a Vecty, obtenemos
que las categorias Spy v Spy son isomorfas. Identificando objetos de una y de otra,
ademads se puede verificar que para todo par de objetos V, W vale que V x W =
V-W,yque lg =1.

Por otra parte, del calculo de la cohomologia de E en el Ejemplo 3.2.3 obtenemos que
H3(E,Z) = 0, por lo cual la estructura monoidal de Spy no admite g-torcimientos
no triviales. En consecuencia, no se puede torcer no trivialmente de esta forma el
asociador usual del producto de Cauchy en Sp,.
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Capitulo 5

Producto cup.

En varios contextos donde existe una nocién de cohomologia (por ejemplo grupos
y espacios topoldgicos), se tiene también un producto llamado “producto cup”, U :

H" x H™ — H"™ que le da a H = @H" estructura de anillo graduado. Las

neN
primeras definiciones de este producto aparecieron en los trabajos de Eilenberg y

Mac Lane ([EM47]), Whitney ([Whi38]) y Cech ([Cec37]).

Sea X un anillo cosimplicial dado por anillos {(C", pin, 1,)}, o ¥ morfismos de
anillos {%}neN,ie[nH}, {Uﬁl}neN,z‘e[n}- En este capitulo mostraremos cémo definir un
producto con el cual el complejo de cocadenas asociado tiene estructura de ani-
llo diferencial graduado. Esto induce un producto en la cohomologia asociada al
complejo, que llamamos producto cup. En particular, al final veremos el caso de la
cohomologia de un comonoide linealizado en especies.

5.1. Definicion del producto cup.

Comencemos considerando para cada par (m,n) € N x N los morfismos
by 2 C" = C™ y 7y o C™ — C™™ dados por

__ an+tm n—+2 n—+1
lnm = anerfl ©---0 anJrl © an 5

_ a0 0 0
Tn,m - aernfl ©---0 aerl © am

Esto es, ¢y, m es la imagen por el functor X de la unica funcion estrictamente creciente

que manda el conjunto [n] en {0,...,n} C [n+m|, y T, es la imagen por el functor
X de la funcién estrictamente creciente que manda el conjunto [m] en {m,...,n+
m} C [n+m].

De las relaciones verificadas por las cocaras y codegeneraciones de la Proposicion
2.1.6, obtenemos que

7: . .
g oL — py1m o0, sii<n+1 (5.1)
+ n,m .o .
o bn,m+1 SL 7 Z n,
; Toms1 00" sii>n
O © Tnym = o (5.2)
Tnt1,m st < n.
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Definicién 5.1.1. Para cada par (m,n) € N x N definimos el producto
Up,m : C" x C™ — C™™ mediante la igualdad

Un,m = Um+n © (Ln,m ® Tn,m)~

Mientras no genere confusién, escribiremos U en vez de U, ,,. Si escribimos
tnim(x ® y) = 2y, dados a € C™ and f € C™ vale que

o U B = Lnym(a)Tn,m(ﬁ)'

Teorema 5.1.2. El producto U es asociativo en el siguiente sentido: sean o €
C",BeC™ v e Cl, entonces

(O[ Un,m 6) Um-l—n,l o= Un,m+l (6 Um-‘rl ’7)
Demostracion: El miembro izquierdo de la igualdad es
(@Unm B) Unini ¥ = tnrmi((bnm (@) Tnm(8)) Tatmi(7)
= (tntmt (bnm (@) ot (Tom (B)) Tatma (7),

esto ultimo porque ¢y, 1, es morfismo de anillos.
El miembro derecho de la igualdad es

AUt (BUny) = Ln,m-i-l(O‘)Tn,m-i—l(Lm,l(B)Tm,l(V))
=ttt (@) (Tt (bt (8))) (Tt (T 1 (7))

esto ultimo porque 7, ,,+; es morfismo de anillos.
Por otra parte, tenemos que

" Lpim] O lnm = lnm+i, ambas son la imagen por X de la funcién estrictamente
creciente que manda [n] en {0,...,n} C [n+ m + ],

" Lptm O Tom = Tnom+l © bm,i, ambas son la imagen por X de la funcién estricta-
mente creciente que manda [m| en {n,...,n+m} C [n+m + ],

" Tpiml = Tnm+l © T, ambas son la imagen por X de la funcién estrictamente
creciente que manda [[] en {m+n,....m+n+1} C[n+m+1],

de lo cual evaluando respectivamente en «, 3,~ y multiplicando en C"*™*+ conclui-
mos la igualdad que queriamos demostrar. O

El siguiente resultado es conocido en contextos similares como regla de Leibniz
graduada.

Teorema 5.1.3. Para cada par (m,n) € N x N vale que
Ay © Unom = Uni1m © (dy, @ 1d) + (—=1)" Up 1 o(id ® dyy,).
Esto es, sia € C" y g € C™, entonces

d(aUB) = (da) U B+ (—1)"a U (dp).
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Demostracion:

n+m-+1 n+m-+1
dn+m o Un,m = Z (_1)Za;+m o Un,m = Z (_1>za;+m O tp4m © (Ln,m X Tn,m) =
i=0 i=0
(porque &7, +m €8 un morfismo de anillos)
n+m+1
= Z (—=1)" thnymy1 © (a;wrm O lpm & a;er © Tn,m) .
i=0

Por los casos i < n de las ecuaciones (5.1) y (5.2), vale que

n

Z(_l)iﬂnerJrl (a;Ler O Ln,m @ a:Ler © Tn,m) -

=0
= Z(_l)iMnerJrl (bn+1,m 0 ® Tn+1,m)
1=0
=  Hnt+m+1 (Ln—l—l,m (Z(_l)la;> ®7—n+1,m>
=0
n+1
= HMUpt+m+1 (Ln-l—l,m (Z(_l)la:L) ®7—n+1,m> - (_1)n+1,un+m+1Ln+1,maZ+1
=0
= Upt1i,m(dn ®1id) + (_1)nﬂn+m+1(bn+1,mag+1 ® Tot1,m)- (5.3)

Similarmente, por los casos ¢ > n + 1 de las ecuaciones (5.1) y (5.2), vale que

n+m-+1 ' ' ‘
Z (=1) ttnsms1 (O gmbnim) © Oy o Trim) =
i=n+1
n+m+1 ' ‘
- Z (_1)Z,U«n+m+1 (Ln,m-‘,—l ® Tn,m+1aﬁ;n)
i=n+1
m—+1 ‘ .
= Z(_l)n+j/~Ln+m+1 (Ln,m+1 ® Tn,m“c‘?ﬂn)
j=1
m—+1 o
= (_1)n:un+m+l (bn,erl & Tnm+1 (Z(_l)]aﬁn>>
j=1

m+1

= (_1)nﬁ‘n+m+1 (Ln,m—i—l & Tn,m+1 (Z(_l)]aﬂn>> - (_1)nﬂn+m+1(%,m+1 ® Tn,m-i-lagn)

=0
= (_1>n Un,m+1 (id ® dm) - (_1)nﬂn+m+1(bn,m+l ® Tn,erlaSn)

De las ecuaciones (5.3) y (5.4)obtenemos que

dn+m o Un,m - Un+1,m(dn ® 1d) + (_]-)n/in-l—m—f—l(Ln—f—l,maerl X Tn-l—l,m) +
+ (_1>n Un,erl (1d & dm) - (_1)n,un+m+1([/n,m+l & Tn,erlag@)-

o2

(5.4)



Ahora, como t;,11m0" ™ =ty mi1 ¥ Tami10% = Tni1.m, vale que

n n+1 . n
(_1) ,UnerJranJrl,man ®Tn+1,m - (_1) ,unerJrl[/n,erl ®Tn+1,m

n 0
- (_1) Hn+m+1bn,m+1 ® Tn,m—l—lam)

de donde

ym © Unm = Upa1m(dn, @1d) + (—1)" Uyt (1d @ d,,).
]

Corolario 5.1.4. Se puede definir en cohomologia un producto
Upnm : H*(C) @ H™(C) — H"™™(C), que llamamos producto cup, mediante
la 1qualdad
Upm(@® B) = Uy m(a® B).

Demostracion: La regla de Leibniz graduada implica que si a y 3 son cociclos,
entonces

dlaUpB)=daUpB+ (-1)"aUdf=0UL+ (—1)"aU0 = 0;

con lo cual o U 3 es un cociclo en C"™™. Si ademds « es un coborde, esto es a = dn
para cierta cocadena n € C"1, vale que

dnUpB)=dpUB+ (-1)"'pud=dnuB=aUp.

Entonces oo U S también es un coborde. De manera similar, si o es un cociclo y 3 es
un coborde, también se deduce que o U 3 es un coborde.

Entonces U, ,,, estd bien definido.

O

Abusaremos de notaciéon llamando U, ,,,, o simplemente U, al producto U, ,.

Observar que como i, : C° — C™ es un morfismo de anillos y 7, = idem
obtenemos que si f € C™ entonces 1o U 8 = tg,m(1o)70m(8) = 1,5 = B. De forma
anAiloga, al ser 7,0 un morfismo de anillos y ¢, ¢ = idgn, tenemos que si a € C"
entonces a U 1y = «. Por lo tanto tenemos que

Corolario 5.1.5. <H(C’) = @H”(C’), U,l_()) es un anillo graduado.

neN

5.2. Ejemplos.

En esta seccion veremos cémo queda el producto cup explicitamente en ejemplos
de conjuntos cosimpliciales vistos en los capitulos anteriores.

Ejemplo 5.2.1. Sean I' un grupo y A un anillo, al que también veremos como un
[-moédulo con su estructura aditiva y con la accién trivial de I'. Consideremos el
complejo de cocadenas dado por C™(I'; A) = Homget (I, A), como se definié en
el Ejemplo 2.3.11. Entonces (C™, i, 1,,) es un anillo, donde p,, es la multiplicacién
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punto a punto y 1,, es la funcién constante igual a la unidad de A. Recordemos que
dada & € CF valen las siguientes férmulas de cocaras:

QOG- k1) = E(g1, -+ gr),
OR)E)(Grs- -+ gra1) = &(g2s -+ Grs1)-

De aplicar lo anterior sucesivamente, deducimos que dada o € C™
(tnm (@) (g1 - s Gnim) = (g1, -, gn),

y dada € C"™

(Tn,m(ﬁ))(glv s 7gn+m) - B(gn-i-la ce- agn-i-m)a

con lo cual

(O{ U ﬁ)(gla s 7gn+m> = Oé(gh st 7gn>ﬁ(gn+17 s 7gn+m)7
coincidiendo con la férmula ya conocida del producto cup en cohomologia de grupos.

Ejemplo 5.2.2. Sean Z un espacio topolégico y A un anillo. Entonces el conjunto
cosimplicial del Ejemplo 2.3.5, dado por X" = Homge (Homr,,(A”, Z),A) es un
anillo cosimplicial con las operaciones punto a punto. El producto cup obtenido es
el conocido para la cohomologia de espacios topoldgicos, tal como esta definido por
ejemplo en la Seccién 3.2 de [Hat02].

Ejemplo 5.2.3. Sea (p = kP, A, ¢) un comonoide linealizado en especies. Observe-
mos que C"(p) = Homg,, (p, E™) es un anillo con la estructura aditiva usual y con
la multiplicacién “punto a punto”, esto es,dadas &,n € C*, definimos

(EM)siynse(2) = Es1,si (2)N51,008, (2)

Recordemos que dada & € C* valen las siguientes férmulas de cocaras:

(all:+1(£))51,.-.,5k+1 (z) - 551"”’Sk (Z|Slumus’€)’

(alg(g))sh (Z) = §5’2,---7Sk+1(z/51)'

De aplicar lo anterior sucesivamente, deducimos que dada oo € C™

>Sk41

bnm (Q) 81,0 S (2) = Qs 5, (2] 51008, )

y dada § € C™

Tom (8) 51,08 im (2) = BSpir, oo Snym (2/ S10-08, )5

con lo cual
(U B, Snim (2) = sy, 5, (21810080 ) BSria, oo S (2] S35, ) -
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Esta férmula también es valida si cambiamos coeficientes a cualquier anillo A tal
como lo definimos en la Observaciéon 3.1.6.

Con esto finalmente encontramos un marco general al Ejemplo 3.2.6, donde definimos
una cocadena 3 € C*(L,Z) como

53757']“(2’) = |R‘SChS7T(l|S LJ T),

para toda descomposicién [ = RUSUT y todo | € L[I].
Si k es el 1-cociclo definido por x;(l) = |I|, recordando que en L vale I/r = l|1\r
obtenemos que

B = kU Sch,

con lo cual ya sabemos que es un cociclo, puesto que s y Sch lo son.
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