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A Lydia Tappa, por saber siempre cómo funcionan las cosas, y por explicar los
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Resumen

El principal objetivo de este trabajo es el estudio de la cohomoloǵıa de comonoides
linealizados en especies desde el punto de vista de la cohomoloǵıa de objetos cosim-
pliciales, y la relación de esta cohomoloǵıa en grados bajos con el torcimiento de
ciertas estructuras. Esto último viene inspirado por resultados conocidos en teoŕıa
de grupos sobre torcimiento de multiplicación y de asociadores.
En el primer caṕıtulo presentamos nuestro objeto de estudio: las especies, en par-
ticular las especies comonoides linealizadas. Daremos las definiciones básicas y los
principales ejemplos.
En el segundo caṕıtulo mostramos una familia de ejemplos de cohomoloǵıas conoci-
das, desde un punto de vista en común: los objetos cosimpliciales.
En el tercer caṕıtulo definimos la cohomoloǵıa de una especie comonoide linealizada
dentro del marco presentado en el caṕıtulo anterior, y presentamos algunos ejemplos.
En el cuarto caṕıtulo vinculamos la cohomoloǵıa en grados bajos con el torcimiento
de estructuras algebraicas. Presentamos resultados conocidos para grupos, un re-
sultado conocido para grado 2 en especies, y un resultado original para grado 3 en
especies.
En el quinto caṕıtulo mostramos una definición del producto cup en la cohomoloǵıa
de anillos cosimpliciales, y unos primeros resultados obtenidos en este contexto.
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4. Cohomoloǵıa y torcimientos. 33
4.1. Torcimiento de (co)multiplicación y H2. . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Caṕıtulo 1

Introducción: Especies, especies
linealizadas y comonoides.

Durante todo el trabajo asumiremos que el lector está familiarizado con las no-
ciones básicas de de teoŕıa de álgebras y coálgebras, aśı como de teoŕıa de categoŕıas.
Dos referencias muy útiles sobre estos temas son [Mon93] y [ML98], respectivamen-
te.
Usaremos la letra k para denotar a un cuerpo cualquiera, los espacios vectoriales
serán sobre k, y llamaremos Vectk a la categoŕıa que los tiene como objetos. Sin
embargo, todos estos resultados tienen validez si k es solamente un anillo conmuta-
tivo, reemplazando Vectk por la categoŕıa k−Mod de los k-módulos (de hecho, en
caṕıtulos posteriores esto será necesario).
Usaremos el śımbolo ⊗ para el producto tensorial de espacios vectoriales sobre k.
Escribiremos ≃: k ⊗ V → V (respectivamente ≃: V ⊗ k → V ) al isomorfismo que
lleva λ⊗ v (respectivamente v ⊗ λ) en λv.

En este caṕıtulo definiremos nuestro objeto de estudio. Las definiciones y resul-
tados de esta sección tienen un enunciado simple y formal en lenguaje categórico.
Usaremos este lenguaje, pero al mismo tiempo explicitaremos a qué nos referimos
en cada caso, con lo cual lograremos una visión más concreta de estos objetos. Este
caṕıtulo está enteramente basado en las secciones 8.1, 8.2 y 8.7 de [AM10], donde se
puede encontrar una mayor profundidad en la teoŕıa y gran variedad de ejemplos.

1.1. Especies.

La noción de especie tiene como idea “graduar” objetos de una categoŕıa C,
donde la graduación viene dada por conjuntos finitos. Muchas de ellas surgen de
asignar a cada conjunto finito un espacio asociado a las distintas formas de darle
a este conjunto cierta estructura combinatoria. La categoŕıa de especies con sus
operaciones básicas fue introducida por Joyal en [Joy81].

Definición 1.1.1. Definiremos especie para una categoŕıa C cualquiera, pero la
utilizaremos principalmente para C = Set y C = Vectk.
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Llamaremos Set× a la categoŕıa cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos
morfismos son las biyecciones.

Dada C una categoŕıa, una especie en C es un functor p : Set× → C. En el
caso en que C = Set hablaremos de especie conjuntista. En el caso en que
C = Vectk, hablaremos de especie vectorial, o simplemente especie.

Un morfismo de especies es una trasformación natural f : p → q, donde p
y q son especies.

La categoŕıa de especies es la categoŕıa que tiene como objetos a las especies
y como morfismos a los morfismos de especies. Llamaremos Sp a la categoŕıa
de las especies conjuntistas, y Spk a la categoŕıa de las especies vectoriales.

Observemos que queda definida la noción de isomorfismo de especies. Un
isomorfismo en la categoŕıa de especies, es una transformación natural invertible, o
sea un isomorfismo natural.
A continuación abordaremos la definición de especie desde un punto de vista más
concreto.

Observación 1.1.2. Definir una especie vectorial (resp. conjuntista) es equivalente
a definir para cada conjunto finito I un espacio vectorial (resp. conjunto) p[I], y para
cada biyección σ : I → J una transformación lineal (resp. función) p[σ] : p[I] →
p[J ], tales que

p[idI ] = idp[I] para todo conjunto finito I,

p[σ ◦ τ ] = p[σ] ◦ p[τ ], para todos los conjuntos finitos I, J, K y biyecciones
σ : J → K, τ : I → J .

Observar que si σ : I → J es una biyección, de la functorialidad se deduce que
p[σ] : p[I] → p[J ] es un isomorfismo de espacios vectoriales (resp. una biyección).
De esta forma, la clase de isomorfismo de p[I] únicamente depende del cardinal de
I, por eso podemos decir que el concepto de especie está emparentado con el de
espacio vectorial (resp. conjunto) graduado sobre N.

De la misma forma, si p y q son especies, dar un morfismo de especies f : p → q
es equivalente a dar una transformación lineal (resp. función) fI : p[I] → q[I] para
cada conjunto finito I, de tal forma que para cada biyección σ : I → J , el siguiente
diagrama conmute:

p[I]
fI //

p[σ]
��

q[I]

q[σ]
��

p[J ]
fJ

// q[J ].

Para cada I, a fI la llamaremos componente I de f . Un morfismo de especies f es
un isomorfismo de especies si cada fI es un isomorfismo lineal (resp. una biyección).

Ejemplo 1.1.3. La especie exponencial E está definida de la siguiente manera:
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E[I] = k, para cada conjunto finito I;

E[σ] = idk, para cada biyección σ : I → J .

Es inmediato verificar que se respeta la composición según la Observación 1.1.2, ya
que los morfismos a componer son siempre identidades.

Notación 1.1.4. Para ser más claros cuando trabajemos con la especie exponencial,
para cada conjunto finito I llamaremos ∗I al elemento 1 ∈ k visto como elemento
de E[I]. Esto es, E[I] = k{∗I}.

Ejemplo 1.1.5. Sea V un espacio vectorial. Una generalización del ejemplo anterior
es la especie EV definida por:

E[I] = V , para cada conjunto finito I;

E[σ] = idV , para cada biyección σ : I → J .

Además, si T : V →W es una transformación lineal, podemos obtener un morfismo
de especies ET : EV → EW definiendo (ET )I = T . Esta construcción nos da un
functor de la categoŕıa Vectk a la categoŕıa Spk.

Ejemplo 1.1.6. La especie vectorial 1 está definida de la siguiente manera:1[∅] = k y 1[I] = 0 para cada conjunto finito I 6= ∅;1[id∅] = idk y 1[σ] = 0 para cada biyección σ : I → J , si I 6= ∅.

Es inmediato verificar que se respeta la composición según la Observación 1.1.2, ya
que el morfismo nulo es la identidad del espacio nulo, y con esto los morfismos a
componer son siempre identidades.

Ejemplo 1.1.7. Sea V un espacio vectorial. Una generalización del ejemplo anterior
es la especie 1V definida por:1V [∅] = V y 1[I] = 0 para cada conjunto finito I 6= ∅;1V [id∅] = idV y 1[σ] = 0 para cada biyección σ : I → J , si I 6= ∅.

Además, si T : V →W es una transformación lineal, podemos obtener un morfismo
de especies 1T : 1V → 1W definiendo (1T )∅ = T , y (1T )I = 0 para todo I 6= ∅.
Esta construcción nos da un functor de la categoŕıa Vectk a la categoŕıa Spk. Este
functor es la construcción análoga a considerar un espacio vectorial V como espacio
vectorial graduado sobre N, concentrando la graduación en la componente de 0.

Ejemplo 1.1.8. La especie L, de los órdenes lineales, está definida de la siguiente
manera:

Para cada conjunto finito I, L[I] se define como el espacio vectorial que tiene
como base el conjunto de todos los órdenes lineales en I;
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Para cada biyección σ : I → J , L[σ] : L[I] → L[J ] se define a nivel de las
bases como la función que lleva un orden lineal en I al único orden lineal en
J para el cual σ es un isomorfismo de órdenes lineales.

Por ejemplo, si I = {x, y, z}, entonces L[I] es el espacio vectorial con base

{xyz, yzx, zxy, zyx, yxz, xzy},

donde utilizamos la notación xyz para el orden en I que verifica x < y < z. Si
J = {a, b, c} y σ : I → J es tal que σ(x) = a, σ(y) = b y σ(z) = c, entonces
L[σ] : L[I] → L[J ] queda definida a nivel de las bases como L[σ](xyz) = abc,
L[σ](yzx) = bca, etc.

1.2. Estructuras monoidales y comonoides en Spk.

En la categoŕıa de especies vectoriales aparecen naturalmente dos estructuras
monoidales. Daremos su definición para trabajar posteriormente con la noción de
comonoide.

Definición 1.2.1. Si p y q son especies vectoriales, se define el producto de
Hadamard p× q mediante:

(p× q)[I] = p[I]⊗ q[I], para cada conjunto finito I;

(p× q)[σ] = p[σ]⊗ q[σ], para cada biyección σ : I → J .

Observar que este producto es asociativo, en el sentido que existe un isomorfismo
de especies (p×q)×r ≃ p×(q×r) dado por la asociatividad del producto tensorial.
Es inmediato ver que la especie E es un neutro para este producto y que (Spk,×,E)
resulta una catogoŕıa monoidal.

Definición 1.2.2. Si p y q son especies, se define el producto de Cauchy p · q
mediante:

(p · q)[I] =
⊕

S⊆I

p[S]⊗ q[I \ S], para cada conjunto finito I;

(p · q)[σ] =
⊕

S⊆I

p[σS ]⊗ q[σI\S], para cada biyección σ : I → J , donde

σS : S → σ(S) es la biyección que coincide con σ en S.

Notación 1.2.3. Denotaremos S ⊔ T = I a la descomposición (unión ordenada
disjunta) de S y T = I \ S. Con esta notación tenemos

(p · q)[I] =
⊕

S⊔T=I

p[S]⊗ q[T ], y (p · q)[σ] =
⊕

S⊔T=I

p[σS ]⊗ q[σT ].
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Observar que este producto es asociativo, debido a la asociatividad de la unión
y del producto tensorial. Es fácil verificar que la especie 1 es un neutro para este
producto resultando (Spk, ·,1) una categoŕıa monoidal. En particular, el producto
de Cauchy de p1, . . . ,pn ∈ Spk, está dado por la fórmula

p1 · . . . · pn[I] =
⊕

S1⊔···⊔Sn=I

p1[S1]⊗ · · · ⊗ pn[Sn].

Notación 1.2.4. Sea f : p → q1 · . . . · qn un morfismo de especies. Entonces para
cada I tenemos

fI : p[I] → q1 · . . . · qn[I] =
⊕

S1⊔···⊔Sn=I

q1[S1]⊗ · · · ⊗ qn[Sn].

Para cada descomposición S1 ⊔ · · · ⊔ Sn = I llamaremos componente S1, . . . , Sn
de f al morfismo fS1,...,Sn que resulta de poscomponer fI con la proyección sobre el
sumando directo q1[S1]⊗ · · · ⊗ qn[Sn]. De esta forma obtenemos que

fI =
∑

S1⊔···⊔Sn=I

fS1,...,Sn .

Ahora estudiaremos los comonoides en estas categoŕıas monoidales. Para em-
pezar, un comonoide en la categoŕıa (Spk,×,E) es simplemente una especie en la
categoŕıa de coálgebras, dado que el producto de Hadamard es simplemente el pro-
ducto tensorial de Vectk “coordenada a coordenada”. Por lo tanto, estudiaremos con
más profundidad las especies que son comonoides con el producto de Cauchy.

Definición 1.2.5. Una especie comonoide, o comonoide en especies, es un co-
monoide en la categoŕıa monoidal (Spk, ·,1). En otras palabras, p es un comonoide
si existen transformaciones naturales

∆ : p → p · p, ε : p → 1,
que hacen conmutar los siguientes diagramas de coasociatividad y counidad:

p

∆

��

∆ // p · p

∆·idp

��
p · p

idp·∆
// p · p · p1 · p p · p

ε·idpoo

p

≃

hhPPPPPPPPPPPPPPP
∆

OO

∆

��

≃

vvnnn
nnn

nnn
nnn

nnn

p · 1 p · p.
idp·ε

oo
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Observación 1.2.6. Utilizando la forma concreta de ver a las especies de la Ob-
servación 1.1.2, podemos explicitar también las condiciones de coasociatividad y
counidad.

Tenemos para cada conjunto finito I una transformación lineal ∆I : p[I] →
(p ·p)[I] tal que para toda biyección σ : I → J el siguiente diagrama conmuta

p[I]
∆I //

p[σ]
��

(p · p)[I]

(p·p)[σ]
��

p[J ]
∆J

// (p · p)[J ].

Al ser (p · p)[I] =
⊕

S⊔T=I

p[S]⊗ p[T ], usando la Notación 1.2.4 ∆I se puede es-

cribir como ∆I =
∑

S⊔T=I

∆S,T con ∆S,T : p[I] → p[S]⊗p[T ] tales que para cada

biyección entre conjuntos finitos σ : I → J el siguiente diagrama conmuta:

p[I]

p[σ]

��

∆S,T // p[S]⊗ p[T ]

p[σS ]⊗p[σT ]

��
p[J ]

∆σ(S),σ(T )

// p[σ(S)]⊗ p[σ(T )].

Un morfismo de especies ε : 1 → p equivale a una transformación lineal
ε∅ : p[∅] → k.

La conmutatividad de los diagramas de coasociatividad y counidad, es equi-
valente a la conmutatividad de los siguientes diagramas para cada conjunto
finito I y para toda descomposición I = R ⊔ S ⊔ T :

p[I]

∆R,S⊔T

��

∆R⊔S,T // p[R ⊔ S]⊗ p[T ]

∆R,S⊗idp[T ]

��
p[R]⊗ p[S ⊔ T ]

idp[R]⊗∆S,T

// p[R]⊗ p[S]⊗ p[T ]

k⊗ p[I] p[∅]⊗ p[I]
ε∅⊗idp[I]oo

p[I]

≃

iiSSSSSSSSSSSSSSSS
∆∅,I

OO

∆I,∅

��

≃

uukkk
kkk

kkk
kkk

kkk
k

p[I]⊗ k p[I]⊗ p[∅].
idp[I]⊗ε∅

oo
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Notación 1.2.7. La coasociatividad de ∆ dice que para cada descomposición I =
R⊔S⊔T , las composiciones (idp[R]⊗∆S,T )∆R,S⊔T y (∆R,S⊗idp[T ])◦∆R⊔S,T coinciden.
A este mapa lo llamamos ∆R,S,T : p[I] → p[R] ⊗ p[S] ⊗ p[T ]. De forma análoga,
para cada descomposición I = S1 ⊔ S2 ⊔ · · · ⊔ Sk se define
∆S1,S2,...,Sk

: p[I] → p[S1]⊗ p[S2]⊗ · · · ⊗ p[Sk].

Observación 1.2.8. Si (p,∆, ε) es una especie comonoide, en particular tenemos
que los mapas ∆∅,∅ : p[∅] → p[∅] ⊗ p[∅] y ε∅ : p[∅] → k verifican que los siguientes
diagramas conmutan:

p[I]

∆∅,∅

��

∆∅,∅ // p∅ ⊗ p[∅]

∆∅,∅⊗idp[∅]

��
p[∅]⊗ p[∅]

idp[∅]⊗∆∅,∅

// p[∅]⊗ p[∅]⊗ p[∅],

k⊗ p[∅] p[∅]⊗ p[∅]
ε∅⊗idp[∅]oo

p[∅]

≃

iiSSSSSSSSSSSSSSSS

∆∅,∅

OO

∆∅,∅

��

≃

uukkk
kkk

kkk
kkk

kkk
k

p[∅]⊗ k p[∅]⊗ p[∅].
idp[∅]⊗ε∅

oo

Por lo tanto (p[∅],∆∅,∅, ε∅) es una coálgebra.

Ejemplo 1.2.9. La especie 1 del Ejemplo 1.1.6 es naturalmente un comonoide, dado
que es el neutro para el producto de Cauchy. Expĺıcitamente, la única componente
no nula de la comultiplicación es

∆∅ : 1[∅] → (1 · 1)[∅] = 1[∅]⊗ 1[∅],
dado que la única descomposición del conjunto vaćıo es ∅ = ∅⊔∅. Entonces tenemos

∆∅,∅ : k → k⊗ k,

la cual está definida por
∆∅,∅(1) = 1⊗ 1.

La única componente no nula de la counidad es

ε∅ = idk.

A menos de isomorfismos, la recién definida es la única estructura de comonoide que
admite la especie 1, dado que por la observación anterior estos mapas deben darle
a 1[∅] = k una estructura de coálgebra, y existe una sola coálgebra de dimensión 1
a menos de isomorfismos.

Ejemplo 1.2.10. Toda coálgebra (C,∆C , εC) puede verse como una especie como-
noide concentrada en la componente del vaćıo. Consideremos la especie 1C tal como
está definida en el Ejemplo 1.1.7. y definamos ∆∅,∅ = ∆C , ε∅ = εC. Esta cons-
trucción es análoga a considerar una coálgebra como coálgebra graduada sobre N,
concentrando toda la graduación en la componente de 0.
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Ejemplo 1.2.11. Daremos una estructura de comonoide a la especie exponencial
E del Ejemplo 1.1.3. Siguiendo la notación definida en 1.1.4, para cada descompo-
sición S ⊔ T = I definimos ∆S,T : E[I] → E[S]⊗ E[T ] como ∆S,T (∗I) = ∗S ⊗ ∗T y
ε∅ : E(∅) → k como ε∅(∗∅) = 1. Es inmediato ver que (E,∆, ε) es un comonoide.

Ejemplo 1.2.12. Para dar estructura de comonoide a la especie L definida en
el Ejemplo 1.1.8, usaremos la siguiente notación: si l es un orden lineal en I, y
S ⊆ I, llamamos l|S a la restricción del orden l al subconjunto S. Por ejemplo, si
I = {x, y, z}, S = {x, z} y l = zyx ∈ L[I], entonces l|S = zx.
Con esta notación, definimos

∆S,T (l) = l|S ⊗ l|T

para cada descomposición S ⊔ T = I, y

ε∅(∅) = 1.

Por ejemplo, si I = {a, b, c, d, e, f}, S = {a, e} y T = {b, c, d, f}, entonces ∆S,T (abcdef) =
ae⊗ bcdf , ∆S,T (debcaf) = ea⊗ dbcf , etc.
Se deduce de las propiedades de la restricción que (L,∆, ε) es un comonoide, y vale
la siguiente igualdad para la comultiplicación:

∆S1,S2,...,Sk
(l) = l|S1 ⊗ l|S2 ⊗ · · · ⊗ l|Sk

.

Definición 1.2.13. Un comonoide (p,∆, ε) es coconmutativo si para todo con-
junto I y descomposición I = S ⊔ T el siguiente diagrama conmuta:

p[I]
∆S,T

yyrrr
rr
rr
rr
r

∆T,S

&&LL
LL

LL
LL

LL

p[S]⊗ p[T ] τS,T
// p[T ]⊗ p[S],

en donde τS,T (v ⊗ w) = w ⊗ v.

Ejemplo 1.2.14. Los ejemplos anteriores 1, E y L son comonoides coconmutativos.
Podemos dar otra estructura de comonoide a L, que da como resultado un comonoide
no coconmutativo, definiendo

∆S,T (l) =

{

l|S ⊗ l|T si ∀s ∈ S, t ∈ T s < t según l,
0 en caso contrario,

ε∅(∅) = 1.

En este caso si I = {a, b, c}, S = {a} y T = {b, c} tenemos que ∆S,T (abc) = a⊗ bc
mientras que ∆T,S = 0, lo que muestra que con este coproducto no se obtiene un
comonoide coconmutativo. Llamaremos L∗ a este comonoide, dejando la notación L
para el comonoide del Ejemplo 1.2.12.
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Ejemplo 1.2.15. Si (p,∆, ǫ) es un comonoide, tenemos que p · p es un comonoide
con la siguiente estructura: dado I = S ⊔ T , para definir (∆ · ∆)S,T : (p · p)[I] →
(p · p)[S]⊗ (p · p)[T ] utilizaremos la siguiente notación:
para cada descomposición S ′ ⊔ T ′ = I, sean A = S ∩ S ′, B = S ∩ T ′, C = T ∩ S ′,
D = T ∩ T ′; observar que S = A ⊔ B y T = C ⊔D′, S ′ = A ⊔ C y T ′ = B ⊔ D y
además, dados cualquier par de descomposiciones S = U ⊔ V y T = W ⊔X , existe
una única descomposición I = S ′ ⊔ T ′ tales que U = A, B = V, W = C, X = D.

S

T
S ′ T ′

C

A

D

B

Con esta notación, definimos (∆ ·∆)S,T mediante la siguiente composición:

p[I] =
⊕

S′⊔T ′=I

p[S ′]⊗ p[T ′]

(∆·∆)S,T

��

∆A,C⊗∆B,D//
⊕

A⊔C=S′

B⊔D=T ′

p[A]⊗ p[C]⊗ p[B]⊗ p[D]

⊕
idp[A]⊗τC,D⊗idp[D]

��

(p · p)[S]⊗ (p · p)[T ]
⊕

A⊔B=S
C⊔D=T

p[A]⊗ p[B]⊗ p[C]⊗ p[D].

La counidad es (ε · ε)∅ : (p ·p)[∅] → k está dada por p[∅]⊗ p[∅]
ε∅⊗ε∅ // k⊗ k

≃ // k .

Observación 1.2.16. Si (p,∆p, εp) y (q,∆q, εq) son especies comonoides, un mor-
fismo de especies f : p → q es un morfismo de comonoides si para todo conjunto
finito I y toda descomposición I = S ⊔ T los siguentes diagramas conmutan:

p[I]

fI
��

∆p
S,T // p[S]⊗ p[T ]

fS⊗fT
��

q[I]
∆q

S,T

// q[S]⊗ q[T ]

p[∅]
f∅ //

εp
∅ ""E

EE
EE

EE
E

q[∅]

εq
∅

��
k.

1.3. Functor de linealización y especies linealiza-

das.

En los ejemplos anteriores, varias veces hemos definido especies vectoriales y
morfismos entre ellas usando bases definidas en cada componente. Esto es, defini-
mos especies vectoriales “linealizando” construcciones que podŕıamos haber definido
previamente como especies conjuntistas. Esto es lo que formalizaremos a continua-
ción.
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Definición 1.3.1. Para cada conjunto A, sea kA el espacio vectorial con base A.
Para cada función f : A → B sea kf : kA → kB la extensión de f por linealidad.
Esto define un functor k(−) : Set → Vectk.
Definiremos el functor de linealización de la categoŕıa de especies conjuntistas
a la categoŕıa de especies vectoriales, como la poscomposición con el functor k(−)
definido arriba. Denominaremos este functor, abusando de notación, como k(−) :
Sp → Spk.

Concretamente, si P es una especie conjuntista, la especie kP queda definida
como (kP )[I] = k(P [I]), (kP )[σ] = k(P [σ]).

Definición 1.3.2. Diremos que una especie vectorial p es una especie linealizada,
si existe una especie conjuntista P tal que p = kP .

Observación 1.3.3. Si p es una especie linealizada, quiere decir que podemos elegir
para cada I una base de p[I], que llamamos P [I], de forma que para toda biyección
σ : I → J se cumple que p[σ] lleva P [I] en P [J ].

Ejemplo 1.3.4. Las especies 1, E y L definidas anteriormente son ejemplos de
especies linealizadas.1 = k1, donde 1[∅] = {1} y 1[I] = ∅ para cada conjunto finito I 6= ∅;

E = kE, donde E[I] = {1} para cada conjunto finito I. También podemos
usar la Notación 1.1.4 y escribir E[I] = {∗I}.

L = kL, donde para cada conjunto finito I, L[I] es el conjunto de los órdenes
lineales en I.

Mostraremos a continuación un ejemplo de una especie que no admite estructura
de especie linealizada.

Ejemplo 1.3.5. Dado un espacio vectorial V y un número natural n, denotaremos
por Λn(V ) a la n-ésima potencia exterior de V . Recordemos que esta construcción
es functorial: dados V y W espacios vectoriales y f : V → W lineal, podemos
construir Λn(f) : Λn(V ) → Λn(W ) lineal, de forma que se respetan las identidades
y la composición.
La especie exponencial signada E− está definida de la siguiente manera:

E−[I] = Λn(kI), para cada conjunto finito I, donde n = |I|;

E−[σ] = Λn(kσ), para cada biyección σ : I → J , donde n = |I| = |J |.

La functorialidad de E− se deduce de la functorialidad de Λn fijado un n ∈ N

(observemos que dos biyecciones que se pueden componer corresponden al mismo
valor de n).
Expĺıcitamente, si I = {i1, . . . , in}, E

−[I] es un espacio vectorial de dimensión 1
generado por el elemento i1 ∧ · · · ∧ in, y si I = {i′1, . . . , i

′
n} es otra enumeración de

los elementos de I se verifica que i1 ∧ · · · ∧ in = signo(π)i′1 ∧ · · · ∧ i′n, donde π es la
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biyección de I en śımismo que manda ik en i′k.
Si σ : I → J es una biyección, vale que E−[σ](i1 ∧ · · · ∧ in) = σ(i1) ∧ · · · ∧ σ(in).
Supongamos que E− es linealizada, es decir que existe una especie conjuntista P
tal que E− = kP . Para todo conjunto finito I vale que E−[I] es de dimensión 1,
entonces P [I] tiene un solo elemento, y por lo tanto la única biyección de P [I] en
śı mismo es la identidad. Por lo tanto, para toda permutación π : I → I vale que
E−[π] = kP [π] = kidP [I] = idE−[I].
Por otra parte, si I = {a, b} y π es la permutación de I que intercambia a y b, vale
que E−[π](a∧ b) = π(a)∧ π(b) = b∧ a = −a∧ b, con lo cual llegamos a un absurdo.

Observación 1.3.6. En la categoŕıa Sp también se pueden definir estructuras mo-
noidales análogas a los productos de Hadamard y Cauchy, cambiando la suma directa
y el producto tensorial por la unión disjunta y el producto cartesiano respectiva-
mente, de forma que el functor de linealización es un functor monoidal fuerte para
ambas estructuras monoidales. Esto viene del hecho de que dados conjuntos A y B
podemos ver a su unión disjunta (formal) A ⊔ B como base de kA ⊕ kB, y a su
producto cartesiano A×B como base de kA⊗ kB.
En el caso de Hadamard los únicos comonoides que se obtienen son los triviales,
y en el caso de Cauchy los únicos comonoides son triviales en la componente del
vaćıo y vaćıos en las otras. Por esto daremos la definición de comonoide linealizado
directamente en especies vectoriales, siguiendo la idea de la Observación 1.3.3.

Definición 1.3.7. Un comonoide linealizado es una especie linealizada p = kP ,
con una estructura de comonoide que verifica

∀z ∈ P [S ⊔ T ] ∃z|S ∈ P [S], z/S ∈ P [T ] ∆S.T (z) = z|S ⊗ z/S,

∀z ∈ P [∅] ε∅(z) = 1.

Observación 1.3.8. Con la notación definida anteriormente, evaluando en elemen-
tos de la base los diagramas de coasociatividad y counidad de la Observación 1.2.6,
obtenemos que la coasociatividad de ∆ es equivalente a que se verifiquen las siguien-
tes igualdades para todo z ∈ P [I] y para toda descomposición I = R ⊔ S ⊔ T :

(z|R⊔S)|R = z|R, (1.1)

(z|R⊔S)/R = (z/R)|S, (1.2)

z/R⊔S = (z/R)/S; (1.3)

y las condiciones de counidad son equivalentes a que para todo z ∈ P [I] se verifiquen
las siguientes igualdades:

z|I = z, (1.4)

z/∅ = z. (1.5)

Las especies 1, E y L de los ejemplos anteriores son comonoides linealizados. Por
otra parte, la especie L∗ definida en el Ejemplo 1.2.14 es una especie linealizada y
un comonoide, pero no es un comonoide linealizado. Esto es porque existen descom-
posiciones I = S ⊔ T y órdenes l en I para los cuales ∆S,T (l) = 0, el cual no es un
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elemento de ninguna base de L∗[I].

Definición 1.3.9. Un comonoide conjuntista es una especie conjuntista P , junto
con una estructura de comonoide linealizado en la especie kP .

En particular, las especies conjuntistas 1, E y L del Ejemplo 1.3.4 son comonoides
conjuntistas.

Observación 1.3.10. Dar una estructura de comonoide conjuntista a una especie
conjuntista P es equivalente a dar para cada descomposición I = S ⊔T una función
δS,T : P [I] → P [S]×P [T ], definida por la igualdad δS,T (z) = (z|S, z/S), tal que para
toda biyección σ : I → J , todo z ∈ P [I] y toda descomposición I = S ⊔T valga que

(P [σ](z)) |S = P [σS](z|S), (1.6)

(P [σ](z)) /S = P [σT ](z/S); (1.7)

y tal que además se verifiquen las ecuaciones (1.1) a (1.5).

Observemos que la caracterización recién dada de un comonoide conjuntista P
es intŕınseca del mismo, sin intervenir en ella la especie p, ni siquiera el cuerpo de
base k.

El objetivo de este trabajo es definir y estudiar una cohomoloǵıa asociada a los
comonoides linealizados (o, equivalentemente, a los comonoides conjuntistas). En los
caṕıtulos siguientes presentaremos las herramientas necesarias para ello.
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Caṕıtulo 2

Objetos cosimpliciales, complejos
de cocadenas y cohomoloǵıa.

Con frecuencia, la definición de los grupos de cohomoloǵıa asociados a determina-
do objeto matemático, pasa por asociarle a dicho objeto una estructura de conjunto
simplicial. Este concepto fue introducido bajo el nombre de el nombre de “complejo
semisimplicial” por Eilenberg y Zilber en [EZ50]. En este trabajo, por ser más útil
y natural para nuestro contexto, utilizaremos el concepto de conjunto cosimplicial,
dual del anterior. Las definiciones y primeros ejemplos de este caṕıtulo se pueden
encontrar en el Caṕıtulo 8 de [Wei95].

2.1. Objetos cosimpliciales.

Definición 2.1.1. Para cada n ∈ N , sea [n] = {0, 1, . . . , n}. Llamaremos ∆ a la
categoŕıa definida por:

Obj(∆) = {[n] : n ∈ N},

Hom∆([n], [m]) = {f : [n] → [m] : f preserva el orden}.

Definición 2.1.2. Dada una categoŕıa C, un objeto cosimplicial en C es un fun-
ctor covariante X : ∆ → C.

Si C es la categoŕıa Set, al objeto cosimplicial se le llama conjunto cosimpli-
cial. Si la categoŕıa C es una categoŕıa de módulos, anillos, (co,bi)álgebras, espacios
topológicos, etc, a un objeto cosimplicial en C se le llama, respectivamente, módulo
cosimplicial, anillo cosimplicial, (co,bi)álgebra cosimplicial, espacio topológico co-
simplicial, etc.

A continuación veremos una forma más concreta de definir este tipo de objetos.
Dado un objeto cosimplicial X , observaremos las imágenes por X de un conjunto de
funciones que genera la categoŕıa ∆ en un sentido que explicitaremos más adelante.

Comencemos considerando, para cada i, j ∈ N las funciones f i, sj : N → N,
definidas por:
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f i(k) =

{

k, si k ≤ i− 1
k + 1, si k ≥ i

sj(k) =

{

k, si k ≤ j
k − 1, si k ≥ j + 1.

Proposición 2.1.3. Las funciones recién definidas verifican las siguientes igualda-
des:

f jf i = f if j−1 si i < j (2.1)

sjsi = sisj+1 si i ≤ j (2.2)

sjf i =







f isj−1 si i < j
idN si i = j, j + 1
f i−1sj si i > j + 1.

(2.3)

Demostración: Demostraremos las igualdades evaluando las funciones en un
k ∈ N cualquiera.

Para la igualdad (2.1):
Si k ≤ i− 1, entonces f jf i(k) = f j(k) = k, y f if j−1(k) = f i(k) = k.
Si i ≤ k ≤ j−2, entonces f jf i(k) = f j(k+1) = k+1, y f if j−1(k) = f i(k) = k+1.
Si j−1 ≤ k, entonces f jf i(k) = f j(k+1) = k+2, y f if j−1(k) = f i(k+1) = k+2.

Para la igualdad (2.2):
Si k ≤ i, entonces sjsi(k) = sj(k) = k, y sisj+1(k) = si(k) = k.
Si i+ 1 ≤ k ≤ j + 1, entonces sjsi(k) = sj(k − 1) = k − 1, y sisj+1(k) = si(k) =

k − 1.
Si j+2 ≤ k, entonces sjsi(k) = sj(k−1) = k−2, y sisj+1(k) = si(k−1) = k−2.

Para la igualdad (2.3):

Caso i < j:
Si k ≤ i− 1, entonces sjf i(k) = sj(k) = k, y f isj−1(k) = f i(k) = k.
Si i ≤ k ≤ j − 1, entonces sjf i(k) = sj(k + 1) = k + 1, y f isj−1(k) = f i(k) =
k + 1.
Si j ≤ k, entonces sjf i(k) = sj(k + 1) = k, y f isj−1(k) = f i(k − 1) = k.

Caso i = j, j + 1 (esto es, j = i, i− 1):
Si k ≤ i− 1, entonces sjf i(k) = sj(k) = k.
Si i ≤ k, entonces sjf i(k) = sj(k + 1) = k.

Caso i > j + 1:
Si k ≤ j, entonces sjf i(k) = sj(k) = k, y f i−1sj(k) = f i−1(k) = k.
Si j + 1 ≤ k ≤ i − 1, entonces sjf i(k) = sj(k) = k − 1, y f i−1sj(k) =
f i−1(k − 1) = k.
Si i ≤ k, entonces sjf i(k) = sj(k + 1) = k, y f i−1sj(k) = f i−1(k − 1) = k.
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Podemos interpretar f i como “saltear el lugar i”, y sj como “pegar el lugar j
con el j + 1”. Restringiendo dominio y codominio, obtenemos para cada n ∈ N tal
que i ≤ n + 1 una función inyectiva f in : [n] → [n + 1], y para cada n ∈ N tal que
j ≤ n una función sobreyectiva sjn : [n + 1] → [n]. Dichas funciones son morfismos
en la categoŕıa ∆.

Corolario 2.1.4. Los morfismos recién definidos verifican las siguientes igualdades:

f jn+1f
i
n = f in+1f

j−1
n si i < j

sjn−1s
i
n = sin−1s

j+1
n si i ≤ j

sjnf
i
n =







f in−1s
j−1
n−1 si i < j

id[n] si i = j, j + 1

f i−1
n−1s

j
n−1 si i > j + 1.

Definición 2.1.5. Sea X : ∆ → C un objeto cosimplicial. Sea Xn = X([n])

Las cocaras de X son los morfismos ∂in : Xn → Xn+1 dados por ∂in = X(f in).

Las codegeneraciones de X son los morfismos σjn : Xn+1 → Xn dados por
σjn = X(sjn).

Del hecho de que X es un functor covariante, obtenemos las relaciones que sa-
tisfacen sus cocaras y codegeneraciones.

Proposición 2.1.6. Sea X un conjunto cosimplicial, con cocaras {∂in}n∈N,i∈[n+1], y
codegeneraciones {σjn}n∈N,j∈[n]. Se verifican las siguientes igualdades:

∂jn+1∂
i
n = ∂in+1∂

j−1
n si i < j (2.4)

σjn−1σ
i
n = σin−1σ

j+1
n si i ≤ j (2.5)

σjn∂
i
n =







∂in−1σ
j−1
n−1 si i < j

idXn si i = j, j + 1

∂i−1
n−1σ

j
n−1 si i > j + 1.

(2.6)

El siguiente lema nos dice que para dar un objeto cosimplicial es suficiente definir
un conjunto de cocaras y codegeneraciones que verifiquen las relaciones anteriores.

Lema 2.1.7. Sea {Xn}n∈N una colección de objetos en C. Sean para cada n ∈ N, i ∈
[n+1], j ∈ [n], morfismos ∂in : Xn → Xn+1 y σjn : Xn+1 → Xn, tales que se verifican
las igualdades de la proposición 2.1.6. Entonces existe un único objeto cosimplicial
en C tal que X(f in) = ∂in y X(sjn) = σjn para todo n, i, j.

La demostración de este lema es análoga a la hecha para objetos simpliciales
en [Wei95]. Dadas las cocaras y las codegeneraciones, se trata de definir X(h) para
toda h : [n] → [m] ∈ ∆.
Sea p = |Im(h)| − 1. Entonces existe una única factorización de h en funciones
crecientes, h = fs, donde s : [n] → [p] es sobreyectiva y f : [p] → [m] es inyectiva.
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A su vez, si i1 ≤ · · · ≤ im−p son los elementos de [m] que no están en la imagen de
f , podemos factorizar

f = f im−p−1
m · · · f i1p .

De manera similar, si j1 ≤ · · · ≤ jn−p son los elementos del conjunto {j ∈ [p] :
s(j) = s(j + 1)}, podemos factorizar

s = sj1p · · · s
jn−p

n−1 .

De esta forma tenemos que

h = fs = f im−p−1
m · · · f i1p s

j1
p · · · s

jn−p

n−1 ,

entonces la imagen de h por X queda determinada como

X(h) = X(fs) = X(f im−p−1
m · · · f i1p s

j1
p · · · s

jn−p

n−1 )

= X(f im−p−1
m ) · · ·X(f i1p )X(sj1p ) · · ·X(s

jn−p

n−1 )

= ∂im−p−1
m · · ·∂i1p σ

j1
p · · ·σ

jn−p

n−1 .

El hecho de que X preserva cualquier composición proviene del hecho de que los
morfismos ∂in, σ

j
n verifican las mismas relaciones que las funciones f in, s

j
n.

Observación 2.1.8. Si F : C → D es un functor covariante y X : ∆ → C es
un objeto cosimplicial, entonces la composición FX : ∆ → D resulta un objeto
cosimplicial. Por ejemplo, consideremos el functor de linealización F = Z(−) : Set →
Ab, definido de la siguiente forma: para cada conjunto S, Z(S) es el grupo abeliano
libre que tiene a S como base, y para cada función f : S → T definimos Z(f) :
Z(S) → Z(T ) como la única extensión aditiva de f . Este functor manda conjuntos
cosimpliciales en grupos abelianos cosimpliciales.

2.2. Comoholoǵıa de objetos cosimpliciales.

Comencemos por recordar las definiciones básicas de cohomoloǵıa de complejos
de cocadenas:

Definición 2.2.1. Un complejo de cocadenas es una sucesión de grupos abelianos
{Cn}n∈N, junto con mapas aditivos dn : Cn → Cn+1 tales que para todo n ∈ N

se verifica dn+1dn = 0 (esto es, Im(dn) ⊆ Ker(dn+1)). Los mapas dn se llaman
diferenciales.
La cohomoloǵıa del complejo de cocadenas {Cn, dn}n∈N es la sucesión de grupos
abelianos {Hn(C)}n∈N, dados por

H0(C) = Ker(d0), Hn(C) =
Ker(dn)

Im(dn−1)
∀n ≥ 1.

A continuación construiremos un complejo de cocadenas a partir de un grupo
abeliano cosimplicial. Si queremos obtenerlo a partir de un conjunto cosimplicial,
podemos pasar previamente por el functor de linealización Z(−) definido en la Ob-
servación 2.1.8.
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Proposición 2.2.2. Sea X = {Xn, ∂in, σ
j
n}n,i,j un grupo abeliano cosimplicial. En-

tonces {Xn, dn}n∈N es un complejo de cocadenas, siendo

dn =
∑

i∈[n+1]

(−1)i∂in. (2.7)

Demostración:

dn+1dn =
∑

j∈[n+2]

(−1)j∂jn+1

∑

i∈[n+1]

(−1)i∂in =
∑

j∈[n+2]
i∈[n+1]

(−1)i+j∂jn+1∂
i
n

=
∑

j∈[n+2]
i∈[n+1]
i<j

(−1)i+j∂in+1∂
j−1
n +

∑

j∈[n+1]
i∈[n+1]
i≥j

(−1)i+j∂jn+1∂
i
n

=
∑

j∈[n+2]
i∈[n+1]
i<j

(−1)i+j∂jn+1∂
i
n +

∑

j∈[n+1]
i∈[n+1]
i≥j

(−1)i+j∂jn+1∂
i
n

=
∑

k=j−1∈[n+1]
l=i∈[n+1]

l≤k

(−1)l+k+1∂ln+1∂
k
n +

∑

l=j∈[n+1]
k=i∈[n+1]

k≥l

(−1)k+l∂ln+1∂
k
n = 0.

2.3. Ejemplos.

2.3.1. Topoloǵıa y conjuntos simpliciales.

Presentaremos un ejemplo de objeto cosimplicial y su cohomoloǵıa asociada pro-
venientes de la Topoloǵıa Algebraica. Para ello, primero construiremos un espacio
topológico simplicial y veremos su imagen al aplicarle ciertos functores.

Ejemplo 2.3.1. Se define el śımplice geométrico ∆n como el subespacio topológi-
co de Rn+1 definido por

∆n =

{

(t0, t1, . . . , tn) ∈ R
n+1 : 0 ≤ ti ≤ 1,

n
∑

i=0

ti = 1

}

.

Vamos a definir un espacio topológico simplicial X , tal que X(n) = ∆n.
Para cada n ∈ N, sean vn0 , v

n
1 , . . . , v

n
n los vértices de ∆n, enumerados de la siguiente

forma: vn0 = (1, 0, . . . , 0), vn1 = (0, 1, . . . , 0), . . . , vnn = (0, 0, . . . , 1). Observemos que
∆n es la envolvente convexa del conjunto {vn0 , v

n
1 , . . . , v

n
n}, y estos son sus vértices.

Ahora, para cada f : [n] → [m], sea X(f) la restricción a ∆n de la transformación
lineal que manda cada vni en vmf(i). Es claro que X respeta la composición y las
identidades, por lo tanto es un functor.
La cocara ∂in es una forma de ver ∆n como la cara de ∆n+1 opuesta al vértice vn+1

i .

19



De esta forma, la igualdad σjn∂
j
n = id∆n, obtenida de la compatibilidad entre cocaras

y codegeneraciones, nos dice que σjn es la proyección lineal de ∆n+1 sobre la cara
opuesta a vn+1

j , que manda este vértice en vn+1
j+1 .

Como vimos en la Observación 2.1.8, los functores covariantes llevan objetos
cosimpliciales de una categoŕıa en objetos cosimpliciales de otra. Como aplicaremos
functores contravariantes, necesitaremos considerar la versión dual de un objeto
cosimplicial.

Definición 2.3.2. Un objeto simplicial en una categoŕıa C es un functor contra-
variante X : ∆ → C.

Observación 2.3.3. Análogamente a lo visto para conjuntos cosimpliciales, para
definir un conjunto simplicial alcanza con dar una familia {Xn}n∈N de objetos de
C, junto con morfismos ∂ni : Xn+1 → Xn para cada i ∈ [n + 1] y morfismos σnj :
Xn+1 → Xn para cada j ∈ [n], que verifiquen las siguientes igualdades:

∂n−1
i ∂nj = ∂n−1

j−1 ∂
n
i si i < j

σn+1
i σnj = σn+1

j+1 σ
n
i si i ≤ j

∂ni σ
n
j =







σn−1
j−1 ∂

n−1
i si i < j

idXn si i = j, j + 1
σn−1
j ∂n−1

i−1 si i > j + 1.

Los morfismos ∂ni son llamados caras, y los morfismos σni son llamados dege-
neraciones.

Observación 2.3.4. Si F : C → D es un functor contravariante, y X : ∆ → C

es un objeto cosimplicial, entonces la composición FX : ∆ → D resulta un objeto
simplicial. De la misma forma, si X es un objeto simplicial, FX resulta un objeto
cosimplicial.

Ejemplo 2.3.5. Un ejemplo de lo anterior es el siguiente conjunto simplicial: sea
Z un espacio topológico. Entonces el functor HomTop(−, Z) : Top → Set lleva el
espacio topológico cosimplicial definido en el ejemplo (2.3.1), a un conjunto simpli-
cial. La cara ∂ni : HomTop(∆

n+1, Z) → HomTop(∆
n, Z) lleva una función continua

de ∆n+1 en Z a su restricción a la i-ésima cara, mientras que la codegeneración
σni : HomTop(∆

n, Z) → HomTop(∆
n+1, Z), extiende a todo ∆n+1 una función conti-

nua definida en su i-ésima cara, obteniendo como resultado la misma imagen (un
“śımplice degenerado”). Este y otros ejemplos son los que motivaron los nombres
“cara” y “degeneración”.
Análogamente a lo hecho en la sección anterior, dado un conjunto simplicial podemos
definir un complejo de cadenas, y a partir de éste una homoloǵıa. La homoloǵıa
de este conjunto simplicial se llama homoloǵıa singular del espacio topológico Z.
Se puede encontrar un estudio en profundidad de estos temas en [Hat02].
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Ahora, si elegimos un grupo abeliano G, podemos aplicarle al conjunto simplicial
recién definido el functor HomSet(−, G) : Set → Ab, y obtenemos un grupo abeliano
cosimplicial, a partir del cual se define la llamada cohomoloǵıa singular del espacio
topológico Z, con coeficientes en el grupo abeliano G.

2.3.2. Categoŕıas monoidales, bimódulos y bicomódulos.

Si bien daremos una definición precisa de categoŕıa monoidal en la Sección 4.2,
tanto en el caṕıtulo anterior como en éste escribimos una categoŕıa monoidal como
una terna (C, ⋄, I), donde C es una categoŕıa, ⋄ : C×C → C es un functor, e I es un
elemento de C, tales que para todos A,B,C ∈ C vale que (A ⋄B) ⋄C ≃ A ⋄ (B ⋄C)
(esto es, ⋄ es asociativo a menos de isomorfismos) y para todo A ∈ C vale que
I ⋄ A ≃ A ≃ A ⋄ I (esto es, I es un neutro a menos de isomorfismos para ⋄).

En este contexto, para cualquier n ∈ N y cualquier A ∈ C queda definida a menos
de isomorfismos la potencia n-ésima del objeto A, esto es el producto A ⋄ · · · ⋄ A n
veces, que denotamos A⋄n. De la misma forma, si f : A → B es un morfismo de C,
definimos f ⋄n : A⋄n → B⋄n como el producto f ⋄ · · · ⋄ f n veces.

Teorema 2.3.6. Sean (C, ⋄, I) una categoŕıa monoidal, (C,∆, ε) un comonoide en C

y (M,χl, χr) un bicomódulo sobre C, en donde χl :M → C ⋄M y , χr :M →M ⋄C
son respectivamente las coacciones a izquierda y derecha. Para cada n ∈ N definimos

Xn = HomC(M,C⋄n).

Para cada i ∈ [n+ 1] definimos ∂in : Xn → Xn+1 de la siguiente forma:

∂0n(α) = (idC ⋄ α) ◦ χl

∂in(α) =
(

idC
⋄(i−1) ⋄∆ ⋄ idC

⋄(n−i)
)

◦ α, ∀i ∈ {1, . . . , n}

∂n+1
n (α) = (α ⋄ idC) ◦ χ

r.

Para cada j ∈ [n] definimos σjn : Xn+1 → Xn de la siguiente forma:

σjn(α) =
(

idC
⋄j ⋄ ε ⋄ idC

⋄(n−j)
)

◦ α

Entonces, el functor X : ∆ → Set definido por {Xn, ∂in, σ
j
n}n,i,j es un conjunto

cosimplicial.

Demostración: Verificaremos las igualdades de la proposición 2.1.6.

Para la igualdad (2.4):

En el caso i = 0, j = 1, vale que ∂1n+1∂
0
n = ∂0n+1∂

0
n porque χl es una coacción a

izquierda.

En el caso i = 0, j ∈ {2, . . . , n+ 1}, vale que

∂jn+1∂
0
n(α) = ∂0n+1∂

j−1
n (α) =

(

id
⋄(j−1)
C ⋄∆ ⋄ id

⋄(n+1−j)
C

)

◦ (idC ⋄ α) ◦ χl.

21



En el caso i = 0, j = n+2, vale que ∂n+2
n+1∂

0
n = ∂0n+1∂

n+1
n por la compatibilidad

entre las coacciones χl y χr.

En el caso i ∈ {1, . . . , n}, j = i+ 1, vale que ∂i+1
n+1∂

i
n = ∂in+1∂

i
n por la coasocia-

tividad de ∆.

En el caso i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {i+ 2, . . . , n+ 1}, vale que

∂jn+1∂
i
n(α) = ∂in+1∂

j−1
n (α) =

(

id
⋄(i−1)
C ⋄∆ ⋄ id

(⋄(j−2−i))
C ⋄ id

⋄(n−(j−1))
C

)

◦ α.

En el caso i ∈ {1, . . . , n}, j = n+ 2, vale que

∂n+2
n+1∂

i
n(α) = ∂in+1∂

n+1
n (α) =

(

id
⋄(i−1)
C ⋄∆ ⋄ id

⋄(n+1−i)
C

)

◦ (α ⋄ idC) ◦ χ
r.

En el caso i = n + 1, j = n + 2, vale que ∂n+2
n+1∂

n+1
n = ∂n+1

n+1∂
n+1
n porque χr es

una coacción a derecha.

Para la igualdad (2.5):

Para todo i ≤ j vale σjn−1σ
i
n(α) = σin−1σ

j+1
n (α) =

(

id⋄i
C ⋄ ε ⋄ id

⋄(j−i)
C ⋄ ε ⋄ id

⋄(n−j)
C

)

◦α.

Para la igualdad (2.6):

En el caso i = 0, j = 0, vale que σ0
n∂

0
n = idXn por la compatibilidad de la

coacción χl con la counidad ε.

En el caso i = 0, j ∈ {1, . . . , n}, vale que

σjn∂
0
n(α) = ∂0n−1σ

j−1
n−1(α) =

(

id⋄j
C ⋄ ε ⋄ id

⋄(n+1−j)
C

)

◦ (idC ⋄ α) ◦ χl.

En el caso i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , i− 2}, vale que

σjn∂
i
n(α) = ∂i−1

n−1σ
j
n−1(α) =

(

id⋄j
C ⋄ ε ⋄ id

⋄(i−j−2)
C ⋄∆id

⋄(n−i)
C

)

◦ α.

En el caso i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {i − 1, i}, vale que σjn∂
i
n = idXn porque ε es

counidad para ∆.

En el caso i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {i+ 1, . . . , n}, vale que

σjn∂
i
n(α) = ∂in−1σ

j−1
n−1(α) =

(

id
⋄(i−1)
C ⋄∆ ⋄ id

⋄(j−i−1)
C ⋄ ε ⋄ id

⋄(n−j)
C

)

◦ α.

En el caso i = n+ 1, j ∈ {0, . . . , n− 1}, vale que

σjn∂
n+1
n (α) = ∂nn−1σ

j
n−1(α) =

(

id⋄j
C ⋄ ε ⋄ id

⋄(n+1−j)
C

)

◦ (α ⋄ idC) ◦ χ
r .

En el caso i = n + 1, j = n, vale que σnn∂
n+1
n = idXn por la compatibilidad de

la coacción χr con la counidad ε.

Ejemplo 2.3.7. En la categoŕıa monoidal (Vectk,⊗k, k), si C es una coálgebra yM
es un bicomódulo sobre C, de la construcción definida en el teorema anterior se ob-
tiene un espacio vectorial cosimplicial. Olvidando el producto por escalares, tenemos
un grupo abeliano cosimplicial que mediante la Proposición 2.2.2 nos permite definir
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un complejo de cocadenas. La cohomoloǵıa aśı definida se llama cohomoloǵıa de
Cartier de C con coeficientes en M , y fue introducida por Cartier en [Car55].

Ejemplo 2.3.8. En el caṕıtulo siguiente definiremos una cohomoloǵıa a partir de
un comonoide linealizado en especies, pero no viéndolo como comonoide, sino como
un bicomódulo en (Spk, ·, 1) sobre la especie comonoide E.

De forma similar al teorema anterior podemos formular el siguiente teorema, que
involucra los conceptos de monoide y bimódulo, duales a los involucrados anterior-
mente. La demostración es análoga.

Teorema 2.3.9. Sea (A,m, u) un monoide en una categoŕıa monoidal (C, ⋄, I), y
(M, ρl, ρr) un bimódulo sobre A. Entonces {Xn, ∂in, σ

j
n}n,i,j es un conjunto cosimpli-

cial, donde Xn = HomC(A
⋄n,M) y las cocaras y codegeneraciones están definidas de

la siguiente forma:

∂0n(α) = ρl ◦ (idC ⋄ α),

∂in(α) = α ◦
(

idC
⋄(i−1) ⋄m ⋄ idC

⋄(n−i)
)

, ∀i ∈ {1, . . . , n},

∂n+1
n (α) = ρl ◦ (α ⋄ idC),

σjn(α) = α ◦
(

idC
⋄j ⋄ u ⋄ idC

⋄(n−j)
)

.

Ejemplo 2.3.10. Veamos el caso particular del Teorema 2.3.9 en el caso de la cate-
goŕıa (Vectk,⊗k, k). Si A es un álgebra y (M,⇀,↼) es un A-bimódulo, de la cons-
trucción definida en el teorema anterior se obtiene un espacio vectorial cosimplicial.
Olvidando el producto por escalares, tenemos un grupo abeliano cosimplicial que
mediante la Proposición 2.2.2 nos permite definir un complejo de cocadenas. La coho-
moloǵıa aśı definida se llama cohomoloǵıa de Hochschild de A a con coeficientes
en M , y fue introducida por Hochschild en [Hoc45]. Expĺıcitamente, el complejo de
cadenas está dado por Cn = HomVectk((A)

⊗n,M) y los mapas dn : Cn → Cn+1 están
dados por la fórmula

(dnα)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a1 ⇀ α(a2 ⊗ · · · ⊗ an+1) +

+
n
∑

i=1

(−1)iα(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1) +

+(−1)n+1α(a1 ⊗ · · · ⊗ an)↼ an+1.

Ejemplo 2.3.11. Si Γ es un monoide en Set y (M,⇀) es un Γ-módulo a izquierda,
podemos considerarlo como un bimódulo sobre el anillo ZΓ viendo como acción a
izquierda la extensión aditiva de ⇀ y como acción a derecha la extensión aditiva
de la acción trivial. De esta forma podemos aplicar el Teorema 2.3.9 en la categoŕıa
(Ab,⊗Z,Z), obteniendo un grupo abeliano cosimplicial. La cohomoloǵıa que defini-
mos a partir de él es la llamada cohomoloǵıa del monoide Γ con coeficientes en M .
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Expĺıcitamente, el complejo de cadenas está dado por Cn = HomAb((ZΓ)
⊗Zn,M) ≃

HomSet(Γ
×n,M), y los mapas dn : Cn → Cn+1 están dados por la fórmula

(dnα)(g1, . . . , gn+1) = g1 ⇀ α(g2, . . . , gn+1) +

n
∑

i=1

(−1)iα(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)+

+(−1)n+1α(g1, . . . , gn).

(2.8)

La llamada cohomoloǵıa de grupos es la recién descrita en el caso en que Γ es
un grupo.
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Caṕıtulo 3

Cohomoloǵıa en especies.

En este caṕıtulo estudiaremos, a partir de la cohomoloǵıa para bicomódulos
definida en el caṕıtulo anterior, una cohomoloǵıa que se puede definir a partir de
una especie con estructura de comonoide linealizado, que llamaremos (p = kP,∆, ε),
o simplemente p = kP . Estas definiciones y resultados también se encuentran en las
secciones 8.2.3 y 9.6 de [AM10].

3.1. Cohomoloǵıa de comonoides linealizados.

Nos será útil ver a los comonoides linealizados como bicomódulos para utilizar
el Teorema 2.3.6.

Lema 3.1.1. Si (p = kP,∆, ε) es un comonoide linealizado, sean χl : p → E · p
y χl : p → p · E definidas por componentes según la Notación 1.2.4 de la siguiente
forma, para todo z ∈ P [I] y toda descomposición I = S ⊔ T :

χlS,T (z) = ∗S ⊗ z/S ,

χrS,T (z) = z|S ⊗ ∗T ,

entonces (p, χr, χl) es un E-bicomódulo

Demostración: Todas las propiedades son consecuencia de las condiciones de
coasociatividad y counidad vistas en la Observación 1.3.8. Más precisamente, las
igualdades (1.3) y (1.5) son equivalentes a que χl sea coacción a izquierda, las igual-
dades (1.1) y (1.4) son equivalentes a que χr sea coacción a derecha, y la igualdad
(1.2) es equivalente a la compatibilidad entre ambas.

Observación 3.1.2. De forma similar a la noción de comonoide linealizado, pode-
mos definir la de bicomódulo linealizado en especies. Esto es, un bicomódulo
en especies es linealizado si es una especie linealizada y para cada descomposición
I = S ⊔ T las componentes de las coacciones preservan las bases. La construcción
anterior parte de un comonoide linealizado y obtiene un E-bicomódulo linealizado.
Las equivalencias vistas en el teorema anterior nos permiten enunciar un teore-
ma rećıproco: si (p = kP, χl, χr) es un E-bicomódulo linealizado, se puede definir
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una estructura de comonoide linealizado en p, tal que ∆S,T (z) = x ⊗ y, donde
χrS,T (z) = x⊗ ∗T y χlS,T (z) = ∗S ⊗ y.

Observación 3.1.3. Ahora estamos en las hipótesis del Teorema 2.3.6, con lo cual
podemos definir un conjunto cosimplicial X tal que Xn = HomSpk

(p,E·n). Al ser
Xn espacios vectoriales, su estructura aditiva nos permite, mediante la Proposición
2.2.2, definir sobre los mismos Xn un complejo de cocadenas.
Para ver de forma concreta una n-cocadena α : p → E·n, nos alcanza con ver sus
componentes según la Notación 1.2.4 y evaluarlas en la base P . Esto es, α queda
determinada si para cada z ∈ P [I] y para cada descomposición I = S1 ⊔ · · · ⊔ Sn
conocemos

αS1,...,Sn(z) ∈ E[S1]⊗ · · · ⊗E[Sn] = k⊗ · · · ⊗ k = k.

La condición de que α sea morfismo de especies es equivalente a que para cada
conjunto finito I conmute el siguiente diagrama.

p[I]
αI //

p[σ]
��

E·n[I]

E·n[σ]
��

p[J ] αJ

// E·n[J ].

Tomando componentes, esto equivale a que para toda biyección σ : I → J y toda
descomposición I = S1 ⊔ · · · ⊔ Sn conmute el siguiente diagrama

p[I]
αS1,...,Sn //

p[σ]
��

E[S1]⊗ · · · ⊗ E[Sn]

E[σS1
]⊗···⊗E[σSn ]

��
p[J ] ασ(S1),...,σ(Sn)

// E[σ(S1)]⊗ · · · ⊗E[σ(Sn)],

que equivale a la siguiente igualdad en k:

αS1,...,Sn(z) = ασ(S1),...,σ(Sn)(p[σ](z)). (3.1)

Con esta forma de expresar las n-cocadenas, estamos en condiciones de enunciar
el teorema que define la cohomoloǵıa de especies.

Teorema 3.1.4. Sea (p = kP,∆, ε) un comonoide linealizado en especies. Entonces
X = {Xn, ∂in, σ

j
n}n,i,j es un grupo abeliano cosimplicial, donde

Xn = HomSpk
(p,E·n)

y las cocaras y codegeneraciones son las dadas por las siguientes fórmulas:

(∂0n(α))S1,...,Sn+1
(z) = αS2,...,Sn+1(z/S1)

(∂in(α))S1,...,Sn+1
(z) = αS1,..., Si−1, Si⊔Si+1, Si+2,..., Sn+1(z) ∀i ∈ {1, . . . , n}

(∂n+1
n (α))S1, ..., Sn+1

(z) = αS1, ..., Sn(z|S1⊔···⊔Sn)
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(σin(α))S1,...,Sn
(z) = αS1,..., Si, ∅, Si+1,..., Sn

(z) ∀i ∈ {0, . . . , n}.

En consecuencia, {Xn, dn}n∈N es un complejo de cocadenas, donde el diferencial
d : HomSpk

(p,E·n) → HomSpk(p,E
·(n+1)) es el dado por la siguiente fórmula:

(dnα)S1,...,Sn+1(z) = αS2,...,Sn+1(z/S1) +

n
∑

i=1

(−1)iαS1,..., Si−1, Si⊔Si+1, Si+2,..., Sn+1(z)+

+(−1)n+1αS1, ..., Sn(z|S1⊔···⊔Sn).

(3.2)

Demostración: Las fórmulas de las cocaras y codegeneraciones provienen de las
del Teorema 2.3.6, aplicadas a la estructura de bicomódulo definida en el Lema
3.1.1. Al expresarlas concretamente según la Observación 3.1.3, para una n-cocadena
α : p → E·n, fijados z ∈ P [I] y una descomposición I = S1 ⊔ · · · ⊔ Sn+1 tomando
componentes y evaluando obtenemos las fórmulas deseadas.

Notación 3.1.5. Llamaremos Cn(p) a los grupos del complejo de cocadenas, y Hn(p)
a los grupos de cohomoloǵıa obtenidos de este complejo.

Observación 3.1.6. Sea A otro anillo conmutativo. Al ser P un comonoide con-
juntista, las componentes ∆S,T preservan bases, entonces podemos utilizarlas para
dar una estructura de comonoide linealizado a la especie AP ∈ SpA, que será un
bicomódulo A-linealizado sobre la especie EA. Las cocadenas del complejo asociado
tendrán entonces valores en A. Llamaremos a esta operación cambio de coeficien-
tes, y denotaremos por Cn(P,A) a los grupos del complejo de cocadenas, y Hn(P,A)
a los grupos de cohomoloǵıa obtenidos.

3.2. Ejemplos.

A continuación veremos algunos ejemplos de cocadenas, cociclos y cobordes,
aśı como el cálculo de algunos grupos de cohomoloǵıa para los comonoides lineali-
zados presentados en el Caṕıtulo 1.

Ejemplo 3.2.1. Una especie linealizada p = kP se dice conexa si P [∅] tiene un solo
elemento ∗, con lo cual p[∅] = k{∗}. Las especies 1, E y L definidas anteriormente
son conexas.
Sea p = kP una especie conexa. El grupo abeliano de las 0-cocadenas es

C0(p) = HomSpk(p,E
·0) = HomSpk(p,1).

Esto es, una 0-cocadena es un morfismo de especies α : p → 1, que viene determi-
nado por

α(∅) : p[∅] → k,

donde (∅) indica la “descomposición vaćıa” del conjunto vaćıo. Una 0-cocadena α
queda determinada por el valor α(∅) ∈ k, con lo cual C0(p) ≃ k.
Ahora, la fórmula del diferencial nos da

(d0α)I(z) = α(∅)(z/I)− α(∅)(z|∅) = α(∅)(∗)− α(∅)(∗) = 0,
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con lo cual d0 = 0 y
H0(p) = Ker(d0) = C0(p) ≃ k.

Ejemplo 3.2.2. La cohomoloǵıa de la especie 1 se puede calcular fácilmente, dado
que toda n-cocadena α queda determinada por el valor α∅,...,∅(1) ∈ k. Esto es,
podemos identificar Cn(1) con k. Evaluando la ecuación (3.2) en 1 (y Si = ∅)
obtenemos

(dnα)∅,...,∅(1) = α∅,...,∅(1) +
n
∑

i=1

(−1)iα∅,...,∅(1) + (−1)n+1α∅,...,∅(1).

Si n es par se cancelan todos los sumandos y por lo tanto dnα = 0, y si n es
impar se cancelan todos menos uno resultando dnα = α. Obtenemos entonces el
siguiente complejo de cocadenas

k
0 // k

idk // k
0 // k

idk // k
0 // · · ·

De esto se deduce que H0(1) ≃ k y Hn(1) = 0 para todo n ≥ 1.

Ejemplo 3.2.3. Para calcular la cohomoloǵıa de la especie E es útil considerar la
condición de naturalidad de las cocadenas expresada en la ecuación (3.1).
Sea α una n-cocadena; si I = S1 ⊔ · · · ⊔ Sn y J = T1 ⊔ · · · ⊔ Tn son tales que
|Si| = |Ti|, ∀i ∈ {1, . . . , n}, entonces existe una biyección σ : I → J tal que
σ(Si) = Ti, ∀i ∈ {1, . . . , n}, de donde

αS1,...,Sn(∗I) = αT1,...,Tn(∗J).

Entonces podemos definir una función α̃ : N×n → k mediante la igualdad

α̃(k1, . . . , kn) = αT1,...,Tn(∗J),

donde T1, . . . , Tn son conjuntos que verifican |Ti| = ki y J = T1 ⊔ · · · ⊔ Tn. Ahora,

(dnα)S1,...,Sn+1(z) = αS2,...,Sn+1(∗S1) +

+
n
∑

i=1

(−1)iαS1,..., Si−1, Si⊔Si+1, Si+2,..., Sn+1(∗I) +

+(−1)n+1αS1, ..., Sn(∗S1⊔···⊔Sn) =

= α̃(k2, . . . , kn+1) +

+
n
∑

i=1

(−1)iα̃(k1, . . . , ki−1, ki + ki+1, ki+2, . . . , kn+1)

+(−1)n+1α̃(k1, . . . , kn) =

= (dnα̃)(k1, . . . , kn+1),

donde el último dn es el diferencial dado por la fórmula del Ejemplo 2.3.11, consi-
derando N como monoide con la suma y k como un N-módulo trivial. La igualdad
de arriba nos dice que el mapa que a α le asigna α̃ es un morfismo de complejos de
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cadenas, que ya vimos que es biyectivo y por lo tanto induce isomorfismos entre los
grupos Hn(E) y Hn(N, k) para todo natural n.
Como consecuencia de la Proposición 4.1 de [CE99] obtenemos que

Hn(E) ≃ Hn(N, k) ≃ Hn(Z, k) =

{

k si n ∈ {0, 1}
0 en otro caso.

Ejemplo 3.2.4. Para calcular el grupo H1(L) solamente falta calcular Ker(d1),
dado que la especie L es conexa y por lo tanto ya dedujimos que d0 = 0 en el
Ejemplo 3.2.1, con lo cual Im(d0) = 0.
Sea α : L → E una 1-cocadena. Entonces α queda determinada por los valores
αI(l) ∈ k, para cada conjunto finito I y cada orden lineal l en I.
Sean I y J dos conjuntos finitos del mismo cardinal k. Sean l = i1 . . . ik un orden
lineal en I y l′ = j1 . . . jk un orden lineal en J . Entonces la biyección σ : I → J dada
por σ(i1) = j1, . . . , σ(ik) = jk verifica L[σ](l) = l′. De la condición de naturalidad
de la ecuación (3.1) aplicada a σ, se deduce que αI(l) = αJ(l

′). Esto es, a partir de
α podemos definir una función h : N → k tal que h(k) = αI(l) para cualquier I de
cardinal k y cualquier l ∈ L[I].
Si α es un cociclo, entonces para cada descomposición I = S ⊔ T y cada l ∈ L[I]
tenemos:

(dα)S,T (l) = αT (l|T )− αI(l) + αS(l|S) = 0.

Ahora, dados k1, k2 ∈ N, sean S, T conjuntos finitos disjuntos tales que |S| = k1 y
|T | = k2, y l un orden cualquiera en S ⊔ T . De la igualdad anterior se deduce que

h(k1 + k2) = h(k1) + h(k2).

Esto implica que h, y en consecuencia α, quedan determinadas por el valor h(1) ∈ k,
con lo cual Ker(d1) ≃ k. Como Im(d0) = 0, obtenemos que

H1(L) ≃ k.

Ejemplo 3.2.5. Para cada l orden lineal en un conjunto finito I, y para cada
descomposición I = S ⊔ T , definimos el siguiente número entero:

SchS,T (l) = |{(s, t) ∈ S × T / t < s según l}| .

Esta igualdad define una cocadena Sch ∈ C2(L,Z).
Es fácil verificar que para cualesquiera R, S, T conjuntos disjuntos y cualquier l ∈
L[R ⊔ S ⊔ T ] se verifican

SchR,S⊔T (l) = SchR,S(l|R⊔S) + SchR,T (l|R⊔T ),

SchR⊔S,T (l) = SchR,T (l|R⊔T ) + SchS,T (l|S⊔T ).

Mediante un cálculo directo sustituyendo estas igualdades en la ecuación (3.2) ob-
tenemos que dSch = 0, con lo cual Sch es un 2-cociclo en L con coeficientes en Z.
Este es el llamado cociclo de Schubert, que define una clase en H2(L,Z).
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Ejemplo 3.2.6. Siguiendo con ejemplos de cocadenas en L, definiremos una 3-
cocadena β ∈ C3(L,Z) de la siguiente forma:

βR,S,T (l) = |R|SchS,T (l|S ⊔ T ),

para cada l orden lineal en un conjunto finito I, y para cada descomposición I =
R ⊔ S ⊔ T , en donde Sch es el cociclo de Schubert definido en el ejemplo anterior.
Es fácil verificar que para cualesquiera Q,R, S, T conjuntos disjuntos y cualquier
l ∈ L[Q ⊔R ⊔ S ⊔ T ] se verifican

βQ⊔R,S,T (l) = βQ,S,T (l|Q⊔S⊔T ) + βR,S,T (l|R⊔S⊔T ),

βQ,R⊔S,T (l) = βQ,R,T (l|Q⊔R⊔T ) + βQ,S,T (l|Q⊔S⊔T ),

βQ,R,S⊔T (l) = βQ,R,S(l|Q⊔R⊔S) + βQ,R,T (l|Q⊔R⊔T ),

Mediante un cálculo directo sustituyendo estas igualdades en la ecuación (3.2) ob-
tenemos que dβ = 0, con lo cual β es un 3-cociclo en L con coeficientes en Z.
Observemos que, si κ es la 1-cocadena definida por κI(l) = |I| (que es un cociclo
por argumentos similares a los usados en el Ejemplo 3.2.4), en particular se verifica

βR,S,T (l) = κR(l|R)SchS,T (l|S⊔T ),

esto es, el 3-cociclo β se obtiene del 1-cociclo κ y del 2-cociclo Sch “evaluando en
componentes de l y multiplicando”. En el último caṕıtulo de este trabajo abordare-
mos con generalidad este procedimiento, definiendo el producto cup.
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Caṕıtulo 4

Cohomoloǵıa y torcimientos.

En este caṕıtulo veremos algunas aplicaciones relacionadas a los grupos de coho-
moloǵıa en grados 2 y 3. Dichos resultados son análogos a los conocidos para coho-
moloǵıa de grupos, por lo cual nos detendremos a repasar estos últimos al comienzo
de cada sección.

4.1. Torcimiento de (co)multiplicación y H2.

4.1.1. En cohomoloǵıa de grupos

Sea (Γ, ·, e) un grupo. En esta parte repasaremos algunos resultados sobre el uso
de 2-cociclos con coeficientes en Z para torcer la estructura multiplicativa usual del
álgebra kΓ. Existen resultados más generales, (por ejemplo con coeficientes en k× y
considerando acciones no triviales, ver sección 1.1 de [Mas99]) pero nos centraremos
en mostrar un ejemplo análogo al que veremos en cohomoloǵıa de especies. Las
cocadenas con las que trabajamos en esta parte son las del Ejemplo 2.3.11. Si bien
generalmente se consideran torcimientos que preservan la unidad del álgebra (esto es,
torcimientos por 2-cociclos normalizados), en este trabajo escribiremos una versión
que no involucra preservar la unidad. De todas formas, cabe destacar que no estamos
agregando generalidad a la teoŕıa, como veremos en la Observación 4.1.5.

Proposición 4.1.1. Sean q ∈ k y α : Γ× Γ → Z una 2-cocadena. Si q es invertible
o α solamente toma valores no negativos, consideramos la operación bilineal
·α : kΓ⊗ kΓ → kΓ dada por

a ·α b = qα(a,b)a · b, ∀a, b ∈ Γ.

Entonces:

Si α es un 2-cociclo, la operación ·α es asociativa.

Si q no es una ráız de la unidad en k (esto es, si el mapa de Z en k dado por
k 7→ qk es inyectivo), vale el rećıproco de la afirmación anterior.
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Si α es un 2-cociclo, y si además q es invertible o α(e, e) = 0, el elemento

eα = q−α(e,e)e ∈ kΓ

es neutro para ·α.

Decimos que el álgebra (kΓ, ·α, e
α) es un q-torcimiento del álgebra (kΓ, ·, e).

Proposición 4.1.2. Sean α, α′ dos 2-cociclos tales que α = α′ + dη para cierta
1-cocadena η : Γ → Z. Si f, α, α′, η solamente toman valores no negativos, o si q es
invertible, entonces la transformación lineal fη : kΓ → kΓ dada por

fη(g) = qη(g)g, ∀g ∈ Γ

es un morfismo de álgebras entre (kΓ, ·α, e
α) y (kΓ, ·α′ , eα

′

). Es claro que fη es un
isomorfismo si q es invertible.

Corolario 4.1.3. Si q es invertible, la asignación α 7→ (kΓ, ·α, e
α) induce una fun-

ción que lleva elementos de H2(Γ,Z) en clases de isomorfismo de q-torcimientos del
álgebra (kΓ, ·, e).

Observación 4.1.4. La noción de q-torcimiento cuando q no es invertible tiene
sentido, puesto que existen cociclos no triviales que solamente toman valores no
negativos. Por ejemplo, sea n un entero mayor o igual a 2, Γ = Z/nZ × Z/nZ y
consideremos la cocadena α : Γ× Γ → Z la cocadena definida por

α
(

(s, t), (u, v)
)

= tu mod n,

donde x mod n es el resto de la división entera de x entre n. Es claro que α está bien
definida y que toma solamente valores enteros entre 0 y n− 1. Mediante un cálculo
directo puede verse que dα = 0, con lo cual α es un 2-cociclo. Por otra parte, si
η : Γ → Z es una 1-cocadena, para todos s, t, u, v ∈ Z se verifica que

dη
(

(s, t), (u, v)
)

= η(u, v)− η(s+ u, t+ v) + η(s, t) = dη
(

(u, v), (s, t)
)

.

Es decir que los 2-cobordes son simétricos y α claramente no lo es, con lo cual α no
es un 2-coborde.

Observación 4.1.5. Decimos que un 2-cociclo γ es normalizado si

γ(e, g) = γ(g, e) = 0, ∀g ∈ Γ.

Si γ es normalizado, se verifica directamente que la multiplicación de cualquier q-
torcimiento por γ sigue teniendo al elemento e como neutro.
Por otra parte, dado un 2-cociclo α, consideremos la 1-cocadena η definida por

η(g) = α(e, e), ∀g ∈ Γ,

y el 2-cociclo γ definido por
γ = α− dη,
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con lo cual las clases de γ y α en H2(Γ,Z) coinciden. Concretamente, al aplicar la
fórmula de d y evaluar, obtenemos que

γ(a, b) = α(a, b)− α(e, e), ∀a, b ∈ Γ.

Ahora, sea g ∈ Γ cualquiera. Del hecho de que α es un cociclo obtenemos que

dα(g, e, e) = α(e, e)− α(g, e) + α(g, e)− α(g, e) = 0,

de donde
γ(g, e) = α(g, e)− α(e, e) = 0.

Similarmente, evaluando en la terna (e, e, g) obtenemos que γ(e, g) = 0, de lo cual
deducimos que γ es normalizado.
En conclusión, cualquier clase en H2(Γ,Z) tiene un representante normalizado. Si q
es invertible, esto nos dice que cualquier q-torcimiento de (kΓ, ·, e) es isomorfo como
álgebra a un q-torcimiento que también tiene a e como unidad.

4.1.2. En cohomoloǵıa de especies

Los resultados siguientes son análogos a los de la parte anterior. Dada una especie
comonoide linealizada p = kP , usaremos 2-cociclos de la cohomoloǵıa definida en el
caṕıtulo anterior para torcer la estructura de comonoide de p. Los resultados para 2-
cociclos normalizados (esto es, 2-cociclos α tales que α∅,I(z) = αI,∅(z) = 0 para todo
conjunto finito I y todo z ∈ P [I]) sobre torcimientos que preservan la counidad
son las Proposiciones 9.16 y 9.17 de [AM10]. En este trabajo no se requiere esta
hipótesis, pero no se está agregando generalidad, como veremos en la Observación
4.1.9.

Proposición 4.1.6. Sean q ∈ k y α ∈ C2(P,Z) una 2-cocadena. Si q es invertible
o α solamente toma valores no negativos, podemos definir un morfismo de especies
∆α : p → p · p por componentes y en elementos de las bases, mediante la siguiente
fórmula:

∆α
S,T (z) = qαS,T (z)∆S,T (z) = qαS,T (z)z|S ⊗ z/S, ∀z ∈ P [S ⊔ T ].

Entonces:

Si α es un 2-cociclo, ∆α es coasociativo.

Si q no es una ráız de la unidad en k, vale el rećıproco de la afirmación
anterior.

Si α es un 2-cociclo, y si además q es invertible o α∅,∅(z) = 0 para todo
z ∈ P [∅], el morfismo εα : p → 1 dado por

εα∅ (z) = q−α∅,∅(z), ∀z ∈ P [∅]

es una counidad para ∆α.

35



Demostración: Por un lado, que α sea un 2-cociclo es equivalente a que para
toda descomposición I = R ⊔ S ⊔ T y todo z ∈ P [I] se verifique

αS,T (z/R)− αR⊔S,T (z) + αR,S⊔T (z)− αR,S(z|R⊔S) = 0. (4.1)

Por otro lado, como vimos en la Observación 1.2.6, la coasociatividad de ∆α es equi-
valente a la conmutatividad de los siguientes diagramas, para toda descomposición
I = R ⊔ S ⊔ T :

p[I]

∆α
R,S⊔T

��

∆α
R⊔S,T // p[R ⊔ S]⊗ p[T ]

∆α
R,S⊗idp[T ]

��
p[R]⊗ p[S ⊔ T ]

idp[R]⊗∆α
S,T

// p[R]⊗ p[S]⊗ p[T ].

Evaluando las distintas composiciones en elementos de la base P [I], obtenemos que
la coasociatividad es equivalente a que para todo z ∈ P [I] se verifique

qαR⊔S,T (z)+αR,S(z|R⊔S) = qαR,S⊔T (z)+αS,T (z/R).

Es inmediato ver que la ecuación (4.1) implica estas igualdades, y que además si q
no es una ráız de la unidad también se cumple la implicancia rećıproca.

En caso afirmativo, los diagramas de counidad son equivalentes a que para todo
I conmute el siguiente diagrama:

k⊗ p[I] p[∅]⊗ p[I]
εα
∅
⊗idp[I]oo

p[I]

≃

iiSSSSSSSSSSSSSSSS

∆α
∅,I

OO

∆α
I,∅

��

≃

uukkk
kkk

kkk
kkk

kkk
k

p[I]⊗ k p[I]⊗ p[∅].
idp[I]⊗ε

α
∅

oo

,

y esto es equivalente a que para todo z ∈ P [I] se verifique

qα∅,I(z)−α∅,∅(z|∅) = 1 = qαI,∅(z)−α∅,∅(z/I).

Por otra parte, de evaluar la ecuación (4.1) en la descomposición I = ∅ ⊔ ∅ ⊔ I y
usando que z/∅ = z obtenemos que

α∅,I(z)− α∅,∅(z|∅) = 0,

y de evaluar la ecuación (4.1) en la descomposición I = I ⊔ ∅ ⊔ ∅ y usando que
z|I = z obtenemos que

αI,∅(z)− α∅,∅(z/I) = 0,

con lo cual quedan demostradas igualdades que queremos.
Decimos que el comonoide (p,∆α, εα) es un q-torcimiento del comonoide (p,∆, ε).
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Proposición 4.1.7. Sean α, α′ dos 2-cociclos tales que α + dη = α′ para cierta
1-cocadena η ∈ C1(P,Z). Si η, α, α′ solamente toman valores no negativos, o si q es
invertible, entonces el morfismo de especies f η : p → p dado en componentes por

f ηI (z) = qηI(z)z, ∀z ∈ P [I],

es un morfismo de especies comonoides entre (p,∆α, εα) y (p,∆α′

, εα
′

). Es claro que
f η es un isomorfismo si q es invertible.

Demostración: Según la Observación 1.2.16, para ver que f η es un morfismo de
comonoides debemos verificar en componentes la conmutatividad de los diagramas
de compatibilidad de f η con las comultiplicaciones y con las counidades.
La compatibilidad de f η con las comultiplicaciones es equivalente a la conmutativi-
dad del siguiente diagrama para cada descomposición I = S ⊔ T :

p[I]

fηI
��

∆α
S,T // p[S]⊗ p[T ]

fηS⊗f
η
T

��
q[I]

∆α′

S,T

// q[S]⊗ q[T ].

Evaluando en elementos de la base, esto equivale a que para todo z ∈ P [I] se
verifique

qαS,T (z)+ηS (z|S)+ηT (z/S) = qηI(z)+α
′
S,T (z).

Por otro lado, evaluando la igualdad α+ dη = α′ en una descomposición I = S ⊔ T
y en un z ∈ P [I], obtenemos que

αS,T (z) + ηT (z/S)− ηI(z) + ηS(z|S) = α′
S,T (z),

de lo cual se deduce inmediatamente la igualdad que queremos.
Ahora, la compatibilidad de f η con las counidades es equivalente a la conmutatividad
del siguiente diagrama:

p[∅]
fη
∅ //

εα
∅ ""E

EE
EE

EE
E

q[∅]

εα
′

∅
��
k.

Evaluando en elementos de la base, esto equivale a que para todo z ∈ P [∅] se verifique

qη∅(z)−α
′
∅,∅

(z) = q−α∅,∅(z).

Por otro lado, evaluando la igualdad α + dη = α′ en la descomposición ∅ = ∅ ⊔ ∅ y
en un z ∈ P [∅], y usando que z|∅ = z = z/∅, obtenemos que

α∅,∅(z) + η∅(z) = α′
∅,∅(z),

de lo cual se deduce inmediatamente la igualdad que queremos.
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Corolario 4.1.8. Si q es invertible, la asignación α 7→ (p,∆α, εα) induce una fun-
ción que lleva elementos de H2(P,Z) en clases de isomorfismo de q-torcimientos del
comonoide (p,∆, ε).

Observación 4.1.9. Decimos que un 2-cociclo γ es normalizado si

γ∅,I(z) = γI,∅(z) = 0, ∀z ∈ P [I].

Si γ es normalizado, se verifica directamente que la comultiplicación de cualquier
q-torcimiento por γ sigue teniendo a ε como counidad.
Por otra parte, dado un 2-cociclo α, consideremos cualquier 1-cocadena η que veri-
fique

η∅(x) = α∅,∅(x), ∀x ∈ P [∅]

(por ejemplo, podemos definirlo de esta forma en P [∅] y como 0 en P [I] si I 6= ∅).
Sea el 2-cociclo γ definido por

γ = α− dη,

con lo cual las clases de γ y α en H2(P,Z) coinciden. Ahora, evaluando la igualdad
anterior para z ∈ P [I] cualquiera y la descomposición I = I ⊔ ∅, obtenemos que

γI,∅(z) = αI,∅(z)− η∅(z/I) + ηI(z)− ηI(z|I) = αI,∅(z)− α∅,∅(z/I),

dado que por la condición de counidad vale que z|I = z. Del hecho de que α es un
cociclo, evaluando en z y la descomposición I = I ⊔ ∅ ⊔ ∅ obtenemos que

dαI,∅,∅(z) = α∅,∅(z/I)− αI,∅(z) + αI,∅(z)− αI,∅(z|I) = 0,

de donde
γI,∅(z) = αI,∅(z)− α∅,∅(z/I) = 0.

De forma similar, evaluando respectivamente en descomposiciones I = ∅ ⊔ I e I =
∅ ⊔ ∅ ⊔ I obtenemos que γ∅,I(z) = 0, de lo cual deducimos que γ es normalizado.
En conclusión, cualquier clase en H2(P,Z) tiene un representante normalizado. Si q
es invertible, esto nos dice que cualquier q-torcimiento de (p,∆, ε) es isomorfo como
comonoide a un q-torcimiento que también tiene a ε como counidad.

Ejemplo 4.1.10. Del cálculo de la cohomoloǵıa del comonoide E en el Ejemplo 3.2.3
obtenemos que H2(E,Z) = 0, por lo cual el comonoide E no admite q-torcimientos
no triviales, es decir, que no sean isomorfos a (E,∆, ε).

Ejemplo 4.1.11. Consideremos la especie L y tomemos q = 0 y α = Sch el cociclo
de Schubert definido en el Ejemplo 3.2.5. Al estar definido como el cardinal de un
conjunto, sabemos que Sch solamente toma valores no negativos. Por otra parte, si
η es una 1-cocadena, para cualquier descomposición I = S ⊔ T y cualquier l ∈ L[I]
vale que

dηS,T (l) = ηT (l|T )− ηI(l) + ηS(l|S) = dηT,S(l).

Esta condición de simetŕıa claramente no es verificada por Sch, con lo cual Sch no
es un 2-coborde.
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Ahora, sea I = S ⊔ T una descomposición y l un orden total en I. Asumiendo la
convención de que 00 = 1 , entonces ∆Sch

S,T (l) 6= 0 si y solamente si SchS,T (l) = 0, esto
es, si no existen s ∈ S y t ∈ T tales que t < s según l. Entonces

∆Sch
S,T (l) =

{

l|S ⊗ l|T si ∀s ∈ S, t ∈ T s < t según l,
0 en caso contrario.

Con lo cual ∆Sch = ∆, la comultiplicación del comonoide L∗ que definimos en el
Ejemplo 1.2.14.
Además Sch∅,∅((∅)) = 0, con lo cual εSch = ε.
Entonces el comonoide L∗ es un 0-torcimiento del comonoide L.

4.2. Torcimiento de asociadores y H3.

Hasta el momento veńıamos trabajando con categoŕıas monoidales para las cuales
las transformaciones naturales de asociatividad y unidad son “cambios de parénte-
sis”, por lo cual simplemente no las hab́ıamos mencionado. En esta sección torce-
remos esas transformaciones naturales, y por eso necesitamos la definición de cate-
goŕıa monoidal. Algunos de los primeros art́ıculos sobre categoŕıas monoidales son
de Bénabou [Bén65], Kelly [Kel64] y Mac Lane [ML63].

Definición 4.2.1. Una categoŕıa monoidal es una séxtupla (C, ⋄, I,Φ, λ, ρ) donde:

C es una categoŕıa,

⋄ : C× C → C es un functor,

I es un objeto de C (que llamaremos neutro de ⋄),

Φ : ⋄(⋄×idC) ⇒ ⋄(idC×⋄) es un isomorfismo natural, que llamamos asociador,
dado en objetos por morfismos en C

ΦA,B,C : (A ⋄B) ⋄ C → A ⋄ (B ⋄ C),

λ : ⋄(I × idC) ⇒ idC y ρ : ⋄(idC × I) ⇒ idC son isomorfismos naturales dados
en objetos por morfismos en C

λA : I ⋄A→ A, ρA : A ⋄ I → A,

tales que para todos A,B,C,D objetos de C se verifica el siguiente diagrama pen-
tagonal

((A ⋄B) ⋄ C) ⋄D
ΦA⋄B,C,D//

ΦA,B,C⋄idD
��

(A ⋄B) ⋄ (C ⋄D)
ΦA,B,C⋄D// A ⋄ (B ⋄ (C ⋄D))

(A ⋄ (B ⋄ C)) ⋄D
ΦA,B⋄C,D

// A ⋄ ((B ⋄ C) ⋄D),

idA⋄ΦB,C,D

OO
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y para todos A,B objetos de C se verifica el siguiente diagrama triangular

(A ⋄ I) ⋄B
ΦA,I,B//

ρA⋄idB ((PP
PPP

PPP
PPP

A ⋄ (I ⋄B)

idA⋄λB
��

A ⋄B.

Es claro que un ejemplo de categoŕıa monoidal es (Vectk,⊗, k,Φ, λ, ρ), donde
ΦU,V,W ((u⊗ v)⊗w) = u⊗ (v⊗w), λU(t⊗u) = tu = ρU(u⊗ t). De forma análoga, la
categoŕıa de especies tiene estructuras monoidales con el producto de Hadamard y
con el de Cauchy, tal como vimos en las Definiciones 1.2.1 y 1.2.2 respectivamente.

Definición 4.2.2. Sean (C, ⋄, I,Φ, λ, ρ) y (C′, ⋄′, I ′,Φ′, λ′, ρ′) dos categoŕıas monoi-
dales. Un functor monoidal fuerte de C a C

′ es una terna (F, ψ, ψ0) donde

F : C → C′ es un functor,

ψ : ⋄′(F ×F ) ⇒ F (⋄) es un isomorfismo natural, dado en objetos por isomor-
fismos en C′

ψA,B : F (A) ⋄′ F (B) → F (A ⋄B),

ψ0 : I
′ → F (I) es un isomorfismo en C′,

tales que para todos A,B,C ∈ C conmuta el siguiente diagrama

(F (A) ⋄′ F (B)) ⋄′ F (C)
Φ′
F (A),F (B),F (C)

//

ψA,B⋄′idF (C)

��

F (A) ⋄′ (F (B) ⋄′ F (C))

idF (A)⋄
′ψB,C

��
F (A ⋄B) ⋄′ F (C)

ψA⋄B,C

��

F (A) ⋄′ F (B ⋄ C)

ψA,B⋄C

��
F ((A ⋄B) ⋄ C)

F (ΦA,B,C)
// F (A ⋄ (B ⋄ C)),

y tales que para todo A ∈ C conmutan los siguientes diagramas

I ′ ⋄′ F (A)
λ′
F (A) //

ψ0⋄′idF (A)

��

F (A) F (A) ⋄′ I ′
ρ′
F (A)oo

idF (A)⋄
′ψ0

��
F (I) ⋄′ F (A)

ψI,A

��

F (A) ⋄′ F (I)

ψA,I

��
F (I ⋄ A)

F (λA)

@@������������������
F (A ⋄ I).

F (ρA)

^^<<<<<<<<<<<<<<<<<<

A continuación, para los casos de cohomoloǵıa de grupos y de especies, mostrare-
mos categoŕıas monoidales con sus asociadores “usuales”, cuya estructura torceremos
mediante 3-cociclos, y encontraremos functores monoidales fuertes entre torcimien-
tos por 3-cociclos que difieran en un 3-coborde.
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4.2.1. En cohomoloǵıa de grupos

Sea (Γ, ·, e) un grupo. En esta parte repasaremos un resultado sobre el uso de
3-cociclos para torcer el asociador usual de la categoŕıa de espacios Γ-graduados.

Definición 4.2.3. Llamamos VectΓ a la categoŕıa cuyos objetos son los espacios
vectoriales Γ-graduados,

V =
⊕

g∈Γ

Vg,

y cuyos morfismos son las transformaciones lineales que preservan graduación,

f : V →W : f(Vg) ⊆ Wg, ∀g ∈ Γ.

Observar que si U y V son dos espacios vectoriales Γ-graduados, entonces U ⊗V
también es Γ-graduado:

U ⊗ V =
⊕

g∈Γ

(U ⊗ V )g, donde (U ⊗ V )g =
⊕

a,b∈Γ
ab=g

Ua ⊗ Vb.

Claramente k es Γ-graduado con ke = k y kg = 0 si g 6= e. Además, el asociador
usual ΦU,V,W : (U ⊗ V )⊗W → U ⊗ (V ⊗W ), y los isomorfismos λV : V ⊗ k → V y
ρV : k⊗ V → V preservan graduación.

Por lo tanto tenemos que (VectΓ,⊗, k,Φ, λ, ρ) es una categoŕıa monoidal.

Proposición 4.2.4. Sean q ∈ k invertible y α : Γ × Γ × Γ → Z una 3-cocadena.
Consideremos la transformación natural Φα tal que dados U, V,W ∈ VectΓ,
ΦαU,V,W : (U ⊗ V )⊗W → U ⊗ (V ⊗W ) es el morfismo en VectΓ dado por

ΦαU,V,W ((u⊗ v)⊗ w) = qα(a,b,c)u⊗ (v ⊗ w), ∀u ∈ Ua, v ∈ Vb, w ∈ Wc.

Entonces:

Si α es un 3-cociclo, Φα verifica el diagrama pentagonal.

Si q no es una ráız de la unidad en k, vale el rećıproco de la afirmación
anterior.

Si α es un 3-cociclo, sean λα y ρα transformaciones naturales tales que
λαU : k⊗ U → U y ραU : U ⊗ k → U quedan respectivamente definidas por

λαU(t⊗ u) = q−α(e,e,a)tu, ∀t ∈ k, u ∈ Ua,

ραU (u⊗ t) = qα(a,e,e)tu, ∀t ∈ k, u ∈ Ua.

Entonces Φα, λα y ρα verifican el diagrama triangular.
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Demostración: Si α es un 3-cociclo, para todos a, b, c, d ∈ Γ vale la siguiente
igualdad

α(b, c, d)− α(ab, c, d) + α(a, bc, d)− α(a, b, cd) + α(a, b, c) = 0. (4.2)

Dados U, V,W,X ∈ VectΓ, el diagrama pentagonal que debe verificar Φα es el
siguiente

((U ⊗ V )⊗W )⊗X
Φα
U⊗V,W,X//

Φα
U,V,W ⊗idX

��

(U ⊗ V )⊗ (W ⊗X)
Φα
U,V,W⊗X// U ⊗ (V ⊗ (W ⊗X))

(U ⊗ (V ⊗W ))⊗X
Φα

U,V⊗W,X

// U ⊗ ((V ⊗W )⊗X).

idU⊗Φα
V,W,X

OO

Para todos a, b, c, d ∈ Γ, evaluando ambas composiciones en un tensor elemental de
elementos homogéneos ((u⊗ v)⊗ w)⊗ x, donde u ∈ Ua, v ∈ Vb, w ∈ Wc, x ∈ Xd, la
conmutatividad del diagrama es equivalente a

qα(ab,c,d)+α(a,b,cd) = qα(a,b,c)+α(a,bc,d)+α(b,c,d),

la cual se deduce inmediatamente de la ecuación (4.2). Si además q no es una ráız
de la unidad, la implicancia rećıproca también es cierta.
Ahora, dados U, V ∈ VectΓ, el diagrama triangular a verificar por Φα, λα y ρα es el
siguiente

(U ⊗ k)⊗ V
Φα

U,k,V //

ραU⊗idV ((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

Q
U ⊗ (k⊗ V )

idU⊗λαV
��

U ⊗ V.

Para todos a, b ∈ Γ, evaluando ambas composiciones en un tensor elemental de ele-
mentos homogéneos (u⊗ t)⊗ v, donde u ∈ Ua, v ∈ Vb, t ∈ k = ke, la conmutatividad
del diagrama es equivalente a

qα(a,e,b)−α(e,e,b) = qα(a,e,e),

la cual se deduce inmediatamente de la ecuación (4.2) evaluada en los elementos
a, e, e, b.

En consecuencia, si α es un 3-cociclo, (VectΓ,⊗, k,Φ
α, λα, ρα) es una categoŕıa mo-

noidal. Decimos que la categoŕıa monoidal (VectΓ,⊗, k,Φ
α, λα, ρα) es un q-torcimiento

de la categoŕıa monoidal (VectΓ,⊗, k,Φ, λ, ρ).

Proposición 4.2.5. Sean α, α′ son dos 3-cociclos tales que α = α′ + dη para cierta
2-cocadena η : Γ × Γ → Z. Si q es invertible, sea ψη : ⊗ ⇒ ⊗ la transformación
natural dada por

ψηU,V (u⊗ v) = qη(a,b)u⊗ v, ∀u ∈ Ua, v ∈ Vb,
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y sea ψη0 : k → k definida por

ψη0(t) = q−η(e,e)t, ∀t ∈ k.

Entonces la terna (idVectΓ, ψ
η, ψη0) es un functor monoidal fuerte entre las categoŕıas

monoidales (VectΓ,⊗, k,Φ
α, λα, ρα) y (VectΓ,⊗, k,Φ

α′

, λα
′

, ρα
′

). Además, al ser el
functor la identidad, (idVectΓ , ψ

η, ψη0) resulta una equivalencia de categoŕıas monoi-
dales.

Demostración: Dados U, V,W ∈ VectΓ, el diagrama de compatibilidad de ψη con
los asociadores es el siguiente

(U ⊗ V )⊗W
Φα′

U,V,W//

ψη
U,V ⊗idW

��

U ⊗ (V ⊗W )

idU⊗ψη
V,W

��
(U ⊗ V )⊗W

ψη
U⊗V,W

��

U ⊗ (V ⊗W )

ψη
U,V ⊗W

��
(U ⊗ V )⊗W

Φα
U,V,W

// U ⊗ (V ⊗W ).

Para todos a, b, c ∈ Γ, evaluando ambas composiciones en un tensor elemental de
elementos homogéneos (u⊗v)⊗w, donde u ∈ Ua, v ∈ Vb, w ∈ Wc, la conmutatividad
del diagrama es equivalente a

qα
′(a,b,c)+η(b,c)+η(a,bc) = qη(a,b)+η(ab,c)+α(a,b,c),

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad α = α′+dη en los elementos
a, b, c.
Ahora, dado U ∈ VectΓ, el diagrama de compatibilidad para ψη0 es el siguiente

k⊗ U
λα

′

U //

ψη
0⊗idU

��

U U ⊗ k
ρα

′

Uoo

idU⊗ψη
0

��
k⊗ U

ψη
k,U

��

U ⊗ k

ψη
U,k

��
k⊗ U

λαU

EE����������������
U ⊗ k.

ραU

ZZ4444444444444444

Para todo a ∈ Γ, evaluando en un tensor elemental de elementos homogéneos t⊗ u,
donde t ∈ k = ke, u ∈ Ua, la conmutatividad de la parte izquierda del diagrama es
equivalente a

q−α
′(e,e,a) = q−η(e,e)+η(e,a)−α(e,e,a),

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad α = α′+dη en los elementos
e, e, a.
Para todo a ∈ Γ, evaluando en un tensor elemental de elementos homogéneos u⊗ t,
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donde u ∈ Ua, t ∈ k = ke, la conmutatividad de la parte derecha del diagrama es
equivalente a

qα
′(a,e,e) = q−η(e,e)+η(a,e)+α(a,e,e),

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad α = α′+dη en los elementos
a, e, e.

Corolario 4.2.6. La asignación α 7→ (VectΓ,⊗, k,Φ
α, λα, ρα) induce una función

que lleva elementos de H3(Γ,Z) en clases de equivalencia por functores monoidales
fuertes de los q-torcimientos de la categoŕıa monoidal (VectΓ,⊗, k,Φ, λ, ρ) .

4.2.2. En cohomoloǵıa de especies

Lo primero que haremos en esta parte es mostrar un contexto análogo al de
los espacios vectoriales graduados sobre un grupo. Vamos a definir una categoŕıa
monoidal que luego torceremos con 3-cociclos.

Definición 4.2.7. Sea P una especie conjuntista. La categoŕıa de elementos de
P , que llamaremos El(P ), es la categoŕıa que tiene por objetos los pares (I, z) para
cada conjunto finito I y cada z ∈ P [I], y los siguientes morfismos:

HomEl(P ) ((I, z), (J, w)) = {σ : I → J biyección : P [σ](z) = w}.

La categoŕıa de especies P -graduadas, que llamaremos SpP , es la categoŕıa de
functores de El(P ) a Vectk.

Observación 4.2.8. Concretamente, dar una especie P -graduada V es dar para
cada conjunto finito I y cada z ∈ P [I] un espacio vectorial V[I, z], y para cada
morfismo σ ∈ HomEl(P ) ((I, z), (J, w)) una transformación lineal V[σ], tales que se
respeten las identidades y la composición como en la observación 1.1.2.

Observación 4.2.9. Si V es una especie P -graduada, podemos definir una especie,
que llamaremos también V, de la siguiente forma:

V[I] =
⊕

z∈P [I]

V[I, z], para cada I;

V[σ] =
⊕

z∈P [I]

V[σz], para cada σ : I → J , donde σz es σ vista como elemento

de HomEl(P )((I, z), (J, P [σ](z))).

Esto nos permite pensar una especie P -graduada como una especie V en donde
para cada I el espacio V[I] está graduado por el conjunto P [I], y tal que para
cada σ la transformación lineal V[σ] lleva componentes homogéneas en componentes
homogéneas, induciendo la misma biyección que P [σ].

Definición 4.2.10. Si P es un comonoide conjuntista, esto es, (p = kP,∆, ε) es un
comonoide linealizado, podemos definir una estructura monoidal en SpP . Dadas dos
especies P -graduadas V y W, la especie P -graduada V ∗W viene dada por
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(V ∗W)[I, z] =
⊕

S⊆I

V[S, z|S]⊗W[I \ S, z/S], para cada I y cada z ∈ P [I];

(V ∗W)[σ] =
⊕

S⊆I

V[σS]⊗W[σI\S], para cada σ ∈ HomEl(P ) ((I, z), (J, w)),

donde por la naturalidad de la comultiplicación (igualdades (1.6) y (1.7)) podemos
considerar σS ∈ HomEl(P )

(

(S, z|S), (σ(S), w|σ(S))
)

y
σI\S ∈ HomEl(P )

(

(I \ S, z/S), (σ(I \ S), w/σ(S))
)

.
Dados morfismos de especies P -graduadas f : V1 → V2, g : W1 → W2, definimos
f ∗ g : V1 ∗W1 → V2 ∗W2 como

(f ∗ g)[I, z] =
⊕

S⊆I

f [S, z|S]⊗ g[I \ S, z/S ].

Para definir el asociador, dadas U,V,W ∈ SpP escribamos el resultado de las
dos formas de multiplicarlas:

((U ∗V) ∗W)[I, z] =
⊕

T⊆I

(U ∗V)[I \ T, z|I\T ]⊗W[T, z/I\T ]

=
⊕

R⊔S⊔T=I

(U[R, (z|R⊔S)|R]⊗V[S, (z|R⊔S)/R]])⊗W[T, z/R⊔S];

(U ∗ (V ∗W))[I, z] =
⊕

R⊆I

U[R, z|R]⊗ (V ∗W)[I \R, z/R]

=
⊕

R⊔S⊔T=I

U[R, z|R]⊗ (V[S, (z/R)|S]⊗W[T, (z/R)/S]).

Notemos que, por las igualdades de la Observación 1.3.8 provenientes de la coaso-
ciatividad de ∆, los sumandos de cada expresión correspondientes a la misma des-
composición I = R ⊔ S ⊔ T son iguales salvo un cambio de paréntesis, con lo cual
podemos definir un asociador ΦU,V,W que en cada componente es el asociador usual
de Vectk. Esto es, ΦU,V,W((u⊗ v)⊗ w) = u⊗ (v ⊗ w).
El neutro de este producto es la especie P -graduada que denominamos 1P , definida
de la siguiente manera:1[∅, z] = k para todo z ∈ P [∅] y 1[I, z] = 0 siempre que I 6= ∅ ;1[id∅] = idk y 1[σ] = 0 para toda σ ∈ HomEl(P )((I, z), (J, w)) si I 6= ∅.

Dada una especie P -graduada U,

(1P ∗U)[I, z] =
⊕

S⊆I

1P [S, z|s]⊗U[I \ S, z/S ] = k⊗U[I, z],

con lo cual para definir λU : 1P ∗U → U alcanza con definir λU(t⊗ u) = tu, ∀u ∈
U[I, z], t ∈ k.
De la misma forma,

(U ∗ 1P )[I, z] =⊕
S⊆I

U[S, z|s]⊗ 1P [I \ S, z/S ] = U[I, z]⊗ k,
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con lo cual para definir ρU : U ∗ 1P → U alcanza con definir ρU(u⊗ t) = tu, ∀u ∈
U[I, z], t ∈ k.
Es fácil deducir que (SpP , ∗,1P ,Φ, λ, ρ) es una categoŕıa monoidal, dado que su
estructura monoidal es “componente a componente” la de (Vectk,⊗, k,Φ, λ, ρ). Esta
es la estructura monoidal que vamos a torcer mediante 3-cociclos.

Proposición 4.2.11. Sean q ∈ k invertible y α ∈ C3(P,Z) una 3-cocadena. Consi-
deremos la transformación natural Φα tal que dados U,V,W ∈ SpP ,
ΦαU,V,W : (U ∗V) ∗W → U ∗ (V ∗W) es el morfismo en SpP dado por

ΦαU,V,W((u⊗ v)⊗ w) = qαR,S,T (z)u⊗ (v ⊗ w),

∀u ∈ U[R, (z|R⊔S)|R], v ∈ V[S, (z/R)|S], w ∈ W[T, z/R⊔S].

Entonces:

Si α es un 3-cociclo, Φα verifica el diagrama pentagonal.

Si q no es una ráız de la unidad en k, vale el rećıproco de la afirmación
anterior.

Si α es un 3-cociclo, sean λα y ρα transformaciones naturales tales que
λαU : 1P ∗U → U y ραU : U ∗ 1P → U quedan respectivamente definidas por

λαU(t⊗ u) = q−α∅,∅,I(z)tu, ∀t ∈ k, u ∈ U[I, z],

ραU(u⊗ t) = qαI,∅,∅(z)tu, ∀t ∈ k, u ∈ U[I, z].

Entonces Φα, λα y ρα verifican el diagrama triangular.

Demostración: Por un lado, que α sea un 3-cociclo es equivalente a que para
toda descomposición I = Q ⊔R ⊔ S ⊔ T y todo z ∈ P [I] se verifique

αR,S,T (z/Q)−αQ⊔R,S,T (z)+αQ,R⊔S,T (z)−αQ,R,S⊔T (z)+αQ,R,S(z|Q⊔R⊔S) = 0. (4.3)

Por otro lado, dadas U,V,W,X ∈ SpP el diagrama pentagonal a verificar es el
siguiente:

((U ∗V) ∗W) ∗X
Φα
U∗V,W,X//

Φα
U,V,W∗idX

��

(U ∗V) ∗ (W ∗X)
Φα
U,V,W∗X// U ∗ (V ∗ (W ∗X))

(U ∗ (V ∗W)) ∗X
Φα

U,V∗W,X

// U ∗ ((V ∗W) ∗X).

idU∗Φα
V,W,X

OO

Tomando componentes (I, z), una descomposición I = Q ⊔ R ⊔ S ⊔ T y eva-
luando en un tensor elemental ((u ⊗ v) ⊗ w) ⊗ x ∈ ((U[Q, ((z|Q⊔R⊔S)|Q⊔R)|Q] ⊗
V[R, ((z|Q⊔R⊔S)|Q⊔R)/Q])⊗W[S, (z|Q⊔R⊔S)/Q⊔R])⊗X[T, z/Q⊔R⊔S], la conmutativi-
dad del diagrama es equivalente a

qαQ⊔R,S,T (z)+αQ,R,S⊔T (z) = qαQ,R,S(z|Q⊔R⊔S)+αQ,R⊔S,T (z)+αR,S,T (z/Q)
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Es inmediato ver que la ecuación (4.3) implica estas igualdades, y que además si q
no es una ráız de la unidad también se cumple la implicancia rećıproca.
Ahora, dadas U,V ∈ SpP , el diagrama triangular a verificar por Φα, λα y ρα es el
siguiente

(U ∗ 1P ) ∗VΦα
U,1P ,V//

ρα
U
∗idV ((RR

RRR
RRR

RRR
R

U ∗ (1P ∗V)

idU∗λα
V

��
U ∗V.

Tomando componentes (I, z) y una descomposición I = S ⊔ ∅ ⊔ T y evaluando
ambas composiciones en un tensor elemental (u ⊗ t) ⊗ v, donde u ∈ U[S, z|S ], t ∈1P [∅, (z/S)|∅], v ∈ V[T, z/S], la conmutatividad del diagrama es equivalente a

qαS,∅,T (z)−α∅,∅,T (z/S) = qαS,∅,∅(z|S),

la cual se deduce inmediatamente de la ecuación (4.3) evaluada enz ∈ P [I] para una
descomposición I = S ⊔ ∅ ⊔ ∅ ⊔ T .

En consecuencia, si α es un 3-cociclo, (SpP , ∗,1P ,Φα, λα, ρα) es una categoŕıa monoi-
dal. Decimos que la categoŕıa monoidal (SpP , ∗,1P ,Φα, λα, ρα) es un q-torcimiento
de la categoŕıa monoidal (SpP , ∗,1P ,Φ, λ, ρ).
Proposición 4.2.12. Sean α, α′ son dos 3-cociclos tales que α = α′+dη para cierta
2-cocadena η ∈ C2(P,Z). Si q es invertible, sea ψη : ∗ ⇒ ∗ la transformación natural
dada por

ψηU,V(u⊗ v) = qηS,T (z)u⊗ v, ∀u ∈ U[S, z|S ], v ∈ V[T, z/S],

y sea ψη0 : 1P → 1P definida por

ψη0(t) = q−η∅,∅(z)t, ∀t ∈ 1P [∅, z].
Entonces la terna (idSpP , ψ

η, ψη0) es un functor monoidal fuerte entre las categoŕıas
monoidales (SpP , ∗,1P ,Φα, λα, ρα) y (SpP , ∗,1P ,Φα′

, λα
′

, ρα
′

). Además, al ser el fun-
ctor la identidad, (idSpP

, ψη, ψη0) resulta una equivalencia de categoŕıas monoidales.

Demostración: Dadas U,V,W ∈ SpP , el diagrama de compatibilidad de ψη con
los asociadores es el siguiente

(U ∗V) ∗W
Φα′

U,V,W//

ψη
U,V∗idW

��

U ∗ (V ∗W)

idU∗ψη
V,W

��
(U ∗V) ∗W

ψη
U∗V,W

��

U ∗ (V ∗W)

ψη
U,V∗W

��
(U ∗V) ∗W

Φα
U,V,W

// U ∗ (V ∗W).
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Tomando componentes (I, z) y evaluando ambas composiciones en un tensor ele-
mental (u⊗ v)⊗w, donde u ∈ U[R, (z|R⊔S)|R], v ∈ V[S, (z/R)|S], w ∈ W[T, z/R⊔S],
la conmutatividad del diagrama es equivalente a

qα
′
R,S,T (z)+ηS,T (z/R)+ηR,S⊔T (z) = qηR,S(z R⊔S)+ηR⊔S,T (z)+αR,S,T (z),

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad α = α′ + dη en z ∈ P [I]
para una descomposición I = R ⊔ S ⊔ T .
Ahora, dada U ∈ SpP , el diagrama de compatibilidad para ψη0 es el siguiente1P ∗ U

λα
′

U //

ψη
0∗idU

��

U U ∗ 1Pρα
′

Uoo

idU∗ψη
0

��1P ∗ U

ψη1P ,U

��

U ∗ 1P
ψη
U,1P

��1P ∗ U

λαU

EE
















U ∗ 1P .ραU

ZZ4444444444444444

Tomando componentes (I, z) y evaluando en un tensor elemental t ⊗ u, donde
t ∈ 1P [∅, z|∅], u ∈ U[I, z], la conmutatividad de la parte izquierda del diagrama
es equivalente a

q−α
′
∅,∅,I

(z) = q−η∅,∅(z|∅)+η∅,I (z)−α∅,∅,I(z),

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad α = α′ + dη en z ∈ P [I]
para la descomposición I = ∅ ⊔ ∅ ⊔ I.
Tomando componentes (I, z) y evaluando en un tensor elemental u ⊗ t, donde
u ∈ U[I, z], t ∈ 1P [∅, z/I ], la conmutatividad de la parte derecha del diagrama
es equivalente a

qα
′
I,∅,∅

(z) = q−η∅,∅(z/I )+ηI,∅(z)+αI,∅,∅(z),

lo cual se deduce inmediatamente de evaluar la igualdad α = α′ + dη en z ∈ P [I]
para la descomposición I = I ⊔ ∅ ⊔ ∅.

Corolario 4.2.13. La asignación α 7→ (SpP , ∗,1P ,Φα, λα, ρα) induce una función
que lleva elementos de H3(P,Z) en clases de equivalencia por functores monoidales
fuertes de los q-torcimientos de la categoŕıa monoidal (SpP , ∗,1P ,Φ, λ, ρ) .
Ejemplo 4.2.14. Consideremos el comonoide E = kE. Los objetos de la categoŕıa
El(E) son simplemente pares (I, ∗I) para cada conjunto finito I, y toda biyección
σ : I → J cumple que E[σ](∗I) = ∗J , con lo cual para todo I, J ∈ Set× vale que
HomEl(E)((I, ∗I), (J, ∗J)) ≃ HomSet×(I, J), esto es, las categoŕıas El(E) y Set× son
isomorfas. Tomando categoŕıas de functores de estas especies a Vectk, obtenemos
que las categoŕıas SpE y Spk son isomorfas. Identificando objetos de una y de otra,
además se puede verificar que para todo par de objetos V,W vale que V ∗ W =
V ·W, y que 1E = 1.
Por otra parte, del cálculo de la cohomoloǵıa de E en el Ejemplo 3.2.3 obtenemos que
H3(E,Z) = 0, por lo cual la estructura monoidal de SpE no admite q-torcimientos
no triviales. En consecuencia, no se puede torcer no trivialmente de esta forma el
asociador usual del producto de Cauchy en Spk.
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Caṕıtulo 5

Producto cup.

En varios contextos donde existe una noción de cohomoloǵıa (por ejemplo grupos
y espacios topológicos), se tiene también un producto llamado “producto cup”, ∪ :

Hn × Hm → Hn+m, que le da a H =
⊕

n∈N

Hn estructura de anillo graduado. Las

primeras definiciones de este producto aparecieron en los trabajos de Eilenberg y
Mac Lane ([EM47]), Whitney ([Whi38]) y Čech ([Čec37]).

Sea X un anillo cosimplicial dado por anillos {(Cn, µn, 1n)}n∈N y morfismos de
anillos {∂in}n∈N,i∈[n+1], {σ

i
n}n∈N,i∈[n]. En este caṕıtulo mostraremos cómo definir un

producto con el cual el complejo de cocadenas asociado tiene estructura de ani-
llo diferencial graduado. Esto induce un producto en la cohomoloǵıa asociada al
complejo, que llamamos producto cup. En particular, al final veremos el caso de la
cohomoloǵıa de un comonoide linealizado en especies.

5.1. Definición del producto cup.

Comencemos considerando para cada par (m,n) ∈ N× N los morfismos
ιn,m : Cn → Cn+m y τn,m : Cm → Cn+m dados por

ιn,m = ∂n+mn+m−1 ◦ · · · ◦ ∂
n+2
n+1 ◦ ∂

n+1
n ,

τn,m = ∂0m+n−1 ◦ · · · ◦ ∂
0
m+1 ◦ ∂

0
m.

Esto es, ιn,m es la imagen por el functorX de la única función estrictamente creciente
que manda el conjunto [n] en {0, . . . , n} ⊆ [n+m], y τn,m es la imagen por el functor
X de la función estrictamente creciente que manda el conjunto [m] en {m, . . . , n +
m} ⊆ [n+m].
De las relaciones verificadas por las cocaras y codegeneraciones de la Proposición
2.1.6, obtenemos que

∂in+m ◦ ιn,m =

{

ιn+1,m ◦ ∂in si i ≤ n + 1

ιn,m+1 si i ≥ n,
(5.1)

∂in+m ◦ τn,m =

{

τn,m+1 ◦ δ
i−n
m si i ≥ n

τn+1,m si i ≤ n.
(5.2)
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Definición 5.1.1. Para cada par (m,n) ∈ N× N definimos el producto
∪n,m : Cn × Cm → Cn+m mediante la igualdad

∪n,m = µm+n ◦ (ιn,m ⊗ τn,m).

Mientras no genere confusión, escribiremos ∪ en vez de ∪n,m. Si escribimos
µn+m(x⊗ y) = xy, dados α ∈ Cn and β ∈ Cm vale que

α ∪ β = ιn,m(α)τn,m(β).

Teorema 5.1.2. El producto ∪ es asociativo en el siguiente sentido: sean α ∈
Cn, β ∈ Cm, γ ∈ C l, entonces

(α ∪n,m β) ∪m+n,l γ = α ∪n,m+l (β ∪m+l γ).

Demostración: El miembro izquierdo de la igualdad es

(α ∪n,m β) ∪m+n,l γ = ιn+m,l((ιn,m(α)τn,m(β)))τn+m,l(γ)

= (ιn+m,l(ιn,m(α)))(ιn+m,l(τn,m(β)))τn+m,l(γ),

esto último porque ιn+m,l es morfismo de anillos.
El miembro derecho de la igualdad es

α ∪n,m+l (β ∪m+l γ) = ιn,m+l(α)τn,m+l(ιm,l(β)τm,l(γ))

= ιn,m+l(α)(τn,m+l(ιm,l(β)))(τn,m+l(τm,l(γ))),

esto último porque τn,m+l es morfismo de anillos.
Por otra parte, tenemos que

ιn+m,l ◦ ιn,m = ιn,m+l, ambas son la imagen por X de la función estrictamente
creciente que manda [n] en {0, . . . , n} ⊆ [n+m+ l],

ιn+m,l ◦ τn,m = τn,m+l ◦ ιm,l, ambas son la imagen por X de la función estricta-
mente creciente que manda [m] en {n, . . . , n+m} ⊆ [n+m+ l],

τn+m,l = τn,m+l ◦ τm,l, ambas son la imagen por X de la función estrictamente
creciente que manda [l] en {m+ n, . . . , m+ n + l} ⊆ [n+m+ l],

de lo cual evaluando respectivamente en α, β, γ y multiplicando en Cn+m+l conclui-
mos la igualdad que queŕıamos demostrar.

El siguiente resultado es conocido en contextos similares como regla de Leibniz
graduada.

Teorema 5.1.3. Para cada par (m,n) ∈ N× N vale que

dn+m ◦ ∪n,m = ∪n+1,m ◦ (dn ⊗ id) + (−1)n ∪n,m+1 ◦(id⊗ dm).

Esto es, si α ∈ Cn y β ∈ Cm, entonces

d(α ∪ β) = (dα) ∪ β + (−1)nα ∪ (dβ).
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Demostración:

dn+m ◦ ∪n,m =

n+m+1
∑

i=0

(−1)i∂in+m ◦ ∪n,m =

n+m+1
∑

i=0

(−1)i∂in+m ◦ µn+m ◦ (ιn,m ⊗ τn,m) =

(porque ∂in+m es un morfismo de anillos)

=

n+m+1
∑

i=0

(−1)iµn+m+1 ◦
(

∂in+m ◦ ιn,m ⊗ ∂in+m ◦ τn,m
)

.

Por los casos i ≤ n de las ecuaciones (5.1) y (5.2), vale que

n
∑

i=0

(−1)iµn+m+1

(

∂in+m ◦ ιn,m ⊗ ∂in+m ◦ τn,m
)

=

=
n
∑

i=0

(−1)iµn+m+1

(

ιn+1,m ◦ ∂in ⊗ τn+1,m

)

= µn+m+1

(

ιn+1,m

(

n
∑

i=0

(−1)i∂in

)

⊗ τn+1,m

)

= µn+m+1

(

ιn+1,m

(

n+1
∑

i=0

(−1)i∂in

)

⊗ τn+1,m

)

− (−1)n+1µn+m+1ιn+1,m∂
n+1
n

= ∪n+1,m(dn ⊗ id) + (−1)nµn+m+1(ιn+1,m∂
n+1
n ⊗ τn+1,m). (5.3)

Similarmente, por los casos i ≥ n+ 1 de las ecuaciones (5.1) y (5.2), vale que

n+m+1
∑

i=n+1

(−1)iµn+m+1

(

∂in+mιn,m)⊗ ∂in+mτn,m
)

=

=

n+m+1
∑

i=n+1

(−1)iµn+m+1

(

ιn,m+1 ⊗ τn,m+1∂
i−n
m

)

=
m+1
∑

j=1

(−1)n+jµn+m+1

(

ιn,m+1 ⊗ τn,m+1∂
j
m

)

= (−1)nµn+m+1

(

ιn,m+1 ⊗ τn,m+1

(

m+1
∑

j=1

(−1)j∂jm

))

= (−1)nµn+m+1

(

ιn,m+1 ⊗ τn,m+1

(

m+1
∑

j=0

(−1)j∂jm

))

− (−1)nµn+m+1(ιn,m+1 ⊗ τn,m+1∂
0
m)

= (−1)n ∪n,m+1 (id⊗ dm)− (−1)nµn+m+1(ιn,m+1 ⊗ τn,m+1∂
0
m) (5.4)

De las ecuaciones (5.3) y (5.4)obtenemos que

dn+m ◦ ∪n,m = ∪n+1,m(dn ⊗ id) + (−1)nµn+m+1(ιn+1,m∂
n+1
n ⊗ τn+1,m) +

+ (−1)n ∪n,m+1 (id⊗ dm)− (−1)nµn+m+1(ιn,m+1 ⊗ τn,m+1∂
0
m).
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Ahora, como ιn+1,m∂
n+1
n = ιn,m+1 y τn,m+1∂

0
m = τn+1,m, vale que

(−1)nµn+m+1ιn+1,m∂
n+1
n ⊗ τn+1,m = (−1)nµn+m+1ιn,m+1 ⊗ τn+1,m

= (−1)nµn+m+1ιn,m+1 ⊗ τn,m+1∂
0
m,

de donde

dn+m ◦ ∪n,m = ∪n+1,m(dn ⊗ id) + (−1)n ∪n,m+1 (id⊗ dm).

Corolario 5.1.4. Se puede definir en cohomoloǵıa un producto
∪n,m : Hn(C) ⊗ Hm(C) → Hn+m(C), que llamamos producto cup, mediante

la igualdad
∪n,m(α⊗ β) = ∪n,m(α⊗ β).

Demostración: La regla de Leibniz graduada implica que si α y β son cociclos,
entonces

d(α ∪ β) = dα ∪ β + (−1)nα ∪ dβ = 0 ∪ β + (−1)nα ∪ 0 = 0;

con lo cual α∪ β es un cociclo en Cn+m. Si además α es un coborde, esto es α = dη
para cierta cocadena η ∈ Cn−1, vale que

d(η ∪ β) = dη ∪ β + (−1)n−1η ∪ 0 = dη ∪ β = α ∪ β.

Entonces α∪ β también es un coborde. De manera similar, si α es un cociclo y β es
un coborde, también se deduce que α ∪ β es un coborde.

Entonces ∪n,m está bien definido.

Abusaremos de notación llamando ∪n,m, o simplemente ∪, al producto ∪n,m.
Observar que como ι0,m : C0 → Cm es un morfismo de anillos y τ0,m = idCm

obtenemos que si β ∈ Cm entonces 10 ∪ β = ι0,m(10)τ0,m(β) = 1mβ = β. De forma
anÃ¡loga, al ser τn,0 un morfismo de anillos y ιn,0 = idCn , tenemos que si α ∈ Cn

entonces α ∪ 10 = α. Por lo tanto tenemos que

Corolario 5.1.5.

(

H ·(C) =
⊕

n∈N

Hn(C),∪, 10

)

es un anillo graduado.

5.2. Ejemplos.

En esta sección veremos cómo queda el producto cup expĺıcitamente en ejemplos
de conjuntos cosimpliciales vistos en los caṕıtulos anteriores.

Ejemplo 5.2.1. Sean Γ un grupo y A un anillo, al que también veremos como un
Γ-módulo con su estructura aditiva y con la acción trivial de Γ. Consideremos el
complejo de cocadenas dado por Cn(Γ,A) = HomSet(Γ

×n,A), como se definió en
el Ejemplo 2.3.11. Entonces (Cn, µn, 1n) es un anillo, donde µn es la multiplicación
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punto a punto y 1n es la función constante igual a la unidad de A. Recordemos que
dada ξ ∈ Ck valen las siguientes fórmulas de cocaras:

(∂k+1
k )(ξ)(g1, . . . , gk+1) = ξ(g1, . . . , gk),

(∂0k)(ξ)(g1, . . . , gk+1) = ξ(g2, . . . , gk+1).

De aplicar lo anterior sucesivamente, deducimos que dada α ∈ Cn

(ιn,m(α))(g1, . . . , gn+m) = α(g1, . . . , gn),

y dada β ∈ Cm

(τn,m(β))(g1, . . . , gn+m) = β(gn+1, . . . , gn+m),

con lo cual

(α ∪ β)(g1, . . . , gn+m) = α(g1, . . . , gn)β(gn+1, . . . , gn+m),

coincidiendo con la fórmula ya conocida del producto cup en cohomoloǵıa de grupos.

Ejemplo 5.2.2. Sean Z un espacio topológico y A un anillo. Entonces el conjunto
cosimplicial del Ejemplo 2.3.5, dado por Xn = HomSet (HomTop(∆

n, Z),A) es un
anillo cosimplicial con las operaciones punto a punto. El producto cup obtenido es
el conocido para la cohomoloǵıa de espacios topológicos, tal como está definido por
ejemplo en la Sección 3.2 de [Hat02].

Ejemplo 5.2.3. Sea (p = kP,∆, ε) un comonoide linealizado en especies. Observe-
mos que Cn(p) = HomSpk

(p,E·n) es un anillo con la estructura aditiva usual y con
la multiplicación “punto a punto”, esto es,dadas ξ, η ∈ Ck, definimos

(ξη)S1,...,Sk
(z) = ξS1,...,Sk

(z)ηS1,...,Sk
(z).

Recordemos que dada ξ ∈ Ck valen las siguientes fórmulas de cocaras:

(

∂k+1
k (ξ)

)

S1, ..., Sk+1
(z) = ξS1, ..., Sk

(z|S1⊔···⊔Sk
),

(

∂0k(ξ)
)

S1,...,Sk+1
(z) = ξS2,...,Sk+1

(z/S1).

De aplicar lo anterior sucesivamente, deducimos que dada α ∈ Cn

ιn,m(α)S1,...,Sn+m
(z) = αS1, ..., Sn(z|S1⊔···⊔Sn),

y dada β ∈ Cm

τn,m(β)S1,...,Sn+m
(z) = βSn+1, ..., Sn+m

(z/S1⊔···⊔Sn),

con lo cual

(α ∪ β)S1,...,Sn+m
(z) = αS1, ..., Sn(z|S1⊔···⊔Sn)βSn+1, ..., Sn+m

(z/S1⊔···⊔Sn).
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Esta fórmula también es válida si cambiamos coeficientes a cualquier anillo A tal
como lo definimos en la Observación 3.1.6.
Con esto finalmente encontramos un marco general al Ejemplo 3.2.6, donde definimos
una cocadena β ∈ C3(L,Z) como

βR,S,T (z) = |R|SchS,T (l|S ⊔ T ),

para toda descomposición I = R ⊔ S ⊔ T y todo l ∈ L[I].
Si κ es el 1-cociclo definido por κI(l) = |I|, recordando que en L vale l/R = l|I\R
obtenemos que

β = κ ∪ Sch,

con lo cual ya sabemos que es un cociclo, puesto que κ y Sch lo son.
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