
Trabajo Monográfico
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Resumen

Esta monograf́ıa está basada en el art́ıculo “The Ricci Flow on Sur-
faces”, escrito por Richard Hamilton. Nuestro objetivo será comprender
los resultados expuestos en el mismo, aśı como brindar una introducción
autocontenida al flujo de Ricci en general. Probaremos la existencia y uni-
cidad de las soluciones para tiempos cortos en variedades cerradas y luego
mostraremos algunos resultados sobre convergencia asintótica a métricas
de curvatura constante en superficies cerradas.

Abstract

This monograph is based on the paper “The Ricci Flow on Surfaces”,
written by Richard Hamilton. The aim of this work is to understand the
results shown on the paper and to serve as an introduction to the study
of the Ricci flow. We will prove short time existence and uniqueness
of the solutions for closed manifolds, and then proceed to show some
results concerning asymptotic convergence to constant curvature metrics
for closed surfaces.
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1 Introducción

Los flujos geométricos son una clase importante de ecuaciones en derivadas par-
ciales que aparecen naturalmente en muchas áreas teóricas y aplicadas. Ejemplos
de estos se remontan al menos a la década del 50 donde Mullin introduce el flujo
acorta curvas. Otro ejemplo de esto es el flujo del mapa armónico introducido
por Ells y Sampson, el cual fue usado para probar existencia de mapas armónicos
a variedades de curvatura seccional no positiva.

Motivado por el trabajo de Ells y Sampson, en 1982 Hamilton pubilca un
art́ıculo donde introduce el flujo de Ricci, que es una ecuación diferencial dada
por

d

dt
g(x, t) = −2 Rcg(t)(x),

y es a menudo llamada la “ecuación del calor para la métrica”.
En [Ham82], Hamilton usa este flujo para probar que toda variedad de dimen-

sión 3 cerrada con curvatura de Ricci positiva admite una métrica de curvatura
constante positiva.

El flujo de Ricci ha ganado popularidad por ser una pieza fundamental en la
prueba de la conjetura de Geometrización de Thurston, que fue terminada por
Perelman en una serie de tres art́ıculos, [Per02a], [Per02b] y [Per03] durante los
años 2002 y 2003. Otro resultado notable que puede ser probado a partir del
flujo de Ricci es el teorema de la esfera diferenciable, demostrado por Brendle
y Schoen en [BS09].

En este trabajo intentaremos dar un breve panorama sobre el flujo de Ric-
ci.En la sección 2 introduciremos la ecuación del flujo de Ricci y el flujo norma-
lizado, que es una modificación al flujo para que éste preserve volumen. Además
daremos algunos ejemplos clásicos y veremos la relación entre el flujo de Ricci
y el flujo normalizado.

La existencia y unicidad de las soluciones será estudiada en la sección 3,
donde usaremos el truco de DeTurck y el flujo de mapa armónico para probar
el resultado.

La sección 4 estará dedicada a encontrar una condición suficiente para la
existencia a tiempos largos de las soluciones al flujo de Ricci. Además veremos
cómo se comportan las derivadas de la curvatura a través del mismo.

El resto de la monograf́ıa será dedicada a estudiar el flujo de Ricci nor-
malizado en superficies cerradas. En este caso, Hamilton prueba los siguientes
teoremas.

Teorema 1.1. Sea M una superficie compacta. Entonces la solución al flujo de
Ricci normalizado existe para todo tiempo.

Teorema 1.2. Si χ(M) ≤ 0, la métrica converge en C∞ a una de curvatura
constante.

Teorema 1.3. Si χ(M) > 0 y R(x, 0) > 0 para todo x ∈ M , donde R es la
curvatura escalar,la métrica converge en C∞ a una de curvatura constante.

Finalmente, mencionaremos la prueba dada por Chow en [B.C91] para el
caso donde la curvatura de la esfera cambia de signo, donde prueba el siguiente.

Teorema 1.4. Si g es una métrica en S2, entonces bajo el flujo de Ricci nor-
malizado, la curvatura escalar se hace positiva en tiempo finito.
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Uniendo los resultados previos, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.5. Si M es una superficie cerrada con métrica inicial g0, bajo
el flujo de Ricci normalizado la métrica converge en C∞ a una de curvatura
constante.

Finalmente, como corolario obtenemos una prueba independiente del teore-
ma de uniformización en superficies cerradas.
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2 El flujo de Ricci

En esta sección definiremos el flujo de Ricci y el flujo de Ricci normalizado,
daremos una idea general de su significado geométrico y veremos algunos casos
particulares. Estas definiciones y resultados generales pueden encontrarse por
ejemplo en [MT07] y [Bre10].

2.1 Definición y algunas ideas geométricas

Definición 2.1. Sea M una variedad diferenciable con dim(M)=n y sea g(t),
con t ∈ [0, T ) una familia suave de métricas Riemannianas en M . Decimos que
g(t) es una solución para el Flujo de Ricci (FR) con condición inicial g0(t) si
satisface 

d

dt
g(x, t) = −2 Rcg(t)(x) ∀x ∈M, t ∈ [0, T ).

g(x, 0) = g0(x)
(1)

Donde Rcg(t) es la curvatura de Ricci de la métrica g(t).

Comenzamos viendo algunos ejemplos sencillos en variedades con curvatura
constante.

Definición 2.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Decimos que g es una
métrica de Einstein si

Rc(g) = λg

para alguna constante λ ∈ R. En caso de que (M, g) sea una variedad Rieman-
niana con una métrica de Einstein, decimos que M es una variedad de Einstein.

Observación 2.1. Sn, Hn y Rn son variedades de Einstein.

Sea entonces (M, g0) una variedad de Einstein. Tenemos que Rc(g0) = λg0.
Cosideremos una familia de métricas g(t) = u(t)g0. Si esta familia es solución
al flujo de Ricci, se cumple

∂g

∂t
= u′(t)g0 = −2 Rc(u(t)g0)

= −2 Rc(g0) = −2λg0.
(2)

Entonces tenemos que u′(t) = −2λ, y por lo tanto u(t) = 1 − 2λt. Luego
g(t) = (1− 2λt)g0 es una solución al flujo de Ricci. En el caso λ > 0 (como en
la esfera), se dice que la solución es contractiva, en el caso λ = 0 (como en Rn)
decimos que la solución es estacionaria y en el caso λ < 0 se dice expansiva.
Cabe notar que en el caso λ > 0 la solución está definida hasta t = 1

2λ .
Lo anterior muestra que si empezamos con una variedad lo suficientemente

homogénea, el flujo preservará esta propiedad. Sin embargo, observamos que no
podemos decir nada acerca del volumen de la misma.

Motivados por el ejemplo anterior, tenemos la siguiente definición.

Definición 2.3. Sea (M, g0) una variedad Riemanniana y g(t) una solución
al Flujo de Ricci. Decimos que la solución es ancestral si g(t) existe para todo
t < 0, inmortal si g(t) existe para todo t > 0 y en caso de que sea ancestral e
inmortal, decimos que la solución es eterna.
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Observación 2.2. Como vimos en el ejemplo, la solución al flujo en Sn es ances-
tral, en Hn es inmortal, y en Rn la solución es eterna.

El flujo de Ricci puede ser visto como una ecuación del calor sobre la métrica.
Para ver esto, estudiemos primero el tensor de Ricci en coordenadas armónicas.

Proposición 2.3. Sean M una variedad Riemanniana, y xi un sistema de
coordenadas locales armónicas (es decir, ∆xi = 0 ∀i). Entonces, el tensor de
Ricci puede expresarse como

Rjk = −1

2
gil∂i∂lgjk +Qjk(g−1, ∂g)

donde Q es cuadrática en la primera derivada de la métrica.

Demostración. Como puede verse en (A.8), en coordenadas el tensor de Rie-
mann tiene la forma

Rlijk = ∂iΓ
l
jk + ΓpjkΓlip − ∂jΓlik − ΓpikΓljp.

Entonces,

−2Rjk = −2(∂iΓ
i
jk − ∂jΓiik) + ∂g ∗ ∂g

= gil(∂i∂lgjk + ∂j∂kgil − ∂j∂lgik − ∂i∂kgjl) + ∂g ∗ ∂g
= gil∂i∂lgjk − ∂k(gilΓmil gmj)− ∂j(gilΓmil gmk) + ∂g ∗ ∂g.

(3)

Como estamos en coordenadas armónicas, el segundo y el tercer término son
nulos, probando el resultado.

Por lo anterior, fijando un tiempo t y tomando coordenadas armónicas, el
flujo de Ricci queda dado por

d

dt
g = ∆g +Q(g−1, ∂g),

que a orden 1 es efectivamente una ecuación del calor para la métrica. Es im-
portante observar que esta ecuación no es tensorial. Además, en general las
coordenadas armónicas en t = 0 no lo serán en t > 0. Veremos una forma de
sobrepasar esta dificultad cuando estudiemos el truco de DeTurck.

2.2 El flujo de Ricci normalizado

Definición 2.4. Decimos que una familia suave de métricas Riemannianas g(t)
con t ∈ [0, T ) es una solución del flujo de Ricci normalizado (FRN) con g(0) = g0

si cumple
d

dt
g(x, t) =

2

n
r(t)g(x, t)− 2 Rcg(t)(x) ∀x ∈M,∈ [0, T ).

g(x, 0) = g0(x)
(4)

donde r(t) es la curvatura escalar promedio en el tiempo t,

r(t) =
1

V ol(M)

∫
M

R(x, t)dx.

7



Observación 2.4. En el caso de la esfera Sn, si buscamos soluciones de la forma
g(t) = s(t)gSn con gSn la métrica redonda en la esfera y s(0) = 1, resolviendo
para s(t) obtenemos

r(t) =
n(n− 1)

s(t)
,

donde usamos las propiedades de escala de la curvatura escalar. Por lo tanto, la
ecuación del flujo normalizado para la esfera es

d

dt
g =

2

n

n(n− 1)

s(t)
s(t)gSn − 2(n− 1)gSn = 0.

Por lo que si empezamos con una esfera equipada con su métrica redonda, el
flujo no modifica su forma y tampoco su volumen.

Más en general, tenemos

Proposición 2.5. El flujo de Ricci normalizado preserva volumen.

Demostración. Sea g(t), t ∈ [0, T ) solución para el FRN. Para ver que se preserva
el volumen, basta ver que ∂t

∫
M
dµ(t) = 0, donde dµ(t) es la forma de volumen

de M . Observamos que en coordenadas locales, se cumple que dµ =
√

det (g)dx.
Entonces,

d

dt
(det (g)) =

∑
i,j

∂ det (g)

∂gij

∂

∂t
gij =

∑
i,j

(Adj(g))ij
∂

∂t
gij

= det (g) gij
d

dt
gij = 2 det (g) gij

(
r(t)

n
gij −Rij

)
= 2 det (g)

(
r(t)

n
gijgij − gijRij

)
= 2 det (g) (r −R).

(5)

Por lo tanto, dµ satisface

d

dt
dµ =

1

2

1√
det (g)

(
2 det (g) (r −R)

)
dx

=
√

det (g)(r −R)dx = (r −R)dµ.

(6)

Finalmente, d
dt

∫
M
dµ =

∫
M

(r −R)dµ = 0.

2.3 Relación entre los flujos

Es importante notar que no tenemos ningún tipo de relación a priori entre
las soluciones del flujo de Ricci y las soluciones del flujo normalizado. Veamos
entonces que una tal relación existe.

Teorema 2.6. El flujo de Ricci difiere del flujo de Ricci normalizado por una
reparametrización temporal y un escalado espacial.

Demostración. Sea g(t) solución para el FR con tensor de Ricci Rij , curvatura
escalar R y curvatura promedio r.
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Definimos h(t) := ψ(t)g(t), con ψ(t) elegida de forma tal que V olh(t)(M)

sea constante en t, con tensor de Ricci R̃ij , curvatura escalar R̃ y curvatura
promedio r̃. Sea dµ el elemento de volumen para la métrica g y dν el elemento
de volumen para la métrica h.

Se puede ver que dν = ψ
n
2 dµ. Además, por una cuenta similar a la de la

proposición anterior, tenemos que ∂tdµ = −Rdµ; por lo que decir que el volumen
se mantiene constante para la métrica h es equivalente a

0 = ∂t

∫
M

dν =

∫
M

∂t
(
ψ
n
2 dµ

)
=

∫
M

n

2
ψ
n−2
2 dµ+

∫
M

ψ
n
2 ∂tdµ

= ψ
n
2

∫
M

(
n

2ψ
−R

)
dµ = ψ

n
2

∫
M

(n
2
∂tlog(ψ)−R

)
dµ.

(7)

Luego
(
n
2 ∂tlog(ψ)− r

)
V ol(M) = 0, y por lo tanto, ∂tlog(ψ) = 2

nr.
Calculemos ahora la derivada temporal de la métrica h.

∂th(t) = ∂tψg(t) + ψ∂tg(t) = ∂tψg(t) + ψ (−2Rij)

= ψ∂tψ
g(t)

ψ
+ ψ(t) (−2Rij) = ψ∂t log(ψ)g(t)− 2ψ(t)Rij

= ψ

(
2

n
r
h(t)

ψ
− 2Rij

)
= ψ

(
2

n
r̃h(t)− 2R̃ij

)
.

(8)

Donde en las últimas dos ĺıneas usamos que Rij = R̃ij y que r
ψ = r̃.

Finalmente, tomando como nueva variable temporal t̃ =
∫
M
ψ(t)dt, recupe-

ramos el FRN.

Apoyándonos en este resultado, podemos probar existencia y unicidad del
flujo normalizado a partir de la existencia y unicidad del flujo de Ricci, por lo
que probaremos estas propiedades para el flujo de Ricci usual.
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3 Existencia a tiempos cortos en variedades ce-
rradas

Procederemos ahora a mostrar que dada una variedad M y una métrica inicial
g0, la solución existe para un intervalo [0, T ). Seguiremos argumentos de [CK04]
y [CCCY].

3.1 Ecuaciones parabólicas

Empecemos por comprender qué significa que una ecuación de evolución en un
fibrado vectorial sea parabólica.

Como en nuestro caso el fibrado es S2T
∗M (el fibrado de los (0,2)-tensores

simétricos sobre nuestra variedad M), nos centraremos en qué es una EDP
parabólica en este último.

Supongamos entonces que consideramos la siguiente EDP en el fibrado vec-
torial {

d
dthij = P (hij)

hij(0) = aij
(9)

De forma tal que P : C∞(S2T
∗M)→ C∞(S2T

∗M) es un operador diferen-
cial de orden k-ésimo.

Como el flujo de Ricci es una EDP no lineal, para aprovechar la maquinaria
de las EDP nos puede ser útil tener un concepto de linealización.

En analoǵıa a la definición de derivadas de funciones f : Rk → Rm, donde
el mapa Df : Rk → Rm es el que “mejor aproxima” la función en cada punto,
consideraremos que la linealización de DP (h) en la dirección de un tensor bij
es tomar una solución h al sistema{

d
dthij = P (hij)

hij(0) = bij

y luego definir DP (h)[b]ij como el cambio infinitesimal en el tiempo 0 sobre
h(t). Más formalmente tenemos la siguiente

Definición 3.1. La linealización de P en una sección hij es el homomorfismo
de fibrados lineales DP : C∞(S2T

∗M)→ C∞(S2T
∗M) dado por

DP (h)[b]ij =
d

ds

∣∣∣
s=0

[P (h+ sb)]ij

= P p,lmij (h)∂pblm.

(10)

Donde p se suma sobre todos los multíındices con |p| ≤ k.

Definición 3.2. El śımbolo principal de P sobre h en la dirección de una 1-
forma ξ es un mapa lineal σ[DP (h)](ξ) : C∞(S2T ∗M) → C∞(S2T ∗M), que
se define por tomar los términos de orden más alto de la linealización (|p| = k)
y reemplazar las derivadas ∂p por sus 1-formas duales ξp, que son coordenadas
en la fibra,

σ[DP (h)](ξ)[b]ij = P p,lmij (h)ξpblm. (11)

El objetivo de esta definición es tener una expresión algebraica que capture las
propiedades anaĺıticas que sólo dependen de las derivadas de orden más alto del
operador P .
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Definición 3.3. Sea P definido como antes. Si el śımbolo principal de P es un
isomorfismo para cada 1-forma ξ y alguna sección h, decimos que P es eĺıptico en
h. La ecuación (9) se dice parabólica si el operador del lado derecho es eĺıptico.

La teoŕıa estándar de EDP nos garantiza la existencia de una solución pa-
ra la ecuación a tiempos cortos en variedades compactas cuando la misma es
parabólica (ver por ejemplo [ON67]). Por lo tanto, para probar existencia a tiem-
pos cortos para el flujo de Ricci, bastaŕıa mostrar que Rc (que es un operador
diferencial no lineal de segundo orden sobre el tensor métrico) es eĺıptico sobre
cualquier métrica inicial g0.

Como puede verse en el lema (B.4), la linealización del tensor de Ricci está
dada por

DRcg[h]jk =
1

2
gab[∇a∇khjb −∇j∇khab +∇j∇bhak −∇a∇bhjk].

Ahora notamos que la expresión anterior es combinación lineal de derivadas
de h, śımbolos de Christoffel y sus derivadas, pero los términos de orden más
alto en las derivadas de h son derivadas parciales, por lo que el śımbolo principal
para el tensor de Ricci es

σ[DRicg](h)[ξ]jk =
1

2
gab[ξaξkhjb − ξjξkhab + ξjξbhak − ξaξbhjk].

Esto nos muestra inmediatamente que el operador no es eĺıptico, dado que si
tomamos hij = ξiξj , el śımbolo en h es cero, y por lo tanto no es un isomorfismo.

Se puede ver que este hecho se debe a que el tensor de Ricci es invariante por
difeomorfismos, es decir, Rc(φ∗g) = φ∗(Rc(g)). Los detalles de estos cálculos y
de esta discusión se encuentran en el caṕıtulo 3 de [CK04].

3.2 El truco de DeTurck

Si bien mostramos que la ecuación no es parabólica, se puede modificar la solu-
ción mediante un conjunto de difeomorfismos dependientes del tiempo de forma
tal que la ecuación nos quede estrictamente parabólica. Luego, volviendo a trans-
formar la solución de esta EDP parabólica por otro conjunto de difeomorfismos,
podŕıamos ser capaces de obtener una solución a tiempos cortos del FR, lo que,
como ya vimos antes, implicaŕıa una solución para el FRN también.

Al procedimiento anterior se lo conoce como truco de DeTurck.
Comenzamos fijando una métrica g̃ en M . Los śımbolos de Christoffel de

esta métrica serán denotados por Γ̃kij .
Definimos ahora una cantidad W , en función de g y g̃ como,

W i = gjk(Γijk − Γ̃ijk).

Si bien la expresión para W depende de los śımbolos de Christoffel Γ y Γ̃, la
diferencia de dos conexiones śı es un tensor, por lo que W es un campo en M .
Las componentes de la 1-forma dual a W son Wi = −gpqgij(Γjpq − Γ̃jpq).

Definición 3.4. Se define el flujo de Ricci-DeTurck como

d

dt
gij = −2Rij +∇iWj +∇jWi.
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Podemos además reescribir esta definición como

d

dt
gij = −2Rij + LW gij ,

donde LW indica la derivada de Lie con respecto al campo W . Tenemos entonces
el siguiente.

Lema 3.1. El flujo de Ricci-DeTurck es estrictamente parabólico.

Demostración. Comenzamos calculando la linealización del nuevo término

S(g)ij = ∇iWj +∇jWi = ∇i
(
gjmg

ab(Γmab − Γ̃mab)

)
+∇j

(
gimg

ab(Γmab − Γ̃mab)

)
.

Introduciendo coordenadas geodésicas notamos que podemos considerar las deri-
vadas covariantes como derivadas parciales al linealizar, y usando las ecuaciones
de evolución para los śımbolos de Christoffel, la métrica y el tensor de Ricci
obtenemos

DS(g)(h)ij =
1

2
gjmg

ab∇i[gml(∇ahlb +∇bhal −∇lhab)]

+
1

2
glmg

ab∇j [gml(∇ahlb +∇bhal −∇lhab)]

+ (terminos de menor orden en las derivadas de h)

= gab(∇i∇ahjb +∇j∇ahib −∇i∇jhab) + (terminos de orden menor).

(12)

Definimos P := −2 Rc +S, y usando lo anterior y la linealización de Rc calculada
previamente,

D[P ](g)(h)ij = gab∇a∇bhij + (terminos de orden menor)

= ∆hij + (terminos de orden menor).
(13)

Por lo tanto P es un operador eĺıptico.

Entonces podemos aplicar el resultado de existencia de soluciones de EDP
parabólicas ya mencionado a este flujo y dada cualquier métrica inicial g0, el
flujo de Ricci-DeTurck tiene solución a tiempo corto.

Sean (M, g) y (N,h) dos variedades Riemannianas de dimensión n y m
respectivamente, y sea f : M → N un mapa suave. La derivada de f está dada
por,

df ≡ f∗ ∈ C∞(T ∗M ⊗ f∗TN),

donde f∗TN es el fibrado pullback sobre M .
Usando coordenadas locales xi en M e yα en N , denotamos por Γ(g)kij la

conexión de Levi-Civita de g y Γ(h)kij la conexión de Levi-Civita de h. Entonces,

df ≡ (df)αj

(
dxj ⊗ ∂

∂yα

)
≡ ∂fα

∂xj

(
dxj ⊗ ∂

∂yα

)
Definición 3.5. El mapa armónico Laplaciano con respecto a la métrica g en
el dominio y h en el codominio es la traza

∆g,hf := trg(∇(df)) ∈ C∞(f∗TN).
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El siguiente lema nos será de utilidad.

Lema 3.2. Sea f : (M, g) → (N,h) un difeomorfismo entre variedades Rie-
mannianas. Entonces

(∆g,hf)γ(x) =

[
(f−1)∗g

]αβ(
− Γ

(
(f−1)∗g

)γ
αβ

+ Γ(h)γαβ

)
(f(x)).

Demostración. Ver Caṕıtulo 3, lema 3.18 en [CK04].

Definición 3.6. Dada f0 : M → N , definimos el flujo de mapa armónico como{
d
dtf = ∆g,hf

f(0) = f0

(14)

Notamos que este flujo es estrictamente parabólico, por lo que tenemos exis-
tencia y unicidad de soluciones a tiempos cortos. Veamos ahora cómo usar esto
y el flujo de Ricci-DeTurck para encontrar una solución al flujo de Ricci.

Si hay una solución al flujo de Ricci, la denotamos por ḡ(t) con t ∈ [0, τ). En
este caso, sea φt : M → M una familia de difeomorfismos que cumple el flujo
de mapa armónico {

∂tφt = ∆ḡ(t),g̃φt

φ0(x) = x
(15)

con respecto a ḡ(t) y g̃. Como la ecuación es parabólica sabemos que, si existe
ḡ(t), los mapas φt existen y son difeomorfismos en [0, T ) para algún T < τ .

Lema 3.3. En las condiciones anteriores,

g(t) := (φt)∗ḡ(t)

es una solución al flujo de Ricci-De Turck.

Demostración. La ecuación de evolución de g(t) está dada por

∂tg(t) = ∂t

(
(φ−1
t )∗ḡ(t)

)
= (φ−1

t )∗(∂tḡ(t)) + L(φt)∗(∂tφt)

[
(φ−1
t )∗ḡ(t)

]
= (φ−1

t )∗(−2 Rc[ḡ(t)]) + L(φt)∗(φ∗t [W (t)])

[
g(t)

]
= −2 Rc[g(t)] + LW (t)[g(t)].

(16)

Ahora, como el flujo de Ricci-De Turck es estrictamente parabólico, sabemos
que g(t) existe independientemente de la existencia de ḡ(t) y es única si g(0) =
g0. Veamos que podemos usar esto para obtener nuestra solución.

Notamos que W i = gjk(Γijk − Γ̃ijk) está definido mientras g(t) esté definido
y por lo tanto tiene sentido considerar el sistema{

d
dtψt(x) = −W (ψt(x), t)

ψ0(x) = x
(17)

y un argumento de compacidad (que puede encontrarse en [CK04], Sección 3.1)
nos muestra que tales ψt existen mientras g exista. Construimos ahora la solu-
ción.
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Teorema 3.4. la familia de métricas dada por

ḡ(t) = ψ∗t (g(t)),

es una solución al flujo de Ricci.

Demostración. Basta realizar el cálculo

d

dt

∣∣∣∣
t=T

ḡ(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ψ∗t (ψ∗T (g(t+ T )))

= −LW (T )

(
ψ∗T g(T )

)
+ ψ∗T

(
− 2 Rcg(T )

)
+ LW (T )

(
g(T )

)
= −2 Rcψ∗T (g(T )) .

(18)

Donde en la última igualdad usamos la invariancia del tensor de Ricci bajo
difeomorfismos junto con el hecho de que ψ∗t conmuta con LW (T ), pues −W
genera la familia ψ∗t .

Por lo tanto, ḡ(t) = ψ∗t g(t) efectivamente existe y es una solución al flujo de
Ricci. Mas aún, notamos lo siguiente,

Observación 3.5. Si Γ̃ es la conexión de Levi-Civita de g̃ y Γ es la conexión de
Levi-Civita de g,

∆ḡ(t),g̃ψt =

(
(ψ−1
t )∗ḡ

)pq(
− Γkpq + Γ̃kpq

)
= gpq

(
− Γkpq + Γ̃kpq

)
,

por el lema (3.3). Entonces podemos expresar el flujo de mapa armónico me-
diante la EDO

∂tψt = ∆ḡ(t),g̃ψt = −W (φt(x), t).

Finalmente, haciendo uso de la observación probamos la unicidad.

Teorema 3.6. La solución al flujo de Ricci en M con condición inicial g0 es
única.

Demostración. Supongamos que ḡ1(t) y ḡ2(t) son soluciones al flujo de Ricci
en M con condición inicial g0 en un mismo intervalo de tiempo. Sea (ψ1)t la
solución al flujo de mapa armónico con respecto a ḡ1(t) y g̃, y (ψ2)t la solución
al flujo de mapa armónico con respecto a ḡ2(t) y g̃. Entonces,

g1(t) := ((ψ1)t)∗ḡ1(t)

g2(t) := ((ψ2)t)∗ḡ2(t)

son soluciones al flujo de Ricci-DeTurck. Como g1(0) = g2(0), por unicidad de
soluciones tenemos g1(t) = g2(t) mientras ambas existan.

Entonces, (ψ1)t y (ψ2)t deben ser soluciones de la EDO

∂t(ψi)t(p) = −W ((ψi)t(p), t),

con i ∈ {1, 2} generadas por el mismo campo W k = gpq
(

Γkpq − Γ̃kpq

)
.

Por lo tanto, debe ser (ψ1)t = (ψ2)t mientras ambas existan, lo que implica

ḡ1(t) = (ψ1)∗t g1(t) = (ψ2)∗t g2(t) = ḡ2(t).
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4 Existencia a tiempos largos

A partir de ahora haremos uso constante del tensor de Riemann y la notación ∗.
El lector que no esté familiarizado con las definiciones anteriores puede referirse
al Apéndice A, donde encontrará las herramientas necesarias para continuar con
la lectura.

El objetivo de esta sección es probar el Lema de Continuación: si la solución
maximal al flujo de Ricci está definida en un intervalo acotado [0, T ), entonces
la curvatura de Riemann explota cuando nos acercamos al tiempo ĺımite t = T .

Notamos que en dimensión tres, la cota requerida para el teorema es equiva-
lente a tener acotado el tensor de Ricci, y en dimensión dos basta con acotar la
curvatura escalar R. Este resultado es el que nos permitirá estudiar el compor-
tamiento del flujo en superficies, pues acotar el tensor de Riemann en dimensión
dos es equivalente a acotar la curvatura escalar, que como veremos más adelante
satisface una ecuación de evolución relativamente sencilla.

Vamos a necesitar algunos resultados previos.

Lema 4.1. Si A es un tensor que bajo el flujo de Ricci satisface la ecuación de
evolución

d

dt
A = ∆A+ F,

donde F es un tensor del mismo tipo que A, entonces el cuadrado de su norma
satisface

d

dt
|A|2 = ∆|A|2 − 2|∇A|2 + F ∗A+ Rc ∗A ∗A.

Demostración. Sea gt la métrica en tiempo t. Entonces

∂

∂t
gt(A,A) = 2gt

(
∂

∂t
A,A

)
+
∂gt
∂t

(A,A)

= 2gt(∆A+ F,A) + Rc ∗A ∗A
= ∆|A|2 − 2|∇A|2 + F ∗A+ Rc ∗A ∗A,

(19)

donde el último término de la segunda ĺınea se debe a que A evoluciona bajo
el flujo de Ricci, y en la última ĺınea usamos la identidad ∆|A|2 = 2〈∆A,A〉+
2|∇A|2.

Lema 4.2. Si A es un tensor que bajo el flujo de Ricci satisface la ecuación de
evolución

∂

∂t
A = ∆A+ F,

donde F es un tensor del mismo tipo que A, entonces su derivada covariante
satisface

∂

∂t
∇A = ∆(∇A) +∇F + Rm ∗∇A+∇Rc ∗A.

Demostración. Como puede verse en (A.3),

∇A = ∂A+ f(Γ, A),

donde f(Γ, A) es una expresión de la forma Γ ∗A, que depende del tipo de A.
Además, usando (B.2), tenemos

∂tΓ = (g−1) ∗∇Rc .
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Se sigue que

∂t∇A = ∂t∂A+ ∂tf(Γ, A)

= ∂∂tA+ f(Γ, ∂tA) + f(∂tΓ, A) (por la regla del producto)

= ∇(∂tA) + f(g−1 ∗∇Rc, A) ( pues ∂tA es un tensor del mismo tipo que A)

= ∇(∆A+ F ) +∇Rc ∗A
= (∆∇A+ Rm ∗∇A+∇Rc ∗A) +∇F +∇Rc ∗A
= ∆∇A+∇F + Rm ∗∇A+∇Rc ∗A.

(20)

Donde en la quinta igualdad usamos la fórmula

[∇,∆]A := ∇∆A−∆∇A = Rm ∗∇A+∇Rc ∗A,

que se obtiene de manipular la expresión (83) para la derivada de un tensor
junto con la segunda identidad de Bianchi (ver por ejemplo [CK04], p.227).

Notamos que por el lema (B.4) podemos escribir la evolución del tensor de
Riemann como

d

dt
Rm = ∆ Rm + Rm ∗Rm . (21)

Esto nos permite usar los lemas anteriores para obtener ecuaciones de evolución
para las derivadas covariantes de la métrica.

Lema 4.3. La ecuación de evolución para la k-ésima derivada covariante del
tensor de Riemann bajo el flujo de Ricci es

d

dt
∇k Rm = ∆∇k Rm +

k∑
j=0

∇j Rm ∗∇k−j Rm .

Demostración. Probamos la igualdad por inducción. La ecuación de evolución
(21) es el caso base k = 0. Asumimos que se comple hasta k > 0 y aplicamos el
lema (4.2) con A = ∇k Rm y

F =

k∑
j=0

∇j Rm ∗∇k−j Rm .

Esto muestra que

d

dt
∇∇k Rm = ∆(∇∇k Rm) +∇F + Rm ∗∇(∇k Rm) +∇Rc ∗∇k Rm .

Ahora notamos que todos los términos de reacción del lado derecho son de la
forma ∇i Rm ∗∇j Rm, donde i+ j = k + 1. Entonces

d

dt
∇k+1 Rm = ∆∇k+1 Rm +

k+1∑
j=0

∇j Rm ∗∇k+1−j Rm,

completando el paso inductivo.
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Corolario 4.4. Bajo el flujo de Ricci, el cuadrado de la norma de la k-ésima
derivada covariante del tensor de curvatura de Riemann satisface la ecuación
de evolución

d

dt
|∇k Rm |2 = ∆|∇k Rm |2 − 2|∇k+1 Rm |2 +

k∑
j=0

∇j Rm ∗∇k−j Rm ∗∇k Rm .

(22)

Demostración. Aplicamos el lema (4.1) con A = ∇k Rm y

F =

k∑
j=0

∇j Rm ∗∇k−j Rm,

obteniendo

d

dt
|∇k Rm |2 = ∆|∇k Rm |2−2|∇k+1 Rm |2+F ∗∇k Rm + Rc ∗(∇k Rm) ∗(∇k Rm).

Notamos que el tercer y cuarto término del lado derecho son de la forma
∇i Rm ∗∇j Rm ∗∇k Rm, con i+ j = k, y entonces

d

dt
|∇k Rm |2 = ∆|∇k Rm |2 − 2|∇k+1 Rm |2 +

k∑
j=0

∇j Rm ∗∇k−j Rm ∗∇k Rm .

4.1 Estimativos Bernstein-Bando-Shi

Aplicaremos ahora el principio del máximo a las ecuaciones de evolución recién
obtenidas para poder acotar las derivadas de la curvatura. Queremos conseguir
estas cotas asumiendo que la curvatura está acotada por una constante, es decir
|Rm | < K para alguna constante K. Hay dos problemas al querer aplicar el
principio del máximo a la ecuación de evolución obtenida para las derivadas de
la curvatura: primero, no podemos garantizar ninguna condición inicial sobre
las derivadas de la misma si sólo tenemos una cota en la curvatura, y segundo,
la ecuación de evolución tiene términos que no sabemos cómo controlar (los que
aparecen bajo la sumatoria en (22)).

El primer problema será solucionado probando cotas dependientes del tiempo
sobre las derivadas (que divergen en t = 0). Veremos durante la prueba cómo
sobrepasar el segundo problema.

Teorema 4.5 (Estimativos Bernstein-Bando-Shi). Sea (M, g(t)) una solución
al flujo de Ricci en una variedad cerrada de dimensión n. Entonces para cada
α > 0 y m ∈ N, existe una constante Cm(m,n,máx{α, 1}) tal que si

|Rm(x, t)|g(t) ≤ K para todo t ∈ (0,
α

K
],

se cumple

|∇m Rm(x, t)|g(t) ≤
CmK

tm/2
para todo t ∈ (0,

α

K
].
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Demostración. Probaremos el resultado por inducción en m. Para m = 0 el
resultado es cierto por hipótesis, con C0 = 1. Asumimos que se cumple para
todo p ≤ m− 1. El corolario anterior nos muestra que

d

dt
|∇m Rm | = ∆|∇m Rm |2 − 2|∇m+1 Rm |2 +

m∑
j=0

∇j Rm ∗∇m−j Rm ∗∇m Rm

≤ ∆|∇m Rm |2 − 2|∇m+1 Rm |2 +

m∑
j=0

cmj |∇j Rm ||∇m−j Rm ||∇m Rm |

≤ ∆|∇m Rm |2 − 2|∇m+1 Rm |2 +

m−1∑
j=1

cmj
Cj
tj/2

Cm−j
t(m−j)/2

K2|∇m Rm |

+ (cm0 + cmm)K|∇m Rm |2

≤ ∆|∇m Rm |2 − 2|∇m+1 Rm |2 + C ′mK|∇m Rm |2 +
C ′′m
tm/2

K2|∇m Rm |2,
(23)

para t ∈ (0, αK ], donde C ′m, C
′′
m son constantes que dependen únicamente de

m y n, y usamos la hipótesis inductiva para ir de la segunda a la tercer ĺınea.
Podemos completar el cuadrado en la variable|∇m Rm |2 del lado derecho y usar
(a+ b)2/2 ≤ a2 + b2 para obtener

d

dt
|∇m Rm |2 ≤ ∆|∇m Rm |2 − 2|∇m+1 Rm |2 + C̄mK

(
|∇m Rm |2 +

K2

tm

)
,

para alguna constante C̄m.
Debemos encontrar ahora una cota superior para tm|∇m Rm |2. Observamos

que esta cantidad es nula en t = 0 y entonces para aplicar el principio del
máximo basta mostrar que los términos de reacción en la ecuación de evolución
hacen que esta cantidad decrezca. El problema es que esta cantidad satisface

d

dt
(tm|∇m Rm |2) ≤∆(tm|∇m Rm |2)− 2tm|∇m+1 Rm |2+

(C̄mKt+m)tm−1|∇m Rm |2 + C̄mK
3,

(24)

cuyos términos de reacción son no negativos.
Para solucionar esto, usamos el término−2|∇k+1 Rm |2 en la ecuación de evo-

lución del corolario previo. Si agregamos un término de la forma tm−1|∇m−1 Rm |2
(que está acotado por una constante por hipótesis) podemos cancelar los térmi-
nos de la forma tm|∇m Rm |2. Al hacer esto, introduciremos términos nuevos
en tm−1|∇m−1 Rm |2, por lo que tenemos que agregar una nueva derivada para
anularlo y volvemos a repetir esto con el nuevo término. Definimos

G = tm|∇m Rm |2 +

m−1∑
j=0

αmjt
j |∇j Rm |2,

donde αmj son constantes a determinar para cancelar los términos de la forma
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deseada. Por la ecuación (24),

d

dt
G ≤∆G+ (C̄mKt+m)tm−1|∇m Rm |2 + C̄mK

3

+

m−1∑
j=0

αmj − 2tj |∇j+1 Rm |2 + (C̄jKt+ j)tj−1|∇j Rm |2 + C̄jK
3].

(25)

Por hipótesis inductiva existen Dj que dependen de j, n para 1 ≤ j ≤ m− 1 tal
que

C̄jKt
j |∇j Rm |2 + C̄jK

3 ≤ DjK
3,

para todo t ∈ [0, αK ]. Entonces se tiene

d

dt
G ≤ ∆G+ (C̄mKt+m)tm−1|∇m Rm |2 + C̄mK

3

+

m−1∑
j=0

αmj
[
− 2tj |∇j+1 Rm |2 + jtj−1|∇j Rm |2 +DjK

3
]

= ∆G+ (C̄mKt+m− 2αm,m−1)tm−1|∇m Rm |2

+

m−1∑
j=0

(jαmj − 2αm,j−1)tj−1|∇j Rm |2 + C̄mK
3 +

m−1∑
j=0

αmjDjK
3.

(26)

Ahora elegimos los αmj tal que los términos en esta ecuación se cancelen: to-
mamos αm,m−1 tal que

0 = C̄mα+m− 2αm,m−1 ≥ C̄mKt+m− 2αm,m−1,

donde el segundo paso se sigue porque t ∈ (0, αK ]. Ahora definimos αm,m−2, αm,m−3 . . . αm0

en ese orden, con cada paso tal que

jαmj − 2αm,j−1 = 0.

Si definimos

Bm := C̄m +

m−1∑
j=0

αmjDj ,

la ecuación de evolución puede escribirse

d

dt
G ≤ ∆G+BmK

3.

Como el término de reacción es una constante, a lo sumo crece linealmente.
Como G = αm0|Rm |2 ≤ αm0K

2 en t = 0, el principio escalar del máximo nos
asegura que

G < αm0K
2 +BmK

3t < (αm0 +Bmα)K2 := C2
mK

2,

para t ∈ (0, αK ], con Cm = Cm(m,n,máx{α, 1}). Por lo tanto,

|∇m Rm | ≤
√
G

tm
≤ CmK

tm/2
para t ∈ (0,

α

K
],

como queŕıamos probar.
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4.2 Equivalencia uniforme con curvatura acotada

Pidiendo que la curvatura esté acotada en un intervalo, podemos ver que las
métricas son uniformemente equivalentes para todo tiempo. Esto se debe a que
si |Rc | ≤ K, con t ∈ [0, T ), entonces se tiene la cota

e−KT g(0) ≤ g(t) ≤ eKT g(0).

Para ver esto comenzamos probando el siguiente.

Lema 4.6. Si M es una variedad cerrada, g(t) es una familia de métricas en
M y existe C > 0 tal que para todo x ∈M se cumple∫ T

0

∣∣∣∣ ddtg(x, t)

∣∣∣∣
g(t)

dt < C,

entonces se cumple
e−Cg(0) ≤ g(t) ≤ eCg(0).

Además las métricas g(t) convergen uniformemente a una métrica ĺımite g(T )
que es continua.

Demostración. Sea x ∈M , v ∈ TxM y τ ∈ [0, T ). Entonces∣∣∣∣∣log
|v|2g(τ)

|v|2g(0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ τ

0

d

dt
log[|v|2g(t)]dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ τ

0

d
dtg(t)(v, v)

g(t)(v, v)
dt

∣∣∣∣∣
≤
∫ τ

0

∣∣∣∣ ddtg(t)

(
v

|v|g(t)
,

v

|v|g(t)

)∣∣∣∣ dt
≤
∫ τ

0

∣∣∣∣ ddtg(t)

∣∣∣∣
g(t)

dt ≤ C.

(27)

Donde el penúltimo paso se sigue de |T (U,U)| ≤ |T |g para todo 2-tensor T y U
vector unitario.

Exponenciando, obtenemos

e−Cg(0)(v, v) ≤ g(τ)(v, v) ≤ eCg(0)(v, v). (28)

Para todo vector unitario v. Luego la igualdad vale para todo v ∈ TxM .
De este hecho, se deduce que∫ T

0

∣∣∣∣ ddtg(x, t)

∣∣∣∣
g(0)

dt ≤ C ′

para alguna constante C ′. Observamos que ahora estamos tomando normas
respecto a g(0) en todo tiempo y no respecto a g(t). Si definimos

g(x, T ) = g(x, 0) +

∫ T

0

d

dt
g(x, t)dt

la integral existe pues las métricas son suaves y el integrando es absoluta-
mente integrable respecto a la norma inducida por g(0). Luego∣∣∣∣g(x, t)− g(x, T )

∣∣∣∣
g(0)

≤
∫ T

t

∣∣∣∣ ddtg(x, t)

∣∣∣∣
g(0)

dt→ 0
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cuando t→ T para cada x ∈M.
Como M es compacta, la convergencia es uniforme en M ; luego g(t)→ g(T )

uniformemente, por lo que g(T ) es continua.
Tomando ĺımite en (28), tenemos que

e−Cg(0)(v, v) ≤ g(T )(v, v) ≤ eCg(0)(v, v),

y por lo tanto g(T ) es definida positiva.
Entonces, g(t) converge a una métrica Riemanniana g(T ) que es continua y

uniformemente equivalente a g(0).

Corolario 4.7. Sea (M, g(t)) una solución del flujo de Ricci en una variedad
cerrada. Si |Rm|g es acotado en [0, T ) con T <∞, entonces g(t) converge uni-
formemente cuando t→ T a una métrica continua g(T ) que es uniformemente
equivalente a g(0).

Demostración. Toda cota en |Rm|g implica una cota en |Rc|g y por lo tanto
una en | ddtg|g por definición del flujo de Ricci. Entonces existe C > 0 tal que∫ T

0

∣∣∣∣ ddtg(x, t)

∣∣∣∣
g(t)

dt < C,

y el lema anterior se aplica.

4.3 Control de las derivadas a través del flujo

Hasta ahora mostramos que en todo intervalo finito donde la curvatura está
acotada tenemos una métrica ĺımite g(T ), y es continua. Queremos mostrar que
esta métrica es suave, porque de esta manera podŕıamos usar los resultados de
existencia a tiempos cortos para métricas suaves en tiempo cero, extendiendo
nuestra solución a un tiempo T + ε.

Para hacer esto, es necesario asegurarse de que las derivadas espaciales
de g(t) no explotan cerca de T , y es en este punto donde las estimativas de
Bernstein-Bando-Shi entran en juego. Utilizando el teorema, conseguiremos co-
tas sobre las derivadas de la curvatura asumiendo solamente que la curvatura
está acotada.

Es importante recalcar que estos estimativos no nos dicen nada en t = 0. Es
decir, para un tensor de curvatura genérico, acotar la curvatura no nos dice nada
sobre cómo se comportan sus derivadas: es sólo cuando el flujo de Ricci comienza
actuar sobre la métrica que podemos empezar a controlar las derivadas. Esto
no será un problema, pues necesitamos obtener una cota para el tiempo ĺımite
T , sin cuidado de lo que ocurre en t = 0. Podemos considerar entonces que el
flujo de Ricci comienza en T − ε en vez de en 0. Esta observación nos permite
probar el siguiente.

Corolario 4.8. Sea (M, g(t)) una solución del flujo de Ricci en una variedad
compacta de dimensión n. Si existen β,K > 0 tal que

|Rm(x, t)|g(t) ≤ K para todo t ∈ [0, T ],

con T > β/K, entonces para cada m ∈ N existe una constante Bm que depende
sólo de m,n y min{β, 1} tal que

|∇mRm(x, t)|g(t) ≤ BmK1+m
2 para todo t ∈

[
min{β, 1}

K
,T

]
.

21



Demostración. Sea β1 = min{β, 1} y t0 ∈ [β1/K, T ]. Consideramos el flujo
comenzando en T0 = t0−β1/K, y aplicando los estimativos de BBS a este flujo
de Ricci con α = β1, obtenemos que

|∇mRm| ≤ CmK

(t− T0)m/2
,

donde Cm depende solo de m, n y min{α, 1}. Por lo tanto en t = t0 tenemos

|∇mRm| ≤ CmK

(β1

K )m/2
=
Cm
βm1

K1+m/2,

de donde se sigue la tesis.

Teniendo las derivadas de la curvatura acotadas, podemos acotar las deriva-
das espaciales de la métrica.

Proposición 4.9. Si g(t) es una solución del flujo de Ricci en una variedad
cerrada M , y sea (xi) un sistema de coordenadas locales en U ⊂ M . Si existe
un K > 0 tal que

|Rm(x, t)|g(t) ≤ K para todo t ∈ [0, T ),

entonces para cada m ∈ N existen constantes Cm, C ′m dependiendo únicamente
de la carta tal que

|∂mg(x, t)| ≤ Cm,

y también
|∂m Rc(x, t)| ≤ C ′m,

para todo (x, t) ∈ U × [0, T ), donde la norma se toma con respecto a la métrica
Eucĺıdea en el sistema de coordenadas (xi).

Recordamos que por ∂mg nos referimos al (m+2,0)-campo tensorial definido
únicamente en la carta U , que tiene coordenadas ∂i1 . . . ∂imgpq con respecto al
sistema (xi) elegido. La métrica Eucĺıdea definida en el sistema de coordenadas
U es la métrica cuyas coordenadas son δij con respecto al sistema (xi).

Demostración. En esta prueba, nos referiremos a los śımbolos de Christoffel Γkij
como las coordenadas respecto a (xi) de un tensor Γ definido únicamente en U .

Observamos que por el corolario anterior para cada m ∈ N hay una cota
superior uniforme en |∇m Rc | en el intervalo (β/K, T ). También tenemos una
cota superior de la misma cantidad en el intervalo [0, β/K] porque el intervalo
es compacto, por lo que para todo x ∈M y todo t ∈ [0, T ), existe una constante
Dm tal que

|∇m Rc(x, t)| ≤ Dm. (29)

Probaremos por inducción que existen constantes Pm, Qm y Rm para cada
m ∈ N tal que

1. |∂m−1Γ| ≤ Pm si m ≥ 1,

2. |∂m Rc | ≤ Qm,

3. |∂mg| ≤ Rm,
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para todo t ∈ [0, T ).
Para el caso m = 0, (2) se sigue de la cota |Rm | ≤ K, y (3) sigue del

corolario 4.7.
Supongamos entonces que se cumplen las tres con m ≤ p − 1. Probaremos

que entonces es cierto para p = m. Comenzamos viendo(1): es claro que existe
una constante C tal que |∂p−1Γ| ≤ C en t = 0 por ser M compacta.

Si tenemos una cota para |∂mg|, entonces tenemos una para |∂m(g−1)| dife-
renciando la fórmula gijgjk = δik m veces. Usando la ecuación de evolución para
los śımbolos de Christoffel (B.2), obtenemos

∂t∂
p−1Γ = ∂p−1(∂tΓ)

= ∂p−1(g−1 ∗∇Rc)

=

p−1∑
i=0

∂p−i−1(g−1) ∗ ∂i∇Rc .

(30)

Como ya tenemos cotas para las derivadas de g−1, basta acotar los términos
∂i∇Rc. Para i ≤ p− 1 tenemos por el lema A.3,

∂i∇Rc = ∇i+1 Rc + ∗
0≤j≤i−1
k≤i

(
∂iΓ, ∂k Rc

)
.

Por la desigualdad (29), tenemos una cota en ∇i+1 Rc, y una cota superior
inductiva en todos los otros términos del lado derecho pues j ≤ i− 1 ≤ p− 2 y
k ≤ i ≤ p − 1. Por lo tanto, |∂i∇Rc | ≤ C para i ≤ p − 1, lo que implica que
existe una constante D tal que

|∂t∂p−1Γ| ≤ D.

Entonces |∂p−1Γ| está acotada en t = 0, y no crece más que lineal en el intervalo
[0, T ). Por lo tanto,

|∂p−1Γ| ≤ Pp,

en el intervalo [0, T ) para alguna constante Pp, lo que completa (1).
Nuevamente, por el lema A.3, podemos calcular

∂p Rc = ∇p Rc + ∗
j≤p−1
k≤p−1

(
∂jΓ, ∂k Rc

)
.

Y todos los términos del lado derecho están acotados inductivamente, con la
excepción de ∂p−1Γ, el cual acabamos de mostrar que estaba acotado como
parte del paso inductivo; por lo que tenemos

|∂p Rc | ≤ Qp,

en el intervalo [0, T ) para alguna constante Qp, completando la prueba de (2).
Finalmente,

|∂t∂pg| = | − 2∂p Rc | ≤ A

para alguna constante A > 0 por la segunda parte del paso inductivo, y como es-
tamos en un intervalo finito, |∂pg| ≤ Rp para alguna constante Rp, concluyendo
la prueba de (3), y por lo tanto, probando el resultado.
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Corolario 4.10. La métrica g(T ) del corolario 4.7 es suave y las métricas g(t)
convergen uniformemente en toda norma Ck a g(T ) cuando t→ T .

Demostración. Sea x ∈ M , y fijemos un sistema de coordenadas (Xi) en un
entorno U de x. Por definición del flujo de Ricci, se tiene

gij(x, T ) = gij(x, t)− 2

∫ T

t

Rij(x, s)ds

para todo t ∈ [0, T ). Por la proposición anterior,
∣∣ ∂
∂xα gij

∣∣ y
∣∣ ∂
∂xαRij

∣∣ están
acotados unformemente en U × [0, T ) para todo multíındice α y por lo tanto
podemos derivar dentro de la integral(

∂

∂xα
gij

)
(x, T ) =

(
∂

∂xα
gij

)
(x, t)− 2

∫ T

t

(
∂

∂xα
Rij

)
(x, s)ds (31)

para todo x ∈ U . Por lo tanto,
(

∂
∂xα gij

)
(x, T ) existe para todo α, luego g(T ) es

suave.
Resta ver que la convergencia es uniforme en toda norma Ck, en el senti-

do de que podemos elegir un cubrimiento de M por cartas tal que para todo
multíındice α y todo ε > 0, existe δ > 0 tal que∣∣∣∣ ∂

∂xα
gij(x, T )− ∂

∂xα
gij(x, t)

∣∣∣∣
g(x,T )

< ε

en toda carta del cubrimiento elegido, para todo t ∈ [T − δ, T ) y x ∈M .
Dado que M es compacta podemos elegir una cantidad finita de cartas φ

de forma tal que M sea cubierta la imagen de la bola unitaria cerrada a través
de las φ. Como las bolas son compactas, la métrica eucĺıdea en cada una es
equivalente a g(T ). Como son finitas, las métricas euclideas son uniformemente
equivalentes a g(T ). Luego basta mostrar que la ecuación vale si se toma la
norma respecto a una sola de las métricas eucĺıdeas en cada punto x en vez de
mostrarlo con respecto a g(x, t).

Por la proposición anterior, para cada carta φ elegida existeDφ
α con

∣∣ ∂
∂xαRij

∣∣ ≤
Dφ
α con respecto a la norma eucĺıdea.

Usando que son finitas, fijado α, podemos tomar el máximo de las Dφ
α sobre

las φ que cubren M . Sea D este máximo.
Uniendo esto con la ecuación (31), obtenemos∣∣∣∣ ∂

∂xα
gij(x, T )− ∂

∂xα
gij(x, t)

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣
∫ T

t

∂

∂xα
Rij(x, s)ds

∣∣∣∣∣
≤ 2

∫ T

t

∣∣∣∣ ∂

∂xα
Rij(x, s)

∣∣∣∣ ds
≤ 2D(T − t).

(32)

Por lo que g(t)→ g(T ) uniformemente en toda norma Ck cuando t→ T .

4.4 El lema de continuación

Probamos ahora el objetivo principal de esta sección.
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Teorema 4.11. Sea g(t) una solución maximal para el flujo de Ricci (normali-
zado o sin normalizar) en una variedad cerrada, definida en el intervalo [0, T ).
Si existe algún K <∞ tal que para todo t ∈ [0, T )

|Rm(t)|g(t) ≤ K.

Entonces T = +∞.

Demostración. Supongamos que |Rm |g(t) ≤ K para todo t ∈ [0, T ). Luego,
por los corolarios 4.7 y 4.10 tenemos que g(t) converge uniformemente en toda
norma Ck a una métrica suave h.

Como g(T ) es suave, podemos encontrar una solución al flujo de Ricci con
g(0) = h. Por la existencia a tiempos cortos, tenemos entonces que existe un
ε > 0 tal que la solución la ecuación con g(0) = h existe en [0, ε).

Por la unicidad de la solución, como g(T ) = h, podemos extender la solución
de nuestro problema inicial a [0, T + ε). Esta extensión es suave pues todas las
derivadas espaciales son continuas en t = T debido a la convergencia en Ck.

De lo anterior se sigue que entonces también son continuas todas las deriva-
das espacio-temporales de g(t) en t = T , pues el flujo de Ricci permite escribir
las derivadas temporales de toda cantidad relacionada a la métrica en función de
las derivadas espaciales de esas cantidades, las que sabemos que son continuas.

Por lo tanto, la solución definida en [0, T ) no era maximal, por lo que llega-
mos a una contradicción. Se sigue entonces que debe ser T = +∞.

Entonces, si el flujo de Ricci no está definido para todo tiempo, debe ser
porque la curvatura de Riemann no está acotada. Es por esta observación que
para probar la existencia a tiempos largos basta ver que bajo el flujo la curvatura
de Riemann permanece acotada.
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5 Flujo de Ricci en dimensión 2

De ahora en más nos enfocaremos únicamente en el flujo de Ricci normalizado
en dimensión 2, por lo que cualquier referencia al flujo de Ricci será en realidad
una referencia al flujo de Ricci normalizado.

En este caso, como Rc = 1
2Rg, la ecuación de evolución es
d

dt
g = −(R− r)g,

g(0) = g0.
(33)

Por la simplicidad de esta ecuación, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.1. El flujo de Ricci en dimensión 2 preserva la clase conforme.

Demostración. Sea g(t) solución al flujo de Ricci. Entonces

g(x, t) := e−
∫ t
0

(R−r)g(s)(x)dsg(x, 0),

lo que concluye la prueba.

Por lo tanto, si mostramos que el flujo de Ricci converge siempre a una
métrica de curvatura constante, estamos mostrando que dada una métrica en
M , existe un camino suave a una métrica de curvatura constante dentro de la
misma clase conforme.

Además, como puede verse en B.7, r = 4πχ(M)/A, donde A es el área inicial
de M . Por lo tanto la condición χ(M) < 0 es equivalente a r < 0, χ(M) > 0 es
equivalente a r > 0 y χ(M) = 0 es equivalente a r = 0.

Nuestro objetivo será probar los siguientes teoremas.

Teorema 5.2. Sea M una superficie compacta. Entonces la solución existe para
todo tiempo.

Teorema 5.3. Si χ(M) ≤ 0, la métrica converge en C∞ a una de curvatura
constante.

Teorema 5.4. Si χ(M) > 0 y R(x, 0) > 0 para todo x ∈M , la métrica converge
en C∞ a una de curvatura constante.

Repasemos un poco lo visto hasta ahora; por la existencia y unicidad a
tiempos cortos, sabemos que para toda métrica tenemos una única solución
definida en [0, T ) para algún T > 0. Además, ya vimos en (4.11) que para
probar que las soluciones se pueden extender para todo tiempo basta probar
que la curvatura de Riemann no explota, y en dimensión 2 esto es equivalente
a ver que la curvatura escalar no explota. Por esto último, nos restringiremos
únicamente al estudio de la ecuación de evolución de la curvatura escalar en
dimensión dos, tratando de encontrar cotas superiores e inferiores para la misma
cuando evoluciona a través del flujo.

Finalmente, para 5.3 y 5.4 debemos probar que la misma está acotada para
todo tiempo, que converge a una constante y que la convergencia se da en la
topoloǵıa Ck para todo k.

Como puede verse en (B.7), la ecuación de evolución para la curvatura escalar
es

d

dt
R = ∆R+R(R− r) (34)

por lo que a partir de ahora nos restringiremos al estudio de esta ecuación.
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5.1 Existencia de la solución para todo tiempo

Empecemos por aplicarle el principio del máximo a la ecuación anterior. Sea
Rmin := mı́n{Rg0(x) : x ∈ M}, es decir, el mı́nimo de la curvatura escalar de
la métrica inicial, que sabemos además que se alcanza porque M es compacta.
Considerando la EDO asociada

d

dt
f = −(f − r)f

f(0) = Rmin

(35)

tenemos que f(t) ≤ R(t) mientras que f y R existan.
Estudiemos las soluciones de la EDO anterior. Si r 6= 0 y Rmin 6= 0, se tiene

f(t) =
r

1− (1− r/Rmin) ert
.

Si r = 0, la solución es

f(t) =
Rmin

1−Rmint
y si Rmin = 0, la solución es

f(t) = 0.

Uniendo estos resultados, se tiene

Proposición 5.5. Sea g(t) una solución al flujo normalizado en una superficie
compacta. Entonces mientras la solución exista, R estará acotada por abajo de
acuerdo a los siguientes casos.

R− r ≥ r

1− (1− r/Rmin) ert
− r ≥ (Rmin − r)ert Si r < 0

R ≥ Rmin
1−Rmint

≥ −1

t
Si r = 0

R ≥ r

1− (1− r/Rmin) ert
≥ Rmine−rt Si r > 0 y Rmin < 0

(36)
Notamos que en los tres casos, el término de la derecha tiende a cero cuando
t→∞.

Analicemos estos resultados. Si iniciamos con curvatura promedio negativa,
entonces Rmin tiende a r exponencialmente rápido. Para el caso con curvatura
promedio cero, Rmin tiende a cero. Como la solución para Rmin = 0 es f(t) = 0,
si la curvatura escalar promedio es positiva y a partir de algún momento Rmin
se hace no negativo, permanece no negativo para todo tiempo. Finalmente, si la
curvatura escalar promedio es positiva y Rmin es negativo inicialmente, la cota
inferior tiende a cero exponencialmente rápido.

Ya tenemos entonces las cotas inferiores para la evolución de la curvatura en
todos los casos posibles, por lo que la mitad del trabajo necesario para aplicar
el teorema (4.11) está hecho gracias al principio del máximo.

Si aplicamos de nuevo el principio del máximo pero esta vez para obtener
cotas superiores utilizando Rmax en vez de Rmin, notamos que las cotas explotan
en tiempo finito siempre que Rmax > max{0, r}, por lo que las cotas superiores
requieren un poco más de trabajo.

Para solucionar este problema, necesitamos una nueva herramienta.
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Definición 5.1. Una solución g(t) del flujo de Ricci normalizado es auto-similar
si existe una familia a un parámetro de difeomorfismos {φ(t)} tal que

g(t) = φ(t)∗g(0).

Observamos que si {X(t)} es la familia de campos vectoriales generados por
la familia {φ(t)} (es decir, X(t) = φ̇(t)), diferenciando la definición anterior con
respecto al tiempo obtenemos

d

dt
g = LXg.

Utilizando la ecuación del flujo, podemos reescribir esta igualdad como

(R− r)gij = ∇iXj +∇jXi, (37)

y si además existe una función f(x, t) tal que X = −∇f obtenemos

(R− r)gij = 2∇i∇jf. (38)

Tenemos entonces dos nuevas definiciones

Definición 5.2. Decimos que g(t) es un solitón de Ricci si satisface (37), y
decimos que g(t) es un solitón de Ricci de gradientes si satisface (38).

Observamos que tomando la traza en la definición de solitón de Ricci, obte-
nemos

∆f = R− r (39)

En caso de obtener una función que cumpla lo anterior, decimos que f es un
potencial de la curvatura.

Es importante observar que como
∫
M

(R− r)dµ = 0, el teorema de descom-
posición de Hodge nos garantiza la existencia de un potencial f suave para toda
métrica inicial en una superficie compacta y el mismo es único módulo adi-
ción de una función c(t) que depende únicamente del tiempo, pues las funciones
armónicas en M son constantes. Veamos qué podemos decir de la ecuación de
evolución de f . Para esto necesitamos un lema técnico sobre conmutadores.

Lema 5.6. Sea M una variedad de dimensión n y supongamos que d
dtg = fg.

Entonces [
d

dt
,∆

]
φ = −f∆φ−

(
1− n

2

)
〈∇f,∇φ〉.

Demostración. Sea ψ una función test. Entonces∫
M

(∆φ)ψdµ = −
∫
M

gij∂iφ∂jψdµ.

Recordamos que d
dtg

ij = −fgij y d
dtdµ = n

2 fdµ. Diferenciando obtenemos∫ (
d

dt
∆φ

)
ψdµ+

∫
n

2
f(∆φ)ψdµ =

= −
∫
gij∂i

(
d

dt
φ

)
∂jψdµ−

∫ (
1− n

2

)
fgij∂iφ∂jψdµ

=

∫
∆

(
d

dt
φ

)
ψdµ−

∫ (
1− n

2

)
f(∆φ)ψdµ

−
∫ (

1− n

2

)
gij∂if∂jφψdµ.
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Finalmente, reordenando la igualdad anterior se obtiene∫ ([
d

dt
,∆

]
ψ

)
φdµ =

∫ (
−f∆ψ −

(
1− n

2

)
〈∇f,∇φ〉

)
ψdµ.

Como esto vale para toda función test φ, queda probada la igualdad.

Observación 5.7. Cuando n = 2, el término que involucra el gradiente de f
desaparece. Luego para el flujo de Ricci en superficies se tiene que f = r − R
por la ecuación (33) y se cumple

d

dt
∆φ = ∆

(
d

dt
φ

)
+ (R− r)∆φ. (40)

Lema 5.8. Dado f0 un potencial de la curvatura para una solución al flujo de
Ricci normalizado, podemos elegir c(t) de forma tal que f := f0 + c satisface la
ecuación de evolución

d

dt
f = ∆f + rf. (41)

Demostración. Diferenciando (39) y usando el lema anterior, obtenemos

(R− r)2 + ∆

(
d

dt
f0

)
=

d

dt
R = ∆∆f0 +R(R− r),

lo que implica

∆

(
d

dt
f0

)
= ∆(∆f0 + rf0).

Como las funciones armónicas en una variedad cerrada son constantes, existe
γ(t) tal que

d

dt
f0 = ∆f0 + rf0 + γ,

y eligiendo

c(t) := −ert
∫ t

0

e−rτγ(τ)dτ,

obtenemos la ecuación de evolución buscada.

A partir de ahora, todas las funciones potenciales que consideremos serán
tales que cumplan la ecuación de evolución dada por el lema anterior.

Definimos ahora
H := R− r + |∇f |2.

Estudiemos la evolución de esta función por el flujo de Ricci.

Proposición 5.9. H satisface la ecuación

d

dt
H = ∆H − 2|∇∇f − 1

2
∆f.g|2 + rH.

Demostración. Podemos reescribir la ecuación (34) como

d

dt
(R− r) = ∆R+R(R− r),
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y usando la definición del potencial,

∆R+R(R− r) = ∆(R− r) + (∆f)2 + r(R− r).

Ahora, usando (41) y recordando que d
dtg

ij = −gikgjl (−(R− r)) gkl, tene-
mos que

d

dt
|∇f |2 =

d

dt
(gij∇if∇jf) =

(
d

dt
gij
)
∇if∇jf + 2gij

(
d

dt
∇if

)
∇jf

= 2∇i(∆f + rf)∇if + (R− r)gij∇if∇jf
= 2(∆∇if −Rik∇kf)∇if + (R+ r)|∇f |2.

(42)

Como en dimensión 2 tenemos que Rjk = 1
2Rgjk, obtenemos

d

dt
|∇f |2 = ∆|∇f |2 − 2|∇∇f |2 + r|∇f |2. (43)

Uniendo los resultados anteriores, se tiene que

d

dt
H =

d

dt
(R− r) +

d

dt
|∇f |2

= ∆(R− r) + (∆f)2 + r(R− r) + ∆|∇f |2 − 2|∇∇f |2 + r|∇f |2

= ∆H − 2|∇∇f − 1

2
∆f.g|2 + rH.

(44)

La ventaja de tener definida la H anterior, es que se comporta bien cuando
evoluciona por el flujo y por lo tanto podemos aplicarle el principio del máximo,
obteniendo

R− r ≤ H ≤ H(0)ert

Esta cota superior śı existe para todo tiempo, y está definida para todo r y todo
R(0).

Uniendo esto con la proposición 5.5, tenemos

Teorema 5.10. Para el flujo de Ricci normalizado en superficies, valen las
siguientes cotas en la curvatura escalar,

r − Cert ≤ R ≤ r + Cert Si r < 0

− C

1 + Ct
≤ R ≤ C Si r = 0

−Cert ≤ R ≤ r + Cert Si r > 0

(45)

donde C > 0 es una constante que depende únicamente de la métrica inicial en
la superficie.

Entonces tenemos que la curvatura está acotada para todo tiempo t ∈
[0,+∞) y para cualquier caso inicial. Como ya probamos en la sección anterior,
esto es suficiente para asegurar la existencia de la solución para todo tiempo; lo
que termina la prueba del teorema 5.2.
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5.2 Convergencia de la solución en el caso r < 0

Para probar la convergencia debemos ver primero que la curvatura escalar con-
verge a una constante, y tenemos la siguiente.

Observación 5.11. Sea g(t) solución al flujo de Ricci en (M, g0). Entonces

g(t) = g0 +

∫ t

0

(r −R)gds,

lo que implica

∂g

∂xi
(t) =

∂g0

∂xi
+

∫ t

0

− ∂R
∂xi

g(s)ds+

∫ t

0

(r −R)
∂g(s)

∂xi
ds,

por lo que si ∫ ∞
0

|∇R|ds ≤ C <∞,

la convergencia será en C1. Análogamente, si∫ ∞
0

|∇kR|ds ≤ C <∞,

la convergencia será en Ck. Entonces basta ver que las derivadas de la curvatura
decrecen suficientemente rápido.

Empezamos con el caso χ(M) < 0.
Por el teorema 5.2, la solución existe para [0,+∞). Además por lo visto

en el corolario (4.7), sabemos que todas las métricas g(t) son uniformemente
equivalentes.

Como vimos en la prueba del teorema anterior, tenemos la desigualdad

r − Cert ≤ R ≤ r + Cert,

para el caso con curvatura promedio negativa, y como r < 0 la convergencia en
C0 a una métrica de curvatura constante es exponencial; por lo que si converge
a una métrica en Ck para todo k, debe tener curvatura constante.

Veamos ahora qué ocurre para las derivadas de R.

Proposición 5.12. Si χ(M) < 0, entonces para cada m ≥ 1 existe una cons-
tante Cm tal que para todo (x, T ) ∈M × [0,+∞) se cumple

|∇mR(x, t)|2 ≤ Cmert/2.

Probaremos el caso m = 1 de donde por inducción se seguirán los casos
m ≥ 2 pero que por cuestiones de brevedad omitiremos algunos de los cálculos.
Comenzamos con un lema.

Lema 5.13. Bajo el flujo normalizado, |∇R|2 evoluciona mediante la siguiente
ecuación

d

dt
|∇R|2 = ∆|∇R|2 − 2|∇∇R|2 + (4R− 3r)|∇R|2.
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Demostración. Recordamos que sobre una superficie, tenemos la siguiente iden-
tidad,

∇∆ = ∆∇− 1

2
R∇.

Luego obtenemos

d

dt
(∇R) = ∇(∆R+R(R− r)) = ∆∇R+

3

2
R∇R− r∇R.

Entonces

d

dt
|∇R|2 =

d

dt
(gij∇iR∇jR)

= (R− r)|∇R|2 + 2〈∆∇R+
3

2
R∇R− r∇R,∇R〉

= R|∇R|2 − r|∇R|2 + 2〈∆∇R,∇R〉 − 2|∇∇R|2

+ 2|∇∇R|2 + 3R|∇R|2 − 2r|∇R|2

= ∆|∇R|2 − 2|∇∇R|2 + (4R− 3r)|∇R|2.

(46)

Donde en la última igualdad usamos que ∆|∇R|2 = 2〈∆∇R,∇R〉+2|∇∇R|2.

Probemos ahora la proposición.

Demostración de la proposición 5.12. Comenzamos con el caso m = 1.
Por lo visto en la sección anterior, con curvatura negativa tenemos la conver-

gencia exponencial |R− r| ≤ Cert. Además, usando el lema anterior obtenemos

d

dt
|∇R|2 = ∆|∇R|2 − 2|∇∇R|2 + (4R− 3r)|∇R|2.

≤ ∆|∇R|2 + (4Cert + r)|∇R|2

≤ ∆|∇R|2 +
r

2
|∇R|2 con t suficientemente grande.

(47)

Aplicando al resultado anterior el principio del máximo, se obtiene

|∇R|2 ≤ Cert/2.
Para los casos con m > 1, se obtiene una ecuación de evolución similar que

es satisfecha por la función

Φ = |∇mR|2 − (m+ 1)r|∇m−1R|2

Y aplicando la hipótesis inductiva se llega a la siguiente desigualdad,

d

dt
Φ ≤ ∆Φ +

rk

2
Φ + C ′ert

A la cual nuevamente puede aplicarse el principio del máximo.

Por lo tanto, tenemos que la solución converge a una métrica g∞, y como
las derivadas de la curvatura decaen exponencialmente, obtenemos que

g(t)→ g∞ con t→∞

en la topoloǵıa Ck para todo k y además R∞ ≡ r, lo que termina el caso
χ(M) < 0.
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5.3 Convergencia de la solución en el caso r = 0

Comenzamos recordando las cotas obtenidas en el caso χ(M) = 0,

− D

1 +Dt
≤ R ≤ D,

de donde es inmediato notar que si bien Rmin → 0, no tenemos la misma suerte
para Rmax, por lo que debemos considerar alguna cantidad auxiliar.

Como mencionamos previamente, siempre tenemos un potencial de curvatura
f tal que  ∆f = R− r = R

d

dt
f = ∆f + rf = ∆f

(48)

Para controlar la curvatura escalar por arriba debemos mejorar la cota ob-
tenida previamente. Nos dirigimos entonces a probar el siguiente

Teorema 5.14. Existe una constante C < ∞ tal que para todo (x, t) ∈ M ×
[0,+∞),

|R|+ |∇f |2 ≤ C

1 + t
.

Nuevamente, necesitaremos un lema sobre el crecimiento de la derivada de
f .

Lema 5.15. Si χ(M) = 0, existe una constante C <∞ que depende únicamente
de g(0) tal que para todo (x, t) ∈M × [0,+∞),

|∇f(x, t)|2 ≤ C

1 + t

Demostración. Reciclando el resultado para la evolución del potencial dado en
(43) y recordando que r = 0, vemos que

d

dt
|∇f |2 = ∆|∇f |2 − 2|∇∇f |2

Luego, aplicamos el principio del máximo para acotar |∇f |2, obteniendo que
existe C0 dependiendo únicamente de g(0) tal que |∇f |2 ≤ C0 para todo tiempo.
Observamos que

d

dt

(
t|∇f |2

)
≤ ∆

(
t|∇f |2

)
+ |∇f |2.

Además,
d

dt
f2 = 2f

d

dt
f = 2f∆f.

Por otro lado,

∆f2 = gij∇i∇jf2 = 2gij∇i (f∇jf)

= 2gij∇if∇jf + 2gijf∇i∇jf
= 2|∇f |2 + 2f∆f,

(49)

por lo que
d

dt
f2 = ∆f2 − 2|∇f |2
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Y juntando lo anterior se obtiene

d

dt

(
t|∇f |2 + f2

)
≤ ∆

(
t|∇f |2 + f2

)
lo que implica que existe C1 tal que t|∇f |2 + f2 ≤ C1 y en particular, |∇f |2 ≤
C1/t.

Uniendo ambas cotas obtenemos el lema.

Prueba del teorema 5.14. Recordamos que R2 = (∆f)2 ≤ 2|∇∇f |2, y vemos
que

d

dt

(
R+ 2|∇f |2

)
= ∆

(
R+ 2|∇f |2

)
+R2 − 4|∇∇f |2

≤ ∆

(
R+ 2|∇f |2

)
−R2.

(50)

Aplicando el principio del máximo, obtenemos

R+ 2∇|f |2 ≤ C0,

para alguna constante C0 dependiendo únicamente de g0. Por otro lado, usando
los estimativos BBS

d

dt

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
≤ ∆

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
− tR2 +R+ 2|∇f |2

≤ ∆

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
− t

2
R2 +R+ 2|∇f |2

− t

2

(
R+ 2|∇f |2

)2

+ 2t|∇f |2
(
R+ |∇f |2

)
.

(51)

El lema anterior nos asegura que existe una constante C1 tal que t|∇f |2 ≤ C1 y
entonces podemos encontrar C ′ < ∞ suficientemente grande para que en todo
punto donde se tenga

t

(
R+ 2|∇f |2

)
≥ C ′,

tenemos R ≥ 0 y por lo tanto existe una constante C2 tal que

d

dt

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
≤ ∆

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
− t

2
R2 − t

2

(
R+ 2|∇f |2

)2

+ (1 + 2C1)R+ 2(1 + C1)|∇f |2

≤ ∆

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
− 1

2t

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]2

−
[√

t

2
R−

√
1

2t
(1 + 2C1)

]2

+
C2

t
.

(52)

Luego existe una constante C > C ′ tal que t

(
R+ 2|∇f |2

)
≥ C implica

d

dt

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
≤ ∆

[
t

(
R+ 2|∇f |2

)]
.
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Finalmente, aplicando el principio del máximo, se sigue que R+2|∇f |2 ≤ C/t
para todo tiempo. Usando además las cotas obtenidas para R y |∇f |2, se sigue
el resultado.

Por lo tanto, uniendo esto con (5.10),

− D

1 +Dt
≤ R ≤ D

1 +Dt
,

por lo que sabemos que R(t)→ R∞ ≡ 0 cuando t→∞. Falta ahora ver que las
derivadas de la curvatura convergen a cero para tener el resultado buscado.

Proposición 5.16. Sea (M, g(t)) una solución al flujo de Ricci en una su-
perficie con r = 0. Entonces para cada entero positivo k existe una constante
Ck <∞ dependiendo únicamente de g(0) tal que para todo (x, t) ∈M × [0,∞),

|∇kR|2 ≤ Ck
(1 + t)k+2

.

Demostración. La prueba se hará por inducción. Comenzamos con el caso k = 1.
Usando el resultado visto en el lema (5.13) y recordando que r = 0, vemos

que

d

dt
|∇R|2 = ∆|∇R|2 − 2|∇∇R|2 + 4R|∇R|2 ≤ ∆|∇R|2 + 4R|∇R|2.

Sea ahora una constante α, y definamos

φ := t4|∇R|2 + αt3R2.

Como
d

dt

(
t4|∇R|2

)
≤ ∆

(
t4|∇R|2

)
+ 4t3(tR+ 1)|∇R|2,

y además
d

dt
(t3R2) = ∆(t3R2)− 2t3|∇R|2 + 2t3R3 + 3t2R2,

podemos calcular

d

dt
φ ≤ ∆φ+ 4t3(tR+ 1− α/2)|∇R|2 + α(2t2R3 + 3t2R2).

Usando las cotas previamente obtenidas para R, podemos tomar α <∞ tal que
tR+ 1 ≤ α/2.

Por lo tanto,
d

dt
φ ≤ ∆φ+ C,

donde C = α( 1
4α

3 + 3
4α

2). Finalmente por el principio del máximo,

t4|∇R|2 + αt3R2 = φ ≤ Ct.

Hacemos el paso inductivo. La idea será la misma que en el paso base;
definiremos una función auxiliar que generalizará la φ utilizada en la parte
anterior y veremos que podemos aplicarle el principio del máximo para encontrar
una cota a la misma, a partir de la cual luego se despeja la cota para la k-ésima
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derivada de R. Supongamos que es cierto para 0 ≤ j ≤ k−1. Entonces podemos
verificar que

d

dt
|∇kR|2 =

d

dt
(gip...gjq∇i...∇pR∇j ...∇qR)

= ∆|∇kR|2 − 2|∇k+1R|2 +
(
∇kR

)
⊗g
[ bk/2c∑
j=0

(∇jR)⊗g (∇k−jR)

]
(53)

El cálculo anterior se encuentra detallado en la Sección 5, proposición 5.27 de
[CK04].

Definiendo entonces

φ := tk+3|∇kR|2 +Ntk+2|∇k−1R|2

con N una constante a determinar, podemos acotar la derivada temporal de φ
para algunas constantes a, bj y cj que se pueden estimar,

d

dt
φ ≤ ∆φ+ tk+2|∇kR|2

[
atR+ (k + 3− 2N)

]
+
√
tk+2|∇kR|2

bk/2c∑
j=1

bj

√
tj+2|∇jR|2tk−j+2|∇k−jR|2

+N

b(k−1)/2c∑
j=0

cj

√
tk+1|∇k−1R|2tj+2|∇jR|2tk−j+1|∇k−j−1R|2

+N(k + 2)tk+1|∇k−1R|2.

(54)

Finalmente, por hipótesis inductiva, existe una constante N que depende
sólo de g(0) y constantes positivas A,B,C,D que dependen de g(0) y N tal que

d

dt
φ ≤ ∆φ−Atk+2|∇kR|2 +B

√
tk+2|∇kR|2 + C ≤ ∆φ+D.

Una vez más aplicamos el principio del máximo y obtenemos el resultado.

Usando estas cotas con el resultado previo y aplicando la observación 5.11,
obtenemos que si r = 0,

g(t)→ g∞ cuando t→∞

en la topoloǵıa Ck para todo k. Además, R∞ ≡ 0, concluyendo la prueba del
teorema (5.3).
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6 Convergencia de la solución en el caso positivo

Para esta sección, nos basamos en [Ham88], y seguimos los argumentos dados
en éste.

Nos queda por probar el caso de curvatura positiva. Recordando que la
ecuación de evolución para la curvatura es,

d

dt
R = ∆R+R(R− r),

si miramos la EDO asociada d
dtR = R2 − Rr, como r > 0 se tiene que R ≡ r

es un punto fijo repulsor de la anterior, por lo que el laplaciano compite con
el término de reacción y el principio del máximo no nos permitirá acotar la
curvatura de forma tan sencilla.

Si bien el principio del máximo nos será útil nuevamente, no será nuestra
principal herramienta en este caso; el truco estará en estudiar nuevamente los
solitones de Ricci.

Recordamos que, como definimos en (37), g es un solitón de Ricci si cumple

(R− r)gij = ∇iXj +∇jXi,

siendo {X(t)} una familia de campos vectoriales generados por una familia de
flujos {φ(t)}. Además, en el caso de cumplirse que existe una función escalar
f con X(t) = −∇f(t) para todo t, vimos que podemos reescribir la ecuación
anterior como

(R− r)gij = 2∇i∇jf.
Supongamos ahora, que como antes tomamos f : M → R siendo un potencial
de la curvatura (es decir, ∆f = R − r), y consideremos g(t) la solución al flujo
de Ricci normalizado en la esfera, que sabemos que existe para todo tiempo.
Entonces definiendo una familia a un parámetro de difeomorfismos φt generada
por el campo ξ = ∇f , podemos estudiar la familia de métricas g̃ = ψ∗t g, para la
cual obtenemos la siguiente ecuación de evolución

d

dt
g̃(X,Y ) = (Lξ g̃)(X,Y ) + (r −R)g̃(X,Y )

= ξ(g̃(X,Y ))− g̃(LξX,Y )− g̃(X,LξY )−∆fg̃(X,Y )

= g̃(∇ξX − [ξ,X], Y ) + g̃(X,∇ξY − [ξ, Y ])−∆fg̃(X,Y )

= XY (f)−∇XY (f) + Y X(f)−∇YX(f)−∆fg̃(X,Y )

= 2∇2f(X,Y )−∆fg̃(X,Y ).

(55)

Es decir, la derivada de la solución modificada es dos veces la parte libre de traza
del Hessiano de nuestra función potencial sobre la métrica g̃. Para simplificar
notación, definamos el siguiente tensor,

M := ∇2f − 1

2
∆fg̃

Supongamos ahora que
|M |2 ≤ Ce−ct,

y que además existen constantes positivas ck, Ck para cada k natural tal que

|∇kM | ≤ Cke−ckt.
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Entonces |M | tiende a cero exponencialmente rápido por el flujo, y como |M | es
invariante por difeomorfismos, debe ser 2|∇2f − 1

2∆fg̃|2 → 0, y lo mismo para
sus derivadas. Apoyándonos nuevamente en la observación 5.11, esto implicaŕıa
que g̃(t) converge en la topoloǵıa C∞ a una métrica ĺımite g̃∞ con M ≡ 0, que
es por definición un solitón de Ricci de gradientes.

Si logramos ver que los únicos solitones de Ricci de gradientes en la esfera
son redondos, se seguiŕıa que g̃ converge a una métrica redonda. Finalmente
recordando que g̃ se construye a partir de la solución inicial g modificándola
únicamente por una familia de difeomorfismos, g debe converger en la topoloǵıa
C∞ a la métrica ĺımite g∞ que también debe ser redonda, concluyendo la prueba.

Nuestro primer objetivo será mejorar las cotas obtenidas anteriormente para
R. Luego, usando las cotas para R obtenemos cotas para |M | y sus derivadas. El
problema es que aún no tenemos cotas uniformes para la curvatura escalar y por
lo tanto gran parte de la dificultad de este plan se esconde en generar las mismas.
Teniendo esto, un cálculo similar a los realizados en las secciones anteriores nos
acotará |M | y sus derivadas exponencialmente. Finalmente probaremos que los
solitones de Ricci de gradientes son redondos, concluyendo la prueba del caso
positivo.

6.1 Desigualdad de Harnack

La desigualdad de Harnack es una herramienta que nos permitirá comparar
valores cercanos para una función real en el espacio-tiempo. En otras palabras,
dado un punto x ∈M y fijando t = T , esta desigualdad nos permitirá comparar
el valor de R(x, T ) con valores de la forma R(ξ, τ) con ξ ∈M y τ < T .

Teorema 6.1. Sea M una variedad Riemannianana compacta de dimensión n
con curvatura de Ricci positiva, y sea f una función real en M que satisface
d
dtf = ∆f . Entonces

f(ξ, τ) ≤
(
T

τ

)n/2
e
d(X,ξ)2

4(T−τ) f(X,T )

para todo tiempo τ < T y puntos ξ,X ∈M .

Demostración. Para probarlo, obtendremos una cota inferior de d
dt log f con el

principio del máximo, y luego intregraremos sobre una geodésica minimizante
que conecte a X y ξ que existe por el teorema de Hopf-Rinow (ver por ejemplo
[Mil63] para más detalles).

Sea entonces L = log f . Tenemos que ∂tL = ∆f
f y ∆L = ∆f

f −
|∇f |2
f2 .

Combinando ambas se obtiene la ecuación de evolución para L,

∂tL = ∆L+ |∆L|2.

Definimos ahora Q = ∆L y derivamos una ecuación de evolución para aco-
tar Q por debajo. Notamos que d

dtQ = ∆(∆L + |∇L|2) = ∆Q + ∆|∇L|2, y
calculamos ∆|∇L|2,

∆|∇L|2 = gpqgij∇p∇q(∇iL∇jL)

= 2gpqgij∇p(∇p∇qL∇jL)

= 2|∇∇L|2 + 2gpqgij(∇p∇q∇iL∇jL).

(56)
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Conmutando i y q en el último término mediante la identidad [∇p,∇i]∇qL =
glmRpiql∇mL y aplicando una contracción obtenemos

2gijglmRil∇jL∇mL+ 2〈∇Q,∇L〉 ≥ 2〈∇Q,∇L〉,

pues la curvatura de Ricci se asume positiva. Además, usando la fórmula |∇∇L|2 ≥
1
n (∆L)2 se tiene que 1

nQ
2 = 1

n (∆L)2 ≤ |∇∇L|2. Juntando lo anterior nos queda
la desigualdad

d

dt
Q ≥ ∆Q+ 2〈∇Q,∇L〉+

2

n
Q2.

La solución general a la EDO asociada d
dth = 2

nh
2 es

h(t) =
−n

2t+ k
,

donde k es una constante. Ahora, si elegimos k = 0, h tiende a −∞ en 0,
asegurando que Q es mayor que h para tiempos pequeños. Aplicando el principio
del máximo obtenemos el estimativo

Q ≥ − n
2t
,

y por lo tanto obtenemos la cota inferior para ∂tL,

∂tL ≥ |∆L|2 −
n

2t
.

Ahora parametrizamos una geodésica s uniendo X y ξ por el tiempo con
t ∈ [τ, T ], con parámetro proporcional a la longitud de arco tal que d(X, ξ) =
ds
dt (T − τ), y usando las desigualdades anteriores para L(s(t), t) obtenemos

d

dt
L =

∂L

∂t
+
∂L

∂s

ds

dt

≥ − n
2t

+

(
∂L

∂s

)2

+
∂L

∂s

ds

dt

≥ − n
2t
− 1

4

(
ds

dt

)2

= − n
2t
− d(X, ξ)2

4(T − τ)2
.

(57)

Donde para el tercer paso usamos que (∂L∂t + 1
2
ds
dt )

2 ≥ 0.
Finalmente, integramos para obtener

L(X,T )− L(ξ, τ) ≥ log
( τ
T

)n/2
− d(X, ξ)2

4(T − τ)
,

y exponenciando el resultado anterior se obtiene la tesis.

Usando esta misma técnica, podemos probar una desigualdad de Harnack
para la curvatura escalar en una superficie compacta evolucionando por el flu-
jo de Ricci. La diferencia es que, como la métrica está cambiando, debemos
considerar otra definición de distancia. Con esto en mente, definimos

ρ(ξ, τ,X, T ) := ı́nf
γ

∫ T

τ

(
ds

dt

)2
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donde el ı́nfimo se toma sobre todas las curvas γ patrametrizadas por el tiempo
que conectan a ξ y X, y ds

dt es la velocidad en el espacio con respecto a la métrica
g(t) en tiempo t.

Con esto en mente, procedemos a probar el siguiente

Teorema 6.2. La curvatura escalar R en una superficie compacta evolucionan-
do a través del flujo de Ricci normalizado satisface

R(ξ, τ) ≤
(
erT − 1

erτ − 1

)
eρ/4R(X,T )

para todo tiempo τ < T y puntos ξ,X ∈M .

Demostración. Definamos entonces L = logR. Usando la ecuación de evolución
para R y recordando el lema 5.6, se obtiene d

dtL = ∆R
R + R − r y ∆L = ∆R

R −
|∇L|2. Entonces

d

dt
L = ∆L+ |∇L|2 +R− r.

Tomando ahora Q := ∆L+R− r y usando el lema se tiene que

d

dt
Q =

d

dt
(∆L) +

d

dt
R

= (R− r)∆L+ ∆(∆L+ |∇L|2 +R− r) + ∆R+R(R− r).
(58)

Observando que ∆Q = ∆(∆L) + ∆R, la derivada de Q nos queda

d

dt
Q = ∆Q+ ∆|∇L|2 + (R− r)∆L+ ∆R+R(R− r).

Reutilizando el cálculo previamente realizado en la desigualdad de Harnack,
tenemos

∆|∇L|2 = 2|∇∇L|2 + gijglmRil∇jL∇mL+ 2〈∇(∆L),∇L〉.

Usando la fórmula |∇∇L|2 ≥ 1
n (∆L)2 y notando que n = 2, se tiene que

2|∇∇L|2 ≥ (∆L)2. Ahora,

gijglmRil∇jL∇mL = R|∇L|2.

Por otro lado, podemos reescribir el tercer término del lado derecho como

2〈∇(∆L),∇L〉 = 2〈∇Q,∇L〉 − 2R|∇L|2

Y uniendo lo anterior se obtiene

∆|∇L|2 ≥ (∆L)2 −R|∇L|2 + 2〈∇Q,∇L〉.

Observamos ahora que podemos transformar derivadas de R en derivadas de L
mediante la identidad ∆R = R∆L + R|∇L|2, y usando estas cotas para d

dtQ,
obtenemos,

dQ

dt
≥ ∆Q+ (∆L)2 −R|∇L|2 + 2〈∇Q,∇L〉

+ (R− r)∆L+R∆L+R|∇L|2 +R(R− r)
≥ ∆Q+ (∆L)2 + 2〈∇Q,∇L〉+ 2(R− r)∆L+ (R− r)2 + r(∆L+R− r).

(59)
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Por otro lado es inmediato ver que

Q2 + rQ = (∆L)2 + 2(R− r)∆L+ (R− r)2 + r(∆L+R− r)

Por lo que finalmente

dQ

dt
≥ ∆Q+ 2〈∇Q,∇L〉+Q(Q+ r). (60)

Y la solución general a la EDO asociada d
dth = h(h+ r) es

h(t) =
−rert

ert + k
,

y si tomamos k = −1, obtenemos que la solución tiende a −∞ en cero, asegu-
rando que Q es mayor que h para tiempos pequeños. Entonces

Q ≥ −re
rt

ert − 1
.

Finalmente, usando la cota

∂tL ≥ |∆L|2 −
−rert

ert − 1
,

y procediendo como en el caso anterior, tomamos una curva s conectando (ξ, τ)
con (X,T ) y para L(s(t), t) obtenemos

dL

dt
=
∂L

∂t
+
∂L

∂s

ds

dt

≥ −re
rt

ert − 1
+

(
∂L

∂s

)2

+
∂L

∂s

ds

dt

≥ −re
rt

ert − 1
− 1

4

(
ds

dt

)2

.

(61)

Nuevamente, integrando de τ a T ,

L(X,T )− L(ξ, τ) ≥ log

(
erτ − 1

erT − 1

)
− 1

4

∫ T

τ

(
ds

dt

)2

dt.

Y como esto vale para todo camino, podemos reemplazar el segundo término
del lado derecho por ρ

4 . Ahora exponenciamos y obtenemos el resultado.

6.2 Monotońıa de la entroṕıa

Definición 6.1. Sea M una superficie cerrada de curvatura positiva. Definimos
la entroṕıa de M como

S(M) :=

∫
M

R logRdµ

Y observamos además que R logR está acotado por abajo por − 1
e .

Veamos cómo afecta nuestro flujo a la entroṕıa.
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Teorema 6.3. Bajo el flujo de Ricci normalizado en una superficie compacta,
la entroṕıa es decreciente.

Demostración. Recordamos que por lo visto en 2.5, d
dtdµ = (r−R)dµ. Comen-

zamos observando que

d

dt

∫
M

R logRdµ =

∫
M

(
(∆R+R(R− r))(logR+ 1) +R logR(r −R)

)
dµ

=

∫
M

(
(∆R) logR+ ∆R+R(R− r)

)
dµ

=

∫
M

(
R(R− r)− |∇R|

2

R

)
dµ,

(62)

donde usamos que

∆(R logR) = gij∇i∇j(R logR)

= gij∇i((∇jR) logR+∇jR)

= gij((∇i∇jR) logR) + gij∇jR∇i logR+ ∆R

= (∆R) logR+ gij∇jR
∇iR
R

+ ∆R

= (∆R) logR+
|∇R|2

R
+ ∆R.

(63)

Por lo tanto, basta probar que
∫
M

(
R(R− r)− |∇R|

2

R

)
dµ es negativo.

Notamos que como estamos en una superficie cerrada, por el teorema de
Stokes se tiene∫

M

∆(f)dµ =

∫
M

div(grad(f)) dVg =

∫
∂M

〈grad(f), N〉 dVḡ = 0,

para toda función f : M → R, donde g es la métrica, ḡ es la métrica inducida
en el borde y N es un campo vectorial normal a ∂M .

Teniendo en cuenta la observación anterior y tomando Q = ∆ logR+R− r
como antes, tenemos que QR = ∆R+R(R− r)− |∇R|

2

R , pues

∆ logR = gij∇i∇j logR = gij∇i
(
∇jR
R

)
= gij

(
−∇iR
R2
∇jR+

∇i∇jR
R

)
=

∆R

R
− |∇R|

2

R2
.

(64)

Entonces,
∫
M
QRdµ = d

dt

∫
M
R logRdµ.

A partir de este momento, estudiaremos en vez de QR la cantidad Z definida
por

Z :=

∫
M
QRdµ∫

M
Rdµ

.

Esto se debe a que para Z podemos derivar la desigualdad

d

dt
Z ≥ Z2 + rZ.
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Ahora, si Z fuese positivo en algún momento, tendŕıamos que Z explota en
tiempo finito, contradiciendo la existencia en tiempos largos. Por lo tanto, debe
ser que d

dt

∫
M
QRdµ =

∫
M
R logRdµ ≤ 0, terminando la prueba.

Veamos ahora que Z efectivamente cumple la desigualdad anterior. Como el
flujo normalizado preserva el volumen, por el teorema de Gauss-Bonnet

∫
M
Rdµ

es constante. Entonces

d

dt
Z

∫
M

Rdµ =
d

dt

∫
M

QRdµ =

∫
M

(
+
∂Q

∂t
RQ

∂R

∂t
+QR(r −R)

)
dµ (65)

Como R > 0, y usando la cota obtenida en (60), obtenemos

R
∂Q

∂t
≥ R∆Q+ 2〈∇Q,∇R〉+RQ2 +RQr,

y también

Q
∂R

∂t
= Q∆R+QR2 −RQr.

Uniendo ambas, nos queda

R
∂Q

∂t
+Q

∂R

∂t
≥ ∆(RQ) +RQ2 +QR2.

Por lo tanto, si usamos esto en (65),

d

dt
Z

∫
M

Rdµ ≥
∫
M

∆(RQ)dµ+

∫
M

RQ2dµ+ rZ

∫
M

Rdµ.

Por otro lado, la desigualdad de Cauchy- Schwarz nos permite calcular√∫
M

Rdµ

∫
M

RQ2dµ =
∥∥∥R1/2

∥∥∥∥∥∥R1/2Q
∥∥∥

≥
∫
M

(R1/2)(R1/2Q)dµ

=

∫
M

RQdµ,

(66)

lo que implica que
∫
M
RQ2dµ ≥

(∫
RQdµ

)2
/
∫
M
Rdµ.

Finalmente, aplicamos nuevamente el teorema fundamental del álgebra ex-
terior, obteniendo

d

dt
Z

∫
M

Rdµ ≥
∫
M

RQ2dµ+ rZ

∫
M

Rdµ

≥
(∫
RQdµ

)2∫
M
Rdµ

+ rZ

∫
M

Rdµ

= (Z2 + rZ)

∫
M

Rdµ,

(67)

lo que concluye la prueba.
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6.3 La curvatura escalar está acotada

Con estos últimos resultados, podemos mejorar las cotas obtenidas para el caso
R > 0.

Teorema 6.4. Si R > 0 en S2, entonces R está uniformemente acotada entre
dos constantes positivas c y C.

Demostración. Comenzamos encontrando una cota superior para R. Como te-
nemos la desigualdad de Harnack, podemos usarla para comparar R a Rmax en
un entorno suficientemente grande de donde se alcanza el máximo, y aplicar la
monotońıa de la entroṕıa para mostrar que entonces Rmax no puede ser arbi-
trariamente grande. Como en un máximo local el Laplaciano es no positivo, se
tiene que

∂

∂t
Rmax ≤ R2

max,

donde la igualdad se toma en sentido de los cocientes de diferencias a futuro
(ver A.6 para más detalles).

Sea 1 < τ , y elegimos T con τ < T para que T − τ = 1
2Rmax(τ) . Integrando

la desigualdad anterior es sencillo verificar que

1

2
Rmax(T ) ≤ Rmax(τ).

Fijamos ξ el punto donde el máximo de R se alcanza en tiempo τ , es decir,
donde Rmax(τ) = R(ξ, τ). Entonces por la desigualdad de Harnack, podemos
controlar los valores de R cerca de ξ en tiempo T de la siguiente forma; si fijamos
un vector V ∈ TXM y t0 ∈ (τ, T ), por nuestra ecuación de evolución tenemos
que

‖V ‖g(T ) = e
∫ T
t0

(r−R)dt ‖V ‖g(t0) .

De la misma manera, para t ∈ (t0, T ) se tiene que Rmax(t) ≤ 2Rmax(τ) y
además T − t0 ≤ 1

2Rmax(τ) . Entonces∫ T

t0

(r −R)dt ≥ −
∫ T

t0

Rmax(t)dt

≥ −2(T − t0)Rmax(τ)

≥ −1.

(68)

y por lo tanto, tenemos que ‖V ‖g(T ) ≥
1
e ‖V ‖g(t0) . Entonces, tomando una

geodésica minimizante que conecte X con ξ con velocidad d(X, ξ)g(T )/(T − τ)
en t = T ,

ρ(ξ, τ,X, T ) ≤
∫ T

τ

(
ds

dt

)2
∣∣∣∣∣
g(t)

dt

≤ e2

∫ T

τ

(
ds

dt

)2
∣∣∣∣∣
g(T )

dt

=
e2d(X, ξ)2

g(T )

T − τ
.

(69)
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En particular, obtenemos que ρ(ξ, τ,X, T ) está acotada para todo X ∈ Bδ(ξ)
con δ = π√

Rmax(T )/2
.

Ahora, como τ > 1 y T − τ está acotado, podemos aplicar la desigualdad de
Harnack y obtenemos que existe una constante C > 0 independiente de τ tal
que para todo X ∈ Bδ(ξ) con t = T se cumple

R(ξ, τ) ≤ CR(X,T ). (70)

Si juntamos esto con el hecho de que Rmax(T ) ≤ 2Rmax(τ) y recordando
que en ξ se alcanza el máximo para t = τ , obtenemos que existe una constante
C ′ > 0 con

C ′Rmax(T ) ≤ R(X,T ),

para todo X ∈ Bδ(ξ) con t = T .
Usando ahora el el teorema de Klingenberg (que puede verse en A.7) , como

0 < R(·, T ) < r +DerT , se tiene que

inj(M, g(T )) ≥ π√
Rmax(T )/2

,

por lo que el área de Bδ(ξ) está acotada por debajo por alguna constante C1

Rmax(T )

para alguna constante C1 > 0.
Entonces, por la monotońıa de la entroṕıa obtenemos una constante K > 0

y C2 > 0 que cumplen,

K ≥
∫
Bδ(ξ)

R logRdµ

≥ C ′Rmax(T ) log(C ′Rmax(T ))
C1

Rmax(T )

= C ′C1(log(C1) + log(Rmax(T )))

≥ C2 log(Rmax(T )).

(71)

Entonces la estimación de la entroṕıa nos muestra que Rmax(T ) está acotado, y
por lo tanto Rmax(τ) también cuando τ > 1 por (70), lo que termina la prueba
de la cota superior.

Como ya tenemos la cota superior uniforme, el estimativo de Klingenberg
nos da una cota inferior uniforme para el radio de inyectividad. Por lo tanto, si el
diámetro de nuestra esfera se hiciera arbitrariamente grande, podŕıamos tomar
un ε menor que el radio de inyectividad y geodésicas arbitrariamente largas, para
luego construir una cantidad arbitraria de bolas disjuntas de radio ε centradas
en estas geodésicas. Si alguna de estas geodésicas fuese suficientemente larga,
tendŕıamos que la suma de las áreas de nuestras bolas es mayor al área total, que
como vimos se mantiene constante, y por lo tanto tendŕıamos una contradicción.
Entonces tenemos una cota superior en el d́ıametro de nuestra esfera.

Finalmente, sea t ≥ 1. Haciendo uso de nuestra cota sobre el diámetro, la
distancia en el espacio-tiempo entre dos puntos (x, t) e (y, t + 1) está acotada
por una constante uniforme positiva. Luego, por la desigualdad de Harnack,
obtenemos

R(x, t) ≤ CR(y, t+ 1).

Si R se acercase arbitrariamente a 0, existiŕıa un tiempo t0 tal que Rmin(t0) <
r/C, pero entonces tendŕıamos queRmax(t0−1) < r, lo cual es una contradicción
y completa la prueba.
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Siguiendo lo anticipado en el inicio de esta sección, nos enfocaremos ahora
en obtener cotas para |M |2 y sus derivadas. Esto no será dif́ıcil, pues tenemos
el siguiente

Lema 6.5. En una solución al flujo de Ricci normalizado, el cuadrado de la
norma del tensor M satisface la ecuación de evolución

d

dt
|M |2 = ∆|M |2 − 2|∇M |2 − 2R|M |2.

Demostración. Recordamos la ecuación de evolución para los śımbolos de Chris-
toffel en superficies.

∂

∂t
Γkij =

1

2
gkl
(
∇i

∂

∂t
gjl +∇j

∂

∂t
gil −∇l

∂

∂t
gij

)
=

1

2
(−∇iR · δkj −∇jR · δki +∇kR · gij).

(72)

Usando esto, vemos que M satisface la siguiente ecuación de evolución

∂

∂t
Mij =

∂

∂t

(
∇i∇jf −

1

2
(R− r)gij

)
= ∇i∇j

(
∂f

∂t

)
−
(
∂

∂t
Γkij

)
∇kf −

1

2

(
∂

∂t
R

)
gij −

1

2
(R− r) ∂

∂t
gij

= ∇i∇j(∆f + rf) +
1

2

(
∇iR · δkj +∇jR · δki −∇kR · gij

)
∇kf

− 1

2
(∆R+R(R− r))gij +

1

2
(R− r)2gij

= ∇i∇j∆f +
1

2
(∇iR∇jf +∇if∇jR− 〈∇R,∇f〉gij)−

1

2
(∆R)gij + rMij

(73)

Ahora, usando que Rijkl = 1
2R(gilgjk−gikgjl), podemos calcular el conmutador

[∇∇,∆] de la siguiente forma,

∇i∇j∆f = ∇i∇j∇k∇kf
= ∇i∇k∇j∇kf −∇i(Rjl∇lf)

= ∇k∇i∇j∇kf −Rlij∇l∇lf −Ril∇j∇lf −Rjl∇i∇lf −∇iRjl∇lf
= ∆∇i∇jf −∇k(Rlijk∇lf)−Rlijk∇l∇kf −Ril∇j∇lf
−Rjl∇i∇lf −∇iRjl∇lf

= ∆∇i∇jf −
1

2
(∇iR∇jf +∇if∇jR− 〈∇R,∇f〉gij)

− 2R

(
∇i∇jf −

1

2
(∆f)gij

)
.

(74)

Juntando lo anterior, obtenemos

∂

∂t
Mij = ∆∇i∇jf −

1

2
(∆R)gij + (r − 2R)Mij

= ∆

(
∇i∇jf −

1

2
(R− r)gij

)
+ (r − 2R)Mij

(75)
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Entonces,

∂

∂t
|M |2 =

∂

∂t

(
gikgjlMijMkl

)
= 2〈M,∆M + (r − 2R)M〉+ 2(R− r)|M |2

= ∆|M |2 − 2|∆M |2 − 2R|M |2.

(76)

Por lo tanto,
∂

∂t
|M |2 ≤ ∆|M |2 − 2R|M |2,

Y como c < R < C,
∂

∂t
|M |2 ≤ ∆|M |2 − 2c|M |2,

por lo que tomando la EDO asociada ∂
∂tf = −2cf, obtenemos que existen

constantes C1, c2 tal que
|M |2 ≤ C1e

c1t

probando que |M | decrece exponencialmente rápido. Usando esto y las cotas
uniformes para R, un argumento igual al realizado para el caso r < 0 nos
muestra que para todo natural k existen constantes Ck, ck de forma que

|∇kM |2 ≤ Cke−ckt,

probando que efectivamente g̃ converge a un solitón de Ricci de gradientes g∞ en
la topoloǵıa C∞ por los argumentos que adelantamos en el inicio de la sección.

6.4 Solitones de Ricci de gradientes son redondos

Para concluir la prueba, resta ver que las únicas métricas con M ≡ 0 en la
esfera son redondas. Para ver esto, daremos dos argumentos similares; el primero
debido a Brendle, el cual es una modificación de una prueba dada por Chen, Lu y
Tian en [CT06], y el segundo será el argumento original del art́ıculo previamente
citado.

Recordamos que una métrica g0 es un solitón de Ricci si existe una función
f tal que

2∇2f = (R− r)g0.

Si consideramos el campo ξ = −∇f, y tomamos ψt la familia a un parámetro
de difeomorfismos generados por ξ, obtenemos una solución autosimilar al flujo
de Ricci definiendo g(t) = ψ∗t g0. La prueba es sencilla,

∂

∂t
(ψ∗t g0)(X,Y ) = (Lξg)(X,Y )

= g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ)
= −2∇2f(X,Y )

= (r −R)g(X,Y ).

(77)

Pobaremos el siguiente
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Teorema 6.6. Supongamos que (S2, g) es un solitón de Ricci de gradientes.
Entonces R ≡ r.

Para probarlo, necesitaremos equipar a S2 con una estructura casi-compleja
J obtenida al definir Jv como el vector de la misma longitud que v que cumple
g(v, Jv) = 0 y (v, Jv) es positivamente orientado. Se puede ver fácilmente que
entonces J2 = −Id, g(v, w) = g(Jv, Jw) y que J es paralelo.

Si tomamos J como antes, podemos ver que Jξ genera una familia a un
parámetro de isometŕıas φt tal que d

dtφt(x) = Jξ(φt(x)) y φ0(x) = x,

(LJξg)(X,Y ) = g(J∇Xξ, Y ) + g(X, J∇Y ξ)
= −g(∇Xξ, JY )− g(JX,∇Y ξ)
= ∇2f(X, JY ) +∇2f(JX, Y )

=
1

2
(R− r)(g(X, JY ) + g(JX, Y ))

=
1

2
(R− r)(g(X, JY )− g(X, JY ))

= 0.

(78)

Por lo que Jξ = −J∇f es un campo de Killing y en particular, φt debe ser una
isometŕıa para todo t.

Si vemos que φτ es la identidad para todo τ , se sigue que f es constante y
por lo tanto R ≡ r.

Sean entonces p y q dos puntos cŕıticos de f. Se tiene que Jξ|p ≡ Jξ|q ≡ 0.
Luego el flujo φt generado por Jξ debe fijar p y q.

Observación 6.7. Si φ : M → M es una isometŕıa tal que φ(p) = p y dpφ =
IdTpM , entonces φ = Id.

Siguiendo la observación, nos interesa saber en qué tiempos τ se cumple que
(dφτ )p es la identidad. Sean α y β definidos como

α :=
1

2
(r −R)(p),

β :=
1

2
(r −R)(q).

Por la definición de solitón de Ricci de gradientes, tenemos que−(∇2f)p(v, v) =
αg(v, v) para todo v ∈ TpM y −(∇2f)q(w,w) = βg(w,w) para todo w ∈ TqM .
Entonces, se sigue que

(dφτ )p(v) = cos(ατ)v + sin(ατ)Jv,

y también
(dφτ )q(w) = cos(βτ)w + sin(βτ)Jw.

Si ατ2π es entero, (dφτ )p es la identidad en TpM y por lo tanto φτ es la identidad.

Lo mismo vale si βτ2π es entero. Rećıprocamente, si φτ es la identidad, deben ser
ατ
2π y βτ

2π enteros. Por lo tanto, podemos reescribir los resultados anteriores de
la siguiente manera,

ατ

2π
∈ Z ⇐⇒ φτ = id ⇐⇒ βτ

2π
∈ Z.
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Corolario 6.8. Si α y β están definidos como antes, se tiene α2 = β2. Además,
si α = β = 0, φτ es la identidad para todo τ .

Demostración. Supongamos primero que α = 0. Entonces, por la observación
anterior φτ es una isometŕıa para todo τ y se sigue que βτ

2π ∈ Z para todo τ .
Por lo tanto, tomando τ = 2π se tiene que β ∈ Z. Además, si tomamos τ = 4π,
también obtenemos que 2πβ ∈ Z, de donde se sigue que β = 0 . Si β = 0, se
obtiene de forma análoga que debe ser α = 0.

Resta ver el caso α, β 6= 0. En este caso, tenemos que ατ/2π ∈ Z ⇐⇒
βτ/2π ∈ Z. Eligiendo τ = 2π

α , se tiene que 1 = ατ/2π ∈ Z y por lo tanto
βτ/2π ∈ Z.

Entonces debe ser β/α ∈ Z, y razonando análogamente, α/β ∈ Z. Entonces
α/β ∈ {−1, 1}, lo que implica α2 = β2.

La otra afirmación es consecuencia inmediata de la observación previa.

Apoyándonos en estos resultados, probemos 6.6.

Prueba del teorema (6.6). Sea σ = d(p, q), y sea γ : [0, σ] → S2 una geodésica
minimizante uniendo p con q. Como φτ es una isometŕıa, las curvas φτ (γ(s))
son geodésicas. Por lo tanto, la familia genera un campo de Jacobi V (s) definido
por

V (s) :=
∂

∂τ

(
φτ (γ(s))

)∣∣∣∣
τ=0

= Jξ|γ(s).

Observamos que V (0) = V (σ) = 0, por lo que p y q son puntos conjugados.
Además, se tiene

d

ds
g(V (s), γ′(s)) = g(∇γ′(s)V (s), γ′(s))

=
1

2
(LJξg)(γ′(s), γ′(s))

= 0,

(79)

lo que muestra que V (s) es perpendicular a γ′(s). Entonces debe existir una
función u(s) tal que

V (s) = u(s)Jγ′(s).

Aplicando la ecuación de Jacobi, obtenemos

u′′(s) +
1

2
R(γ(s))u(s) = 0.

Ahora, notamos que se cumple

u(s) = g(V (s), Jγ′(s))

= g(Jξ|γ(s), Jγ
′(s))

= g(ξ|γ(s), γ
′(s)).

(80)

Diferenciando el resultado anterior,

u′(s) = g(∇γ′(s)ξ, γ′(s))
= −(∇2f)(γ′(s), γ′(s))

=
1

2
(r −R)(γ(s)).

(81)
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Por lo que podemos reemplazar la curvatura escalar por la derivada de u en la
ecuación de Jacobi

u′′(s) +
1

2
ru(s) = u(s)u′(s).

Por (81) se obtiene además que u′(0) = α y u′(σ) = β. Luego por el corolario
anterior, u′(0)2 = u′(σ)2.

Usando la modificación a la ecuación de Jacobi, se tiene

0 = u′(0)2 − u′(σ)2

=

∫ σ

0

d

ds

(
u′(s)2

)
ds

= 2

∫ σ

0

u′(s)u′′(s)ds

= 2

∫ σ

0

u′(s)2u(s)ds− r

2

∫ σ

0

d

ds
(u(s)2)ds

= 2

∫ σ

0

u′(s)2u(s)ds,

(82)

donde el segundo término se anula pues u(0) = u(σ) = 0. Luego debe existir
un s0 ∈ (0, σ) tal que u(s0) = 0. Como γ es minimizante, es libre de puntos
conjugados y por lo tanto debe ser u ≡ 0. Entonces α = u′(0) = u′(σ) = 0, por
lo que φτ es la identidad para todo τ , completando la prueba.

El argumento anterior es una modificación del art́ıculo original publicado
por Chen, Lu y Tian. Por completitud, incluimos también la prueba original
usando este método.

Comenzamos con un lema.

Lema 6.9. Sea (M, g) una superficie completa con un campo de Killing no
trivial X. Supongamos que X se anula en p ∈ M . Entonces (M, g) es rotacio-
nalmente simétrica.

Demostración. Tomamos φt : M →M con t ∈ (−∞,∞), el grupo de isometŕıas
generado por X, d

dtφt(x) = X(φt(x)) y φ0(x) = x. Por hipótesis, φt(p) = p para
todo t. Por lo tanto φt induce una isometŕıa lineal orientada

(φt)∗ : (TpM, g(p))→ (TpM, g(p)).

Como el grupo de isometŕıas lineales orientadas de (TpM, g(p)) es S1 y el mapa
t→ (φt)∗ es un homomorfismo no trivial, existe un t0 > 0 tal que (φ0)∗ = (φt0)∗.
Por la observación 6.7, φt queda determinada por (φt)∗ y entonces tenemos que
φt0 = φ0. Luego hay una acción isométrica no trivial de S1 en (M, g).

Probamos ahora el teorema.

Teorema 6.10. Si g es un solitón de Ricci de gradientes en una superficie
cerrada (M, g), g tiene curvatura constante positiva.

Demostración. Como M es cerrada, existe p ∈M tal que ∇f(p) = 0. Tomamos
nuevamente J la estructura casi compleja en TM definida por la rotación de
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90◦ orientada positivamente. Como vimos previamente, obtenemos que J∇f es
un campo de Killing. Por lo tanto g es rotacionalmente simétrico y entonces

g = dρ2 + h(ρ)2dθ2,

con 0 ≤ ρ ≤ A <∞, 0 ≤ θ ≤ 2π.
Por el lema anterior, podemos asumir f = f(ρ). Notando ahora que R =

−2h
′′

h , la ecuación del solitón de Ricci de gradientes es

2
h′′

h
+ r = 2f ′′

2
h′′

h
+ r = 2

h′f ′

h

Integrando f ′′ = h′f ′

h , obtenemos f ′ = ch para alguna constante c. Luego la
ecuación para h es

h′′ = −r
2
h+ chh′.

Multiplicando por h′ e integrando en [0, A],

− (h′)2

2

∣∣∣∣A
0

= −rh
2

4

∣∣∣∣A
0

+ c

∫ A

0

h(h′)2dρ.

Como la métrica dρ2 +h(ρ)2dθ2 es suave en M para ρ = 0 y ρ = A, se sigue que
h(0) = h(A) = 0 y h′(0) = −h′(A) = 1. Entonces c = 0, lo que implica f ′ = 0 y
R ≡ r.

6.5 Sobre el caso r > 0 en general

Para completar el estudio del flujo de Ricci en superficies cerradas restaŕıa pro-
bar convergencia con χ(M) > 0 y curvatura cambiando de signo. Este caso fue
abordado por Chow en [B.C91], donde prueba el siguiente teorema.

Teorema 6.11. Si g es una métrica en S2, bajo el flujo de Ricci normalizado
la curvatura escalar se hace positiva en tiempo finito.

Si queremos adaptar la prueba de Hamilton, uno de los problemas será ex-
tender la noción de entroṕıa al caso donde la curvatura cambia de signo. Con
este fin, podemos asumir que M es difeomorfa a S2 pasando al cubrimiento do-
ble si es necesario. Recordamos la EDO asociada a la ecuación de evolución de
R,

d

dt
s = s(s− r),

con r > 0. Tomamos ahora la solución inicial con s(0) = s0 < Rmin(0) < 0, que
está dada por

s(t) =
r

1− (1− r/s0) ert
.

La ecuación de evolución para R− s es

d

dt
(R− s) = ∆(R− s) + (R− r + s)(R− s).
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Como Rmin(0)− s0 > 0, el principio del máximo nos muestra que R − s > 0 y
por lo tanto tiene sentido definir

N(g(t), s(t)) :=

∫
M

(R− s) log(R− s)dµ.

Decimos que N es la entroṕıa modificada de M.
Si bien no es monótona, puede probarse que permanece uniformemente aco-

tada. Además, Chow prueba una desigualdad de Harnack modificada; dados
(x1, t1), (x2, t2) ∈M × R+ con t1 < t2,

R(x2, t2)− s(t2) ≥ e−∆/4−C(t2−t1)(R(x1, t1)− s(t1)),

donde

∆(x1, t1, x2, t2) = ı́nf
γ

∫ T

τ

(
ds

dt

)2

dt.

Usando este estimativo de Harnack y la cota superior en la entroṕıa modificada
obtenemos una cota superior uniforme en la curvatura, y a partir de la misma
obtenemos una cota inferior uniforme en el radio de inyectividad y una cota
superior uniforme en el diámetro.

Al tener acotado el diámetro, la desigualdad de Harnack nos da R−s ≥ c > 0
para todo t ≥ 0, pero como s(t)→ 0 exponencialmente, vemos que R(t) debe ser
estrictamente positivo con t suficientemente grande. Esto reduce al caso previo,
que fue demostrado en la subsección anterior.

Finalmente, se obtiene

Corolario 6.12. Si M es una superficie cerrada con métrica inicial g0, bajo el
flujo de Ricci, g(t) converge a una métrica de curvatura constante.

Si bien el trabajo de Hamilton depend́ıa del teorema de uniformización en
los casos χ(M) = 0 y χ(M) > 0, las pruebas aqúı presentadas sortean el uso de
éste y por lo tanto brindan una prueba independiente del mismo.
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A Apéndice A

En este apéndice daremos un breve repaso de geometŕıa Riemanniana, en-
focándonos en el cálculo tensorial y en la definición de algunas cantidades im-
portantes. Para un desarrollo detallado de los teoremas y definiciones sobre
variedades Riemannianas, mirar por ejemplo [dC92] y [Lan96]. La derivada de
Lie y resultados relacionados pueden encontrarse en [War83]. Una introducción
sencilla a la derivada covariante y curvatura puede ser encontrada en [Lee91] y
[GHL90].

A.1 Tensores y variedades Riemannianas

Definición A.1.

Un fibrado vectorial k-dimensional es una variedad E (el espacio total) junto
con una variedad M y un mapa sobreyectivo π : E → M (el mapa proyección)
tal que

1. Para cada p ∈ M , el conjunto Ep := π−1(p) tiene estructura de espacio
vectorial k-dimensional (llamamos a esto la fibra de E sobre p).

2. Para cada p ∈ M existe un abierto U de p y un difeomorfismo suave
ϕ : π−1(U) → U × Rk (una trivialización local) tal que ϕ manda cada
fibra Ep a la fibra correspondiente {p} × Rk por un isomorfismo lineal.

Una sección de E es un mapa F : M → E tal que π ◦ F = IdM . El espacio de
las secciones de E se denota por C∞(E).

Definición A.2. Sea M una n-variedad diferenciable. Definimos el fibrado tan-
gente de M como el fibrado vectorial con espacio base M y proyección definida
por π(X) = p si X ∈ TpM . Denotamos este espacio como TM .

Similarmente, definimos el fibrado cotangente de M como el fibrado vectorial
con espacio base M y proyección definida por π(ω) = p si ω ∈ T ∗pM . Denotamos
este espacio como T ∗M .

Recordamos que estos tienen estructura de variedad diferenciable de dimen-
sión 2n.

Definición A.3. Decimos que X es un campo vectorial en M si es una sección
de TM . Similarmente, decimos que ω es una 1-forma en M si es una sección de
T ∗M .

Podemos generalizar este tipo de construcciones con la siguiente definición,

Definición A.4. Sea M una n-variedad diferenciable. Definimos un campo
tensorial de tipo (k, l) como una sección diferenciable de

T kl (M) := T ∗M ⊗ · · · ⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
k veces

⊗TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸
l veces

Dado un sistema de coordenadas local (xi) sobre el punto p ∈ M , podemos
escribir cualquier tensor de tipo (k,l) T en este sistema como

T = T j1...jli1...ik
∂j1 ⊗ · · · ⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik
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Donde sumamos sobre todos los indices jp, iq que se repiten dos veces, uno
arriba y uno abajo. Esto se conoce como el convenio de sumación de Einstein.

Será usual utilizar la representación en coordenadas de estos campos para
hacer los cálculos más sencillos, y escribiremos T j1...jli1...ik

en vez de T abusando de
la notación.

Dado un tensor T j1...jli1...ik
∈ T kl (M) podemos tomar la traza sobre un indice

superior y uno inferior de la siguiente forma,

(trT )j2...jki2...ik
= T pj2...jkpi2...ik

y obtenemos un elemento de T k−1
l−1 (M). Recordamos que estamos utilizando el

convenio de sumación de einstein y por lo tanto estamos tomando la suma con
p de 1 a dim(M).

Mirando la definición es claro que la traza depende de sobre cuales ı́ndi-
ces estemos tomando la misma (aqúı elegimos i1 y j1). Sin embargo, el tensor
resultante no depende de las coordenadas locales elegidas.

Una k-forma en M es una sección de ΛkT ∗M . Es decir, un (k,0)-tensor tal
que es antisimétrico en todos sus ı́ndices. Un k-campo vectorial en M es una
sección de ΛkTM .

Definición A.5. Sea A un (2,0)-tensor. Decimos que A es estrictamente positivo
(definido positivo) y escribimos A > 0 (A ≥ 0) si

A(V, V ) > 0 (A(V, V ) ≥ 0)

para todo V ∈ TM , V 6= 0. Similarmente, podemos definir A > B (A ≥ B) si
A−B > 0 (A−B ≥ 0).

Con esto, podemos definir una métrica Riemanniana como

Definición A.6. Una métrica Riemanniana en una variedad suave M es un
producto interno que vaŕıa suavemente en el plano tangente de cada punto p ∈
M , es decir, un campo tensorial de tipo (2,0) tal que es simétrico y estrictamente
positivo en cada punto de M . Denotaremos una métrica Riemanniana como g
y a su representación en coordenadas como gij .

Una variedad suave dotada de una métrica riemanniana (M, g) se dice una
variedad Riemanniana.

Dada una variedad Riemanniana (M, g), tenemos una norma inducida en
cada plano tangente, que podemos escribir como

|X|g :=
√
g(X,X) ∀X ∈ TpM.

Para aliviar la notación en algunos cálculos, escribiremos | · | (o equivalente-
mente ‖·‖ ) en vez de | · |g en los casos donde no haya ambiguedad. Similarmente
utilizaremos la notacion 〈X,Y 〉 para indicar g(X,Y ).

Teniendo entonces la métrica, tiene sentido definir isometŕıas. Decimos que
φ : M → N es una isometŕıa entre dos variedades Riemannianas (M, g) y (N,h)
si es un difeomorfismo y φ∗h = g. Cuando exista una tal φ entre dos variedades,
diremos que son isométricas.

Denotamos a la inversa de la métrica por gij y notamos que está definida
por la ecuación

gijgjk = δik
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siendo δik el delta de Kronecker. Ahora, por el teorema de representación de
Riesz, todo producto interno nos induce un isomorfismo V ∼= V ∗ dado por el
mapa X 7→ X[ definido por

X[ := 〈X,Y 〉
que en coordenadas queda dado por X[

i = gijX
j . Usando esta misma idea, para

un tensor en general podemos bajar un ı́ndice de la misma manera; por ejemplo,
si tomamos T rmpiq, podemos escribir

T mp
r iq := grsT

smp
iq

Que toma un elemento de T kl (M) y nos retorna otro en T k+1
l−1 (M).

De igual manera, usando gij podemos definir subir un ı́ndice de un tensor.
Un ejemplo de esto seŕıa, dado el tensor T rmpiq,

T rmp qi := gqsT
rmp

is,

que dado un elemento de T kl (M) lo mapea a T k−1
l+1 (M).

También podemos definir una norma en el espacio de tensores usando estas
mismas ideas; por ejemplo

|T ijkpq |2g := gi1i2gj1j2gk1k2g
q1q2gp1p2T i1j1k1p1q1 T i2j2k2p2q2 .

Definición A.7. Dados dos tensores A y B, la expresión A ∗B indicará una
combinación lineal de trazas de A⊗B con coeficientes que no dependen de A o
B.

También podemos extender esta notación a productos múltiples para refe-
rirnos a combinaciones lineales de ∗-productos de cantidades tensoriales.

A.2 Derivada de Lie

La noción de derivada de una función en una variedad puede ser extendida
sin necesidad de introducir una métrica en la misma, es decir, dependiendo
sólamente de de la estructura de M como variedad. Veamos cómo.

Sea X un campo en M y consideramos ϕt con t ∈ (−ε, ε) el flujo generado
por X, podemos definir la derivada de Lie para (k,l)-campo tensorial F como

LXF (p) :=
d

dt

(
(ϕ−t)∗F (ϕt(p))

)∣∣∣∣
t=0

Y en coordenadas, el término (ϕ−t)∗F (X1, ..., Xk, ω
1, ..., ωl)(ϕt(p)) puede escri-

birse como

Fϕt(p)

(
(ϕt)∗

(
X1(p)

)
, ..., (ϕt)∗

(
Xk(p)

)
, (ϕ−1

t )∗
(
ω1(p)

)
, ...(ϕ−1

t )∗
(
ωl(p)

))
,

que también es una cantidad tensorial del mismo tipo que F . Más informalmen-
te, lo que estamos haciendo es transportar los campos y 1-formas por el flujo
generado por X y viendo la variación en t = 0 de esta cantidad. Más en general,
tenemos

Lema A.1. La derivada de Lie está bien definida. Además, si X e Y son campos
vectoriales, ω es una k-forma y F y G son tensores, se cumple
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1. Para una función escalar f , LXf = X(f).

2. Si Y es un campo vectorial, LXY = [X,Y ], donde [X,Y ] := XY − Y X.

3. LX(F ⊗G) = (LXF )⊗G+ F ⊗ (LXG).

4. LX conmuta con tomar trazas, LX(trT ) = tr(LXT ) para toda traza sobre
cualquier par de ı́ndices del tensor T .

5. Fórmula de Cartan para k-formas; LXω = iXdω + d(iXω).

Demostración. La prueba de estas propiedades es directa y pueden encontrarse
por ejemplo, en [War83].

A.3 Derivada covariante

Recordamos algunas definiciones generales sobre variedades Riemannianas.

Definición A.8. Dado un fibrado vectorial E sobre M , una conexión en E es
un mapa

∇ : C∞(TM)× C∞(E)→ C∞(E)

tal que

1. ∇XY es un lineal sobre C∞(M) en X

2. ∇XY es R-lineal sobre Y

3. ∇ satisface la regla de Leibniz, ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY

Decimos que ∇XY es la derivada covariante de Y en la dirección de X.

De esta definición nace naturalmente el concepto de ”transportar un vec-
tor”de un plano tangente en un punto hacia otro cercano; dada una curva
γ : (−ε, ε) → M tal que γ(0) = p y γ′(0) = Xp, una sección Y de E defini-
da sobre γ en M se dice paralela sobre γ si ∇γ̇(t)Y = 0 sobre γ.

A partir de la definición, notamos que una conexión sobre un fibrado E queda
uńıvocamente definida en coordenadas locales (xi) con base local (Ej) para E
por las ecuaciones

∇∂iEj = ΓkijEk

Donde los Γkij son los śımbolos de Christoffel para la conexión ∇.
Para poder trabajar con flujos geométricos, es necesario definir una manera

de derivar tensores. Para ello es que tenemos el siguiente.

Lema A.2. Dada una conexión ∇ en el fibrado tangente TM , podemos definir
conexiones en todos los fibrados tensoriales T kl (M) tal que

1. ∇ es la conexión dada sobre TM

2. Para funciones escalares f , se cumple ∇Xf = X(f)

3. ∇X(F ⊗G) = (∇XF )⊗G = F ⊗ (∇XG)

4. ∇X conmuta con todas las trazas: ∇X(trY ) = tr(∇X(Y )) para todas las
trazas sobre cualquier par de ı́ndices en Y
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Demostración. La prueba puede encontrarse por ejemplo en [Lee91], Sección
4.

Luego, si T es un tensor de tipo (k,l) en M dado por coordenadas locales,
podemos escribir la derivada covariante de T como

(∇XT ) = (∇pT j1...jli1...ik
)∂j1 ⊗ ...⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ ...⊗ dxikXp,

que en coordenadas locales, (∇pT j1...jli1...ik
) tiene la forma

(∇pT j1...jli1...ik
) = ∂pT

j1...jl
i1...ik

+

l∑
s=1

T j1...q...jli1...ik
Γjspq −

k∑
s=1

T j1...jli1...q...ik
Γqpis , (83)

donde en el segundo término, el ı́ndice q ocupa la posición de js y en el tercero
ocupa la posición de is.

Haciendo uso de la notación ∗, podemos escibir la ecuación anterior como

∇T = ∂T + Γ ∗T.

Podemos generalizar este resultado usando inducción,

Lema A.3. Sea ∇mT la derivada covariante m-ésima del tensor T y ∂mT la
expresión en coordenadas

(∂mT )i1...im := ∂i1...imT,

en un sistema de coordenadas locales (xi) definidas en una carta U . Entonces,

∇mT = ∂mT +

m−1∑
i=0

((
∗

j≤m−1

)
(∂jΓ)

)
∗∇iT.

Teorema A.4 (Levi-Civita). Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Entonces
existe una única conexión ∇ en TM que satisface

1. ∇ es compatible con la métrica g: X(g(Y,Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)

2. ∇ es libre de torsión: τ(X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ] ≡ 0

La condición (1) se puede reescribir usando el lema previo como ∇g = 0.
La conexión que cumple estas condiciones se denomina conexión de Levi-

Civita de g.

Demostración. Ver [dC92], sección 2.

En coordenadas locales, los śımbolos de Christoffel de la conexión de Levi-
Civita son

Γkij =
1

2
gkl(∂igj l + ∂jgil − ∂lgij).

Usando esta conexión podemos definir el siguiente operador.
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Definición A.9. Definimos el Laplaciano en (M, g) como la familia de opera-
dores

∆ : C∞(T kl M)→ C∞(T kl M)

mediante
∆T := gij∇i∇jT,

donde ∇ es la conexión de Levi-Civita de g. En coordenadas, escibimos ∆T j1...jli1...ik

en vez de (∆T )j1...jli1...ik
.

Además tenemos la siguiente relación entre la conexión de Levi-Civita y la
derivada de Lie,

Lema A.5. Si (M, g) es una variedad Riemanniana y X un campo en M ,
tenemos

(LXg)ij = ∇iXj +∇jXi,

donde ∇ es la conexión de Levi-Civita de la métrica g.

Fijando una conexión en M (que usualmente será la conexión de Levi-
Civita), podemos definir el una “curva sin aceleración” o geodésica como una
curva γ : [a, b]→M tal que ∇γ̇(t)γ̇(t) = 0 ∀t ∈ [a, b]. Fijando un punto inicial
y una velocidad inicial, existe una única geodésica con dicha velocidad que pasa
por ese punto.

Además, si M es completa, el intervalo maximal de definición de la misma
es R.

Definición A.10. Sea M una variedad suave completa y sin borde. Dado v ∈
TpM , sea γv : [0, 1]→ M la única geodésica que empieza en p con velocidad v;
es decir, γv(0) = p, γ̇v(0) = v. Definimos el mapa exponencial exp : TM → M
como exp(v) = γv(1). Denotamos expp al mapa exponencial restricto a TpM .
Este mapa es suave.

Como expp es un difeomorfismo local en el origen de TpM , es posible elegir
un entorno U de P tal que es difeomorfo a un abierto de TpM = Rn por el
teorema de la función inversa. Podemos elegir entonces coordenadas (xi) en
TpM tal que los vectores (∂i) son ortonormales con respecto a la métrica g en p.
Entonces tenemos una carta (U, exp−1

p ). Estas coordenadas son las coordenadas
normales en p y tienen propiedades que las hacen útiles para realizar cálculos.

Lema A.6. En coordenadas normales en un entorno p, tenemos

1. gij = δij en p.

2. Si v ∈ Rn, la curva γv(t) = tv es una geodésica mientras esté definida.

3. ∂kgij = 0 y Γkij = 0 en p. Por lo tanto

∇kT j1...jli1...ik
= ∂kT

j1...jl
i1...ik

en p, por la fórmula 83.

Demostración. La prueba es directa, pero los cálculos pueden verse por ejemplo
en ([O’n83]).
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Definición A.11. El radio de inyectividad en un punto p ∈M está dado por

inj(p) := sup{r > 0 : expp : B(0, r)→M es inyectiva }

Y el radio de inyectividad de M es

inj(M, g) := ı́nf{inj(p) : p ∈M}

Sobre esta cantidad, tenemos el siguiente resultado.

Teorema A.7. [Klingenberg] Sea (M, g) una superficie orientable tal que la
curvatura escalar R está acotada por 0 < R < C con C > 0 una constante.
Entonces

inj(M, g) ≥ π√
C
.

Demostración. Ver el teorema 5.9 de [CE08].

A.4 El tensor de Riemann y cantidades relacionadas

Definición A.12. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Definimos el tensor
de curvatura de Riemann como el (3,1)-tensor que cumple

Rm(X,Y, Z, ω) := ω(R(X,Y )Z)

donde

R(X,Y )Z := ∇2Z(X,Y )−∇2Z(Y,X)

= ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z.
(84)

Recordamos que por la regla del producto se tiene que

(∇2Z)(X,Y ) 6= ∇X(∇Y Z)

sino que
(∇2Z)(X,Y ) = ∇X(∇Y Z)−∇∇XY Z.

Si bien no es obvio que es un (3,1)-tensor, esto puede ser chequeado a mano
facilmente. En coordenadas locales, escribiremos Rm como Rlijk.

Usando la fórmula (83) y la conexión de Levi- Civita obtenemos

Lema A.8. En coordenadas locales, tenemos la siguiente igualdad,

Rlijk = ∂iΓ
l
ik − ∂jΓlik + ΓpjkΓlip − ΓpikΓljp.

Nos será útil conocer algunas simetŕıas e identidades al permutar ı́ndices.
Jugando con la definición del tensor de Riemann y las propiedades de la conexión
de Levi Civita obtenemos

Lema A.9. El tensor de Riemann satisface las siguientes propiedades.

1. Rijkl = Rklij = −Rjikl = −Rijlk.

2. Primera identidad de Bianchi: Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0.

3. Segunda identidad de Bianchi: ∇pRijkl +∇iRjpkl +∇jRpikl = 0.
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Demostración. Pueden encontrarse en [O’n83] y [Wal84].

Definición A.13. El tensor de curvatura de Ricci es el (2,0)-tensor dado por

Rij := Rssij .

Y notamos que Rij = Rji.
La curvatura escalar es la traza del tensor de Ricci,

R := gijRij .

Veamos algunas propiedades que nos serán utiles a la hora de realizar los
cálculos.

Proposición A.10. Se cumplen las siguientes propiedades.

1. [∇i,∇j ]X l ≡ RlijkXk.

2. Contracción de la segunda identidad de Bianchi: ∇jRij = 1
2∇iR.

3. Fórmula para conmutar derivadas covariantes:

[∇p,∇q]T j1...jli1...ik
=

l∑
s=1

RjspqmT
j1...m...jl
i1...ik

−
l∑

s=1

RmpqisT
j1...jl
i1...m...ik

Demostración. Las pruebas de estas igualdades son directas y pueden encon-
trarse por ejemplo en [Lee91], Caṕıtulo 7.

Finalmente, si modificamos la métrica por una constante, obtenemos las
siguientes relaciones sobre algunas cantidades geométricas.

Lema A.11. Si g̃ = Cg son dos métricas Riemannianas en M relacionadas
por un factor de escala C, entonces se tienen las siguientes relaciones.

1. g̃ij = C−1gij .

2. R̃lijk = Rlijk.

3. R̃ij = Rij .

4. R̃ = C−1R.

5. La forma de volumen cumple la siguuiente igualdad: dµ̃ = Cn/2dµ.

Demostración. Nuevamente, estos resultados pueden encontrarse en [Lee91].

A.5 Campos de Jacobi y campos de Killing

Definición A.14. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Decimos que J es un
campo de Jacobi si satisface la euación de Jacobi:

∇γ̇(t)∇γ̇(t)J(t) +R(J(t), γ̇(t))γ̇(t) = 0,

donde R(X,Y )Z = ∇X(∇Y Z) − ∇Y (∇XZ) − ∇[X,Y ]Z, como en la definición
de Rm.
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Lema A.12. Sea γ : [0, a] → M una geodésica en M , y γτ una familia suave
de geodésicas con γ0 = γ. Entonces

J(t) =
∂γτ (t)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

es un campo de Jacobi. Es decir, la variación de una variación suave de geodési-
cas nos da un campo de Jacobi.

Definición A.15. Sea σ una geodésica conectando a p y q en (M, g). Decimos
que p y q son puntos conjugados si existe un campo de Jacobi no nulo J(t) sobre
γ tal que J(a) = J(b) = 0.

Teorema A.13. Si tengo una geodésica γ definida en [a,b] con γ(a) = p y
γ(b) = q puntos conjugados y existe a < r < b con γ(r) conjugado a p, entonces
la longitud de la geodésica no puede ser mı́nimo local; en particular no puede
ser minimizante.

Definición A.16. Sea (M, g) variedad Riemanniana. Decimos que X es un
campo de Killing si el flujo asociado φ genera una familia de isometŕıas φt
definida por

φt := φ(·, t).

Teorema A.14. X es un campo de Killing en (M, g) si y solamente si

LXg = 0.

A.6 Cocientes de diferencias a futuro

Sea f : [a, b]→ R una función continua en un intervalo. Decimos que el cociente
de diferencias a futuro de f en un punto t ∈ [a, b), denotado por df

dt (t), es menor
o igual a c si

ĺım sup
∆t→0+

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
≤ c.

Decimos que es mayor o igual a c′ si

c′ ≤ ĺım inf
∆t→0+

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
.

Argumentos estándar de comparación muestran el siguiente.

Lema A.15. Sea f : [a, b] → R una función continua. Supongamos que φ es
C1 en [a, b] × R y además df

dt (t) ≤ φ(t, f(t)) para cada t ∈ [a, b) en el sentido
de los cocientes de diferencias a futuro. Supongamos además que existe G(t) en
[a, b] tal que G′(t) = φ(t, G(t)) y además f(a) ≤ G(a). Entonces f(t) ≤ G(t)
para todo t ∈ [a, b].
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B Evolución de cantidades geométricas

Para poder analizar el flujo, es necesario saber cómo evolucionan los objetos
geométricos tales como el tensor de curvatura y la curvatura escalar bajo es-
te flujo. En esta sección nos limitaremos a enunciar algunos cálculos que son
utilizados frecuentemente. Las pruebas pueden encontrarse en [CK04], caṕıtulo
6.

B.1 Evolución de cantidades en dimensión arbitraria

Consideremos una ecuación de la forma

d

dt
gij = hij .

Lema B.1. La ecuación de evolución para la inversa de gij es

d

dt
gij = −gikgjlhkl.

Asumiremos que estamos eligiendo coordenadas geodésicas centradas en el
punto p sobre el que estamos trabajando, por lo que ∂igjk(p) = 0 para todo
i, j, k. Observamos ahora que si bien los śımbolos de Christoffel no son tensores,
la variación de los mismos con respecto al tiempo es tensorial.

Lema B.2. La evolución de los śımbolos de Christoffel está dada por

d

dt
Γkij =

1

2
gkl(∇ihlj +∇jhil −∇lhij).

En particular, para el flujo de Ricci la ecuación es

d

dt
Γkij = −gkl(∇iRjl +∇jRil −∇lRij).

Lema B.3. Bajo las condiciones de esta sección, el tensor de Riemann evolu-
ciona a través de la ecuación

d

dt
Rlijk =

1

2
glm
[
−Rpijmhpk−R

p
ijkhpm+∇i∇khjm−∇j∇khim+∇j∇mhik−∇i∇mhjk

]
.

En particular, para el flujo de Ricci la ecuación es

d

dt
Rijkl = ∆Rijkl + 2(Bijkl −Bijlk +Bikjl −Biljk)

= −(RpiRpjkl +RpjRipkl +RpkRijpl +RplRijkp),
(85)

donde Bijkl := −RqpijR
p
qlk.

Lema B.4. La evolución del tensor de Ricci está dada por

d

dt
Rjk =

1

2
gab[∇a∇khjb −∇j∇khab +∇j∇bhak −∇a∇bhjk].

En particular, para el flujo de Ricci la ecuación es

d

dt
Rij = ∆Rij + 2RpijqR

pq − 2RpiRpj . (86)
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Demostración. Basta contraer el resultado anterior en i = l.

Teorema B.5. La curvatura escalar evoluciona mediante la ecuación

d

dt
R = −∆(trg(h)) + gajgbk(∇a∇bhjk −Rabhjk)

= −∆(trg(h)) + gajgbk∇a∇bhjk − 〈Ric, h〉g.
(87)

En particular, para el flujo de Ricci la ecuación es

d

dt
R = ∆R+ 2|Rc |2.

Demostración.

d

dt
R =

d

dt
(gjkRjk)

= −gjmgklhmlRjk

+ gjk(
1

2
gab[∇a∇khjb −∇j∇khab +∇j∇bhak −∇a∇bhjk])

= −gjk∇j∇k(gabhab) + gjkgab∇j∇ahkb − gjmgklhmlRjk
= −∆(trg(h)) + gajgbk(∇a∇bhjk −Rabhjk).

(88)

Finalmente, observamos que 〈Ric, h〉g. = gajgbkRabhjk.

B.2 Evolución de algunas cantidades en dimensión 2

Proposición B.6. Sea (M, g) una superficie Riemanniana. Entonces Rc =
1
2Rg.

Demostración. Sea K la curvatura Gaussiana de nuestra superficie. Como es-
tamos en dimensión 2, hay una sola componente independiente del tensor de
curvatura, pues

R1212 = −R1221 = −R2112 = R2121

y como R1212 = −det(g)K, se obtiene que

Rabcd = K(gacgbd − gadgbc).

Entonces, tomando trazas tenemos

gacRabcd = Kgac(gacgbd − gadgbc),

y por lo tanto,
Rcbd = Kgbd (89)

Tomando trazas una vez más,

R = gcdRcd = Kgcdgcd = 2K,

teniendo entonces K = 1
2R. Uniendo esto con (89) obtenemos el resultado.
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Corolario B.7. Bajo el FRN en superficies, la curvatura escalar evoluciona a
través de la siguiente EDP,

d

dt
R = ∆R+R(R− r)

Donde r =
∫
Rdµ∫
dµ

= 4πχ(M)/A, donde χ(M) es la clase de Euler de M yA

el área total de la superficie en t = 0.

Demostración. Utilizaremos los lemas obtenidos previamente, con hij = −2Rij+
rgij = −(R− r)gij por estar en dimensión 2. Por lo tanto,

trg(h) = −(R− r)trg(g) = −2(R− r).

Luego ∆(trg(h)) = −2∆R.
Además,

gjkgab∇j∇ahkb = gjkgab∇j∇a(−(R− r)gkb)
= gjkgab(−∇j∇aRgkb)
= gjkgabgkb(−∇j∇aR)

= −∆R.

(90)

Por otro lado, tenemos

−〈Ric, h〉g =
1

2
R(R− r)〈g, g〉

= R(R− r).
(91)

Juntando lo anterior, se obtiene

d

dt
R = −∆(trg(h)) + gajgbk∇a∇bhjk − 〈Ric, h〉g

= −(−2∆R)−∆R+R(R− r)
= ∆R+R(R− r).

(92)

La igualdad r = 4πχ(M)/A es consecuencia inmediata de la igualdad R = 2K
y el teorema de Gauss-Bonnet.
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C El principio escalar del máximo

Teorema C.1 (Principio escalar del máximo). Sea M una variedad Rieman-
niana cerrada y g(t) una familia de métricas sobre M . Supongamos que u :
M × [0, T ]→ R es una satisface la desigualdad diferencial

d

dt
u ≥ ∆g(t)u+ 〈X(t),∇u〉+ F (u), (93)

donde X(t) es un campo vectorial dependiente del tiempo y F es una función
localmente Lipschitz. Sea h(t) solución de la EDO asociada d

dth = F (h) con
u(·, 0) ≥ h(0). Entonces u ≥ h para todo x ∈M y t ∈ [0, T ].

Demostración. Este teorema es consecuencia de que en un mı́nimo local, el
Laplaciano es no negativo y el gradiente es nulo. Consideremos una función
uε := u + ε(δ + t). Notamos que M × [0, T ] es compacto, pot lo que podemos
elegir una constante uniforme de Lipschitz K para F . Elegimos un δ pequeño
que depende únicamente de K tal que uε−h > 0 para t ∈ [0, δ]; y podemos hacer
que ε tienda a 0 para probar el resultado en [0, δ] y luego repetir el argumento
con el mismo δ para cubrir todo el intervalo [0, T ].

Notamos que uε > h en t = 0. Supongamos que existe un primer tiempo t0
tal que uε = h en un punto x0. Como tenemos que para todo tiempo t < t0
(uε−h)(x0, t0) > 0, la derivada temporal es no positiva y estamos en un mı́nimo
espacial. Entonces en (x0, t0) tenemos:

0 ≥ ∂

∂t
(uε − h)

≥ ε+ ∆g(t)(uε − h)− 〈X(t),∇(uε − h)〉+ F (uε − ε(δ + t))− F (h)

≥ ε−K|uε − h− ε(δ + t)|
= ε(1−K|δ + t|).

(94)

Tomando δ < 1
2K , esta expresión es estrictamente positiva en [0, δ], lo que es

absurdo.

Es importante notar que estos resultados valen también para el mı́nimo; es
decir, si consideramos la desigualdad diferencial

d

dt
u ≤ ∆g(t)u+ 〈X(t),∇u〉+ F (u), (95)

donde X(t) es un campo vectorial dependiente del tiempo y F es una función
localmente Lipschitz. Sea h(t) solución de la EDO asociada d

dth = F (h) con
u(·, 0) ≥ h(0). Entonces u ≤ h para todo x ∈M y t ∈ [0, T ].
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