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Resumen

La nocién de ntimero de rotacién fue introducida por Poincaré, para homeomor-
fismos de S' que preservan orientacién. Dado que esta resulté ser muy ttil, fue
generalizada para varios otros contextos. El objetivo de este trabajo monogréfico
es presentar las posibles generalizaciones de aquella definicién de Poincaré para el
contexto de homeomorfismos homotépicos a la identidad en el toro bidimensional y
las propiedades que se obtienen para una u otra definicién, siguiendo el trabajo de
M. Misiurewicz y K. Ziemian [MZ1]. Ademds estudiaremos condiciones que garanti-
cen la existencia puntos periddicos que se corresponden con determinados vectores
de rotacién (siguiendo los trabajos de Franks [Frl] y de M.Misiurewicz y K.Ziemian
[MZ2])

Abstract

The notion of the rotation number of an orientation preserving homeomorphism
was introduced by Poincaré and since then it has proved to be very useful. This
notion was generalized later, for a wide variety of contexts. In this work we aim to
present some possible generalizations of that first definition given by Poincaré for
our context, that is homeomorphism which are homotopic to the identity of the bi
dimensional tori. We study the properties that one can get for each definition as in
M.Misiurewicz and K.Ziemian ’s work [MZ1]. We will also study conditions for the
existence of periodic points realizing some rotation vectors following the works of
Franks [Fr1] and of M.Misiurewicz and K.Ziemian [MZ2] .
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1. Introduccion

La nocién de niimero de rotacion para homeomorfismos del circulo que preservan
orientacién fue definida por primera vez por Henri Poincaré en 1885, en relacion
con la precesiéon del perihelio (el punto més cercano de la 6rbita de un cuerpo
celeste alrededor del Sol) de la érbita planetaria. Poincaré demostré mas adelante
un teorema que caracteriza la existencia de orbitas periddicas en términos de la
racionalidad del nimero de rotacién.

Posteriormente otros autores Kim, MacKay y Guckenheimer (1989, ver [Kim]),
Llibre y McKay (1991, ver [Llib]) y Herman (1988, ver[Her]), generalizaron esta
nocién para el Toro bi dimensional. La definicién del conjunto de rotacién para el
Toro n-dimensional fue presentada por Misiurewicz y Ziemian (1989).

Presentaremos posibles generalizaciones de aquella definicion de Poincaré para el
contexto de homeomorfismos homotopicos a la identidad en el toro bidimensional y
las propiedades que se obtienen para una u otra definicién, siguiendo el trabajo de
M. Misiurewicz y K. Ziemian [MZ1].

Estudiaremos, un resultado que nos garantiza la existencia puntos periddicos
toda vez que un vector de coordenadas racionales se encuentre en el interior del
conjunto de rotacion que definiremos. Este resultado es de, alguna manera, similar
al de Poincaré en el circulo.

Junto con esto se presentaran también varias nociones y resultados necesarios
para comprender la prueba del resultado mencionado.

1.1. Preliminares

Aunque la intencién es que este trabajo sea auto-contenido, la realidad y la
practica hacen que esto sea posible sélo en alguna medida acotada. Algunos teoremas
seran enunciados sin demostracion en esta secciéon ya que si bien son necesarios,
incluir su demostracién haria el trabajo demasiado extenso.

Teorema (de Punto Fijo de Brouwer). Sea D un conjunto homeomorfo a {(x,y) €
R?: 2% +y* <1} y f: D — D una funcidn continua. Entonces, existe x € D tal

que f(z) = x.

Teorema (de Jordan). Sea I es un intervalo compacto de R y v : I — R?* un
mapa continuo e inyectivo excepto en sus extremos donde valen lo mismo. Entonces
R? — (1) tiene exactamente dos componentes coneras, una acotada y la otra no.

Teorema (Numero de Lebesgue). Sea A un cubrimiento por abiertos de un espacio
métrico compacto (M,d). Entonces existe un 0 tal que cualquier subconjunto de M
con diametro menor que & estd contenido en algun abierto de A. Llamamos a este
0 numero de Lebesgue.



Teorema (Oxtoby). Sea U un abierto del plano, sean Fi ..., F, subconjuntos dis-
juntos y finitos de U y sean D1, ..., D, discos abiertos y disjuntos. Entonces se
tiene que existen arcos poligonales disjuntos Ay, ..., A, tales que F; C A; C D;NU
con j = 1,...,n sty solo si todo F; estd completamente contenido en una sola
componente conexa de D; N U

Para una prueba de este teorema ver [Ox]

Teorema (Jung). Sea F' un subconjunto acotado y cerrado del plano con didmetro

d > 0. Existe un disco D que contiene a F' de didmetro minimo, y este didmetro es
a lo sumo 2d/ V3

Para una prueba de este teorema ver [Nagy]

Teorema (Birkhoff). Sea T : X — X wuna transformacion que preserva la medida
en un espacio de medida (X, A, ), con u(X) < oco. Sea f € L'(u), entonces el
siquiente limite existe:

N ) 1 n—1 i
flx) =1im, - kz:% f(T"x),

para v casi todo punto en X. Si ademds T es ergodica,

1 —~
o [ ran=T
para it casi todo punto en X
Teorema (Recurrencia). Sea (X, A, ) un espacio de medida finita y f : X —
X una transformacion que preserva la medida. St X tiene una base de entornos
numerable, es Hausdorff y A contiene a la sigma algebra de Borel, entonces casi
todo punto es recurrente.

1.2. Notaciones

Llamaremos disco de R? a cualquier subconjunto del plano, homeomorfo al con-
junto {(z,y) € R?: 2* + ¢y* < 1}.

Llamaremos Conv (A) a la cdpsula convexa del conjunto A

Llamaremos arco a todo mapa de [a,b] C R (un intervalo compacto) en R?
continuo e inyectivo a menos de los bordes

En general I denotara el intervalo [0, 1] C R, a menos que se explicite lo contrario.

Sean a,b € R™ llamamos intervalo cerrado ab al segmento de recta que una a con
b e intervalo abierto ab al segmento de recta que una a con b sin a ni b.

Sea A CR™y 0 € RT a definimos la bola de centro A y radio 6 como
B(A7 5) - UaEAB(aa 5)



1.3. Homeomorfismos del Toro y levantados

Definimos el toro bidimensional como T = R?/Z? y llamaremos 7 a la proyeccién
natural para este cociente. Al igual que en el caso de S' muchas veces resulta 1til
para el estudio de los homeomorfismos en el toro, considerar homeomorfismos en R?
que se correspondan con éstos via proyeccién.

Con este fin definimos:

Definicién 1.3.1. Llamamos levantado de un homeomorfismo del toro f, a un
homeomorfismo F : R? — R? tal que for = moF

Observar que dado un homeomorfismo del toro, el levantado no es tnico.

Definicién 1.3.2. Decimos que dos funciones continuas f,g : X — Y son ho-
motdpicas si existe una funcién continua H : X x [ — Y tal que:

» H(x,0) = f(x)

» H(z,1) = g(2).

Al considerar homeomorfismos que son homotépicos a la identidad, tenemos las
siguientes propiedades para los levantados.



Propiedades 1.3.3. 1. Sean F' y F' dos levantados de f un homeomorfismo del
toro homotdpico a la identidad, entonces F — F'(z) =k con k € Z* Vx € R?

2. Sean f un homeomorfismo del toro homotdpico a la identidad y F un levantado
de f, entonces F(x + k) = F(x) + k Vk € Z*

3. Sean f un homeomorfismo del toro homotépico a la identidad y F' un levantado

de f, entonces F"(x + k) = F"(x) + k Vk € Z?

Demostracion. 1) Como F'y F’ son levantados de la misma funcién entonces F'— F” :
R? — Z2. Pero al ser ambos homeomorfismos tenemos que la resta es continua y por
ser Z? discreto debe ser una funcién constante

Fix)+v

Figura 1: Curva de = a = + v y su imagen por F.

2) Observamos primero que para todo x € R? puedo escribir  como x = 2’ + v
conv € Z%
Por otra parte tenemos que si F' es un levantado de f, entonces

for(z) = for(z +v) = ToF (v +v) v € Z°, (1)
por lo que si escribimos
F(z) = F(x' +v) = F(z') + K(2',v)

para alguna funciéon k. Por ser F' un levantado de un homeomorfismo del toro,
tenemos que

= K es continua ,
» La imagen de K estd incluida en Z?% por (1),

» Como consecuencia de los puntos anteriores fijando v y variando z’', K es con-
stante.

Como f es homotépica a Id entonces existen f; : T?> — T? que varia continua-
mente con t € [0,1] y tal que fo = Idy f1 = f y considero para cada t el levantado
F}. Puedo escribir

Fi(x +v) = Fy(z) + K(t,z,v)



con K como antes y tenemos que,
fiom(x) = fiom(x +v) = moFy(x +v) v € Z*.

Como ademds K(t,z,v) es continua respecto de ¢, nos queda que K solo depende
de v, y a partir de ahora la puedo escribir como K (v).

Consideremos ahora Id, la identidad en R?, que es un levantado de la identidad en
el toro. Hay un levantado de f que es homotopico a esta por la homotopia anterior.
Pero como

r+v=Idz+v)=Fy(z+v)=Fyz)+ K@) =Ildz)+ K(v) =2+ K(v),

entonces v = K (v) para cualquier ¢ ya que es constante respecto de ¢. Si tomara
otros levantados a partir de (a) tenemos que si F'y F’ son dos levantados de f,

Fllx+v)=F@x+v)+c=F(x)+v+c=F'(z)+v.

3) Razonando por induccién en n, y por la parte anterior, queda probar que si
F"(z+ k) = F"(x) + k Vk € Z* entonces F""(z + k) = F""(z) + k Vk € Z°.
Como F"*(z + k) = F"oF (x + k) tenemos que F""'(z + k) = F"(F(z) + k) y por
hipétesis de induccién F™(F(z) + k) = F"(F(z)) + k = F"(x) + k. O

En vista de que en el progreso de este trabajo recurriremos a esta herramienta
muy frecuentemente, resultara conveniente introducir algunas nociones del compor-
tamiento de los homeomorfismos tanto en espacios métricos compactos en general
como en el plano.



2. Dinamica de homeomorfismos

2.1. Pares atractor-repulsor y recurrencia por cadenas

En esta subseccién mostraremos algunas herramientas de la teoria atractor-repulsor
desarrollada por Charles Conley en [C], y a lo largo de esta X denotard un espacio
métrico compacto y f: X — X un homeomorfismo.

Definicién 2.1.1. Decimos que una sucesién de puntos x;...x, en X es una e-
cadena si cumplen

d(f(x;),xip1) <e V1<i<n-—1.

Figura 2: e-cadena

Diremos que un punto x € X es recurrente por cadenas si para todo € > 0 hay
un n. y una e—cadena xj...z, con r; = r = z,_. El conjunto R de los puntos
recurrentes por cadenas se llama el conjunto recurrente por cadenas, y es compacto
e invariante por f.

Definicién 2.1.2. Sea A un subconjunto compacto de X. Si existe U un entorno
abierto de A tal que f(U) C U y (),»0 f"(U) = A entonces decimos que A es un
atractor y que U es su entorno de aislacion.

Claramente si llamamos V a V = X — U y consideramos (-, f~"(U) = A*
entonces A* es un atractor para f~! con entorno de aislaciéon V.

Definicién 2.1.3. En las condiciones anteriores diremos que A* es el repulsor dual
de A.

Para ambos conjuntos tenemos que f(A*) = A*y f(A) = A.

Lema 2.1.4. Los entornos de aislacion de dos atractores disjuntos, son disjuntos.



Demostracion. Sean U y U’ los entornos de aislacion de los atrctores A y A’y
supongamos que U NU" # ¢. U N U’ es abierto y U N U’ compacto entonces,

o# () OAT) ()0 =4

n>0 n>0

N /TR € () 1T = 4

n>0 n>0

por lo tanto AN A" # ¢

Lema 2.1.5. El conjunto de los atractores disjuntos de f es numerable.

Demostracion. Sea B = {V, } | una base numerable para la topologia de X. Si A es
un atractor con entorno de aislaciéon U, entonces U es unién numerable de conjuntos
de B. Como A es compacto, existen V;, ...V, talesque A C V,, U---UV, CU.
Entonces tenemos

M@ =A= (VU UV,)=A

n>0 n>0

por lo que como ademas los entornos de atraccién de dos atractores disjuntos son

disjuntos no podria haber més atractores disjuntos que elementos en B.
m

Lema 2.1.6. Si { A, },-, son los atractores de f y { A%}~ | sus repulsores duales,

entonces el conjunto
[e.e]

R(f) = (AU 4}).

n=1

Demostracion. Veamos primero que R C ()7, (A, U A%), o lo que es lo mismo, que
six ¢ AU A* para algin atractor A entonces x ¢ R.

Si U es el entorno de aislaciéon de A, un atractor y = es tal que = ¢ AU A*,
entonces € U o € V. Supongamos que € U ya que el otro caso es analogo.
Como x ¢ A entonces x ¢ f™(U) para algun n. Sea m el menor de tales n, entonces
z € fmHU) — ().

Ahora elegimos un ¢y de modo que cualquier g—cadena que empieza en xr = 1
tenga a x3 en f™TH(U) (ver figura 3).

Llamando
er = d(f"HU) — fM(U), fTHU)) (2)
y eligiendo
£ = %min{el,so}, (3)

tenemos que no existe una e—cadena de z a x ya que una tal cadena no puede
conectar un punto de f™(U) con uno de f™ 1 (U) — f™(U). Esto es porque



Figura 3: La cadena que empieza en z y tiene a 3 en f™1(U), no puede volver a x

fm2U) C fmY(U) y como x3 € fmTH(U) tenemos que f(z3) € f™H(U). Ademds
por (2) v (3) tenemos que B(f(z3),) N { f"~HU) — f™(U) } = ¢.

Veamos ahora la otra inclusién. Supongamos que z € [~ (A, UA%). Siz ¢ R(f)
entonces hoy un ¢y para el que no hay una eg—cadena de x a si mismo.

Sea €z, ) el conjunto de los y € X tal que hay una e—cadena de = a y, y sea
V = Q(z,&0). Este conjunto es abierto y ademds f(V) C V ya que si z € f(V),
existe zp € V tal que d(f(2), f(20)) < €0 y por lo tanto si tengo una eg—cadena de
x a zp tengo una a f(z) agregando un paso mds. De esto tenemos que,

/(v)=4

n>0

es un atractor con entorno de aislacién V' y existe un i tal que A = A;.
Por hipétesis © € A; 6 x € A}, pero como supusimos que no hay una ¢y—cadena
de x a si mismo, entonces z ¢ A. Por otro lado

w(z) = {puntos de acumulacién de { f"(z) },,~, }

claramente debe estar incluido en V. Pero si x € A} como A7 es cerrado e invariante,
tendriamos que w(z) € A, llegando asi a una contradiccion.

]

Definamos ahora una relacién de equivalencia ~ en R de la siguiente manera:
x ~ y si para todo € > 0 existe una e—cadena de x a y y otra de y a x. Es claro que
es una relacion de equivalencia.

Definicién 2.1.7. Llamamos Componentes transitivas por cadenas a las clases de
equivalencia en R(f) de la relacién de equivalencia ~ definida anteriormente.



Proposicién 2.1.8. St x ey € R entonces x e y estan en la misma componente
transitiva por cadenas si y solo st no hay ningun atractor que contenga a x y cuyo
repulsor dual contenga a y y viceversa.

Demostracion. Supongamos primero que z e y estdn en la misma componente tran-
sitiva por cadenas y que x € A, un atractor. Por 2.1.6 y € AU A*.
Por otro lado si U es el entorno de aislacién de A,

d(X — U, f(U)) > ¢

para algin e, por lo que no hay £/2—cadenas de ningin punto de f(U) a ningin
punto de X — U. De esto tenemos que no puede haber ninguna e/2—cadena entre
puntos de A y A* y entonces y € A.

Para probar el reciproco supongamos que esisten dos puntos z,y € R tales que
x € Acon A un atractor si y solosiy € A. Dadoun ¢, sea V = Q(x, €) el conjunto de
los puntos que se pueden conectar con z por una e—cadena. Como =z € R entonces
x €V Ve. Como en 2.1.6 V es el entorno de aislacién de un atractor Ay, y como
x € Ay U Aj entonces x € Ay . Por hipdtesis tenemos que y € A, C V' y entonces z
se puede conectar con y por una e—cadena.

Analogamente se prueba que y puede conectarse con x por una e—cadena, y
como esto vale para todo €, x e y estdn en la misma componente transitiva por
cadenas. O]

Definicién 2.1.9. Una Funcion de Lyapunov completa para f : X — X es
una funcién continua g : X — R que satisface:

1. Siz ¢ R(f) entonces g(f(x)) < g(z).
2. Sizey € R(f) entonces g(x) = g(y) siy solo si z ~ y.
3. g(R(f)) es un subconjunto compacto y nunca denso de R.

Por analogia con el contexto derivable se le llama a los elementos de g(R(f)),
valores criticos de ¢

Veamos ahora que debe existir una tal funcién para un homeomorfismo de un
espacio compacto, siguiendo la demostracién que aparece en [Fr2], [Frl].

Lema 2.1.10. Eziste una funcién continua g : X — [0,1] tal que g~*(0) = A,
g 1 (1) = A* y es estrictamente decreciente en las drbitas de los puntos de X — AUA*.

Demostracion. Definimos g : X — [0, 1] como:
d(z, A)
90(*) = T0A) T dle, A

Sea g1 (x) = sup{ go(f"(x)) con n > 0}. Entonces g; : X — [0,1] y ¢1(f(2)) < g1(2)
para todo .




Veamos que g;(x) es continua. Si limx; = x € A entonces lim(g;(x;)) = 0, y es
analogo con A*. Esto me dice que g; es continua en los puntos de AU A* por lo que
falta ver que pasa en los otros puntos. Sea N = U — f(U), y r = inf { go(x) x € N }.
Como f*(N) C f(U) y N, J"(U) = A entonces existe un ny tal que para todo n
mayor, go(f™(N)) C [0,r/2]. Entonces para todo x € N tenemos que,

gi(r) =méx{go(f"(r)) 0<n<mng},

Por lo que g; es continua en N y en X — (AU A*) ya que

U V) =x-(aua.

n=—oo

Finalmente definamos

N alfM(@)
g(2) =Y o
n=0
Esta funcién es decreciente a lo largo de las 6rbitas de los puntos de X — (AU A*)
y es continua porque la serie converge uniformemente y ¢; es continua. Ademéds
g 10)=A, g7 1(1) = A~
O

Teorema 2.1.11. Si f : X — X es un homeomorfismo de un espacio métrico
compacto, entonces existe una funcion de Lyapunov completa g : X — R para f.

Demostracion. Por el lema 2.1.5 solo hay una cantidad numerable de atractores. Por

el lema 2.1.10, puedo encontrar funciones g, : X — [0,1] con g, '(0) = A,, g7 *(1) =

A’y estrictamente decrecientes en las drbitas de los puntos de X — (4, U A?).
Definamos

g(z) =352, Qgg,gm) .
Como esta serie converge uniformemente tenemos que g(z) es continua y six ¢ R(f),
entonces hay un A; tal que x ¢ A; U Ay g(f(z)) < g(z).

También tenemos que si © € R(f) entonces z € A, U A’ para todo n y por lo
tanto los valores de las g, solo pueden ser 0 o 1, por lo que la expresion ternaria de
g(x) puede ser escrita tinicamente con 0 o 2 y por lo tanto g(x) € C donde C' es el
conjunto de cantor.

Por dltimo si x e y € R(f) para que g(z) = g(y) tenemos que tener que g,(z) =
gn(y) para todo n, y ademds para todo n, g,(z) € {0,1} v g.(y) € {0,1} por estar
ambos en R(f). Por lo tanto g(x) = ¢(y) si y solo si no existe n tal que z € A,
ey € A que por 2.1.8 es equivalente a que x e y estén en la misma componente
transitiva por cadenas.

]
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En general la cantidad de componentes transitivas por cadenas para un home-
omorfismo puede ser infinita, incluso no numerable. Por lo tanto definiremos una
nocién que resultara mas 1util.

Definicién 2.1.12. Para un 4 fijo, decimos que x e y son d—equivalentes si existe
una d—cadena de = a y, y otra de y a z.

Definicién 2.1.13. Llamamos Componentes d—transitivas a las clases de equiva-
lencia resultantes de cocientar R(f) por la relacién de equivalencia recién definida.

Lema 2.1.14. Dado un 6 > 0 y un homeomorfismo f : X — X , un espacio
compacto, existe solo una cantidad finita de componentes d—transitivas.

Demostracion. Supongamos que existen x e y en componentes 0 transitivas distintas,
y tales que d(z,y) < /4.

Como = € R considero una §/4—cadena que una a x consigo mismo, llamémosle
T =2x1,...,Tp_1,Ty. Tenemos que

d(f<xn71)7 Z/) S d(f('rnfl)vxn) + d(l’n,y) S 6

con lo que habria una d-cadena de x a y.

Analogamente puedo construir una de y a x con lo que probamos que la distan-
cia entre dos componentes 0 transitivas distintas debe ser mayor que /4. Dado que
estamos en un compacto esto ultimo implica que no puede haber infinitas compo-
nentes. O

Observacién 2.1.15. Las componentes d —transitivas son cerradas, ya que cualquier
punto en la frontera estd a menos de ¢ de un punto de la componente y por lo tanto
esta en la componente. Por estar en un compacto entonces son compactas y ademas
son invariantes ya que los puntos que se pueden conectar con z por una d—cadena,
también se pueden conectar con f(x) por definicién de cadena.

Teorema 2.1.16. Dado un 6 > 0 y un homeomorfismo f : X — X existe una
funcion de Lyapunov g : X — R y wvalores para g, co < ¢1 < ... < ¢, tales que
si Ay = R(f) N g ([ciz1, ci]), entonces A; con 0 < i < n son las componentes
d0—transitivas de f.

Demostracion. Sean Aq, ..., A, las componentes d—transitivas de f. Podemos or-
denarlas de modo que si ¢ < j no haya ninguna d—cadena desde A; a A;. Esto es
posible ya que si no, podriamos encontrar una d—cadena que sale de A; y vuelve a
A; y porque las piezas son finitas (ver figura 4 y figura 5).
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Figura 4: Como ordenar las piezas de modo que si i < j no haya ninguna d—cadena desde A; a
Aj.

Figura 5: No hay una d—cadena que sale de A; y vuelve, ya que si fuera asi podria conectar por
d—cadenas un elemento z € A; con un elemento y € A; y tambien y con x pero esto no es posible
porque las clases de equivalencia son disjuntas.

Sea Uj; el conjunto de los z € X tal que hay una d—cadena de A; a z. Claramente
U; es abierto y ademés tenemos que f(U;) C U;. Esto es porque si z € Uy, existe un
2o € U; tal que d(f(2), f(z)) < 0 y entonces agregandole a la d—cadena que une
algiin = con 2y a f(z) como ultimo paso tenemos una d—cadena de x a f(z).
Consideremos

A= (V@) vy A= () f(X = Uy).

n>0 n>0

Tenemos que A; y, A7 son un par atractor repulsor con A; C A;. Usando el resultado
del lema 2.1.10 tenemos que existe una funcién continua g; : X — [0,1] tal que
A = g;710), A = g7 (1) y g:(f(2)) < gs(z) para todo z € X — (A; U A¥). Entonces
si i < j como no hay una d—cadena de A; a Aj, A; C Af y ¢:(4j) = 1.

Definiendo h(z) = X1, 2g;(x) queda que h(f(z)) < h(z) paratodor € X —R(f).
Ademds tenemos que para todo € R(f) = UA;, h(z) es un par entre 0 y 2"y
que para todo par x,y € R(f), h(x) = h(y) siy solo si g;(z) = ¢;(y) para todo i. Por
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lo tanto = e y estan en la misma componente d-transitiva si y solo si h(z) = h(y).
Sea gp una funcién de Lyapunov completa, entonces g(z) = go(z) + h(z) es la
funcién deseada ya que

» Six ¢ R(f) entonces g(f(z)) < g(x), porque h(f(x)) < h(z) vy go lo cumple.

» Sizey € R(f) entonces g(x) = g(y) sty solo si z ~ y. Porque si z ~ y entonces
go(x) = go(y) ya que gp es de Lyapunov y z e y estédn en la misma componente J-
transitiva, por lo tanto h(z) = h(y). Por otro lado , si g(z) = g(y) supongamos
quez € Ajey € A;coni < jentonces | h(z)—h(y)| > 1y |go(z)—go(y)| < 1.
Y siz,y € Aj pero x « y entonces h(z) = h(y) pero go(x) # go(y).

= g(R(f)) es un subconjunto compacto y nunca denso de R, porque gy lo cumple
y siz € R(f), h(x) es un par entre 0 y 2"+1.

Sean {kalm m=1.. n} el conjunto de valores que toma h en R(f) ordenados
crecientemente. Sea j tal que A; C h™!(k;27), como go(R(f)) C [0, 1] entonces,

A =R(f) N g~ ([k;2Y, k25 +1]).
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2.2. Puntos fijos en el Plano

Nos interesa ahora encontrar condiciones para que un homeomorfismo del plano
que preserva orientacion tenga puntos fijos, por lo que nos dedicaremos a probar
varios resultados que apuntan en esta direccién. Estos nos aportardan herramientas
utiles que iremos utilizando a lo largo de este trabajo, dado que la informacion que
recabemos sobre la dindmica en el plano podremos después traducirla a resultados
sobre la dindmica en el toro.

Introduciremos algunas definiciones convenientes, la primera de esta es la de los
arcos de desborde.

Definicién 2.2.1. Sean C'y D dos discos (en un sentido topolégico) compactos del
plano tales que C' N D# ¢. Si J es una componente conexa de la interseccién, donde

375 ¢, decimos que D desborda a C' a lo largo de un arco v C 9C' si:
= 7CdJ
= los extremos de 7 son la interseccion de 0D y ~
= existe un arco 6 C 0D determinado por y que verifica:

. SﬂJ =¢
e U son la frontera de un disco A donde A N J= o

Figura 6: Discos de Desborde

Con esto definido pasamos al primer teorema de puntos fijos.

2.2.1. Arcos de Desborde

Teorema 2.2.2 (Puntos fijos y Arcos de desborde). Si D = f(C) donde f(vi) ¢ 0,
y 0; € f(v:) Vi € N entonces f tiene al menos un punto fijo.
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Demostracion. Dado i € N, existe [; un arco tal que l; C6; v I; N f(7;) = ¢. Como A;
es un disco, sea h; : A; — [0, 1]? un homeomorfismo que preserva orientacién donde

h(7i) = [0,1] x {0} y por lo tanto h(d;) = {0} < [0,1] U 0,1} x {1} U {1} x [0, 1].
Podemos suponer ademds que h(l;) = [0,1] x {1}. Definimos r : [0,1]* — [0, 1]* tal

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 7: imagen de h;

que 7(z,y) = (2,0), y luego g : C — J de la siguiente forma:

ﬂ@:{ﬂ@, si f(x) €7
Bt (r (i (F(2)), s f(x) € A

Veamos que g estd bien definida y que es continua. Basta estudiar la funcién en los
puntos x € J tales que f(x) € 7;. Por la construccién de h; y r, es claro que para
un z en dicha condicién se tiene que h; ! (r (h; (f()))) = f(x) y por lo tanto queda
g bien definida y continua.

Como J es un disco y g es continua, por el teorema de punto fijo de Brouwer,
existe xy € J tal que g(zg) = xo.

Veamos ahora que f(xy) € J. Supongamos que f(zg) € A; y lleguemos a un
absurdo. Si f(zg) € A; entonces g(xg) € 7; o sea que xy € 7; y por lo tanto
f(zo) € f(vi) C d, como f(v;) Nl; = ¢, entonces h; (f (vi)) < {0,1} x [0,1]. De
esto, por la definicién de g, concluimos que zg € pi, p, donde pi y pb son los
extremos de ;.

Veamos que esto no puede pasar. Supongamos sin perder generalidad, que zo = p}
con h; (zg) = (0,0). Si g(xg) = x0, tenemos que h; (f(zg)) € 0 x [0,1]. Hay entonces
dos casos:

» Sihi(f(phy)) € {0} x [0,1] y ademds si h;(f(p5)) = (0,t2), hi(f (p})
-

t1 < to entonces, h; (f( 7)) C {0} x [0,1] y por lo tanto f(7;)
absurdo.

) = (07t1> y
0; lo cual es

» Sino ocurre el caso anterior tomando un punto ¢; € f~(l;) deducimos que f
manda la orientacién dada por p} pb g; en la orientacién dada por f(p}) f(q:) f(pb)
contradiciendo que f preserva orientacion.

15



“~ -
PR W D=f©

Como el absurdo proviene de suponer que f(xg) € A; entonces tenemos que f(zg) €
J, y por lo tanto f(x¢) = g(xo) = o, y he aqui nuestro punto fijo. ]

2.2.2. Puntos fijos y Arcos de Traslacién

Definicién 2.2.3. Decimos que « : [0, 1] — R? es un arco de traslacion si f(a(0)) =
a(l) y ademas f(a) Na C {f(a(0)),a(0)}.

Lema 2.2.4. Sea f : R? — R? un homeomorfismo que preserva orientacién y sin
puntos fijos, entonces por todo punto pasa un arco de traslacion

Demostracién. Sea a € R?, como f no tiene puntos fijos, f(a) # a. Considero
R = sup{r € R* tal que B(a,r) N f(B(a,r)) = ¢} donde B(a,r) es el disco de
centro a y radio r. Para R tenemos que ¢ = B(a, R) () f(B(a, R)) € 0B(a, R). Para
s = f1(q) tenemos, s € dB(a, R) y nos queda que a = v U 3 donde 7 es el segmento
que une a s con a y 3 el que une a a con ¢ , es un arco de traslacion. O
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Teorema 2.2.5 (Arcos de traslacién). Sea f : R? — R? un homeomorfismo que
preserva orientacion y sin puntos fijos. Entonces f"(a — {a(1)}) Na —{a(1l)} =

¢ VYn >0

Demostracion. Supongamos que In > 0 tal que f"(a — {a(1)}) Na — {a(1)} # ¢
sea k = min{n tal que f"(a — {a(1)}) Na — {a(1)} # ¢ }.Llamamos p = «(0) por
comodidad. Orientando « de p a f(p) llamo ¢ al primer punto de, f*(p) a f*1(p),
en que f*(a) intersecta a a (ver figura 8).

Tomo
[0, f(P)] U [f(0) f*(p)] U... U [f*(p),d] = ¢,

entonces ¢ es una curva cerrada y orientada de ¢ a f(p). Por el teorema de Jordan
1.1 nos queda que el interior de la curva ¢ es un disco al que llamaremos C. Sea
ahora D = f(C) y d := 0D entonces d debe ser

=[f(a). )] U L2 ()] U ... U [ (p).d] U g, )],

Observemos que, en particular el arco

(@), )] U [FPp), )] U U [ (p).d

se encuentra contenido en ambas fronteras con la misma orientacién. Si el caso fuera
C N D ¢, tendriamos que f no preserva orientacién lo cual es absurdo. Sea J el

disco compacto tal que J es la componente conexa de C’ N D que tiene al arco que
va desde f(q) hasta g. Si no hay puntos fijos entonces hay arcos de desborde ya
que si no hay arcos de desborde tenemos que D = f(C) C C'y por el teorema de
punto fijo de Brouwer tenemos un punto fijo en C'. Veamos que pasa si hay arcos
de desborde. De haberlos estos tendrian que estar en [q, f(p)] U [f(p), f(¢)] porque
el resto de la frontera es compartida. Por el teorema anterior 2.2.2 bastaria probar

que 8 & f(v)y f(v) 6.

En esta situacion tenemos 2 casos posibles:

= Caso 1y N ([f(p), f(@)] = {f(p)}) # &
e Veamos que 6 € f(7).
Comoy C [¢, f(PIV[f (). f(a)], tenemos f(v) C [£(q). [ ()] V[/*(p), f*()]-
Lucgo 8 C [g, F**1(p)] U [f**1(p), £()). Observamos que f*+(p) ¢J ya
que si f*1(p) € J existirfa un punto [ tal que
L= a)n{f(a)},
pero entonces
= Ha)n{a},
contradiciendo le definicién de k.
Veamos que [f**!(p), f(q)] C 0

Como f*1(p) géj si [f*(p), f(q)] € 6, existirfa un punto

o= (f""p). fl@)N{fle)={f)Ufa)}}
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Figura 8: Arco de traslacién que se corta por primera vez en el k-ésimo iterado

y por lo tanto
fHo) = (ffp),9)n{a—{pUq}}
lo que contradice la definicion de q.

Como [f**!(p), f(q)] C ¢ tenemos que f**!(p) € 0 pero f**'(p) ¢ f(7),
por lo que 6 € f().

e f(v) € 4. Como f2(p) € f(v) ysi f2(p) € & que estarfa contradiciendo que
k es minimo.

» Caso 2 v C [q, f(p)]. De esto concluimos que f(y) C [f(q), f*(p)]. Probemos
que & & f(v) y f(v) €9

e Veamos que 6 ¢ f(7). Es consecuencia de que existe r extremo de § en
a—{f(p)}ty f(v) C fla).

e f(7) € 4. Si no fuera cierto, tengo r € f*(a —{f(p)}) N fla —{f(P)}) ¥
por lo tanto f*(a—{f(p)}) Na—{f(p)} # ¢ que estarfa contradiciendo
que k es minimo.

]

Corolario 2.2.6 (Punto periddico implica puntos fijos). Si f tiene puntos periédi-
cos, entonces tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Por absurdo supongamos que no tiene puntos fijos. Sea p un punto
periédico, por 2.2.4, existe o un arco de traslacién y ¢t € (0, 1) tal que «(t) = p. Luego
si n es el periodo de p entonces {p} = f"(a — {a(1)}) N — {a(1)} contradiciendo
el Teorema 2.2.5. [
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2.3. Otras propiedades relevantes de la dinamica en el plano

Definiremos primero el indice de una curva con respecto a un punto en el plano.
En la préxima seccién veremos otras definiciones de indice para otros contextos. El
indice de una curva cerrada en el plano alrededor de un punto dado, es un entero que
representa el niimero total de vueltas que da curva en sentido anti horario alrededor
del punto.

Definicién 2.3.1. Sea o : I — R? una curva cerrada que no pasa por el origen.
Podemos escribir la curva en coordenadas polares (r(t),6(t)) con r(t) y 6(t)) con-
tinuas, y r(t) > 0 para todo ¢t. Como a(1) = «(0), (1) — 6(0) = k27 para algin
k. Llamamos indice de una curva respecto de 0 y lo notamos como indy(a) a
este numero k. Definimos el indice de una curva respecto de un punto p de
manera analoga, trasladando el sistema de coordenadas.

Figura 9: Una curva a que da -2 vueltas al punto p

Lema 2.3.2. Sean a y b en R? y sea T, la traslacién de vector v. Sea v una curva
simple que une a con b y no intersecta a ab. Si vy no intersecta a T,(y) entonces
T,(a) no pertenece al disco D delimitado por abU .

Demostracion. Consideramos « como un mapa continuo de I en R? sin perdida de
generalidad supongamos que a = (0,0). Como ~ no intersecta a T,(y) entonces la
ecuacién y(s) = y(t) + T,(0,0) no tiene solucién (s,t) € I%. Definamos el mapa
Y I? — R? como

¥(s,t) = ~(s) =7(t),
entonces T,(0,0) ¢ (I?).
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Definimos ahora la curva cerrada o como: (ver figura 10)

(3¢,0), sitel0,1/3]
g(x) = (1,3t — 1), si t €[1/3,2/3]
(3—3t,3—3t), sitel[2/3,1].

1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 10: La curva cerrada «

La curva ¢ («) es la concatenacién de las curvas v y b—=. Pero ademés si definimos
B = tb para t en I podemos escribir ¢(ar) como la concatenacién de dos curvas
cerradas § v ¢, donde § es la concatenacién de 3! con 7 v ( es la concatenacién de
b—~ con (3 (ver figura 11).

Figura 11: ¢(a)

Al ser § una curva simple, si 7,,(0,0) € D, donde D es el disco delimitado por
J, el indice de delta con respecto a T;,(0,0) = v, ind,(5) es 0 1 o —1. Como ( es
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simétrica a § con respecto al punto 1/2b, sea D’ el disco delimitado por ¢ tenemos
que

ind,(¢) = ind, ()

sib—veDOo
ind,(¢) =0

sib—wv ¢ D. Entonces el indice de ¥ (a) con respecto a v es distinto de cero ya que
es
ind,(C) + ind,(0) .

Con esto tenemos que v es imagen de algin punto del tridngulo delimitado por «
que contradice lo que supusimos. O

Lema 2.3.3. Sean z,y € R2, sean U y V abiertos que contienen al segmento Ty vy
tal quexy CV CV C U. Entonces existe h : U — U un homeomorfismo isotdopico
a la identidad tal que h(z) =y y hjy_v = Id.

Demostracién. Sea v : R?* — R? el campo de vectores constante v(p) = y — z. Sea
®, el flujo asociado a la ecuacién diferencial inducida por el campo v. En particular
®,(p) = p + t(y — z). Tomemos ahora W un abierto tal que z7y C W Cc W C V
y sea p : R* — [0,1] una funcién chichén, es decir diferenciable y tal que py = 1
y pve = 0. Definimos u : R? — R? el campo de vectores dado por la relacién
u(p) = p(p)v(p) y nos tomamos ¥, el flujo asociado a la ecuacién diferencial, que
es inducida por el campo u. Definimos finalmente h : U — U como h = W¥;. Por
ser el tiempo 1 de un flujo, h es isotopico a la identidad. Ademds, se tiene que
h(z) = ¥i(x) = ®1(x) = y porque ujw = vjw y Vt € [0,1] W(x) € Ty C Wy por lo
tanto W;(z) = ®4(x). Por ultimo hjy_y = ¥ y_v = Id porque ujy_y = 0. O
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2.4. Clase de Nielsen de un punto fijo

A lo largo de esta subseccién X denotara una sub variedad de dimensién m
compacta de R™ dotada de una métrica que notaremos como d’ para diferenciarla
de la métrica de R".

Si llamamos f : X — X a una funcién continua con finitos puntos fijos, podemos
dar una definiciéon de indice de un punto fijo e indice de un abierto de la siguiente
manera.

Definicion 2.4.1. Sea x un punto fijo y U; un abierto homeomorfo a una bola B;
tal que x es el tnico punto fijo en U. Definimos el indice de un punto fijo como
una funcion

ind,(f) = deg(v)
donde v : 9B; — S™ ! es el mapa dado por
_ f@)—z
| f(z) =]

Definiremos ahora el indice de un abierto para una funcién f en las condiciones
anteriores.

v(x)

Definicién 2.4.2. Llamamos €’ a el conjunto de todos los pares (f, U) con f home-
omorfismo de X y U C X abierto que no tiene puntos fijos de f en su borde.

Observacion 2.4.3. (f,X) y (f,¢) siempre estan en ¢’

Definicién 2.4.4. Sean U un abierto sin puntos fijos en su borde y x1, ...,z los
puntos fijos en el interior de U. Definimos el indice de un abierto U como una
funcién ind : ¢ — Q dada por

h

ind(f,U) =Y _ind,,(f)

=1

Propiedades 2.4.5. En las condiciones anteriores tenemos las siguientes propiedades
para el indice:

= Propiedad 1 (Local): Si (f,U) € & y existe g tal que g(x) = f(x) para todo
x € U, entonces
ind(f,U) =ind(g,U).

» Propiedad 2 (Homotopia): Sea H : X x I — X wuna homotopia y definimos
fi(x) = H(x,t). Si (fi,U) € € para todo t, entonces

ind(fo,U) =ind(f,U).
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» Propiedad 3 (Aditividad): Sea (f,U) € € y sean Uy ...Us una familia de sub-

conjuntos abiertos de U mutuamente disjunta y tal que f(z) # x para todo x

en [U - Uiz Uj], entonces

S

ind(f,U) =Y _ind(f,U;).

j=1

Demostracion. Las propiedades (1) y (2) salen directamente de la definicién. La
propiedad 2 es una consecuencia de la invarianza por homotopia del grado de v (ver
[?]). Notar que

_ filz)—a
I fu(z) — 2]

vy(x)

es una homotopia entre vy y v;.

Corolario 2.4.6. Sea (f,U) € & tal que no hay puntos fijos de f en U, entonces
i(f,U)=0.

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado (que no demostraremos):

Teorema 2.4.7. (Punto Fijo de Lefschetz) Para toda funcion continua f: X — X
cuyos puntos fijos son aislados, existe un nimero L(f) que depende tinicamente de
la clase de homotopia que verifica

L(f)= ) indu(f).

f(z)==

Daremos una definicién de indice que extiende a la anterior en el sentido de que
no se necesitara que la cantidad de puntos fijos sea finita y que coincida con ésta en
el caso de que lo sea. Pero daremos esta definicién de forma axiomatica, es decir, el
indice sera una funcién que cumple una serie de propiedades.

Podemos dar una tal definicién ya que en [Br78] se prueba la existencia y algin
tipo de unicidad de una funciéon que cumple con esas cuatro propiedades y de un
”Ntumero de Lefchetz”, con propiedades similares al mencionado anteriormente, para
una amplia variedad de contextos entre los cuales esta incluido el que nos interesa.

De aqui en lo que queda de esta subseccién consideremos a X como una subvar-
iedad compacta de R" y a f : X — X una funcién continua (esta vez no pedimos
ninguna condicién sobre la cantidad de puntos fijos).
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Definicién 2.4.8. Definimos el indice como una funcién i : € — Q que satisface
las siguientes propiedades:

» Axioma 1 (Local): Si (f,U) € €y existe g tal que g(x) = f(v) para todo
x € U, entonces

i(f,U) = i(g,U).

» Axioma 2 (Homotopia): Sea H : X x I — X una homotopia y definimos
fi(z) = H(x,t). Si (f,U) € €' para todo ¢, entonces

i(fo,U) = i(f1,U).

» Axioma 3 (Aditividad): Sea (f,U) € €' y sean U ... U, una familia de subcon-
juntos abiertos de U mutuamente disjunta y tal que f(x) # x para todo = en

[U - Ui Uj} , entonces

S

J=1

» Axioma 4 (Normalizacion): Para toda funcién continua f, de X en X, tenemos
que

i(f, X) = L(f)-
Donde L(f) es el nimero de Lefschetz (definido en [Br78)).

Corolario 2.4.9. Sea (f,U) € & tal que no hay puntos fijos de f en U, entonces
i(f,U)=0.

Demostracion. Primero veamos que i(f,¢) = 0. Considero Uy = Uy = Uz = ¢ es
claro que son abiertos disjuntos y no hay puntos fijos en U; — [Uy U Us), por lo que
el axioma de aditividad (2.4.8) nos dice que

por lo que i(f,¢) = 0. Ahora veamos que i(f,U) = 0. Considero la familia de
subconjuntos de U abiertos y disjuntos formada exclusivamente por ¢. Como no
hay puntos fijos en U = U — ¢ puedo usar el axioma de aditividad que nos dice que

i(f,U) =i(f,¢) =0. 0

Para X y f : X — X como antes, y valiéndonos de la definicién de indice,
definiremos un entero no negativo N(f) al que llamaremos nimero de Nielsen de
f. El nimero de Nielsen es una cota inferior para la cantidad de puntos fijos de
f. Ademas es el objetivo de estas subseccion probar que si g es homotopica a f
entonces N(f) = N(g).
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2.4.1. Caminos

Llamamos camino a una funciéon continua de C' : I — X. Dado un camino C'
podemos definir C~! como C™' : I — X C7}(t) = C(1 —t) para todo t € I.
También si tenemos dos caminos C'y D tal que C(1) = D(0), puedo formar un
nuevo camino al que llamaré C'D de la siguiente manera:

C(2t), sit<1/2;
CD(t) = { D((Zt)— 1), sil/2 </t <1. (4)

Definicién 2.4.10. Decimos que dos caminos C'y D son homotdpicos con puntos
finales fijos, si hay una funcién continua ¢ : I x I — X tal que

¥(s,0)=D(0)=C(0) V sel

W(s,1)=D1)=C(1) V sel
W(0,8) = C(t) Votel
W(1,t) = D(t) Votel

Definimos una relaciéon de equivalencia ~ en el espacio de todos los caminos en
X de la siguiente manera: diremos que dos caminos C' y D estan relacionados si hay
una homotopia con puntos finales fijos entre ellos. Notamos la clase de equivalencia
que contiene al camino C' como { C }. Observamos que las clases {C~'} y {CD}
son independientes de los elementos C'y D en {C} y { D }.

Definiremos ahora otra operacion con caminos que resultara util. Sea C' un camino
en X y r, s pertenecientes a /. Definimos C7 : I — X como

Ci(t) =C(s+t(r—s))

Esto es la restriccion de C al intervalo [s,r] C [ reparametrizado para que siga
siendo un camino.
Lema 2.4.11. Sea C' : I — X un camino en X, entonces

NIRRT

- {acoy={a}
Demostracion. La primera afirmacion sale de que

(CH T ) =(CHA—t) =Clg+ (L =t)(r—q) =C(r+t(qg—r)) = C(t)

Para la segunda definamos la homotopia con puntos finales fijos, ¥ : I x I — X
como:

sy - { Clla+ 1= + 0= w)a+ 20— ). si0<e<1/2
’ Clu(g+t(s—q)+ (1 —u)(r+ 2t —1)(s—r))], sil/2<t<1.

Veamos que efectivamente 1) es una homotopia con puntos finales fijos En primer
lugar calculemos

Y(u,0) = Clug + (1 —u)q] = C(q) -
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Como por (4) tenemos que C7C;(0) = C7(0) = C(q) y C;(0) = C(q), se cumple el
primer punto. El segundo, 1 (u, 1), es analogo. El tercer punto es verificar (0, t), si
t < 1/2 tenemos

¥(0,1) = Clg +2t(r — q)].
Sit > 1/2 tenemos
»(0,t) =Clr+ (2t —1)(s —1r)].

por lo que 9(0,t) = C;C;(t). El dltimo punto es andlogo al anterior. ]

2.4.2. Clases de puntos fijos

Sea f : X — X una funcién continua en una subvariedad X de R™ dotada de una
métrica d. Decimos que dos puntos fijos xg y 1 de f son f—equivalentes si existe
un camino C' : I — X tal que C(0) = zo, C(1) = x; tal que fC : I — X cumple
que { fC} ={C}.

Llamemos O(f) al conjunto de los puntos fijos de f, entonces la anterior es una
clase de equivalencia en O(f) y a las clases de equivalencia las llamamos clases de
puntos fijos.

Sub-Lema 2.4.12. Todo par de funciones continuas f, g : R" — R"™ son homotopi-
cos

Demostracion. Basta considerar la homotopia h(z,t) = f(x)t + (1 — t)g(x). O

Proposicién 2.4.13. Sea f : X — X wuna funcion continua, entonces hay una
cantidad finita de clases de puntos fijos.

Demostracion. Por ser X una variedad consideremos un abierto U C X de la carta
que se corresponde con una bola de R" a la que llamamos B de modo que ¢~ }(U) C
B. Sea ¢’ el nimero de Lebesgue para el cubrimiento por abiertos del atlas. Por ser
X localmente arco conexo y métrico si z,y € X y d'(x,y) < d, puedo unir = con y
por un camino C' que cumple que diam(C(I)) <.

Por continuidad uniforme de f tenemos que para todo e existe § < £'/2 tal que
si d'(2',y’) < ¢ entonces

d(f(2), f(y) <<€'/2.

Supongamos que z,z’ € O(f) y d'((z), (")) < . Sea C' un camino de x y 2’ como
antes. Entonces foC' tiene didmetro menor que £'/2 y

d(C(t), foC(t)) < &'

para todo ¢t . Como dos curvas cuales quiera en R™ son homotdpicas y como x,z’ €
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O(f), sea H : I x I — R™ tal que
(0,t) = ¢~ lofoC(t)
» H(1,t) = ¢ toC(t)
H(s,0) = ¢~'0foC(0) = ¢~'0oC(0)
(s,1) = ¢~ lofoC(1) = p~1oC(1)

= H(O,t

= H(s,1

Figura 12: La imagen de H est4 contenida en ¢~ (U)

Observar que la imagen de H siempre esté contenida en o= *(U). Sea H' = poH,
entonces H' es una homotopia entre C'y foC' que deja los puntos finales fijos. Hemos
probado que las clases de puntos son abiertas, y como O(f) es compacto entonces
solo puede haber finitas. n

Observacion 2.4.14. De la prueba anterior se deduce que las clases de puntos fijos

son abiertos relativos de ©(f) y por lo tanto resultan de la interseccién de algin
abierto de X con O(f).

Definicién 2.4.15. Llamamos ©'(f) al conjunto de las clases de puntos fijos de f.

Definicién 2.4.16. Sea f: X — X y F1... F,, € ©'(f) sus clases de puntos fijos.
Y sean U; con j = 1...n los abiertos de X tales que F; C U; y U; N O(f) = F
defino i(F;) =i(f,U )

Proposicién 2.4.17. La definicion de i(F;) es independiente de la eleccion del
abierto U;.
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Demostracion. Sean U y V en las condiciones del teorema, y sea x € U —U N V.
Como x € U entonces para todo n # j, x ¢ F,,. Ahora como F; C U NV tenemos
que z ¢ F; y con esto x ¢ O(f). Usando el axioma de aditividad (2.4.8) para
la familia de subconjuntos abiertos disjuntos formada exclusivamente por U NV,
tenemos que i(f,U) = i(f,U NV). Un razonamiento andlogo nos permite probar
que i(f, V) =i(f,UNV). ]

Definicién 2.4.18. Decimos que una clase de puntos fijos F' es esencial si i(F) # 0
y decimos que es no esencial si i(F) =0

Definicién 2.4.19. Llamamos Numero de Nielsen al niimero de clases de puntos
fijos de una funcién continua f que son esenciales y lo notamos N (f).

Observacién 2.4.20. Si f es una funcién continua en las condiciones anteriores
hay al menos N (f) puntos fijos de f en X

Llamamos Cy(X, X) al conjunto de todas las funciones continuas que van de X en
X.Sea H': X x I — I una homotopia en X. Podemos definir una funcién continua
H: 1 — Cy(X,X) como H'(x,t) = H(t)(x), por lo que un homotopia puede ser
vista como un camino en Co(X, X).

Sea H un camino en Cy(X,X) y sea C' un camino en X. Definimos un nuevo
camino a partir de estos dado por < H,C' > (t) = H(t)(C(t))

En el siguiente lema probaremos que esta operacion se comporta bien con respecto
al inverso y la composicion de caminos.

Lema 2.4.21. Sean H, y Hy dos caminos en Co(X, X) tales que Hi(1) = Hy(0), y
sean Cy y Cy caminos en X tales que C1(1) = C3(0). Entonces:

» < HYLCT'>=< H,C, >71
s < HiH,,C1Cy >=< HiC| >< Hy,Cy >
Demostracion. Por definicion, para t € I,
<HMNO'> @) =H1-t)(C(1—t) =< H,,C, > (1),
Para la composicion tenemos que por definicién,

< H1H2,0102 > (t) = Hng(t)(ClC2 t))

(
[ HiHy(t)(Cy(21)), si0<t<1/2;
B H,(2t)(C4(2t)), si0<t<1/2,, ver definicién (4)
- Hy(2t — 1)(Co(2t — 1)), sil/2 <t <1.
. <H101>(2t), SlO§t§1/2,
n < HyCy> (2t —1), sil/2<t<1.

= < H{() >< HQ,CQ > (t)
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El préoximo resultado es para mostrar que la operaciéon < H,C' > también se
comporta bien con respecto a la homotopia con puntos finales fijos.

Observacién 2.4.22. Otra forma de ver la homotopia con puntos finales fijos para
C'y C" dos caminos en X, es a través de la existencia o no de un camino v € Co(1, X)

tal que:

A(1)(0) = C(0) = C"(0) VeI
V(1) =C(1) = C'(1) Vel
1(0)=C
(1) =C"

Lema 2.4.23. Si H y H' son caminos en Co(X, X) tales que {H}={H'} yC y '
son caminos en X tales que { C'} = {C"}, entonces {< H,C >} ={< H',C" > }.

Demostracion. Por hipdtesis existe un camino ¥ en Cy(I,Co(X, X)) con:

U(t)(0) = H(0) = H'(0) Yt eI
U(t)(1) = H(1) = H'(1) Yt e I
U(0) = H
U(1) = H'

y un camino vy € Cy(I, X) tal que:

V(#)(1) = C(1) = C'(1) Vel
7(0)=C
y(1) ="

Definamos ahora el camino a en Co(/, X ) de manera que «(t) =< W(t),y(t) > para
cada t € I. Veamos que « es una homotopia de puntos finales fijos entre < H,C' >

y< H C >

-a@®=<wmww>@=wm@wmm»={

-an:<wmww>m:wmmm@u»:{

» a(0) =< V(0),7(0) >=< H,C >
» a(l) =< U(1),7(1) >=< H',C" >
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H(0)(C(0)) =< H,C > (0),
H'(0)(C"(0)) =< H',C" > (0),

H(1)(C(

1)) =< H,C > (1),
H'(D)(C"(1

) =< H',C"> (1),



Figura 13: Un punto fijo g de f y un punto fijo 1 de g que estan H-relacionados.

Sean f y ¢ dos funciones continuas f,g : X — X y homotépicos. Considerando
la homotopia entre f y ¢ como un camino en Cy(X, X), tenemos que existe H tal
que H(0) = f y H(1) = g.

Sean xy € O(f) y z1 € O(g), decimos que z y x; estan H-relacionados si existe
un camino C': I — X con C(0) = 29 y C(1) = x; que cumple que { < H,C >} =
{C'} (ver 13). La notacién que usaremos para esto es "xoHz;”.

A continuacién probaremos varias propiedades de la ” H-relaciéon”. Si bien es-
ta no es una relacion de equivalencia los siguientes lemas mostraran que cumple
propiedades similares

Lema 2.4.24. Sea f : X — X wuna funcion continua y H un camino constante en
Co(X,X), Six € O(f) entonces tHzx

Demostracion. Sea C' un camino constante de x a x, entonces
<H,C>(t)=H@)(C®) = flz) =2 =C(t),

para todo ¢t € I. Entonces < H,C' >= C. O

Lema 2.4.25. Sea H un camino en Co(X,X) de f a g, y xo € O(f) , 1 € O(g)
entonces xoHxy implica v1 H

Demostracion. Por hipdtesis tenemos un camino C', que une zy con z, tal que
{<H,C>}={C}. Como C™! une x; con zy y valiéndonos de la primera parte
de 2.4.21, tenemos { < H ', C 1 >} ={<H,C>1'}={C'}. O

Lema 2.4.26. Supongamos que H y H' son caminos en Co(X, X) tales que H(0) =
f, H1l)=H'(0) =9 y H(1) =h. Sixzo € O(f) , z1 € O(g) y 2 € O(h) son tales

que roHx1 y x1H' x5, entonces xoHH'xs.
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Demostracion. Sea C' el camino que une o con zy, tal que {< H,C >} ={C}y
sea (', el camino que une z; con zs, tal que { < H',C" >} = {C"}. Se tiene que
HH’ es un camino de f a h y CC" es un camino de zy a z5. Por la segunda parte
de 2.4.21 tenemos que { < HH',CC' >} ={< H,C>< H'C' >} ={CC"} . O

Lema 2.4.27. Sean H y H' caminos en Co(X, X) tales que H(0) = H'(0) = f,
Hl)=HQ)=gy{H}={H'}. SizgcO(f) yx1 € O(g) son tales que xoHz,
entonces xoH' 1.

Demostracion. Sea C' el camino que une xq con z1, tal que { < H,C >} = {C'}. Por
ellema 2.4.23 tenemos que { < H,C' >} ={< H',C > }yporlotanto{ < H',C >} =
{C}. O

La siguiente proposicion muestra que la ” H-relacion”no solo relaciona puntos
fijos individuales, si no que también relaciona clases de equivalencia de puntos fijos
enteras.

Proposicién 2.4.28. Sea H un camino en Co(X,X) de f a g. Sean xy € O(f)
contenido en una clase de puntos fijos F de f, yx1 € O(g) y G € ©'(g) con z1 € G.
Si xoHxy entonces xyHx)| para cualquier xy € F' y 2} € G

Demostracion. Sea J un camino constante en Cy(X, X) en f y K un camino con-
stante en Co(X, X) en g. Ahora consideremos xg, [ € F. Si zg, y x} estdn en la
misma clase de puntos fijos quiere decir que existe un camino Cy de xg, a z, tal que
{fCo} ={Cy}. Pero para todo t € I se tiene que

< J,Co > (1) = J(#)(Co(t)) = FCo(t)

entonces < J,Cy >= fCy, {Co} = {< J,Cy >} v xoJxf. Andlogamente se tiene
.I'leli'/l
Por el lema 2.4.25 z{J 'zy. Ademds, por el lema 2.4.26 y como por hipétesis
roHx, entonces xo H K, aplicando el lema 2.4.26 nuevamente tenemos que x(J ' (H K)x} =
zyJHK ) ya que por ser J constante J = J 1.
Definamos ahora un camino ¥ en Cy(I, X) de esta forma:

J (%), si0<s< L t#£1;
4s+2(t— - 1—
W(H)(s) = § H (B, it <s <t

K (&3),  siH2<s<1,t#1
(

Observamos que ¥(¢)(0) =
Veamos ahora ¥(0):

0) = f = H(0), andlogamente ¥ (¢)(1) = H(1) = g.

J (2s), siOgsgé,t%l;
U(0)(s) =4 H(4s—2), siégsgz;
K(4s—-3), siy<s<1,t#1
Por lo tanto ¥(0) = J(HK). Como ademas es facil ver que V(1) = H tenemos
que { JHK } = { H } y por el lema 2.4.27 nos queda que zyHz} O
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Definicién 2.4.29. Sean f y g dos funciones continuas de X en X y sean F' € O'(f)
y G € ©'(g). Decimos que F'y G estan H relacionadas y lo notamos como FHG si
existen xg € F'y x1 € G tales que xoHx;.

Observacion 2.4.30. La definicién anterior es independiente del g € F'y 1 € G
que se elijan gracias a la proposicién 2.4.28

Los siguientes lemas son andlogos a los ultimos 3 lemas pero para clases de puntos
fijos en lugar de para puntos fijos individuales.

Lema 2.4.31. Sea f : X — X una funcion continua y sea J un camino constante
en Co(X, X),dado por J(t) = f para todot € I. Dos clases de equivalencia de puntos
fijos de f, F' y F' estan J-relacionadas si y solo si son la misma.

Demostracion. Supongamos que F = F’ y sea © € F. Por el lema 2.4.24, xJx, y
entonces por definicion FJE".

Por otra parte supongamos que F'JF’, entonces xJz' para alginx € Fy 2’ € I.
Por definicién existe un camino C' en X que vade x a 2’ talque { < J,C >} = {C'},
pero < J,C >= fC y entonces { fC'} = { C'}. Eso es por definicién que x y 2" estan
en F'N F’, pero como F'y F’ son clases de equivalencia F' = F’. ]

Lema 2.4.32. Sea H un camino en Co(X, X) que una f con g. Sea F' € O'(f) y
G € ©'(g), tales que FHG, entonces GH'F.

Demostracion. Por definiciéon hay un x € F'y un 2’ € G tales que xHz'. Por el lema
2.4.25 tenemos que 2’ H 'z lo que por definicién significa que GH ' F. O

Los siguientes dos lemas son consecuencia inmediata de la ultima definicion y de
los lemas 2.4.26 y 2.4.27 respectivamente.

Lema 2.4.33. Sean J y J' caminos en Co(X, X) tales que J(0) = f, J(1) = J'(0) =
gyJ(1)=h. Sean F € ©O'(f), GeO(g9) y He O (h). Si FIG y GJ'H, entonces
FJJH.

Lema 2.4.34. Sean f,q: X — X dos funciones continuas y, H y H' dos caminos
en Co(X,X) de fag ytalesque {H}y={H'}. SiFeO(f)yGe®O(g) y FHG
entonces FH'G.

Proposicién 2.4.35. Sea H un camino en Co(X, X) de f a g. Sean F,F' € ©'(f)
y G,G' € ©(g). Si FHG' y FHG entonces G = G' y si FFHG y FHG entonces
F=F.
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Demostracion. Si FHG y FHG' entonces por el lema 2.4.32 tenemos que GH 1 F.
Por el lema 2.4.33 GH ' HG'. Definimos el camino constante J : I — Co(X, X) dado
por J(t) = g para todo t € I y el camino ¥ en Cy(I,Co(X, X)) dado por:

J(s), SiOSSS%;

) H Y 2s—1t), siit<s<g;
T(t)(s) = H(2s+t—1), si % <s< %;
J(s), si 5t <s<1

Observamos que ¥(¢)(0) = H~(0) = g = J(0), andlogamente ¥(¢)(1) = H(1) =
g = J(1) Veamos ahora W(0) y ¥(1):

[ H7Y2s), si0<s<i
T(0)(s) = { H(2s — 1), sil<s<I;
Entonces U(0) = H'H.
[ J(s), si0<s< 3
T(1)(s) = { J(s), siégsgi

Con lo que ¥(1) = J y por lo tanto { H'H } = {J}. Por el lema 2.4.34 y 2.4.31
nos queda que GJG' y G = (. Para la segunda parte de la proposicion basta usar el
lema 2.4.32 para ver que si FHG y F'HG entonces GH'F y GH'F’ y nos queda
el caso que ya probamos. O

Esta proposicion establece una correspondencia uno a uno entre las clases de
puntos fijos de dos funciones homotépicas, a través de la homotopia. El objetivo
ahora es ver que esta correspondencia lleva clases esenciales en clases esenciales.

2.4.3. Invarianza por homotopias

Lema 2.4.36. Sea H : I — Co(X,X) y sean s,r,q € I. Supongamos que F,, F, y
F, son clases de puntos fijos de H(q), H(r) y H(s) respectivamente. Si FyHF, y
F.H:F, entonces FqH;FS

Demostracidn. Por 2.4.33 tenemos que F,H; H} Fs y por 2.4.11 tenemos que { H;H; } =
{ H ; } combinando esto con 2.4.34 tenemos el resultado.

]
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Proposicién 2.4.37. Sea H un camino H : I — Cyo(X, X) y sea r € I. Llamamos
a las clases de puntos fijos de H(r), Fi(r),..., F,(r). Ezisten abiertos Uy, ..., Uy, y
un € > 0 tal que

1. F}(’l“) C Uj,
2. Sij #k entonces Uy NU, = ¢,

3. Si|r—s| <eyF(s) es una clase de puntos fijos de H(s) existe un j tal que
F(s) CUj y F(s)H{Fj(r),

4. Si|r—s| <e entonces (H(s),U;) € € para todo j =1,....,n

Demostracion. Por la observacién 2.4.14 tenemos que existen abiertos Uj,..., U]
que cumplen las condiciones (1) y (2). Sea 2¢’ > 0 el nimero de Lebesgue para
el cubrimiento por abiertos dado por los abiertos de las cartas. Por continuidad
uniforme de H tenemos que si d'(z,2') <d <e'/4y |r—s| < entonces

d'(H(r)(x), H(s)(z') <€'/4.
Para cada z € ©(H(r)) Sea j tal que z € Fj(r). Elijo €, de modo que e, <d y
{yeX | d(zy) <e}=U(z,e.) CU.

Como O(H (r)) es compacto existen finitos abiertos U(z1,¢€z,), ..., U(Tm, s, tales
que

m
O(H(r)) | Ular,ea,) -
k=1
Para cualquier j = 1,...,n sea x € F;(r), entonces existe k tal que x € U(z, €4, ).
Sea ey =min{e,, ..., }
Queremos ver que xj pertenece a F;(r). Se tiene que xy,x € U(xy,e,,) v sea C
un camino que une zy con x y d'(C(t),z) < ., < d. Esto implica que

d (H(r)(C(t)), H(r)(x)) = d (H(r)(C(t),z) <£'/4,

y por lo tanto d'(H(r)(C(t)),C(t)) < £'/2 paratodot € I. Por lo tanto por el lema de
Lebesgue (ver seccion (1.1)) existe un abierto de la carta al que llamamos U que con-
tiene a C'y a H(r)(C). Esto permite construir una homotopia entre ¢~ (H(r)(C))
y ¢ 1(C) con puntos finales fijos, sin salirse de ¢~ *(U) que me determina una ho-
motopia en X a través de . Con esto tenemos que { H(r)(C)} ={C} yquezy
x) estan en la misma clase de puntos fijos.

Llamemos U(z,e) C X a la bola de centro x y radio £ con la distancia de X.
Llamamos U; = |J U(z, €5, ) donde la unién es sobre los z;, € Fj(r). Como para cada
U(wg, €q,) con zy, € Fj(r) tenemos que U(xy,es,) C Ul y entonces los U; cumplen
con los puntos (1) y (2) de la proposicién. Veamos que cumplen con la condicién

(3). Como O(H(r)) C Up_, Uy entonces si x € X — (J;_, Uy entonces existe n tal
que

x ¢ U(H(r)(z),n).
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Usando nuevamente la continuidad uniforme de H existe un e, tal que si | r—s| < eg
se tiene que

H(s)(z) € U(H(r)(z),n).

Por lo tanto si |[r —s| <eyy x € X —J,_, Uy entonces H(s)(x) # x o lo que es lo
mismo O(H (s)) C Ui_, Us.

Llamamos ¢ = min{ €1,&5 } y supongamos que |r —s| < ey zs € F(s). Como
e < gy se tiene que z; € U; para algin j = 1,...,n, y por lo tanto z, € U(xy,yz,)
para algiun k con xj en Fj(r). Como z, € U(xy,¢e,,) sea C' un camino que une x,
con xy. Para todo t € [ defino ¢/ = s+ t(r — s) con lo que H!(t) = H(t'). En estas
condiciones

lr—t| =]1—t||r—s| <|r—s| <e¢

Ademds como € < g1 < § < €'/2 tenemos :

d(H{()(C(1)),C(t) = d(H({)(C(1)),C1))
d (H(r)(C(1)), H{#)(C(t))) +d (H(r)(C(t)),C(t))

<
g ¢

< —+-<é
4 2

Como ya hemos visto anteriormente como €’ es menor que el nimero de Lebesgue
tenemos que { < H,C >} = { C } y por lo tanto x;H] x),. Por definicién F'(s)H] F;(r)
y ademds si hubiera algun z/, € F'(s) tal que z, € Uy el mismo razonamiento llevaria
a que F(s)H!Fy(r) y por 2.4.35 tendriamos que j = k. Con esto tenemos probado
el punto (3) ya que F(s) C U,. Para el punto (4) basta recordar que como ¢ < &y

tenfamos que si |r — s| < ¢ entonces H(s) no tiene puntos fijos en X —J;_, U; y
en particular H(s) no tiene puntos fijos en |Jj_, 0U;. Por lo tanto (H(s),U;) € &
para todo 7 =1,...,n. O]

El préximo teorema nos muestra que una clase esencial de puntos fijos, no se
puede deshacer moviendo f por una homotopia. Aun mas nos dice que si dos clases
de puntos fijos de corresponden a través de la homotopia, entonces se preserva el
indice.

Teorema 2.4.38. Sea H un camino H : I — Co(X,X) que va de f a g. Sea
F € ©'(f). Si F esta H-relacionada con alguna G € ©'(g), entonces i(F) = i(G).
Si F' no estd relacionada con ninguna clase de puntos fijos de g entonces i(F) = 0.

Demostracion. Sea x € F, y llamémosle K al conjunto de los puntos 2’ € ©(H (s))
que estan Hj-relacionados con z. Por 2.4.35, K, puede ser o vacio o una sola clase
de puntos fijos. Si K = ¢ tenemos que i(Ky) = i(H(s), K) y por 2.4.9 i(K,) = 0.
Probaremos que i(F') = i(K;) sin importar si K es vacio o no y asi tenemos ambas
partes del teorema a la vez. Probaremos entonces que existe un ¢ > 0 tal que si
|r—s| < e entonces i(Ky) = i(K,)y como I es conexo tendremos que i(F') = i(K7).
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Afirmacién. Dado un r € I existe ¢ > 0 tal que si |r — s| < e entonces
i(Ks) = i(K,)

Demostracion. Sea € > 0 como en 2.4.37. Si K # ¢ tenemos que K H! F;(r) para
algin Fj(r) € ©'(H(r)) osea existe 2’ € K e y € Fj(r) tales que zHy en particular
F;(r) # ¢ . Por definicién de K tenemos que FH{K, (recordar que si Ky # ¢, K
es una clase de puntos fijos). Combinando el lema 2.4.36 con la proposicién 2.4.35
tenemos que FH{F;(r) y F;(r) = K,. En particular si K, # ¢ entonces K, # ¢ y
reciprocamente haciendo un razonamiento analogo.

Si Ky = K, = ¢ tenemos que i(K,) = i(K;) = 0, por lo que nos queda probar
para el caso en que K, # ¢.

Probaremos primero que si U es uno de los abiertos como en el lema 2.4.37 que
contiene a K, entonces

UNOH(s)) = K,. (5)

Como estamos suponiendo que Ky # ¢, por el lema 2.4.37 tenemos que existe un j
tal que K, C U; y K HLF;(r). Pero ya vimos que K, = Fj(r) por lo que H(s) C U.
Esto implica que

K, CUNO(H(s))

y en particular U N O(H(s)) # ¢.

Sea x; € U N O(H(s)), entonces x; € J para algin J € ©'(H(s)). Por el lema
2.4.37 J C U; para algtn j pero entonces z, € UNUj, porloque U = U; y JHK (7).
Usando la proposicion 2.4.35 tenemos que J = K y

UNO(H(s)) C K.
Por definicién i(K,) = i(H(r),U), nuevamente por el lema 2.4.37 tenemos que
i(H(s),U) e

v i(Ks) = i(H(s),U) si |r —s| < e. Finalmente H! es una homotopia de H(s) a
H(r), lamandole t' = s + t(r — s) nos queda que |r —t'| <|r—s| < e por lo que

i(HI(t),U) e &
y por el axioma de homotopia 2.4.8, tenemos que

i(K) = i(H(s), U) = i(H(r),U) = i(K,) .

Finalmente llegamos al resultado que era el objetivo de este capitulo.

Teorema 2.4.39. Sean f,g : X — X dos funciones continuas y homotopicos,
entonces



Demostracion. Sea H la homotopia entre f y g. Combinando el teorema 2.4.38
con la proposicién 2.4.35 tenemos que cada clase de puntos fijos esencial de f se
corresponde con una unica clase de puntos fijos de g que ademés debe ser esencial
porque se preserva el indice. Esto nos dice que

N(f) < N(g).

Haciendo el mismo razonamiento para H ! obtenemos N (f) > N (g) y por lo tanto
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3. Definiciones de Conjunto de Rotacion

A partir de ahora F' denotard un homeomorfismo del plano que es levantado de f
un homeomorfismo del toro homotoépico a la identidad. El principal objetivo de esta
seccién es definir varias nociones de conjunto de rotacion y estudiar las propiedades
de éstas.

3.1. Definiciones

Una generalizacién directa de la nociéon de nimero de rotacién en el circulo para
el caso del toro seria la siguiente:

Definicién 3.1.1. Para cada punto z € R definimos pp(z) como:

rE-6)],

pr(z) = { puntos de acumulacién de
n

Definicién 3.1.2. Llamamos Conjunto de Rotacién Puntual 6 p,(F) a

po(F) = | pr(z).

2€R2

Observacién 3.1.3. Como f es isotdpico a la identidad y dado v € Z? tenemos
que:

Frz4v) —(z+0)  F'(2) = (2)

Y

n n
por 1o que py(F) = U,z pr(2) = U.cue pr(2).

Pero la motivacion de definir un conjunto de rotacion es de alguna manera medir
el movimiento promedio de cualquier punto, midiendo el promedio de movimiento
en partes finitas de las 6rbitas y haciendo tender este largo a infinito. Por lo tanto
no es necesario para esto fijar el punto desde el principio. Por lo que podemos definir
el Conjunto de Rotaciéon de F' de la siguiente manera.

Definicién 3.1.4. Para cada n € Ny F' como antes definimos D,,(F') como

Dn(F):{w :ZGRQ}:{M :26[0,1]2}.

n n

Observamos que en estas condiciones el conjunto D,,(F') es compacto.

Definicién 3.1.5. Llamamos Conjunto de Rotacién de F 6 p(F) a

p(F) =limsup, D,(F) = () | Du(F).

h=1n>h
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En estas condiciones el conjunto de rotacion de F' es cerrado, pero probaremos
que ademds es conexo y convexo, cosa que no ocurre con el conjunto de rotacion
puntual como veremos mas adelante.

Observacién 3.1.6. Esta definicién de conjunto de rotacién es equivalente a con-
siderar los puntos de acumulacién de las sucesiones de la forma

(w)m z €[0,1]* n; — oo

U i=1

Observacién 3.1.7. Tenemos que si v € p,(F) entonces existe un z € [0,1]* y una

., Fk —
subsucesion de los naturales n, — oo de modo que % — v con k. Por lo

tanto p,(F) C p(F')

Definiremos también otra nocién relacionada con los conjuntos de rotacién. Sea
F un levantado de un homeomorfismo del toro que preserva orientacién. Definimos
un mapa ¢ : T? — R? como ¢(x) = F(y) —y donde y y € 7 !(z) (no depende
del y ya que F(y + k) = F(y) + k para todo k € Z?) Denotamos el espacio de
las medidas de probabilidad f-invariantes en T? como M(f) y el subespacio de las
medidas ergédicas como Mg(f). Si p € Mg(f) entonces por el teorema de Birkhoft
tenemos que

n—1
1
— E OOf oo — /gbd,u i casi todo punto (6)
n
k=0
Por otra parte si w(y) = = entonces
n—1 n—1
1 1 F(y) — ()
- ==Y FFly)— FFy) = . 7
- kE_O gof =~ ;?_o () () - (7)

Definicién 3.1.8. Llamamos p,,.s al conjunto

pres(F) = {/d)du ne ME<f>}

Llamaremos f, () a la medida que cumple que

[vdr) = [voran.

para toda funcién continua ¢ : T? — R.

Observacién 3.1.9. De 6 y 7 tenemos que para p-casi todo z € T? y para todo

F(y)—(y)

y € 7 }(x) tenemos que la sucesién < ) converge a [ ¢du con lo que
n=1

[ odu € p(F).
Por otro lado como por el teorema de Recurrencia (ver seccién (1.1) ) tenemos
que p-casi todo x € T? es recurrente para f entonces [ ¢du € Ux@r,l(w) p(F, )
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3.2. Propiedades de los Conjuntos de Rotaciéon

Propiedades 3.2.1. Sea F' el levantado de f un homeomorfismo del toro homotopi-
co a la identidad,m € N y q € Z?, entonces tenemos:

1. pp(F™ = q) = mp,(F) — g
2. p(F™ = q) =mp(F) — q

Demostracion. (2)
Sea v € p(F™ — ¢). Queremos ver que (v + ¢q)/m € p(F). Como v € p(F™ — q)

tenemos que existe ng y 25 tal que
(£ — q)" (2k) — 2k (F™ — @)™ (21) — % .

()
— vV & —.
N mnyg m

(8)

Por otro lado por 1.3.3 tenemos que
(F™ = @)™ (2) = (F™ = @)™ o(F™ — q)(z) = (F™ — )" (F™ (=) — )
Reiterando este procedimiento ny veces
(F™ = q)™ () = (F™)"™ (2k) — naq.
Combinando esto tltimo con (8) nos queda

(I — @)™ (2) — % Ly e (F™)™ (21,) — 2 L vta
Ny mng m

(9)

Consideramos ahora la subsucesion de los naturales mn; entonces tenemos que
(v+q/m € p(F)). Por lo tanto p(F™ — q) C mp(F) — q.

Veamos la otra inclusion. Sea v € p(F'), existen ny y z; tal que %’;)_Z’“

Escribiendo n, = ml; + 1, con 0 < r, < m tenemos que si ny — 0o con k
entonces [, — oo. Probaremos que

— V.

[k _ Frle _
| () — 2 _ (26) = 2 | =0 conk.
ng mlk

Fme (Zk) — Zk lek(zk) — Zk

| —= ) <
|| F"k(zk) — Zk _ Fnk(Zk) — Zk H 4 || F"k(zk) — Zk _ lek(zk) — Zk || _
ne () IS P (F™e(z)) — F™*(z)
FE™ (2e) = 2 |1 )~ ly) I+ i I=
pERE Z ey Ty e FRER D) PG
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Frk (F™k (2)) = F ™k (2,)
Tk

Th
(mly)

que ésto es asi (lo demostraremos a continuacién) tendriamos que
y por lo tanto

estd acotado. Asumiendo
(B (25) — 2
Uk

| — 0, bastaria ver que

Como |

— mv

(F™ = q)" (21) — %
U

—muv—q.

Sub-Lema 3.2.2. El conjunto
F — F —
A:{M 2z € R?, Ogjgn}:{m 226[0,1]2}, ji<n,
J J
esta acotado.

Demostracion. Esto es cierto por continuidad de w porque los j son finitos y
por ser [0, 1]? compacto. ]
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3.3. p(F) es convexo

Nuestro objetivo ahora es demostrar que el conjunto de rotaciéon de un levantado
de un homeomorfismo f en el toro T? homotépico a la identidad, es convexo. Veremos
en la siguiente seccion que el conjunto de rotaciéon puntual no solo no tiene por
qué ser convexo sino que también puede no ser conexo y que para el toro T" n > 2
si definimos el conjunto de rotacién analogamente este tampoco tiene por qué ser
convexo. Recordamos que

Dn(F):{—Fn(Z)_(Z> :zeRQ}z{—FW)_(Z) :26[0,1]2}.

n n

Lema 3.3.1. Si F es un levantado de f en las condiciones anteriores entonces
p(F) C Conv(D,(F)) para todo n natural.

Demostracion. Fijemos n natural. Como D, (F) es cerrado tenemos que Conv(D,,(F'))

es cerrado. Sea v € p(F') queremos encontrar vx € Conv(D,(F")) que tienda a v con
k.

Como v € p(F) existen ny y z tal que P (@) =2k, 4 Fscribimos ny = nq + i

con 0 < r, <n. Como n, — oo entonces g — oo. Con esto podemos escribir

Fme (.’Ik) — Tk

ng
S PP @) = PO | e PP () = P
Mg i1 n T Tk

ngy 1 qzk Fr(FUODn(2)) = FODn () n T_kF”“ (F"% (xy)) — F™% (xzy,)

L — n g Tk

Definimos v;, como:

Vi —
n

1 qu Fr (PO (@) — FODn (ay)
gk =1 '

Se tiene que v, pertenece a Conv (D,,) .
Como Z—‘Z“ — 1, y dado que ;—’; — 0y 3.2.2, tenemos que el segundo sumando
tiende a cero con k y que

Fk _
limy, v, = limy, M =.
N
]
Observacién 3.3.2. Sea v € Z? entonces F"([0,1]*) N { F™([0,1]?) + v }= ¢. Esto
es asf ya que por 1.3.3 F"(z +v) = F"(z) + v para todo z € [0, 1], y v € Z*.
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Proposicion 3.3.3. Sea f un homeomorfismo del toro homotopico a la identidad,
y F un levantado de f, entonces Conv(F"([0,1]?)) € B(F™([0,1]?),v/2)

Demostracidn. Supongamos por absurdo que existe algiin z € Conv(F™([0,1]?)) tal
que z ¢ B(F™([0,1]?),v/2) y sean z,y € F™([0,1]?) tal que z € Tg. Como F" es un
homeo y [0, 1]? es convexo entonces F"([0, 1]?) es arcoconexo.

Sea o una curva simple que une x con y de modo que:

= o C F([0,1]?),

(o}

= afonC(F([0,1]%))
= aNzy = 0.
Como z ¢ B(F™([0,1]%),+/2) tenemos que
B(z,V2) N F"([0,1]%) = ¢ (10)

Definamos ahora la regién A delimitada por a UTg. La regién AN B(z,v/2) es un
semidisco de radio /2 porque por la ecuacién (10), B(z,v/2) Na = ¢. Valiéndonos
del lema 2.3.2 tenemos que debe existir un v € Z? tal que  +v € AN B(z,/2).

Entonces o y o 4+ v se cortan, contradiciendo la observacién 3.3.2.
]

Proposicion 3.3.4. Sea f un homeomorfismo del toro homotopico a la identidad,
y F un levantado de f entonces p(F') =, Conv(D,(F)), lo que implica que p(F)
es convezo.

Demostracion. Por la proposicién 3.3.1 tenemos que p(F') C Conv(D,(F)) para todo

n natural, por lo tanto p(F') C (), Conv (D, (F)). Veamos ahora la otra inclusién.

Sea % € D,(F) entonces

Fr(z)—z _ Fr(z)

+ % con [ = | <= porque z € [0, 1],
n n n n

De esto tenemos que

n n

D.(F) C B (Mﬁ) |

43



por lo tanto

Conv (D, (F)) C Conv (B <M, g)) =B (Conv (M) ,£> (11)

n n n

De la proposicion 3.3.3 tenemos:

Conv (—Fn<[0’ 1]2)) CB (_F”([O, 1]2),£> (12)

n n n

De (11) y (12) deducimos que

Conv (D,) C B <Fn([07 1]2), 2\/§> :

Fr([0,1]%)

Por otra parte si entonces

Pr@)

F F — F'(x) —
(2) _F'@) -z _F@-o =
n n n n n n

V2

n

PO g (Dn, g) . (14)

n

El primer sumando pertenece a D, y dado que || 2] <
tenemos que:

porque = € [0,1]?%

De (14) y (13) deducimos:

(15)

Conv (D,) C B (Dn, ¥> )

Entonces tenemos que para todo v € Conv (D,,) existe un z,, € [0, 1]* de modo que

F™(x,) — xy, 3v2
I <

Con lo que si tomamos v € (), Conv (D, (F)) entonces existe una sucesién { z,, } tal
que

v —

n .

Fn n) — 4n 32 ’ Fn n) — “4n
Ffan) =2 o 3V2 oy g, D) =8
n n

o -

Esto prueba la segunda inclusién
Observamos que como la interseccién no vacia de convexos es convexa, tenemos
que p(F') es convexo O

Lema 3.3.5. Los puntos extremales de p(F') pertenecen al ppes-
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Demostracion. Sea v un punto extremal de p(F') Podemos encontrar { y; }o~ v {n; }o
con n; > 1 tal que
F(yi) — yi —

n;

Sea 7; = m(y:) y
1
i — —Zm_ilé‘ o () 9
K n, k=0 TR ()

donde 4§, denota la medida de probabilidad concentrada es z. De la sucecién { y; }5-,

podemos elegir una subsucesién débilmente convergente a una medida de probabil-
idad p en T?. Para cada funcién continua 1 : T?> — R, como

|/¢d(f*(:uz))_/¢duz| :nll|¢(fm($z))_¢($l>| < 28up|7/1’ :

U2

Tenemos que [ d(f.(1)) = [ dpy porlo tanto f.(u) = p; 0 sea p es f-invariante.
Por continuidad de ¢ tenemos que

F™i(y;) — yi
[ odu=tn [ odn, g B T8,

n

Descomponiendo p en componentes ergddicas tenemos que existen v y pg ambas en
MEg(f) que para toda funcién continua ¢ : R? — R cumplen

/%Ddu:/(/%bduE) (i)

En particular para ¢ tenemos

v=/¢du:/(/¢duE) () (16)

Pero [ ¢dup € pmes C p(F) y v es extremal, por lo tanto, v = [ ¢ dup para alguna
g ergodica.
O

Corolario 3.3.6. Los puntos extremales de p(F') pertenecen a e -1 qy) P(F, ).

Demostracion. La prueba es inmediata del lema anterior y de 3.1.9. O]
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3.4. Ejemplos

3.4.1. pp(F) puede no ser convexo.

Sea f el tiempo 1 de un flujo

T = sin(27x)

Y = cos(2mx).
Sea I’ un levantado de f, tal que F'(0,0) = (0,1) y como F(1/2,0) = (1/2,—1)
tenemos que los puntos (0,0) y (1/2,0) son fijos para f y los vectores (0,1) y
(0,—1) € py(F). Veamos que no hay mas vectores en p,(F)

(L.1)

(0.1)

[
]

0,0) Lo (1.09)

Es claro que para cualquier punto (1, y;) iniciales con 1 > x; > 1/2 tenemos que
al aplicarle sucesivas veces I’ obtengo que F}'(71) < 1/2+ey F}'(y1) < —n+ng+e
para algtin € conveniente y mayor que 0 y para n mayor que algin ng. Entonces

1/2 — F™ — 1/2 —
+1/2 +¢ LA (1, v1)) T /2 — 1

n n n
y
ng—nte—y Fr((z1,11)) — 0 Moo n=n
n n n

Por lo tanto si existe el limite

F*((r1,91)) — (21,1)

lim,, oo

debe ser igual al vector (0, —1).
La situacién es andloga si 0 < x; < 1/2 pero el limite de existir serfa (0, 1) por

lo que estos son los tnicos vectores en p,(F).
Ahora como los puntos ext(p(F')) C pp(F) (por 3.3.6) y como p(F') es convexo
(3.3.4) tenemos que p(F) es el segmento que une al punto (0,1) con el (0,-1).
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3.4.2. p(F) puede no ser convexo en dimensiones mayores.

Este ejemplo tiene como objetivo mostrar que el resultado de la proposicion 3.3.4
no puede ser generalizado a dimensiones mayores. Los conjuntos de rotacion definidos
anteriormente se pueden definir de forma andaloga para el toro T". Construiremos
este ejemplo para el T? pero puede ser generalizado a dimensiones mayores.

Para un punto p' = (p1,p2,p3) € R® cuya coordenada i-esima es 0 definimos el
disco de centro p’, Dy = {x € R*: @ = (1, 20,23) conz; =0y [z —p'| <&},
para algun d, con la norma euclidea. Llamamos 73 al toro sélido dado por 73 =
D,s x S, Sea g3 : T3 — T3 un difeomorfismo dado por:

g3(,y) = (z,y + (= [?)

para alguna funcién ¢ : R — [0, 1], C* que cumple:
= 0(0) =1,
» p(0%) y todas las derivadas evaluadas en 6% y en 0 son 0,
=  es tal que g3 es homotopica a la identidad.

Anélogamente puedo definir 7; y g; parai =101 = 2.
Elijamos tres puntos p* y un ¢ de modo que los toros sélidos 7; sean disjuntos en
T3 y paralelos a los ejes como se muestre en la figura

Z

(D,D,l}
|
L2
||
: [
]
‘Hl___.|_: [, ._D
1 -
|| I -
I 1 - g
s
v | - 0,1,0
"’i—l-l ————————— (—}‘_F
- [ hj
’,“' ]-—_1@

*71,0,0)

Sean g; : 7; — 7; los difeos definidos antes. Como g; es la identidad en los bordes
de 7; v ¢ es plana ahi, podemos extender a la identidad en el conjunto T3 — 7;.

Defino f = g19295. Como cada g; es homotépica a la identidad, f también lo es.
Es claro que los puntos pertenecientes a T — (U7;) tienen vector de rotacién 0.

Si considero puntos de la forma (p®,y) € 73 tenemos que el vector de rotacién
para cualquiera de estos puntos (segun gsz) es el (0,0,1) y para todos los otros
(r,y) € T3 | || 2| < & nos quedan los vectores de la forma (0,0, (| x|?))), osea
que el conjunto de los vectores de rotacién en 73 es 0 x 0 x [0, 1]. El razonamiento
es analogo para i =1y 1= 2.
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Como los 7; son paralelos a los ejes,
p(F)={ev|vel i=1,23}.

Observamos que este conjunto no es convexo.
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4. Vectores de Rotacién y puntos periédicos

El objetivo de esta seccion es probar una serie de resultados debidos a Franks
([Frl]) que con el objetivo de probar que si 0 pertenece al interior del conjunto
de rotacion p(F') entonces F' tiene un punto fijo. Esto nos permitird obtener como
corolario que si v esta en el interior de p(F’) y tiene ambas coordenadas racionales,
entonces existe un punto periédico & € T? con la propiedad de que

Fq<33’0) — 2o
q

b

donde z( es algin levantado de = y ¢ es el menor periodo de .

4.1. El caso d—transitivo

Lema 4.1.1. Si F no tiene puntos fijos existe un € para el cual no hay una e—cadena
periodica para F.

Demostracion. Sea
d = mingege | F(x) — x| .

Como el minimo se puede considerar sobre los x en un dominio fundamental para
7, y es compacto, este minimo se alcanza y es mayor que 0. Supongamos por
absurdo que existe una e—cadena periddica para todo €. Consideremos entonces
Z=2,29,...,2, = 2 Una e—cadena con £ < §/8.

——-_Fx=)

AT | i
o s

Ahora unimos los puntos z; con F(z;_1) con arcos poligonales «; de modo que
estos no se intersecten y que el didmetro de cada uno de estos sea menor que §/4
(Ver en la seccion 1.1, los teoremas de Oxtoby y Jung). En estas condiciones puedo
considerar pequetios discos de modo que oy; C D; y D; N D; = ¢ si i # j.

Haciendo uso de 2.3.3 en cada segmento de las poligonales y componiendo los
homeomorfismos en los entornos D; conseguimos una perturbacion de F', que lla-
mamos G, que satisface

1. F(x) = G(z) para todo x € R* — | J, D;
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2. | F(x) — G(z) || <d/4 para todo z € R?

3. G(Zifl) = Z;.
Ahora G tiene un punto periddico, lo que implica por 2.2.6 que G tiene un punto
fijo p.

Entonces

| F(p) —pll <1 F(p)—Gp) || +[1G(p) —pll <9.

Pero esto no es posible por como definimos 9.

Lema 4.1.2. Sea A es un subconjunto compacto invariante y 6—transitivo de R(f),
y sea ' un levantado de f, entonces existe una constante K > 0 de modo que para
cualquier xg, Yo en A, y x € 7 (x0), hay una §—cadena para F de x a algin punto
y € 7 (yo) que cumple que ||z — vyl < K.

Demostracidén. Fijemos w € 7~ 1(A) y sea Q,, el conjunto de los puntos z € A que
pueden ser unidos con 7(w) por una cadena de largo menor que n.
Q,, es abierto ya que si m(w) = x1, 3, ..., T, = z es una d—cadena,

d(F(zp_1),2) <0 <9.
Si llamamos ¢ = (—d; + J)/2 tenemos que
Ad(F(zp-1),2) <d(F(xp-1),2) +d(x,2) <6 +e <0,

para todo x € B(z,¢) y por lo tanto todo punto de Q,, es interior.
Ahora tenemos que

AclJaon

n>1

y por compacidad de A tenemos un N talque Oy = A. Esto implica que dado
Yo € A debe existir una d—cadena de yo a m(w) de largo menor que N. Levantando
esto a R? tenemos que hay una j—cadena de w a algtin 3y’ € 77 *(yo) de largo menor
que N. Sea P = sup,p: || F'(x) — || . Como el largo de la cadena es menor que N
y cada paso me alejo menos que P + §, entonces ||y —w | < Cy = N(P +9).
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Un razonamiento andlogo nos lleva a que si 25 € A existe un 2’ € 7 !(zg), con
una 0—cadena de 2’ aw tal que || 2’—w || < Cy con Cy independiente de . Juntando
ambas cadenas obtengo una é—cadena de 2" a ¢/ con |2’ — ¢ || < K = Cy + Ch.

Ahora sea z € 7 !(zp) cualquiera, tenemos que x —x’ es un vector de coordenadas
enteras. Trasladando la d—cadenda por el vector x — x’ obtengo una d—cadena de
x a un punto y, que por ser el trasladado por un entero de un punto 3’ € 7 (o)
tenemos que y € 7 (yp). O

Definicién 4.1.3. Si A C T? es un conjunto compacto e invariante de f y F es un
levantado de f, llamamos p(f, A) a los puntos de acumulacién del conjunto

{w\ﬂ(x)eAyn>0}.

n

Proposicién 4.1.4. Supongamos que A C R es un subconjunto compacto, invari-
ante y d—transitivo para algun delta. Si 0 pertenece al interior de la cdapsula conveza
de p(f,A), entonces hay una é— cadena periédica para F (un levantado de f).

Demostracion. Como 0 €Conv (p(f, A)) existen vectores vy, ve, v3 v v4 € p(f,A) de

modo que 0 €Conv (vq, vg, v3,v4) (Con al menos tres de ellos distintos, ver teorema
11 en [HDK]). Puedo elegir también entornos , U; de v; tal que si elijo cuatro puntos

cualquiera v, uno en cada U;, tengo que 0 €Conv (v, v5, v}, v})

2
\

Como v; € p(f, A) y junto con 4.1.2 tenemos que si fijamos zg € Ay z € 7 1(2),
podemos encontrar un z y {n; }o con n; > i tal que:

F"i(x)—x

:'Ul

2. Hay una d—cadena de z a x tal que ||z — z || < K
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3. Hay una d—cadena de F™i(z) a 2 € 7 1(29) tal que || F™(z) — 2/ || < K.

Observamos que si se junta la d—cadena de z a x, con el segmento de 6rbita de x
a F™i(z) y la §—cadena de ™ (z) a z tenemos una d—cadena de z a z}. Ademds
(1),(2) y (3) implican que

zl— 2z

lim,, = .

n;

Elegimos un i lo suficientemente grande como para que

/

EUlv

1

y para ese i llamamos w; = 2} — z y m; = n;. Nos queda que hay una d—cadena de
zaz+w; y que wy/my € Uy. Como 7(z}) = 7(2) = 2 tenemos que w; es un vector
entero.

De forma similar podemos construir wsy, ws, wy, y Mo, M3 y my con propiedades
analogas.

(0]
Como 0 €Conv (wy/my, ws /Mg, ws/ms, ws/my4) y como wy, wy, ws son vectores
enteros, tenemos que es posible resolver

Aw1+Bw2+C’w3+Dw4 =0

con A, B, C, D enteros.

Si trasladamos una d—cadena por un entero obtenemos otra d—cadena. Concate-
namos la cadena de z a z+w; con un trasladado de si misma por el vector w;. Luego
repito el procedimiento A veces hasta obtener una cadena de z a z + Aw;. A esta
cadena que acabamos de obtener la concateno con un trasladado por el vector Aw,
de la cadena de z a z + ws. Esto nos deja una cadena de z a z + Aw; + ws. Luego
puedo concatenar la cadena que nos va quedando con un trasladado de vector ws de
la cadena que va de z + Aw; a z + Aw; + wsy. Esto lo repito B veces y obtengo una
cadena de z a z + Aw; + Bws.

Puedo seguir haciendo esto hasta obtener una cadena de z a z + Aw; + Bwy +
Cws + Dwy. Pero como Aw; + Bws + Cws + Dwy = 0 nos queda una cadena de z
a si mismo. O

Observacién 4.1.5. Si para todo § puedo encontrar un subconjunto compacto,
invariante y d—transitivo, A C R , tal que 0 pertenece al interior de la capsula
convexa de p(f, A), entonces debe haber un punto fijo en virtud de la proposicion
anterior y del lema 4.1.1.
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4.2. El caso general

Como antes, sea f : T? — T? un homeomorfismo homotépico a la identidad y sea
F : R? — R? un levantado.

Proposicién 4.2.1. Supongamos que vy, v vz y v4 Son puntos extremales del con-
gunto convezo p(f) (con al menos tres de ellos distintos), y que 0 pertenece al interior
de Conv(vy,va,v3,v4), entonces F tiene un punto fijo.

Demostracion. Por 3.3.6 tenemos que para cada v; existe un punto no errante para
f, x; € T? tal que si z € 71 (x;)
F'(x)—=x
lim,, o0 (—> = ;.
n

Nos interesa en particular que x; € R(f). Para probar que F' tiene un punto fi-
jo seguiremos el siguiente camino. Por 4.1.1 tenemos que si existe una d—cadena
periddica para todo d entonces tenemos un punto fijo. Entonces probaremos que para
cualquier delta que se elija, si considero la descomposicién en piezas d—transitivas
de R(f), existe una pieza A; de la descomposicién y puntos y; € A; tal que si
y € 7 1(y;) tenemos que
F(y) —y

- .

V; = h’mn_m

Recordamos que las piezas de la descomposicién de R(f), son compactas e in-
variantes por 2.1.15.

Por 4.1.4 existe una d—cadena periédica para F' y como esto vale para todo o
llegamos al resultado buscado.

Valiéndonos de 2.1.16 elijamos una aproximacién diferenciable gy : T? — R de
la funcién que nos garantiza dicho teorema y elijamos ¢y, cs, . . ., ¢, valores regulares
de go de modo que las variedades con borde M; = g;'((—o0, ¢;]) cumplan:

2. Az C M, — M;_4.

Sea N; la variedad M; — M;_;. Entonces T? = UN; y N; N N; es un conjunto finito
de circulos si j =i+ 10 j =i— 1y en otro caso es vacia. Estos circulos son las
componentes de J; g, (¢;).

Veamos que ninguno de estos circulos es esencial. Si hubiera un circulo esencial
debe estar en el borde de una variedad M; para algin j, afirmamos que debe haber
otro circulo esencial (Puede haber otros circulos no esenciales en el borde de ;).

Afirmacion. St C' es un circulo esencial en el borde de una sub variedad del toro,
M;, entonces debe haber otro circulo esencial en el borde de M;.

Demostracion. Si hubiera un solo circulo esencial en M; considero M} que es unirle
a M; los discos interiores de los circulos no esenciales de modo que el inico borde de
M es el circulo esencial C. Si escribo al toro como S 1 x S, entonces puedo pensar
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a C' como los puntos { (0,z) | z € S*}. Sea (z/,y/) € MJ/.C y considero los siguientes
conjuntos:

» C'={(z,y) | z€ S},
= O =C'NMS,
« Oy =C'N (M- C).

Como M} es cerrada entonces (7 es un abierto relativo de C" y como C' es el
borde de M}, C5 también es un abierto relativo. Modificando un poco C’ de modo
que nos aseguremos que C4 y C] sean no vacios y que ' N C = (0,y') (esto es
posible porque en cualquier entorno de (0,y’) hay puntos de M; — C), tenemos que
los puntos de C que no estdn en C' son un conjunto disconexo por lo que C' N C
tendria que ser mas de un punto. Hemos llegado a una contradiccion. O

Vil

Figura 14: Una subvariedad M; del toro, con dos circulos esenciales en su borde.

Siguiendo con la prueba de la proposicion, sea M una componente de 71 (M;),

entonces M debe ser un anillo esencial (tal vez sin algunos discos). Elijamos un
levantado FO de f de forma que FO(M ) C M

Ahora M es una tira infinita, tal vez con agujeros, y puedo considerar que M
esta contemda entre dos rectas de pendlente p/q que cortan al eje y en puntos (0, a)

y (0,b) con a > b. Como FO(M ) CM], tenemos que para todo x € M los puntos de
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W 4 y
" °4 ' °4
// //

M.‘/ / , //
‘Y ' 4
y y

(1.0)

Figura 15: 7= !(M;) dibujado en el cuadrado I x I.

. s Fl'(x)—x . .
acumulacion de { % } deben estar contenidos en una recta con pendiente
neN

p/q, ya que EFJ'(z) estd contenido en ]\Afj

Esto es asi porque (tomando una subsucesién convergente que llamo de la misma
forma) si el lim,, w es distinto de 0 entonces lim,, o, F{'(z) debe ser infini-
to. Considero un nuevo eje de coordenadas determinado por la recta de pendiente
p/q que pasa por x y una perpendicular a esta por x. A este sistema lo llamo el
sistema (2/,7'). Como Fj'(z) € ]\Z tenemos que lim,, ... g, (r) < a — b pero como
el lim,, . F§'(x) = oo se tiene que lim,, . F{}., (x) = 0o y combinando esto tenemos
que

Por lo que la pendiente en nuestro sistema de referencia usual debe ser p/q. Recor-

dando que F(x) = Fy(x)+w para cualquier otro levantado con w un entero, tenemos
F"(z)—x

que lo mismo se cumple para lim,, o, —

Ahora, si x € R(f) no esta en ]\Afj, tenemos que r € A; para algin ¢ > j y como
los A; son invariantes puedo tomar una componente d de 771(A;) que llamaremos A;
que estara contenida entre trasladados paralelos de M Sea F; el levantado de f tal

que F; (A ) C A Puedo repetir el razonamiento hecho para M obteniendo que todo
vector de rotacién puntual de puntos de R(f) estd en una recta de pendiente p/q.
Recordando el corolario 3.3.6 tenemos que lo anterior se contradice con el hecho de

°
que 0 €Conv (vy, vg, v3, V4).

Como cada disco de |J; g, ' (¢;) es no escencial, cada uno de ellos limita un dnico
disco. El complemento de la unién de estos discos es un unico de los N;, al que
llamaremos N;. Enumeremos a los discos delimitados por los circulos de |J; g, (¢;)
de la siguiente manera.

DiCMj_l VZ|1§’L§S

DlgM] Vi|8<i§7“
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y entonces

cl b, Vil1<i<s
1

Dyc |J D. Vi|st+1<i<r.
n=s+1

Consideremos ahora un punto z € 7~ *(z) tal que

Fr(x) —
lim,, M =v.
n

Probaremos que si 21 ¢ A; entonces existe un punto y; € A; tal que si y € 7 (y;)

entonces
Fr(y) —y

lim,, oo ——— =11
n

Como lo mismo puede hacerse para vy, v3 y vy , probando esto probariamos el
resultado deseado.

D,

Sizy € Dy para 1 < p < s existe ¢ > 0 talque f9(D,) C D, (x; es recurrente,
y f(D;) C U;_, D, ). Entonces si D C R? es un levantado de D, que contiene a
entonces F'9(D) C D-+w para algin vector entero w. Si definimos G(z) = Fi(x) —w
entonces G(D) C D y por lo tanto tiene un punto fijo 2. Claramente (ver 3.2.1)
F"(z) —20 w

F(z) —
o) —a e i) -2

v = lim,, o )
n n q

Si z; € D,, para s < p < r aplicamos un argumento similar para f~!

La idea es encontrar un punto fijo para G en 7~ !(N;). Para esto observamos que
f? es homotopica a id y entonces es homotdpica a un mapa sin puntos fijos, por lo
tanto la suma de los indices de los puntos fijos en cualquier clase de Nielsen es 0
(ver 2.4.39) (en nuestro caso, dos puntos fijos estan en la misma clase de puntos fijos
de Nielsen, si cualquier levantado que deje fijos a las pre imagenes por 7 de uno,
también deja fijas las pre imagenes por 7 del otro). Consideraremos los puntos fijos
en la misma clase de Nielsen de m(zg) (que es fijo para f?).

Cualquier punto en la clase de Nlelsen de W(ZO) que no ¢ esté en N;, estard en algin

D;, con un levantado D; tal que o G(D;) C D; o G-Y(D;) C D, Por lo tanto cada
uno de estos puntos fijos contribuye con indice positivo.
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Esto implica que debe haber un punto fijo y; € N; para f? en la misma clase de
Nielsen que 7(2g). Ademés si y € 7! (y;) tenemos que G(y) = y porque como 7(2)
y y; estan en la misma clase de Nielsen, cualquier levantado de f9 que fije a 7(2)
debe fijar también a y;. Con esto tenemos que

F"(y)—y

vy = lim,, .o

Ademaés tenemos que y; es un punto periédico de f en N, y por lo tanto debe
estar en A;.

[]

Teorema 4.2.2. Sea f : T?> — T? un homeomorfismo homotdpico a la identidad vy
F :R? — R? un levantado. Sea v un vector de coordenadas racionales en el interior
de p(f). Entonces existe p € R? tal que w(p) € T? es un punto periédico para f y

F"(p) —p

v = lim,_ o

Demostracion. Supongamos que v = (r/q, s/q) con maximo comun divisor entre r, s
y q es 1. Si definimos G(z) = F9(z) — (r, s), la idea es encontrar un punto fijo para
G.

De 3.2.1 podemos deducir que p(G) = gp(F') — (r,s) y por lo tanto 0 estd en el
interior de p(G).

Como p(G) es convexo existen 4 puntos extremales vy, v, v3 y vy, tales que 0
estd en el interior de la Conv (vq, vy, v3,v4) (con al menos tres de ellos distintos,
ver teorema 11 en [HDK]) y por lo tanto valiéndonos de la proposicién anterior,
obtenemos el resultado deseado. [
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