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Resumen

En este trabajo monografico estudiamos la prueba de las Conjeturas de Weil para curvas,
concluyendo con la demostracién de la Cota de Hasse-Weil. También calculamos para un
par de curvas sus funciones Zeta asociadas, y asi obteniendo férmulas para la cantidad
de puntos de la curva sobre cualquier extension del cuerpo de base. Para probar las
Conjeturas de Weil utilizamos técnicas de la Teoria de Cuerpos de Funciones en una
variable, junto a herramientas de cuerpos finitos y Teoria de Galois.
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Introduccion

La Teoria de Numeros tiene sus raices fuertemente situadas en el estudio de las ecua-
ciones diofanticas, es decir, ecuaciones polinémicas en varias variables con coeficientes
enteros; el estudio de estas ecuaciones ha llevado a la creacién y desarrollo de varias
areas, como lo son la Teoria Algebraica de Numeros y la Geometria Aritmética. Del
estudio de las ecuaciones diofdanticas, surgié también el estudio de ecuaciones diofanticas
en Z/nZ; en este caso, se tienen resultados de gran importancia, como lo son las Leyes de
Reciprocidad, por ejemplo, la Ley de Reciprocidad Cuadratica trata dado un primo ¢ el
comportamiento de la ecuacién 22 = ¢ (méd p) al variar el primo p. Esta resolucién nos
ayuda a entender cémo se comporta para cuando n no es primo. Una de las ecuaciones
diofanticas que han tenido méas impacto es " 4+ y™ = 2", la cual fue conjeturada en
1637 por Pierre de Fermat que no tiene soluciones tal que n > 3 y zyz # 0. Conocido
como el Ultimo Teorema de Fermat, fue un disparador para la creacién y desarrollo
de muchas areas, como los son las curvas elipticas, las formas cuadraticas y la formas
modulares. Este problema tard6 358 anos en ser resuelto, y fue gracias a la conexién en-
contrada entre esta ecuacién y las curvas elipticas, esta conexién junto a la Conjetura de
Taniyama-Shimura (1957), que seria probada parcialmente por Andrew Wiles en 1995,
probé el Ultimo Teorema de Fermat. La Conjetura de Taniyama-Shimura fue probada
por completo en 2001, utilizando las ideas de Wiles. Este teorema es conocido hoy en
dia como Teorema de Modularidad, y hay conjeturas generalizando esto para curvas de
mayor género y variedades abelianas de mayor dimensién; estas conjeturas son parte
del Programa de Langlands, que busca conectar el mundo de las formas automorfas con
las representaciones de grupos de Galois absolutos de cuerpos de ntmeros. Todo esto
muestra la importancia de las curvas elipticas en la Teoria de Numeros, las cuales son
un objeto central en este trabajo.

Una curva eliptica sobre un cuerpo K esta definida por una ecuacién de la forma:
E y2+a1xy+a3y::c3+a2x2+a4x+a6

con ai,as, as, a4, ag € K, cuya variedad proyectiva que define es no singular y contiene
un punto distinguido. A estas curvas se les puede asignar una ley de grupo abeliano, al
cual Herni Poincaré conjetura en 1901 que es un grupo finitamente generado si K = Q.
Esto fue probado en principio por Louis Mordell en 1922 para K = Q y fue probado
para cuerpos de nimeros por André Weil en 1929. En 1921 Emil Artin conjeturd en su
tesis de doctorado que dada una curva eliptica I sobre un cuerpo finito F, con N puntos
proyectivos se tiene que:

IN-(¢+1)] <24
5



6 INTRODUCCION

La intuicién detras de esta conjetura surge de que la curva E es una variedad de dimen-
sion 1 y ¢+ 1 es la cantidad de puntos de una recta proyectiva sobre F,, por lo tanto la
desigualdad nos dice que una curva eliptica tiene una cantidad de puntos que no difiere
mucho de la cantidad de puntos de una recta proyectiva. Esto fue probado por Helmut
Hasse en 1933, en una versién un poco mas general, para curvas hiperelipticas y André
WEeil generalizé el resultado para curvas proyectivas en 1949 de la siguiente manera: Sea
C una curva proyectiva lisa sobre IF; con N puntos proyectivos y género g, luego

IN — (¢ +1)] <294

Esto es consecuencia de una serie de resultados para curvas proyectivas lisas sobre cuer-
pos finitos. Las Conjeturas de Weil son una generalizacion de estos resultados para va-
riedades proyectivas lisas sobre cuerpos finitos, propuestas por el mismo André Weil en
el mismo articulo en el que probd los resultados para curvas. Estas conjeturas tardaron
25 anos en ser resueltas por completo, y fueron varios los matematicos que colaboraron
para ello.

Consideremos una variedad lisa X sobre F, de dimensién d, notaremos IV, a la cantidad
de puntos proyectivos de X definidos sobre Fym. Definimos la funcién zeta asociada a X
como:

Zx(t) = exp <Z Nm2>
m=1

Esta funcién se puede ver que converge para |t| < ¢~ . Una propiedad interesante de esta
funcién es que su derivada logaritmica es la funcién generatriz de { Ny, }men, es decir:

d (o]
— m—1
e log Zx (t) = Z Nt
m=1
Notemos que la Cota de Hasse-Weil habla sobre N, es decir, la cantidad de soluciones
proyectivas sobre el cuerpo de base, pero al definir Zx nos interesa la cantidad de puntos
en toda extensién. Restrinjamos momentaneamente al caso de una curva eliptica, una
de las claves para probar la Cota de Hasse-Weil es que se puede probar que existe a € C
tal que |a| = ¢"/? y:
Np=q¢"+1—-am—-a™ Ym>1

con & = q/a, por lo tanto |a| = |a| = ¢'/2. Esto nos relaciona entonces el valor Ni que
nos interesaba con N, para todo m. Luego:

[Niw = g™ = 1] = [a™ + ™| < 2]a|™ = 2¢™/

y esto precisamente prueba la Cota de Hasse-Weil para una curva eliptica sobre cualquier
extension del cuerpo base. Luego de enunciar las Conjeturas de Weil veremos como esto
se generaliza.

TEOREMA 0.1 (Conjeturas de Weil). Sea X una variedad proyectiva lisa sobre Fy de
dimension d. Se tiene que:
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= Racionalidad: Zx es una funcién racional:

d 2d
L p.o(t ,
zx() = U Pl T g
[Tizo Pai(?) i=0
con P(t) € Z[t], Po(t) =1 —t, Pog(t) =1 —q% y si 1 <i < 2d — 1 se tiene que

Fi(t) =T1;(1 — ayt).
= Fcuacion funcional: Zx satisface la ecuacion funcional:

1
o <th> = g2 (1)

con x la caracteristica de Fuler de X. Ademds, en algin orden, los valores
i1, g2, . .. son iguales a ¢ /azn_;1, qd/agn_w, e

= Hipétesis de Riemann: i1 <i < 2d —1: |ay;| = ¢"/?

= Numeros de Betti: Supongamos que X es la reduccion médulo p de alguna va-
riedad proyectiva Y definida sobre un cuerpo de numeros. Luego deg P; es el
i-éstmo numero de Betti de Y, viendo a' Y como una variedad compleja.

Para entender la razén detras de esta “Hipdtesis de Riemann”, consideremos la
siguiente funcion (x:

1
¢x(s)= ]I T“Na— Z N
z€X (o) c€Zo(

con Xy los puntos cerrados de X (érbitas de puntos por la accién de Gal (Fq/Fy)),
y N(z) el cardinal de la menor extensién de F, sobre la que = esta definido (menor
extension sobre la cual los puntos de la 6rbita estan definidos), es decir, podemos escribir
N(z) = ¢3°&8®) con deg(z) el grado de x como punto cerrado. Por otro lado:

Zo(X)T = Z nzx: ngy > 0Ve € Xy y ny =0 para casi todo x € X
:EEX(O)

y N (erX(O) nz:r) = HxEX(o) N (x)™. Luego se tiene lo siguiente:

TEOREMA 0.2.
(x(s)=Zx(q"")

DEMOSTRACION. Aplicando logaritmo a (x(s) se tiene:

log(x(s) = Y —log(l1—-N = > Z

xEX(O) z€X () n=1
_Z Z Z Z qfndeg(:r)s
n=1z€X g n= 1z€X(0)
ndeg
"X g X 2
(0) (0)

deg(a)|m
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Notemos entonces que:

(JEGX(O)
deg(z)|m
Por lo tanto:
ms

Cx(s) =exp (Z qu;n ) =Zx(q?%)
m=1

En el caso que X sea una curva (d = 1), se tiene que (x(s) es cero si y sélo si
q %= al_jl para algun j, y luego:

-1

q_1/2 = |O‘1j =l = q_éﬁs

1
= Rs=_
T3

A pesar de haber tratado con una definiciéon de (x a partir de los puntos cerrados
de la variedad, la idea de la funcién ( asociada a una curva surgié de una manera un
poco distinta, gracias a Emil Artin. Si C' es una curva lisa en [y, se puede probar que
el anillo de funciones regulares F,[C] es un dominio de Dedekind, por lo tanto a C' se le
puede asignar también la funcién zeta de Dedekind:

1
C]Fq[C}(S) - Z N(I)S

I<F,[C]
I£0
con N(I) = #F,[C]/I. Por otro lado, al ser F;[C] un dominio de Dedekind los ideales
primos de F,[C] estdn en correspondencia con las valuaciones de F,(C), que a su vez
(ver seccién 4 del capitulo 1) estan en correspondencia con los puntos cerrados de C;
ademads en la correspondencia son compatibles las normas de los ideales primos con las
normas de los puntos cerrados. Utilizando esto podemos ver que:

Cr 0] = 6C
Esto es uno de los primeros pasos para notar las analogias entre cuerpos de funciones so-
bre cuerpos finitos y cuerpos de niimeros. Por mas que no hablaremos de estas analogias
en este trabajo, estaran subyacentes y son interesantes de tener en mente a la hora de
trabajar con cuerpos de funciones.

Como mencionabamos previamente, las Conjeturas de Weil fueron probadas a lo lar-
go de 25 anos. Bernard Dwork probé la racionalidad en 1960 utilizando analisis p-adico,
y luego Alexander Grothendieck probé la ecuacién funcional y la conexién con los Ntime-
ros de Betti en 1965 utilizando la propiedades de la Cohomologia Etale. La Cohomologia
Etale fue una herramienta desarrollada por Alexander Grothendieck y Michael Artin
para poder resolver las Conjeturas de Weil, y casi 10 afios mds tarde, en 1974 Pierre
Deligne resuelve la Hipotesis de Riemann, para asi poder concluir las Conjeturas de
WEeil, utilizando la Cohomologia Etale. Una teorfa de cohomologia con las propiedades
era intuida desde que André Weil propuso las Conjeturas, pues el mismo llego a las
Conjeturas bajo ciertas heuristicas, para las cuales el intuia que se precisaba una teoria
de cohomologia con ciertas propiedades.
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Veamos ahora como se generaliza el hecho mencionado para curvas elipticas de que:
Np=¢"+1—-a™—a™
Consideremos una factorizacién de Zx:

[LQAQ - ait)
[[;(1—Bit)

Nm:ZBzm_Zalm

DEMOSTRACION. Recordemos que:

Zx(t) =

ProroOSICION 0.3.

d 1
3 log Zx(t Z Nppt™=

Por otro lado:

d %
L3S ety e -5 (z o - Zaé")
T el i m=1 m=1 i i

Luego por el principio de identidad de series de potencias se tiene que:

Nm:ZBr—Zagn

[ . . _ m m .

Es mas, la existencia de «;, 8; tal que Np, = Y. A" — > . al" es equivalente a la
factorizacion dada para Zx, y por lo tanto implicaria su racionalidad. Para el caso de
dimension 1, si X es una curva de genero g, la ecuaciéon que se tiene es:

[L(1 — ait)
(1—t)(1 —qt)
Por lo tanto la igualdad de N, se simplifica a:

Zx(t) =

Nm:qm—i—l—Za;”

por lo que se tiene una forma, relativamente sencilla, de contar la cantidad de soluciones
proyectivas para una curva sobre un cuerpo finito. En la dltima seccién de este trabajo
calcularemos los a1; y daremos formulas explicitas para N, para ciertas curvas. En este
caso ademas se tiene que |a;| = q'/? para todo i, por lo tanto:

29

> ol
i=1

|Npp — " — 1| = < 2gq™/?
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En este trabajo monografico estudiamos las pruebas de la Conjetura de Weil para
curvas, es decir, cuando d = 1. Este caso fue el primero, probado por Weil en 1949, y
la razén por la cual esta prueba que estudiaremos no se generaliza es que las curvas
proyectivas lisas tienen cuerpos de funciones en una variable, propiedad que no vale en
dimensiones més altas.



Capitulo 1

Curvas y cuerpos de funciones

Dedicamos este capitulo a introducir los cuerpos de funciones, su relacién con las cur-
vas proyectivas lisas sobre [F;, y culminamos con un teorema fundamental para trabajar
con lugares y divisores: el Teorema de Riemann-Roch.

DEFINICION 1.1. Dado un cuerpo K se dice que F/K es un cuerpo de funciones en
una variable si F' es una extension de K con grado de trascendencia 1. Llamamos cuerpo
de constantes de F/K al cuerpo de elementos algebraicos de F' sobre K, denotado K.

A lo largo de este capitulo, a menos que se aclare lo contrario, cuando hablemos de
cuerpos de funciones asumiremos siempre que son en una variable, y supondremos que
el cuerpo de constantes de F'/K satisface K = K.

EJEMPLO 1.2. Los siguientes ejemplos son fundamentales para motivar la mayoria
de definiciones y resultados que veremos en este capitulo:

» El més sencillo es F' = K(z) el cuerpo de funciones racionales de K.

= Otro ejemplo muy importante, que aunque no se tratard en esta monografia es
muy util para generar intuicién, es el cuerpo de funciones meroformas de una
superficie de Riemann compacta.

= Por otro lado tenemos el ejemplo que motiva este trabajo: si C' una curva proyec-
tiva sobre K dada por los ceros de un polinomio f € KJz,y| irreducible, luego
se define K (C') como el cuerpo de fracciones de K[C] := K|z, y]/(f) y se tiene
que K(C)/K es un cuerpo de funciones. Para ver que es un cuerpo de funciones
basta ver que K (C') es una extension finita de K (z) visto dentro de K(C).

1. Anillos de valuacién y lugares
En esta seccién enunciaremos sin prueba resultados, que se pueden encontrar en [ST].

DEFINICION 1.3. Un anillo de valuacidn en F/K es un anillo O tal que K ¢ O ¢ F
y tal que para todo z € F* se tiene que z € O 0 271 € O.

EJjEmMPLO 1.4. El ejemplo més sencillo de anillo de valuacién es el siguiente en
K(x)/K: consideremos p(z) € K|[z] irreducible, luego es facil ver que

f(=) }
Opmy =49 == € K(z) : plx) 1 g(z
o = { 1 € K@) 9t 1900
es un anillo de valuacién. Notemos que si I = (p(z)) = Op,) = K[z];, es decir, las
localizaciones por ideales primos de K[z] da lugar a anillos de valuacién.
PROPOSICION 1.5. Todo anillo de valuacidn en F/K es un anillo local.

11



12 1. CURVAS Y CUERPOS DE FUNCIONES

DEFINICION 1.6. Un lugar P de un cuerpo de funciones F/K es un ideal maximal
de un anillo de valuacién Op en F/K. Notamos Pr al conjunto de lugares de F/K.

TEOREMA 1.7. Sea P € Pr, luego:

(a) P es un ideal principal de Op. Si P = tOp, se dice que t es un uniformizador
(o elemento primo) de P (o de Op).

(b) Sit es un uniformizador de P, para todo z € F* existen inicosn € Z yu € O
tal que z = t"u.

(¢) Si I<Op yt un uniformizador, existe n € N tal que I = t"Op. Luego Op es un
dominio de ideales principales.

A partir del resultado anterior, dado un lugar P elegimos un uniformizador ¢ € F' y
definimos la valuacion asociada a P como vp : F — Z U {oo} de la siguiente manera:
si z = 0 definimos vp(0) = oo; por otro lado si z # 0 existen n € Z y u € Op tales
que z = t"u y definimos vp(z) = n. Para ver que esto no depende de nuestra eleccién
de uniformizador, basta ver que si P = tOp = rOp se tiene que existe u € O tal que
r = tu.

Es facil probar que vp cumple las siguientes propiedades:
1. vp(xy) = vp(z) + vp(y) para todo x,y € F.
2. v(z+y) > min{v(z),v(y)} para todo z,y € F,ysiv(x) # v(y) tenemos igualdad.
3. vp(a) = 0 para todo a € K*.
4. vp(r) =00 <= z=0.
5. Existe t € F' tal que vp(t) = 1.
Una funcién v : F — Z U {oo} que cumpla las propiedades anteriores se llama una
valuacion discreta. Luego, dado un anillo de valuaciéon Op le asignamos una valuacién

discreta vp; y reciprocamente, dada una valuacion discreta v, le asignamos el anillo de
valuacién O = {z € F : v(z) > 0}.

Ahora podemos expresar P y Op en términos de vp:
Op={z€F: vp(z) >0}
Of ={z€ F: vp(z) =0}
P={z€eF: vp(z) >0}
Sea P € Pp, luego Fp := Op/P es el cuerpo residual de Op. Si € Op notamos
xz(P) a la clase de z en Fp, y si € F\ Op notamos z(P) := oco. Llamamos mapa
residual a F' — FpU{oco} con x — x(P). Se puede ver que K C Op y KNP = {0}, por

lo que el mapa Op — Fp induce un encaje de K en Fp. Definimos entonces el grado de
un lugar como deg P := [Fp : K].

PROPOSICION 1.8. Si P € Pp yx € P\ {0} = degP < [F: K(x)] < o0.

DEFINICION 1.9. Sean z € F'y P € Pp, luego decimos que P es un cero de orden m
de zsim =wvp(z) >0,y P es un polo de orden m de z si m = —vp(z) > 0.

Como uno puede esperar, pensando en cuerpos de funciones como K(x), no solo
tenemos que existen lugares, sino que hay infinitos:
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TEOREMA 1.10. Todo cuerpo de funciones tiene infinitos lugares. En particular, si
z € F'\ K entonces z tiene al menos un cero y un polo.

Concluimos esta seccién con los siguientes resultados:

PROPOSICION 1.11. Sean Py, ..., P, ceros de x € F, luego:
vai(a:) ~deg P, < [F: K(x)]
i=1

COROLARIO 1.12. Todo z € F* tiene finitos ceros y polos.

DEMOSTRACION. Siz € K = vp(z) = 0 para todo P € Pp. Siz € F'\ K, luego
la cantidad de ceros de z esta acotada por [F' : K(z)] < oo por la proposicién anterior.
Similarmente, 2! tiene finitos ceros, lo que quiere decir que z tiene finitos polos. |

2. Divisores

DEFINICION 1.13. El grupo de divisores Div(F) de F/K es el grupo abeliano libre
generado por Pr. Esto quiere decir que si D € Div(F), luego:

D= np-P
PePp

con np € 7Z y para casi todo P € Pp se tiene np = 0. Notaremos vp(D) := np.

En Div(F') se tiene un orden parcial dado por Dy > D; si vp(D2) > vp(D1) para todo
P € Pp. Similarmente, Dy > Dy si Dy > D; y existe P € Pr tal que vp(D3) > vp(Dy).
Llamaremos a un divisor D positivo si D > 0.

Recordemos que tenemos una funciéon deg : Pr — Z que nos indica el grado de los
lugares, esto induce un homomorfismo deg : Div(F') — Z dado por:

deg D := Z vp(D) - deg P
PePp

Anteriormente vimos que todo x € F tiene finitos polos y finitos ceros, esto motiva
la siguiente definicién:

DEFINICION 1.14. Sea z € F*, luego el divisor principal asociado a x es:
() := Z vp(z) - P
PePr

Sean z,y € F, como vp(x)+vp(y) = vp(xy) tenemos que (z)+(y) = (zy), y esto induce
una estructura de grupo en:

Princ(F) := {(z) € Div(F) : z € F*}
Ahora, como Princ(F) < Div(F') podemos definir el grupo de clases de divisores:
CI(F') := Div(F')/Princ(F)

Si D1, Dy estdn en la misma clase notaremos Dq ~ Ds.
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A continuacién damos una definicién més antes de pasar a probar resultados acerca
de estos objetos. Definiremos el espacio de Riemann-Roch que serda fundamental a lo
largo de este capitulo.

DEFINICION 1.15. Sea A € Div(F), el espacio de Riemann-Roch asociado a A es:
ZL(A)={zeF: (z)>—-A}

EJEMPLO 1.16. Tomemos F' = K(x) y veamos como es .Z(P) para algin P € Pp.
Sea p(z) € K[z] polinomio irreducible y ménico, luego todo lugar de K (z) es de la forma:

Py = {ﬁé; € K(@): pla) +g<x>}

P — {gg;  gr(f()) < gr(g(a:))}

Ademids se tiene que deg Py, = degp(z) y deg P = 1. Sea entonces P = P, y
r(z) € Z(P), entonces podemos escribir a r como:

r(x) = f(z) - p(x)"
con f(z) € Klz], p(x) t f(x) y n > —1. Luego g(z) € K(x) pertenece a Z(P) si y sélo
st p(x)g(z) € Klz].

Maés en general, z € £(A) si y s6lo si x tiene ceros de orden mayor igual a los po-
los de A y a lo sumo tiene polos de orden menor igual a los ceros de A.

PROPOSICION 1.17. Sea A € Div(F), luego:
(a) Z(A) es un K-espacio vectorial.

(b) Si A~ A, luego Z(A) =2 L (A").
DEMOSTRACION. (a) Sean z,y € Z(A), luego:
vp(z +y) = minfup(z), vp(y)} = vp(~A) = o4y € Z(A)
Sia € K: vplax) = vp(z) > vp(—A) y entonces ax € £ (A). Es facil chequear que se
cumplen las otras propiedades.
(b) Si A ~ A’ se tiene que existe z € F* tal que A = A’ + (x), luego podemos de-
finir p : L(A) = L (A) tal que z — z2. Veamos que esta bien definido:
vp(xz) = vp(x) +vp(2) > vp(x) —vp(A) = —vp(4)
Por otro lado, es claro que ¢ es una transformacién lineal inyectiva, y si z € Z(A’):
vp(z712) = —vp(z) + vp(z) > —vp(z) — vp(A)) = —vp(A)

por lo tanto 2712 € Z(A) y p(z~12) = 2. Concluimos entonces que .Z(A4) = £ (A’). B

DEFINICION 1.18. Definimos ¢(A) := dimg Z(A).

Es facil chequear lo siguiente:

LEMA 1.19.
(a) Z(0)=K y si Ae Div(F) tal que A <0, luego L (A) = {0}.
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(b) Si A< B luego Z(A) C Z(B).
En particular si A < 0 tenemos que /(A) =0, £(0) =1y si A < B luego ¢{(A) < {(B).
Y si A~ B como £ (A) = ¥ (B) = ((A) ={(B).
PROPOSICION 1.20. Sean A, B divisores tal que A < B luego
UB) — (A) = dim(Z(B)/£(A)) < deg(B) — deg(A)
DEMOSTRACION. Veamos primero que esto vale cuando B = A+ P con P € Pr,

luego el resultado sigue por induccién. Sea z € F un uniformizador de P y t = 2vP(B),
entonces vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1. Notemos que si z € Z(B) luego vp(x) > —vp(t)

por lo tanto vp(zt) > 0. Podemos entonces definir la siguiente transformacién lineal:
p: ZL(B)— Fp
x — (xt)(P)
Notemos lo siguiente:
r€Kerp < axt€ P < vp(x) > —vp(t)+1=—-vp(A) < x € L(A)
Luego, como Ker ¢ = Z(A) tenemos que:
dim(Z(B)/%(A)) < dim Fp = deg P = deg B — deg A
[ |

TEOREMA 1.21. Sea A un divisor y sean Ay, A_ > 0 de manera que A= Ay — A_,
luego:
U(A) <deg Ay +1
En particular, ((A) < oo para todo A € Div(F).

DEMOSTRACION. Como A, > 0, aplicando la proposicién anterior obtenemos:
Por otro lado, como A < A, luego ¢(A) < l(A;) <degA; +1 < o0. [ |

El siguiente resultado es fundamental para poder decir méas acerca de ¢(A). Sea
x € F*, luego notaremos (x)g := ()4 ¥ (2)oo := (z)—.

TEOREMA 1.22. Sea x € F, luego deg(xz) = 0. Es mds, se tiene:
deg(x)o = deg(r)oo = [F: K ()]

DEMOSTRACION. Probaremos que deg(z)y = deg(z). Por la Proposicién se
deduce que deg(z)s = deg(z™)o < [F : K(z™1)] = [F : K(x)]. Queremos ver que
n:=[F: K(z)] < deg(x)s. Sea uy,...,u, una base de F/K(z)y C > 0 divisor tal que
(u;) > —C para todo i = 1,...,n (para ver que existe basta observar que hay finitos
lugares P tal que existe i con vp(u;) # 0). Veamos que para todo [ > 0 se tiene que
z'u; € Z(1(2)0o + C) son linealmente independientes con 0 <i <1y 1< j <n. Por un
lado:

vp(r'u;) = dvp(x) + vp(uj) > —lwp((T)e) — vp(C) = 2'u; € L(1(2)0 + C)
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Que son linealmente independientes es una consecuencia inmediata de que uq,...,uy,
son linealmente independientes sobre K (z). Por lo tanto:

n(l+1) <l(l(x)s + C)
Ahora, aplicando el teorema anterior:
n(l+1) <l(x)oo + C) < ldeg(x)oo + deg C + 1
— n—degC — 1 <I(deg(z)so — 1)
Notemos que la expresién de la izquierda no depende de [ y que la derecha es no positiva,
luego como [ puede ser arbitrariamente grande se llega a un absurdo si deg(x)s < n, por
lo tanto deg(x)so = n. Esto por lo tanto también prueba que deg(z)g = deg(z™1)s =
[F: K(z71)] = [F : K(z)]. Concluimos que deg(x) = 0.
|

COROLARIO 1.23. Sean A ~ B divisores, luego ((A) = {(B) y deg A = deg B. Si A
es principal £L(A) = 1; si deg A < 0 luego £(A) = 0.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién ya la probamos y la segunda es clara. Su-
pongamos A = (x) con z € F*, luego notemos que (r~!) = —(z), por lo tanto
r7t € Z(A), lo que implica que £(A) > 1. Notemos que A+ (z~1) = 0, luego A ~ 0, por
lo tanto ¢(A) = £(0) = 1. Para la ultima afirmacién basta recordar que si /(A) >0 =
existe un divisor A > 0 tal que A ~ A’, por lo tanto si deg A < 0 esto implica que
0 > deg A =deg A’ > 0 lo que es absurdo. |

Ya vimos la cota superior ¢(A) < degA; + 1 para la dimensién del espacio de
Riemann-Roch asociado a A, ahora veremos una cota inferior, que ayudara a determinar
£(A) con precisién bajo ciertas circumstancias.

PROPOSICION 1.24. Existe una constante v € Z dependiendo solo de F/K tal que
para todo A € Div(F):
deg A —£(A) <~
DEMOSTRACION. Recordemos que si A < B, luego:
((B) - ((A) < deg(B) — deg(A) = deg(4) — (A) < deg(B) — (B)
Sea x € F'\ K y consideremos B = (), luego, como vimos en la prueba del Teorema
existe C' > 0 tal que (IB + C) > (I + 1) deg B para todo | > 0. Por otro lado:
((IB+C)—((IB) < deg(IB+ C) —deg(IB) = ((IB+ C) < {(IB) + deg(C)
Entonces:
(IB) > (I4+1)deg B —degC =1ldeg B+ deg B — degC
= deg(IB) + deg(z)oc — degC
=deg(IB) + [F : K(z)] — deg C
Luego existe v € Z que depende sélo de x tal que deg(IB) — ¢(IB) <  para todo [ > 0

(en este caso v = deg C' — [F' : K(x)]). Teniendo esto basta probar la siguiente afirmacién
para concluir el resultado:

Afirmacién: Dado un divisor A, existe un divisor D y un entero ! > 0 tal que Ay ~ D'y
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D < [B. Luego como A < A, se puede ver que deg A — ¢(A) < .
Prueba de la afirmacién: Notemos que:

((IB) —¢(IB — A;+) < deg A

Luego:
((IB— Ay) > ((IB) —deg Ay > deg(IB) — v —deg Ay >0
para un [ suficientemente grande (pues deg B > 0), por lo tanto existe un elemento no
nulo z € Z(IB— Ay). Sea D = Ay — (z), luego Ay ~ D:
[ |

Esta proposicién nos permite definir el invariante més importante de un cuerpo de
funciones.

DEFINICION 1.25. El género de un cuerpo de funciones F'/K se define como:
g = max{deg A —(A)+1: A e Div(F)}

Notemos que el genero es un entero no negativo, para esto basta evaluar la expresiéon
dentro del maximo en A = 0.

TEOREMA 1.26 (Teorema de Riemann). Sea F/K un cuerpo de funciones de género
g. Luego:
(a) Para todo A € Div(F):
((A) >degA+1—g
(b) Ewiste una constante ¢ que depende sélo de F/K tal que:
l(A)=degA+1—g
cuando deg A > c.

DEMOSTRACION. La parte (a) es obvia. Para la (b) consideremos Ag divisor tal que
g =deg Ay — £(Ap) + 1 y sea ¢ := deg Ag + g. Tomemos A tal que deg A > ¢, luego:

U(A—Ag) = deg(A—Ag) +1—-g=1

Por lo tanto existe z € £(A — Ap) \ {0}. Sea A" = A + (z) > Ay, luego utilizando que
A~ A

deg A — ((A) =deg A" — ¢(A") > deg Ag — £(Ag) =g — 1
Luego ¢(A) < deg A+ 1 — g, y aplicando la parte (a) obtenemos la igualdad. [ |

Esto nos da una herramienta muy interesante para calcular dimensiones de espacios
de Riemann-Roch, aunque esto dependera de dos cosas: poder calcular g y ¢. Determinar
c es lo que vamos a hacer en las proxima seccién, y probaremos el Teorema de Riemann-
Roch que nos dice que nos podemos tomar ¢ = 2g — 1, y este es un buen valor, es més,
es el mejor valor de ¢ posible, pues el resultado seria falso con ¢ < 2g — 2.

Determinar el valor de g por otro lado es un problema dificil que no abordaremos en este
trabajo, pero que involucra herramientas como Teoria de Galois y Teoria Algebraica de
Ntmeros.
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DEFINICION 1.27. Dado un divisor A definimos el indice de especialidad:
i(A):=0l(A) —degA—1+¢g

Luego, en términos de este indice, el resultado anterior nos dice que i(A) > 0 y se tiene
que existe un entero ¢ > 0 tal que deg A > ¢ implica i(A) = 0.

COROLARIO 1.28. Si A < B, luego i(B) < i(A). Por lo tanto si i(A) = 0, entonces
i(B) = 0.

En la préxima seccién abordaremos dos herramientas muy interesantes: los adeles y
los diferenciales de Weil, y con esto podremos probar el Teorema de Riemann-Roch.

3. Adeles y diferenciales de Weil

DEFINICION 1.29. Un elemento a € [Ipep, F es un adel de F/K si para casi todo
P € Pg se cumple ap € Op, es decir, si vp(a) := vp(ap) > 0. Definimos el espacio de
adeles Ap como el conjunto de adeles sobre F//K.

PROPOSICION 1.30. Afr es un K espacio vectorial.

DEMOSTRACION. Chequearemos simplemente que combinaciones K lineales de ade-
les son adeles, el resto de propiedades son evidentes. Si a,b € K y o, 8 € Ap:

vp(aa +bB) = min{vp(ac),vp(bB)} = min{vp(a), vp(8)}
Al ser «, 8 adeles, es claro que aa + bf3 tiene valuacién no negativa para casi todos los
lugares P, por lo tanto aa + b3 € Ap. |

Sea x € F, luego podemos considerar a x como el adel constante (para ver que x es un
adel basta recordar que tiene finitos polos). Por lo tanto tenemos un encaje F —— Ap .

Dado A € Div(F) definimos, de una manera similar al espacio de Riemann-Roch asocia-
do a A, el siguiente subespacio de los adeles:

Ap(A) :={a € Ap : vp(a) > —vp(A), VP € Pp}
TEOREMA 1.31. Si A € Div(F):
i(A) = dim(Ap/(Ap(4) + F))

DEMOSTRACION. Primero enunciamos las afirmaciones que utilizamos para la prueba
de este resultado:

1. Si A < B divisores, luego Ap(A) C Ap(B) y:
dim(Ap(B)/Ar(A)) = deg B — deg A
2. Si A < B divisores, luego:
dim((Ar(B) + F)/(Ar(A) + F)) = i(A) —i(B)
3. Si B es tal que i(B) =0, luego Ap = Ap(B) + F.

Luego de probar esto, la prueba sigue de la siguiente manera. Sea A un divisor, luego
por el Teorema de Riemann existe B > A tal que i(B) = 0, y entonces:

dim(Ap/(Ap(A) + F)) = dim((Ap(B) + F)/(Ap(4) + F)) = i(A) - i(B) = i(A)
|
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COROLARIO 1.32.
dim(Ar/(Arp(0)+ F)) =g

A continuacién probemos las tres afirmaciones de las que dependen los resultados
anteriores.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION 1. Supongamos que B = A+ P con P € Pp,
luego por induccién se tiene el caso general. Sea t € F' tal que vp(t) = vp(B) = vp(A)+1,
y consideremos el mapa ¢ : Ap(B) — Fp tal que p(a) = (tap)(P). Luego es ficil ver
que Ker o = Ap(A) y se puede probar que ¢ es sobreyectiva, por lo tanto:

Ap(B)/Ap(A) = Fp — dim(Ap(B)/Ar(A)) = deg P = deg B — deg A
|

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION 2. Se tiene la siguiente sucesién exacta, que
aunque no mostraremos su exactitud, es algo sencillo:

0 — Z(B)/Z(A) — Ap(B)/Ap(A) — (Ar(B) + F)/(Ap(A) + F) — 0

definida con los morfismos obvios dados por componer proyecciones e inclusiones. La
exactitud de la sucesién implica:

dim((Ap(B) + F)/(Ar(A) + F)) = dim(Ar(B)/Ar(A)) — dim(Z(B)/Z£(4))
= deg(B) — deg(A) — (£(B) — £(4)) = i(B) —i(4)
|

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION 3. Sea B tal que i(B) = 0y a € Ap, luego
podemos considerar C' > B tal que a € Ap(C). Entonces:

dim((Ap(C) + F)/(Ar(B) + F)) = i(B) —i(C) = 0
Por lo tanto o € Ap(C) + F = Ap(B) + F, por lo tanto Ap(B) + F = Ap. [ |

Ahora pasaremos a estudiar los diferenciales de Weil, que se encuentran muy rela-
cionados con los adeles, pues estos diferenciales son funcionales lineales del espacio de
adeles en K con ciertas condiciones en su nticeo.

DEFINICION 1.33. Un diferencial de Weil es un mapa lineal w : Ap — K tal que
existe un divisor A de manera que w se anula en Ar(A)+ F. Notamos Qp al espacio de
diferenciales de Weil; y notamos Qp(A) al espacio de diferenciales de Weil que se anulan
en AF(A) + F.

Se puede ver que Qp es un K espacio vectorial, y r(A) un subespacio de Qp.
También, como Qp(A) es isomorfo al espacio de funcionales lineales de Ar/(Ap(A)+F),
espacio de dimension i(A) < oo, luego dim Qp(A) = i(A). Tomando un divisor A con
deg A < —2:

dimQp(A) =4(A) —degA+g—1>g+1>1
Por lo tanto Qr(A) # 0y Qp # 0.

Algo interesante que veremos a continuacion es que {2g no solo es un K espacio vectorial,
sino que también es un F' espacio vectorial de dimensién 1.
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DEFINICION 1.34. Sean x € F' y w € Qp, definimos 2w : Ap — K de manera que:
(zw)(a) := w(za)

Se puede ver que si w se anula en Ap(A) + F, luego zw se anula en Ap(A + (x)) + F.
Esto da a Qp una estructura de F' espacio vectorial.

LEMA 1.35. Sean A, B divisores y w € Qp(A) \ {0}, entonces:
v: %(A—-B)— Qp(B)
)

es 1nyectivo.

DEMOSTRACION. Veamos primero que este mapa esta bien definido. Consideremos
x € Z(A— B), es claro que zw se anula en F ya que w lo hace; por otro lado, si
a € Ap(B) entonces:

vp(za) = vp(x)+vp(a) > vp(B)—vp(A)—vp(B) = —vp(A) = (aw)(a) = w(za) =0

ya que w € Qp(A), por lo tanto el mapa esta bien definido. Sea ahora x € Z(A — B)
tal que xw = 0 y supongamos que x # 0. Como w # 0 existe 8 € Ap tal que w(B) # 0,
tomemos entonces «a tal que o = 2713, entonces (zw)(a) = w(B) # 0, lo que es absurdo,
por lo tanto x = 0, y el mapa ¢ es inyectivo. |

TEOREMA 1.36. Qp es un I espacio vectorial de dimension 1.

DEMOSTRACION. Sean wi,ws € Qp \ {0}, y consideremos Ay, Ay € Div(F) tal que
wi € Qp(4;). Para i = 1,2 definimos las funciones ¢; : £ (A; + B) — Qp(—B) tal
que = — xw; para cierto divisor B > 0 que especificaremos luego. Sea U; = Imey;, y
veamos que existe w € U; N Uz \ {0}; pues teniendo este diferencial se tiene que existen
x1,x2 € F\{0} tal que w = z1w1 = Towy — wy = (x;lxl)wl, por lo que dimp Qp = 1.
Observemos lo siguiente:

Z(—B) = dimQF(—B) >dimU; + Uy =dimU; +dim Uy — dim U; N Us

— dimU; NUz > dim U; + dim Us — i(—B)
Para ver que existe el diferencial que buscamos basta probar que dim U; NUsy # 0. Como
B >0 = ¢(—B) =0, por lo tanto i(—B) = deg B + g — 1; por otro lado, como ¢; es
inyectiva luego dim U; = ¢(A; + B) > deg(A;1 + B) + 1 — g, por lo tanto:

dimU; NUy > degB+deg A1 +degAs+1—g
Entonces basta elegir B con grado suficientemente grande para que dimU;NU; > 0. W

LEMA 1.37. Sea w € Qp \ {0}, luego existe un unico divisor W tal que w € Qp(W)
y tal que si w € Qp(A) luego A < W.

DEMOSTRACION. Notamos M (w) al conjunto de divisores tal que w se anula en
Ap(A). Luego para todo A € M(w) se tiene que w € Qp(A) \ {0}, por lo que i(A) =
dim Qr(A) > 0. Recordemos que por el Teorema de Riemann existe ¢ > 0 tal que
deg A > ¢ implica i(A) = 0, por lo tanto el grado de los divisores en M (w) es acotado
superiormente. Consideremos entonces W € M (w) un divisor de grado maximal en el
conjunto.
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Veamos que W es el divisor que buscamos. Supongamos existe A € M (w) tal que A £ W,
luego existe un lugar @ tal que vg(A) > vo(W), veamos que W + Q € M(w), lo que
es absurdo. Consideremos a € Ap(W + @), luego podemos escribir & = o’ 4+ o con
ap=apsi P#Qyap=0yconap=0si P#Qy o= aq. Finalmente, usando
que vp(0) = oo (nétese que aca nos referimos a 0 € F' y no a 0 € Div(F)) es facil ver que
o e Ap(W) y o € Ap(A), por lo que w(a) = 0; esto implica que W + Q € M(w). W

DEFINICION 1.38. Dado w € Q(F)\ {0} definimos el divisor (w) como el determinado

por la prueba anterior. Decimos que un divisor W es canonico si existe un diferencial w
tal que W = (w).

PROPOSICION 1.39. Sea w € Q(F) \ {0}, entonces se tiene:
1. SiAe M(w) yx e F\{0} luego () + A € M(zw).

2. Six € F\ {0} se tiene que (2w) = () + (w). Luego los divisores candnicos
conforman una clase de divisores.

DEMOSTRACION. 1. Notemos que si a € Ap((z) + A) luego za € Ap(A) —
(zw)(a) = w(za) =0, por lo que () + A € M(w).

2. Como (w) € M(w) = (z)+ (w) € M(zw), por lo que (z) + (w) < (2w).

Similarmente (z7!) + (2w) < (W) = (2w) < (z) + (w), por lo tanto (rw) =

() + (w). Recordemos que dimp Qp = 1, luego dados dos divisores canénicos

cualesquiera pertenecen a la misma clase; finalmente utilizando la propiedad

anterior vemos que si un divisor canénico es equvialente a otro divisor D, luego

este es canonico.
|

Finalmente presentamos el teorema que es la clave para probar el Teorema de
Riemann-Roch.

TEOREMA 1.40 (Teorema de Dualidad). Sea A € Div(F) y W = (w) un divisor
canonico. Luego el mapa:

[ LW — A) = Qp(A)

T Tw
es un isomorfismo de K espacios vectoriales, y en particular i(A) = (W — A).

DEMOSTRACION. En vimos que este mapa es inyectivo. Consideremos ahora
d € Qp(A), luego existe x € F' tal que § = zw. Observemos que

() +W=(2)+ (w) =(2w)=(6) > A
por lo tanto (x) > —(W — A) = z € L (W — A), por lo que p(z) = 4. [ |
Entonces tenemos como corolario:

TEOREMA 1.41 (Teorema de Riemann-Roch). Sea W wun divisor candnico y A €
Div(F), luego:
U(A)=degA+1—g+ (W —A)
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DEMOSTRACION. Utilizando lo anterior obtenemos:
(W —A)=i(A) =V(A) —degA+g—1
|
COROLARIO 1.42. Si W es un divisor candnico luego ¢(W) =g y degW = 2g — 2.

DEMOSTRACION. Basta usar el Teorema de Riemann-Roch con Wy evaluar en A = 0
yA=W. |

Ahora podemos concluir la forma del Teorema de Riemann-Roch que nos serd mas
util.
COROLARIO 1.43. Si A € Div(F) y deg A > 2g — 1:
l(A) =degA+1—g
DEMOSTRACION. Notemos que si W es candnico deg(W — A) < 0 y luego:
i(A)=¢(W —-A)=0
|

Recordemos que previamente el Teorema de Riemann nos decia que existe una cons-
tante ¢ tal que si deg A > ¢ luego ¢(A) = deg A+ 1 — g, y ahora probamos que podemos
tomar ¢ = 2g — 1; es mas, esta es la mejor constante que podemos tomar, pues si toma-
mos una menor se puede ver que cualquier divisor canénico seria un contraejemplo para
el teorema.

4. Correspondencia entre curvas y cuerpos de funciones

Sean C'/k una curva proyectiva lisa dada por f € k[z,y], K una clausura algebraica
de k, y supongamos que k es un cuerpo perfecto, de esta manera K/k es una extension
Galois. Sea k < L < K un cuerpo intermedio, luego notamos L[C] := L[z, y|/(f) al ani-
llo de coordenadas de C/L, el cual es un dominio, y luego L(C) := [L[C]] es su cuerpo
de funciones (sobre L), el cual es un cuerpo de funciones sobre L en el sentido definido
en Notaremos P, := Prc), P = {M € Pr, : degM = n} y C(L) a los puntos
proyectivos de C' definidos en L.

Uno de los resultados mas importante de esta seccién es el siguiente:
TEOREMA 1.44. Se tiene una correspondencia biyectiva entre C(K) y Pk.

Antes de ver la prueba de esta proposicién veremos como asociarle a P € C'(K) un
lugar Mp € Pk.

Sea P € C(K), y supongamos que es afin (se supone esto siempre a menos que se
aclare lo contrario, pues ser afin o un punto impropio no afecta la construccién de Mp.
Si el punto es impropio, a menos de un cambio de coordenadas se puede suponer que
es afin, y si bien el cambio de coordenadas afecta a K[C], no afecta a K(C)). Conside-
remos el mapa ¢p : K[C] — K tal que [g] — g(P), este es un mapa sobreyectivo, por
lo tanto Ker pp < K[C] es un ideal maximal, y luego la localizacion K[C|ker,p €s un
anillo local. Notemos que se tiene una inclusién obvia ¢ : K[Clkerpp, — K(C) ya que
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K(C) es el cuerpo de fracciones de K[C]. Notamos Op := ¢ (K[C]ker »p ), €l cual también
es un anillo local, y notamos Mp a su ideal maximal. Nuestro objetivo ahora es ver
que Op es un anillo de valuacién del cuerpo de funciones K(C')/K, para concluir que
Mp € Pk. Primero observemos que Op es Noetheriano, pues K|z, y], lo es, y aplicar
cocientes, localizaciones, y homomorfismos no afecta la Noetherianidad.

OBSERVACION 1.45. Sea g = g1/g2 € Mp, luego como Mp = Op\ O}, y los elementos
no invertibles de K[Ckery, son los localizados de Ker ¢p, se tiene que g1 (P) = 0.

PROPOSICION 1.46. Sea P € C(K), y supongamos que es un punto afin con P =
(a,b), luego Mp = (z —a)o, 0 Mp = (y—b)o,.

DEMOSTRACION. Como f(P) =0, existen A, B € K[z, y] tal que:

y al ser C lisa se tiene que:

(gi(p), gj;@)) = (A(P). B(P)) # (0,0)

Supongamos sin pérdida de generalidad que B(P) # 0, veamos que Mp = (z — a)o,.
Sea g = g1/g92 € Mp, con g1/g2 € K[Clkerpp, luego g2(P) # 0, por lo tanto go € Op.
Suponemos entonces que g € Mp, con g € K[C], y sea G € K|z, y| representante de g,
luego g = G + (f). Como ¢g(P) = f(P) = 0 se tiene que G(P) = 0, por lo tanto existen
D, E € K[z, y] tal que G(z,y) = (x —a)D(x,y)+ (y —b)E(x,y). Ahora, despejando y —b
de |l y sustituyendolo en la ecuacién de G(zx,y) obtenemos:

Gla.9) = (2 = Doy + (HEN 2= DA iy

Por lo tanto el sumando de la izquierda es un representante de g (notar que B ¢ Ker pp),
y luego g € (z — a)o,. Concluimos que Mp C (z — a)o,, la otra inclusién es obvia. W

Notamos tp al generador de Mp, y lo llamamos uniformizador de Mp (pues lo serd
en el sentido discutido previamente al probar que Mp es un lugar).

TEOREMA 1.47. Op es un anillo de valuacion discreta de K(C)/K, y luego Mp € Pk.

DEMOSTRACION. Primero veremos que si [ < Op existe n € Z tal que I = (")
(para simplicar la notacién utilizaremos ¢ := tp). Consideremos I = (r) < Op, luego
existe n € N tal que t" | 7 y "1 { r, pues de lo contrario (r) & (r/t) & (r/t?) & ...
es una cadena creciente de ideales que no estabiliza, lo que es absurdo ya que Op es
Noetheriano. Sea u € Op tal que r = ut™ como t"*! { r, luego u ¢ Mp, es decir,
u € OF, esto implica que I = (t").

Sea ahora z € K(C), luego como K[C] C Op (recordemos que P es afin) se tiene que
z =4 con g,h € Op. Sean u,w € OF y n,m € N tal que a = ut" y b = wt™, luego si
v =u/w € Op: z = vt" ™. Dependiendo del signo de n — m se tendrd que z € Op o
2=t € Op. Concluimos que Op es un anillo de valuacién de K(C')/K y por lo tanto que
Mp es un lugar. |
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Habiendo probado esto, tenemos el mapa ® : C(K) — Pk tal que P — Mp, veremos
que este mapa es una biyeccién.

DEMOSTRACION DE [1.44l Veamos primero que ® es inyectiva. Sean P,Q € C(K)
tal que Mp = Mg (esta suposicién viene junto a Op = O, pues un lugar tiene su anillo
de valuacién asociado), luego Op/Mp = Oq/Mg. Consideremos 7 : K — Op/Mp tal
que u +— [u], este mapa es un homomorfismo de cuerpos, por lo que es inyectivo. Luego
sim: Op — Op/Mp proyecciéon e i : K — Op inclusiéon: 7 = woi. Sea P = (a,b) y
Q@ = (¢, d), sabemos que 7w(x —a) = 0 = 7(x — ¢), por lo tanto 7(z) = w(a) = 7(c), pero:

7(a) = m(a) = m(c) = 7(c)

lo que implica que a = ¢; similarmente b = d, por lo tanto P = (). Resta probar la
sobreyectividad de ®. Sea M € Pk y O su anillo de valuacién. Notemos que como
[O/M : K] < 0o y K es algebraicamente cerrado, luego O/M = K, entonces el morfismo
7 : K — O/M tal que u +— [u] es un isomorfismo de cuerpos. Sea 7 : O — O/M
proyeccién y consideremos ¢ = 77! om : O — K. A continuacién es cuando surgirdn las
sutilezas de distinguir entre puntos afines e impropios. Separamos en varios casos:

1. Si z,y € O: sea a := ¢(x) y b := ¢(y). Si P := (a,b) es facil chequear que
M = Mp. (en coordenadas proyectivas P = (a : b: 1))
2.S5ix €O,y ¢ O:sea F(X,Y,Z) la homogenizacién de f(z,y). En coordenadas
proyectivas x = X/Z,y = Y/Z; consideremos ' = X/Y =z /y,2' = Z/Y =1/y,
luego podemos obtener un polinomio f/(z/,2"), que tiene como homogeneizado a
F. Ahora, como y ¢ O, luego 2/ = 1/y € O, y como z,1/y € O se tiene que =’ =
z/y € O. Definimos entonces a := ¢(z'), b := ¢(2’), entonces si P = (a: 1:b) se
tiene que M = Mp.
.Siz ¢ O, ye O: idem al caso anterior.
4. Siz ¢ O,y ¢ O: Tomemos u = x/y, sabemos que u o u~! pertenecen a O.
Suponemos sin pérdida de generalidad que u € O, luego aplicando el mismo
razonamiento que en el segundo punto se obtiene un P tal que M = Mp.

w

Esto prueba entonces la biyectividad entre C(K) y Pk.

Consideremos G = Gal(K/k), luego se tienen las siguientes acciones:

» G actia en C(K) mediante o - P — P?.
= (G actia en Pg mediante o - Mp — Mpo.

Teniendo esto en cuenta, el mapa ¢ : C(K) — Pk es G-equivariante, es decir, si o € G:
®(P)? = Mpo
Sea H < G de indice finito, y sea L = K el cuerpo fijo por H. Luego:
[L:k]=[K?:KY=[G:H| <0

por lo que L es una extension finita de k. Si GG acttia en un conjunto A y H < G, notamos
Fixg(A) a los elementos fijos de A por toda la acciéon de H, y Ay a los elementos de
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A que tienen como estabilizador a H. Entonces es facil ver que la biyeccion ®, al ser
G-equivariante, se restringe a una biyeccién entre Fixy (C(K)) vy Fixg (Pk), ademads:
Fixg (C(K)) = C(L)
Fixg(Pk) = @ (C(L))
Esta biyeccion se puede restringir ain mas, a una biyeccién entre C(K)g y (Px)y-
Finalmente, esto nos da una biyeccion entre los conjuntos:

CK)py ={Z CCK): & érbita por G de orden m}
Pr,m = {4 C Px : . 6rbita por G de orden m}

Consideremos ahora el mapa I' : Pg,,, — P* tal que .# — k(C) N (4. Se puede
ver que este mapa esta bien definido y que ademéas es una biyeccién. Esto luego nos
da entonces la biyeccién entre C(K),, y P*, que serd la correspondencia que mas nos
interesard utilizar para entender lo que esta pasando, en un sentido geométrico, en el
préximo capitulo.

Para entender bien la funcién anterior comenzamos con la siguiente observacién: sea
Mp € A, luego

M ={Mps: c€G}={Mg: QeG-P}
Al conjunto G - P lo llamamos un punto cerrado de C/K de grado m (el grado es el
tamano de la 6rbita por la accién de Galois). Sin embargo, se tiene:

Voe G:k(C)NMp=k(C)N Mpo
Para probar esto basta ver que:
O := ]k(C) NOp

es un anillo de valuacién discreto de k(C')/k, con ideal maximal k(C)N Mp, que ademés
cumple que Vo € G : O =k(C) N Ops. Por lo tanto:

k(C)NMp =k(C)N | Mp-
ceG

Ahora nos reducimos al cuerpo que nos interesard. Sea k = F, y K = E, y tomemos
una curva lisa C/F,. Vimos que tenemos una correspondencia biyectiva entre C (E)m
y 73]1’;’?1. Notemos que como F, tiene solo una extensiéon de grado m se tiene que:
C (E)m ={G-P € C (F,) : P esta definido en Fyn pero no en menores extensiones}
={Puntos cerrados de C'/F, de grado m}

Luego tenemos:

TEOREMA 1.48. Se tiene una correspondencia biyectiva entre los puntos cerrados de
C/F, de grado m y los lugares de F,(C)/F, de grado m.






Capitulo 2

Zetas locales y la Hipdtesis de Riemann para cuerpos
finitos

With all of this, we have made great progress; but it is not enough. The purely
algebraic theory of algebraic functions in any arbitrary field of constants is not
rich enough so that one might draw useful lessons from it. The “classical” theory
(that is, Riemannian) of algebraic functions over the field of constants of the
complex numbers is infinitely richer; but on the one hand it is too much so, and in
the mass of facts some real analogies become lost; and above all, it is too far from
the theory of numbers. One would be totally obstructed if there were not a bridge
between the two. And just as God defeats the devil: this bridge exists; it is the
theory of the field of algebraic functions over a finite field of constants.

André Weil, 1940, en una carta a su hermana Simone Weil

En este capitulo definiremos las funciones Zetas locales asociadas a un cuerpo de
funciones Zr, y veremos que si C' es una curva proyectiva lisa sobre IF, y I’ es su cuerpo
de funciones, luego Zr = Z¢, con Z¢ la funcion Zeta asociada a la curva C definida en
la introduccién. Luego probaremos las enunciados de las Conjeturas de Weil para Zp.

1. Funcion zeta asociada a una curva proyectiva

Sea C' una curva proyectiva lisa sobre I, esta tiene un cuerpo de funciones asociado
F,(C)/F,. Notemos que posiblemente F, no es el cuerpo de constantes de F,(C'), supon-
gamos este es Fym, luego tomaremos como cuerpo de funciones de C' a Fym (C'). De esta
manera podremos suponer que el cuerpo de constantes de F' = Fy(C) es Fy, esto serd
muy importante en este capitulo, por més que no lo sea en esta seccién.

Definimos la funcién Zeta de C/F, como:

Ze(t) = exp (Z Nt>
r=1

donde NV, es la cantidad de puntos proyectivos definidos sobre F,-. Por otro lado, defi-
niremos la funcién Zeta de F,(C)/F, como:

Zp(t) = f: Apt™
n=1

con A, siendo la cantidad de divisores mayores o iguales a 0 de grado n (probaremos
que A, es finito y que Zp converge en un entorno de 0). Por méds distantes que puedan

27
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parecer Z¢ 'y Zr, se tiene que Z¢ = Zp. Recordemos primero algunas notaciones que
vimos en la introduccién.

DEFINICION 2.1. Notamos C(g) al conjunto de puntos cerrados de C'y Do(C)* al
conjunto de sumas formales Exeo(o) nzx con n, > 0 para todo z € C(g), n, = 0 para
casi todo z € C(g) y ny > 0 para algin z. Si z € C(p) notamos N(z) al cardinal de
la menor extensién en la que esta definida = (notemos que entonces N(z) = gdes(@)

con deg(z) el grado de z como punto cerrado), y esto se extiende a Dy(C)™ mediante
N (Saco o) = Iaecy, N
Similarmente, definimos Div(F)" al conjunto de divisores mayores a 0.
TEOREMA 2.2.
Zrp =Zo

DEMOSTRACION. Notemos que Div(F)™T es el conjunto de divisores con valuacién
no negativa en todo lugar, y tal que existe un lugar en el que tiene valuacién positiva.
Por otro lado, recordemos que los lugares de grado m estdn en correspondencia con los
puntos cerrados de grado m, por lo tanto:

oo
1
— — —sdeg D
ZF(q S)ZZA”q "= Z q SeEY = H 1_qfsdegP
n=1

DEDiv(F)+ PePr
1 1
- H _ g—sdegzx - H _ —s CC(S)
xEC’<0> 1 q IEC(()) 1 N(CC)

Luego, por [0.2] se tiene que:

Zp(q®) =Cc(s) = Ze(q™®) = Zr = Zc

2. Funcién zeta asociada a un cuerpo de funciones

En esta secciéon F'/Fy serd un cuerpo de funciones con cuerpo de constantes F,. Al
tomar un cuerpo de funciones asi, se tiene que existe una curva proyectiva lisa tal que
F =TF,(C).

Antes de definir la funcion zeta asociada a F' precisaremos de algunos resultados.

LEMA 2.3. Sea n € N, luego ezisten finitos divisores positivos en F/F, de grado n.

DEMOSTRACION. Todo divisor positivo de grado n es suma finita de lugares de grado
menor o igual a n, por lo tanto basta ver que el conjunto S = {P € Pp : deg P < n} es
finito. Pero vimos que los lugares de grado m estan en biyeccién con los puntos cerrados
de grado m, y estos son finitos, por lo tanto S es finito. |

OBSERVACION 2.4. Si A, B € Div(F) son divisores equivalentes, luego deg A = deg B
y £(A) = ¢(B). Luego, dado C € CI(F') se puede hablar de degC' y £(C).
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DEFINICION 2.5. Sea n € Z, luego:

Div*(F):={A e Div(F): degA=n} y CI'(F):={CeClF): degC =n}
Notemos que si n = 0 : Div?(F) < Div(F) y CI°(F) < CI(F).

PROPOSICION 2.6. Si CI"(F) # () : |CI"(F)| = |CI°(F)| < oo.

DEMOSTRACION. Sea B € CI"(F) y f : CI°(F) — CI"(F) tal que A — A+ B. Es
claro que f es una biyeccién, luego CI°(F) y CI"(F) tienen igual cardinal para todo n
tal que C1"(F) # (). Sean > g tal que CI"(F) # 0, y sea [B] € C1"(F). Como deg B > g¢:
¢(B) > deg(B) +1—g > 1, entonces existe z € Z(B) \ {0}. Sea A= B+ (z) > 0, luego
[A] = [B]; ahora, toda clase de C1"(F') contiene un divisor positivo, y como hay finitos
divisores positivos de grado n concluimos que C1"(F') es finito. [

Llamamos a h = hp := ’CIO(F)‘ al nimero de clases de F/F,.
DEFINICION 2.7. Dado n > 0:
={AeDiv(F): A>0y degA=n}
Definimos 0 := min{deg A: A € Div(F) y degA > 0}.
Probaremos més adelante que 9 = 1, lo que equivale a que exista un punto de la curva
C que define a F', que tenga coordenadas en F,. Para cuerpos de funciones genéricos

esto no es cierto. Notemos también que si A € Div(F) luego 0 | deg A, y como existe
W € Div(F') divisor canénico: 0 | degW = 2g — 2.

LEMA 2.8. Si [C] € CI(F):

1 o(C)
. > — o
{Aelc): Az 0} = = (¢ -1)
Ysin>2g—1y0|n:
__h ntl-g
A, = 1 (q 1)

DEMOSTRACION. Sea A € [C], luego A > 0 <= existe x € Z(C) \ {0} tal que

A= C+(x). Ademss, si z,y € £(C)\ {0} cumplen C+ (z) = C+(y) = (xy~!) =0,

y como zy ! no tiene ceros ni polos se tiene que zy~! € qu . Concluimos por lo tanto:

tae(cr: a2 o) = — (4" 1)

Por otro lado, sea CI°(F) = {[C4], ..., [Ch]}, luego como cada divisor A > 0 de grado n
esta en exactamente una de las clases [C}]:

z< )

Aplicando Riemann Roch, pues deg[C;] = — 1, obtenemos que /(C) =n+1—g,
y entonces:

~.

h
=Y @) = -y

pi il ¢—1
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DEFINICION 2.9. La funcién zeta asociada al cuerpo de funciones F/Fq es:

[e.e]
Z(t) = Zr(t) = Y Ant" € C[[t]]
n=0
Por mas que se define como una serie formal de potencias, veremos que converge en
it <q .

PROPOSICION 2.10. Sea |t| < ¢7!, luego:
(a) Sig=0:

1 q 1
ﬂ”:q—1<k%wﬁ_1—ﬁ>

(b) Sig>1: Z(t) = F(t) + G(t) con:

1
F(t) — — £([C]) pdeg[C]
(t) ) >
0<deg[C]<2g—2
Y
h 1 1
DEMOSTRACION.

(a) Notemos que como g =0: 0> 2g — 1, por lo tanto se tiene que:

_ h n+1l

sid|ny A, =0 sino. Entonces:

B =, on on D X o = om
Z(t) = -1 (g — 1)t = -1 (q Z(qt)d - th )
n=0 n=0

n=0

_h q 1
g —1\1—(q)? 1-1¢0

Por otro lado, notemos que si [A] € CI°(F) : £([A]) = deg(A) +1 —g = 1,
por lo tanto existe z € Z(A) \ {0} tal que (z) > —A. Pero recordemos que
deg(z) = 0 = degA = (A) = (z), es decir, todo divisor de grado 0 es
principal, por lo tanto h = 1. Concluimos que:

1 q 1
””:q—1<rwwW‘1—ﬁ>

(b) Calculemos Z(t):

- «len _
Z() =3 A= Y HAe[C]: A0}l = 37 qilltn
n=0 deg[C]20 deglC]>0 1

1 1
== I DR e B S

0<deg[C]<2g—2 q deg[C]>2g—2 deg[C]>0
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Llamamos al primer sumando F(t) y al segundo G(t). Resta probar que G(t)
tiene la expresién indicada en el enunciado. Recordemos que CI"(F) y CI°(F)
tienen el mismo cardinal siempre que 0 | n, de lo contrario C1"(F') = (). Luego
aplicando Riemann Roch obtenemos:

(q - I)G(t) _ Z qdeg[C]-i-l—gtdeg[C] - hztan

deg[C]>2g—2 oln
1
— hal—9 n_
n>2g—2
oln

Aplicando el cambio de variable n = 29 — 2+ dm, con m > 1. Notemos que este
cambio de variable esta justificado ya que 0 | 2¢g — 2. Luego:

(¢—1DG(t)=h (qlg i(qt)zg’2+am — 7 —1t8>

m=1

1 1
_ 1— 2g—2+0
=h (q B T i t@)

Tenemos como corolario entonces la primera de las Conjeturas de Weil, la racionali-
dad de Z(t). Préximamente seremos mds especificos acerca del numerador y denominador
de Z(t), como se detalla en la Conjetura.

COROLARIO 2.11. Z(t) se extiende a una funcion racional en C con polos simples
ent=1,q "
DEFINICION 2.12. Sea r > 1, luego notamos F, al cuerpo compuesto dado por FFr.

LEMA 2.13. Se tiene:

(a) La extension F,/F es una extension de grado r.
(b) F,./Fyr es un cuerpo de funciones.

(c) Fyr es el cuerpo de constantes de F.

(d) F,./Fq tiene el mismo género que F/F,.

DEMOSTRACION. La prueba se encuentra en [ST]. [ |

DEFINICION 2.14. Decimos que P’ € Pp. divide a P € Pp si P C P’, y notamos
P'|P.

LEMA 2.15. Sea P € Pr con m = deg P. Existen exactamente d = med(m,r) lugares
Pl,...,PjePg tal que P/ | P, y ademds estos cumplen deg P! = m/d.

DEMOSTRACION. La prueba se encuentra en [ST]. [ ]

Notamos entonces Z, = Zr,. A continuacién veremos una identidad que nos relaciona
Z con Z,,y con la que podremos probar que 0 = 1.

PROPOSICION 2.16. Sea [t| < ¢, luego:

Z(t)= JJ @—teh)!

PcPp
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Ademids el producto converge absolutamente, por lo tanto Z(t) # 0 para todo [t| < ¢ *.

DEMOSTRACION. Bastard probar la identidad para |t| < ¢!, luego se extiende por
continuacién analitica.

Recordamos que un producto [[;(1+ a;)~! = a # 0 converge absolutamente si y sélo si
[1,(1 4+ a;) = a=! # 0 converge absolutamente si y sélo si Y, |a;| < o0.

|t|degP < 00!

Luego, [[pep, (1 — tdee P)=1 converge absolutamente <= > Pepy

Dol < !t!degA ZA 1" = Z(Jt]) <

PePr AeDiv(F
A>O

Por otro lado:

H (1 tdegP H theg(nP Z 7fdegA _ iAntn — 7(t
n=0

PePr PePyr n=0 A€Div(F)
A>0
|
PROPOSICION 2.17. Para todo t € C:
=11 2z«
¢r=1
DEMOSTRACION.
1 N —
z) = I (1-v=) " = IT TI (1-v*=")
PePE, PePr P'|P

Sea P € Pp, deg P = m y d = mecd(m, ), luego:
/ rm rm d
11 (1—trdegp) =] (1—1&7) = (1—1&7)
PP PP
Notemos que (X"/¢ —1)? = [Ter—i (X —¢™) (basta ver que ambos son ménicos y tienen
la mismas raices con igual multiplicicad). Sutituyendo X = ¢~

(= —nf= Tl -¢m
=1

y multiplicando por ¢™":

-y = [T a-om
¢r=1
Juntando las igualdades que obtuvimos y utilizando que el producto de Euler converge
absolutamente:

H H Ct degP H H Ct degP H Z Ct

PePr (=1 ("=1 PePr
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COROLARIO 2.18. 0 =1, i.e., existe un divisor D tal que deg D = 1.

DEMOSTRACION. Sea ¢ tal que ¢? = 1, luego como para todo P € Pr se tiene que

0 | deg P:
26ty = [ (- o)~ = [ (-t =z
PePr PePr

Entonces por la proposicién anterior se tiene que Zp(t%) = Z(t)?. Recordemos que Z5(t)
tiene un polo simple en t = 1, y es facil ver que Zy(t?) también tiene un polo simple
en t = 1. Por otro lado Z(t)? tiene un polo de orden O en t = 1. Entonces como
Z5(t?) = Z(t)? concluimos que & = 1. [ |

Habiendo probado esto podemos simplicar las expresiones obtenidas al probar la
racionalidad de Z.

COROLARIO 2.19. Si g = 0 se tiene que F//F, es un cuerpo de funciones racional, es
decir, existe t € F' tal que F =TF,(t):

1
2t = —
N (s
Si g > 1 se tiene que Z(t) = F(t) + G(t) con:
1
F(t)= —— £([C]) ydeg[C]
(t) - Y ooq

0<deg[C]<2g—2

h 1 1
Gt)= — (@t —— - ——
®) q—l<q 1—gqt 1—t>

DEMOSTRACION. Lo tnico no trivial de este corolario es que si ¢ = 0, luego F
es un cuerpo de funciones racionales de F,. Esto es una consecuencia de la siguiente
proposicion. |

PROPOSICION 2.20. Sea F/K un cuerpo de funciones con cuerpo de constantes K.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F/K es racional, es decir, existe t € F tal que F = K (t).
2. F/K tiene género 0 y 3A € Div(F) tal que deg A = 1.

DEMOSTRACION. ((1) = (2)) Para ver que existe A € Div(F) tal que deg A =1
basta tomar el lugar asociado a ¢, es decir:

P, = {g : f.g € K[t], tTg}
Para ver que g = 0, consideremos el lugar:
Py = {ch t f,9 € Klt], degg > degf}

Luego se puede ver que 1,t,...,t" € £(rPx), por lo tanto:
r+1</l(rPx)=deg(rPx)+1—g=r+1—g
para r > 2g — 2. Entonces como g > 0 = ¢g =0.
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((2) = (1)) Notemos que deg A =1 > 2g — 1 = —1, por lo tanto aplicando Riemann-
Roch se tiene que:

l(A)=degA+1—g=2

Sea y € Z(A)\ {0}, luego A" := (y)+ A >0y A" ~ A. Como /(A) = 2, luego existe
z € L(A)\ {K}, y por [L.10] (z) # 0. Entonces (z) + A’ > 0, deg A =1y A’ > 0 (es
méas, A’ es un lugar de grado 1), por lo tanto A’ = (z)s y por

[F: K(7)] = deg(z)o = deg A’ =1

Concluimos que F' = K (z). [ |

Concluimos esta seccién probando otra de las conjeturas de Weil, la ecuacion fun-
cional de Z.

TEOREMA 2.21. La funcion Z asociada a F/F, satisface la ecuacion funcional:
—142g—2 1
Z(t)=¢"t9Z | —

qt

DEMOSTRACION. Si g = 0, basta sustituir Si g > 1, utilizamos las expresiones
Z(t) =F(t)+G(t) de Recordemos que si W es un divisor canénico de F': deg[W] =
2g — 2, luego:

{[C] € CI(F): 0<deg[C] <2g—2}={[W—-C]eClF): 0<deg[C] <2g—2}

Para ver esto basta observar que CI"(F) — CI?9727"(F) tal que [C] — [W — C] es una

biyeccién. Por lo tanto, aplicando que deg[C] = — deg[WW — C] + 2g — 2 y el teorema de
Riemann-Roch:
(q—1)F(t) = Z gt (€D . ydeelC]
0<deg[C]<2g—2
— Z qelClH1—g+U([W—C]) _ 4deg[C]
0<deg[C]<2g—2
= Z q deg[W—Cl+g—1+L([W=C]) | ;— deg[W—C]+2g—-2

0<deg[C]<2g—2

1
= ¢9 14292 Z g (= . <t
0<deg[C]<2g—2 q

9-1,29-2 wen (1)
qt

0<deg[C]<2g—2

e e (1)

qt

>deg[W—C]
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Por otro lado, utilizando la proposicién anterior:

o 1 o o h 1 1 1
TG (t) A 1 ¢ e T 1
q q- (@) 1—qy; 1-4
h (1 1 q9—1t29—2>
= n 1~ 1

— L _L_Fqgt?g—l;
q—1 1—t¢ 1—qt

= G(t)

Concluimos que:

1
Zt) =q¢9 2927 =
(t)=gq "

Esto prueba la segunda de las Conjeturas de Weil, la Ecuaciéon Funcional.

3. L-polinomio

Determinar el L-polinomio de un cuerpo de funciones, como veremos mas adelante
serd algo fundamental; en términos geométricos, si C'/F,, conocer el L-polinomio, en
particular sus raices, nos permitird conocer con exactitud |C(F4r)| para todo r € N.

DEFINICION 2.22. El L-polinomio de F/Fq es L(t) = (1 —t)(1 — qt) Z(t).

PROPOSICION 2.23. Sea L el L-polinomio de F, luego:

(a) L(t) € Z[t] y tiene grado 2g.
(b) L satisface la ecuacion funcional:

L(t) = ¢ot¥L (;t)

(¢) L(1) = h.
(d) Sea L(t) = ag+ art + - - - + agqt®?, entonces se tiene:
1.ag=1yaz =¢%.
2. agg—; = ¢ a; para 0 < i < 2g.
3.a1 =N —(q+1) con N la cantidad de lugares de grado 1 de F. Notemos
que N=A; ={A€Div(F): A>0 y degA=1}|.

DEMOSTRACION. Si g = 0 sabemos que L(t) = 1, por lo tanto las afirmaciones son
triviales. Suponemos entonces g > 1:

(a) Para ver que L(t) es un polinomio con coeficientes enteros basta comparar co-
eficientes con la igualdad L(t) = (1 —t)(1 — gt) >_ Ant™. Por otro lado, como
Z(t) = F(t)+ G(t) con las expresiones dadas en el corolario 2.16, es facil ver que
(1 —=1t)(1 —qt)Z(t) tiene grado a lo sumo 2g. Veremos més adelante que as, # 0,
por lo que tendremos que el grado de L es 2g.
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(b) Simplemente aplicamos la ecuacién funcional de Z(t):
1
L0 = (1= 01 = 02() = (L= 01 - gt~ 20722 (1)
_ _ g—1,42g—2
o) ) )
(1) (1 - a3) ! oM
— — 9¢29
— (1 t)(l qt)q t L ( 1 ) _ qgt2gL <1t>
q

(gt —1)(t—1) qt

(c) Utilicemos las expresiones dadas en el corolario 2.16 de Z(t) = F(t)+G(t). Como
F no tiene un polo en 1, se tiene que (1 —t)(1 —gt)F(t) se anula en t = 1. Luego
basta calcular (1 —t)(1 — qt)G(¢t) en t = 1:

(1)1 = a)G(e) = 1 (7 (1=~ (1~ at)

al evaluar en ¢ = 1 nos queda que la expresién de la derecha es igual a h, por lo
tanto L(1) = h.

(d) Sea L(t) = ag+ayt + - - -+ azyt?, luego aplicando la ecuacién funcional tenemos
que:

agg

1
L(t) — q9t29L — ) = (loqthQ + a1q9—1t29—1 R
qt q7

Entonces se puede ver que esta igualdad nos da la relacién: a;¢9~% = agg—. Por
otro lado, comparando coeficientes en L(t) = (1 —¢)(1 — gt) Y7, Ant™ vemos
que ap = 1, y luego azy = ¢9, lo que implica como se mencioné en la parte (a) que
el grado de L(t) es 2g. Comparando coeficientes de manera similar obtenemos
que:a; = A1 — (¢+1)Ao=A41—(g+1)=N—(q+1).

|

TEOREMA 2.24. Si L(t) factoriza en C como:

29

L(t) = [J(1 = cut)

i=1

se tiene que los o; son enteros algebraicos y se pueden ordenar de manera que c;0g; = q

para i = 1,...,9. Luego H?ﬁl a; = ¢9. Ademds, si v > 1 se tiene que L, admite la
factorizacion:
29
L) = [t = aft
i=1

DEMOSTRACION. Sea R(t) = t29L (1) = agt?? + a1t~ + - - - + agy. Luego:

29

R(t) = t% fg[ (1-=1) =TI -
=1

i=1
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Notemos que entonces los «; son raices de R, que es un polinomio moénico con coeficientes
enteros, por lo tanto los a; son enteros algebraicos. Ahora, aplicando la ecuacién funcional
a L(1/t) obtenemos:

-3 ()" 3) -l o-3) - oo

Entonces las raices «; estan en biyeccién con ¢/«; (notemos que a; # 0 ya que de lo
contrario el grado de R es menor a 2g), luego es claro que podemos reordenar los «; para
que cumplan a;ogy; = q.

Por otro lado, ahora veamos que pasa con L, (t). Evaluamos L, en t" para poder aplicar
la identidad que relaciona Z, con Z:

L") = (1= )1 = ¢t Z(t") = (1 — 1) (1 — ¢t HZCt
v Lict
=t=nt-a0 1 =5 o=

Se puede ver que 1 — ¢" = HCT (I=Ct)y1—4q"t ng_q( —&t) = HCT:l(l — qCt),
entonces:

29
) =TT Lco = T TI - ot
¢r=1

¢r=1i=1
29 29
=TT I —cict) =J0 = ejt")
i=1¢"=1 i=1
Luego L,(t) = [[22, (1 — aft). [ |

DEFINICION 2.25. Si F'/IF, cuerpo de funciones notamos:
N=N(F):=|{P €Pp: degP =1}|
Si r > 1 notamos:

N, := N(F,) = |{P € Ppr : degP =1}

Con lo que probamos en esta seccién se tiene lo siguiente: sea aj(p) el coeficiente
asociado a t! en un polinomio p, luego:

ar(L) =N —(q+1)

y:
ar(Ly) = Ny —(¢" + 1)

Por otro lado, si p(t) = [[,(1 — Bit) se tiene que a1(p) = — ), ;. Entonces concluimos
que:

COROLARIO 2.26.

29
NF)=q+1-> a
=1
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Ysir>1:
29
NT(F):qT—}—l—Za;
i=1
Esto implica, desde el lado geométrico, que basta conocer a1, ..., as, para conocer

#C(F,r) para todo r > 1.

4. Hasse-Weil

En esta seccién probaremos el resultado més importante de este trabajo monogréafico,
esta es la cota de Hasse Weil para curvas lisas absolutamente irreducibles sobre [F,.

TEOREMA 2.27 (Hasse-Weil, 1949). Sea C/F, una curva lisa absolutamente irredu-
cible de género g luego:

1
[#C(Fq) — (¢ + 1)| < 29g2
En términos de cuerpos de funciones el resultado es:

TEOREMA 2.28. Sea F/F, un cuerpo de funciones de género g luego:
1
[N — (¢ +1)] <2gq2

Dada la biyeccién que vimos entre puntos y lugares, es claro que ambos teoremas
son equivalentes.

La prueba de este teorema que veremos viene dada por Enrico Bombieri, y el camino a
seguir es el siguiente: Sea F'//F, un cuerpo de funciones:

1. Probar que existe ¢ € R tal que para todo r» > 1:
Ny = (¢" +1)| < cq2

2. Probar que los «; definidos en la seccién anterior tienen valor absoluto ¢!/
(andlogo de la Hipdtesis de Riemann).
3. Probar que basta tomar ¢ = 2g en la cota dada anteriormente.

Sabiendo que ese sera el camino, vamos a recorrerlo de manera inversa.

TEOREMA 2.29. Supongamos que |o;| = q'/2 para todo i = 1, ...,2g, luego para todo
r>1:

IN: = (¢" +1)| < 2gg°
DEMOSTRACION. Recordemos de que:
29
Ny =q" +1- Z oy
i=1
Luego:
29
N, = (¢"+1)| = < el = 2gq"?
i=1

29
pLH
i=1
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TEOREMA 2.30. Supongamos que existe ¢ € R tal que:
IN, — (" +1)| <cqz  Vr>1
Luego || = ¢*/? para todo i =1,...,2g.

DEMOSTRACION. Definimos:
29

Ozit
Ht) =) 1"as

=1

Notemos que H(t) tiene radio de convergencia:

— 9 -1
0=, 20, tod ™)

alrededor de ¢t = 0. Por otro lado:

Ht) =Y (ait) => ( ag> tr

i=1 r=1 r=1

Y como se tiene que N, — (¢" + 1) = — Z?ﬁl af, luego:
29

DI
i=1

Por lo tanto, se tiene que H(t) converge si |tq'/?| <1 <= |t| < ¢~/2. Como H(t) tiene
radio de convergencia g:

=N, — (¢" +1)| < eq"/?

q—l/QSQ — Vi=1,...,2g: |ay] §q1/2

Recordemos que por
2g
H a; =¢7
i=1
Entonces debe ser que |a;| = ¢'/2. [ |

5. Lema principal
Llamaremos “Lema principal” a:
LEmA 2.31 (Lema principal). Eziste ¢ € R tal que:
IN, — (" +1)| <eqz  Vr>1

Antes de probar esto, notaremos algo que por mas obvio que sea es esencial para la
prueba del lema principal:

PROPOSICION 2.32. Sea r > 1, luego el teorema de Hasse-Weil vale para F/F, si y
sélo si vale para F, [Fqr.

DEMOSTRACION. Esto es claro por [2.24] [ |
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Teniendo esto en cuenta, el lema principal lo probaremos para las potencias para los
q tal que ¢ > (g + 1)* y tal que ¢ es un cuadrado. Por lo tanto, no probaremos directa-
mente el lema principal para los ¢ que no cumplan lo anterior, pero si sabemos que estos
q cumpliran la Hipétesis de Riemann, y por lo tanto cumpliran la cota de Hasse-Weil
(lo que es mas fuerte que el lema principal).

Dividiremos la prueba del lema principal en dos partes:
1. Probar la cota superior, es decir, probar que existe ¢; € R tal que:

N, <q +14cqz Vr>1

Desde el punto de vista geométrico: acota la cantidad de puntos de la curva.
2. Probar la cota inferior, es decir, probar que existe co € R tal que:

" +1—cq? <N, Vr>1

Desde el punto de vista geométrico: dice que existen puntos, lo que es algo “mas
dificil” de probar, como veremos.

5.1. Cota superior. Antes de probar la cota superior veremos algunas propieda-
des estandares de cuerpos de funciones.

DEFINICION 2.33. Sea F'/K un cuerpo de funciones, y @ € Pp, luego se dice que i
es un numero polo de @ si:

dreF: (T)oo =1Q
Recordemos que PL = {Q € Pp: degQ = 1}.
LEMA 2.34. Sea Q € Pp, luego i es un nimero polo de Q si y sélo si £(iQ) =
(i—1)Q) + 1.
DEMOSTRACION. Si i es un nimero polo existe x € .Z(iQ) tal que (7)o = iQ, y por
lo tanto z € .Z(iQ) \ Z((i — 1)Q). Por otro lado, por [1.20}

(iQ) — 1((i — 1)Q) < de(iQ) — dea((i — 1)Q) =1
Luego, como vimos que Z(iQ) # Z((i — 1)Q) se tiene que £(iQ) = £((i — 1)Q) + 1.

Ahora, si £(iQ) = £((i — 1)Q) + 1, existe x € Z(iQ) \ L((1 — 1)Q), y es facil ver
que (7)o = 1Q. [ |

Seam € Ny Q € P, definimos T = {j : 0 < j < m, j nimero polo de Q}. Por
el lema anterior sabemos que para todo j € Ty existe u; € F tal que (uj)s = jQ, y se
tiene la siguiente proposicién:

PROPOSICION 2.35. {uj: j € T} es una base de Z(mQ).
DEMOSTRACION. Veamos primero que #1 = £(mQ):

UmQ) = L(mQ) — L(=Q) = Y _L(iQ) — £((i — 1)Q)
=0

— Z 1 =#T

0<i<m
7 nimero polo de @
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Basta entonces probar que {u; : j € T'} es linealmente independiente en .Z(m@). Sean
{a;}jer € K tal que existe i € T': a; # 0. Como a; € K se tiene que vg(aj) = 0 si
aj # 0; luego si i # j y a; # 0 # aj: —i = vg(aiu;) # vg(ajuj) = —j. Entonces se tiene
que:

8 Z ajuj | = min{vg(aju;) : j €T, aj #0} < o0
JET
a; 70
Y como vg(0) = oo se tiene que >, aju; # 0. Por lo tanto el conjunto {u; : j € T'}
es una base de .Z(mQ). [ |

Ahora si podemos probar la cota superior del lema principal.

TEOREMA 2.36. Sea F/F, cuerpo de funciones de manera que q > (g + )* yqes
un cuadrado, luego:

1
N <q+1+(29+1)q2
DEMOSTRACION. Sea ) € P}, y establecemos unas constantes que nos serdn tiles:
1 1
qQ:=q2, m:=q—1, n:=29+q, r:=m+ng=q—1+(2g9+1)q>

Notemos que, al ser ¢ un cuadrado, ¢y es una potencia de la caracteristica de F, y por
lo tanto se tiene que: (a+b)% = a% +b% para todo a,b € F; a su vez, si a € F, también

sabemos que existe a'/%. Sea {u; : j € T} una base de .Z(m@Q) como fue descrita en
2.35] Definimos el Fy-espacio vectorial £ como:

L = L (mQ)-L Q)" = {inygo D521 @, € Z(MQ), Yiv-. . ys € f(n@}
=1

Sean = € £ (mQ),y € Z(nQ), luego: (zy®) = (x) + qo(y) > —(m +ngo)Q, por lo tanto
zy® € Z((m+ ng)Q) = Z(rQ); aplicando que para todos z1,z2 € F se tiene que
vg(z1 + 22) > min{vg(21),vg(22)} se tiene que: Vz € £ : z € Z(rQ).

Afirmacion: Existe z € £\ {0} tal que: 2(P) = 0 para todo P € Pr. \ {Q}.

De probar que existe el elemento z mencionado en la afirmacién se tiene que:
deg(2)o > #Pp\{Q} =N —1
Pero sabemos que z € Z(rQ), luego:

N[

deg(z)o = deg(2)oo < T =q—1+ (294 1)q
Por lo tanto:
N <deg(z)o+1<q+(29+1)g2 <qg+1+(29+1)g2

Comenzamos entonces la prueba de la afirmacién. Esta se dividird en tres pasos:

Paso 1: Para todo z € £ existen unicos {z;};cr C Z(nQ) tal que:

— E . »40
z = U]Zj

JET
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Esto luego implica que dimp, . = £(mQ){(nQ) (basta tomar una base de £ (n@Q), y ver
que el producto de esta con {u; : j € T'} da una base de .Z).

Para ver su existencia sea z = Y, . 2y’ v a;; € Fy tal que:

e D IR ol poritly
J

i€T jeT jeT ieT
Luego:
q0
§ .90 E
aljyz - < azj yl)
€T i€T

1
Por lo tanto z; := ;.1 a; i Yi pertenece a Z(nQ) y cumple z = Z]eT Uiz ] . Para ver la

unicidad, supongamos que existen z; € £ (nQ) tal que ZjeT Ujz j = 0, luego si z; # 0:
vQ (u] ;10) = v (u;) + qvg(2;0) = —i méd qo

Esto implica que si i # j y z; # 0 # zj: vo(u;z{®) # UQ(u] ). Luego:

0o = vg(0) = vg Z ujzjqo = min {UQ (uJ ;10) s jeT, z # 0} #+ 00
JET
zj;é()

lo que es absurdo.

Paso 2: Definimos el homomorfismo de grupos aditivos A : . — Z((mqo + n)Q) tal

que:
90
E u] O E u;'z

JET JeT

Veremos que Ker A # 0. Notemos que como .Z y .Z((mqp+n)Q) son espacios de dimen-
sién finita sobre F,, entonces estos espacios son finitos; luego para ver que Ker A # 0
basta probar que dim.Z > ¢((mgy + n)Q), pues si Ker A = 0 se tiene que A es una
inyeccién de .Z en Z((mqgo + n)Q), lo que es absurdo ya que #.£ > #.2((mqo + n)).

En el paso 1 vimos que dim L = ¢(mQ)¢(nQ), entonces por m
t(mQ)E(nQ) = (degm@ + 1 — g)(degn@ + 1 —g)
=(m+1-—g)(n+1-g)
=(G0-9)(w+9+1)=¢-*+aw—g

Ahora, notemos que mqy +n = (g0 — 1)qo + 29 + g0 = ¢ + 29 > 2g — 1, por lo tanto
aplicando obtenemos que:

£((mgo +n)Q) = deg((mgo +n)Q) +1—-g=29+q+1—-g=q+1+g
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Entonces:
dim.Z > ((mgo +n)Q) <= ¢—g¢*+q—-g>q+1+yg
= g>¢*+29+1=(g+1)% = ¢>(g+1)*

Aca se ve la importancia de la hipotésis ¢ > (g + 1)*, y de que el género del cuerpo de
funciones sea invariante respecto a los cambios de cuerpos de constantes (ver [2.13)).

Paso 3: Sea z € Ker A\ {0}, luego z(P) =0 VP € Pr.

Dado f € . C Z(rQ), como @ es su unico polo, se tiene que f(P) # oo para to-
do P € P5\ {Q} (esto quiere decir que f € Op). Luego, como deg P = 1 se tiene que
f(P)eF, = f(P)1=f(P).Seaz=>,uz" € Ker A\ {0}, luego:

2(P)% = (Z ui(P)zi(P)QO>
= Zui(P)"Ozz-(P)q

= Zui(P)qozi(P)
= (A\2))(P)=0

Notemos que al tener que g(F) = g(F,), este teorema implica que:
Vr>1: N(F)<q +1+ 29+ 1)¢/?

5.2. Cota inferior. Antes de probar la cota superior veremos un lema de teoria
de grupos, y citaremos unas propiedades acerca de extensiones de cuerpos de funciones.

LEMA 2.37. Sea G' grupo tal que G' = (o) x G con (o) subgrupo ciclico de orden
n y G subgrupo de orden m tal que m | n (notemos que (o) y G son subgrupos de G’
viéndolos como (o) x {1} y {1} x G respectivamente). Sea H < G’ subgrupo tal que
|H| =ne y |[HNG| = e, luego ezisten exactamente e subgrupos U < H ciclicos de orden
n tal que U NG = {1}.

DEMOSTRACION. Se hard el siguiente abuso de notacién en esta prueba: si r € N
y g € G, notamos o"g := (0",g) € (o) x G; notemos entonces que (¢"g)° = 0"%¢° y
(6" g1)(0"g2) = (6"772)(g1g2). Consideremos el homomorfismo ¢ : G' — G’ tal que

o"g— o, luego Ker o = G y por lo tanto G<G’. Como H < G’ y G G":
ne |HG|
- =

Pero |G'| =nm = G’ = HG, y luego G'/G = (o), por lo tanto H/H NG es un grupo
ciclico de orden n. Consideremos Ay € H de orden n médulo H NG. Seaa € Zy 19 € G
tal que A\p = 0%7p; notemos que a es coprimo a n, pues de lo contrario existe 1 < d < n tal
quen |ad = N = Téi € HNG@G, lo que es absurdo ya que A\g médulo H NG tiene orden
n. Entonces existe ¢ tal que at =1 (méd n), por lo tanto A := A\ = o7 con 7 = 7§ € G,

H/HNG = HG/G = = |HG|=nm
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y al ser ¢ coprimo a n, el orden de A médulo H NG es n. Sea HNG = {hy,...,he} y
definimos Uj = (Ahj) para j = 1,...,e. Notemos que los subgrupos U; C H son ciclicos
de orden n, si i # j se tiene que U; # U; (basta notar que si g1, 92 € G: 0"g1 = 0°g2 si
ysolosir=sygi=g¢2) y UyNnG = {1}.

Sea U C H subgrupo ciclico de orden n tal que U NG = {1}, y consideremos un
generador de la forma oh (podemos hallarlo de la manera que se encontro A a partir de
Ao). Como oh,oT € H, luego:

(ch) (o) =h"'r e HNG
Sea h; tal que h™'r = h; = 7 = h - h;, luego:
U = (o) = (ohh;) = (Ah;) = U;
[ |

Consideremos F/L una extensién Galois donde E' y L son cuerpos de funciones de
[F, con cuerpo de constantes ;. Luego E/L es una extensién finita; sea m = [E': L] y
n > 0 tal que m | n, luego definimos E’ := E - Fyn. Notemos que como E' = E(Fgn)
y Fgn es una extensién finita de Fy, luego E’ es una extensién algebraica de E por un
conjunto finito, por lo tanto la extensién es finita y E’/F, es un cuerpo de funciones.
Sea o € Fyn tal que E' = E(a), luego:

[E': E] = [E(a) : E] = deglirg 4

donde Irrg o es el polinomio irreducible de a sobre E. Como a € Fyn y [Fgn : Fy] = n,
luego degIrrp, o <n = Tirg, | Irtp, o, por lo tanto [E’ : E] < n. Tenemos entonces
lo siguiente:

|Aut(E'/E)| < [E': E] <n
Para probar entonces que E'/E es Galois basta ver que | Aut(E’'/E)| > n. Sea o : E' —
E' tal que:

2€E—2z y a€Fpm—al
Este mapa se extiende por linearidad, y esta bien definido ya que £ NFp = Fy, y los
elementos de F, quedan fijos por el morfismo elevar a la g. Es claro que o es inyectivo,
y luego es sobreyectivo (por el teorema de las dimensiones); entonces o € Aut(E’/E).
Por lo tanto (o) C Aut(E’/E), pero como |o| = n, luego n < | Aut(E’/E)|. Concluimos
entonces que E'/E es una extensién Galois de grado n y Gal(E'/E) = (o).

Nos interesa ahora ver que E’/L es una extensiéon Galois. Notemos lo siguiente:
|Aut(E'/L)| < [E': L] = [E': E||[E : L] = |0||G|

con G = Gal(E/L). Sea F : (o) x G — Aut(E'/L) tal que (0®,g) — r conr: E' — E’
tal que:
2€EEmg(2) v a€Fpmeal”

Se puede ver que F' es un homomorfismo inyectivo, y esto nos da la desigualdad:

|ol|G] < | Aut(E'/L)|
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Por lo que concluimos que | Aut(E’/L)| = |o||G|, y por lo tanto F' es un isomorfismo, es
decir, tenemos que:

G = Gal(E'/L) = (¢) x G = Gal(E'/E) x Gal(E/L)

Podemos entonces aplicar el lema anterior con G’ = H, esto nos dice que existen
Ui,...,Un C G’ subgrupos ciclicos de orden n tal que U; N G = {1}. Notemos que
(o) es uno de estos subgrupos, por lo que podemos suponer que U; = (o). Consideremos
E; := (E")Yi, es decir, los cuerpos fijos por U;.

Finalmente veamos que si L' = L - Fyn, luego E'/L’ es Galois; notemos que como para
E'/E se tiene que [L' : L] = n 'y Gal(L'/L) es ciclico de orden n generado por un auto-
morfismo o : L' — L' tal que z € L — z y a € Fgn — a?. Primero se tiene la siguiente
desigualdad:

[E':L]  n|G]
[L':L]

Para probar que es Galois basta entonces definir un mapa inyectivo p : G — Aut(E’/L'),
que por la desigualdad anterior, podremos ver que es un isomorfismo de grupos. Defi-
nimos p mediante g — p, con pg : E' — E' tal que z € E + g(2) y a € Fyn; es claro

que es un homomorfismo inyectivo, y por lo tanto un isomorfimso, por lo tanto E'/L’ es
Galois con Gal(E'/L') = G.

| Aut(E'/L)| < [E': L) = e

Antes de terminar probar el lema principal, citamos dos proposiciones que se pueden
encontrar en [ST].

PROPOSICION 2.38. En el contexto de lo presentado anteriormente, notamos g(F) al
género de un cuerpo de funciones y N(F) la cantidad de lugares de grado 1. Se cumple:

» Iy es el cuerpo de constantes de E; para todo 1 <1 <m
» E'=F;-Fpn yg(E;) = g(E) para todo 1 <1i < m.
< m-N(L) = ST, N(E).

PROPOSICION 2.39. Sea K un cuerpo perfecto de caracteristica positiva y F/K un
cuerpo de funciones con cuerpo de constantes K. Luego existe z € F tal que F/K(z) es
una extension finita y separable.

Ahora probaremos la cota inferior del lema prinicipal, asi habiendo probado el andlo-
go de la Hipdtesis de Riemann y la cota de Hasse-Weil.

TEOREMA 2.40. Sea F/F, cuerpo de funciones de manera que ¢ > (g+ 1)* y q es
un cuadrado, luego existe co € R tal que:

Vr>1: N, >q +1—coq?

DEMOSTRACION. Por existe t € F tal que Fy = Fy(t) es una subextensién se-
parable de F. Al ser F'/F, una extension finita y separable, su clausura Galois es finita;
sea E clausura Galois, luego E es un cuerpo de funciones sobre F,. Sea Fa el cuerpo
de constantes de E/Fy; si d # 1 consideramos F' = FF 4 y Fy = FoF a = Fa(t), luego
E/F{ es Galois; recordemos que por el lema @ basta probar esta cota para F/F -

Suponemos entonces que el cuerpo de constantes de E es Fy.
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Seam := [E: F]yn:=[E: Fy, luego m | n. Consideremos E' = E -Fgn, F' = F - Fyn
y Fyy = Fy - Fgn. Notemos que al ser E/F;y Galois se tiene por lo visto anteriormente que
las siguientes extensiones también son Galois: E'/Fy, E'/Fj, E'/F y E'/F’. Tenemos
entonces el siguiente diagrama de extensiones:

1o
/
E
o
/
F
/ :

Ademas, los grupos de Galois de F'/F y Fj/Fy, son ciclicos de orden n por lo visto
previamente, digamos que Gal(F'/F) = (01) y Gal(F/Fy) = (o2), entonces:
Gal(E'/F) = (01) x Gal(E'/F') yGal(E'/Fy) = (03) x Gal(E'/F})

Podemos entonces aplicar entonces el lema para los dos grupos anteriores, con
H = Gal(E'/F) y H = Gal(E'/Fp) respectivamente; obtenemos entonces:

Vi, Vi < Gal(E'/F) ciclicos de orden n: Vi=1,...,m:V;NGal(E'/F') = {1}

y

Uy, ..., U, < Gal(E'/Fy) ciclicos de orden n: Vi=1,...,n:U; NGal(E'/F}) = {1}
Sea o € V;NGal(E'/F}), luego o € V; < Gal(E'/F'), por lo tanto o deja fijo a los cuerpos
Fjy F, luego deja fijo a Fj- F = F’; sin embargo V; N Gal(E'/F’) = {1}, por lo tanto
o = 1. Al tener entonces que V; N Gal(E'/F)) = {1} y Vi < Gal(E'/F) < Gal(E'/F})
se tiene que podemos reordenar los subgrupos Uy, ..., U, de manera que V; = U; para
t=1,...,m.

Sean F; := (E’)Ui los cuerpos fijos por U;, luego por se tiene que:
m n
m-N(F)=Y N(E;) y n-N(Fy) =) _ N(E)
i=1 i=1

Por otro lado, la cota superior de Hasse-Weil y que FE;, E tienen igual género por [2.38
nos dicen que:

Vi: N(E;) < q+ 1+ (29(E) +1)q"/?
Ahora, recordemos que Fy = F4(t), por lo tanto los lugares de grado 1 son faciles de
describir, pues se tratan de los lugares correspondientes a t — « para « € F; y el lugar
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correspondiente a 1/t (véase |1.16]); luego N(Fy) = ¢ + 1. Entonces:

n

n(g+1)=n-N(Fp) =Y N(E)=) N(E)+ > N(E)
i=1 i=1 i=m+1

=m-N(F)+ Y N(E)
i=m-+1

<m-N(F)+ (n—m) (q + 1+ (29(E) + 1)q1/2>

Luego:
m - N(F) > m(q+1) = (n —m)(2g(E) + 1)¢"/?
— N(F) 2 q+1-"—"(29(E) +1)q"/?
Sea cp = " (2g(E) + 1), para concluir este teorema basta ver que cz es invariante bajo

extensiones de cuerpos constantes, pero esto es claro, pues:
n=[E:FR]=[E":F], m=[E:F]=[E":F] y g(E)=g(F)
|

Concluimos entonces la prueba del lema principal, y por lo tanto del andlogo de la
Hipotesis de Riemann y de la cota de Hasse-Weil.

6. Ejemplos utilizando SAGE

En esta seccién presentaremos dos curvas para las cuales calcularemos los correspon-
dientes NV, para todo 1 < r < g utilizando SAGE, de esta manera podremos calcular el
L-polinomio asociado y luego su funcién Z, es decir, dar su expresién racional. Habiendo
calculado el L-polinomio, recordemos que los valores de los «a; son los inversos de las
raices de L; en estos casos, trabajaremos con una curva de género 1 y una de género 2,
por lo tanto como los L-polinomios tienen grado igual a 2 veces el género, es facil hallar
sus raices y luego los «;. De tener curvas de género mayor o igual a 3, para hallar los «;
dependemos de la habilidad que tengamos para calcular raices de polinomios de grado
mayor igual a 5; en general solo podremos obtener aproximaciones para los a;, y por lo
tanto también tendremos aproximaciones para los N,.. Sin embargo, notemos que poder
hallar con exactitud los valores de N, solo para curvas de género 1 y 2 no es poca cosa,
pues las curvas de género 1 y 2 corresponden respectivamente a las curvas proyectivas
lisas dadas por y2 = f(z) con deg f € {3,4,5,6}. Si se tiene que una ecuacién de menor
grado, ya sea:

Ly=f(z), f(z)ecFqz]
2. y* = f(z), f(z) € F,ylx] tal que deg f = 1,2.
Estas son isomorfas a IPIIFq, y como el cuerpo de funciones de IP’]%-Q (visto como curva en

P%q) es racional, luego ya sabemos que Z¢(t) = 1/(1 — ¢)(1 — gt), por lo tanto sabemos
que N, = ¢" + 1 para todo r > 1.

Antes de comenzar con los ejemplos mencionamos un resultado que nos permitird hallar
los coeficientes del L-polinomio de una curva a partir de saber la cantidad de puntos
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proyectivos definidos en F ; para 1 <i < g (para g = 1 no lo utilizaremos, pues se sabe
que a; = N1 — (¢ + 1), pero para curvas de mayor grado si es necesario).

PROPOSICION 2.41. Sea L(t) = _1 a;t' el L-polinomio de F/F,. Definimos S
N, —(¢" +1). Luego:
iai = Siao + Si,lal + ... Slai,l
Recordemos que agg—; = ¢ a; parai=0,...,9,a0=1y azg = q7. Por lo tanto basta
conocer N1, ..., Ny para obtener los coeficientes de L.

DEMOSTRACION. Recordemos por M que L(t) = H?il(l —a;t), y consideremos su

derivada logaritmica:
L/(t) _ i — QY
L(t) o . 1-— Oéit
=1

y notemos que 1%% =3 2 o(ut)" para |t| < min{|a;| : 1 < i < 2g}, por lo tanto:
29 00
L/(t) r 7‘-‘1—1
N EN) DOTES il 09
i=1 r=0 i=1
Como N, = ¢" +1— Zl Lo = Zi:l —af“ = Nyi1— (@1 +1) = S,41. Por lo
tanto:
o0
t) Z Spit”
r=0
Comparando coeficientes vemos que se cumple el resultado. |

6.1. Curva de género 1. Consideremos la curva eliptica 83.al, obtenida en
[LMFDB]| (L-functions and modular forms database), que tiene ecuacién minimal E :
v’ +xy +y = 23 + 22 + x. Esta curva eliptica tiene discriminante —83, por lo tan-
to la curva tiene buena reduccién, es decir, al reducirla moédulo p, es una curva suave
en todo primo p # 83. Tomemos p = 163, se puede calcular utilizando [SAGE] que la
curva tiene 186 puntos definidos sobre IF), es decir, N; = 186. Sabemos que ag = 1,
ap=N1—(p+1) =22y as = 163, luego:
163t% + 22t + 1
(1 —1¢)(1—163t)

Ahora hallamos las raices, y obtenemos que estas son:

—11 £4v/42

L(t) =163t +22t +1 y Z(t) =

163
Por lo tanto tomamos como a1, as a los inversos de estas raices:
163 163
= 11-iV42 v ap=——" = —-11+4i/42

a=—
YT T iV

Concluimos entonces que para esta curva:
Ny, =163" 41— (=11 —iv42)" — (=11 +V42)"

Sin embargo, notemos que el proceso hecho anteriormente se puede realizar para
todo primo p # 83, pues la curva eliptica tiene buena reduccion médulo estos primos.

—11 — /42


https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/83/a/1
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Dado un primo p # 83 notamos a, := p + 1 — N1, luego se puede calcular nuevamente
utilizando SAGE:

p |2 |3 |5 |7 |11]13 |17]19|23 |29 |31 |37 |41 |43 |47 |53
ap | —1|-1(-2-3|3 |-6(5 |2 |—4|-T7|5 |—-11|—-2|—-8[|0 |6

Sin embargo, para p = 83 también se puede hallar la cantidad de puntos proyectivos,
en este caso serd 85, por lo que podemos definir ags = 85 —83—1 = 1. Es més, en general
se puede probar que dada una curva eliptica F y un primo p de mala reduccién:

= Si la reduccién es multiplicativa split:
#HEFy)=N,=p " +1"-1"=p" = qp=1
= Si la reduccién es multiplicativa no split:
#EFy) =N, =p +1"—(-1)" = ap=-1
= Si la reduccién es aditiva:
#HEFy)=N,=p"+1"-0"=p"+1 = a, =0

Esto se parece mucho a las férmulas que hallamos para curvas lisas, sin embargo los “«;”
en este caso no tienen valor absoluto p*/2, ni hay una cantidad 2g de estos. Ademds esto
nos dice que |ap| = [Ny —p — 1| < 1 si p es de mala reduccién, de lo contrario la cota
de Hasse-Weil nos dice que |a,| < 2,/p. No ahondaremos en los detalles de los tipos de
reducciones, pero es interesante notar lo que sucede en dichos casos. Recordemos que
la funcién Zg de la curva eliptica E la definimos viendo la curva en un cuerpo finito,
pero como ahora podemos definir E en F, para todo primo p (por mas que haya mala
reduccién, es decir, no sea lisa en Fg3), notaremos:

Zp () = exp <Z #E(Fpm)j:>
m=1

Lpp=1-1)(1—-pt)Zpy(t)
Utilizando esto, y las férmulas para las cantidades de puntos para curvas elipticas sobre
primos de mala reduccién se obtiene:

= Si la reduccién de E en p es multiplicativa split:

1—t
Zgp(t) = 77— = Lgpt)=1-t
= Si la reduccion de E en p es multiplicativa no split:
1+t
Zp,()= ——— = Lp (t)=1+t
7]3( ) (1 o t)(l —pt) 7P( )
= Si la reduccién de E en p es aditiva:
1
ZEp(t) = = Lpp(t) =1

(1=1)(1 = pt)
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Se puede ver que en estos casos se tiene la regla general L ,(t) = 1 — apt. En caso que
F tenga buena reduccién en p, sabemos que:
Lpy(t) =1— ayt + pt*

Se puede definir entonces la L-serie asociada a la curva eliptica £ como:
Le(s) = [[ Lep(p®)"
P

la cual converge para R(s) > %, esto se puede probar utilizando que |a,| < 2,/p. El

Teorema de Modularidad, del cual hablamos en la introduccion, esta relacionado a Lg,
y dice que existe una forma modular nueva de peso 2, llamemosla f tal que:

Lp(s) = Lg(s)
Esto se puede usar para probar un caso de una conjetura que enunciaremos ahora.
Definimos la funcion Ag asociada a E como:
Ag(s) = N*/2(27)~°T(s) Lg(s)
El valor N es el conductor de la curva eliptica.

CONJETURA 2.42 (Hasse-Weil). Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo de nimeros
K. Se tiene que Ag(s) admite una continuacion analitica para todo el plano complejo,
y satisface la ecuacion funcional:

AE(S) = ZEAE(Q - S)

Esta conjetura fue probada para K = QQ gracias al Teorema de Modularidad, y por
lo tanto la prueba es indirecta. En esta se comprueba la conjetura ya que las L-series
asociadas a formas modulares satisfacen las propiedades anteriores.

6.2. Curva de género 2 (de tipo GLj). Consideramos la curva hipereliptica
169.2.169.1 obtenida en [LMFDB], con ecuacién H : y? + (2% + x + 1)y = 25 + 2*. Esta
curva tiene discriminante —13%, por lo tanto tiene buena reduccién para todo primo
p # 13. Tomemos p = 73, se puede calcular utilizando [SAGE]| que N1 = 74 y Ny = 5044.
Sabemos que ag = 1, a1 = 73+ 1—-74 =0y ag = 73%; como asg—i = p?"'a;, luego
asz = 73a; = 0. Aplicando hallamos as:

2a5 = Soag + Siay = Sy = 5044 — (732 + 1) = —286 — ay = —143
Luego:

732t — 14312 + 1
L(t) = 73%t* — 1432 + 1 Z(t) =
®) 1y Z) (1—t)(1—730)

Se puede partir L como:
L(t) = (736> + 17t + 1)(73t* — 17t + 1)
Entonces las raices son:
—17+ i3 17+4V3
2.73 Y T 2.713
Calculando los inversos tenemos:
=17 —4i/3 —17T+4V3

a1 9 a9 = B


https://www.lmfdb.org/Genus2Curve/Q/169/a/169/1
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_17—14V3

17+iV3

2 a

a3

Por lo tanto concluimos que:
1
N =73 41— (=17 = VB)" + (=17 +iV3)" + (17 = iV/3)" + (17 + iv/3)")

Mediante un proceso similar al hecho con la curva eliptica, se puede definir la L-serie
Ly asociada a H, y resulta que esta curva hipereliptica es de tipo GLa, esto quiere decir,
existe una forma modular nueva de peso 2 tal que Ly = L. Por mas que esta curva
hipereliptica sea de tipo GLs3, existen otras que no lo son, como lo es la siguiente.

6.3. Curva de género 2 (no tipo GLj). Consideramos la curva hipereliptica
249.a.249.1 obtenida en [LMFDB|, con ecuacién H : y? + (2% + 1)y = 22 + 2. Esta
curva tiene discriminante 249 = 3 - 83, por lo tanto tiene buena reducciéon para todo
primo p # 3,83. Tomemos p = 101, se puede calcular utilizando [SAGE| que N; = 81
y No = 10329. Sabemos que ap = 1, a; = 81 +1 — 101 = —19 y a4 = 101%; como
A2g—; = p9~%a;, luego az = 73a; = —1387. Aplicando hallamos as:

2a9 = Spag + S1a; = (10329 — 1012 — 1) + 192 = 488 = ay = 244
Luego:

1012¢* — 1387t3 + 244¢%2 — 19t + 1
L(t) = 101%t* — 13873 4 2442 — 19t + 1 Z(t) =
(t) =10 38713 + 9t+1 y Z(t) =801 — 1019

Este L polinomio no es bicuadratico como en el anterior ejemplo, lo que complica un
poco determinar sus raices exactas. En SAGE se puede hallar las expresiones algebraicas
exactas de las raices, sin embargo estas son demasiado complicadas como para trabajar
con ellas y encontrarles algun sentido. Por esta razén damos aproximaciones numéricas
de estas raices:

0,010375—0,121984¢, 0,010375+0,1219847, 0,057608—0,056762: y 0,0576084-0,0567621%

Viendo este problema encontrado para esta curva hipereliptica que no es de tipo GLo,
esto puede sugerir que aquellas curvas que si son de GLo tienen L-polinomios que se
pueden factorizar de maneras mas sencillas, o tal vez tiendan a ser bicuadraticos.



https://www.lmfdb.org/Genus2Curve/Q/249/a/249/1
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