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Resumen

Esta monografia revisita el concepto de Superficies de Riemann comenzando su es-
tudio a partir de ejemplos que motivan la definicién y desarrollando hasta buen punto
la teoria. Nos enfocaremos en la teoria de funciones elipticas iniciada por Weierstrass
que proporciona una identificacién entre curvas algebraicas, los toros latice y el espacio
de Méduli, lo cual permite relacionar conceptos de Geometria Algebraica y Analisis con
Teoria de Nimeros.

Luego, basandose en el trabajo de Etienne Ghys, se logra una interpretacion dinamica,
por medio de la Teoria de Nudos, de las funcién SR de Rademacher, vinculada con log 7,
para

77(7—) — €i7TT H(l . GQiﬂnT>
n=1
la clasica funcién modular de Dedekind.
Nos basaremos en las siguientes referencias (1),(2),(3),(4),(5),(6),(7).

Abstract

This monograph revisits the concept of Rieemann Surfaces starting its study based on
examples that motivate the definition and developing to a good extent the theory. We
will then focus on the theory of elliptic functions initiated by Weierstrass that provides
an identification of algebraic curves, the lattice tori and the Moduli space.

Later, based on the works of Etieene Ghys, we will obtain a dynamic interpretation,
by means of Knot Theory, of the Rademacher function R, linked with logn, for

T](T) — it H(l o €2i7rn’r)
n=1
the classical modular function of Dedekind.
We will base our study on the following references (1),(2),(3),(4),(5),(6),(7).
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CAPITULO 1

Introduccién

La necesidad de considerar extensiones holomorfas en C de funciones reales vino mo-
tivada por diferentes contextos, por ejemplo el de la integracion de expresiones derivadas
de la geometria y la fisica. En casos elementales derivo en ciertas anomalias donde se ob-
tienen funciones multivaluadas, es decir, tales que a un elemento del dominio le pueden
corresponder mas de uno del codominio. Las superficies de Riemann surgen como domin-
ios naturales para este tipo de funciones, buscando perder estas anomalias. Hoy en dia,
el estudio de las superficies de Riemann se encuentra en muchas areas de la matematica
tales como la geometria diferencial, la teoria de nimeros, la topologia algebraica y la
geometria algebraica, algunas de las cuales trabajaremos en las siguientes secciones.

Para dar una introduccién a la relevancia del concepto, estudiaremos los siguientes
ejemplos de funciones multivaluadas.

1. La funcién y/z en C. Al intentar definirla, nos encontramos con un problema
de continuidad pues la raiz real tiene dos ramas: x +— /= o x — —y/x. Dada
cualquiera de estas elecciones, al dar una vuelta alrededor del origen, perdemos
la continuidad.

2. \/1+7 que es la extension analitica de la derivada de arcsin. Esto nos motiva
a definir la primitiva o integral sobre caminos de estas funciones, por lo que
debemos buscar un buen dominio para hacerlo.

3. \/11_7 que pertenece a lo que se conoce como familia de funciones elipticas. Esta
expresion se asemeja con lo que se obtiene al intentar determinar la longitud de
arco de la elipse, lo cual motiva el nombre.

Comenzaremos por estudiar estos ejemplos desde una perspectiva topoldgica pero es
claro que una forma equivalente de ver estas expresiones, es entenderlas como parametriza-
ciones de ceros de polinomios:

1. La primera parametriza los ceros de w? — z
2. La segunda los de w? — (1 — 2?)
3. La tercera los de w? — (1 — 2*)

Lo que nos llevaré a relacionar las superficies de Riemann con la geometria algebraica.

En las secciones siguientes sera importante el concepto de foliacion. Intuitivamente,
una foliacién en una variedad es una descomposicién de la misma en subvariedades, que
se llaman hojas de la foliacion. Como nosotros trabajaremos unicamente en el plano
complejo, consideraremos que una foliacién de C es una descomposicién del plano en
curvas y puntos. A los puntos les llamaremos singularidades de la foliacion.

5



6 1. INTRODUCCION

1. El caso f(z) =z

Comenzamos considerando la foliacién singular en C dada por la familia F de semir-
rectas Ty que empiezan en el origen y tienen dngulo 6 € [0, 27] respecto del eje real.
Dado z € C, z # 0 tenemos dos elecciones para y/z: consideramos el rayo 7y que pasa
por z y podemos tomar el rayo Te O el rayo . En cada una de estas elecciones, nos

quedamos con el elemento de mdédulo \/m . La primera eleccién nos lleva a una funcién
que llamaremos ++/2z que deja invariante R™ y tiene como puntos de discontinuidad a
este mismo conjunto mientras que la segunda eleccién nos lleva a una funcién —/z que
envia R™ en R~ y de nuevo, su conjunto de puntos de discontinuidad es R

Como mencionamos anteriormente, buscamos encontrar dominios en los que estas
funciones sean continuas. Para esto, hacemos una modificaciéon topoldgica al plano
complejo y nos enfocamos en el primer caso pues la construccién también sirve para el
segundo. Trabajaremos con la compactificacién de éste dada por la esfera de Riemann
C=CuU {oo} y buscaremos que nuestras funciones se extiendan continuamente a co.
En este espacio, también podemos considerar la foliacién F pero la semirrecta R™ pasa a
ser un intervalo desde 0 a 0o asi como el resto de las semirrectas de F. La modificacién
que hacemos consiste en quitar este intervalo que es el de discontinuidad.

El espacio obtenido es homeomorfo al resultante de remover un disco D de una esfera
S. Dado que el espacio obtenido no es compacto, tomamos la compactificacién de @\R+
dada por sucesiones de Cauchy de la forma x,, € g, con 6, — 0y x,, € ry, con § — 27.
De esta forma el borde de D es la concatenacién de dos arcos que llamamos R y RT~
que unen los puntos identificados con 0 y 0o. En este espacio la foliaciéon F se ve de la
siguiente forma:

C



1. EL CASO f(2) =z 7

En este nuevo dominio S se puede definir naturalmente la funcién +4/z : S — C
de modo que fuera de los bordes del disco usamos la foliacién que tenemos identificada
con la original F en @, mientras que en los bordes RT" y R™™ tenemos una tnica
forma de extender la funcién de forma continua: enviamos R en RT y Rt~ en R™.
Obtenemos entonces ++/z : S — C. Procediendo de la misma forma y llamando a
los arcos R™" y R~~ podemos obtener —y/z : S" — Cqueenvia Rt en R™y R
en R*. Estas funciones en sus nuevos dominios se ven como en la siguiente figura,
donde marcamos también la imagen de cada una de ellas, que denotamos Im(+4+/z) e
Im(—+/%) respectivamente

Lo que buscamos ahora es juntar las dos ramas de la eleccion anterior en un mismo
dominio sin perder la continuidad. Para esto, pegamos los dominios anteriores de la
siguiente forma: identificamos R de Scon R~ de 8"y Rt~ de Scon R~ 1t de S’. A

este pegado le llamamos S#:S’ v conseguimos una funcién continua ./ : S#S" — C que
contiene ambas ramas de la raiz. Se puede observar lo obtenido en la siguiente figura
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+vz

Ademds, una propiedad interesante es que dado z € C, z # 0, 00, podemos iden-
tificar en S#S’ las dos soluciones de 2 = w? que en 0 e 0o colapsan a una tinica solucién.

A partir de este modelo, que es puramente topoldgico y con el objetivo de ganar
estructura y poder hablar de conceptos como holomorficidad sobre estas superficies,
introducimos a continuacién la definicién formal de Superficie de Riemann

DEFINICION 1. Una Superficie de Riemann es un espacio topoldgico S Hausdorff y
N, tal que existe un cubrimiento por abiertos {Uy}aer v para cada elemento de éste,
un homeomorfismo ¢, : U, — C de forma que los mapas de transicion @, o gpgl son
biholomorfos en sus dominios naturales. A las funciones @, : U, — C las denominamos
cartas locales y al conjunto (U,, @) lo denominamos atlas.

Con esta definicion, estamos en condiciones para hablar de mapas entre superficies
de Riemann y el concepto que queriamos: holomorficidad

DEFINICION 2. Sean S, S’ dos superficies de Riemann y un mapa f : S — S’. Deci-
mos que f es holomorfo si para cualquier par de cartas p, @' de S y S" respectivamente,
se tiene que @' o f o ™! es holomorfa en su dominio natural. Ademds, decimos que f
es un biholomorfismo si es holomorfa y tiene inversa holomorfa.

En la construccién anterior, vimos un primer ejemplo de una superficie que verifica la
definicion de superficie de Riemann: C. Notar que podemos pensarla como el conjunto
S? = {(z,y,2) € R® : 2 + y* + 2* = 1} y considerar dos abiertos S? \ {(0,0,1)}
y 52\ {(0,0,—1)}. Tenemos, entonces, las proyecciones estereograficas con base en
cada punto. Veremos en el siguiente capitulo que esto efectivamente es un atlas y por
lo tanto concluimos que C es una superficie de Riemann. Nuestra construccién, nos da
que / S4S" — C es un biholomorfismo, por lo que obtenemos que nuestra superficie
S#S’ construida, también es una superficie de Riemann.
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Ahora miremos el problema desde un enfoque mas algebraico. De nuevo, dado z € C,
buscamos los w que son solucién de la ecuacién z = w?. Esto es equivalente a estudiar
el conjunto de ceros del polinomio P(z,w) = z — w?, es decir, el conjunto

X ={(z,w) € C*: P(z,w) =0}

que se conoce como curva algebraica compleja pues como variedad compleja, tiene di-
mensién 1. Asi como para funciones reales, tenemos una version del teorema de la
funcién implicita para funciones complejas. Lo enunciamos a continuacion para el caso
en que la funcién es un polinomio.

TEOREMA 1. Consideramos un polinomio P : C x C — C. Sea S = P7'(0) y
(20, wp) € S tal que 8%P(zo, wy) # 0. Entonces existe un disco Dy centrado en zy, un
disco Dy centrado en wy y una funcién holomorfa ¢ : Dy — D, tal que

(z,w) € P71(0) N Dy x Dy sii w = ¢(2)

Se deduce del teorema que si consideramos f como en el enunciado de modo que
£740) no contiene singularidades, es decir, en todo punto alguna de las derivadas no se
anula, entonces X = f7(0) es una superficie de Riemann.

Tenemos entonces una nueva forma de juntar las dos posibles raices 1/z de z € C.
Para cada z # 0,00 en C existen wy,wy € C tales que (z,w),(z,wy) € X C
C x C. Por la observacion anterior, este conjunto es una superficie de Riemann.
Ademas, podemos compactificarlo en C x C agregando un par (00, 00) y obtenemos
X = X U{(00,00)} que es una superficie de Riemann compacta.

Con la finalidad de entender la topologia y estructura de esta superficie, consideramos
ahora las dos proyecciones pr; : C x C — C tal que pry(z,w) =z y pry, : Cx C — C
tal que pry(z, w) = w. Estos mapas son holomorfos. De hecho pr, es un biholomor-
fismo por lo que concluimos que X es biholomorfo a la esfera de Riemann. Por otro
lado, el conjunto {pr;*(2)} tiene exactamente dos elementos siempre que z # 0, 0.
En estos casos particulares, la preimagen tiene un tnico elemento: pry*(0) = (0,0) y
prii(oo) = (00, 0). Sesigue que en X \{(0,0), (00, 00)}, pr; es un biholomorfismo lo-
cal y por lo tanto, es un cubrimiento del anillo C \ {0, co}. En definitiva, pr, : X — C
es lo que se conoce como un cubrimiento ramificado con dos puntos de ramificacion
(0,0), (00, 00). Esto significa que es un mapa 2 a 1 y representa un homeomorfismo
local en todos menos finitos puntos donde es 1 a 1, que llamamos puntos de ramificacion.

Hemos construido entonces tres superficies de Riemann S#5’, C, X, todas ellas com-
pactas. Recordando que el Teorema de Uniformizacién establece que toda superficie de
Rimann compacta y simplemente conexa es equivalente a @, tenemos que nuestras tres
superficies son equivalentes. De todos modos, en este caso vimos la equivalencia a partir
de nuestra construccion.
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Veamos una idea de la prueba del Teorema 1. Sea P(z,w) un polinomio en dos
variables complejas y (2o, wy) una raiz de P tal que alguna de las derivadas, digamos
82 (29, wp), no se anula (el otro caso es andlogo). Comenzamos pensando a P(z,w)
como una familia de funciones f,(w) con un pardmetro z € C, de modo que cada una
de las f, es un polinomio y por lo tanto holomorfa. Dada nuestra suposicién de que
%(zo, wy), tenemos que f7 (wy) # 0, por lo que, en un entorno de (2o, w,) dado por
un producto de discos D; X Dy C C X C se cumple que (zg, wy) es el tnico punto tal
que f.,(wy) = 0. De hecho, podemos tomar estos discos adecuadamente de modo que

se cumpla lo siguiente:

e Fijado z € D; existe un tnico w € D, (contado con multiplicidad) tal que
(z,w) verifica que f,(w) = 0.

e f.y f!/ nose anulan en 0D;.

Utilizando el principio de variacion del argumento, obtenemos que para los pares
(z,w) como en el primer punto, se cumple
1 fi(w)
= — w=———=dw
2mi 0D2 f z(w)

Considerando ahora la funcién

_ fi(w)
o(z) = ngz wfz(w)dw

se cumple que

(z,w) € X N Dy x Dy sii w = ¢(2)
Solo resta probar que ¢ es holomorfa. A menos de hacer un cambio de variable,

podemos asumir que wy, = 0. Sea R(z,w) la funcién racional que integramos para
definir ¢. Entonces

lim ¢(2) — P(2)

z2—20 Z— 2

T R(z,e")ie™ — R(zo, e")ie

lim dt
z2—=zo0 Jo Z — 2
o R(s ') — R it
lim ie' (2, ¢) (o, )dt
z2—=z0 Jo Z — 20
donde W (z,e") = R(z,e") — R(zg,€e") es una funcién racional que depende de la

variable z y tiene un cero en z; que ademas no es un polo. Por lo tanto

W(z,e") = (z — 2)V(z,e")

con V' una funcién racional sin polos (para z € Dy, t € [0,27] ). Luego,
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2w ) R it R it 27 ] )
lim ie' (z:.¢) (o, )dt = lim ie"V(z,e")dt

Z—20 0 zZ — ZO Z—20 0

Y concluimos que

lim ¢(Z) - ¢(2’0)
Z2—r20 Z — 2
1.1. La esfera CP'.

En la seccién anterior, conseguimos tres superficies que resultaron ser esferas equiv-
alentes. Veamos un cuarto ejemplo de una esfera bastante conocida.

27
= / ie"V (20, €")dt
0

Consideremos el espacio C x C \ {(0,0)} y la relacién de equivalencia dada por:
(z,w) ~ A(z,w) para todo A € C*. El espacio (C x C\ {(0,0)})/ ~ resulta un es-
pacio topoldgico donde la topologia es la natural inducida por la proyeccion al cociente.
Se conoce como recta proyectiva y se denota usualmente CP!.

Asimismo, podemos ver este espacio como una superficie de Riemann que resulta

compacta y simplemente conexa, por lo que sera equivalente a C debido al teorema de
uniformizacion.

Veamos de todos modos una construcciéon que nos daréd esta equivalencia. Consid-
eramos la proyeccién al cociente 7 : C x C \ {0} — CP'. Como (z,w) ~ (z/w,1)
siempre que w # 0, vemos que la proyeccién restricta al plano R = {(z,1) : z € C} es
un homeomorfismo sobre su imagen 7(R) y ademéds es densa en CP', pues cubre todo
CP' menos el punto (z,0). Haciendo la compactificacién de Alexandroff del plano R,
tenemos que ésta es homeomorfa a m(R) U {(z,0)}. En conclusién, como el plano R se
identifica naturalmente con C, obtenemos un homeomorfismo entre C y CP! que lleva
la estructura compleja de la esfera en nuestro nuevo espacio.
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2. El caso f(2) = ==

1—z

Como mencionamos anteriormente, este caso surge de intentar extender analiticamente
la funcién f(x) = ﬁ que es la derivada de la funcién real arcsin. Por lo tanto, nos
interesarfa también tener una primitiva F'(2) de f(z) que serfa la extensién analitica
de arcsin. Para definir esto formalmente, requerimos un buen dominio para la funcién.

Desarrollamos esta construccion en lo que sigue.

Notar que la funcién f es la composicién de la inversién 1/z que es un biholomorfismo
de C, la funcién VY la funcién 1 — z2. Como vimos en la seccién precedente, v tiene

un problema de definicién dado por la discontinuidad en la semirrecta R™ por lo que nos
enfocaremos en la composicién

g(z) = V1 — 22

definida en C y en C. Para estudiar los problemas de discontinuidad, comenzamos por
buscar la foliacién singular G tal que llevada por 1 — 22 coincide con la foliacién radial
F. Esta foliacion se ve de la siguiente forma

Destacamos las siguientes propiedades que se pueden observar en el dibujo

1. Las singularidades de G se corresponden con los reales —1,0, 1 donde 1, —1 son
las preimégenes de 0 por 1 — 22 y 0 es un punto singular de 1 — 22, es decir,
un punto donde la derivada de la funcién se anula, por lo que la funcién falla
en ser un difeomorfismo local.

2. Las semirrectas reales [00, —1] y [1, 00] son enviadas uno a uno sobre la semir-
recta R~ mientras que el intervalo real [—1, 1] es enviado sobre [0, 1] recorriendo
éste ida y vuelta desde 0.

3. El eje complejo {ai € C : a € R} = Im es enviado en la semirrecta [1, 00].
Por lo que siendo {ai € C:a > 0} = Im" y{ai € C:a <0} = Im",
tenemos que la unién de los segmentos Im™ U [0, 1] es enviada uno a uno en R*
asf como la de los segmentos Im™ U [0, 1], Im™ U [—1,0], Im~ U [—1, 0]
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1—22

Bajo estas consideraciones, observamos que quitando Im U (—1, 1) obtenemos las
foliaciones G_; del tipo radial desde —1 y G; desde 1 y podemos definir la funcién
v 1 — 22 de diversas maneras: en cada foliacién podemos elegir el arco mitad o el arco
mitad mas 7. Representamos ambas elecciones para 2z en la foliacién G; en la siguiente
figura.

G_1 G F

-
elijo - + =

En principio, podriamos combinar todas estas opciones y obtener cuatro funciones
diferentes. Sin embargo, buscamos una eleccién que se extienda continuamente a la
clausura que surge de unir Im U (—1,1). Por lo tanto, teniendo en cuenta la figura
anterior, podemos concluir que tenemos tinicamente dos opciones:

e Si elegimos arco mitad para la foliacién G; entonces debemos elegir arco mitad
mds 7 para la foliacién G_;.
e Si elegimos arco mitad mds 7 para la foliacién G; entonces debemos elegir arco
mitad para la foliacién G_;.
Esto nos da dos posibles opciones, como en el caso anterior:

+v1—-22:C\{ImU(-1,1)} =Cy —v1—-22:C\{ImuU(-1,1)} - C

Las mismas se pueden visualizar en las siguientes figuras:
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En ambos casos, las imdgenes cubren todo C menos el intervalo (0, 00) y pueden ex-
tenderse continuamente a Im™, Im™~ de forma que, dado ai, definimos la primera funcién

como —v/1 + a? y para la segunda ++/1 + a?.

El siguiente paso es juntar ambas opciones en una unica funcién holomorfa en una
superficie de Riemann compacta. Procedemos como antes:

1. Removemos el conjunto de discontinuidades.

2. Compactificamos de modo que el espacio resultante sea una esfera menos dis-
cos, manteniendo la informacion radial para poder extender nuestra funcion
continuamente.

3. Pegamos los dos espacios.

Es claro que el conjunto de discontinuidades es el intervalo (—1,1). Una vez que lo
quitamos, la compactificacion es similar al caso anterior pero teniendo en cuenta el nuevo
contexto. En el ejemplo previo, nos basamos en sucesiones convergentes al segmento Rt
y contenidas en un circulo fijo transversal a los radios. Ahora debemos tomar estos
circulos transversales a las preimagenes de dichos radios bajo la funcién 1 — 2% segiin se
observa en la figura:

TNINERX
f S =

No obstante, al agregar estas sucesiones, aiin no obtenemos un espacio compacto pues
no hay un circulo que pase por el cero. Este problema se soluciona facilmente agregando
un 1ltimo cfrculo de C dado por el eje imaginario. Una vez hecho esto, podemos tomar
la compactificacion que queremos y obtenemos un espacio homeomorfo a la esfera menos
un disco abierto cuyo borde se identifica con la unién de dos arcos: uno de —1 a 1 por
0" y otro de —1 a 1 por 0~ como se muestra en la figura:
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1—22

En este nuevo espacio podemos considerar las funciones +v/1 — 22 y —v/1 — 22

como se muestra a continuacion:

7/
LS £(2)
1)
2
Z
f(z)
s
- >
f(2) 4
, -
=z

El siguiente paso en nuestro procedimiento es pegar ambos espacios de modo que
el espacio resultante sea una superficie de Riemann R y la funcién f : R — C sea
holomorfa. Esto resulta un tanto mas dificil que en el caso anterior. Observar que si
elegimos pegar el segmento de 0™ a 0~ por 1 del primer espacio con el segmento de 07 a
0~ por —1 del segundo y el segmento de 0" a 0~ por —1 con 0" a 0~ por 1 del segundo,
generamos un espacio que es topoldgicamente una esfera pero el mapa inducido f falla
en ser holomorfo. Esto lo podemos observar de la siguiente forma: tomamos un disco
D centrado en un elemento a del segmento borde entre 1 y 07 con un didmetro dentro
del mismo y vemos que la imagen por la funcién f es un semidisco, como en la figura,
lo cual no puede pasar si buscamos que f sea holomorfa.
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Q1 f
' \f (P)
f(d)
(O
_/
0, 9))

Procedemos entonces a hacer la identificacion de la siguiente forma

Ahora bien, podemos preguntarnos cudl es el espacio obtenido. Para responder esta
pregunta, comenzamos por pensar a nuestros espacios como si fueran cuadrados con
centro en infinito y marcando como pretendemos identificar los bordes.

Representamos
esto en la figura
0" = -1 ﬁl 1—0 0 — -1 i 36
by o0 Ad by 002 Ad
150 P
c

» 0" =1
0 =1 ~1—0 L5
C

Juntando los bordes de ambos cuadrados, obtenemos el siguiente

espacio con los
intervalos identificados
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ot =] a i [ | f’: (|
B C & B
d A 4 001 A [o’eD)} Vb
D
A A
1-0 E 0 =1 : 0—1

07— -1
que es una superficie de Riemann R

Nos interesa ahora saber qué tipo topoldgico tiene esta superficie. Hacemos uso,
entonces, de una herramienta importante que nos brinda el teorema de clasificacién de
superficies: podemos clasificar a nuestra superficie calculando su caracteristica de Euler.
Usando la triangulacion representada en la figura anterior y teniendo en cuenta la iden-
tificacion de los bordes, encontramos 4 vértices, 6 lados y 4 caras, por lo que obtenemos
X (R) = 2y la superficie es una esfera.

En el siguiente dibujo representamos a Ry a f : R — C

D=7

Como en el caso anterior, también podemos intentar resolver el problema haciendo
la construccién desde una perspectiva mas algebraica. Esto es, considerar la curva
algebraica

X ={(z,w) eCxC:w*=1-2"}

Esta curva X resulta ser una superficie de Riemann pues si consideramos la funcién
P :C x C — C tal que P(z,w) = 2* + w? — 1 entonces, tenemos que X = P~1(0).
Ademés. como (0,0) ¢ X y es el tinico punto donde ambas derivadas se anulan, estamos
en las hipétesis del Teorema 1 de la seccién anterior.
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Esta superficie no es compacta en C X C. En principio, podriamos compactifi-
carla en C X C y esperar que al menos una de las proyecciones pr,, pr,, determine un

bi-holomorfismo entre X y C como hicimos anteriormente. Sin embargo esto ya no fun-
ciona. Observar que dado z # 1, —1 existen dos valores de w tales que (z,w) € X y
fijado w # 1, —1 existen dos valores de z tales que (z,w) € X. Es decir, las proyec-
ciones fallan en ser 1 a 1 exceptoen z = 1, —1 y w = 1, —1 que decimos que son valores
singulares. Vemos, ademds, que en el complemento de z = 1, —1, pr, : X — C es un
cubrimiento que podemos extender de buena forma a los valores anteriores, por lo que
decimos que es un cubrimiento ramificado

A pesar de los problemas mencionados, podemos aprovechar este ejemplo de esta
curva algebraica y superficie de Riemann X para discutir otro tipo de compactificacién.
Claramente, buscamos que al compatificar, la superficie obtenida sea una superficie de
Riemann lo cual nos trae algunos problemas que se mencionan a continuacion.

Observar que si tomamos X C C x C, obtenemos X = X U {(c0,00)}. Que
este espacio resulte una superficie topolégica depende de cémo el espacio X tienda a
infinito. Lo pensamos de la siguiente manera: consideramos un disco cerrado D en C
de centro cero y radio 2. El complemento de éste, resulta ser un disco que notamos D
y decimos que tiene centro en 0o. Al mirar pr;*(Dy) N X vemos que para cada z en
el disco, tenemos exactamente dos puntos (z,w,), (z,wy) donde w; = —w,. Fijemos
entonces zy en dicho disco y sus correspondientes pares (zp, w;), (2o, ws). Sea U la
componente conexa de pr;'(Dy) N X que contiene a (2, w;) y U, la que contiene a
(20, wq). Tenemos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1. Se tiene que pr; ' (Doy N X = Uy UUs y que Uy N U, = 0.

Discutimos la prueba de la segunda parte del enunciado. Supongamos que existe
una curva (2(t), w(t)) desde [0, 1] en la superficie tal que une (2o, w;) con (zp, wy) con
|2(t)| > 2. Esto tltimo lo pedimos para que la curva esté contenida en pr~'(Dy,) N X.
Podemos suponer que cada curva z(t) corta cada semi eje real y complejo una tnica vez.
Ademss, cada vez que z(t) estd en alguno de estos semi ejes, w(t) también debe estar
en alguno dada la relacién algebraica entre ellos. Por lo tanto, las curvas z(t) y w(t)
deben cortar los semi ejes reales y complejos la misma cantidad de veces. Se cumple que
z(t) comienza y termina en z; dentro de D, sin pasar por infinito y w(t) comienza
en w; y termina en wy, = —w,; dentro de D, sin pasar por infinito. Dado que ambas
curvas cortan a cada semi eje en un Unico punto, tenemos una contradiccion.

Tenemos que en cada abierto U; y Us, la proyeccién pr, es un biholomorfismo, por
lo tanto, la clausura de cada uno es biholomorfa a D,. Utilizando lo anterior, tomamos
ahora la clausura de

pri(D)NX cCxC

que es simplemente

Uy U Uz U{(00,00)} = [Ur U{(00,00)}] U [Us U{(c0,00)}]
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Este ultimo espacio es homeomorfo a tomar dos discos disjuntos y pegarlos por su
centro, por lo que no puede ser una superficie topoldgica.

Concluimos entonces que en general, tomar la clausura en C X C de una curva
algebraica que es una superficie de Riemann en C X C no necesariamente resulta en una
superficie. Este problema puede solucionarse compactificando por dos puntos 0oy e 00s.

1
3. El caso o

La integral real de este tipo de expresiones pertenece a la familia de integrales
elipticas. Nuevamente, queremos entender las posibles superficies de Riemann que sirvan
de dominio para la funcién v/1 — z4. Como en los casos anteriores, tenemos dos posibles
construcciones:

e Construccion Topologica: a partir de cortes y pegados del plano complejo.
e Construccién Algebraica: a partir de los ceros del polinomio P(z, w) asociado
a la funcién 1 — 24,

Nos guiaremos por el primer camino, pues para dar con la topologia de la superficie
en cuestion a partir del segundo método, necesitaremos el teorema de Riemann-Hurwitz
que veremos mas adelante. Buscamos una superficie de Riemann donde podamos definir
v 1 — z% Andlogamente al caso anterior, consideramos la foliacién singular G en C que
es enviada por 1 — 2% en la foliacién radial F de C. Es decir, buscamos la preimagen G
de la foliacién F por la funcién 1 — z*. Esta se ve como en la figura

De las cuatro preimagenes del punto singular 0 nacen cuatro foliaciones radiales
G1,G_1,G;, G_; identificadas con la foliacién F sin el segmento [1,00) cuya preimagen
nos da las rectas * = y y * = —y como se ve en la figura anterior.

Para definir una rama de la funcién v/1 — z* debemos elegir en cada una de las
sub-foliaciones G, G_1, G;, G_; el arco mitad o el arco mitad més 7. Sin embargo, vimos
en el ejemplo previo que debemos hacer esta elecciéon cuidando la continuidad de la
extension de la funcidon a su clausura. Ahora este problema se da en los conjuntos
{r =y},{r = —y} y la unién de los intervalos (—1,1) y {bi : =1 < b < 1}. Tenemos
entonces dos opciones:



20 1. INTRODUCCION

e Sielegimos en G, el arco mitad, debemos elegir el arco mitad mas 7 en G;, luego
en G_; debemos elegir el arco mitad y en G_; el arco mitad mds m. De esta
forma queda definida una funcién continua en la unién de estos cuatro sectores
y las rectas * = y y © = —y que cubre a la esfera de Riemann dos veces: el
primer y tercer sector cubren la semiesfera Im(z) > 0 y los otros dos sectores
cubren la semiesfera Im(z) < 0. De esta forma obtenemos una rama de la
funcién v/1 — z* que notamos por ++/1 — 24

e Si, inversamente, elegimos el arco mitad mds 7 en G;, hacemos la eleccién en
los otros sectores de forma alternada y obtenemos la otra rama de dicha funcion
donde los sectores son enviados de forma analoga al caso anterior sobre la esfera
de Riemann. A esta segunda rama la denotamos —v/1 — z%.

Nuevamente, nos preguntamos si podemos pegar estas dos ramas para obtener una
funcién /1 — 2% holomorfa en alguna superficie de Riemann. Para esto, observamos que
en los casos anteriores, para compactificar luego de retirar los segmentos problematicos,
es clave tener por cada punto de ellos, un circulo de la foliacién singular que surge de
las preimagenes por 1 — z* de la foliacién F. En este caso, los segmentos a remover son
{|Re(z)| < 1,Im(z) = 0} y {|Im(z)| < 0,Re(z) = 0}. Al compactificar obtenemos
un espacio homeomorfo a la esfera menos un disco, que equipado con las foliaciones
inducidas tiene el siguiente aspecto

Gi

g1
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En este espacio tenemos dos posibles funciones /1 — 24 segiin nuestra eleccién entre
—v1—2*y —v/1 — 2% Llaméandole S y S’ a los correspondientes dominios, las fun-

ciones se ven como sigue

- > R+

g

QD
(7
0 0 \/ 1
g—l 9 gl - 172; +
‘1 } 1 o R
0 0~ 0++_) 1
8: gl
N 00" —1
1,i,—1,—i—0
G i

El ultimo paso es pegar los dominios de estas funciones de manera adecuada para
obtener una tinica funcién /1 — z4 que guarde la informacién de todas las ramas y que
esté definida en una superficie de Riemann que llamaremos R. Es claro que tenemos que
respetar ciertas reglas para hacer la identificacion de los bordes a modo de no perder
la holomorficidad. Topoldgicamente, queremos pegar por el borde los cuadrados S y S’
que se observan en la figura
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Observamos entonces que las propiedades del pegado correcto son:
e Evitar pegar dos sectores del mismo color.
e Nuestra funcién debe tener una unica pre-imagen para los valores 1, —1 y para

todos los otros puntos salvo infinito, debe tener cuatro pre-imagenes.

En la siguiente figura se muestra la identificacién siguiendo la coincidencia de colores.

El resultado es un tinico rectangulo cuyo borde debe respetar la identificacion de la
figura anterior

E B D A F. B E

A—=1
B —-1
C.DEF —()
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Este espacio es efectivamente una superficie de Riemann y nuevamente podemos
preguntarnos cual es su tipo topoldgico. Una vez mas, para responder esta pregunta,
procedemos como en el ejemplo previo y usamos el teorema de clasificacion de superficies.
Calculamos entonces la caracteristica de Euler de este espacio. Triangulamos el ultimo
rectangulo que obtuvimos induciendo una triangulacién en el cociente R segun se indica
en la figura.

a
lo I3
Tl T% T4 TB
I Iy
Ty Ts
A fg B nhCh B b(‘: A

Los vértices son A, B, C, los lados a, be, de, fg, h, 11,15, 13,1, ylas caras Ty, T5, T3, Ty, T5, T.

Es decir, tenemos tres vértices, nueve lados y seis caras, por lo tanto

X(R)=3-9+6=0

Y la superficie en cuestion resulta ser un toro.

El mapa holomorfo v/1 — 2 : R — C cumple que para 0 las pre-imagenes son los
puntos C, D, E, ' de R identificados con 1, —1, 4, —i. Para 1 la pre-imagen es B y para
—1 es A. Ademds, las pre-imdgenes de oo son los puntos identificados con el infinito
en S y S que podemos notar 0o; e 00, en R. Este mapa es ub cubrimiento rami-
ficado de grado cuatro con valores de ramificacién 1, —1, 00 y puntos de ramificacién
A, B, 00,005 donde A y B son de orden cuatro y 00;, 005 son de orden dos.

Terminamos de analizar este ejemplo mirando el problema desde la perspectiva al-
gebraica. La curva algebraica en cuestion es

X={(z,w) eCxC:uw*=1-2z"

Hacemos mencion de algunas caracteristicas importantes del espacio en cuestion, sin
incluir demostraciones.

La primera observacién es que el espacio R que construimos anteriormente a partir
de pegados, es una compactificacién de la curva X, es decir, podemos meter a X en R
utilizando un mapa holomorfo tal que su imagen sea R \ {00g, 00g/}. Otra observacién
es que el mapa v/1 — 2% que construimos, se identifica con la proyeccién pr, : X — C
y es 4 a 1 salvo claramente en las preimdgenes de 1 y —1. Por otro lado, la otra
proyeccion, pr, : X — Ces 2 a 1 salvo en las preimégenes de 4 puntos de ramificacion.
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Esto implica, haciendo uso de todas las observaciones, que existe un mapa del toro a la
esfera que es 2 a 1 salvo en 4 puntos de ramificacion.

4. Sobre el teorema de Riemann-Hurwitz

Hasta el momento, todas las superficies de Riemann construidas tienen asociado al
menos un mapa holomorfo a la esfera de Riemann. En el caso de las curvas algebraicas,
tenemos dos de estos mapas dados naturalmente por las proyecciones. Este tipo de
mapas, son herramientas ttiles a la hora de clasificar superficies de Riemann. A contin-
uacion veremos un primer reflejo de esto que pertenece a los dominios del renombrado
teorema de Riemann-Hurwitz. Este teorema, nombrado en honor a Bernhard Riemann
y Adolf Hurwitz, describe la relacién entre la caracteristica de Euler de dos superficies
cuando una es un cubrimiento ramificado de la otra. De esta manera, conecta la rami-
ficacion con la geometria algebraica.

Volvamos al ejemplo donde la superficie en cuestion es

X={(z,w)eCxC:w”=1-2"}

En este caso, habiamos visto que las proyecciones fallan en ser 1 a 1 por lo que no
podemos identificar X con C rapidamente. Por su parte, la construccion del dominio R
para la funcién /1 — 22 nos llevé a concluir que R es una esfera topolégica. Ademas,
de la suma conexa, obtuvimos un mapa holomorfo desde X hasta R que toma todos los
puntos salvo los dos infinitos. Por lo tanto, podemos concluir que la compactificacién
de la superficie X es una esfera topolégica.

Desde el punto de vista algebraico, esto no es satisfactorio pues quisiéramos poder
clasificar la topologia de X sin pasar por otro modelo.

Recordar que la topologia de una superficie compacta orientable, queda determinada
por la caracteristica de Euler de la misma. Consideramos entonces la compactificacion
de X que construimos anteriormente. Vimos que X Npr;*(D,,) era igual a la unién de
dos superficies disjuntas U;, Uy cuyas clausuras en C x C resultan equivalentes a D..
Luego, al tomar la compactificaciéon de X con dos puntos al infinito 0o, correspondiendo
a U, y 00y correspondiendo a Us, se obtiene una superficie de Riemann que llamamos [X]

Si tomamos el mapa

pr,: X —-C

vemos que para cada z # 1, —1, existen dos preimdgenes. En los casos z = 1, —1,
tenemos una unica preimagen. Ademas, este mapa es localmente un homeomorfismo,
por lo que la restriccién del mismo a X \ {(1,0), (—1,0)} resulta un cubrimiento doble
e induce un mapa
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donde simplemente se extiende en 00y y 005 como 00. Por lo tanto, este mapa también
es 2 a1l en 0oy es un cubrimiento doble si lo restringimos a [X]\ {(1,0), (—1,0)}.

Si tomamos ahora una triangulacién 7 adaptada a nuestro cubrimiento ramificado
que tenga vértice en 1 y en —1 y consideramos su preimagen por pr, obtenemos una
triangulacién 7' que estd vinculada con la original de la siguiente forma:

L o(T")=2v(T)—2
2. e(T") =2e(T)
3. f(T") =2/(T)

A partir de esto, podemos calcular la caracteristica de Euler de [X] usando la trian-
gulacién T

X([X]) = o(T") = e(T") + F(T)
X([X])=20(T) —2—2¢e(T) +2f(T)
X([X]) =2X(C) —2 =2

Esta tltima relacién entre la caracteristica de Euler de [X] y C es lo que establece
el teorema de Riemann-Hurwitz. Cerramos concluyendo que [X| es una esfera.

4.1. Superficies de Riemann de género g. En esta seccién usamos lo hecho
hasta ahora para mostrar cémo aparecen superficies de Riemann de cualquier género.
Para esto, trabajaremos con polinomios y sus proyecciones como lo hicimos en el caso

particular de Riemann-Hurwitz para la ecuacién w? = 1 — 22

Consideramos

ap < Qg < ... < Qog41 < qog12

numeros reales en C no nulos, tal que si un nimero real pertenece a la lista, entonces su
opuesto también. Tomamos ahora el polinomio en C X C dado por

2g+2
P(z,w) = w® — H(z — ;)
i=1
El conjunto de ceros de este polinomio es

2942
X={(z,w) ECXxC:w* = H(z—ai)}
i=1
que es una superficie de Riemann. Consideramos ahora la proyeccién pr,. Como
antes, esta proyeccion es un cubrimiento 2 a 1 salvo en los valores z = a; con 1 =
1,...,2¢9 + 2 que tienen una tnica preimagen. Adem4s, de manera analoga al caso w? =
1 — 22, podemos construir una compactificacién [X| de X con dos puntos {oo;, 00, }
tal que [X] es una superficie de Riemann y la proyeccién se extiende a

pr, : [X] - C
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de forma que estos nuevos puntos se mandan sobre oo y en un entorno de cada uno
de ellos, el mapa es 2 a 1. Para este caso, debemos usar no solo los semiejes reales y
complejos para la variable z sino también un conjunto de rayos acotado por el grado del
polinomio. Observar que siempre que w se encuentre en uno de estos semiejes y tenga
modulo grande, entonces z debera estar en alguno de los rayos y viceversa. Por lo tanto,
no podemos construir una curva desde la solucién (z,w) a (z, —w) cuya proyeccién en
z esté lejos del origen

Podemos tomar ahora una triangulacién T adaptada a nuestro cubrimiento ramifi-
cado que, tomando primagen por pr, nos da una triangulacién 7" en [X| que cumple
Lo(T)=20(T)—2(g+1)
2. e(T") = 2¢(T)
3. f(T") =2f(T)

de donde obtenemos que

X([X]) =2X(C) —2(g +1) =2~ 29
y por el teorema de clasificacién de superficies, concluimos que [X]| es una superficie
compacta de género g, es decir, un g-toro.

Concluimos este capitulo dando algunos ejemplos de superficies de distintos géneros
en la siguiente figura. Los dos primeros seran los mas relevantes para el resto de la
monografia.




CAPITULO 2

Sobre funciones meromorfas entre Superficies de Riemann

Como vimos en el capitulo anterior, para entender la estructura de las superficies
de Riemann, es necesaria la nocién de mapas holomorfos entre ellas. Comenzaremos
este capitulo trabajando con funciones que parten de una superficie S y tienen como
codominio el plano complejo. Es claro que si un mapa holomorfo f : S — C parte
de una superficie compacta, entonces debe ser constante. Aplicando el principio del
méximo absoluto, razonamos de la siguiente manera: si este no fuera el caso, f no
podria ser acotada y por lo tanto, |f| no tendria extremos absolutos. Sin embargo, S
es una superficie compacta y f una funcién holomorfa; en consecuencia, debe existir tal
maximo absoluto. Destacamos esta importante propiedad en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 2. Toda funcidn holomorfa desde una superficie de Riemann compacta
y conexa a C es constante.

En base a esto, vemos que para obtener ejemplos mas interesantes, debemos consid-
erar entonces, funciones holomorfas desde una superficie S a la esfera C. A este tipo de
funciones, se les suele llamar funciones meromorfas, salvo a la que es constante co. La
exclusion de esta tltima se debe a que buscamos que el conjunto de funciones meromor-
fas de S forme un cuerpo.

Mencionamos brevemente uno de estos ejemplos en el capitulo anterior. En el caso
en que X C C x C es el conjunto de ceros de un polinomio P(z,w) de forma que en
todo punto de X alguna de las derivadas de P no se anula, las proyecciones en cada
variable son funciones holomorfas. En base a este ejemplo, concluimos previamente que
existe una compactificacion X de X de tal modo que una de las proyecciones, extendida
a la misma, resulta ser un mapa holomorfo entre X y C.

Antes de comenzar el estudio de dichas funciones, introducimos algunos resultados
fundamentales de mapas holomorfos entre superficies de Riemann. Una propiedad im-
portante dentro de la teoria de funciones de variable compleja es la analiticidad de las
funciones holomorfas: si f es una funcién holomorfa en un abierto U C C, entonces
para todo punto z; € U, existe r > 0 y una sucesién de niimeros complejos {a,} tal
que

f(z) = Zan(z — 29)", para todo |z — zo| <71
n=0
27
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donde los términos de la sucesién estdn dados por las derivadas de f de modo que

(n] . ., . .
a, = [0) - Ge dice que la funcién es representable por serie de potencias.
n!

Nos gustaria generalizar esta definicién para el caso en que el dominio de la funcion,
es una superficie de Riemann S v el codominio es C y obtener f : S — C holomorfa.
Para esto, consideramos un punto z; € S tal que f(zy) # 00 y una carta local @,
definida en un entorno del punto z5. La composicién f o ¢ ! resulta ser una funcién

holomorfa desde un abierto de C a un abierto de C. Por lo tanto, podemos asignar a
esta funcién, una serie de potencias como definimos anteriormente, alrededor del punto

Yo = S%()

Nuestro problema se encuentra en que esto, al menos de la forma en que lo constru-
imos, depende de la eleccion de la carta. Es decir, si consideramos otra carta @z de
forma que xy = tpgl(zo), los coeficientes de las respectivas series de potencias de f o *
y fo gpgl no coincidiran. Esto se debe a que, como mencionamos, los mismos se calculan
a partir de las derivadas de estas funciones en los puntos correspondientes. Por ejemplo,
llamemos ¢,5 al mapa de transicién entre ambas cartas, definido donde tenga sentido.
Entonces, tenemos lo siguiente

[f ool (y0) = [f 005" 0 Pasl (o) = [f 0 95" ] (20) Pl (%)
y por lo tanto

[fogo;l]/(yo) _ S0/ (y )
T 1\ 0
[fows'(wo) T
Es decir, excepto en el caso en que la derivada del mapa de transicién vale 1, las series
de potencias seran distintas en las diferentes cartas. Para lograr una definicién intrinseca

de las nociones de derivada y serie de potencia de mapas holomorfos, buscamos probar
lo siguiente

PRrROPOSICION 3 (Forma local). Sea f : S — R un mapa holomorfo no constante

entre superficies de Riemann. Entonces, fijado z € S existen entornos U de z y'V de
f(z) ycartasp : U =D CCyt:V — D tales que

pofopl(z)=2"
para algun k € N independiente de las cartas.

En el caso en que ambas superficies son el plano complejo C, el enunciado es equiv-
alente a decir que z* se corresponde al primer término no nulo del polinomio de Taylor
de la funcién.

La independencia del valor de k respecto de las cartas se debe a que, dado un entorno
suficientemente chico de z y w € f(U) \ f(z), tenemos que

k=#f(w)nU
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Para probar la primera parte de la proposicién, observamos que basta probar el re-
sultado para funciones holomorfas de regiones de C pues luego de componer con cartas
arbitrarias alrededor de z y f(z) estamos en esta situacién. De hecho, podemos elegir
tales cartas de modo que tanto z como f(z) sean enviados al origen. En conclusion,
alcanza con probar la proposicién para un mapa holomorfo entre abiertos U’ y V' de C
que contengan al cero, tal que f(0) = 0.

Si consideramos la serie de potencias de f alrededor del origen, dada por >~ | a, 2",
sabemos que existe un primer k£ € N tal que a; # 0. Esto es porque en el enunciado
de la proposicion pedimos que la funcién no fuera constante. En el caso particular en
que k = 1, se cumple que existen entornos W, W’ de cero tales que f : W — W' es un
biholomorfismo, resultado que se desprende del teorema de la funcién inversa. A partir
de esto, tenemos el siguiente lema

LEMA 1. Para f como antes y k € N existe una funcion holomorfa g definida en un

entorno W C U’ de 0 con g(0) =0 y ¢'(0) # 0 tal que
f(z) = g(2)" para z€ W

DEMOSTRACION. Consideramos la reducida enésima de la serie de potencias de

f

N N
Sn(z) = Z a,2" = a,z" (Z bnz”_k> = a2 (14 bz + ... + b2V 7F)
n=~k n=~k

donde b, = = Por el criterio de Weierstrass, existe un entorno de cero
W’ C W donde la serie > b,2""* converge a una funcién holomorfa h(z) y tal
entorno se puede tomar suficientemente chico de modo de poder elegir una rama
holomorfa (h(z))*. En este entorno se tiene que

f(2) = (ai 2(h(2))%)"
por lo tanto, definiendo g(z) = a%z(h(z))%, tenemos que g(0) =0y ¢'(0) = a,é # 0
y concluimos la prueba. O

Volviendo entonces a la proposicién, podemos considerar g : U C C — W' como
una carta y la identidad ¢ en V' = f(U) como segunda carta, tenemos que

iofog(z)=2"
y obtenemos lo que queriamos.

En resumen, cuando tenemos un mapa holomorfo f : S — R entre superficies
de Riemann, podemos asociar un ntimero k, € N a cada z € S que coincide con la
cantidad de preimégenes de w # f(2) con w € f(U) \ f(z) donde U es un entorno
suficientemente chico de z. A este valor le llamamos valencia o multiplicidad de z. Junto
a esta informacion, tenemos la siguiente proposicién
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PROPOSICION 4. Para f : S — R funcién holomorfa no constante entre superficies
de Riemann conexas, se cumple lo siguiente

1. El conjunto C' de aquellos z con k, > 1 es un conjunto discreto e S.
2. Si f es un mapa propio, entonces V= f(C') es también discreto.
3. Si f es propio, entonces f~H(w) es finito para todo w € R.

DEMOSTRACION. Para probar esto, comenzamos con la primera afirmacién.
Supongamos que C' acumula en algin z € S y tomemos una carta ¢ desde un
entorno U de z y una carta ¢ desde un entorno V' que contiene a f(U). Considere-
mos ahora la funcién g = po fo1~!. Esta es una funcién holomorfa entre regiones
de C, por lo tanto, este mapa cumple que dado x € U, k,-1(,) = k,. Entonces, el
conjunto de los puntos y € ¢ *(U) con k, > 1, se acumula en y, = ¢ '(z). Es
decir, alcanza probar la primera afirmacion para mapas holomorfos entre regiones
del plano C. Para esto, usamos el siguiente lema.

LEMA 2. Si g es un mapa holomorfo entre regiones de C entonces k, > 1 si y solo
si f'(y) = 0.

Para la funcion g construida en el Lema 1, tenemos que el conjunto de puntos
donde ¢’ se anula, no es discreto. Usando la teoria de funciones de variable com-
pleja, obtenemos que g es una funcién constante y por construccién, f también
lo es y llegamos a una contradiccién.

DEFINICION 3. Un mapa f : X — Y entre dos espacios topoldgicos X e Y es propio
si [YK) es un conjunto compacto en X para todo conjunto K compacto en'Y'.

Las partes 2 y 3 son consecuencia de la definicion de mapa propio.
U

Al conjunto C' de la proposicién, que consistia de los puntos z tales que k, > 1,
le llamamos conjunto de puntos criticos de f y al conjunto V' le llamamos conjunto de
valores criticos de f. A partir de esto, tenemos la siguiente definicion

DEFINICION 4. Un mapa f : X — Y es un cubrimiento ramificado si es un cubrim-
iento de Y salvo en un conjunto discreto de puntos C' C X donde para todo x € C
eziste un entorno U, un entorno 'V de y = f(x) y dos homeomorfismos ¢ : U — D,
Y :V — D tales que o f ot = z* para algin k € N.

Por lo tanto, todo mapa holomorfo no constante y sobreyectivo entre superficies
de Riemann es un cubrimiento ramificado. Como en el capitulo anterior, este tipo
de cubrimientos que tienen un buen comportamiento topolégico, nos permite la con-
struccién de triangulaciones del espacio de salida que llevabamos al espacio de llegada
y asi vinculabamos la topologia de ambos espacios.

El siguiente paso consiste en asociar a estos mapas holomorfos entre superficies de
Riemann, un valor caracteristico que se conoce como grado del mapa. Comenzamos
tomando y € R y definimos
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dy= Y ki
zef~Hy)

Notar que en el caso en que y ¢ V', con V = f(C') como definimos antes, se tiene
que d, = #f71(y).

PROPOSICION 5. Para un mapa holomorfo f : S — R propio, no constante, se tiene
que d, no depende de la eleccion de y € R.

Esto nos permite definir el grado del mapa f como d = d, para cualquier y € R.
Es importante destacar la relevancia de este resultado pues implica el Teorema Funda-
mental del Algebra. Notar que si consideramos un polinomio P : C — C, podemos
extenderlo naturalmente a una funcién holomorfa que, haciendo abuso de notacién no-
tamos de la misma forma, P : C — C definiendo P~'(00) = {o0}. Tenemos entonces
que dy, > 1. Usando la proposicién anterior, esto implica que d, > 1 para todo z € C.
En particular, d, > 1. Por lo tanto, existen ceros de P, tantos como elementos haya en
la preimagen de 0.

Probemos entonces la proposicién:

DEMOSTRACION. Comenzamos observando que R\ V es conexo y que la funcién

yER\V = #f(y)

es continua por lo que sera constante. Esto implica que existe un valor d tal
que d = d, para todo y € R\ V. Como sabemos que V' es un conjunto discreto,
tenemos que probar que para todo y € V' y cualquier entorno W suficientemente
chico, tenemos que d, = d,, donde 3y’ € W distinto de y. Sea entonces y € V. Si
llamamos x4, ..., x,, a las preimagenes de y por f, podemos tomar un entorno W
suficientemente chico tal que f~!(7¥) es una unién disjunta de abiertos Uy, ..., U,,
donde:

1. Por cada U; existen dos cartas ¢ : U, — Dy ¢ : V — D tales que
Yo fop =7z donde k; = k.

Por lo tanto, para todo ¢y € V \ {y}, tenemos en cada U; un ndimero k; de
preimagenes de y. Concluimos que d,, = d,,. d

Para todo mapa holomorfo entre superficies hemos conseguido asociar un nimero d
que llamamos grado del mapa. En el caso particular en que d = 1 y .S es una superficie
compacta, se cumple que el mapa debe ser un biholomorfismo, pues es un holomorfismo
inyectivo.

Como mencionamos al principio del capitulo, una funcién meromorfa f en una su-
perficie S es una funcién holomorfa de S en C que no es constante co. Tal como hicimos
en el caso de funciones holomorfas a C, podemos desarrollar a f en serie de potencias,
excepto en los puntos f~!(00). En cada x € f7'(00), si tomamos una carta local
¢ : U — V C C donde U es un entorno de x suficientemente chico y ¢(x) = 0,
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tenemos que f o ¢! es una funcién meromorfa con un tnico polo en 0. Por lo tanto,

tenemos para esta funcién, una serie de Laurent

fop™(2) = Z ;'

donde n es lo que se llama orden del polo. Este niimero no depende de la carta y de
hecho tenemos la siguiente propiedad

PROPOSICION 6. En el desarrollo anterior, se cumple que n = k,

DEMOSTRACION. Como vimos anteriormente, dado U entorno de x suficiente-
mente chico y w € f(U) \ {00}, tenemos que k, = #f'(w) N U. Por lo tanto,
dado que la inversion % : C — C es un biholomorfismo, tenemos que si g = i of

entonces k, = k,» donde este ultimo valor es la multiplicidad de = segun g.

Por otro lado, consideramos la serie de potencias de g o ¢! en 0, dada por

o equivalentemente g o ¢~'(2) = 2" (h(2)) en un entorno de 0 con h(z) # 0
Entonces tenemos que

/ / 1 ) 1 1
: Kk, -1 . Kk, . kl, _
LA T B MR R
Por lo que k! =k, y es el orden del polo de fo ' O

En conclusion, ahora podemos hablar de polos y sus 6rdenes de funciones meromor-
fas en superficies de Riemann. Es decir, tenemos que un polo es un elemento x en la
preimagen de oo y su orden es el nimero k, como definimos antes.

De esto se desprende un resultado interesante y es que si consideramos un mapa mero-
morfo desde una superficie compacta .S tal que uno de sus polos tiene orden 1, entonces
S es biholomorfa a C. Esto se debe a que el mapa es de grado 1 y por lo tanto, debe
ser biyectivo. Ademds como S y C son compactas y f continua, el mapa debe ser cer-
rado y por lo tanto un homeomorfismo. Finalmente, aplicando el teorema de la funcién
inversa y dado que la inversa es una rotohomotecia, tenemos que f es un biholomorfismo.

Conocemos, del capitulo anterior, algunos ejemplos de este tipo de mapas:

e Mapas meromorfos f : C — C con uno y dos polos.

e Mapas meromorfos f : S, — C donde S, es un g-toro, con dos polos.

e Mapas f : X — C que surgen de restringir las proyecciones en C x C al
conjunto X de ceros de un polinomio de dos variables, en el caso en que X
resulta una superficie de Riemann, compactificando correctamente.
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1. Mapas meromorfos de C

En esta seccién estudiaremos los mapas holomorfos de C = CU{oc} en si mismo que

. . . ., . P
no son constante infinito. Comenzamos considerando una funcién racional ng; desde

C sin los ceros del polinomio ) en C y asumimos que la fraccién es irreducible. Esta

funcion puede entenderse naturalmente a una funcion de C en C de modo que los ceros
P(z)

nos da un primer ejemplo de una funcién meromorfa de C. Para probar esta tultima
afirmacién, tomamos las cartas que definen C que son ¢y y ¢ue, donde ¢, : C\{oc0} — C

del denominador son enviados en 0o e 00 es enviado en lim Esta construccion

es la identidad en este dominio y ¢, : C — C cumple que ¢ (z) = % donde decimos
_ P()
T Q>k)

que é = 0. Por lo tanto, tenemos que si r es una funcién racional dada por 7(2)

en C y 2z no es una rafz de () ni 0o, la composicion

oo T oWy
es holomorfa en un entorno de z pues es una funcién racional del plano complejo
estudiada lejos de sus polos. El siguiente paso es ver el comportamiento de 7 cerca de
los ceros de () e oc.

Supongamos entonces que 2, es un cero de la funcién (). Queremos estudiar el limite

cuando z se acerca a 2y de la composicion anterior, es decir, estudiar este mapa en un
entorno chico de z; donde no hay otros polos. Planteamos entonces

Qoo 0T 0 Py (2) — Yoo 0T 0 5 ! (20)

lim

2—20 Z— 2
L QEPE) )
=@ 2 — 2 P(z)

para algin A € C. Concluimos entonces que 7 es holomorfa en entornos de cualquier

cero de (). Para estudiar lo que ocurre en 0o, observamos primero que i es un biholo-

morfismo, por lo tanto f es holomorfa en un entorno de oo si y solo si f o % es un

biholomorfismo en un entorno de 0, lo cual tenemos garantizado a partir del analisis
anterior y el hecho de que f o % es una funcién holomorfa.

Visto esto, tenemos que todas las funciones racionales en C son holomorfas y de
hecho, también vale el reciproco, lo cual probamos en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 7. Toda funcién meromorfa de la esfera es racional

DEMOSTRACION. Sea f : C — C una funcién meromorfa, sean p, ..., pp Sus
finitos polos y asumimos que ninguno es oo. Esto podemos hacerlo pues de no
ser asi, alcanza con componer con una funciéon racional para que esto deje de
suceder. En un entorno de cada polo, podemos considerar una serie de Laurent
para f o ;' con parte principal 7;(z) que se extiende a una funcién racional

r, :C— C. Tomando la funcién
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=1
tenemos que h no puede tener polos en C pues fuera de los puntos py, ..., pp 0O
hay polos dado que alli, la diferencia en coordenadas locales, resulta una funcién
holomorfa de un abierto de C en C. En los puntos p;, nuestra definicion de
h a partir de las series de Laurent no nos permite tener polos. Por tultimo,
h(oo) = f(00) # oo. Por lo tanto, h : C — C es una funcién holomorfa tal que
h(co) # oo y entonces debe ser constante. Concluimos entonces que

es una funcién racional. O

2. Sobre el teorema de Riemann-Roch

Vimos en la seccién anterior que toda funcién meromorfa de la esfera es racional, por
lo cual es claro que, el espacio vectorial que forman, es de dimensién infinita. Sin em-
bargo, también podemos observar que, fijados puntos py, ..., pr € (@\ {0}, las funciones
meromorfas que tienen polos simples exactamente en estos puntos, forman un espacio
de dimension finita. El razonamiento es el siguiente: si f es una tal funcién, tenemos
que f = g, donde deg(P) < deg(() pues en caso contrario, 0o serfa también un polo
de f. Llamemos k = deg(Q), entonces deg(P) < k y concluimos que el espacio es de
dimensién finita, de hecho su dimensién es k + 1, pues es la cantidad de coeficientes que
tenemos para elegir P. Al espacio de funciones meromorfas de C con polos simples en
D1, -, Dr lo notamos H (py, ..., Pr).-

Consideremos ahora dos funciones meromorfas f, g con polos simples py, ..., p, €
C \ {oo} tales que en alguna carta local en uno de los puntos p; se escriben de la
siguiente forma

f(z) = —— 4 h(2) , g(2) = —— +0(2)

Z—Di 2 =D

donde A, v son funciones holomorfas, es decir, la parte principal de las respectivas series
de Laurent coinciden en ese polo, entonces f — g serd holomorfa y por lo tanto constante
en ese entorno. Es decir, si la parte principal de las series de Laurent en alguna carta
local, coinciden en cada polo, la funcién f — g serd constante. Esto nos proporciona una
forma alternativa de ver que el espacio vectorial de las funciones meromorfas con polos
prescritos, tiene dimension finita.

De hecho, el razonamiento anterior, no utiliza el hecho de que el dominio de la
funcién sea C por lo que podemos generalizarlo a cualquier superficie S compacta. Esto
lo enunciamos en la siguiente proposicion y decimos que es una version no topologica del
teorema de Riemann-Roch que sera relevante en el capitulo préximo.
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PROPOSICION 8. Sea S una superficie de Riemann y p, ..., pr puntos de S. En-
tonces el conjunto de funciones meromorfas cuyos polos son todos simples y pertenecen
al conjunto {py,...,pr} es un espacio vectorial de dimensién menor o igual a k + 1.

La expresion no topologica refiere a que no aparece informacion sobre la topologia
de S en este enunciado, a diferencia del teorema original donde se relaciona el género de
la superficie con la dimensién del espacio.

Para finalizar la seccién, enunciamos el teorema de Riemann-Roch que es fundamen-
tal en la teoria de Superficies de Riemann. Para esto, introducimos la siguiente notacion.
Sea D = {pi,...,pr} C S, notamos H°(D) al conjunto de funciones meromorfas con
polos en D. Se cumple que H°(D) es un espacio vectorial de dimensién finita. Por
otro lado, H*(D — K) es el conjunto de 1—formas diferenciales holomorfas complejas
con ceros en D. Estas son de la forma 0, 4 0,7 y en cartas, las podemos escribir como
f(2)dz donde f es una funcién holomorfa y dz = dz + idy.

TEOREMA 2. (Teorema de Riemann-Roch) Sea S superficie de Riemann compacta
de género g y D C S, #D = d. Entonces,

dim(H"(D)) — dim(H*(D — K)) = d — g + 1.
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3. Automorfismos del plano complejo, la esfera y el disco

Hasta ahora hemos visto ejemplos de superficies de Riemann construidas a partir de
la necesidad de definir ciertas funciones; resultaron ser la esfera y el toro. Un resultado
de topologia algebraica nos afirma que toda superficie de Riemann conexa serd un co-
ciente de una superficie de Riemann simplemente conexa por la accién de un subgrupo
discreto de automorfismos. Comenzamos entonces presentando algunos ejemplos basicos
de superficies simplemente conexas:

1. El ejemplo mas simple: el plano complejo C con el atlas trivial.

2. Un ejemplo un poco més interesante es el disco D = {z € C: |z| < 1} o el
semiplano superior H = {z € C : Im(z) > 0}. Estos conjuntos son equiv-
alentes como superficies de Riemann, y un biholomorfismo posible entre ellos
estd dado por D — H, 2 — l% De hecho, cualquier otro abierto simplemente
conexo del plano complejo, diferente de C, es biholomorfo al disco unitario.

3. La esfera de Riemann S? que también podemos pensar, como vimos anterior-
mente, como el proyectivo CP'. Este es un ejemplo de superficie de Riemann
compacta que aparecié en los ejemplos de la introduccién. Sabemos que la esfera
es el conjunto

S?={(z,y,2) eER* : 2 + > + 2* =1}
Entonces, si consideramos los abiertos S? \ N y S? \ S donde N = (0,0, 1)

y S = (0,0,—1) son el polo norte y el polo sur respectivamente, tenemos un
atlas dado por las proyecciones estereograficas

ox: S\N = C, Ple,y,2) =
—z
T — 1y

S\ S —>C,P =
Ps \ ) (I,y,Z) 1—|—Z

Notar que se verifica la ecuaciéon @y (P) = 1/pg(P), si P € S*. Esta tltima
es una funcién holomorfa en C* por lo tanto, tenemos un cambio de cartas
biholomorfo lo que otorga a S? una estructura de superficie de Riemann que
notaremos C = C U oo.

El lamado teorema de Uniformizacién (7) nos asegura que cualquier otra superficie
de Riemann simplemente conexa es equivalente a una de las anteriores y de hecho, los
ejemplos anteriores no son dos a dos biholomorfos: observar que si existiera f : C — D
holomorfa, entonces necesariamente deberia ser constante y por lo tanto, no biyectiva.
La no equivalencia entre C y C es clara dado que la primer superficie es compacta.

Por lo tanto, si queremos seguir encontrando ejemplos interesantes, tiene sentido
considerar cocientes de las superficies mencionadas. Para hacer esto, tenemos que tener
cierto cuidado. No todos los cocientes de superficies por grupos nos daran superficies
con la estructura que buscamos; en efecto, tendremos que considerar el, ya mencionado,
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grupo de automorfismos de estas superficies. A continuacion listamos dichos grupos para
cada uno de los ejemplos anteriores.

%. Si alguno de

los polinomios tiene grado mayor a 1, entonces la funcién no es inyectiva. Por
lo tanto, los automorfismos de C estan dados por

1. En C sabemos que las funciones meromorfas son racionales

f(z) = az+2 donde ad — bc # 0

cz +

(a b) = az+b
c d cz+d
es un homeomorfismo sobreyectivo desde GL(2,C) en Aut(@) y dos matrices
A, B tienen la misma imagen si y solo si existe A € C* tal que A = AB. Por
lo tanto, podemos definir este mapa en el cociente PSL(2,C) = GL(2,C)/ ~

donde A ~ B siy solo si existe A € C* tal que A = AB y obtenemos un
isomorfismo entre PSL(2,C) y Aut(C).

Ademas, el mapa

2. En C tenemos que todo elemento f € Aut(C) se debe extender a una funcién

holomorfa f de Cen C tal que f(00) = oco. Entonces, usando la parte anterior,
concluimos que f € Aut(C) si y solo si es de la forma

f(z)=az+Db
donde a € C*, b € C.

3. Por tltimo, buscamos los automorfismos del semiplano superior H. Cualquier
f € Aut(H), si pensamos a H como un subconjunto de @, debera ser la re-
striccion de un automorfismo de la esfera al semiplano. Es decir, deberd ser la
restriccion a H de una funcion de la forma

f(z) = Zzz—ts ,a,b,c,d € R, ad —be # 0
pues debe fijar el eje real y enviar H sobre si mismo. Tenemos entonces que
Aut(H) = PSL(2,R).

En el dltimo caso, afirmamos que cualquier automorfismo de H debe ser la restriccién
de un elemento de Aut((@). Discutamos entonces esta afirmacién. Sabemos que tenemos
un biholomorfismo que vincula H con D, que ademas, se extiende a un biholomorfismo
de @, por lo tanto, alcanza con hacer la prueba para D la cual se basa en el lema de
Schwartz que enunciamos a continuacién

LEMA 3. Si f es un mapa holomorfo del disco D en si mismo, entonces |f(z)| < |z|
para todo z € D y |f(0)] < 1. Ademds, si existe z € D tal que |f(2)| = |z] o
|f'(0)] =1, entonces f(z) = az con |a] =1
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Teniendo en cuenta este resultado, continuemos con el razonamiento. Sea f €
Aut(D). Como el grupo PSL(2,R) actia transitivamente en H, es decir, fijados
cualquier par de puntos, existe un elemento del grupo que envia uno en el otro, ten-
emos que componiendo f con un automorfismo A asociado a este grupo, obtenemos un
nuevo automorfismo g = ho f de D que fija el 0. Es decir, podemos asumir que nuestro
automorfismo f fija el origen de D. Por el lema de Schwartz, tenemos que ¢'(0) debe
tener médulo 1 pues en caso contrario, g~' serfa un mapa holomorfo en el disco y su
derivada en 0 tendria médulo mayor a 1, lo cual contradice el lema. Concluimos entonces
que ¢(z) = az donde |a| = 1 que se extiende a un automorfismo G de C. Ademés, h se

extiende naturalmente a H € Aut(C), por lo que f se extiende a C como F = H ' oG.

4. Una forma de construir funciones holomorfas

Nuestro objetivo ahora es la construccién de funciones holomorfas entre superficies
de Riemann; en particular, funciones meromorfas, es decir, donde el codominio es C.
Vemos a continuaciéon una posible forma de proceder para el caso en que el dominio es
una regién simplemente conexa U C C. En el siguiente capitulo, veremos como este
ejemplo nos ayudara a construir funciones meromorfas desde los toros obtenidos como
cocientes de C por un latice.

Consideramos entonces U C C nuestra regién simplemente conexa y una funcién
f : U — C que podemos escribir de la forma

f=h+ifs
con fi, fo: U —R.

Cauchy-Riemann nos afirman que las derivadas de esta funcién deben cumplir la
siguiente relacién en todo punto de U

0 0
5ol =5t

O =2

oy’ o’
Geométricamente, esto significa que en todo punto de U, el gradiente V f; de f; debe
ser una rotacién de 90 grados en sentido antihorario del gradiente V f5 de f5. De hecho,
Cauchy-Riemann nos afirma también lo que seria el reciproco, es decir, que construir

una funcién holomorfa f es equivalente a construir dos f1, fo : U — R que sean C' y
cumplan las ecuaciones anteriores.

Por lo tanto, para construir f = f; + 4 f, buscaremos dos campos gradientes X, X,
tales que en cada punto, X; sea el campo X, rotado 90 grados en sentido antihorario.
Dado que consideramos U simplemente conexo, pedir que un campo sea gradiente es
equivalente a pedir que sea irrotacional, es decir VX; = VX, = 0. En resumen,
estamos buscando un campo irrotacional cuyo rotado también sea irrotacional.
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Este problema no es sencillo, de hecho, generalmente al rotar un campo irrotacional,
no obtenemos uno irrotacional. Un ejemplo simple donde esto falla, surge de considerar
el campo radial en R?. Este es irrotacional, sin embargo, al rotarlo 90 grados, obtenemos
el campo tangente a circulos centrados en el origen que falla en ser irrotacional.

Para visualizar este tipo de campos, consideramos las funciones holomorfas z, 22, 23
y dibujamos a continuacion sus curvas de nivel y los campos gradientes de sus partes
reales

JAC /A

Se puede concluir que en general, la curvas de nivel de la parte real de 2" tendran n
ejes de simetria y por lo tanto también cumpliran esto sus campos. Entre estos ejes, se
encontraran curvas como las dibujadas anteriormente que se acercan a los ejes a medida
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que se alejan del origen.

Ademas, las funciones meromorfas interesantes desde cualquier superficie compacta,
como por ejemplo el toro, deberan tener polos pues en caso contrario, serian funciones
constantes. Dibujamos entonces las partes reales de i y Z% y sus correspondientes gra-
dientes.

n

donde apareceran 2n pétalos. Notamos, entonces, que las inversiones, resultan del caso
polinomial estudiado cerca de infinito en la esfera de Riemann.

Como en los casos z, 22, 23, podemos generalizar los dibujos para las funciones ZL

Por tltimo, observamos que los campos X que buscamos, no solo deben ser irrota-
cionales, sino que a consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, deben ser incom-
presibles, es decir, divX = 0. Por lo tanto, las funciones f;, fo deben ser armonicas,
es decir, sus laplacianos Af;, Af, deben ser cero. Esta tltima condicién nos da la
razén por la cual el campo radial no cumple la condicién que queremos, ya que no
tiene divergencia nula. Si consideramos un campo X = (X, X,) que es el rotado del
campo Y = (Y},Y3) que es irrotacional e incompresible. Entonces debe cumplirse que
X = (=Y3,Y7) y por lo tanto, rot(X) = div(Y) = 0. Concluimos entonces que la
construccién de funciones holomorfas en U es equivalente a la construccién de campos
irrotacionales e incompresibles.



CAPITULO 3

El caso eliptico de las superficies de Riemann

1. Espacio de Moduli

En el capitulo 1, a partir del estudio de los ceros de un polinomio, logramos la con-
struccion de un ejemplo de una superficie de Riemann que resulté ser un toro. Veremos
a continuacién otra forma de construir toros holomorfos a partir de latices en el plano
complejo. Llamamos ldtice a todo conjunto de la forma {aw; + bws, : a,b € Z} donde
wy, wy € C son tales que Zj—f € H. Si A es el latice generado por w; y w,, denotamos
S\ al espacio cociente de C por la relacién de equivalencia x ~ y sii x —y € A. En este
caso, se cumple que S, es una superficie topoldgica que corresponde al toro y ademés
tiene estructura de superficie de Riemann donde las cartas estan dadas por las proyec-
ciones al cociente.

Fijemos dos latices: Ay el latice generado por 1 e 7 y A, el generado por 2 e 7.
Vamos a probar por contradiccion, que Sy = Sy, v 51 = Sj, no son equivalentes como
superficies de Riemann a pesar de serlo topolégicamente. Supongamos que existe un
biholomorfismo f : Sp — S; y llamemos gy : C — Sy y ¢; : C — S los mapas cociente.
Estos son mapas de cubrimiento, por lo tanto, la teoria de cubrimientos y levantamientos
nos asegura la existencia de una familia de mapas F' que levantan el mapa f, es decir,
que verifican el siguiente diagrama

c—% ¢
q0 q1

f
SAO _—> SAl

donde fogy=¢q, 0 F.

Dado que estos mapas estan localmente definidos a través de f y los mapas cociente,
también son holomorfos y ademds admiten una inversa holomorfa por ser f invertible.
Es decir, los mapas F' son biholomorfismos con dominio y codominio C y forman lo que
se conoce como el grupo de automorfismos de C que denotamos Aut(C) y son todos de
la forma

F(z)=az+b
11
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como mencionamos en el capitulo anterior.

Por otro lado, como el levantamiento F’ satisface el diagrama de arriba, tenemos que
F(Ay) debe ser un ldtice trasladado de la forma A; + w. Para el latice Ay, tenemos
que 1,72, —1 y —2 son los elementos mas cercanos al 0, todos a distancia 1. De hecho,
para cualquier otro elemento a € A, existen cuatro elementos de Ay a distancia 1 de a
queson a + 1,a — 1,a + ¢y a — i. Sin embargo, el latice A; + w cumple que alrede-
dor de todo punto existen exactamente dos elementos a distancia minima de éste: si
b € A, + w entonces, los puntos mds cercanos a b son b + 7y b — 7. Esto nos lleva
a una contradiccién pues una funcién del tipo F'(z2) = az + b es una rotohomotecia
seguida de una traslacion, por lo que debe preservar la cantidad de puntos mas cercanos
a cierto punto de un ldtice. Es decir, F'(Ag) debe tener en todo punto z, exactamente
cuatro puntos de F'(Ag) a distancia minima (en este caso a distancia |a|). Por lo tanto,
F(Ay) # Ay y concluimos que Sy y S1 no pueden ser equivalentes como superficies de
Riemann.

Existen, de todos modos, casos en los que los latices son distintos pero los cocientes
son equivalentes. Alcanza con tomar el latice generado por 1 e 7 y el generado por 2 y 2.

Tiene sentido preguntarse cuantas superficies de Riemann podemos obtener a par-
tir del cociente del plano por latices, o en qué casos estos cocientes nos dan superficies
equivalentes. El espacio de todas las posibles estructuras holomorfas sobre una superficie
de cierto tipo topoldgico es lo que se conoce como el FEspacio de Moduli o Espacio de
modulos. A continuacion estudiaremos el espacio de las estructuras complejas obtenidas
a partir de cocientar el plano por un latice, admitiendo que todo toro complejo se puede
obtener con la construccién anterior.

Las superficies de Riemann con las que estamos trabajando, provienen de l4tices A
que, como vimos antes, generan superficies equivalentes si y solo si F'(Ag) = A; donde
F' es una rotohomotecia seguida de una traslacién. Por lo tanto, el espacio que estamos
estudiando es el del conjunto de posibles latices médulo composicion de rotohomotecias
y traslaciones, es decir, dos latices seran equivalentes si se corresponden por una trans-
formacién de este tipo. Surge de esto que distintas superficies de Riemann dadas por
estos cocientes estan uno a uno identificadas con el espacio de latices cocientado por la
relacién Ag ~ A; sii existe F' : C — C de la forma F(2) = az + b tal que F'(Ag) = A;.
Notaremos a éste cociente por L/ ~.

Dentro de una clase de equivalencia, podemos considerar siempre que uno de los
elementos que minimiza su distancia al cero es el 1 € C. Luego, el siguiente elemento
que minimiza esta distancia se puede considerar fuera del disco unidad y contenido en la

1 1 . . . .
banda {—5 S /Im(z) < 5} y asumir que vive en el semlplz'mol superior que denotamos
H. A esta regién la llamamos R y la representamos en la siguiente figura
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R

Por cada punto de ella, tenemos un representante de cualquier latice y obtenemos
un mapa

2R — L) ~

En el interior de esta region, el mapa es 1 a 1. Resta ver qué pasa en los bordes.
En las semirrectas {3 + ai},>0 y {—3 + @i},>o tenemos la identificacién punto a punto
%-I—ai ~ —%-l—az'. Ademds, en el arco {z = a +bi : |z| = 1,—% <a< %,b > 0},
los elementos simétricos respecto del eje imaginario generan la misma clase en £/ ~.
Podemos ver esto de la siguiente forma. Sean w y w’ simétricos con respecto del eje
imaginario y supongamos que Re(w) > 0. Entonces existe una funcién F' : C — C
de la forma F'(z) = az, a € C, es decir, una rotacién, que lleva w en —1 y 1 en w'.
Claramente el ldtice generado por —1, w’ es igual al generado por 1, w’. Obtenemos que
el espacio L/ ~ se puede representar con el siguiente dibujo

o0

£/~

e I (2
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Notar que su compactificacion por un punto es la esfera. Ademds, £/ ~ admite una
estructura compleja salvo en los puntos correspondientes a %, —%, 1, 00, es decir, sacando
estos puntos, el espacio es una superficie de Riemann

Tomemos ahora un ldtice A € L. Vimos anteriormente que a partir de una roto-
homotecia R podemos transformarlo para que 1 minimice la distancia al cero y luego
buscamos el elemento més cercano dentro de la banda —% < Im(z) < % en H. A éste
ultimo elemento lo llamamos w y caracteriza a la superficie obtenida del cociente. Dicho
elemento, junto con 0 y 1 forma un paralelogramo que es un dominio fundamental de
nuestro cociente: tiene los bordes identificados y en el interior, el mapa cociente es 1 a 1,
por lo que el proyectado cubre todo el toro. Es decir, la superficie de Riemann que obten-
emos, queda caracterizada por el elemento w mencionado. Si volvemos al latice original,
tenemos que el dominio fundamental del mismo, estard dado por R™*(P). Como una
R es simplemente una multiplicacién por un nimero complejo, tenemos que dos latices
A, A" inducen la misma superficie de Riemann sii existen wy,wy € Ay wij,w, € A
tales que 0, wy, wy genera un dominio fundamental de Sy y 0, wy, w, genera un dominio
fundamental de S,/ y se cumple que

r r

W] = AWy, Wy = AWy
para algin A € C. Lo cual se traduce a que Sy es equivalente a Sy si y solo si existen
Wy, Wa, Wy, Wy tales que

Es decir, lo que clasifica a la superficie Sy es el médulo i—; e C.

2. Identificacion de superficies de Riemann con curvas algebraicas

En la seccion anterior, vimos que el mismo tipo de topologia puede admitir varias
estructuras complejas. Esto nos llevé al estudio del espacio de Moédulos para un caso
particular, pero esto se puede generalizar a distintos espacios topoldgicos, lo cual es un
problema central de la matemédtica moderna.

Un resultado conjeturado por Riemann y més adelante probado (por quién?) nos
garantiza que toda superficie de Riemann compacta se relaciona con una curva alge-
braica, lo cual nos da cierto control sobre las posibles estructuras complejas de la super-
ficie.

TEOREMA 3. Sea S una superficie de Riemann compacta. Entonces existen conjuntos
finitos Ty C S y Ty C C, una funcién F: S\ Ty — C\ Ty x C\ T} biholomorfa sobre
su imagen y un polinomio P(z,w) tal que la imagen de F coincide con el conjunto

{(z,w) €eCxC: P(z,w)=0}\Ty x T\.

DEMOSTRACION. Haciendo uso del Teorema de Riemann-Roch, enunciado en

el capitulo 3, tenemos que existe una funcién f, : S — C holomorfa tal que
fYz) ={Pi(z,),..., Pi(2)} donde z es un valor regular de f. O
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3. Funciones elipticas

En esta seccién estudiamos las funciones meromorfas en superficies de Riemann de
género 1. Como ya mencionamos, a partir del Teorema de uniformizacién, tenemos que
todo toro complejo puede pensarse como uno de la forma C/L donde L C C es un l4tice .

Por definicién, una funcién es holomorfa en un abierto U C C/L si y solo si f o
es holomorfa en 77'(U) C C donde 7 : C — C/L es la proyeccién sobre el cociente.

SiL = {aw1+bw2 ca,b e Z} con wi, wy € C, consideramos el dominio fundamental

formado por 0, w; y ws con los bordes identificados. Notar que dividir por w; lleva el
paralelogramo inicial en el determinado por 1 y 7 donde 7 = wy/w; ¢ R.
w1 + w2

T T+ 1
—_—>
wa T+1
>
w, =
2
w1 0 1
)
0

Le llamamos T a la superficie de Riemann obtenida del cociente C/L. Funciones en T’
corresponden a funciones doblemente periddicas en C, es decir, funciones que satisfacen

flutw) = f(u+w,) = f(u)

para todo u € C.

Como vimos en el capitulo 2, seccién 3, usando el teorema de Liouville, tenemos que
cualquier funcién holomorfa en C/L es constante, pues es acotada. Por lo tanto, para
obtener ejemplos interesantes, debemos permitir la existencia de polos.

DEFINICION 5. Una funcién eliptica es una funcién meromorfa doblemente periddica
en C.

Es decir, las funciones elipticas son funciones meromorfas en un toro C/L. Para
describir estas funciones, comenzamos con algunas generalidades.
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TEOREMA 4. Sea f una funcién eliptica no constante y sean 2z, ..., Zn Y Piy---s P
los ceros y polos de f en el paralelogramo, contados con multiplicidad. Entonces:

1.
2.
3.

m=n
Zgzl Respk (fw)b =0
D ket 2k = D e Pk (mod L)

DEMOSTRACION. Observar que podemos asumir que no tenemos ceros en el
borde del paralelogramo pues simplemente moviéndolo por un nimero complejo
Ay las relaciones 2 y 3 no cambian. Tenemos, entonces, lo siguiente

J

1.

w1

Si llamamos 7. a la cantidad de ceros de la funcién y n, a la cantidad de
polos, el principio de variaciéon del argumento para funciones meromorfas
dice que

y{cl;((z))du: jidlog(f) — 27 x (n, — )

donde ambas cantidades son las encerradas dentro del contorno. Tomando

C como el borde del paralelogramo, los integrandos en lados opuestos se
cancelan por periodicidad, y obtenemos (1).

. La férmula de Cauchy nos dice que

%mﬁf(u)du = ;Resp(f)

donde la suma se toma sobre todos los polos dentro del contorno. Nue-
vamente, se cancelan los lados opuestos y obtenemos (2)

1 f'(u)
2mi iu f(u) du

Usando de nuevo integrales sobre el contorno del paralelogramo, la ex-

presion de arriba da
n m
E Rk — E Dk
k=1 k=1

que no es cero pues los lados opuestos ya no se cancelan. Lo que obtenemos
al comparar los lados opuestos es

P O P 0 DO PR ) P
Wt [ = [ e [ e

—Ww " fl(u) U = —w (0] w — 10
2 | f(u)d 2(log(f(w:)) —log(f(0))) # 0

La expresion falla en ser 0 pues log es una funcion multivaluada. De
hecho, log(f(w;)) — log(f(0)) puede ser cualquier multiplo entero de 2.
Lo que concluimos es que la diferencia es un elemento del latice.

. Consideremos ahora

g



3. FUNCIONES ELIPTICAS 47

Antes de pasar a la siguiente seccion, recordamos nuestra forma de construir fun-
ciones holomorfas del capitulo anterior. Para conseguir funciones holomorfas definidas
en regiones del plano, escritas de la forma f = f; 4+ i f, , habiamos visto que era nece-
sario conseguir dos campos gradientes X, Xy de modo que en cada punto, X; fuera el
rotado de X5. Nuestro problema ahora, es que en superficies no simplemente conexas,
ya no vale el lema de Poincaré y por lo tanto, los campos irrotacionales, no necesaria-
mente se integran a funciones. Ademas de esto, no tenemos una definicién clara de los
conceptos de campos irrotacionales e incompresibles en superficies de Riemann. Esto se
debe a que estos conceptos se corresponden con cuestiones geométricas y hasta ahora,
no hemos considerado nuestras superficies como objetos geométricos. Sin embargo, se
puede equipar a toda superficie de Riemann con una métrica que sea compatible con la
estructura compleja y por lo tanto, multiplicar por ¢ resulta en una rotacién de noventa
grados en esta métrica, con lo cual resolvemos el tltimo problema.

Pasemos ahora al primer problema: en una superficie de Riemann, no toda forma
cerrada, que corresponde a un campo irrotacional, es exacta. Comencemos con el caso
de un toro C/A donde A es un latice. Como mencionamos anteriormente, las funciones
meromorfas en este espacio, corresponden a funciones elipticas en C. Si consideramos
f:C— C eliptica, esta funcién tendrd un conjunto discreto P de polos que es A-
invariante. En el complemento de P la funcion serd holomorfa. El problema es que
como C \ P no es simplemente conexo, no podemos construir f |(c\p a partir de los
campos que son irrotacionales e incompresibles. Trabajamos con el caso mas simple
donde el latice es el generado por 1 e 2 y D, su dominio fundamental, es el cuadrado
unidad. Buscamos entonces construir una funcién meromorfa en el toro cociente. Nece-
sitamos entonces colocar en el dominio fundamental sin el conjunto de polos, un campo
de vectores que sea irrotacional e incompresible, pero ademas, que sea gradiente y pueda
extenderse periédicamente a C \ P. A partir de los dibujos hechos para los casos del
capitulo anterior, podemos concluir el siguiente dibujo donde no podemos esperar que
el campo esté definido en 3 + 34 ni en los puntos (0,0), (0, 1), (1,0), (1, 1)

)
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Podriamos preguntarnos por qué no buscamos un ejemplo donde haya un tinico polo
simple en vez de dos polos dobles y la razén es que de ser asi, el grado del mapa seria uno
y tendriamos un biholomorfismo entre el toro y la esfera lo cual contradice la diferencia
topoldgica entre estos espacios.

4. La funciéon o de Weierstrass

Pasemos ahora a ver un ejemplo fundamental de funcién eliptica. Consideramos un
latice L = Zw, + Zw, C C tal que wi,wy, # 0y wy/w; € H. Sabemos que una
funcién eliptica no puede tener un tinico polo simple en el paralelogramo, por lo tanto,
el ejemplo mas sencillo es considerar una funcién con un polo doble en u = 0. Esto nos
lleva a la funcién o de Weierstrass. Notamos L* = L \ {0}.

DEFINICION 6. La funcién p de Weierstrass estd dada por

weL*

TEOREMA 5. La expresion de arriba converge a una funcion eliptica. Ademds la
convergencia es uniforme en cualquier compacto K C C una vez dejados de lado los
polos en K.

DEMOSTRACION. Sea K C C un compacto del plano complejo. Dentro de K
solo pueden haber finitos términos con polos. Si el resto de los términos convergen,
usando el teorema de Morera, tenemos que su suma es holomorfa y por lo tanto
la serie completa es meromorfa. Ahora, estimamos los términos de la siguiente
forma

1 1 242 2
S e | ) O P

|ul
|(u—w2) w C wPlu—w wPlu—wP T wlle —wl?

y tenemos que existen a,b € R* tales que |u — w| > a Hw| y |u| < b para todo
ue KywelL\K, por lo tanto

| 1 1 < a’b?>  2a*b
(u—w)r  w? = |w[* |w]?

y concluimos que la serie converge.
Para probar la periodicidad, usando que la serie converge, tenemos

@(u+wl):m+%* [(u+w§—w)2_%} N
ram Al ] K M e Rl

weL* w#w

v e e, [(u—lw)f(ijl)?] -

weL* w#w,
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o (e NP I [t AP S Pt o

1 1

o(u) + {— — —} .
wGL’gu;ﬁwl w? (w + w1)2

Pero el ultimo término se anula por simetria y obtenemos la periodicidad. [

COROLARIO 1. Se cumple que ©'(u) es una funcion eliptica con un polo triple en 0
y estd dada por la siguiente formula
DR

wGL

DEMOSTRACION. Dado que la convergencia es uniforme, la serie de p(u) puede
derivarse término a término y se obtiene el resultado anterior. O

PROPOSICION 9. ¢'(w,/2) = ¢'(wy/2) = ©'((wy + wy)/2) = 0 son todos ceros

simples y no hay otros médulo L

Una idea grafica de la demostracion de esta proposicién es la siguiente: supongamos
que queremos calcular @' (w;/2) pues las otras se calculan de forma andloga. La serie,
en este punto, queda de la forma

¢ (w1/2) = Z w1/2_ 162 (o 2] 162

weL weL wEQL

Pero en este ultimo término, estamos parados sobre un punto del latice y sumando
sobre todo el latice 2L, por lo que apareceran tanto w; como —w;, esto dado que la
potencia del denominador es impar, Por lo tanto, tenemos que para todos n,m € Z,
wy + 2mw; + 2nw, se cancelard con —w; — 2mw; — 2nw, y la suma total dard cero
como queriamos.

PROPOSICION 10. ¢ define un mapa holomorfo de grado 2 de C/L a P'; o' define
uno de grado 3.

Este resultado es claro a partir de las definiciones.

PROPOSICION 11. Sean ey, ey, €5 tales que

p(wi/2) = e1, p(w2/2) = €, p((w1 + w)/2) = €5
es decir, los valores de g en los puntos medios del ldtice. Entonces:

1. Los e; son todos distintos

2. Para todo a € C,a # ey, €,, €3, la ecuacion p(u) = a tiene dos raices simples
en el paralelogramo. En eq, es, €3, le ecuacion tiene una raiz doble.
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DEMOSTRACION. Comenzamos demostrando la segunda afirmacién. Es claro
que en cada uno de estos valores debe haber una o dos raices. Como una raiz
doble es un cero de la derivada, obtenemos 2.

Si por ejemplo, e; = e, entonces p(u) = e; tendriamos que hay cuatro puntos
solucién de esta ecuacion pues los e; son efectivamente ceros de la derivada como

demostramos en la Proposicion 2.
U

PROPOSICION 12. Se cumple que o : C/L — P! es un mapa holomorfo de grado 2
con valores de ramificacion e, €, €3, 00.

Con estas propiedades de g probaremos el teorema de Representacion Unica por
partes principales. Para esto, utilizaremos también el siguiente teorema que nos ayudara
a describir el cuerpo de funciones meromorfas en C/ L.

TEOREMA 6. Toda funcion eliptica es una funcion racional de p y ¢'. Especificamente,
toda funcion eliptica par es una funcion racional de @, toda funcion eliptica impar es
de la forma ¢ X R(p) donde R es una funcién racional de @ y toda funcién eliptica,
puede ser expresada de forma unica como

f(u) = Ro(p(u)) + ¢'(u). Ra(p(u))

donde Ry, Ry son funciones racionales y los dos términos de la ecuacidn son las partes
05 1
pares e impares de f.

DEMOSTRACION. Alcanza con probar el teorema para funciones elipticas pares
pues dividir por ¢’ lleva funciones impares a pares. Como mencionamos en la
Proposicién 9, el mapa p : C/L — P' es holomorfo y de grado 2. Este mapa
representa a P! como el cociente del toro C/L bajo la identificacién de u con
—u. Esto se debe a que el mapa es par, por lo que p(u) = p(—u); estos puntos
coinciden en el toro cuando u es uno de los puntos medios del latice pero en
esos casos, la fibra de @ tiene un tnico punto. Por lo tanto, cualquier mapa
par y continuo desde C/L — P! es de la forma R o p para algin mapa continuo
R :P' — P'. Ademds, g es un isomorfismo analitico local fuera de sus puntos de
ramificacion, por lo que R debe ser holomorfa alli si Ro p lo fuera. Para terminar
de excluir problemas en los puntos excepcionales y concluir la prueba, utilizamos
el siguiente resultado. O

PROPOSICION 13. Sea f : S — R un mapa continuo entre superficies de Riemann
y supongamos que es holomorfo excepto en puntos aislados. Entonces f es holomorfo
en todo su dominio.

DEMOSTRACION. Eligiendo entornos coordenados alrededor de los puntos prob-
leméaticos y sus imagenes, nos reducimos a un resultado conocido: una funcién
continua en D que es holomorfa en D\ {0} es, de hecho, holomorfa en el origen. O

Dado que @'(u)? es una funcién eliptica par, es posible expresarla en términos de .
La relacién entre ambas funciones se expresa en el siguiente Teorema
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TEOREMA 7. (Ecuacidn diferencial para @) Las funciones p y @' verifican la sigu-
iente ecuacion diferencial:

o' (1)’ = 4p(u)’ — g2p(u) — gs
donde g = 60> ;. w™ g3 =140, ;. w "

DEMOSTRACION. Para simplificar la notacién, llamamos G, = > ;. w
zamos con el siguiente Lema

T

. Comen-

LEMA 4. (Ezpansion de Laurent de la funcion de Weierstrass)
o(u) = u 2 + 3G4(L)u* + 4Gs(L)u'* + ...
O (u) = —2u™ + 6G4(L)u + 20Gs(L)u® + ...
DEMOSTRACION. Tenemos que

(—1)* 1+kg+k}(l€+1) w?  k(k+1)(k+2) u?

—k
u—w) "=
( ) wk w 21 w? w3 w?
es convergente para |u| < |wl.

Haciendo la expansién de cada término de la funciéon o como antes y teniendo

en cuenta que la serie doble converge para valores pequenos de u, observamos que
los términos con exponentes impares, se cancelan y obtenemos

—2+Z( Glama( )u2m)

De manera analoga, obtenemos

= 3
() = —2u+ 3 —2
§(u) = —2u +m20 (2m+1

G2m+4 (L)u2m+1)

U

Utilizando el lema, vemos que los primeros términos de la expansién de Laurent
para (9')? v 49® — g — g3 en u = 0 coinciden, por lo tanto su diferencia es
una funcién eliptica sin polos, y por lo tanto constante, que se anula en u = 0.
Concluimos entonces que las funciones coinciden. O

TEOREMA 8. (Representacion unica por partes principales) Una funcion eliptica
puede expresarse de manera unica, a menos de una constante aditiva, describiendo su
parte principal en los polos dentro del paralelogramo que consideramos como dominio
fundamental, contando multiplicidades.

DEMOSTRACION. Dadas dos funciones elipticas que comparten polos y partes
principales, tomando la resta de ellas, conseguimos una funcién eliptica sin polos
y por lo tanto, utilizando el teorema de Liouville, debe ser constante. O
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COROLARIO 2. El cuerpo de las funciones meromorfas en C/L es isomorfo a
Clw]/(w* = 42° + g2z + g3)

la extension de grado 2 del cuerpo de funciones racionales C obtenido de agregar las
soluciones w de la ecuacion w* = 4z — g,z — gs.

4.1. Interpretaciéon geométrica para (. Teniendo en cuenta la ecuacién difer-
encial para g, obtenemos el siguiente resultado.

LEMA 5. Se cumple que g; # 2795 y los puntos ey, €q, €3 son las raices de la ecuacidn
42° — goz — g3 = 0.

DEMOSTRACION. Alcanza con observar que ¢’ se anula en los puntos medios
del latice, mientras que p toma los valores ey, ey, e5 en ellos. O

Al valor A = g5 — 27¢3 le llamaremos discrimitante y seré relevante mds adelante.
TEOREMA 9. (Interpretacién Geométrica de ) El mapa C/L\ {0} — C?* dado por
w (2(uw), w(u)) = (p(u), o'(u))

es un isomorfismo analitico entre la superficie de Riemann C/L\ {0} y la superficie de

Riemann R correspondiente a la ecuacion w? = 42° — gyz — g3 en C?

DEMOSTRACION. Tenemos que

C/L\{0) —""— R

y ademas se cumple que

e 7 es un mapa propio 2 a 1 excepto en los puntos de ramificacién eq, e,, €3
que son las raices de 42% — g,z — gs.

e © es un mapa propio 2 a 1 excepto en los puntos medios del latice
wy/2,wy/2, (w; + wq)/2 alos cuales lleva a ey, ey, €3.

o p(u) = p(—u) y ¢'(u) = —p'(—u) lo que implica que a menos que u sea
un punto medio, ' toma ambos valores +w = +¢'(u) en dos puntos tu
que se llevan al mismo punto z = p(u) de C.

Con estas tres propiedades, probamos que el mapa (g, ') construido es biyec-
tivo. Ademds, no existe u € C/L\ {0} tal que ¢'(u) = ¢"(u) = 0 pues g’ solo tiene
ceros simples. Esto significa que para todo u € C/L\ {0}, alguno de los mapas g
o @' da un isomorfismo analitico entre un entorno de v y un disco pequeno en el
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plano de z o el plano de w.

Como la estructura de superficie de Riemann de R fue definida usando las
proyecciones en los planos de z y w, concluimos que (p, ¢') da un isomorfismo
analitico C/L — R. O

4.2. La funcién eliptica modular J. El teorema de Riemann-Roch implica que
toda superficie de Riemann de género 1 cuenta con diferenciales holomorfos no nulos.
Combinando esto con lo estudiado anteriormente, obtenemos los siguientes resultados.

TEOREMA 10. Las clases de isomorfismos entre superficies de Riemann de género 1
estan en biyeccion con los ldtices en C, modulo reescalar.

PROPOSICION 14. El conjunto de ldtices en C a menos de reescalar estd en biyeccion
con las drbitas de PSL(2,7Z) en el plano superior H = {z : Im(z) > 0}, actuando por
transformaciones de Mobius. La biyeccion lleva una base (2w, 2wy) de L al nimero
T = dwy/wy, donde el signo se ajusta para que Im(1) > 0.

DEMOSTRACION. Como ya hemos mencionado, podemos reescalar el latice para
que uno de los periodos sea 1, por lo tanto, toda la informacién se encuentra en 7.
Esto implica una eleccién de una base de L y cualquier otra base difiere de wy, w,
por la accién de PGL(2,7Z). Esto enviaria a 7 a un transformado de Mobius de 7
adecuado. La condicién Im(7) > 0 reduce nuestro grupo a PSL(2,7Z). O

Se cumple que un dominio fundamental para la accién de SL(2,7Z) en H consiste de
la porcién de la franja %1 < Re(z) < % que se encuentra fuera del circulo unidad. El
mapa T + T + 1 identifica ambos lados de la franja, mientras que 7 — —1/7 identifica
los arcos de circunferencia por reflexion. El resultado de esta identificacién es un espacio
topolégico homeomorfo a C.

DEFINICION 7. La funcién eliptica modular J : H — C envia 7 € H a g5/(g5 —
27g2) € C, donde gy, g3 son los coeficientes correspondientes a la funcién cibica asociada
al latice representado por T.

Utilizaremos esta funcion y sus propiedades para resolver el problema de la inversion
de las series de Fisenstein. Hasta ahora, la teoria eliptica de Weierstrass nos permite,
dado un latice A = wZ +w,Z, determinar los invariantes ¢,, g3 dados por las siguientes
ecuaciones

1
(nwy + maws)*

go = 92(101;102) =60 Z

n,meZ

g3 = ga(wi, wy) = 140 >

n,me”Z

1
(nwy + mw,)°

Buscamos ahora resolver el problema inverso, es decir, conociendo los invariantes
Go, g3, encontrar los periodos wy, wy del latice. El siguiente teorema proporciona una
solucién a este problema.
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TEOREMA 11. Dados dos mimeros complejos ay y ag tales que aiy # 27a3, existen
dos miimeros complejos wy, wy tales que wo/w; € H y

92(101, wz) =as ¥y 93(“’17 wz) = as

DEMOSTRACION. Separaremos la demostracion en los siguientes casos:

1. Ay = 0
2. a3 = 0
3. oQ3 7é 0

Comencemos por el primer caso. Como a, = 0, dado que a3 # 27a3, tenemos
que az # 0. Sea w; € C tal que

L
w? _ 93( P)
as
donde p = €?™/3, g, es el invariante asociado al latice determinado por 1, p v sea

wy = pw;. Tenemos que g3(1, p) # 0 pues g»(1, p) = 0. Para ver esto, observamos
que

1 1

—_— 1 —————————— —_— O — ==
6092( P) = ;(m—i—n)‘1 Z(mp + np)* Z (n—m— mp)
1
L
p]\;\] N+Mp 60p92( p)

v A(1, p) = g5 — 27g5 # 0. Por lo tanto

1
92(1017?1)2) = 92(w17w1/)) = EQQ(LQ) =0=a,

1
1

93(w1,w2) = 93(w1,wlp> = E%(lap) = as
1

Para el segundo caso, como as; = 0, tenemos que a, # 0. Tomamos w, tal que

1
’U);l _ 92( 77/)
Q2

y wy = tw;. A partir de un cédlculo similar al anterior, obtenemos que g3(1,7) = 0
y por lo tanto, g(1,47) # 0. Se cumplen entonces las siguientes ecuaciones

. 1 .
92(w1,w2) = 92(7«017“1)1) = Egz(l,l) = Q2

1
. 1 .
93(7111;“]2) = 93(101,“1]1) = Egs(l,l) =0=ua3
1
Por dltimo, si asas # 0, tomamos 7 € H tal que
a;

0= g

Notamos que J(7) # 0y
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J(1)—1 _ 27a;3
J(7) a3
Ahora, para este 7, tomamos w; de modo que se cumpla la siguiente relacion

w2 _ % 93<1,7')

as 92<17 7—)
y sea wy = Tw;. Entonces, tenemos que

go(wi,wy)  witge(l) w292(177) _ G2
gs(wi,wy)  wilgs(1,7) Yos(1,7)  ay

y por lo tanto,

a
(1) g3(wy, wy) = a_392(w17w2)
2
Por otro lado, tenemos que
@) J(r) =1 27g5(wi,wy)  27(as/az)’gs(wy, wy) 27a3
J(7) g3 (wi, wy) g3 (wy, ws) a3g(wy, w,)
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Comparando (1) y (2), concluimos que gy(w;,wy) = ay y por lo tanto, de (2),

tenemos que gz(wy, ws) = as.

g

De la biyeccién entre los pares (g1, go) v los ldtices de C, obtenemos el siguiente

resultado.

TEOREMA 12. J es holomorfa, invariante bajo la accion de PSL(2,7) y lleva las

orbitas de SL(2,7) en H biyectivamente sobre C

En otras palabras, el cociente H/SL(2,7Z) hereda la estructura de una superficie de

Riemann y J establece un isomorfismo analitico entre esta superficie y C.






CAPITULO 4

Interpretacion dinamica de la funcion de Rademacher

En este capitulo estudiaremos el flujo geodésico modular en la superficie modular y
a partir de él, relacionaremos invariantes dinamicos con funciones clasicas de la teoria
de nudos, especificamente, en S3.

1. Nudos y Linking Number

DEFINICION 8. Un nudo es un encagje del circulo S* en el espacio R®. También puede
pensarse como un encaje en la esfera S® ya que éste es compacto.
Decimos que dos nudos son equivalentes si existe una isotopia entre ellos

Un nudo importante que aparecera mas adelante en este capitulo es el trébol, en
inglés trefoil knot, que notaremos [ y se ve como en la siguiente figura.

El trébol es en el ejemplo mas simple de un nudo no trivial. Con esto nos referimos
a que no es posible "desatar” un nudo trébol en tres dimensiones sin cortarlo. For-
malmente, esto significa que, si llamamos nudo trivial o no-nudo a una circunferencia
geométrica candnica encajada en S3, entonces el trébol no es isotépico al nudo trivial.
Para probar este resultado, se necesita un invariante numérico que distinga a ambos
nudos. El mas simple de ellos es la tricoloracion. Se le llama tricoloreabilidad a la
propiedad de un nudo de ser coloreado de tres colores distintos siguiendo ciertas reglas.
Esta propiedad es un invariante isotépico y es por esto que nos sirve para distinguir el
trébol del nudo trivial.

57
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Una posible descripcion del trébol es a partir del siguiente sistema de ecuaciones
paramétricas:

x = sin(t) + 2sin(2t)
y = cos(t) — 2cos(2t)
z = —sin(3t)

Antes de comenzar con la parte dindmica, definimos un invariante numérico que sera
relevante mas adelante y relaciona nudos distintos.

PROPOSICION 15. Dos curvas cerradas en el espacio, pueden ser continuamente
deformadas para llevarse a eractamente una de las siguientes posiciones estandar que
determinan el linking number

QQ QQ Q@

linking number = 0 linking number = 1 linking number =
linking number = 2 linking number = linking number = 3

Intuitivamente, el linking number representa la cantidad de veces que un nudo en-
vuelve al otro. Este ntimero siempre sera entero.

El trébol es un nudo fibrado, es decir, su complemento en S? es un fibrado sobre
el circulo S'. Notar que otra forma de ver al trébol es como el conjunto de pares
(z,w) € C x C tales que |z]* + |w|* =1y 22 + w* = 0. Por lo tanto, el fibrado tiene
al mapa de Milnor (4), dado por ¢(z,w) = (2% + w?)/|z* + w?|, como la proyeccién
del complemento del nudo S® \ [ sobre el circulo S*. Las fibras de este mapa son toros
pinchados y se pegan al nudo trébol como en la siguiente figura
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2

Esto permite mostrar que el linking number entre [ y (¢) en S®  que notaremos
link(l,~(t)) coincide con VarArg(A(v(t))). Una forma de ver esto es considerar un
nudo ¥(t) en S* que envuelva a [ y un entorno tubular de [ como en la figura anterior.
Podemos llevar al nudo 7y al entorno tubular y considerar un disco DD de dicho entorno.
En ¢él, las fibras del mapa de Milnor se ven como segmentos desde el centro del disco, que
es un punto de [, hasta el borde. Siluego llevamos  a D, sin tocar [, como se muestra en
la siguiente figura, vemos que la curva obtenida da cierta cantidad de vueltas al centro
del disco. Esa cantidad, es la variacién del argumento y a su vez, el linking number entre
ambos nudos.

2. El Flujo Geodésico en PSL(2,R)
DEFINICION 9. Definimos los grupos SL(2,R) y PSL(2,R) de la siguiente manera:

e SL(2,R) = {(CCL Z :ad—bc:l}
e PSL(2,R) = SL(2,R)/{£I}

Si consideramos H = {z € C : Im(z) > 0}, entonces tenemos una accién de
PSL(2,R) en H dada por
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A= (i Z) s g1 € Mob(H)

de modo que, dado z € H, A.z = gu(z) = %IZ-

Por otro lado, observamos que PSL(2,R) = T'H pues, considerando p € H y
v € R? de médulo 1, existe una tnica matriz A € PSL(2,R) tal que g4(i) = p
y d;g4(0,1) = v. Es decir, tenemos una correspondencia biyectiva entre los puntos
vectores (p,v) € T'H y las matrices A € PSL(2,R).

(i,(0,1))

Lo que buscamos ahora es conocer el flujo geodésico en el tangente unitario a H.
Para esto, utilizaremos la observacién anterior de la siguiente forma. Notamos [A] a la
clase de equivalencia de A € SL(2,R) en PSL(2,R) y definimos el flujo ¢; en este

ultimo espacio como
et’? 0
RS

donde la matriz A es algtin representante de [A].

Esto induce un flujo en T H, que notamos ;. Si consideramos la matriz B =

t/2 0
., s . /2
( 0 et /2> como antes, su transformacion de Mobius asociada es gp(z) = <55 = €'z.
e e

El flujo ¢, cumple que

o ,(i,(0,1)) = (ga(i),d;ga(0,1)) = (e'i,€'(0,1)) que es la geodésica por
(1,(0,1)).

e Dado (z,v) € T'Hy A,, la matriz tal que ga, (i) = 2y diga.,(0,1) = v,
llamamos (7y ( ), A (t )) a la geodésica por (i, (0,1)). Tenemos que 1 (z,v) =
;diga., (0

zbt(gsxz,v( 0),d 1) = (9., (7(1)). diga.,,(3(1))) que es I geodésica por

Az’u

Bésicamente estamos diciendo que comenzar en el punto vector (z,v) y movernos a

través de la geodésica por éste un tiempo ¢, nos da el mismo punto vector que comenzar

n (4, (0,1)), movernos por su geodésica un tiempo t y luego aplicarle A, ,. Concluimos
entonces que 7 es el flujo geodésico en T H
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3. Homeomorfismo entre PSL(2,Z)/PSL(2,R) y S*\{

En el capitulo anterior, mostramos que a un latice A = w,Z + wyZ, wy/w, € H, le
podemos asociar un par (go(A), g3(A)) € C? tal que

g2(A) =60 Y wtygs(A) =140 Y w®

weA\0 weA\0
donde ademds, se cumple que g5 — 27g3 # 0.

El reciproco también vale, es decir, si consideramos un par (gs,g3) € C? tal que
gs — 27g3 # 0, (1) entonces existe un tnico latice tal que (g2, g3) = (g2(A), g3(A)).

Por otro lado, llaméndole £ al espacio de latices, tenemos una accién natural de
PSL(2,R) en L, definida de la siguiente forma:

(CCL Z) (w1Z + MQZ) - (CUJQ + dwl)Z —+ (aw2 —+ bwl)Z

y (awy + bwy) /(cwy + dw,) € H.

El estabilizador de esta accién para cualquier punto es PSL(2,Z). Tenemos que
si A € PSL(2,Z),B € PSL(2,R), entonces, A.B(A) = B(A) y por lo tanto,
PSL(2,Z)/PSL(2,R) = L. De esta forma, para cada [A] en este cociente, tenemos
g2 A], g3[A] que vienen de su latice asociado y por lo tanto go[A]* # 27¢g3[A]*.

Ademés, existe A € R tal que (go[AA], g3[AA]) € S\ I. Por lo que obtenemos que
esta trasformacién induce un homeomorfismo H : PSL(2,Z)/PSL(2,R) — S*\ L.

4. Flujo en PSL(2,7Z)/PSL(2,R)

Consideremos ahora B € PSL(2,R) y A€ PSL(2,Z). Se cumple que ¢;(BA) =

t/2
BA (60 69/2) = B¢(A). Esdecir, el flujo baja al cociente PSL(2,7Z)/PSL(2,R).

Llamamos ¢; al flujo en el cociente.

Si ahora consideramos B € PSL(2,Z)/PSL(2,R) un elemento periédico de ¢,
esto significa que existe T" tal que ¢r(B) = AB donde A € PSL(2,Z). Es decir, B es

T/2
periédico de periodo T si y solo si existe A € PSL(2,7Z) tal que B (6 6_(;/2) —

0
e’z 0

AB, o sea, si y solo si < 0 T2

) = B 'AB. Esto es lo mismo que decir que:
1. B conjuga a una matriz hiperbdlica A € PSL(2,7Z) con su diagonal.

2. B manda la base canénica en la base de vectores propios de A € PSL(2,Z).
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Si consideramos el flujo en S® \ [ obtenido por H(¢,) que también llamamos @, y
una 6rbita periédica y(t) de éste, dicha érbita es un nudo en S® \ I por lo que podemos
estudiar el linking number entre () y [ que notamos link(y(t), ().

5. Linking numbers

Como vimos en el capitulo 3, dado un nudo v : [0,1] — S* \ [, se cumple que

link(y(t),l) = VarArg(A(y(t))) donde A(z,w) = z* — 27w?.

Si consideramos y(t) una érbita del periédica de periodo T' del flujo @,, tenemos que
v(t) = ¢,(H([B])) donde H : PSL(2,Z)/PSL(2,R) — S\ I es el homeomorfismo
que definimos antes. Por lo tanto, tomando un representante en PSL(2,R) de B, se
cumple que

o(B) = AB
a b
donde A= | = € PSL(2,Z).
Si ahora consideramos el ldtice definido por los perfodos w; = B(1,0) y wy, =

B(0, 1), entonces, aplicando ¢, a B, podemos entender esto como una curva cerrada
de l4tices Z¢(B)(1,0) 4+ Zp:(B)(0,1). Es decir, cada uno de estos latices, tiene como

base a los elementos
et’? 0
wit) =B .0 =5 (% ) (10

wlt) = 000 =5 () 0.1

Como B es un elemento de periodo T', se cumple que

wy(T) = ¢r(B)(0,1) = AB(0,1) = aw; + bw,

wy(T) = ¢r(B)(1,0) = AB(1,0) = cw; + dw,
Si v5(t) = H(yp(t)) donde vy5(t) es la érbita de B € PSL(2,Z)/PSL(2,R),
tenemos que

link(v5(t),1) = VarArg(A(w, (t), wy(t))) , t € [0,T]

6. Funciones de Dedekind y Rademacher

Lo que buscamos ahora es relacionar el link(7(t),[) donde vy es una 6rbita periddica
de ¢, con un invariante aritmético cldsico. Para esto, comenzamos definiendo la funcién

de Dedekind.
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DEFINICION 10. La funcién n de Dedekind es una funcién modular dada por

T 2imnT
n(r) =™ [J(1—e™)
n=1
Esta funcién se define para Im(7) > 0 y es una de las mas famosas y estudiadas en

matematica. Su potencia 24 es una forma modular de peso 12, esto significa que cumple
la siguiente ecuacion

ct +d
para toda matriz A € PSL(2,7Z).
Como 7 no se anula pues Im(b) > 0, tenemos una determinacién holomorfa de logn
definida en el semiplano superior H. Tomando logaritmo de ambos lados, obtenemos la
siguiente ecuacion

7 (SE0) = o er + )

24 1log (n (Z:ifl)) = 24log(n(7)) + 6log(—(cr + d)?) + 2miR(A, 7)

para alguna funcién R(A, 7). Tomando el segundo logaritmo del lado de la derecha de
la ecuacién de forma que su argumento esté en el intervalo (—, ) y para los otros dos,
permitimos cualquier eleccién, tenemos que la funcién R(A, 7) toma valores enteros
pues corrige el error del argumento para que se cumpla la igualdad. Ademas, dado
que no depende del valor de 7 tenemos que R(A,7) = R(A) y concluimos que R :
PSL(2,Z) — Z. A esta funcién se la conoce como funcién de Radamacher.

7. Teoria de niimeros y dindmica

La identidad de Jacobi (1) nos dice que

A(wy, wy) = (27) 2w 2n(wy /w)*
Tomando VargArg de ambos lados, tenemos que

ot = e o (5)) o ()

Por un lado, el segundo término del lado de la derecha de la igualdad, teniendo en
cuenta lo visto en la seccion 5 y llamando 7 = Z—f, queda

%Im [lo ( (_aw2+bw1))> —lo (ﬁﬂ = %Im {lo ( (aT+b)>) — log( )}
27 &\ cwsy + dw, & w )] 2w &\ cT +d 8T
2
= iIm [log (— (c% + d) >
2w w1

donde el logaritmo lo elegimos de modo que su argumento esté en el intervalo (7, 7).
Por otro lado, el primer término queda de la forma
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—12VarArg(w,(t)) = —12 <%%Im llog <_ (ng;) )D N

_121i1m {log (——(Cwl i de))}
227 W

Sumando ambos términos, concluimos que

VarArg(A(w,(t), wy(t))) = R(A)
Es decir, link(v5(t),l) = R(A) y conseguimos relacionar un concepto importante
de teorfa de nimeros con el linking number de las érbitas periédicas en S* \ I, que es
un concepto puramente dinamico.



Bibliografia

[1] Apostol, T.M., Modular Functions and Dirichlet Series in Number Theory. Grad.
Texts in Math.41, Springer-Verlag, New York 1976.

2] Etienne Ghys, Knots and dynamics.

[3] C. Teleman, Riemann Surfaces, 2003.

[4] John W. Milnor, Singular points of complex hypersurfaces, Annals of Mathematics
Studies, No. 61. Princeton University Press, Princeton, NJ; University of Tokyo Press,
Tokyo 1968.

[5] Notas Superficies de Riemann, A. Passeggi, 2021.

[6] Colin C. Adams, The Knot Book: An Elementary Introduction to the Mathematical
Theory of Knots, 1994.

[7] S.K. Donaldson, Riemann Surfaces, Oxford Graduate Texts in Mathematics, 2011.

65



