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Resumen

Sea S una superficie conexa, compacta y orientable de género g, con b componentes de
borde y n puntos removidos. El mapping class group de S es el grupo de clases de
isotopia de homeomorfismos que fijan el 95 con el producto natural inducido por la
composicién. En esta monografia estudiaremos propiedades del grupo y de sus
elementos. En particular, veremos que actiia sobre un espacio Gromov hiperbélico.

Empezaremos por computar, de forma elemental, ejemplos explicitos de mapping class
groups en superficies como el disco compacto, la esfera pinchada, el anillo, el toro, etc.
Para seguir con otras superficies, precisaremos desarrollar més la teoria.

Lo mas basico de la teoria son las clases Dehn twist. Dedicaremos un capitulo a
estudiar cémo interactian entre ellas, y cémo actian sobre las clases de curvas de S.

Los Dehn twist son simples, pero juntos generan todo el grupo. El principal objetivo
del ultimo capitulo serd probar que el mapping class group de una superficie de género
g es generado por finitos Dehn twists. (Para otras superficies tendremos resultados
andlogos.) Esto fue debido a Dehn (1920), y mejorado por Humphries (1979), quien dio
generadores explicitos.

Una consecuencia de lo anterior es que el problema de la palabra es soluble; dado un
grupo y un generador finito, el problema de la palabra plantea la pregunta de si existe
un algoritmo que determine si una palabra en los generadores representa la identidad.
Nosotros veremos un algoritmo para el mapping class group.

En el cuarto capitulo abandonaremos temporalmente nuestro grupo para estudiar el
denominado grafo de curvas, y otros grafos asociados. Dichos espacios estan
fuertemente relacionados al mapping class group ya que este actia en ellos. De hecho,
serd una de estas acciones la que servira para probar el resultado de generador finito.

El grafo de curvas C(.S) tiene un vértice por cada clase de isotopia de curva cerrada
simple y esencial en S, y las aristas conectan clases con representantes disjuntos. Para
superficies de género g > 2, Masur y Minsky probaron (1999) que C(S) es un espacio

Gromov hiperbdlico. En esta monografia seguiremos la prueba de Przytycki y Sisto
(2015) en [2], basada en el criterio de hiperbolicidad de Bowditch [7]. Debilitando la

tesis de Bowditch lo suficiente, lograremos dar una prueba mas simple del criterio.

Para terminar, comentaremos sobre la clasificacién de Nielsen-Thurston. En particular,
hablaremos sobre las clases pseudo-Anosov y mostraremos algunos ejemplos de ellos.
Un hecho interesante sobre estas clases en relacién al grafo de curvas es que actian

loxodrémicamente en él.
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Capitulo 1

PRELIMINARES SOBRE SUPERFICIES

1. SUPERFICIES DE TIPO FINITO

Una superficie es una variedad de dimension dos, es decir, un espacio topoldgico
localmente homeomorfo al plano. Una superficie con borde es una superficie con una
cantidad finita de discos abiertos removidos.

TEOREMA 1.1 (CLASIFICACION DE SUPERFICIES). Cualquier superficie compacta
sin borde, conexa y orientable es homeomorfa a la suma conexa de la esfera y un g > 0
toro. Cualquier superficie compacta, conexa y orientable se obtiene de remover b > 0
discos abiertos con clausuras disjuntas de una superficie cerrada sin borde. El conjunto
de superficies compactas a menos de homeomorfismo estd en biyeccién con el conjunto

{(g,0) : g,b>0}.

De ahora en mas, por “superficie” nos referiremos a una superficie compacta, conexa
y orientable, posiblemente con n puntos del interior removidos, que denominaremos fines.
(Evidentemente, la superficie no es compacta si n > 1.) Podemos entonces determinar
una superficie dando los ntimeros g, b y n. Denotaremos por Sy, a una superficie de
género g y n fines, y abreviaremos a Sy si n = 0.

La caracteristica de Euler x(5) de una superficie es el resultado de sumar los vértices,
restar las aristas y sumar las caras de una triangulacién de esta. Resulta que

X(S)=2-2g—(b+n).

Esto viene de que Sy es el conocido 4g-gono con pares de lados identificados y, por
lo tanto, la caracteristica de Euler es x(Sy) = 1 — 2g + 1. Para obtener n fines y b
componentes de borde, podemos tomar una triangulacién suficientemente fina, sacar n

5



6 1. PRELIMINARES SOBRE SUPERFICIES

vértices y sacar b caras de triangulos sin lados en comun. Esto modifica la caracteristica
de S, restando n y b.

Como x(S) es invariante por homeomorfismo, se sigue que una superficie queda
determinada, a menos de homeomorfismo, por tres de los cuatro nimeros g, b, n 'y x(5).

Dada una permutacién de las componentes de borde de una superficie S, existe un
homeomorfismo ¢ : S — S que preserva orientacion y que realiza dicha permutacion.
En efecto, por el teorema de clasificacion de superficies, alcanza con chequearlo en una
esfera con asas, puntos removidos y discos removidos, como la de la figura. En el disco
que contiene las componentes de borde podemos trasponer cada par de componentes
consecutivas con una rotacion en un subdisco que las aisle de las demas. En un anillo
alrededor del borde del subdisco podemos hacer que la rotaciéon se vaya debilitando
hasta tener angulo cero en el borde. Asi conseguimos que el borde quede fijo, y podemos
extender la funcién al resto de la superficie por la identidad.

Con estas trasposiciones obtenemos cualquier permutacién de las componentes de borde,
como queriamos.

2. CURVAS CERRADAS SIMPLES

Una curva cerrada en una superficie S es un mapa continuo S* — S. Esta se dice
simple si el mapa es inyectivo. Usualmente identificaremos a una curva cerrada con su
imagen. Una homotopia de curvas cerradas es una familia a un pardmetro de curvas
cerradas v; : S — S que varfa continuamente con t € I; es decir, el mapa S* x I — S
dado por (z,t) — () es continuo. Una curva cerrada es esencial si no es borde de un
disco o un disco pinchado, y si no es homotépica a una componente de borde.

Cualquier curva cerrada o« puede ser aproximada por una curva cerrada suave o,
y una aproximacién o' de a suficientemente cercana es homotépica a . Mds atn, si
a es simple, o puede ser elegida simple. Como trabajaremos con clases de homotopfia,
asumiremos que nuestras curvas representantes son suaves sin mencionar.

Representantes geodésicos. Para superficies compactas que admiten métricas
hiperbdlicas (las de caracteristica x(S) < 0) resulta que toda clase de homotopia libre
de curvas contiene una tnica geodésica. El caso del toro T2 lo estudiamos a continuacién.



2. CURVAS CERRADAS SIMPLES 7

Sea R? — T2 el mapa de cubrimiento usual, donde el grupo de transformaciones de
cubrimiento es generado por las traslaciones en (1,0) y (0,1). Si basamos el 71(T?) ~
Z? en la imagen del origen, entonces un representante de la curva (p,q) se obtiene
proyectando el segmento de (0,0) a (p,q). Observar que dicha proyeccién es una curva
simple si y solo si p y ¢ son coprimos o si (p,q) es alguno de (0,+1), (£1,0). A un par
(p, q) asi lo llamamos primitivo. En caso de que (p,¢) no sea primitivo, la proyeccién de
la recta asociada es una de las curvas simples, pero recorrida més de una vez.

Sea 7y una curva cerrada simple y orientada en 72. A menos de homotopar 7, podemos
asumir que pasa por la imagen del origen. El levantado 7 de v que empieza en el origen
termina en cierto (p,q) de Z?, y la homotopia por rectas de 5 al segmento de (0,0) a
(p, q) baja a una homotopia en T2. Ahora, si una curva cerrada en 7 es simple, entonces
su recta representante también es simple. Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 1.2. Las clases no triviales de curvas cerradas simples y orientadas en T
estan en correspondencia biyectiva con el conjunto de elementos primitivos de Z2.

2.1. NUMERO DE INTERSECCION. Sean «y (3 curvas cerradas simples orientadas
y transversales. Se define el nimero de interseccion algebraico i(c, ) como la suma de
los indices de las intersecciones entre « y 3. Recordamos que una interseccién entre « y
0 tiene indice +1 cuando la orientacion de la interseccién coincide con la de S, y tiene
indice —1 si no. Si cambiamos el orden en que miramos las curvas, entonces los indices
son opuestos y obtenemos (3, a) = —i(a, 3).

Si ahora miramos clases de homotopia a y b de curvas cerradas simples, podemos
definir el indice de interseccion geométrico como

i(a,b) = min{la N S| : [o] = a, [5] = b}.
Notar que, en este caso, tenemos i(a, b) = i(b, a). También se puede observar que i(a, a) =
0 para cualquier clase a'. Por tltimo, podemos ver que si « es una curva que separa S

en dos componentes, entonces para cualquier § se tiene que i(«a, ) = 0 y que i(a,b) es
un ndmero par.

Numero de interseccién en el toro. Si (p,q) y (r, s) son elementos primitivos de
7?2 representando clases de curvas en el toro, entonces

i((p:q): (r,8)) = ps —rq e i((p,q): (r,)) = |ps — rql.

Esto se puede chequear en el caso (p,q) = (1,0): los cortes son siempre con el mismo
indice y corresponden a los puntos {(rk/s,k) :k=0,..,s— 1} de R2. Para el caso
general, tomamos a,b € Z que cumplan ap + bg = med(p,q) = 1. Entonces la matriz
M= (2 f,) estd en SLa(Z) y M (4) = ({). Como M es un homeomorfismo lineal de R?
que preserva orientacién y que preserva Z2, M induce un homeomorfismo en 72 = R?\Z?
que preserva orientacién, y cuya accién en el 7 (T?) ~ Z? es la dada por M. Como los
nimeros de interseccién de las curvas se mantienen por homeomorfismos que preservan
orientacion, tenemos

%((p7 q), (r, s)) - (M (2) .M (;")) = %((1,0), (ar + bs, ps — Tq)) =ps —rq.

1ge puede tomar un entorno tubular de un representante de a, y se tiene que los bordes son repre-
sentantes disjuntos.
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2.2. CRITERIO DEL BIGONO. Dadas dos curvas cerradas simples o y 3 represen-
tando clases a y b, jcomo podemos saber si estdn en posicién minimal? La respuesta la
da el criterio que introduciremos a continuacion. Decimos que dos curvas transversales
a 'y (8 forman un bigono si hay un disco encajado en S (el bigono) cuyo borde es la unién
de un arco de v y uno de (3, los cuales se intersectan en exactamente dos puntos.

Dos curvas cerradas simples transversales se cortan en una cantidad finita de puntos,
en particular, pueden formar solamente una cantidad finita de bigonos.

PROPOSICION 1.3 (EL CRITERIO DEL BIGONO). Dos curvas cerradas simples trans-
versales en una superficie estan en posicién minimal si y solo si no forman un bigono.

LEMA 1.4. Si dos curvas cerradas simples transversales « y 8 en una superficie .S no
forman bigonos, entonces cualquier par de levantados & y £ al cubrimiento universal S
se cortan en a lo sumo un punto.

DEMOSTRACION. Lo probamos para x(S) < 0, de forma que S = D/T', siendo D el
disco hiperbélico y T' ~ m1(.5) el grupo de transformaciones de cubrimiento. Llamamos
p a la proyeccion p : D — S. Recordamos que I' esta formado por transformaciones
hiperbdlicas. N

Supongamos que a y 3 se cortan en al menos dos puntos. Entonces existen dos
subarcos, uno de a y otro de 3, que se cortan solamente en sus extremos. Como la unién
de dichos subarcos es una curva cerrada simple en el plano, es borde de un disco encajado
Dy. Por compacidad y transversalidad, se tiene que (pfl(a) U pil(ﬁ)) N Dy es un grafo
finito, pensando en los puntos de interseccién como vértices. Ademas, los levantados
de una curva simple son simples y no se cortan entre si. Por lo tanto, hay un bigono
innermost, es decir, un disco D encajado en D bordeado por un subarco de p~!(a) y
uno de p~1(B), de forma que p~!(a) Up~1(B) no corta el interior de D. Denotamos por
ayy 51 a los arcos que lo conforman.

a\
AN

Veremos que la restriccion de p a D es inyectiva. Esto probara el resultado ya que
p(D) serd un bigono entre o'y .

Para empezar, notar que los puntos de interseccién que se forman en un bigono
siempre tienen indices opuestos. Entonces no puede haber una transformacién de cubri-
miento que mande un vértice en el otro, porque estaria revirtiendo orientacién. Entonces
los vértices se proyectan a puntos distintos. Por otro lado, si un punto de a; y uno de
(1 se proyectan al mismo, entonces en S hay una intersecciéon de « y 8 y, por lo tanto,
ambos puntos estaban en una interseccién de p~!(a)Np~1(B), lo cual viola la asumpcién
de innermost. Por dltimo, supongamos que dos puntos de a; (andlogamente, dos puntos
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de 51) se proyectan al mismo punto de S. Si v es uno de los vértices del bigono, entonces
existe levantado de p(v) que estd sobre a; y entre los puntos de &; en cuestion. Esto de
nuevo contradice que D sea innermost.

Obtenemos entonces que toda transformacion ¢ € I" distinta de la identidad manda el
0D disjunto de si mismo. Ahora, el 0D separa el plano en D y D\ D. Entonces ¢(D) C D
o ¢(D) C D\D. Si fuese lo primero, el teorema del punto fijo de Brower daria que ¢
tiene un punto fijo, lo cual no puede ser porque es hiperbdlica. Entonces concluimos lo
segundo, y ¢ manda D disjunto de si mismo, para toda ¢ # id. O

Ahora si, la demostracion del criterio.

DEMOSTRACION. (CRITERIO DEL BIGONO) Sean « y 3 curvas cerradas simples y
transversales. Supongamos que a y 8 forman un bigono Dy. Como vimos en el lema
anterior, podemos elegirlo siendo innermost. Entonces existe un disco encajado D que
contiene a Dy y tal que la interseccién entre U 8 y D consiste de un subarco o' de
a y uno 3’ de 8 que se cortan en exactamente dos puntos. El disco D es simplemente
conexo y los extremos de ' estdn en la misma componente de D\«a. Podemos entonces
hacer una isotopia entre 3 y un arco con los mismos extremos que esté contenido en la
componente de D\«a. La nueva curva isotépica a [ tiene dos intersecciones menos con
a, lo que muestra que o y 8 no estan en posicion minimal.

Probamos el reciproco para x(S) < 0. Sea 0 una curva cerrada simple y § un levan-
tado al cubrimiento universal. Recordamos que existe una tnica geodésica cerrada v a
la cual J es libremente homotdpica. Una tal homotopia se levanta a una entre d y un
levantado & de 7. En particular, dichos levantados tienen los mismos extremos en dD.
Denotaremos por ¢5 a una transformacién de cubrimiento hiperbélica de eje ¢z = 7 que
deja J invariante.

Supongamos que « y 8 no forman bigonos. Queremos ver que estan en posicion
minimal. Por el LEMA 1.4, sabemos que |aN B | <1, para todo par de levantados & y B
de o y 8 respectivamente.

Si cz = ¢z, existe una potencia ¢ en comun de ¢z y (ﬁg. Necesariamente yamﬁ | =0ya

57
que, si existiese un punto z en la interseccién de los levantados, entonces ¢(x) también
lo seria, lo cual contradice la cota. Por otro lado, tampoco puede ser que los ejes cz y
¢z tengan extremos en comun en el JI, ya que estos se proyectan en S a geodésicas que
ﬁ b

son cerradas, y no pueden ser asintoticas. Entonces hay dos posibilidades: que cgz y g
sean disjuntos en D = D U dD, o que se corten exactamente una vez.

En el primer caso, vemos que |& N 5 | tiene que ser un numero par, porque B tiene
sus extremos en la misma componente de D\a. Se sigue |a N B | = 0. En particular,

langl<langy,
para cualquier levantado E/ de una curva " homotdpica a 8. En el segundo caso tenemos
que ﬂ tiene sus extremos en distintas componentes de D\&. Entonces la desigualdad

anterior se cumple si B’ es un levantado con los mismos extremos que ﬁ

Para terminar, sea k = |aNf|. Si a1 es un subarco de & que es dominio fundamental
de «, entonces a; corta k levantados de [, todos distintos porque cada uno la puede
cortar solo una vez (LEMA 1.4). Por lo visto en el péarrafo anterior, sabemos que una



10 1. PRELIMINARES SOBRE SUPERFICIES

homotopia de B a un S’ no va a reducir el niimero interseccién con a porque eso no
ocurre con los levantados. [l

2.3. HOMOTOPIiAS E ISOTOPIAS ENTRE CURVAS. Una isotopia de curvas es una
homotopia de curvas simples v; : ST — S.

PROPOSICION 1.5. Sean ay 3 dos curvas cerradas simples y esenciales en una super-

ficie S. Si a y 8 son homotdpicas y disjuntas, entonces son borde de un anillo encajado
en S.

DEMOSTRACION. Lo probamos para superficies de caracteristica negativa. Sean &
y 5 levantados homotépicos de a y 8 en D. Necesariamente « y B tienen los mismos
extremos en O y no se cortan en . Entonces bordean una banda B C D, es decir,
homeomorfa a [0,1] X R. Una transformacién de cubrimiento ¢ preserva & y B’ si y solo
si su eje de traslacién c tiene los mismos extremos que ellos. En otro caso, se tiene
pla)na= ¢(B) N B = . Se cumple entonces que #(B) = B o ¢(B) N B = (), para toda
transformacion de cubrimiento ¢.

Sea ¢ la geodésica en D con los mismos extremos que &y B . Sea ¢ con eje ¢ y longitud
de traslacién minima. Sea § un segmento geodésico conectando un punto p de & con uno
q de B. Llamamos «; al subsegmento de & que conecta p con ¢(p), y sea (1 definido de
forma andloga. Tenemos que los arcos §, ai, ¢(J) y El forman una curva cerrada simple.
Entonces esta curva encierra un disco cerrado A’.

Cualquier transformacién de cubrimiento distinta de la identidad, de ¢ y de ¢!
manda A’ disjunto de si mismo, mientras que ¢ y ¢! solo pegan los lados &§ y ¢(J).
Entonces A’ se proyecta a un anillo en S de bordes « y 3. O

COROLARIO 1.6. Sean a y 8 dos curvas cerradas simples y esenciales en una superficie
S. Entonces a y 8 son isotdpicas si y solo si a y 8 son homotépicas.

DEMOSTRACION. Supongamos que « y /3 son homotépicas. Por la proposicién ante-
rior, alcanza con probar que existe una isotopia que deja a « disjunta de (.

Se puede isotopar a para que sea transversal con §. Como « y £ son homotdpicas,
sus clases de homotopia tienen indice de interseccién nulo. Entonces, si no son disjuntas,
forman bigonos. Consideramos un bigono entre o y S que sea innermost. Como los
subarcos de a y 8 que forman dicho bigono delimitan un disco, existe una isotopia
que lo deshace. Aplicando este proceso en cada bigono, terminaremos en finitos pasos,
dejando a « y 3 disjuntas. O

2.4. ISOTOPIAS DE SUPERFICIES. Una isotopia de una superficie S es una homo-
topia de homeomorfismos H; : S — S. En ese caso, decimos que Hy y Hy son isotopicos.

PROPOSICION 1.7. Dados dos puntos en el interior de una superficie S, existe un
homeomorfismo ¢ : .S — S isotépico a la identidad que manda un punto en el otro.

DEMOSTRACION. Fijado x € S, sea A el conjunto de puntos y € S tales que existe
¢ € Homeo™(S) isotépico a la identidad con ¢p(x) = y. Tomando ¢ = id, vemos que
x € A. Como S es conexa, alcanza con ver que A es abierto y cerrado.

Dado y en A, consideramos un disco compacto D C S centrado en y. Para cada 3’
en el interior del disco, definimos ¢(z) = |z|z + (1 — |2])y’ en D (donde identificamos



3. EL PRINCIPIO DE CAMBIO DE COORDENADAS 11

a D con el disco D), y extendemos a S por la identidad. Este mapa del disco manda
cada segmento desde el origen a un punto del 9D linealmente en el segmento desde y' al
mismo punto del borde. Se puede ver que ¢ es isotépico a la identidad con el “truco de
Alexander” del capitulo siguiente.

Por tltimo, para 3’ en la clausura de A, podemos tomar y € A suficientemente
cercano a 3’ de forma que exista una carta que contenga a ambos puntos, y repetimos
el argumento anterior para ver que 3’ estd en A. ([

PROPOSICION 1.8 (EXTENSION DE ISOTOPIAS). Sea S una superficie. Si vy, : S — S
es una isotopia de curvas suave, entonces existe una isotopia H; : S — S tal que Hj es
la identidad y Hyvo = V.

2.5. ARrcos. Un arco propio en una superficie S es un mapa « : [0,1] — S tal que
a1 (PuUds) = {0,1}, donde P denota el conjunto de puntos marcados. El arco es simple
si es un encaje en su interior. La clase de homotopia de un arco propio es dentro de la
clase de arcos propios. Por lo tanto, los puntos en el 3S no pueden salir de él durante la
homotopia. Una homotopia de arcos se dice relativa al borde si los extremos se quedan
fijos durante toda la homotopia.

El criterio del bigono vale para arcos, siempre y cuando las clases sean de homotopias
relativas al borde.

3. EL PRINCIPIO DE CAMBIO DE COORDENADAS

Empezaremos viendo una versién simplificada de este principio, que es el caso de las
curvas que separan y las que no separan. Se define la superficie S, como la obtenida
al “cortar” una superficie S a lo largo de una curva cerrada simple «. Es decir, es
una superficie compacta tal que dos de sus componentes de borde se relacionan por un
homeomorfismo h, de forma que el cociente de S, por la relacién x ~ h(z) es homeomorfo
a S,y la imagen de dichas componentes de borde por el mapa cociente es a.

Decimos que a no separa si S, es conexa. El principio dice que, a menos de homeo-
morfismo, hay una tnica curva que no separa:

Sia y B son curvas cerradas simples que no separan en una superficie S, entonces
existe un homeomorfismo ¢ : S — S tal que p(a) = 3.

Béasicamente, cada vez que queramos probar una propiedad topolégica sobre curvas que
no separan, alcanzara con probarla sobre una particular de ellas.

La afirmacion se sigue de lo visto en la primera seccién, como argumentaremos a
continuacién. Las superficies S, y S tienen la misma cantidad de fines, de componentes
de borde, y la misma caracteristica de Euler; por lo tanto, son homeomorfas. Como
podemos permutar las componentes de borde de cualquier forma con homeomorfismos
que preservan orientacién, podemos suponer que el homeomorfismo anterior ¢ : S, — Sg
manda las componentes asociadas a « en las asociadas a 3. Pegando S, de nuevo por
«, y haciendo lo mismo con Sg, recuperamos S y tenemos el homeomorfismo ¢ : S — S
deseado.

Por otro lado, se dice que una curva cerrada simple « separa si S, no es conexa. Ob-
servar que todas las curvas cerradas simples en Sy, separan. Parecido al caso anterior,
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existen finitas curvas que separan a menos de homeomorfismo. Que exista o no un ho-
meomorfismo ¢ : S — S entre curvas que separan « y 5 dependerd de si las componentes
de S, y Sp son homeomorfas o no.

3.1. EJEMPLOS DEL PRINCIPIO. M4ds en general, el principio de cambio de coorde-
nadas dice que si dos colecciones de curvas tienen los mismos patrones de interseccion,
entonces se puede llevar una a la otra mediante un homeomorfismo que preserva la
orientacion de S. A continuacion se enumeran algunos de estos patrones.

- Pares de curvas cerradas simples que se intersectan una sola vez. Es decir, si a1, 51
v as, B2 son dos colecciones de ese tipo, entonces existe un homeomorfismo de S
que manda «q, 81 en ag, Bs.

- Pares (o k-tuplas) de curvas cerradas simples disjuntas cuya unién no separa.

- Pares de curvas cerradas simples con i(a, 8) = 2 e i(a, 3) = 0.

- Arcos propios que no separan S, apoyados en la misma cantidad de componentes

de borde.
- Cadenas que no separan de curvas cerradas simples. Una cadena de curvas cerra-
das simples es una secuencia ar, ..., oy tal que (o, ai41) = 1 e i(a, 5) = 0 si

|i—j|] > 1. Decimos que la cadena no separa si la unién de las curvas no separa la
superficie. Cualquier par de cadenas que no separan de curvas cerradas simples
con la misma cantidad de curvas son topoldgicamente equivalentes.



Capitulo 2

MAPPING CLASS GROUP

1. DEFINICION Y PRIMEROS EJEMPLOS

Sea S una superficie de género g > 0, con b > 0 componentes de borde y n > 0 fines.
Sea Homeo™ (S, d5) el grupo de homeomorfismos de S que preservan orientacién y que
son la identidad restrictos al 95. Este es un grupo topolégico con la topologia compacto-
abierta. Recordamos que una base de dicha topologia son los abiertos V = V(K, W) que
consisten de los homeomorfismos ¢ tales que p(K) C W, para K y W respectivamente
un compacto y un abierto de S.

El mapping class group de una superficie S, que denotamos por MCG(.S), es el grupo
de componentes conexas de Homeo™ (S, d95):

MCG(S) = mp(Homeo™ (S, 0S)) = Homeo™ (S, dS)/Homeog (S, 45),

donde Homeog (S, 0S) denota la componente conexa de la identidad (subgrupo normal).

En otras palabras, el MCG(S) es el grupo de clases de isotopia de elementos de
Homeo™ (S, 8S), donde las isotopias fijan el borde punto a punto'. Se le llama mapping
classes a los elementos del mapping class group.

Resulta que, en el contexto de superficies, dos homeomorfismos que preservan orien-
tacién son homotdépicos si y solo si son isotépicos®. Por lo tanto, podemos pensar tanto
en clases de isotopia como en clases de homotopia. A su vez, también es cierto que todo
homeomorfismo de una superficie compacta es isotépico a un difeomorfismo de dicha
superficie. Es por esto que también podemos pensar en el mo(Diff " (S, d9)).

Puntos removidos versus puntos marcados. Si .S es una superficie con fines, a veces
es mas conveniente pensar (algunos de) los puntos removidos como puntos marcados de
S. En ese caso, MCG(S) es el grupo de homeomorfismos de S que dejan el conjunto de
puntos marcados invariante, médulo isotopias que dejan el conjunto de puntos marcados
invariante. Acd hay que tener cuidado cuando se usan homotopias en vez de isotopias:
en todo momento, la homotopia debe mandar puntos marcados a puntos marcados, y
puntos no marcados a puntos no marcados.

Puntos removidos versus borde. Notar que una mapping class puede permutar los
fines de una superficie, pero no puede permutar las componentes de borde.

1Dos homeomorfismos en la misma componente conexa estan conectados por un camino en
Homeo™ (S, 05), que es una isotopia entre ellos.
b b
2De hecho, si los homeomorfismos revierten orientacién, el resultado vale salvo en unos pocos casos
7 )
particulares (ver capitulo 1 de [1]).

13
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1.1. EL DISCO Y EL DISCO PINCHADO. Empezamos por ver que tanto el mapping
class group del disco cerrado D? como el del disco cerrado pinchado son triviales. En
otras palabras, todo homeomorfismo ¢ del disco (y del disco pinchado) que fija 9D? es
isotopico a la identidad.

LEMA 2.1 (TRUCO ALEXANDER). El grupo MCG(D?) es trivial.

La prueba consiste simplemente en considerar la isotopia definida abajo. El homeo-
morfismo F; fija el anillo complemento del disco de radio ¢t y “copia” la definicién de ¢
en dicho disco.

to(x/t) si0< |zl <t
Fy(oy_ {12/ S0 a]
x sit<|z| <L

El truco funciona también en el disco pinchado, removiendo el origen.

El anterior es un ejemplo en el cual es més conveniente usar homeomorfismos que
3

difeomorfismos”.

1.2. LA ESFERA Y LA ESFERA PINCHADA. También es facil ver que MCG(S?) y
MCG(Sp,1) son triviales. Identificando Sp; con R?, podemos hacer la homotopia por
rectas entre la identidad y cualquier homeomorfismo de R? que preserva orientacién.
Por lo tanto, MCG(Sp 1) ~ {id}.

Por otro lado, sea x el punto marcado de Sp ;. “Olvidar” que dicho punto esta
marcado induce un morfismo natural MCG(Sp 1) — MCG(S5?%). Como consecuencia de
la PROPOSICION 1.7, todo homeomorfismo ¢ de S? puede ser modificado por isotopia
para que fije 2. Luego el morfismo es sobreyectivo, y se obtiene MCG(S?) ~ {id} también.

1.3. LA ESFERA PINCHADA TRES VECES. En esta seccién pensaremos a los fines
de Sp 3 como puntos marcados. Sea X, al grupo de permutaciones de n elementos.

LEMA 2.2. Cualquier par de arcos simples esenciales en Sp 3 con los mismos extremos
p # q son isotépicos via una isotopia que fija los puntos marcados de Sy 3.

PROPOSICION 2.3. El mapa MCG(Sp 3) — X3 inducido por la accién del MCG(.Sp 3)
en los puntos marcados de Sp 3 es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. El mapa es claramente un morfismo sobreyectivo; resta ver que es
inyectivo. Esto tltimo significa que todo homeomorfismo ¢ de Sy 3 que fija los puntos
marcados p, ¢ y  es homotdpico a la identidad.

Elegimos un arco a cualquiera en Sp 3 con extremos distintos p y ¢. Como ¢ fija p y
q, por el lema anterior tenemos que existe una isotopfa de ¢(a) a a. Por la PROPOSICION
1.8, podemos extender dicha isotopia a una isotopia H; de toda la superficie. Vemos asi
que @ es isotépico al homeomorfismo Hip, que fija a. Podemos entonces suponer que ¢
es quien deja « fijo.

Si cortamos Sp 3 a lo largo de o, obtenemos un disco con borde o y un punto marcado
en el interior, que es r. Como ¢ fija el borde del disco pinchado, induce una mapping
class en él, que es trivial por el truco de Alexander. La isotopia entre el homeomorfismo
que induce ¢ y la identidad del disco, nos da una entre ¢ y la identidad de S 3. U

3Resulta que la prueba para Diff(DQ, 8D2) no es tan simple como esta.
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Una prueba andloga a la anterior nos da un isomorfismo MCG(Sy2) ~ Z/2Z.

DEMOSTRACION. (LEMA 2.2) Sean « y 8 dos arcos simples en Sy 3 conectando los
mismos dos puntos marcados. Podemos isotoparlos para que sean transversales. Pensan-
do al tercer punto como el infinito, o y 5 son arcos en el plano. Como hemos argumentado
en el primer capitulo, si a y 5 no son disjuntos, entonces forman un bigono, que podemos
elegirlo innermost. El bigono lo deshacemos modificado a 8 por isotopia, y repetimos
esto hasta lograr que los arcos sean disjuntos en el interior.

En este punto, aU S es una curva cerrada simple en el plano y, por lo tanto, es borde
de un disco (que tiene dos puntos marcados en el borde). Podemos hacer una isotopia
entre ellas que fije los puntos marcados. O

1.4. EL ANILLO. Serd nuestro primer ejemplo de superficie con mapping class
group infinito. Bésicamente, la clase de un homeomorfismo ¢ del anillo A = S* x [0, 1]
queda determinada por la cantidad de vueltas (con sentido) que da el arco ¢ ({0} x [0, 1])
al anillo.

PROPOSICION 2.4. MCG(A) ~ Z.

DEMOSTRACION. Empezamos por construir un mapa p : MCG(A) — Z. Sea f en
MCG(S) y ¢ : A — A un homeomorfismo representando a f. Sea ¢ : A= Ael
levantamiento al cubrimiento universal A ~ R x [0,1] que fija el origen. Sea g1 : R - R
la restriccién de ¢ a R x {1}. Como ¢ es la identidad en 0A, tenemos que @; es una
traslacién entera. Identificando Z con el grupo de traslaciones, pensamos a @1 como un
entero, y definimos p(f) = ¢1.

Probemos que p es sobreyectivo. La transformacién lineal de R? dada por la matriz
M = ((1) lf) preserva R x [0, 1] y es equivariante con las transformaciones del cubrimiento
(traslaciones enteras en la primera coordenada). Por lo tanto, la transformacién baja al
cociente y da un homeomorfismo ¢y : A — A tal que p([pnm]) = k.

Resta ver que p es inyectivo. Supongamos que p(f) = 0. Entonces ¢ es la identidad
en 9A. Afirmamos que la homotopia por rectas

ﬁt(wvy) - t&(l’,y) + (1 - t)(x7y>
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entre ¢ y la identidad de A es equivariante. Por lo tanto, dicha homotopia baja a una
del anillo entre ¢ y la identidad de A, y que fija A en todo tiempo.

Para terminar, probemos la afirmacion. Sea 7 la transformacién de cubrimiento dada
por (z,y) — (z + k,y). Tanto 7¢ como @7 son levantados de ¢. Ademds, usando que @
fija DA, vemos que 79(0,0) = (k,0) y que »7(0,0) = (k,0). Por unicidad del levantado,
se sigue que 7@ = @7. Es fécil verificar que esto implica Hyr = 7H,. O

1.5. EL TORO. Un homeomorfismo ¢ del toro T? induce un automorfismo ¢, en
el grupo fundamental 71(7?) ~ Z2. Ademés, homeomorfismos homotépicos inducen el
mismo mapa. Por lo tanto, ¢ + ¢, induce un morfismo o : MCG(T?) — Aut(Z?) ~
GL2(Z). Resulta méas atin que o(f) estd en SLo(Z), para toda mapping class f. Para ver
esto, recordamos del pasado capitulo que curvas (p,q) y (r, s) en el toro tienen nimero
de interseccién algebraico dado por:

i((pq), (r,5)) = det (5 5)

Si ¢ es un homeomorfismo de T? que preserva la orientacién, entonces preserva el niimero
de interseccién algebraico. Por lo tanto, si M € GLa(Z) es el automorfismo asociado a
p, se tiene

det (2 7) =i((p,q), (r,9)) =1 (M (5) , M (7)) = det(M)det (2 1),
para todo par de curvas (p,q) y (r,s). Se sigue que det(M) = 1.
TEOREMA 2.5. El mapa o : MCG(T?) — SL2(Z) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Empezamos por probar que o es sobreyectivo. Cualquier M €
SLy(Z) induce un homeomorfismo lineal @,,; de R? que preserva la orientacién. Ademds,

Dar (2, ) + (K, 1) = Bar(2, y) + @ (k, 1),

donde %,,(k,1) € Z? si k,l € Z. Por lo tanto, B,,; baja al cociente e induce un homeo-
morfismo ¢y de T? = R2/Z2, con inversa o,,-1. La accién de [py/] en las clases de
homotopia de curvas en T2 es la dada por M en los vectores primitivos de Z?2. Por lo
tanto, o([par]) = M.

Veamos ahora que o es inyectivo. Supongamos que o(f) es la matriz identidad de
SL2(Z), y sea ¢ representante de f; queremos ver que ¢ es isotépico a la identidad. Sean
o'y B las curvas correspondientes a (1,0) y (0,1) en m (T?).

Como ¢, es la identidad, tenemos que ¢(/3) es isotépica a . Por el argumento dado
en la prueba de la PROPOSICION 2.3, podemos suponer que ¢ fija 3 punto a punto.
Ademads, como ¢ preserva orientacién, sabemos que preserva los dos lados de 5.

D (K

=,
\ =,
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Sea A el anillo obtenido al cortar T2 a lo largo de 3, y sea % el homeomorfismo
del anillo inducido por ¢, que representa un elemento f de MCG(A). Podemos pensar
a @y p(a) como arcos en A. Como « es isotépico a () en T2, vemos que p(f) = 0,
siendo p : MCG(A) — Z el morfismo de la PROPOSICION 2.4. Entonces, f es isotépico
al mapa identidad de A, via una isotopia que fija 0A. Pero entonces, ¢ es isotépico a la
identidad. (]

COROLARIO 2.6. MCG(S]1) ~ MCG(T?) ~ SLy(Z).

DEMOSTRACION. Sea z el punto marcado de Sj;1. Andlogo al caso de la esfera y la
esfera pinchada, tenemos que “olvidar” que x estd marcado induce un morfismo sobre-
yectivo MCG(S1,1) — MCG(T?). Asf que resta ver que el morfismo es inyectivo.

Sea f € MCG(S1,1) en el kernel del morfismo y ¢ : S11 — 51,1 un representante.
Pensamos a ¢ como un homeomorfismo de T?. Existe una isotopia H; : T? — T2 tal que
Hy =1id y H; = ¢ pero, para ver que ¢ es trivial en MCG(S],1), queremos una isotopia
que fije x en todo tiempo.

Como ¢ fija x, tenemos que a(t) = Hy(z) es un loop en T2. Sea & : I — R? el
levantado empezando en el origen. La isotopia F, : R?2 — R? definida por E(X) =
X — a(t) baja a una isotopia F; en el toro tal que Fy = F; = id. Por lo tanto, FyH; es
otra isotopfa de la identidad en ¢. Ademés, como F (a(t)) = (0,0) para todo t, tenemos
FiHy(z) = Fy(a(t)) = = para todo t.

O

2. EL METODO DE ALEXANDER

La metodologia de cortar superficies en discos y aplicar el truco de Alexander tam-
bién se puede generalizar a otras superficies con el método de Alexander descrito a
continuacién.

Decimos que una colecciéon de curvas cerradas simples esenciales y arcos propios
simples 71, ..., 7, cumple la propiedad (%) si:

- Los v;’s estan dos a dos en posicion minimal.
- Los ;’s son dos a dos no homotdpicos.
- Para i, j y k distintos, al menos una de v; N, v Ny, 0 ; N Y es vacia.

Supongamos que ¢ es un homeomorfismo que cumple que ¢(Uv;) es isotépica a Uy;
relativo a 9S. Si pensamos a Uy; como un grafo I' (posiblemente disconexo) en S, con
vértices los puntos de interseccién de los arcos, entonces la composicién de ¢ con dicha
isotopia da un automorfismo ¢, de I'.

PROPOSICION 2.7 (METODO DE ALEXANDER). Sea S una superficie compacta, posi-
blemente con puntos marcados, y sea ¢ € Homeo™ (S, 05S). Sea 71, ..., ¥, una coleccién de
curvas cerradas simples esenciales y arcos propios simples con la propiedad (x). Entonces:

(1) Sihay una permutacién o de {1, ...,n} tal que ¢(v;) es homotdpica a 7,(;) relativo
a 0S5, para cada i, entonces ¢(Uv;) es isotopica a Uy; relativo a 0S.

(2) Supongamos que las ~;’s llenan S, es decir, cortar S por los 7;’s resulta en una
unién disjunta de discos y discos pinchados. Si ademés ¢, fija cada vértice y cada
arista con orientacién, entonces ¢ es isotépico a la identidad. En caso contrario,
 tiene una potencia que es isotépica a la identidad.
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No lo probaremos, pero es un hecho general que si un homeomorfismo de una super-
ficie tiene una potencia que es isotopica a la identidad, entonces es él mismo isotopico a
un homeomorfismo de orden finito.

El primer punto es consecuencia directa del siguiente lema, cuya idea de la prueba
se puede encontrar en el apéndice.

LEMA 2.8. Sea S una superficie compacta, posiblemente con puntos marcados, y sea
1, ..., Vn, una coleccién de curvas cerradas simples esenciales y arcos propios simples con
la propiedad (*). Si 7], ...,7,, es otra tal coleccién tal que +; es isotdpica a ~; relativo a
08, entonces existe una isotopia de S relativa a 95 que lleva Uy, en Un;.

DEMOSTRACION. (METODO DE ALEXANDER.) Aplicando el lema anterior, tenemos
el primer punto de la proposicién. Componiendo la isotopia de dicho lema con ¢, vemos
que @ es isotépico a un mapa que deja I' = U~; invariante, asi que podemos suponer que
© es quien cumple eso.

Como T' es un grafo finito, existe r tal que (p,)" es el automorfismo identidad, es
decir, fija cada vértice y cada arista con orientacién. Llamemos ¢ = ¢". Como ¢, =
(¢")x = (¢«)", tenemos que ¢ fija cada vértice y manda cada arista en si misma con
la misma orientacion. Nos gustaria modificar a 1 por isotopia para que fije cada punto
de T'. Para ello, podemos hacer lo siguiente. En cada arista [v,w] elegimos una isotopia
oy de la arista que fija los vértices y tal que a9 (z) = x, para todo z en [v,w]. Luego
tomamos un entorno abierto U C S de forma que su interseccién con Uvy; sea la arista
(v,w) sin los extremos. En este entorno U extendemos la isotopia de forma que fije su
borde. A su vez, podemos extender la isotopia de U a toda la superficie con la identidad.
Haciendo estas isotopias para cada arista, logramos una isotopia de toda la superficie
que, compuesta con ¢, fija I' punto a punto. Podemos entonces suponer que 1 es quien
fija U~y; punto a punto.

Ahora, supongamos que si cortamos S por los ;, obtenemos discos y discos pin-
chados. Como v preserva la orientacion de .S, no intercambia los lados de las aristas.
Por lo tanto, 1) manda el interior de un disco (o un disco pinchado) en si mismo. Apli-
cando el truco de Alexander en cada uno de los discos, vemos que v es isotdpico a la
identidad. O

El dibujo ilustra cémo se puede elegir curvas y arcos que llenen una superficie. Notar
que solo se usan arcos cuando hay componentes de borde.



Capitulo 3

DEHN TWISTS

Los Dehn twists seran las mapping clases protagonistas de esta monografia; més
adelante veremos que los MCG(S) son generados por finitos de estos. Antes que nada,
debemos conocerlos y estudiar sus propiedades basicas.

1. DEHN TWISTS Y SU ACCION EN LAS CURVAS

Consideramos S! = R/Z y sea A = S* x [0, 1] el anillo, que encajamos en el plano
con (0,7) — ((r+1)cosb, (r+1)sin6). Damos a A la orientacién inducida por el encaje.
Sea T : A — A el mapa twist de A definido como

T,r)= (04 2rm,r).

Este es un homeomorfismo de A que preserva orientacion y fija todo punto del 0A. El
siguiente dibujo muestra el resultado de aplicar T a una fibra del anillo.

@ @ il

Sea « una curva cerrada simple en una superficie S. Consideramos N entorno tubular
de o homeomorfo al cilindro por ® : A — N que preserva orientacion. Se define el Dehn
twist sobre o como el homeomorfismo T, : S — S dado por

“Yz) six
@) = {<I>T<I> (z) eN

x siz e S\N.

Evidentemente esta definicién depende del IV y el ® elegido. Sin embargo, la unicidad
de los entornos tubulares' nos da que: cambiar el entorno resulta en un mapa twist que
es isotdpico al original. Ademas, la propiedad de extensién de isotopias implica que, si «
y B son curvas isotépicas, entonces T, y Tjg son mapas isotépicos. Por lo tanto, podemos
definir el Dehn twist de una clase de curva a como la mapping class T, asociada a T,
siendo « un representante de a.

Wer apéndice.

19
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La accién en curvas cerradas simples. Si b es una clase de isotopia con i(a,b) = 0,
entonces T, (b) = b. En caso contrario, podemos hacer cirugfas para obtener un repre-
sentante de T,(b) de la siguiente manera. Empezamos con un representante (3 de la clase
de b, y con i(a,b) copias paralelas «; en la clase de a, en posicién minimal con §. En
cada punto de interseccién entre «; y 3, hacemos cirugia como en la parte izquierda de
la siguiente figura. En la parte derecha se muestra la cirugfa para un caso con i(a,b) = 2.

-

2. DEHN TWISTS Y NUMERO DE INTERSECCION

PROPOSICION 3.1. Sean a y b clases de isotopia de curvas cerradas simples esenciales
en una superficie. Si k es entero, entonces

i(Ty (b),b) = [Kli(a, b)*.
En particular, los Dehn twists tienen orden infinito.

DEMOSTRACION. Sean « y 3 representantes en posicién minimal, y sea 3’ represen-
tante de Tf(b) como en el siguiente dibujo; el de la izquierda muestra el caso k =1, y el
de la derecha el caso k = 2, ambos con i(a,b) = 3. Afuera del cilindro donde se hace el
twist, B y 3’ son paralelas.

= &

Observamos que |3 N 3’| = |kli(a,b)?. Por lo tanto, alcanza con ver que 3y /3’ estén
en posiciéon minimal, es decir, que no forman bigonos. Un posible bigono consistiria de
dos arcos: uno de 8 y uno de . Abajo se ven, para i(a,b) = 3 y k = 1, las partes de
los arcos que estan en el cilindro de los candidatos a bigonos. (El arco de § se dibuja
punteado para distinguirlo del de 3’.) Para otros valores de i(a,b) y k es igual.

D
b
D

I { T

1/ i
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Supongamos que los subarcos como en el caso de la izquierda forman un bigono.
Entonces, como la regién del cilindro pintada es un disco, se ve que 3’ y « forman un
bigono (formado por un subarco de ' que se sale del cilindro). Es decir, hay un subarco
de a que parte el bigono en dos discos: el que estd pintado, y uno que no se ve en el
dibujo. Como 3 es paralela a (3’ afuera, lo anterior nos da un bigono entre o y 3, que
no puede ser. Para descartar los otros tres casos, notar que los vértices de un bigono
siempre tienen indices algebraicos opuestos. Sin embargo, las intersecciones de los arcos
del dibujo coinciden en indice, por lo que no pueden estar formando bigonos. O

3. HECHOS BASICOS SOBRE DEHN TWISTS
HecHO 3.2. T, =T} si y solo si a = b.

DEMOSTRACION. El reciproco ya fue comentado. Supongamos que a # b, y veamos
que T, # Tp. Para esto, alcanza con encontrar una clase ¢ de curva cerrada simple tal
que i(a,c) =0 e i(b,c) # 0, ya que la PROPOSICION 3.1 nos da

i(Ty(c),c) =i(a, c)2 =0 # i(b, 0)2 = i(Ty(c), c)

y, por lo tanto, Ty (c) # Tp(c).

Para probar la existencia de una tal ¢, separamos en dos casos. Sii(a,b) # 0, podemos
elegir ¢ = a. Si i(a,b) = 0, se puede aplicar cambio de coordenadas para tener un
homeomorfismo ¢ : S — S que mande a y b en unas buenas curvas. Segun las propiedades
de separacién que cumplan a y b tenemos los distintos casos, y es facil encontrar ¢(c). O

HEcHO 3.3. Para todo f € MCG(S) y toda clase de isotopia de curva cerrada simple
a tenemos

Tyay = fTaf ™

DEMOSTRACION. Sea ¢ representante de f y « representante de a. Sean ® : A — N
y Ty : S — S como en la definicién del twist T,. Tenemos que N’ = () es un entorno
tubular de p(a) y ® = ¢® : A — N’ un homeomorfismo que preserva orientacion.
Obtenemos que la composicion ¢T,p~ ! en el anillo N’ tiene formula ®'T(®')~!, de
donde ¢T, ! es un representante de Tr(a)- O

Usando los HECHOS 3.2 y 3.3, se obtiene el siguiente resultado.
HECHO 3.4. f conmuta con T} siy solo si f(a) = a.
HECHO 3.5. Si a y b no separan, entonces Ty, y Tj son conjugados en MCG(S).

DEMOSTRACION. Por el principio de cambio de coordenadas, sabemos que existe
h € MCG(S) tal que h(a) = b. Por el HECHO 3.3, tenemos Ty, = hT,h . O

Usando cambio de coordenadas de la misma forma, el hecho anterior se puede gene-
ralizar para curvas con otro tipo de propiedades de separacién.

HEcHO 3.6. Para cualquier par de clases a y b tenemos

i(a,b) =0 & Tyb) =b < T, T = TyT.
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DEMOSTRACION. La tltima equivalencia es el HECHO 3.4. La implicancia “i(a,b) = 0
entonces Ty, (b) = b” se ve haciendo el twist de a en un entorno disjunto de 3. Por tltimo,
la PROPOSICION 3.1 nos da que T, (b) = b implica

i(a,b)? = i(Ty(b),b)* = i(b,0)> =0 = i(a,b) = 0.
O

PROPOSICION 3.7. Si i(a,b) = 1, entonces T,Tp(a) = b. Ademds, si orientamos a,
entonces T,T2Ty(a) = a revirtiendo su orientacién.

DEMOSTRACION. Que las curvas tengan indice uno implica que sean curvas que no
separan. Haciendo un cambio de coordenadas, llevamos las curvas a y b en curvas como
en la figura de abajo. Notar que T,72Ty(a) = TyT,(b). O

b

L1 Ll

PROPOSICION 3.8. Sean ar, ..., a,, clases de curvas cerradas simples no esenciales en
S que son distintas, disjuntas y no homotépicas dos a dos. Entonces el mapa Z™ —
MCG(S) dado por
(K1, oo o) > T2 T

es un morfismo inyectivo.

DEMOSTRACION. Como las curvas son disjuntas dos a dos, sus twist conmutan y
el mapa es un morfismo. Para probar que el morfismo es inyectivo, sea (k1, ..., ky,) no
trivial. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ki # 0.

Cortamos S en (representantes de) ag, ..., a,, y consideramos la componente S’ que
contiene a a1. Por hipétesis, a1 no es la misma clase que ninguna componente de borde
de S’. Por esto existe una clase de curva o arco ¢ en S’ disjunta de las componentes de
borde as, ..., a, v tal que i(a,c) # 0. Como T (c) # c y TX2(c) - Thm(c) = c, se sigue
que Tfll e ng no fija ¢y, por lo tanto, no es trivial. O
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4. CORTANDO7 TAPANDO E INCLUYENDO

En esta seccién introduciremos tres operaciones geométricas en una superficie, y
veremos cémo ellas inducen morfismos entre mapping class group. Para empezar, si S
es una subsuperficie cerrada de S’, entonces la inclusién S — S’ induce un morfismo

n 't MCG(S) — MCG(S')

de la siguiente manera. Dado f € MCG(S) y ¢ € Homeo™ (S,dS5) un representante,
consideramos la extensién » € Homeo™ (S’,05’) de ¢ que vale la identidad en S’ —
S. Definimos 7(f) como la clase de @ en MCG(S’). El valor de n(f) no depende del
representante porque si ,7) € Homeo™ (S,0S5) son homotépicos en S relativo a 95,
alcanza extender la homotopia por la identidad en S’ — S para ver que @ y J son
homotopicos.

TEOREMA 3.9. Consideramos S una superficie compacta con borde. Supongamos
que S es subsuperficie de S’ tal que ninguna componente de S’ — S es un disco abierto.
Sean aq, ..., ayy, las componentes de borde de S que bordean discos pinchados en S/ — S.
Sean {f1,71}, .-, {Bk, 7k} los pares de componentes de borde de S que bordean anillos
en S’ — S. Entonces el kernel de 7 es

ker(n) = (Tays oo Taps Ty Ty -y s Ty T )

cl
siendo a;, b; v ¢; las clases de isotopia de «;, B; v ; respectivamente. En particular, si

ninguna componente de S’ — S es un disco abierto, un disco abierto pinchado, o un anillo
abierto, entonces 7 es inyectivo.

DEMOSTRACION. Sea f € ker(n) y ¢ € Homeo™ (S,0S) un representante. Entonces
@ estd en la componente conexa de la identidad en Homeo™ (S’,95").

Sea § una curva esencial orientada en S. Como ¢ es isotépica a la identidad en S,
tenemos que () = @(J) es isotépica a § en S’; queremos ver que lo es en S. Si no
son disjuntas, se las puede modificar por isotopia en S para que sean transversales. Por
el criterio del bigono, sabemos que 0 y ¢(d) forman un bigono en S’. Como § y ¢(0)
son disjuntas de 95, y como S’ — S no tiene componentes que sean discos, el bigono es
disjunto de 3S. Entonces se puede hacer una isotopia que deshaga el bigono dentro de
S. Haciendo esto en cada bigono, dejamos a § y ¢(§) disjuntas. Ahora, si § y ¢(d) son
disjuntas e isotépicas, son el borde de un anillo en S’. Dicho anillo no puede contener una
componente de 95 porque sino d seria homotdpica a ella (no esencial). El anillo tampoco
puede ser atravesado por una componente de 95, porque sino este no seria disjunto de
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d U (0). Concluimos que el anillo es disjunto de 95 y, por lo tanto, estd contenido en
S. Podemos isotopar § y ¢(d) en el anillo.

Ahora, elegimos una coleccién 41, ..., d; de curvas cerradas simples en S que satisfaga
las tres propiedades del método de Alexander y de forma que el resultado de cortar S por
Ud; sea una unién disjunta de discos, discos pinchados y anillos N; que sean entornos de
las componentes de borde. Por ejemplo, elegimos las curvas vistas al final de la seccién
del método de Alexander sin los arcos de las componentes de borde. En este caso, ¢ no
puede permutar los anillos N;.

Por el primer punto del método de Alexander, ¢ es isotépica (en S) a un homeo-
morfismo de S que fija U§; U 3S. Como el mapping class group del disco y el del disco
pinchado son triviales, se sigue que f tiene un representante soportado en los N;. Es
decir, f es de la forma

— T, rm psipty Skt Ul e
f_Tal Ta:: Tbl TC1 Tka le ng’

Ck

donde los a;, b; v ¢; son los del enunciado, y los d; son las otras componentes de borde
que no bordean discos pinchados ni anillos. (Aca usamos que esos twists conmutan entre
si.) Como Ty? es trivial en MCG(S’), y como los twists T, y T¢, son iguales en MCG(S’),
tenemos

n(f) = T;11+t1 .. .Tbskk“k .T;ll .. 'T;f'
Por definicién de f, este producto es trivial en MCG(S”). Entonces, por la PROPOSICION
3.8, sabemos que (s1 +t1, ..., Sk + tk, u1, ..., ug) tiene que ser la tupla nula, lo que prueba
el resultado. O

Un caso particular de lo anterior es cuando S’ — S es un disco pinchado una vez. Se
puede pensar como elegir una componente de borde o de S’ y “taparla” con un disco
pinchado.

PROPOSICION 3.10. Consideramos S una superficie compacta con borde. Sea S’ ob-

tenida de S al tapar una componente de borde « con un disco pinchado. Entonces el
kernel del morfismo inducido Cap : MCG(S) — MCG(S’) es (Ty).

La 1ltima operacion consiste en borrar una curva cerrada simple y esencial de una
superficie S, que resulta en una superficie S — « con dos fines méas que S. Sea a la clase
de isotopia de «, y sea

MCG(S,a) = {f € MCG(S) : f(a) =a}

el estabilizador de a. Resulta que hay un morfismo Cut : MCG(S,a) — MCG(S — «),
como definimos a continuacién. Dado f € MCG(S, a), elegimos un representante ¢ tal
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que () = a. El homeomorfismo ¢ se restringe a uno de S — « y, por lo tanto, nos da
un elemento Cut(f) en MCG(S — «).

PROPOSICION 3.11. Sea S una superficie con finitos puntos marcados. Sea o una

curva cerrada simple y esencial en S, y sea a su clase de isotopia. El morfismo Cut :
MCG(S,a) - MCG(S — «) esta bien definido, y su kernel es ker(Cut) = (T,).

DEMOSTRACION. Sea N un entorno tubular de «. La inclusién (S — N) — S induce
un morfismo 7; : MCG(S — N) — MCG(S). Este es sobreyectivo en MCG(S, a) porque
un homeomorfismo de S que fija a puede ser modificado por isotopia para que fije todo
el anillo N. Sean b y ¢ las clases en S — N de las dos componentes de borde de N. Por
el TEOREMA 3.9, el kernel de 1y es (TpT, 1).

Sea S — N la superficie obtenida luego de tapar cada componente de borde de S — N
con un disco pinchado. Como S — N es homemorfa a S — «, tenemos un isomorfismo
natural 7 : MCG(S — N) - MCG(S — «).

Por 1dltimo, el TEOREMA 3.9 nos dice que el kernel del morfismo 1y : MCG(S—N) —
MCG(S — N) inducido por la inclusién es (Tp, T¢).

Consideramos el siguiente diagrama:

(L,T1)

1 —— (T, T,) — MCG(S — N) —2+ MCG(S — N)

m ZJ{T

MCG(S,a) —“ s MCG(S — )

1

Como (T, T ) es un subgrupo de (Ty, T.) = ker(1)2), se puede definir 7m9m7 ", que es
exactamente el morfismo Cut. O






Capitulo 4

EL GRAFO DE CURVAS

Dada una superficie S, el grafo de curvas C(S) es un grafo que tiene un vértice por
cada clase de isotopia de curva cerrada simple y esencial en S, y que tiene una arista
entre cada par de vértices que represente clases a y b con i(a,b) = 0.

En el caso de las superficies S?, So,1, So0,2 ¥ 50,3, el grafo de curvas es vacio; no hay
curvas esenciales. En el caso de T2, S11Y So.4, el grafo de curvas es una unién numerable
y disjunta de vértices. En el resto de los casos tenemos lo siguiente.

TEOREMA 4.1. Si 3g +n > 5, entonces C(Sy,,) es conexo.

Notar que de cada vértice ¢ salen infinitas aristas: elegimos a y b disjuntas de c
con i(a,b) > 0, y tenemos que T*(b) son todas curvas distintas y disjuntas de c. Otra
observacién que podemos hacer es que: el hecho de que dos clases a y b tengan nimero
de interseccién grande no implica que estén lejos en el grafo de curvas, ya que podria
existir una tercer curva que sea disjunta de ambas.

1. HIPERBOLICIDAD DEL GRAFO DE CURVAS

Sea X un espacio métrico geodésico; esto es, para todo par de puntos x,y existe
un segmento geodésico [z,y] que los conecta'. Decimos que X tiene la propiedad de
tridngulos d-finos si para todo tridngulo geodésico de lados [z,y], [y, 2], [z, x] vale

[z, 9] € B([y, 2] U [2,],6).
Si esto se cumple para algin d, entonces X se denomina hiperbdlico.

El objetivo de esta seccién es probar que el grafo de curvas de una superficie §' = S,
de género g > 2 es un espacio métrico hiperbdlico. Para esto, usaremos el criterio que
introducimos a continuacién.

Supongamos que X es un grafo conexo cuyas aristas miden uno y tal que todo par
de vértices z,y € X(© tiene asociado un subgrafo conexo n(x,y) = n(y, z) que contiene
a los vértices y que cumple las siguientes propiedades para cierta constante D:

- Para todo z,y,z € X, se tiene n(z,y) C 8(77(:1:, z2)Un(z,y), D).
- Para todo z,y € X(© tal que d(x,y) < 1, el didmetro de n(z,y) en X es < D.
En ese caso, diremos que X cumple la propiedad (x).
Notar que la primera propiedad es similar a la de tridngulos finos, solo que con ciertos

subgrafos en vez de con segmentos. Un espacio con la propiedad de tridngulos é-finos
cumple con la descripcién anterior, tomando D = ¢ y n(x, y) como algin segmento [z, y].

1Un segmento geodésico entre = e y es un mapa continuo c: [0,f] — X tal que ¢(0) =z, c({) =y y
d(c(t),c(t')) = |t — t'| para todo t,t’ € [0, 4].

27
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TEOREMA 4.2. Si un grafo cumple la propiedad (x), existe una constante K = K (D)
tal que la distancia Hausdorff entre n(x,y) y cualquier segmento [z,y] es < K.

COROLARIO 4.3. (CRITERIO DE HIPERBOLICIDAD.) Un grafo que cumple con la
propiedad (x) es hiperbdlico.

DEMOSTRACION. Tomamos la constante § = 2K + D. Dados z, y, z vértices y [z, y],
ly, 2], [z, x] segmentos, tenemos:

[z,y] C B(n(w,y),K) C B(n(:):,z) un(z,y), K + D) C B([:r,z] U [z,y],d).
O

La prueba del TEOREMA 4.2 se encuentra més adelante. Antes, veamos como usar
el criterio de hiperbolicidad en el grafo de curvas (aumentado).

o
AN

1.1. PRUEBA DE HIPERBOLICIDAD. Sea S = S, con g > 2. Para probar la hiperbo-
licidad de C(.S), precisaremos introducir al grafo de curvas aumentado Can(S). Este tiene
los mismos vértices que C(S), y un par de ellos se conecta cuando las clases asociadas a
y b cumplen i(a,b) < 1. Resulta que este nuevo grafo es quasi-isométrico a C(S), por lo
que alcanza probar su hiperbolicidad para tener la de C(S).

Probemos primero que efectivamente son quasi-isométricos. Empezamos por observar
que si i(a,b) < 1, entonces d(a,b) < 2 en C(S5). En efecto, si i(a,b) = 1, entonces a y
b son del tipo que no separa, y podemos aplicar el principio de cambio de coordenadas
para ver que estan a dos de distancia en C(S) (ver el dibujo de abajo). Se sigue que las
distancias en C(S) se duplican a lo sumo respecto a las de Cay(5). Podemos definir una
funcién Cay(S) — C(S) que valga la identidad en C(S) y que mande las aristas [v, w] que
no estan en C(S) linealmente en algin camino de largo dos entre sus extremos v y w.

Luego, el mapa inclusién C(S) — Cau(S) y el Cau(S) — C(S) son quasi-isometrias
con constante multiplicativa y aditiva igual a dos.

Curvas bicorn. Dadas a y b clases de curvas cerradas simples en S, consideramos
representantes « y 3 puestos en posicién minimal. Una clase de curva cerrada simple ¢
es una curva bicorn entre a y b si es la clase de una unién de un subarco o’ de o con uno
B’ de 3, que llamamos a-arco y b-arco respectivamente. Est4 permitido ¢ = a, es decir,
que el b-arco sea vacio. De la misma forma, estd permitido ¢ = b.
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— C —

c(s)

LNG o

Bésicamente, por cada par de subarcos o’ y 3 que solo se cortan en los extremos,
tenemos una bicorn, y no hay mas que esas. Notar entonces que existen solamente finitas
curvas bicorn entre a y b. Ademas, la condicién de posicién minimal nos da que cualquier
curva bicorn es esencial, porque sino a y § estarian formando un bigono.

Para usar el criterio de hiperbolicidad, definimos 7(a, b) como el subgrafo de Coy(S)
generado por todas las bicorns entre a y b. Es decir, al conjunto de vértices que repre-
sentan bicorns entre a y b se le agrega las aristas entre ellos.

Para ver que 7n(a, b) es un subgrafo conexo, definiremos un orden parcial en las clases
de bicorns entre a y b: decimos que ¢ < ¢’ si el b-arco de ¢ estd estrictamente contenido
en el b-arco de ¢/, pensando que los arcos estdn formados por representantes fijos o y f3.

LEMA 4.4. El subgrafo n(a,b) es conexo?.

DEMOSTRACION. (Todas las bicorn de esta prueba son entre a y b.) Afirmamos que
si ¢ # b es una curva bicorn, entonces existe otra bicorn ¢/, que es vecina de ¢ en Cay(5),
y tal que ¢ < . Como el conjunto de bicorns es finito, y como b es més grande que
todas, se sigue que toda bicorn ¢ se puede conectar con b por un camino de bicorns.

Para el caso i(c,b) < 1 podemos tomar ¢ = b. Asi que asumamos que ¢y b se cortan
al menos dos veces. Si ¢ # a, sean o’ y ' el a-arco y b-arco de ¢ respectivamente. Para
encontrar ¢’ prolongamos 3 por uno de los extremos hasta que este se cruce con «'.
Llamamos " a dicho subarco, que serd el b-arco de ¢’. El a-arco de ¢’ lo tomamos como
el subarco de o’ adecuado para cerrar la curva. Hay dos posibilidades dependiendo de si
las intersecciones tienen el mismo indice algebraico o no. Es decir, puede que 3" corte o/
viniendo de lados opuestos de ', o que lo haga viniendo del mismo lado. En el primer
caso, i(c, ) = 0, y en el segundo i(c,’) = 1 (ver dibujo).

Por otro lado, si ¢ = a elegimos un subarco ' de 3 con extremos en «, de forma
que dichos puntos sean las tnicas intersecciones de 3’ con «. Tomamos ¢ como siendo

2Esto da una prueba de que, para g > 2, el grafo aumentado de Sy es conexo y, por lo tanto, también
lo es el grafo de curvas C(Sy).
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cualquiera de las dos bicorn definidas por 3’ y un subarco de a con los mismos extremos.
Igual que antes, tenemos dos casos dependiendo de cémo corte 8’ a « y, en ambos casos,
¢y ¢ son vecinos en el grafo aumentado. U

La siguiente imagen ilustra el proceso de la prueba anterior, donde se obtienen bicorns
cy ¢ adyacentes a a y b respectivamente, que también son adyacentes entre ellas, y que
verifican a < ¢ < ¢ < b.

LEMA 4.5. Sean a, by d clases de curvas cerradas simples y ¢ una bicorn entre a y b.
Entonces existe una bicorn ¢ entre a y d o entre by d que corta ¢ a lo sumo dos veces.

Este lema nos da la condicién de finesa n(a,b) C B(n(a,d)Un(d,b),2) con constante
D = 2 pues: clases de curvas que se intersectan a lo sumo dos veces estan a distancia
menor o igual que dos en el grafo aumentado. Esta ultima afirmacion se sigue de la
construccién de la prueba anterior ya que, en el caso en que i(a,b) = 2, tenemos una
primer bicorn ¢ adyacente a a que cumple que, si extendendemos su b-arco, obtenemos
la curva b. Entonces ¢ es adyacente tanto a a como a b.

DEMOSTRACION. (LEMA 4.5) Sii(c,d) < 2, elegimos ¢ = d. Si i(c,d) > 3, elegimos
representantes en posicién minimal y consideramos tres intersecciones consecutivas p, q, r
entre ¢ y d (ordenadas segin una parametrizaciéon del representante de d). Dos de los
tres puntos estardn en el mismo arco de ¢; digamos que es en o/, el a-arco de c.

Sip y r estdn ambos sobre o/, entonces hay dos posibilidades dependiendo de si las
intersecciones en p y r tienen el mismo indice o no. En ambos casos, elegimos ¢’ formada

3La idea anterior se podria replicar para acotar distancias del grafo aumentado (y, por lo tanto, en
el grafo de curvas también) en un contexto més general: si i(a,b) > 2, entonces dau(a,b) < i(a,b).
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por el subarco &' de d delimitado por p y r que contiene a ¢, y el subarco o” de o’
delimitado por p y r. En un caso tenemos i(c, ) = 2, y en otro i(c, ') = 1 (ver dibujo).

En el caso en que tenemos dos puntos consecutivos sobre o', podemos formar ¢’
tomando ¢’ el subarco de d entre dichos puntos y o el subarco de o/ que los conecta. [

1.2. PRUEBA DEL CRITERIO. Ahora queremos probar el TEOREMA 4.2. Para esto,
empezaremos por definir la funcién

f(n) = max {d(w, [:c,y]) D x,y € X d(z,y) <n, we n(az,y)}.

El teorema se reduce a probar que esta funcién estd acotada por una constante K’ =
K'(D), como veremos a continuacién.

PROPOSICION 4.6. Supongamos que f(n) < K’ para todo n > 0, siendo K’ = K'(D)
una constante. Entonces la distancia Hausdorff entre n(x,y) y cualquier segmento [z, y]
es < K, para K = 2K’ + 1.

DEMOSTRACION. Tenemos n(z,y) C B([z,y], K’) por definicién de f(n). Para pro-
bar la proposicién, falta ver que [z,y] C B(n(:z:,y),K). Dado v en [z,y], llamamos
a” = [z,v] y at = [v,y]. Consideramos los conjuntos

A" ={wen(z,y): dlw,a”) <K'} y AT ={wen(z,y): dwa’)<K'}.

Por hipétesis se cumple n(z,y) = A~ U A*. Notar que, como = e y estan en n(z,y),
se tiene x € A~ ey € AT. Como ademés n(x,y) es conexo, hay un w € A~ tal que
d(w, A*) < 1. Por lo tanto, existen v* € o tales que d(w,v™) < K’y d(w,v") < K'+1.
De ello a su vez se sigue que el subsegmento [v—,v"] de [x,y] mide < 2K’ + 1. Entonces,
d(v,{v™,v"}) < K’, lo que nos da d(v,w) < 2K'+1 = K. 0

Notar que, como f es una funcién en los naturales, alcanza con acotarla a partir de
un N. En los siguientes lemas nos conformaremos solamente con acotar el orden de su
crecimiento. En el primer lema probaremos que el crecimiento es de orden logaritmico,
y en el segundo daremos una “cota recursiva”’. Con estos dos resultados seremos capaces
de probar que f es una funcién acotada por una constante.

LEMA 4.7. Si un grafo cumple la propiedad (x), entonces la distancia de n(z,y) a
cualquier segmento [x,y] es < (2 +logyn)D, siendo n = d(z,y).
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DEMOSTRACION. Fijamos wg en n(z,y). Sea z; € X punto medio de [z, 7], esto es,
un punto en [z, y] que corta el segmento en dos subsegmentos cuyas longitudes difieren
en a lo sumo una unidad. Por la propiedad (%) sabemos que

wg € B(n(a:, z1) Un(z1,v), D).

Entonces existe wy, digamos en 7(x, z1), tal que d(wp,w1) < D. Sea zo punto medio del
subsegmento [z, z1] de [z, y]. Existe wy en n(z, z2) Un(z2,21) tal que d(wy,we) < D. En
este punto, tenemos d(wg, w2) < 2D. Digamos que wy € 1(z2,21), y tomamos z3 punto
medio de [z2, z1]. De forma andloga tomamos un ws cumpliendo d(wp, ws) < 3D.

Continuamos este proceso hasta que no podemos tomar mas puntos medios. Es decir,
luego de a lo sumo k = 1 + logy n pasos, obtenemos z; y zp vértices en [x,y] y wy en
n(ze, 21), para algin ¢ < k, tales que d(zp, z;) = 1 y d(wp, wy) < kD. Por la propiedad
(%), el didmetro de n(z¢, zx) es < D, de donde d(wg, z) < D. Obtenemos entonces que
d(wo, z) < kD + D = (2 +logyn)D.

Como zj, estd en [z, y], y como wy era arbitrario en n(z, y), queda probado el lema. O

LEMA 4.8. Si f(n) > 2D, entonces f(n) < 2D + f(6f(n)).

DEMOSTRACION. Sean z,y € X con d(x,y) < n, y sea w € n(z,y). Consideramos
un punto v del segmento [z, y] tal que d(w,v) = d(w, [z, y]) Sean z’,1 respectivamente
a la izquierda y la derecha de v en el segmento [z, y], y a distancia 3f(n) de dicho punto.
(En caso de no existir, tomamos 2’ = x 0 y' = y). Aplicando la propiedad (x) dos veces,
obtenemos

w € B(n(z,2") Un(z',y") Un(y',y),2D).
Veremos maés en particular que w € B (n(x’ Y ),2D). Para ello, hay que probar que
w & B(n(z,2'),2D) si 2’ # x, y es andlogo que w & B(n(y',y),2D) siy' #y.

Si existiese un z € [z, 2] tal que d(w, z) < 2f(n), entonces el camino [v, w] U [w, z] U
[z, ] que se ve en el dibujo serfa mas corto que el [v,z] U [z, ], lo cual contradice que
[, y] sea geodésico. Por lo tanto, d(w, [#,2]) > 2f(n). Como d(z,z") < n, por definicién
de f vale n(z,2") C B([x,a:’], f(n)) Entonces, usando la hipdtesis, vemos que

d(w,n(z,2")) > d(w, [z,2']) = f(n) > 2f(n) = f(n) = f(n) > 2D.
Es decir, w ¢ B(n(z,2'),2D). Queda probado que w € B(n(a',y'),2D).
Dado que [2/,y'] mide < 6f(n), sabemos que n(z’,y’) estd a menos que f(6f(n)) de

[2/,y/] C [z, y]. Obtenemos entonces que d(w, [z,y]) < 2D+ f(6f(n)). Como z,y, w eran
arbitrarios con d(z,y) <ny w € n(z,y), se sigue que f(n) < 2D + f(6f(n)). O
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Ahora si, terminamos con la prueba del teorema.
PROPOSICION 4.9. Existe K’ = K'(D) tal que f(n) < K’, para todo n.

DEMOSTRACION. Si f(n) < 2D para todo n, entonces ya esta. Sino, como f es
creciente, existe un N > 0 a partir del cual f(n) > 2D. Combinando los lemas anteriores
obtenemos

f(n) 2D+ (2+1logy(6f(n))) D < (7 +logy(f(n))) D.

Por 6rdenes, existe M tal que (7 + logQ(m))D < m para todo m > M. Es absurdo
suponer que f(n) > M para algin n > N, ya que esto implicaria que

f(n) < (7+1logy(f(n)))D < f(n).

Concluimos que f(n) < M para todo n > N. Como f estd definida en los naturales,
se sigue el resultado. ([

2. LA ACCION DE LOS PSEUDO-ANOSOV EN EL GRAFO DE CURVAS

Decimos que una mapping class f es loxodrdmica en el grafo de curvas si para toda
clase de curvas a existe C' > 0 tal que d(a, f*(a)) > C|n|, para todo entero n.

Comentaremos nada méas® que el MCG(S,) contiene elementos loxodrémicos, que
son las clases pseudo-Anosov introducidas al final del capitulo siguiente. En particular,
el grafo C(S,) tiene didmetro infinito. Esto dltimo de hecho no es cierto para superficies
de tipo infinito. Por ejemplo, cualquier par de curvas a y b en el monstruo del lago ness
S viven en una subsuperficie de tipo finito S’ C S. Por lo tanto, podemos tomar una
clase ¢ en el complemento de S’ que, por ser disjunta de a y b, estd conectada por una
arista a ambas. Se sigue que C(.5) tiene didmetro dos.

3. EL GRAFO DE CURVAS QUE NO SEPARAN

Para S = S, introduciremos otro grafo en el que MCG(S) actia: se trata del grafo

de curvas que no separan N(S). Este tiene como vértices las clases de isotopia de curvas
cerrada simples que no separan, y las aristas son entre clases a y b tales que i(a,b) = 1.

PROPOSICION 4.10. Si g > 2, entonces /V(Sg,p) es conexo.”

Nos interesa particularmente el N (S) dado que, en el capitulo siguiente, usaremos la
accién del mapping class group en él para probar que es un grupo finitamente generado.
Que MCG(S) actia en N (S) viene de que: homeomorfismos de S llevan curvas que
Nno separan en curvas (ue no separan y preservan la interseccién geométrica uno. Mas
aun, nos interesa el hecho de que la accion es transitiva en los vértices y en los pares
de vértices conectados por una arista. Ambas afirmaciones se obtienen del principio de
cambio de coordenadas. R

En efecto, dados dos vértices en N (S) asociados a clases a y b, el principio nos
dice que existe un homeomorfismo de S que manda cualquier representante o de a en
cualquier representante 5 de b, por ser oy 5 curvas que no separan. Entonces, la mapping

4Para més informacién, se puede referir al trabajo [2].
SUna prueba simple y clara de este resultado puede encontrarse en la seccién 4.1 de la referencia

1].
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class de dicho homeomorfismo manda a en b. De forma parecida, si (a,b) y (¢, d) son

pares de vértices conectados por una arista en N (S), existe un homeomorfismo de S
que manda representantes o y 5 de a y b en representantes v y § de ¢ y d, dado que
anNf=yndj=1.



Capitulo 5

(GENERADORES DEL MAPPING CLASS GROUP

Recordemos el isomorfismo o : MCG(T?) — SLa(Z) del TEOREMA 2.5. Resulta que o
manda los twist en las curvas (1,0) y (0, 1) en las matrices (§ _11) y (1 9) respectivamente,
siendo estas generadores de SLy(Z). Por lo tanto, el grupo MCG(T?) es generado por
dichos Dehn twists. En los deméas g-toros tenemos un resultado andlogo.

TEOREMA 5.1. Para g > 0 el grupo MCG(S,) es generado por finitos Dehn twists
sobre curvas cerradas simples que no separan.

Se puede probar méas ain que un conjunto de generadores explicitos son los Dehn
twist sobre las 2g + 1 curvas del dibujo de abajo'. Estos se denominan generadores de
Humphries. Ademads, 2g + 1 es la cantidad de curvas minima necesaria para generar
MCG(Sy) con twists.

Observar que el TEOREMA 5.1 es falso para superficies con fines, pues ninguna
composicion de twist los puede permutar. Al final del capitulo comentaremos cémo son
los generadores de MCG(Sy,n).

Sea PMCG(Sy,n) el pure mapping class group de Sy, definido como el subgrupo
de MCG(Sy,,) de elementos que fijan cada punto marcado individualmente. Es decir,
tenemos la sucesién exacta

1 - PMCG(Sy,n) = MCG(Sg) — Xy — 1,

donde el morfismo MCG(Sy,,) — ¥, es el inducido por la accién en los puntos marcados.
Veremos que este nuevo subgrupo si es generado por finitos Dehn twists, que es un
resultado mas general que el TEOREMA 5.1.

El problema de la palabra. Se plantea lo siguiente: dado un grupo finitamente
generado y un generador finito fijo, jexiste un algoritmo que reciba un producto en los

Wer capitulo 4 de [1].

35
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generadores y sus inversos, y determine si este producto representa la identidad o no?
Hay ejemplos de grupos para los cuales no hay un tal algoritmo. Asumiendo el TEOREMA
5.1, veremos que en el caso de MCG(S) si lo hay.

Fijamos un conjunto C de curvas que llenan S y un generador explicito (por ejemplo,
los generadores de Humphries). Si w es una palabra en los generadores, podemos ver
c¢émo actia su homeomorfismo asociado ¢ en C con el método visto en el tercer capitulo.
Con el método de Alexander determinaremos si w es trivial o no de la siguiente manera.
Para cada 7 € C y cada bigono entre v y ¢(y), cambiamos el subarco de ¢(y) que forma
el bigono por el de 7. Esta operacién no cambia la clase de (7). Si al terminar con
los (finitos) bigonos las curvas quedan iguales, entonces ¢ fija la clase de v. Segun el
enunciado de Alexander, también hay que tener en cuenta las orientaciones.

1. LA SUCESION EXACTA DE BIRMAN
Esta sucesién nos servird para el paso inductivo en el nimero de fines.

1.1. LOS MAPAS PUSH Y FORGET. En esta seccién cambiaremos constantemente la
forma en que interpretamos los fines: a veces las interpretaremos como puntos removidos,
y a veces como puntos marcados.

Consideramos MCG(Sgn+1) con n > 0, y elegimos un punto marcado x de Sy pn1.
Sea f una mapping class en MCG*(Sy n41), siendo este el subgrupo de MCG(Syn+1)
formado por los elementos que fijan x. Como f no intercambia x con ningiin otro punto
marcado de Sg,41, tiene sentido pensar a f como un elemento de MCG(S,,,). Més
especificamente, tenemos un mapa

Forget : MCG*(Sg n41) = MCG(Sy1)

inducido por la inclusién Sy 41 — Sgn. En el resto de esta seccién denotaremos con
“techo” a los homeomorfismos ¢ de Sy, y sin él al ¢ asociado en Sy 1.

Forget x
TN

Como argumentamos en el segundo capitulo?, Forget es sobreyectivo. Ahora nos
interesa describir el nicleo. Lo primero que observaremos es que podemos asociar un
elemento del 71 (Sy,n, x) a cada elemento f € MCG*(Syn+1) del kernel de Forget de la
siguiente manera. Sea ¢ representante de f. Que Forget(f) =1 significa que existe una
isotopfa Ht en Sy, de la identidad a . Dado que @ fija z, la curva a(t) = Hi(z) es un
loop de S, basado en x. Asociamos a f la clase de « en el grupo fundamental.

Reciprocamente, veremos que si “apoyamos un dedo” sobre x y “empujamos” los
puntos de la superficie a lo largo de «, obtendremos la clase de f en MCG*(Sy n41)-

2Ver seccién de LA ESFERA Y LA ESFERA PINCHADA.
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Para formalizar, pensamos un loop o : I — S, en & como una isotopia entre puntos
y la extendemos a una isotopia H; : Sy, — Sy, de toda la superficie, como en la
PROPOSICION 1.8. Definimos Push(a) € MCG*(Sy,,+1) como la mapping class de Hj.

Lo que uno querria serfa que la mapping class de Push(a) no dependa de la exten-
sién de la isotopia, y que tampoco dependa de la eleccién de « dentro de su clase de
homotopia. En otras palabras, uno querria tener un mapa bien definido

Push : w1 (Sgn, ) = MCG*(Syn+1)-

Resulta que ese es el caso.

Por comodidad, denotaremos por « tanto a la curva como a su clase de homotopia en
el 1. Observamos que, si tenemos dos loops a y 5 que son isotépicos, entonces podemos
extender la isotopia de curvas a toda la superficie para ver que Push(«a) y Push(f3) estan
en la misma mapping class. Sin embargo, las clases del 71 son de homotopia, y no hay
una forma general de extender homotopias de loops a homotopias de superficies. Por
otro lado, podriamos modificar un loop a por homotopia y obtener uno 8 que pase por
el punto marcado z, y no hay una forma obvia de probar que sus Push’s asociados son
homotépicos en la superficie pinchada Sy ,41. Resulta ser que el mayor problema en la
prueba del TEOREMA 5.3 es probar que Push esta bien definido.

Asumiendo que Push estd bien definido, podemos dar un representante explicito de
Push(y) para el caso en que 7 es un loop simple en x. Empezamos por identificar un
entorno de v en S; , homeomérficamente con el anillo S* x [0,2], de forma que (t) se
corresponda con (27t,1). Consideramos la isotopia en el anillo dada por

(0 +27rt,7) 0<r<1
Gt((ﬁ,r)) = {(9+27r(2 — ), r) 1<r<2.

Mandando Gy por el homeomorfismo, obtenemos una isotopia F; en el entorno de -,
que se extiende por la identidad a una isotopia de toda la superficie Sy,. Dado que
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Gt((O, 1)) = (27t, 1), obtenemos que F; mueve = a lo largo de 7. Entonces F} es un
representante de Push(y).

Ademés, notar que G es el pegado del twist en el anillo S* x [0, 1] con el inverso del
twist en el anillo S x [1,2]. Si « es la curva en Sy 11 que se identifica con St x {0}, y
3 es la que se identifica con S x {2}, entonces F} es TaTﬂ_l. De esto se sigue:

HECHO 5.2. Sea ~ un loop simple en Sy ,, representando a un elemento del 7 (Sy,pn, ).
Entonces
Push(y) = T,T; *,
donde a y b son clases de isotopia de curvas cerradas simples en Sy 41 obtenidas al
empujar v hacia la izquierda y la derecha respectivamente.

1.2. LA SUCESION EXACTA DE BIRMAN.

TEOREMA 5.3 (SUCESION EXACTA DE BIRMAN). Sea S = S, ,, con x(S) < 0yn > 0.
Supongamos que Sy 41 es obtenida de Sy, al remover un punto interior . Entonces la
siguiente sucesiéon es exacta:

1= 71 (Syn, ) 220 MCGH(Sgmi1) 2225 MCG(Sgm) — 1.

Una vez que se sabe que Push esta bien definido, es directo de su definicién que
la imagen estd contenida en el kernel de Forget. Que es sobreyectiva en él, viene de lo
que comentamos arriba: dimos una forma de asociar, a cada f del kernel de Forget, la
clase en el 7y de cierta «, y la isotopia H; de la identidad a ® precisamente extiende a
a por construccién. Esto nos dice que ¢ es un representante de Push(a) y que, por lo
tanto, Push(a) = f. La prueba de que Push estd bien definido y es inyectivo es la parte
compleja del teorema y se puede encontrar en el apéndice.

Resulta ademéas que podemos tomar la restriccién de la sucesién anterior al subgrupo
PMCG(Sgn+1) de MCG(Sg,n+1) para obtener

1 = m1(Sgn,x) = PMCG(Sgn+1) = PMCG(S,,n) — 1.

2. LA ESFERA Y EL DISCO CON FINES

2.1. LA ESFERA. En el segundo capitulo vimos que PMCG(Sp ;) es trivial sin < 3.
Para conocer el PMCG de esferas con mas fines, podemos usar la sucesién exacta de
Birman. Primero, tenemos:

1—m (5073) M} PMCG(SOA) M PMCG(S()@) — 1.

Como PMCG(Sp 3) = 1, obtenemos PMCG(Sp 4) ~ m1(S0,3) =~ F>. Més atin, los genera-
dores estandar a y b del m(Sp,3) tienen representantes que son curvas cerradas simples
y, por lo tanto, Push(a) y Push(b) son productos de Dehn twists (HECHO 5.2) que
generan el PMCG(Sp 4).

En el dibujo de abajo aparece el disco abierto pinchado tres veces, que es homeomorfo
a Sp,4. En ella se muestran dos generadores a y b del m1(Sp 3), tomando como punto base
uno de los tres puntos marcados de Sp 4, y también se muestra una curva encerrando los
otros dos puntos. En la segunda imagen se ve el resultado de aplicar el Push(a), y la
tercera el de aplicar el Push(b).
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Podemos seguir con la sucesién

f
1—m (S0,4) M) PMCG(S();)) Lgd) PMCG(S[)A) — 1.
Sean a, b y ¢ generadores simples el 71(Sp,4), y sean pg, pp y pe sus Push’s. Como aplicar
Forget a p, v pp da p, v pp (mantenemos el nombre aunque estén en grupos distintos),
tenemos que toda clase f en PMCG(Sp5) cumple

Forget(f) =paip," - pirp, ™t = Forget(pi'py -+ pi*py ™).
Como el kernel de Forget es generado por pa, pp ¥ Pe, € sigue que f es un producto de
Pa> Pb Y Pc-

Concluimos que PMCG(Sy 5) es generado por Push(a), Push(b) y Push(c). Ademés,
es claro que este argumento se generaliza a PMCG(Sp 5, ), y tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 5.4. El PMCG(Sp ) es generado por finitos Dehn twists.

2.2. EL GRUPO DE TRENZAS. En esta parte queremos dar una forma de pensar
al mapping class group del disco compacto con n fines. Para ello, daremos una breve
descripcién del grupo de trenzas de n hebras.

Sean z1, ..., 2z, puntos distinguidos en el plano complejo D. Una trenza es una coleccion
de n caminos f; : [0,1] — D x [0, 1], llamados hebras, y una permutacién 7 de {1,...,n}
tales que:

- Las hebras f;([0,1]) son disjuntas.
- fi(0) =z y fi(1) = z73)-
- fi(t) € D x {t}.

El grupo de trenzas de n hebras, que denotamos por B, es el grupo de clases de
isotopia de hebras. Una isotopia de hebras fija el conjunto {z;} x {0,1} y preserva los
niveles D x {¢}. El producto de la hebra (f1,..., f,) con la hebra (g1, ...,gn) es:

(figi)(t) = {fi(Qt) Si0<t<1/2

g2t —1) sil/2<t <1

Las hebras se representan de forma plana, como se muestra en el dibujo de abajo.
Se puede pensar como proyectar las hebras en un plano de R? disjunto de D x I solo
que, cuando las proyecciones de dos hebras se cortan en un punto, dibujamos cortada la
proyeccion de la hebra que estd “més atrds” (mds cerca del plano).

Visualmente, la inversa de una trenza se obtiene tomando su reflexién en el plano
D x {0} o en el plano D x {1}.
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N—e
N—e
)

N—e

S

Para 0 < i < n —1 sea 0; € B, la trenza cuyo dnico cruce es la (i + 1)-ésima
hebra pasando adelante de la i-ésima hebra. Resulta que el grupo B, es generado por
las trenzas o1, ...,0,—1. Esto es porque toda trenza S se puede isotopar de forma que
sus (finitos) cruces ocurran en niveles horizontales I x {t} distintos, y leer los cruces de
arriba a abajo da el producto deseado de los o;’s y sus inversos.

Ahora consideramos a D, el disco compacto D? con n puntos marcados. Resulta
que B, es isomorfo al mapping class group de D,,:

B, ~ MCG(D,,) = m (H01rneo+(Dm 8Dn)).

La identificacion entre los grupos la describimos abajo.

Sea ¢ un homeomorfismo de D? que fija el borde y deja el conjunto de puntos marca-
dos invariante. Si olvidamos que los puntos estan marcados, entonces ¢ es simplemente
un homeomorfismo de D? que fija D?. Por el truco de Alexander, sabemos que ¢ es
isotopico a la identidad. Durante una tal isotopia, cada punto marcado se mueve por el
interior del disco y, en tiempo uno, termina en algiin otro punto marcado. Entonces ¢
produce una trenza. No lo veremos, pero esta identificacién baja bien al cociente y da
un isomorfismo MCG(D,,) — By,.

Bajo el isomorfismo B,, ~ MCG(D,,) cada generador o; corresponde a la clase de
homotopia de un homeomorfismo de D,, que tiene como soporte un disco pinchado dos
veces, en donde hace un “half twist”, como se describe en la figura.

En el siguiente dibujo se muestra cémo se va transformando una curva que encierra
dos puntos marcados al aplicar ogo; 10001_ L5o.
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O D

3. GENERADOR FINITO

Finalmente, en esta seccién probamos el TEOREMA 5.6. Para la induccién en el
género, usaremos el siguiente lema.

LEMA 5.5. Sea a y b clases en S = S, tales que i(a,b) = 1. Entonces el MCG(S,) es
generado por 1,7, y el estabilizador de a en MCG(.Sy).

DEMOSTRACION. Recordar del capitulo anterior el grafo de curvas que no separan
N (S). Usaremos que el grafo es conexo, y que el MCG(S) actia de manera transitiva
en los vértices y en los pares de vértices conectados por una arista.

Sea f € MCG(S) y H < MCG(S) el subgrupo generado por T,T, y el estabilizador
de a en MCG(S). Como N(S) es conexo, existen vértices a = ag, ..., ay = f(a) tales que
a; y aj4+1 estan conectados por una arista [a;, a;4+1]. Como MCG(S) actiia transitivamente
en los vértices, podemos elegir g; € MCG(S) tales que g;(a) = a;. Elegimos go = id y
gr = f. Probaremos por induccién que g; € H, siendo el caso base gy =id € H.

Supongamos que g; € H. Si aplicamos g; ! a la arista [a;, ai41] = [gi(a), git1(a)],
obtenemos la arista [a, g; 'gi+1(a)]. Como MCG(S) actda transitivamente en los pares
de vértices conectados por una arista, existe un h € MCG(S) que manda la arista
[a,g; 'git1(a)] en la [a,b]. Es decir, h(a) = a y hg; *git1(a) = b. Como TyT,(b) = a
(PROPOSICION 3.7), tenemos TbTahgflgi+1(a) = a. Esto implica que TbTahgflgi+1 estd
en H. Como TyT,, hy g; 1 estédn en H , concluimos que g;+1 también lo esté. U

TEOREMA 5.6. Para g > 1y n > 0, el grupo PMCG(S,,,) es generado por finitos
Dehn twists sobre curvas cerradas simples que no separan.

DEMOSTRACION. Haremos doble induccién en el género y en la cantidad de fines,
con casos base T? = S, 0y S

Induccién en la cantidad de fines. Supongamos que vale el teorema para el
PMCG(Sy,n), con g,n > 1; queremos probar que vale para PMCG(Sy n+1).

Tenemos la sucesién exacta de Birman,

) Push ) ]:orget

1= 71 (Sym PMCG(Syni1 PMCG(S,n) — 1.
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Como g > 1, el m1(Sy,n) es generado por finitas clases de homotopia de loops simples que
no separan Sy ,. Por el HECHO 5.2, el Push asociado a cada uno de estos loops es de la
forma Taij;I, siendo a; y b; clases de curvas cerradas simples que no separan Sg 1.

Por otro lado, la hipdtesis inductiva nos da finitas clases {d;} de curvas cerradas simples
que no separan Sy, tales que PMCG(S,,,) = (Ty,). Mirando d; como una clase ¢; en
Sgn+1, tenemos que Forget(Te,) = Ty,. Afirmamos que PMCG(S, n+1) es generado por
los T, Ty, y Tt,- Asumamos que en la lista de los Ty, Ty, y T, estdn los twist y sus
inversos. Entonces, dado f € PMCG(Sy ,+1), existen iy, ..., i), tales que

Forget(f) =Ty, ---Ta, = Forget(Ie, )--- Forget(Ie, ) = Forget(T,

i Ciy Ciy, Ciy

Ty )

Se sigue que f(TCZ.1 ---T,, )71 estéd en el kernel de Forget, que es la imagen de Push.

C»L'k
Esta tultima es generada por los T, szl, entonces f es producto de Tg;’s, Tp,’s y T¢,’s.

Queda probado el paso inductivo en el nimero de fines.

Como MCG(T?) y MCG(S1,1) son generados por finitos Dehn twists sobre curvas
cerradas simples que no separan, se sigue del paso inductivo que PMCG(S; ) lo es
también, para todo n > 0.

Induccién en el género. Dado g > 2, asumiremos que vale el teorema en el
PMCG(Sy-1,,) para todo n > 0, y queremos ver que vale para PMCG(S,) = MCG(S).

Fijamos a y b curvas que no separan con i(a,b) = 1. El LEMA 5.5 nos dice que
MCG(Sy) es generado por Ty, T}, y el estabilizador

MCG(S,y,a) = {f € MCG(S,) : f(a) = a}.

Por lo tanto, alcanza probar que MCG(S,, a) es generado por finitos Dehn twists sobre
curvas cerradas simples que no separan.

Sea MCG(Sy, @) el subgrupo de MCG(Sy, a) cuyos elementos son las clases que pre-
servan la orientacién de a. Como TyT2T}, revierte dicha orientacién (PROPOSICION 3.7),
representa la coclase no trivial en MCG(Sy, a)/MCG(Sy, @). Observar entonces que, si
f es una clase en MCG(Sy,a) que revierte la orientacién de a, entonces f(7,T, 27,) 1
estd en MCG(Sy,@). Se sigue que MCG(Sy,a) es generado por T,72T, y MCG(Sy, @).
Entonces solo resta probar que MCG(Sy, @) es generado por finitos Dehn twists sobre
curvas cerradas simples que no separan.

Por la PROPOSICION 3.11, tenemos la sucesién exacta

1 — (T,) = MCG(S,, a) <% MCG(S, — a) — 1,
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donde Sy, — a es la superficie obtenida al borrar de S; un representante o de a. Si
restringimos a MCG(Sy, @), obtenemos:

1 — (T,) = MCG(S,, @) <% PMCG(S, — a) — 1.

Como Sy — o es homemorfa a Sy_1 2, vale la hipdtesis inductiva, y PMCG(S; — «) es
generado por finitos Dehn twists sobre curvas cerradas simples que no separan, a quienes
llamamos {d;}. Como cada clase d; en Sy — o se puede pensar como una ¢; en Sy, y como
Cut manda T, en Ty,, obtenemos que MCG(Sy, @) es generado por T, y los T¢,. O

4. SUPERFICIES CON FINES

Para PMCG(Sy,,) tenemos también unos generadores explicitos, parecidos a los de
Humphries. Estos son los Dehn twist sobre las curvas del dibujo de abajo.
Si queremos generar todo MCG(Sy,;,), podemos considerar la sucesién exacta

1 = PMCG(S,,,) = MCG(Syn) = Xy — 1.

Alcanza con tomar un generador de PMCG(S, ) y agregarle elementos de MCG(Sy.,,)
que se proyecten a generadores de X, para obtener un generador de todo MCG(Sy ).
Un generador estandar de 3, es el de las n — 1 trasposiciones y, como se comentd mas
arriba, tenemos los half twist que se proyectan en ellas. Por lo tanto, tenemos el siguiente
corolario del TEOREMA 5.6.

COROLARIO 5.7. Para cualquier g,n > 0, el grupo MCG(S, ,,) es generado por finitos
Dehn twists y half twists.
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5. TIPOS DE MAPPING CLASSES

Para terminar, comentaremos sobre la clasificaciéon de Nielsen-Thurston. Esta afirma
que toda mapping class cae dentro de alguna de las tres categorias que describimos
a continuacién. Comentaremos también algunos ejemplos que, para mayor detalle, se
pueden encontrar en los capitulos 13 y 14 de la referencia [1].

Clases periddicas. Decimos que f € MCG(S) es periddica si es de orden finito. Por
definicién, esto significa que " es isotépico a la identidad, para ¢ representante de f.
Sin embargo, ademds es un teorema?® el hecho de que existe un representante ¢ de f que
tiene orden k.

Clases reducibles. Un elemento f del MCG(S) se dice irreducible si admite un sistema
de reduccion. Es decir, un conjunto {ci,...,c,} de clases de isotopia de curvas cerradas
simples y esenciales en S tales que i(c;,¢;) =0y {f(c;)} = {ci}.

Un ejemplo simple puede ser un Dehn twist 7, sobre una clase de curva a: cualquier
conjunto {c;} que satisfaga i(c;, ¢;) = i(c;,a) = 0 es un sistema de reduccién. Notar que,
en ese caso, la mapping class es reducible pero no periédica. Existen también ejemplos
de clases que son periédicas pero no reducibles.

El dibujo de la izquierda muestra una mapping class que pertenece a ambas cate-
gorias. Otra construcciéon de elemento reducible que podemos hacer es la siguiente. En
S = S elegimos una curva v que separe S en dos subsuperficies S’ y S”. Si elegimos ¢
y ¢ homeomorfismos en S’ y §” que fijen 7, inducimos un elemento reducible en S, que
incluso podriamos componer con un homeomorfismo o de S que intercambie los lados
de 7.

El sistema de reduccion candnico para una clase reducible f es la interseccién de
todos los sistemas de reduccién maximales (respecto de la inclusién). Podemos ver que
el sistema de reduccién canénico de T, es a. En primer lugar, sabemos que i(a,b) > 0
implica T, (b) # by, por lo tanto, cualquier sistema de reduccién de T, estd compuesto
de clases disjuntas de a. Se sigue que cualquier sistema de reducciéon maximal contiene
a a. Para ver que no hay mas clases que a en la interseccién de los maximales, sea b un
elemento de algin sistema de reduccién. Se puede encontrar una ¢ que cumpla i(a, c) = 0
e i(b,c) > 0. En ese caso, c es parte de algin sistema de reduccién maximal, y este no
puede contener a b. Concluimos que b no estd en la interseccién de los maximales.

3Ver el capitulo 7 de [1].
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Clases Pseudo Anosov. Un elemento f € MCG(S) se llama pseudo-Anosov si existe
un par de foliaciones con medida (F*, ) v (F*, ps) en S (con singularidades) que son
transversales?, un ntiimero A > 1, y un representante ¢ de f tales que

@ (Fo ps) = (FSA ) y o (FY pa) = (F% M)

Las foliaciones (F*, us) y (FY, py) se llaman foliacion estable y inestable respectiva-
mente. El mapa ¢ también se llama pseudo-Anosov.

Podemos ver que ¢ contrae las hojas de la foliacién estable y expande las de la
inestable. En efecto, dado un arco a de la foliacién estable, por definicién de la accién
de Homeo™ (S) en el conjunto de foliaciones con medida en S, tenemos que

fu (@~ M) = (0 - ) (@) = Apu(@) = pu(a) = M (0()).

Por lo tanto, la medida de () en relacién a la de a verifica ju,(p(a)) = A~y (a).
Andlogamente, si § es un arco en la foliacién inestable, se tiene ps(p(8)) = Aus(5).

Para el caso de superficies con borde, se dice que un homeomorfismo es pseudo-
Anosov si la restriccién a la superficie pinchada obtenida al sacar el borde lo es.

Un ejemplo pseudo-Anosov en el toro T es la clase de un Anosov lineal del toro. Es
decir, el homeomorfismo inducido por una matriz M € SLg(Z) con valores propios reales
Ay A1 distintos de uno. En ese caso, cada direccién propia genera una foliacién por
rectas paralelas en R? que, al proyectar al cociente T2 = R?/Z?, dan un par de foliaciones
transversales con la propiedad de contraccién y expansién. Mas atn, las hojas de ambas
foliaciones son densas en T2 porque las pendientes de las rectas son irracionales.

También podemos construir un ejemplo en So con matrices de la siguiente manera.
Consideramos el poligono con forma de “L” formado por tres cuadrados de lado uno, con
los lados identificados como se indica a la izquierda del dibujo. La superficie obtenida al
hacer dichas identificaciones es el bitoro.

C
A A 39)
D — /
B B
C D

Wer apéndice para mas informacién sobre foliaciones con medida.



46 5. GENERADORES DEL MAPPING CLASS GROUP

Las transformaciones lineales de R? asociadas a (3 ) y (§ 1) bajan al cociente de este

poligono, y su producto da la matriz (g %), que tiene valores propios A* = 2 4 /3.

Otra forma de construir homeomorfismos pseudo-Anosov en superficies de género
g > 2 es levantando un Anosov del toro a través de un cubrimiento ramificado. Siempre
podemos construir un cubrimiento ramificado de grado dos y 2g — 2 puntos de ramifica-
cién, como se ve en el dibujo més abajo.

Como el conjunto de puntos periédicos de un Anosov ¢ del toro es denso®, a menos
de tomar una potencia de ¢, podemos suponer que ¢ fija 2g — 2 puntos. Modificando el
cubrimiento ramificado por isotopia, podemos suponer que los puntos de ramificacién son
fijos del Anosov. Obtenemos asf un Anosov ¢ en el toro pinchado. Resulta que®, a menos
de tomar una potencia de ¢, se puede suponer que ¢ se levanta a un homeomorfismo
»: Sy — Sy. En este caso, las foliaciones estable e inestable para @ son las preimagenes
por el cubrimiento p de las foliaciones de .

&
e e e
| &%

“ Ll p

Otro ejemplo pseudo-Anosov es el ogo; 1 de la seccién del grupo de trenzas.”

Un tltimo ejemplo que daremos es la construccion de Penner. Sea A = {a1, ..., ap } un
conjunto de curvas cerradas simples disjuntas, y sea B = {1, ..., B} otro tal conjunto.
Supongamos que toda curva cerrada simple en S tiene indice de intersecciéon geométrico
positivo con algin elemento de AU B. El resultado de Penner es que cualquier producto
de potencias positivas de los twists T, y potencias negativas de los T,, donde cada «;
v B; aparece al menos una vez, es pseudo-Anosov.

Ahora si, el enunciado de Nielsen-Thurston es el siguiente.

TEOREMA 5.8 (CLASIFICACION DE NIELSEN-THURSTON). Sean ¢g,n > 0. Toda clase
f € MCG(Sy,,) es o periddica, o reducible, o pseudo-Anosov. Ademaés, las clases pseudo-
Anosov no son ni periédicas ni reducibles.

Notar que, cuando f es reducible, uno puede cortar la superficie en un sistema
de reduccion y aplicar el teorema anterior a cada una de las componentes. Repitiendo
este proceso, uno reduce f a finitas partes pseudo-Anosov y finitas partes periddicas en
subsuperficies de S.

SVer capitulo 3 de la referencia 9]
OReferir a [1].
"Ver capitulo 15 de [1].



Apéndice A

FIBRADOS, ISOTOPIAS Y FOLIACIONES

1. FIBRADOS

Un fibrado FF — E 2, B consiste de tres espacios topoldgicos F, By F,y de un
mapa p : E — B continuo y sobreyectivo que satisface la propiedad de trivializacion
local. Esto dltimo significa que, para todo x € B, existe un abierto U C B de z y un
homeomorfismo W : p~1(U) — U x F de forma que el siguiente diagrama conmuta:

p I (U) 25 UxF
lp /
p1
U
siendo py la proyeccion en la primera coordenada. Llamamos espacio total a E, espacio

base a B,y fibra a F. Podemos observar que, como ¥ da un homeomorfismo entre p~—!(z)
y pfl(:v), se cumple p~!(z) ~ pfl(m) ~ F, para todo = € B.

2. FIBRADOS DE VECTORES Y ENTORNOS TUBULARES

Sin entrar en los detalles, nos interesa dar una descripciéon de fibrados de vectores y
entornos tubulares!. Para esto, pensamos en un fibrado con fibra F = R™. Al homeo-
morfismo ¥ : p~H(U) — U x R™ se le llama carta. Un atlas ® es un conjunto de cartas
tal que cada vez que (¢,U) y (¢,V) estén en ® y x € U NV, el homeomorfismo

Yppy !t : R™ 5 R™

es lineal. Acd ¢, denota el mapa p~!(x) AR {z} x R™ — R™. También se pide que el
mapa = +— Yy, de U x V en GL,(R) sea continuo. Llamamos fibrado de vectores a
¢=(p,E,B,®), donde ® es un atlas maximal.

Si &g v &1 son dos fibrados de vectores, un mapa de fibrado entre ellos es un mapa
F : Ey — E; que levanta un mapa f : By — Bj. Por lo tanto, manda fibras en fibras.
Cuando cada mapa en las fibras es lineal, decimos que F' es un morfismo de fibrados (de
vectores).

Si M es una variedad C"*1, el fibrado tangente p : TM — M es un primer ejemplo
de fibrado de vectores: para cada carta ¢ : U — R™, definimos p~}(U) — U x R™
mandando

vE€T,M— (z,Dpv) € U x R™.

1Los detalles estén en el capitulo 4 de la referencia [5]
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Supongamos ahora que M C V es una subvariedad C™*!, y que V tiene una métrica
riemanniana C”. Entonces podemos definir el fibrado normal N M en cada fibra como

N, M ={veT,V: (vyw)y=0, VweT,M}.

Un entorno tubular (normal) de M es un encaje f: NM — V tal que

- flar = id, donde M es identificada con la seccién cero de NM.
- f(NM) es un entorno abierto de M en V.

Usualmente se refiere al abierto f(NM) como un entorno tubular de M. Notar que si
M tiene borde, entonces f(NM) puede ser un entorno abierto de M solo si 9M C 9V.

TEOREMA A.l. Sea M C V una subvariedad con OM = 0V = (). Entonces M tiene
un entorno tubular en V.

Es util poder “deslizar” un entorno tubular de una subvariedad en otro, llevando
fibras linealmente en fibras. Si K y L son subvariedades, una isotopia de K en L es una
homotopia de encajes F; : K — L. El track de F es el encaje F': K x I — L x I

(z,t) — (Ft(x),t)

Si A C K es tal que Fy(z) = Fy(x) para todo (z,t) € A x I, entonces F' es una
isotopia relativa a A. Ahora, sean f; : NM — V entornos tubulares de M C V. Una
isotopia de entornos tubulares de fo a f1 es una isotopia F; : NM — V relativa a M (la
seccién cero de NM) tal que

- Fo = fo.
- Fy(NM) = fi(NM).
- fr 'Fy e NM — NM es un isomorfismo de fibrados de vectores.

~

- F(NM x I) es abierto en V x I.

TEOREMA A.2. Sea M C V una subvariedad con 9M = 9V = (). Entonces cualquier
par de entornos tubulares de M en V' son isotépicos.

3. EXTENSION DE ISOTOP{AS

Llamamos isotopia ambiente a una isotopia de difeomorfismos F; : V. — V tal que
Fy = id. Hay una conexién importante entre estas isotopias y campos vectoriales en
V xI.Sea F:V xI—V xI el track de F, cada punto de V x I pertenece a un tnico
arco ﬁ({a:} x I). Los vectores tangentes de estos arcos forman un campo vectorial Xp
en V x I de la forma

Xr(y,t) = (H(y,t),1) € T,V x R =T, »(V x I),

para cierto mapa H : V x I — T'M. La isotopia F es el flujo de X aplicado a V' x {0}
y proyectado en V.

La parte horizontal H de Xg es un campo de vectores temporal en V. Con esto nos
referimos a un mapa G : V x I — TV tal que G¢(z) € T,V, que también le pedimos
GOV x I)CT(0V).

Resulta que no todo campo vectorial temporal G : V x I — TV viene de una isotopia
y, como estos son faciles de construir, es 1til tener un criterio que garantice que generan
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isotopias. Con “generar” nos referimos a que exista F': V x I — V tal que

OF
E(m,t) = G(F(z,1),t).

TEOREMA A.3. Un campo vectorial temporal de soporte compacto genera una iso-
topia. En particular, todo campo vectorial temporal en una variedad compacta genera

una isotopia.

TEOREMA A.4 (EXTENSION DE ISOTOPIAS 1). Sea M C V una subvariedad com-
pactay F': M x I — V una isotopia de M. Si F(M xI)CV —0V o F(M x I)C 9V,
entonces F' se extiende a una isotopia ambiente de V' de soporte compacto.

TEOREMA A.5 (EXTENSION DE ISOTOPIAS 2). Sea U C V un abierto y A C U un
compacto. Sea F': U x I — V una isotopia de U tal que ﬁ(U x I) C V x I es abierto.
Entonces existe una isotopia ambiente de V' con soporte compacto que coincide con F
en un entorno de A x I.

4. LA SUCESION EXACTA DE BIRMAN

A los efectos de la prueba del TEOREMA 5.3, lo que nos interesa estudiar es la
relacién entre los grupos de homotopia 7wy y 71 de los espacios E, F'y B de un fibrado
con base conexa por caminos.

Para empezar, notar que p : E — B induce un morfismo p, : m1(E, eg) — m1 (B, bo).
Por otro lado, identificando F' = p~!(bg), tenemos que la inclusién i : ' — E induce un
mapa i, : mo(F,eq) — mo(E,ep). También tenemos un mapa 0 : w1 (B,by) — mo(F, ep)
que a cada clase [o] en el 71 (B, bg) le asocia la componente conexa de &(1) en F, siendo
a: I — E un levantado de o que empieza en eg.

Supongamos que F'y E son grupos topoldgicos de forma que la identificacién en
cada fibra p~!(z) ~ F dada por ¥ es un isomorfismo. En este caso, los my son grupos, y
los mapas i, y O son morfismos. Demostraremos que la siguiente sucesién es exacta?

7T1(E, 60) p—*> 7T1<B,b0) 2) 7T0(F, 60) Z—*> 7T()(E,60) — 1.

Veamos que im(p,) C ker(9). Si [@] estd en la imagen de p., entonces «a es homotépico
a un loop que se levanta cerrado; supongamos que « es ese representante. Es decir, existe
& : I — E empezando y terminando en eg. Por definicién, el mapa 9 manda [«] en la
componente trivial [eg] de F'. Reciprocamente, si [o] € ker(0), entonces « se levanta a
un camino & : I — F empezando en eg y terminando en un f que estd en la componente
de eg en F'. Concatenando & con un camino en F' de f a eg obtenemos un loop en E que
se proyecta a un loop homotépico a «. Esto prueba la otra inclusién im(p,) D ker(9).

Seguimos con im(9) C ker(i,). Si [f] = 9([a]), a menos de cambiar el representante de
[f], existe @ : I — E empezando en ey y terminando en f. Pero entonces, las componentes
conexas de ey y de f en E son la misma, lo que prueba i.([f]) = [eg]. Para ver que
im(0) D ker(iy), sea [f] € ker(ix). Como f y ep estdn en la misma componente conexa
de E, existe @ : I — E empezando en ey y terminando en f. Entonces [f] es la imagen
de la clase de «(t) = p(a(t)) por 0.

2Referencia: Teorema 4.41 de [3]
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La sobreyectividad de i, viene de que B es conexa por caminos. En efecto, existe un
camino « : [ — B de by a p(e) para todo [e] € my(E, ep). Dicho camino se levanta a un
a: I — E que empieza en e, y que necesariamente termina en un f de F' = p~1(b).
Entonces el mapa i, manda [f] en [e].

TEOREMA A.6. Sea Homeo™ (S, ) el subgrupo de Homeo™ (S) conformado por los
homeomorfismos que fijan x. Entonces la sucesion

Homeo™ (S, z) — Homeo™ (S) & S
es un fibrado, siendo p : Homeo™ (S) — S la evaluacién en z, ¢ — ¢(x).

DEMOSTRACION. Hay que probar que todo y € S tiene un entorno U tal que
p Y (U) = {¢ € Homeo™(S) : ¢(z) € U} es homeomorfo a U x Homeo™ (S, z) por
un ¥ tal que p1 ¥ = p.

Empezamos por fijar un entorno U de x homeomorfo a un disco. Dado u € U podemos
elegir o, € Homeo™ (U) tal que ¢, (z) = u, y de forma que ¢, varfe continuamente como
funcién de u. Consideramos ¥ : U x Homeo™ (S, z) — p~1(U) dado por

(u, V) = pu.
De la definicién de p~1(U), es claro que p,2 estd en él. Ademds, es una cuenta chequear
que el mapa p~1(U) — U x Homeo™ (S, ) definido a continuacién es el inverso de W:

(s (¢($), 901;(1,5)1/})

Veamos que ¥ es continuo. Sea V(K, W) un entorno abierto de ¢, en la topologia
compacto-abierto, siendo K y W respectivamente un compacto y un abierto de S. Sea
X un abierto de S de clausura compacta tal que (¢,0)(K) C X C W. Entonces Y =
¢ 1(X) es un abierto de clausura compacta contenido en ¢, 1 (W), y que ademds contiene
aP(K) = ¢;! ((put)(K)). En particular, ¢ estd en el abierto V(K,Y). Como V(Y, W)
es un entorno abierto de ¢, y como el mapa v — ¢, varia continuamente, existe V' C U
entorno de u tal que ¢, estd en V(Y , W) para todo v € V. Se sigue que V x V(K,Y) es
un abierto de (u, ) tal que todo (v, ¢) en él cumple

HK)CY CY = p(p(K))CW = (p,0) € VK, W),

y esto prueba la continuidad de ¥ en el punto (u,).
Toca ver también que ¥~! es continuo. El mapa es continuo en la primera coorde-
nada, y la continuidad en la segunda es parecida a la continuidad de W.

Tenemos entonces la existencia de U C S para el punto € S. Luego, para cualquier
otro punto y € S, podemos simplemente elegir un homeomorfismo & de S que lleve
T a y, y obtenemos que p~1(£(U)) es homeomorfo a p~1(U) ~ U x Homeo™ (S, z) via

Y= &Y. U
Ahora probamos el teorema de la sucesién exacta de Birman.

DEMOSTRACION. (TEOREMA 5.3) Asociado al fibrado del teorema anterior, tenemos
la sucesién exacta de grupos de homotopia

71(Homeo™ (S)) 25 71(S) LN 7o(Homeo™ (S, x)) LN 7o(Homeo™ (S)) — 1.

El punto base de S es z, y el de Homeo(S) y Homeo™ (S, z) es la identidad.
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Es un teorema?® que si Xx(S) < 0, entonces la componente conexa de la identidad
en Homeo™ (S) es simplemente conexa. Obtenemos entonces que el 71(Homeo™(9)) es
trivial. La sucesién queda

1 — m1(S) KN mo(Homeo™ (S, x)) AN mo(Homeo ™ (9)) — 1.

Ademaés, recordar que por definicién tenemos mo(Homeo™ (S)) = MCG(S,,) v que
mo(Homeo™ (S, z)) ~ MCG*(S,,,,+1). Entonces la sucesién es

1 = m1(Sgn) = MCG*(Sg,nt1) = MCG(Sy,n) — 1.

Por dltimo, veamos que las flechas son las de Push y Forget. Dijimos que el mapa
m1(Sgn) = MCG*(Sgn+1) se obtiene levantando un representante o : 1 — S a una
curva del espacio total & : I — Homeo™ (.9), y asociando [a] con ¢, = &(1). La propia
& es una homotopia H; = a(t) entre Hy = id y H; = ¢ tal que Hy(z) = p(H;) = a(t).
Por lo tanto, ¢ = Push(a). Por otro lado, la flecha MCG*(Sgn4+1) = MCG(S,,) es la
inducida por la inclusién de Homeo™ (S, z) en Homeo™ (S), que es Forget. O

5. EL METODO DE ALEXANDER

Para llenar los detalles de la prueba del método de Alexander, damos una prueba
del lema que se usé.

DEMOSTRACION. (LEMA 2.8) La idea es la siguiente. Empezamos por extender la
isotopia de 7] a 1 a una isotopia Hy : S — S. Por comodidad, llamaremos v, a Hi(v})
para todo i. Notar que, como H; es un homeomorfismo, la nueva coleccién 71, ..., 7,
sigue cumpliendo las propiedades, y que ] = 1. El siguiente paso serd construir una
nueva isotopfa H; de toda la superficie que lleve 75 a 72 sin mover ~;. En este punto,
habremos logrado llevar ] U~4 en 1 U~2. Luego, procedemos de la misma forma con ~4,
con v}, etc. El dibujo de abajo ilustra este procedimiento, donde las v;’s son las curvas
punteadas, y las 7/’s son las otras.

Asi que supongamos que existe una isotopia H; de S que lleva 7/ a ~; para todo
1 <i <k —1,y construyamos una que lleve v, := Hi(7;) a 7 sin mover el conjunto

3Referir a [10]
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Ag_1 =7U---U~vg_1. A partir de ahora haremos varias isotopias, y siempre las haremos
dejando A_; invariante. Lo primero que buscaremos es una que deje a 7, y 7}, disjuntas.

Por la hipétesis en las tripletas v;,7},7;,, v por el hecho de que Aj_; coincide con
YU U9, tenemos que v, es disjunta de los vértices de Ai_;. En cada punto p de
la interseccién 7 N 7y, N Ag_1 veremos cémo hacer una isotopia a lo largo de la arista
que deshaga dicha interseccion. La hipotesis de que v esté en posicién minimal con cada
curva de Ag_1 nos da que la interseccién anterior es finita. Asi que podemos tomar un
disco D centrado en p que lo aisle de las otras intersecciones y de las aristas de Ag_1
que no estan involucradas. También podemos elegir D de forma que la curva de Ag_y
involucrada cortada con D sea un tunico arco. Esto tltimo también lo pedimos para v
y ;.. Hacemos una isotopia F; que mueva p a lo largo de 7; hasta un punto distinto, y
que tenga soporte compacto dentro del disco.

El siguiente paso es hacer una isotopia cuyo soporte sea disjunto de un entorno de
Aj_1, y que perturbe 7, para que atraviese transversalmente a 7. Si 45 y 7, no son
disjuntas, entonces forman un bigono D. Afirmamos que si Ag_1 y D se cortan, entonces
la interseccién es una coleccién de arcos disjuntos que conectan 7 con v;. Para ver esto,
notar en primer lugar que ninguna arista de Ax_1 pasa por los vértices del bigono, dado
que desarmamos ese tipo de intersecciones. Ademads, las aristas de A,_; estan en posicién
minimal con v, y con 7, por lo que no puede haber arcos conectando 7 (o0 ;) consigo
misma (serfan bigonos). Por tltimo, no puede haber dos curvas v; y 7; de Ax_1 que se
corten en el interior del bigono porque esto implicarfa que 7;, v; y 7 violen la condicién
en las tripletas. En otras palabras, esto iltimo significa que no hay vértices en D.

Ahora podemos empujar 7, a lo largo de los arcos de Ag_1, como en el dibujo. Si
repetimos esto en cada bigono, llegamos a que los bigonos formados entre 7 y 7 son
disjuntos de Ag_1, y los desarmamos sin mover dicho conjunto.
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Finalmente, obtenemos 7, disjunta de 7. Entonces 7 y 7}, son borde de un anillo
(PROPOSICION 1.5) o un disco, dependiendo de si 7 y 7}, son curvas cerradas simples o
arcos simples. La interseccion de Ap_1 con esta region, si no es vacia, es una coleccion
de arcos disjuntos conectando 7 con 7 (mismo argumento que antes). Hacemos una

isotopfa que lleve 7}, a 7, sin mover Ag_; y terminamos.
O

6. FOLIACIONES CON MEDIDA

Una foliacion singular F en una superficie S es una descomposicién de S en una
union disjunta de subconjuntos de S, llamados hojas de F, y un conjunto de puntos de
S, llamados puntos singulares, tales que:

- Para todo punto no singular p € S hay una carta suave de un entorno de p a R?
que manda hojas a segmentos horizontales. Los cambios de carta entre dos de
estas cartas llevan rectas horizontales en rectas horizontales, es decir, son mapas
suaves de la forma (z,vy) — (f(z,v),9(y))-

- Para todo punto singular p € S hay una carta suave de un entorno de p a R?
que manda hojas a conjuntos como el de la figura.

L W DTk
@ z\( 7@\®

Decimos que dos foliaciones son transversales si sus hojas son transversales afuera
de las singularidades; en particular, deben tener el mismo conjunto de singularidades.

S
j\-

Dada una foliacién F, nos interesa dar una medida definida en los arcos transversales
a la foliacién. Un arco se dice transversal a F si no pasa por los puntos singulares y es
localmente una seccién de la foliacién en todos los puntos de su interior. Una isotopia
que preserva hojas desde un arco « hasta uno 8 es un mapa H : I x I — S tal que
- H(Ix{0})=ay H(I x{1}) =p.
- H(I x {t}) es transverso a F, para todo t € I.
- H({s} x I) estd contenido en una sola hoja, para todo s € I.

Una medida transversal p para F es una funcién que asigna un nimero positivo a
cada arco transverso a JF, y que es invariante bajo isotopias que preservan hojas. Una
foliacion con medida (F,u) es una foliacién equipada con una medida transversal.

La accién de los homeomorfismos. un homeomorfismo ¢ € Homeo(S) actiia en el
conjunto de foliaciones con medida mediante

@ (F,p) = ((F), (¢-p)) donde (¢ - p)(c) = p(p ().
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