TRABAJO MONOGRAFICO

Curvas pseudoholomorfas y
aplicaciones

Por: Joaquin Lema
Orientador: Prof. Ezequiel Maderna

UNIVERSIDAD
DE LA REPUBLICA
URUGUAY

Licenciatura en Matemaética
Facultad de Ciencias
Universidad de la Republica
Uruguay



Resumen

El objetivo de este trabajo es introducir las herramientas bésicas para
el desarrollo de la teoria de las curvas pseudoholomorfas, y mostrar el rol
crucial que ha jugado esta teoria en el estudio de las variedades simplécti-
cas. Luego de presentar los fundamentos, damos una prueba autocontenida
del célebre teorema ”non-squeezing”de Gromov. Como corolario vamos a
obtener la rigidez C° de los grupos de simplectomorfismos.

Abstract

The objective of this monograph is to introduce the basic tools in the
theory of pseudoholomorphic curves and its role in the study of symplectic
manifolds. After we present the general theory, we will be able to give a
self contained proof of the celebrated non-squeezing theorem by Gromov.
As a corollary we are going to obtain the C° rigidity result for the group
of symplectomorphisms.
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1 Introduccion

La definicién cldsica de geometria refiere al estudio cuantitativo de la forma (geo
significa tierra y metria medida). Quizas la més popular de las geometrias sea
la Riemanniana, donde la nocién de medida proviene de la longitud. El objeto
de esta tesis se enmarca en el estudio de otra geometria llamada la geometria
simpléctica que describiremos a continuacién.

Supongamos que estamos en R?", veamos a los elementos de éste como
(¢,p) € R™ x R™ los pares de “posicién” y “momento”, estos nombres serdn
explicados en breve.

Supongamos que tenemos una
curva v : S' — R?" y consideremos
los planos como en la figura. Denote-
mos 7; a la proyeccién de la curva en
el plano (g;, p;), entonces definamos la 8%
accién simpléctica como:

]R2n

n

Aly) = Z A(vi),

i=1

donde A(;) es el drea que encie-
rra la curva. Notar que la naturale- Y (g5-p;)

za de esta medida es 2—dimensional
(al contrario de la longitud que es
1—dimensional). Un simplectomorfis-
mo es una transformacién ¢ : R?* —
R?" tal que A(¢(7)) = A(vy) para to-
das las curvas cerradas.

Esta definicién no es caprichosa, Poincaré y Cartan ya conocian que ésta era
una propiedad de los flujos Hamiltonianos provenientes de la fisica. Abstraiga-
mos un poco esta definicién, recordemos que el area encerrada por una curva en
R? es fy qdp, por lo tanto tenemos que:

n
qidp; :/ZQidpi~
Y =1

Definamos como A = Y | ¢;dp; a la forma que estamos integrando. Por
nuestra definiciéon de simplectomorfismo, notemos que si ¢ lo es:

Figura 1: Interpretacién geométrica del
invariante

n

Am=3 |

i=1Y7

P*A = A+ df,

Para cierta f. Por lo tanto si dA = wy obtenemos que el simplectomorfismo
deja invariante a wg. Resulta que esta 2—forma codifica toda la geometria que
describimos. Notemos que wy = > -, dg; A dp; y la podemos reescribir como:

wo(v,w) = (Jov, w),

donde Jy es la matriz que proviene de ver la multiplicaciéon por ¢ en C”
como transformacién lineal de R?”. Supongamos que tenemos un camino de
simplectomorfismos ¢; arrancando en la identidad (¢o = Id) entonces ¢;wy = wy
por lo tanto si definimos X = %|t:0¢t entonces derivando en ¢:



Exwo = dLXw() =0

Donde usamos la identidad de Cartan Lxwy = dixwy + txdwy y que wy es
cerrada. Concluimos que la forma txwy es cerrada y por el lema de Poincaré
txwo = dH para cierta H : R?® — R, a esta H se la llama el Hamiltoniano.
Notemos que ahora podemos reescribir a X en términos de H de la siguiente
forma:

txwo(v) =< JoX,v >=dH(v) =< VH,v > .

Por lo tanto X = —JyVH, este es el gradiente con respecto a la forma
simpléctica de la funcién H. Si denotamos a ¢:(q,p) = (¢(t),p(t)) entonces las
trayectorias ¢(t), p(t) satisfacen las ecuaciones de Hamilton:

i= %% (q,p)
p=—5%(q,p)

Supongamos que queremos generalizar esto a una variedad diferenciable M,
voy a definirlo como lo hace Arnold en sus escritos:

Definicién 1.1. Una variedad simpléctica (M, w) es una variedad equipada con
una 2—forma w tal que existe un cubrimiento por entornos coordenados donde
si ¢: U — R?" es una carta, ¢*wg = w.

Observar que como wy no degenera entonces w tampoco, por lo tanto tene-
mos la nocién de gradiente simpléctico igual que antes. Tomemos H : M — R
una funcién diferenciable (Hamiltoniano) entonces definimos el campo X como
txyw = dH. Ademds notar que w es cerrada, esto nos permite concluir con la
misma cuenta de antes que los ¢; generados por el flujo de Xy son simplecto-
morfismos (en el sentido ¢jw = w).

La definicién usual de forma simpléctica w es una 2—forma cerrada y no
degenerada, un teorema clasico de Darboux nos dice que esta definicién es equi-
valente a la que dimos nosotros, las cartas que nos da nuestra definicién se
llaman cartas de Darboux. Tampoco la definicién de variedad simpléctica es
caprichosa, dentro de la matematica estas estructuras surgen naturalmente a
modo de ejemplo en las variedades de Kéhler que presentamos en [2.3] Esta fa-
milia es enorme, por ejemplo toda variedad algebraica compleja proyectiva suave
es Kahler.

El teorema de Darboux es un problema ya que nos dice que en esta geometria
no tenemos invariantes locales (al contrario de la geometria Riemanniana). Por
lo tanto si esta geometria es interesante debe tener algo que la caracterice. Los
primeros indicios de que la naturaleza simpléctica tiene algo distintivo nace con
el intento de generalizar el teorema de Poincaré-Birkhoff. Este teorema nos dice
que un difeomorfismo del anillo que preserva area y “tuerce los bordes para lados
distintos” tiene al menos 2 puntos fijos. Uno pensaria que esto nos esta diciendo
cosas acerca de las transformaciones que preservan volumen sin embargo la
dimensién 2 es enganosa ya que ser simpléctica en dimension 2 coincide con
preservar area, en dimensién mas alta esto no es verdad aunque ser simpléctica
implica preservar volimen. Con el paso del tiempo la gente se dio cuenta que
esto no era caracteristico de las transformaciones que preservan volumen sino de
las simplécticas, el primero en conjeturarlo fue Arnold (vease su survey [Arn86]).



Ya de lo anterior surge naturalmente una posible pregunta, ;cémo pode-
mos formular la condicién de que las transformaciones simplécticas no pueden
cumplir ninguna propiedad mas que las que preservan voliumen? Eliashberg con-
jetura:

i Toda transformacion preservando volimen puede ser aproximada en la topologia

C° por simplectomorfismos?

Si la respuesta fuera positiva nos dice que desde el punto de vista topolégico
los simplectormofismos son esencialmente transformaciones preservando volimen
y nada més. La respuesta a esta pregunta es negativa y vamos a verlo en el
capitulo [6}

Teorema 1.1 (Eliashberg, Gromov). Supongamos que fi, : (M, wp) = (N,wn)
difeomorfismos simplécticos tal que fi, — f € Dif f(M, N) donde la convergen-
cia es en la topologia C°, entonces f es un difeomorfismo simpléctico

,Cémo podemos estudiar las variedades simplécticas? Acéd es donde entra
la brillantez de Gromov. Es bien conocido (y lo probamos en la seccién
que dada w una forma simpléctica en M entonces existe lo que se llama una
estructura casi compleja J y una métrica g tal que w(v,w) = g(Jv,w) y J* =
—J. Una estructura casi compleja es un endomorfismo J : TM — TM tal que
J? = —1Id, esto nos induce naturalmente en 7, M una estructura de C—espacio
vectorial, lo que tenemos que pensar es que si tenemos una variedad compleja
entonces la multiplicacién por ¢ nos induce a nivel de tangentes una J como
arriba. La idea de Gromov fue cambiar el foco del estudio de (M,w) a (M, J) y
estudiar esta dltima como si fuera una variedad compleja.

Clasicamente para estudiar variedades complejas se estudian las curvas ho-
lomorfas dentro de ella, esta es esencialmente la teoria que Gromov desarrolla
en su paper fundacional [Gro85]. ;Qué es una curva holomorfa en este contexto?
Es simplemente un mapa diferenciable u : ¥ — M tal que el diferencial es lineal
complejo con las estructuras de C—espacio vectorial natural en los tangentes.

El plan para esta monografia es el siguiente: en el segundo capitulo vamos a
hacer un panorama general de varias estructuras que rodean al mundo simplécti-
co, se recomienda al lector comenzar con el capitulo [3| y volver al 2 cuando se
necesiten los prerrequisitos. En el capitulo [3|la moraleja va a ser que localmente
estas curvas heredan muchas de las propiedades del caso holomorfo y por lo tan-
to vamos a intentar rescatar algunos teoremas de este contexto, el final de esta
seccién también toca la muy importante identidad de energia. En el caitulo
vamos por fin a estudiar el espacio de curvas pseudoholomorfas en una variedad,
probaremos que genéricamente éstas son variedades de dimensién finita (como
en el caso cldsico) y cémo varfan éstos con la eleccién de la J que realizamos
anteriormente. El capitulo [5 nos va a decir cudndo las variedades que encon-
tramos antes son también compactas. Por tltimo en [§ usamos esta maquinaria
para probar:

Teorema 1.2 (Non-squeezing, Gromov). Supongamos que v : B>* — DpxCn~!
es un encaje simpléctico con las formas simplécticas estandar entonces r < R.

Este es el primer invariante global que existe en el drea que nos da una
corolarios interesantes.



2 Las estructuras subyacentes.

En esta secciéon vamos a hacer una breve introduccién a las estructuras que van
a aparecer a lo largo de la monografia.

Primero vamos a concentrarnos en las estructuras complejas y simplécticas,
vamos a ganar intuicién de las mismas haciendo en una primera instancia alge-
bra lineal para luego trabajar en fibrados. Luego vamos a estudiar los llamados
operadores de Cauchy-Riemann que van a jugar un rol fundamental en el capitu-
lo}4} Por ultimo hacemos una breve mencion a las variedades minimas y algunos
nexos con el mundo simpléctico, probaremos por ejemplo que una subvariedad
compleja de una variedad de Kéahler es minima, ademés van a aparecer en la
prueba del Non-Squeezing en el capitulo [6]

2.1 Un poco de algebra lineal

~

Vamos a trabajar con la identificacién R?" =2 C" dada por (¢,p) € R?" «
(@1 +ip1,---,qn +ipn) € C". Uno u otro enfoque nos va a simplificar alguna
cuenta.

Sea V un espacio vectorial, vamos a denotar AFV al k—ésimo producto
exterior del espacio vectorial. Una forma simpléctica en V es una w € A2V* que
es no degenerada. Al par (V,w) le vamos a llamar espacio vectorial simpléctico.

El ejemplo importante en el cual hay que pensar es el siguiente:

Ejemplo. En C" tenemos la forma hermitiana estandar hg = 22:1 dzr @ dZz
donde dzp = dqi + idpr v dZx = dqi — idpy, desarrollando la expresion tenemos
que:

ho = () dgy, @ dgy + dpy, @ dpi) — (D> _ dgi A dpy)
k=1 k=1

Donde la parte real es el producto interno en R?" estandar go y > dgrAdpy :=
wo es lo que llamamos la forma simpléctica estdndar en R2".

La matriz asociada a wy en la base candnica es: Jy = (Iod —(.)Td>’ que es

la, matriz asociada a la multiplicacién compleja en C" vista en R?", es decir
wo(v,w) = go(Jov, w) .

Se define el grupo de las matrices simplécticas Sp(2n) = {A € Gly,(R) :
A*wy = wp}. Con esta notacién tenemos que:

Sp(2n) N O(2n) = G1,,(C) N O(2n) = GI1,,(C) N Sp(2n) =U(n)

Aqui O(2n) es el grupo ortogonal, U(n) es el grupo unitario (es decir que
preservan el producto interno usual y el hermitiano respectivamente) y vemos
a Gl (C) dentro de Gla,(R) como aquellas matrices que conmutan con Jy. La
moraleja es que como hg = gg — iwo preservando dos estructuras se preserva la
tercera.

La otra estructura que ya se deja ver en el ejemplo anterior es la siguiente:
sea J € End(R?") tal que J? = —Id. Esto nos define en R?" una estructura de
espacio vectorial complejo via (a + ib)v = av 4+ bJv. A estas J le llamaremos



estructuras complejas en R?” y al conjunto de las mismas las denotamos como

La relacion entre ambas estructuras es la siguiente:

Proposicién 2.1. Sea w una forma simpléctica en R?" entonces existe J es-
tructura compleja y g producto interno tal que w(v,w) = g(Jv,w). Ademds en
esta métrica J* = Jt = —J.

Demostracion. Escencialmente la prueba es la descomposicién polar. Notemos
que por ser no degeneradda w(v, w) = go(Av,w) para A € Gla,(R) y por ser
alternada A = —A. Notemos entonces que —A*A es autoadjunto y positivo,
tiene una raiz cuadrada P, entonces A = U P para cierta U donde U cumple que:
U? = AP~'AP~!, pero notar que P conmuta con A entonces U2 = A2P~2 =
A?(—A~%) = —Id por lo tanto tomando g(v,w) = go(Pv,w) estamos. La dltima
propiedad es una cuenta directa.

O

En particular notemos que para la J anterior tenemos que w(Jv, Jw) =
w(v,w). A tales estructuras complejas las vamos a llamar compatibles con w y
al conjunto de las mismas lo denotamos como J (R?*", w).

Por lo tanto dada una w y g como en la proposiciéon anterior tenemos que
h = g — iw define una forma hermitiana. Tomando una base h ortonormal
compleja {eq,...,e,} tenemos que A*h = hg como arriba. Por eso en espa-
cios vectoriales el ejemplo visto anteriormente es el tinico ejemplo. En la base
{e1,Je1,...,en, Je,} tenemos que w y J toman la forma estandar. Concluimos:

Proposicién 2.2. Todo espacio vectorial simpléctico (V,w) es isomorfo a (R*™, wq)
via ® : V — R?" donde ®*wy = w.

El espacio J(R?")

Notemos que Gla,(R) actiia en J(R?") via la conjugacion, esta accién cumple
que:

o Stab(Jy) = Gi,(C) (por definicién éstas son las matrices invertibles que
conmutan con Jp).

e La accién es transitiva.

Esto es porque dada J podemos encontrar una base donde [J]g = Jy.
Para verlo basta tomar una C—base de R?” con la estructura que nos da
J, digamos {v1,...,v,}. Ahora tomemos la base de R?" (como R espacio
vectorial) B = {vy, Ju1, ..., Upn, JUp }.

Por lo tanto Gla,(R)/Gl,(C) = J(R?") y como G, (C) tiene indice 2 en
Glan(R) tenemos que J(R?") es un espacio homogéneo de dimensién 2n?.

Calculemos ahora su espacio tangente: sea J(t) una curva con J(0) = J,
entonces si +|,—oJ(t) = A obtenemos derivando la expresién J(t)? = —Id que
AJ = —JA. Concluimos que:

T;J(R*") = End;(R*") := {A € End(R*") : JA = —AJ}

Son las matrices antilineales complejas con la estructura J.



Definamos ahora cartas en J(R?*") que usaremos més adelante. Tomemos
J e J(R?) y sea A € Ends(R*") = T;7(R*") en un entorno del 0 entonces
definamos el mapa ¢(A) = (Id+ A)J(Id + A)~*. Haciendo la cuenta tenemos
que %|t=0¢(tA) = —2JA. Por lo tanto arreglando un poco el mapa anterior
tenemos que el mapa ¢(A) = (Id + 1/2JoA)Jo(Id + 1/2J9A)~! cumple que
do¢ = Id y por lo tanto es un difeomorfismo local.

2.2 Estructuras complejas

Fijemos a partir de ahora las siguientes notaciones: M serd una variedad dife-
renciable y 7 : E — M un fibrado vectorial de dimensién par. ¢y = (Id, gv) :
Ely =7 YU) = U x R?" son las trivializaciones y gyv =g,  ogv : UNV —
Gla, (R?™) los mapas de transicién.

Al espacio de secciones de E lo vamos a denotar I'(E) y se asume con la
topologia C7%. (si {s,} son secciones del respectivo fibrado, s,, — s si todas las
derivadas de s,, convergen uniformemente a las de s en compactos de E).

Definicién 2.1. Sea 7w : E — M como arriba, una estructura compleja en E
es una seccién del fibrado End(E) tal que J? = —Id. Al conjunto de éstas las
denotamos como J (E).

Como en alguna base toda J es como Jy estandar tenemos que siempre
existen trivializaciones ¢y : Ely — U x R?" tal que gy oJ = Jpogy y que dada
dos trivializaciones como arriba el cambio de cartas queda lineal complejo (es
decir gyy o Jo = Jo o gyv). Esto significa que J define en F una estructura de
C fibrado vectorial.

Observacion. No todo fibrado admite una estructura compleja. Como vimos
arriba los E que admiten estrucuras son naturalmente C fibrados y éstos son
orientables.

Definicién 2.2. A un par (M, J) donde J es una estructura compleja en T M
vamos a llamarle una variedad casi compleja.

Ejemplos. e Variedades complejas (vease

Decimos que (M, J) es integrable si J proviene de la multiplicacién por 4
para una estructura compleja en M.

e Una estrucura casi compleja no integrable:
Sea O = R® los octoniones, consideremos S¢ C imQ la esfera imaginaria.
Dado p € S% tenemos que 7,5% =< p >1. Podemos chequear que la
multiplicacién por p define una estructura compleja en 7,5, pero como
los octoniones no son asociativos esta estructura no puede ser integrable.

Observacion. Notar que el hecho de que existan estructuras no integrables
no contradice el hecho de que localmente siempre existan trivializaciones 7 =
(Id,¢y) : Ely = U x C" tal que gy o J = Jy o gy.

Un resultado bien conocido permite saber cudndo una J € J (M) es integra-
ble, una prueba de este resultado puede encontrarse en el capitulo 5 del clésico
libro de Hérmander [Hor90].



Teorema 2.3 (Newlander-Nirenberg). (M, J) es integrable si y solamente si el
tensor de Nijenhuis Ny =0 donde:

N (X,Y) = [X,Y]+ J[JX,Y] + J[X,JY] - [JX, JY] (1)

En [2.5] vamos a dar una intuicién de por qué este resultado es verdad.

2.3 Estructura simpléctica

Dado E un fibrado vectorial vamos a denotar como A*E el k—esimo producto
exterior.

Sea m : E — M un fibrado vectorial de dimensién par sobre M variedad
diferenciable. Una forma simpléctica en E es una seccién w € T'(A2E*) tal que
wp, es no degenerada Vp € M.

Denotemos como M(E) al conjunto de métricas en E, el cual nunca es vacio
por el argumento cldsico con particiones de la unidad.

Proposicion 2.4. Dada w una estructura simpléctica en el fibrado vectorial,
existe g € M(E) y J € J(E) tal que w(X,Y) =g(JX,Y) y J* = —J.

Demostracion. Notemos que todas las operaciones en la demostracién de la
proposicién son diferenciables, entonces comenzando con una g € M(E)
obtenemos lo deseado. O

Notemos que las J estructuras como en la proposicién cumplen que w(J X, JY) =
w(X,Y). Tales estructuras complejas se dice que son compatibles con w y al con-
junto de estas se lo denota como J(E,w).

Teorema 2.5. J(E,w) es no vacio y contrdctil.

Demostracion. Notemos que el espacio M(E) es contractil ya que es convexo.

Consideremos el mapa ¢ : J(E,w) - M(E) ¢(J) = g5 = w(J-,-), por la
observacion anterior este mapa es homotdpicamente nulo.

Por otro lado si g € M(FE) entonces w(X,Y) = g(AX,Y) donde A € Aut(E)
y A* = —A por la misma observacién de la proposicion El mapa v :
M(E) — J(E,w) definido como t(g) = Av/ —AA queda diferenciable y
ademds 1 o ¢(J) = J.

Como ¢ es homotépicamente nula entonces tenemos que Id : J(E,w) —

J(F,w) es homotdépicamente nula obteniendo lo deseado.
O

En particular J(F,w) es conexo por caminos que es algo que vamos a usar
frecuentemente.

Definicién 2.3. Decimos que (M, w) es una variedad simpléctica si w es una
forma simpléctica en TM que ademds es cerrada.

Observacion. No hay que confundirse la nocién de forma simpléctica en una
variedad y en un fibrado, acd tenemos una condicién extra que es geométrica
(dw = 0).

Vamos a denotar J(M,w) := J(T'M,w) a las J—estructuras compatibles.
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Ejemplos. e Los fibrados cotangentes:

Esta es una familia importante de ejemplos e historicamente los primeros.
Sea M una variedad cualquiera y 7 : T*M — M la proyeccién del fibrado
cotangente, vamos a definir una A € QY(T*M) como:

Map) (V) =pe(dmqp)(V)), V € TigpyT"M

Esta se llama la 1—forma tautoldégica o de Liouville. En coordenadas po-
demos ver que A, ) = > p'dg; entonces d\ = w es no degenerada (viendo
la expresién) y como es exacta debe ser simpléctica.

Este ejemplo cubre el caso de R*® = T*R"™ (a menos de un signo por la
eleccién que hicimos en [2.1)).

e Las formas de drea en superficies son formas simplécticas.

e El toro T?" tiene la estructura simpléctica que baja de R?" (viendo T?" =
R2n/z2n).

e Los espacios proyectivos CP™:

Si tomamos el mapa ¢ : C"*1\ {0} — S?"*! definido como ¢(z) =
(%, e ﬁ), entonces si hacemos ¢*wy = prg nos da:

i1 O ~ L —~
PFS = 5 W(; dz;) A (; dz;) — W(; Zidz;) N (; 2jdzj)

Notar que esta expresién queda invariante por el producto por escalares
complejos, entonces baja a una forma wrg en CP" que se llama la forma
de Fubini-Study.

Esta forma es no degenerada ya que en S?"*+! coincide con la estdndar y
es cerrada ya que la forma:

Z- n
AFs = —= zidZ; — Z;dz;
e (2 )

Cumple que daps = prs v por lo tanto es cerrada.

e Variedades de Kéahler:

Una variedad de Kahler es una variedad compleja M junto con una métrica
hermitiana h tal que —Im(h) = w es una forma cerrada. Un ejemplo de
esto es CP" como antes ya que podriamos haber hecho el pullback de la
forma hermitiana.

Una pregunta natural es si toda variedad simpléctica compleja es de Kah-
ler, la respuesta es que no, el ejemplo clasico son algunos fibrados de su-
perficies de Riemann por superficies de Riemann (variedades de Kodaira-
Thurston). Esto es en parte porque las Kahler tienen obstrucciones fuertes
en la topologia de la variedad, por ejemplo los ntimeros de Betti son todos
pares.
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Observacion. Supongamos que estamos en el caso de M variedad cerrada, en-
tonces:

1. w™ no puede anularse nunca porque w es no degenerada. Por lo tanto
tenemos que [w"] € H3",(M) no es trivial.

De hecho podemos calcularla explicitamente: supongamos que tomamos
g; =w(J-, ) ysea hy = gj —iw la métrica hermitiana asociada. Tomemos
€1,...,ey s una base hy ortonormal de T,, M, entonces e, Jey, ..., ey, Je,
una base simpléctica de T, M y ortonormal para g;. Sidzy,dyi, ..., dz,, dy,
es la base dual tenemos que:

wp = %Zdzl/\dél
[

Donde dz; = dz; + idy; y dz; andlogo. Entonces w, = n!(5)"dz1 A dz; A
... Ndzp N dZz, y como %’dzj Adz; = dxj A dy; tenemos que “’—T = dvy

donde dv; es la forma de volumen inducida por g;.

En el caso Kéhler esta relacion es bien conocida.

2. Como corolario de lo anterior podemos descartar una familia grande de
variedades que no pueden ser simplécticas. Supongamos que H2*(M,Z) =
0 para algiin k < n entonces tendriamos que w* = da para a € Q?*~1(M)

NE
W' =da Aw" T =d(a Aw )

Y por lo tanto fw” = 0 lo cual es absurdo.

Esto nos da una cantidad de variedades que no pueden ser simplécticas,
por ejemplo S?* con k > 2.

Los morfismos en la categoria de variedades simplécticas son los f : (M,wps) —
(N,wn) suaves tal que f*wy = wps. A estos los llamamos simplectomorfismos.

Observacion. Notar que por lo visto anteriormente si tenemos f : (M,w) —
(M, w) simplectomorfismo entonces preserva la medida inducida por dv.

Ejemplo. Sea H : M — R una funcién diferenciable, definamos un campo de
vectores Xy via la ecuacién tx,w = dH donde ¢ es la contraccién (acd usamos
que w es no degenerada). Por lo tanto Xy nos define el flujo ¢y : M — M que
llamamos el flujo Hamiltoniano, veamos que cada ¢; es un simplectomorfismo.
Notar que:

d * *
Eﬁbtw = ¢; (Lxyw).

Por la férmula de Cartan Lx,w = dix,w+tx, dw y usando que w es cerrada
tenemos que %gb;“w = 0 por lo tanto ¢jw = w.

En particular si ponemos J una estructura casi compleja en M compati-
ble con w, y ¢g la métrica Riemanniana tal que g(X,Y) = w(JX,Y) entonces
w(Xp,Y) = —g(JXg,Y) =dH(Y) = g(VH,Y) y como esto pasa VY tene-
mos que JXyg = —VH. Es decir concluimos que Xy = JVH. En el caso de
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(R?", wp) donde J = Jy obtenemos entonces las conocidas ecuaciones de Hamil-
ton: si z = (g, p) entonces la ecuacién diferencial Z = X (2) satisface:

=52 (a,p)
]j = _%(ng)

Intentemos definir ahora el concepto de accién simpléctica mencionado en la
introduccién. El problema es que lo definimos como la integral en curvas de una
primitiva de w, pero en general esto no tiene sentido (por ejemplo en variedades
compactas).

Sin embargo localmente siempre tiene sentido hablar de accién simpléctica.
Una de las formas es con el teorema de Darboux, pero usemos otro enfoque méas
geométrico. Acd M es una variedad compacta, equipémosla con J € J(M,w)
y gy la métrica asociada. Supongamos que 7 es una curva cerrada en M con
() menor que el radio de inyectividad de la variedad, por lo tanto v queda
contenida en una bola geodésica B en M de radio a lo sumo la mitad que el
radio de inyectividad. v queda contractible y por lo tanto si denotamos D C C
al disco unitario, podemos extender v a un mapa v : D — B tal que v,|s1 = 7.
Definamos la accién simpléctica:

A == [ v

Esto esta bien definido porque dadas dos extensiones éstas son homotdpicas
rel ST
Nos va a ser 1til en el capitulo [5] la siguiente desigualdad:

Teorema 2.6 (Desigualdad isoperimétrica). Sea (M,w) una variedad simplécti-
ca compacta y J € J(M,w) entonces existe 6 > 0 y un C > 0 tal que si v es
una curva cerrada en M con l(v) < & entonces:

[A(7)| < Cl(y)?

Demostracion. Tomemos ¢ el radio de inyectividad como antes entonces pode-
mos definir una extensién v : D — M como:

vy (re') = expy o) (r€(0))
Donde £(6) € T’ )M queda determinado por y(e?) = exp~0)§(0), entonces:

1004 || = [1£O)]] = d(v(0), (™)) <1(7)
Por otro lado:

100v4 | < call€(0]] < eal[4(e™)]|
Donde las constantes ¢, co dependen de la métrica. Entonces:

27 1
[A(y)| < /0 /0 |w(Or vy, Oguy)|drdf < c;;l(’y)2
O

En [MS04, Capitulo 4] se prueba una versién mucho maés refinada de este
Teorema cuya prueba es muy similar a la desigualdad isoperimétrica en R2
usando series de Fourier.
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2.4 Revisitando las ecuaciones de Cauchy-Riemann

El lector que no conoce los espacios de Sobolev puede dirigirse a
En esta seccién voy a denotar a W*P(D,C) = W*P(D) donde D C C es el
disco unitario. El teorema clasico que voy a tratar de bosquejar es el siguiente:

Teorema 2.7. Sea p € (1,00), el opemdor 2 WLP(D) — LP(D) es sobreyec-
tivo y tiene una inversa a derecha T contmua

Un teorema clasico que nos va a dar nuestro candidato a inversa es el si-
guiente:

Teorema 2.8 (Cauchy-Pompeiu). Sea Q@ C C dominio tal que 02 es suave y
f € CH(Q) entonces tenemos para a € Q (z =z +1iy) :

of
fla) = 1 f(z )d + = /Qizajadxdy

T omi 0”2 —a

af
Demostracion. Consideremos la 1—forma w = %dz. Integremos dw = 2=-dzA
dz en Q\ D(a,¢€) con D(a,e) C Q.

Entonces tenemos por el teorema de Stokes:

af
/ % gipdz— [ L8 / 1) ..
O\D(ae) # — @ o r—a dD(a,e) # — @

Notemos por un lado que:

27 i0 ) 27 .
/ Mdz — f(L,Ze)irede = f(a+ee?)ap,
dD(ae) # — @ 0 ret 0

y esto cuando € — 0 tiende a 27if(a).
Despejando y usando que —%di AN dz = dx N dy tenemos lo deseado.
O

Esto nos dice entonces que T'f(z) = + fD fw) ~dxdy (donde w = x +1y) es la
inversa a derecha al menos cuando f tlene soporte compacto en D.
A partir de ahora denotemos al espacio de las funciones test D(D) :=

Cco(‘jmp( ). En este espacio si derivamos la integral obtenemos que 2% o T =

T o 2 = Id (los detalles estin hechos en [HZ94, Apéndice 4]). Esto nos dice
justamente que T es la inversa en el sentido de las distribuciones.

El objetivo ahora es extender T : LP(D) — WZYP(D), para esto por un
argumento de densidad basta controlar las normas para funciones D(D). Para
calcular la norma WP de Tf hay que calcular la norma p de Tf, %Tf y
%T f, esta ultima es facil ya que por lo que dijimos antes es simplemente f. La
primera de las anteriores también es un caso que se puede hacer a mano pero
en la segunda hay problemas porque:

9, 1 f(w)
&Tf__;/m(w—z)dedy

Y notar que ﬁ ¢ L} .(D), es lo que se llama una integral singular.
Sin embargo estd en LP y es consecuencia del altamente no trivial teorema de
Calderén-Zygmund.
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Teorema 2.9 (Calderén-Zygmund). Dado p € (1,00) existe C > 0 tal que
Vf e D(D)

0
ITfllze < Clifllze, 15 THllze < ClIfl|ze

Esto implica el Teorema enunciado al comienzo.

Comentario. No vamos a probar el Teorema de Calderén-Zygmund. Una buena
exposicién del teorema en un caso muy general se encuentra en [SSTIl Capitulo
3]. También en [MS04, Apéndice B] hay una prueba de esto para el caso de la
solucién fundamental para el Laplaciano, ellos consiguen los mismos resultados
que nosotros explotando la relacién entre las ecuaciones de Cauchy-Riemann y
el Laplaciano.

Este teorema va a ser explotado a lo largo de la tesis de diversas formas, pero
en un principio podemos ver cémo este tipo de estimativas implican resultados
de regularidad en el operador:

Teorema 2.10. Dado p € (1,00), si f € WHP(D) es tal que 2 f € WrP(D)
con k > 1 entonces ¥r < 1 tenemos que f € WFTLP(D,) y ademds existe C' > 0
(que depende solo de r y p) tal que:
0
[ fllwrsrep,y < C{fllwrep) + Hgf”wk,p(p)

Demostracion. Afirmo que basta ver para el caso k = 1. Esto es simplemente
porque si 9r denota cierta derivada mixta con I = (n, m) un multiindice entonces
% o 81 = 81 o %

Vamos a ver que las derivadas parciales estdn en W1?(D,.), el argumento

que vamos a hacer es simétrico para ambas derivadas entonces sin pérdida de
generalidad miremos para la primera. Consideremos los cocientes incrementales:

_ f(x—i—h,y) —f(a?,y)
fzy) = -

Es facil probar que f* — 0,f en LP cuando h — 0, ademés notar que
e whtr(D).

Sea p una “bump function” que vale 1 en D,. y de soporte compacto en D,
entonces podemos usar las estimativas de antes para pf":

0
" lwre o,y < llpf™lwie o) < CH%(pfh)HLP(D)

Y usando la regla del producto tenemos:

o h
174w,y < O (527) zscor + 1)

Donde en la constante C’ absorbi derivadas de p. Sea g = % f, como g €
W1P(D) tenemos en particular que g" — 9,9 en LP como antes, entonces:

1" wrwn,) < C'(10291lLe (D) + 1021 Lo (1))

Entonces tenemos que {f"},,¢(0,¢) estd acotada en norma W'?(D,). Enton-
ces tiene una subsucesién que converge débilmente por el Teorema de Banach-
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Alaoglu. Pero notemos que f" ya converge (fuertemente) en LP(D) a 0, f en-
tonces el limite débil debe coincidir, concluimos 9, f € W1P(D,) y las cotas

anteriores nos dan las acotaciones deseadas.
O

Con este resultado podemos probar una extension del teorema 2.7}

Teorema 2.11. Consideremos el operador % : WkP(D) — Wk=1P(D) conp €
(1,00). Entonces éste tiene una inversa a derecha T : W*~1P(D) — WkP(D)

acotada.

Demostracion. Procedamos por induccién, sabemos que vale para k = 0. Asu-
mamos para k — 1, tomemos R > 1 y consideremos un operador de extension
i: WrE=1P(D) < Wk=1Lp(Dp) acotado que manda f — f donde f|p = f. Por
hipdtesis de inducciéon existe:

Tg: W 2P(Dg) — WF1P(Dp)
Una inversa acotada de 2 en W*~1P(Dg). Sea u = Trf € WE12(Dp),
tenemos entonces que %u = f S Wk_l’p(D r) entonces por el Teorema anterior
tenemos que u|p estd en W*P(D) y ademis:

ullwro(py < C (Ilullwi-ro(a) + I1fll0x )

Pero ||u||Wk71,p(DR) < 01||f\|wk72,p(DR) y ||f||Wk*1vP(DR) < CZ”fHWk*l»P(DR)
por lo tanto tenemos:

lullwes oy < ClIfllwr-10D)

Entonces tenemos que si 7 : WEP(Dpg) — W¥*P?(D) es el operador de restric-

cién: roTr o4 =T es la inversa buscada.
O

Queremos probar ahora:

Teorema 2.12 (Regularidad eliptica). Supongamos que f € WFP(D) para
algiin p € (1,00) y u € LY(D) es una solucion débil de %u = f entonces
u € WHHLP(D,) vr < 1.

Comentario. Le llamo de esa forma al teorema anterior porque % es un opera-

dor eliptico, esencialmente esto significa que tenemos estimativas del tipo Cal-
deron-Zygmund. Siempre que tenemos operadores elipticos estos enunciados de
regularidad son estandares.

Antes de probar esto necesitamos:

Lema 2.13 (Weil). Sea u € L'(D) una solucién débil de %u = 0 entonces
u € C*(D).

Demostracion. Notemos que si v = Re(u) ésta es una solucién débil de Av =0
y lo mismo para I'm(u). Tomemos p una bump function en D que vale 1 en un
entorno de 0 y definamos p.(z) = Zp(ez) entonces por resultados estandar para
convoluciones v, = p. * v es una funcién C>®, v, —.,,0 v en L' (D) y ademds
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como Av. = p. x Av = 0 tenemos que es armoénica, entonces por la propiedad
del valor medio:

1
wld) = [ ey

Entonces por convergencia en L; cuando € — 0 esto converge a la funcién
zZ # fD(Z)é) v(z,y)dzdy que es continua y debe ser igual a v en casi todo
punto. Entonces v es continua y satisface la propiedad del valor medio y por lo

tanto es armonica.
O

Demostracion de reqularidad eliptica. Tomemos v € W*+LP(D) una solucién
de %v = f que existe por la proposicién Por lo tanto %(u —v) =0
entonces u —v € C>°(D) por el lema de Weil, en particular estd en W*+1:P(D,.)
Vr < 1 entonces u € WrLP(D,.).

O

Otra filosoffa que es importante tener en mente es que si tenemos un ope-
rador con inversa a derecha y lo perturbamos por otro operador lineal entonces
el operador perturbado sigue teniendo inversa a derecha si la perturbacién es
pequena, esto nos da por ejemplo:

Proposicién 2.14. Sea p € (2,00) y A € LP(D, Ends,(R)) entonces el proble-
ma:

Lo+ A(z)v(z) =0
v(0) = v

Tiene solucién para v € WHP(D,,C) para algin € > 0.

Demostracion. Tomemos el operador: S = 2 x evaly : WHP(D) — LP(D) x C,
esto tiene sentido porque W1P(D) — C°(D).

Notemos que si T : LP(D) — W1P(D) es la inversa de % entonces una
inversa del operador S viene dada por (f,vg) — T'f — T f(0) + vo.

Tomemos ahora x. la funcién caracteristica de D. y consideremos S. =
S+ (x:A,0) : WhP(D) — LP(D) x C, este operador es continuo porque:

[[Av]| LoDy < ||Alle oy lIvllcopy < ClIAl|Le oy llvllwrr (D)

El dltimo paso es por el encaje de Sobolev WP(D) < C°(D). Entonces
tenemos por la misma cuenta que:

|1Se = S|| < C||AllLr(p.)

Donde la norma es la de operadores. Esto significa S; — S cuando ¢ — 0.
Ahora, como los operadores con inversa forman un abierto tenemos que Sc es
invertible si € es suficientemente chico; y denotemos 7. a su inversa. Basta tomar
T.(0,vp) para tener soluciones al sistema con condicién inicial fija.

O
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2.5 Breve introduccion a las variedades complejas

Definicién 2.4. Sea M una variedad topolégica, decimos que (M, A) con A un
atlas maximal es una variedad compleja de dimensién n si dadas ¢ : U — C" y
1V — C™ en el atlas entonces po b= L : p(UNV) — ¢(UNV) es holomorfa.

Observacion. 1. Toda variedad compleja es una variedad real (suave) de di-
mensién 2n. Denotemos como T'M su tangente usual (vamos a querer
distinguirlo de otro espacio tangente).

2. Via las trivializaciones alrededor de un p € M podemos hacer la identifi-
cacién T, M = C" y con esta identificacién traducir la multiplicacién por
Jo a T,M obteniendo un J : T,M — T,M tal que J? = —Id. Esto no de-
pende de la trivializacién ya que los cambios de carta son holomorfos. Por
este motivo las variedades complejas son casos particulares de variedades
casi complejas como en la seccién |2.2

Cuando hacemos analisis complejo tenemos una forma distinta de derivar
(pensar en %) por lo tanto queremos una construccién del espacio tangente que
tome esto en cuenta: consideremos el espacio de gérmenes en p € M

O, ={f:Us — C: Uy entorno de p, f holomorfa}/ ~

Donde f ~ g si existe V C Uy N U, entorno de p tal que f|y = g|v. Esto es
naturalmente un C espacio vectorial.

Decimos que § : O, — C lineal compleja es una derivacién si satisface la
regla de Leibnitz:

B(fg) = f(p)B(g) + g9(p)B(f)

Notar que tiene sentido evaluar gérmenes en el punto p. Al espacio de deri-
vaciones en p le llamamos el espacio tangente holomorfo T;,CM .

Se puede probar al igual que se hace en el caso de variedades reales que si
elegimos (z1,...,2,) una carta local, T;CM = span{a%l, ol %} donde

o _1/(0 9
322'_2 Ox; Zayi

En coordenadas ésta es la derivada de anélisis complejo. TCM es entones un
fibrado complejo y por construccién es holomorfo en el sentido descripto en 77.

Notemos entonces que TCM vive naturalmente dentro del fibrado TM ® C.
Es fécil ver que el espectro de J es {i,—i} y que J diagonaliza en TM ® C con
subespacios propios T*9M = {v —iJv:v € TM} y T"'M := {v +iJv:v €
TM} asociados a i y a —i respectivamente, concluimos:

Proposicién 2.15. Sea (M, J) una variedad compleja, entonces su fibrado tan-
gente holomorfo T°M es isomorfo al subfibrado T"°M c TM ® C.

La descomposicién:

TM®@C=T""Mo T M,

le da mas riqueza algebraica al espacio de C—formas en la variedad. Si v €
THOM entonces su elemento dual v* cumple que v* o J = iv* ya que v es vector
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*

propio de J asociado a i. Analogamente si v € T2'' M entonces v* o J = —iv*.
Esto significa que tenemos la descomposicion:

AT*M @ C = AYT*M @ A T*M
Donde denotamos a AMOT*M, A%'T*M al espacio de las formas lineales
complejas y antilineales complejas respectivamente.

Observacion. En coordenadas tenemos que:

o\" o \"
((%) = de = dl‘j + idyj, <62’_j> = dfj = dl’j — idyj,

generan los espacios AV0T* M y A%'T* M repectivamente (localmente). Aquf
) o _ d ;) 0,1
{T@}jzlv"'vn con ﬁ = 1/2 (T%+Z@) es base de T%* M.

Esta descomposiciéon nos da:

k
ANT"MeC= Y APIT*M
p+q=k

Donde AP9T*M = AP AYOT* M & AT A%1T* M. Los espacios AP9T* M estén
generados en coordenadas por los elementos de la forma dz;, A. . .Adz;, Adzj, .. .A
dzj,con1 <ip<...<ip<nyl<j <...<j,<n.

Denotemos al espacio de secciones de estos fibrados como QP9(M) y a
QF(M,C) las secciones de A*T*M ® C. En QF(M,C) seguimos teniendo el
operador derivada exterior d : QF(M,C) — QF1(M,C). En coordenadas, si
=) yarydzr Adz; (con la notacién usual de multiindices) entonces:

da = Zda[”]/\dZ[/\dZ]
7

Y el operador d en f € QY(M,C) (funciones diferenciables con valores com-
plejos) estd definido como

— Of of
df = Z 92 dz + e dz;
=1

Notar en particular que d : QP4(M) — QPTLI(M) @ QP9+ (M). Esto nos
permite definir los operadores de Dolbeault O : QP4(M) — QPTLI(M) y O :
OP9(M) — QP9TH(M) como las proyecciones de d en la primer y segunda
componente de la suma anterior. Estos se extienden naturalmente a Q¥ (M,C)

Algunas propiedades de estos operadores son:

Proposicién 2.16. 1. 0 satisface la regla de Leibniz:

A aAB)=0dan B+ (—1)4% A0S
Y andlogamente para 0.

2.02=0,000+000=0,0%>=0 (notar que no puedo poner que todas son
iguales al mismo 0 porque tienen distinto tipo).
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Demostracion. 1. Una se deduce de la otra ya que 0o = Oa. Para probar
la relacién basta ver a € QP4(M) y 8 € Q¢ (M) entonces proyectando
dlaNpB) enlas (p+p' + 1,9+ ¢') obtenemos lo deseado para 9 ya que d
cumple Leibniz.

2. Esto es porque d = 9+ 0 y como d? = 0, si a € QP9(M) proyectando
en las formas de tipo (p+2,9),(p+1,¢+ 1) y (p,q+ 2) tenemos las tres
igualdades respectivamente.

O

Observacion. e Notemos que si estamos en (M, J) variedad casi compleja,
podemos definir T"OM y T%! M como antes, es decir como los subespacios
propios de J asociados a i y —i en TM ® C. El problema es que los
mapas de transicion del fibrado no quedan holomorfos, por lo tanto si

definimos “% = % —1J %” y dz; su elemento dual, cuando cambiamos
Zj T Tj
de coordenadas (z1,...,2,) — (w1,...,w,) en el pullback de dz; van a

aparecer términos en dw;. Esto nos impide tener los operadores 0,0 bien
definidos. Esta cuestion es crucial en la siguiente seccién.

e De hecho podemos leer la integrabilidad de J en el fibrado TV°M (o
TO'M). Extendamos el corchete de Lie para campos en T1HOM como
siendo lineal complejo, es una cuenta sencilla chequear que si (M, J) es
integrable entonces:

[O(TYOM), (T M) C T(THOM). (2)

Se puede probar como corolario del teorema de integrabilidad de Frobenius
(vease 2.2.3 de [Voi02]) que si M es una variedad C¥ (analitica real)
entonces [2| implica la existencia de un atlas holomorfo en M compatible
con J.

e Toda seccién en I'(T1OM) es de la forma X —iJ X para cierto X € I'(TM).
Supongamos que en M se cumple la condicién [2] entonces:

X —iJX,Y —iJY] = [X,Y] - [JX,JY] — i([JX,Y] + [X, JY]).
Pero como [X —iJX,Y —iJY] € THM debe cumplirse que:

J(X,Y] - [JX,JY]) = [JX,Y] + [X, JY].

Multiplicando por J y despejando:

NJ(X,Y) = [X, Y]+ JJX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY]=0  (3)

Donde N;(X,Y) es el tensor de Nijenhuis presentado en |1| El teorema
de Newlander-Nirenberg es por lo tanto equivalente a la condicién [2} La
parte no trivial de este teorema es ver que toda (M, J) satisfaciendo esta
condiciéon acepta un atlas real analitico. La dificultad de esto radica en
un resultado de regularidad para cierta ecuacién en derivadas parciales
eliptica, luego se aplica el teorema de Frobenius como arriba.
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e Definamos el siguiente mapa bilineal:

B:T"M xT"*M — TM @ C/T*"°M

B(X,Y)=[X,Y].

Por lo visto anteriormente B = 0 implica que J es integrable. Por la regla
de Leibnitz B es tensorial (B(fX,Y) = B(X, fY) = fB(X,Y)), ademds
es antisimétrica. En particular si dimg¢ M = 1 entonces dim TVOM = 1,
pero no hay formas bilineales antisimétricas no nulas en dimensién 1. Con-
cluimos que en dimensién compleja 1 todas las variedades casi complejas
son complejas.

2.6 Fibrados holomorfos

Definicién 2.5. Sea M una variedad compleja y 7 : E — M un fibrado
vectorial complejo. Decimos que E tiene una estructura holomorfa si dadas

ou @ Ely 2 UxC"y ¢y : Ely 2 V x C" dos trivializaciones entonces
guv : UNV — GL,(C) es holomorfo.

Ejemplo. Los fibrados T*M, T%' M y los espacios de formas AP9T* M, etc.
tienen todos una estructura holomorfa natural.

En estos fibrados decimos que & € I'(E) es holomorfa si dada E|y =2 U x C"
trivializacién, entonces viendo a £ : U C M — C" es holomorfa. Esto no
depende de la eleccion de la trivializacion ya que los mapas de transicién quedan
holomorfos.

Observacion. Por los resultados clasicos de analisis complejo podemos deducir

muchas propiedades deseables sobre estas secciones. A modo de ejemplo, si los
ceros de una seccién holomorfa acumulan entonces es la seccién nula.

Supongamos ahora que tenemos una trivializaciéon E|y = V x C", enton-
ces toda seccién localmente la podemos ver como £ : V. — C™. Al igual que
definfamos la derivada exterior en coordenadas locales aca tiene sentido definir:

5V€ = (551, DR ggn)
Si esta definicién no dependiera de las coordenadas, esto nos define un Jg :
I'(E) - T(A“'T*M @ E)
Lema 2.17. El operador O estd bien definido.

Demostracion. Hay que ver que si cambiamos de trivializacién la definicién no
cambia. Sean ¢y : Ely = U x C" y ¢y : E|ly — V x C" dos trivializaciones y
&u,&yv la seccion en cada una de ellas respectivamente, éstas se relacionan por
&u = guv€y. Queremos ver que Jyéy = guv o Oy €y, sabemos que:

duéu = (0(&rguv(er)), ..., 0 guv (en))
Donde {eq,...,e,} es la base canénica de C™. Pero por la regla de Leibniz

tenemos que 0 (£Eguv(er)) = (Oguv (er)) & + guv (ex) (9EF) pero como gyv
es holomorfa tenemos que el primer término es 0 y obtenemos lo deseado.
O
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De hecho con la misma prueba quedan definidos los operadores 9 : Q*9(M, E) —
009t (M, E) donde Q%4(M, E) = T(A®T*M ® E).

Observacidn. Las siguientes propiedades son automéaticas de la proposicion [2.16}

e El operador Jg satisface la regla de Leibniz:

5E(CY A 5) = gE(Oé) AB+ (—1)q04 A gE(B)
Donde a € Q%(M, E) y 8 € Q"P(M, E).

e 9% = 0. Esto nos dice que (Q%*(M, E),0g) es un complejo de cadenas
llamado el complejo de Dolbeault. Se puede ver (por ejemplo en [Voi02])
que si denotamos como &y al conjunto de secciones holomorfas de F en
un abierto U, entonces £ es un haz y la cohomologia de M con coeficientes
en &£ es justamente:

H*(M, E) = ker(dp : Q% (M, E) — Q1) /im(dp - QOF=1 = QOF)

No usaremos este resultado, pero clasicamente el teorema de Riemann-
Roch, el cual veremos posteriormente, se enuncia en el contexto de la
cohomologia de haces.

A partir de ahora vamos a suponer que E es un fibrado holomorfo con una
métrica hermitiana (-,-) y que M es compacta con una métrica p.

Notacion. Solamente en esta seccién y la siguiente denotaremos como (-, -) a las
métricas hermitianas. En el resto del texto esta notacién estard reservada para
las métricas Riemannianas.

Veamos que podemos extender la * de Hodge (ver el apéndice [7.4) a este
contexto de forma sencilla.

Observacion. Si consideramos M equipada con la métrica Riemanniana Re(:, )
tenemos la estrella de Hodge definida para esta métrica. Extendamos * a A*T* M®
C como siendo C—lineal y a la métrica (-, -) en A¥T* M a una métrica hermitiana
en A*T*M ® C. Es sencillo chequear que si a,, 3, € A*T*M ® C tenemos que:

<a176w>dvu = Oy /\%

Esto nos induce en los espacios AP?T™* M una métrica hermitiana simplemen-
te restringiendo la anterior. Notar que cometimos un pequeno abuso de notacion
pero va a quedar claro qué metrica estamos usando dependiendo del contexto.

Entonces E' y AP9T* M tienen métricas hermitianas, pongamosle al produc-
to tensorial FP? := APYT*M ® E la métrica producto y denotemosla como

() Froa.
Observacion. Esto nos da un producto hermitiano en QP4(M, E) via:

(c, B) 12 = /M(a,mde Yo, 8 € QP(M, E)
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Ahora si extendemos A como:

A AT M @ FE x AP 9T*M @ E* — A" T* M =
(@@ A (BNT)=n"(E)anp.

Y definimos:

xg AP T*"MQFE - A" I T*"M @ E
*p (0 ® &) =%a®bE

Donde b : E — E* es el isomorfismo antilineal bemol que nos d4 la métrica
Hermitiana:

b: E — E*
b(&) = (&)

Esto es una extensién de la estrella de Hodge en el sentido que:

(a, B) po.advy, = ae A xgf3.

Usemos este operador para ver quién es el adjunto de Op en la métrica
hermitiana en L? que genera (-, ) po.q.

Definicién 2.6. Al fibrado A™T*M = K, (que tiene dimensién 1) se le llama
usualmente el fibrado candnico de M.

Con esta notacién tenemos que xg : A2T*MRFE — A*"IT* M@ (KyQF).

Proposicién 2.18. El operador 9} ::7(—1)‘1*]51 00y op:oxp : V(M E) —
0%9=1(M, E) es el adjunto formal de Op. Es decir tenemos:

(Opa, B2 = (,0pB) 12, Ya € QU Y M, E), B € Q"(M, E).
Demostracion. Sean oy  como arriba, notemos que Jp(a A *g3) = 0 (ya que

son las formas de rango maximo).
Usando la regla de Leibniz tenemos que

5EO( AN *EB + (—l)q_la A\ 5KM®E* o *Eﬁ =0

Por lo tanto integrando:

/<5a7ﬂ>dvu = —/a A (=191 0k,, 0p © ¥

Que es justamente lo deseado.
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2.7 Operadores de Cauchy-Riemann

De ahora en més vamos a trabajar en superficies de Riemann X, es decir varie-
dades complejas con dim¢ 3 = 1. Hacemos esto en parte porque asi aparecen
en la tesis, pero ademas la teoria es radicalmente distinta para dimensiéon més
grande como veremos en breves.

Si abstraemos las propiedades de dg : T'(E) — Q%!(X, E) obtenemos:

Definicién 2.7. 1. Sea 7w : E — ¥ un fibrado complejo sobre una superficie
de Riemann ¥. Un operador de Cauchy Riemann es un D : I'(E) —
Q%1(3, E) lineal (como C—espacios vectoriales) tal que cumple la regla de
Leibniz:

D(f§) = (91)§ + f(DE€)
Donde f € C>*(3,C) y £ e T'(E).
2. Vamos a decir entonces que una ¢ € I'(E) es holomorfa si Ds =0

Observacion. Notar que en la definicién anterior E no tiene una estructura
holomorfa a priori. Si E tiene una entonces O es un ejemplo de operador de
Cauchy Riemann. Enseguida vamos a ver que estos son todos los ejemplos.

Por definicién los operadores de Cauchy Riemann son conexiones en F, la
siguiente observacion nos habla de la existencia de los simbolos de Christoffel:

Observacion. 1. Sean D, D’ dos operadores de Cauchy Riemann complejos,
entonces A = D — D’ es un tensor por la regla de Leibnitz (esto significa
A(f€) = fAE con f € C°(X,R)). En particular A € T'(End(E, A>'T*Y®
E)) es lineal complejo en el sentido que A(JE) = J o AE.

2. Como localmente siempre podemos definir un Jy; la observacién de antes
nos dice que viendo a £ en trivializaciones tenemos que existe A : U C
C — End(C™) diferenciable donde:

De(w) = (Gew) + Atwe ) @

Teorema 2.19. Supongamos que tenemos D : T'(E) — QUY(M, E) un operador
de Cauchy Riemann, entonces existe una estructura holomorfa en E tal que

D =0g.

Demostracion.

Afirmacidn. Basta probar que Vzg € ¥ existe un entorno U y s1, .. ., §, secciones
holomorfas en U (segin D) que son una C—base de E.
n

Esto es porque si £ € I'(E) tenemos {|y = Y ;" ; Xi(2)si(z) para ciertos
\; : U — C suaves entonces:

D§|U = Z 5/\@81' + /\ZDSz

i=1
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Pero el segundo término es 0 porque s; es holomorfa Vi. Por lo tanto si cons-
truimos trivializaciones E|y 2 U x C™ mandando s1, ..., S, a la base candnica,
es facil verificar que los cambios de trivializaciones quedan holomorfos.

El problema ahora se volvié local, a menos de tomar cartas suponemos zg =
0, U = D, y por la observacion anterior las secciones holomorfas satisfacen la
ecuacion diferencial:

a:vsi + Joaysi + Asi =0,

para cierta A € C*°(D., End(C™)). Pero nosotros ya vimos en la proposicién
que si fijamos s;(0) entonces existe una solucién. Tomando s; para que en 0
sean la base candnica terminamos porque en un entorno de 0 sigue siendo base

por continuidad (s; son continuas por regularidad eliptica).
O

Notemos entonces que la nocién de ser holomorfa si D€ = 0 coincide con la
de ser holomorfa para la estructura holomorfa en E dada por el teorema.

Supongamos por el resto de la discusion que F tiene una métrica hermitiana
(,). Una conexién hermitiana en F es una conexién V tal que:

V&, = (V& n) + (&, V), V§,n e I'(E)

Observacion. J es paralela para la conexién V. Para ver esto notar que:

Pero como (J&,n) = i(¢,n), despejando tenemos que ((V.J)¢,n) = 0 para
secciones arbitrarias. Concluimos que VJ = 0.

Es fécil chequear que si V es una conexién donde J es paralela entonces
oy = %(V + JoVoj) es un operador de Cauchy Riemann complejo.

Proposicién 2.20. Sea m: E — X un fibrado complejo con una métrica her-
mitiana y D : T(E) — QYY(X, E) un operador de Cauchy Riemann complejo.
Entonces existe una tinica conexion hermitiana V tal que Oy = D. A tal cone-
zion le llamamos la conezrion de Chern.

Demostracion. Supongamos que tenemos una conexion V cumpliendo lo desea-
do. Tomando dy = %(V —JoVoj)y d,0 las proyecciones de la derivada exterior
en la primera y segunda componente de A'T*Y @ C =2 ALOT*Y @ A%1T*Y, es
sencillo chequear:

(& m) = (Ov&,m) + (£, 0vn)
(&, m) = (Ov&,m) + (£, D).

Entonces como dv = D, Oy queda Unicamente determinada por la ecuacion:

<8V§a 77> - 5<€7n> - <£7D77>
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Tomando esta como la definicién de Oy y definiendo V = 0y + D podemos

chequear que cumple lo deseado.
O

Observacion. Esto nos permite tener algunas intuiciones de por qué lo que hi-
cimos no funciona en dimensién mas alta como se mencioné anteriormente.
Supongamos que tenemos V una conexiéon Hermitiana en E C—fibrado sobre
una variedad compleja M de dimensién arbitraria. Entonces dy es un “operador
de Cauchy Riemann” (generalizando la definicién para variedades complejas de
dimensién arbitraria).

Por todo lo visto anteriormente, si dim¢ M = 1, dar cualquiera de los si-
guientes tres objetos nos determina unicamente los otros dos:

e Una estructura holomorfa en F.
e Un operador de Cauchy Riemann complejo en F.

e Una conexién Hermitiana V.

Los dos ultimos items es facil ver que se siguen determinando. Lo fuerte es
decir que entonces V determina una estructura holomorfa en F. Si vy viniera
de un Og para cierta estructura compleja, necesariamente:

Oy 0Oy : T(E) — Q"2(M, E),

serfa nulo. Por lo tanto Oy o Oy = 0 es una condicién necesaria. También
se puede ver que es suficiente, esto implica que existen (localmente) bases de
secciones con Oy & = 0 (es una especie de teorema de Frobenius), es facil pensar
esta condicién en geometria Riemanniana cuando teniamos que la curvatura se
anula, es decir dy o dy = 0 si y solo si existe una base de secciones flat. En
dim¢ M = 1 esta condicién es automdticamente satisfecha ya que Q%2(M, E) =
0. Todo lo que dije se puede ver en el capitulo 2 de [DK90].

Estudiando las curvas pseudoholomorfas nos van a aparecer una clase mas

general de operadores (vease 77):

Definiciéon 2.8. Sea m : £ — X un fibrado complejo sobre una superficie
de Riemann. Un operador de Cauchy Riemann lineal real es un D : I'(E) —
O%1(M, E) satisfaciendo la regla de Leibnitz:

D(f¢) = (0f)¢ + fDg
Donde f € C*(E,R) y £ e T'(E).
Observacion. Notar que acd ya no pedimos la condicién de ser lineal complejo
y que aunque f € C*°(X, R) sigue teniendo sentido definir df € Q%1(X, C).

Nuevamente tenemos la observacion de la existencia de los simbolos de Chris-
toffel:

Observacion. 1. Si tenemos D, D’ dos operadores de Cauchy Riemann reales
entonces A= D — D' es un tensor, A € I'(End(E,A>'T*M @ E)).
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2. Si tomamos una trivializacién y vemos a § : U — C" entonces por la
observacién anterior aplicada a D — J existe A : U — End(R?") tal que:

0 -
Dé(w) = (ai(w) + A(w){) dz
En particular si D€ = 0 entonces %(w) = —A(w)¢ donde A es suave,

por lo tanto los resultados de regularidad que obtuvimos antes para la
ecuacién de Cauchy- Riemann cldsica nos dicen que £ es diferenciable.

Cléasicamente el teorema de Riemann-Roch nos dice que el espacio de sec-
ciones holomorfas de un fibrado holomorfo sobre una superficie de Riemann
tiene dimension finita, de hecho calcula la misma explicitamente. Esta es sim-
plemente el teorema clasico formulado en los términos que nos apareceran luego.
Asumimos que el lector estd familiarizado con los contenidos de y

Teorema 2.21 (Riemann-Roch). Sea 7 : E — ¥ un fibrado complejo sobre una
superficie de Riemann ¥ cerrada y sea D un operador de Cauchy Riemann real.
Entonces extendiendo D a las completaciones WP con kp > 2, D : WFP(E) —
Wkh=LP(A®IT*Y @ E) tenemos que:

1. D es Fredholm

2. kerD y cokerD no dependen de k y p.
3. FEl indice de D es:

indD = nx(X) + 2{c1(E), [Z]).

Aqui c1(E) € H?*(M,Z) es la clase de Chern introducida en el apéndice

[7-3

Bosquejo de Riemann-Roch:

En lo que queda de la secciéon vamos a bosquejar este resultado de una forma
no estandar siguiendo las lineas de [Tau96].

Primero probemos que el operador es Fredholm y més adelante calculemos
su indice. Lo que hay detras de esta parte de la prueba son las estimativas de
Calderéon-Zygmund que comentamos en [2.4

Lema 2.22. 9C > 0 tal que vale la estimativa:

1€llwrs < C(I1DEllwr-1o + [[Ellwe-1) , ¥E € WHP(E).

Gracias a esto, el teorema [7.10| nos dice que ker D tiene dimensién finita e
imD es cerrado (ya que la inclusién ¢ : W*P(E) — Wk=1LP(E) es compacta).

Demostracion. Para deducir esta cota notemos que a menos de tomar una par-
ticién de la unidad asociada a un cubrimiento por entornos coordenados don-
de F trivializa estamos en el caso £ : D. C C — C™ con soporte compac-
to en D. Pero entonces basta ver que si n = % + A(z)¢ se cumple la cota

||£HW’W(D) <C (||77||Wk*1vP(D) + H€||W’“*1’P(D))~
Notar que:
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23
1] lwr.r (D) < C||£||Wk*1fP(D) = cl|[n — A&||lwr-1.0(D),
por Calderén Zygmund (notar que £ tiene soporte compacto). Por otro lado:

Illwrs () < €lEllwr-10D),

ya que la inclusién es continua. Juntando ambas cosas:

Ellwrepy < C (Il — A&llwr—10(py + |IEllws-1.0(p))
<" (IInllws=re(py + 1€l lwr-1.0(p))

soporte compacto y la desigualdad triangular. Esto es lo que queriamos.

Donde usamos |[A&||wr-1.0(p)y < [|Allool[§]lwr-1.0(p) POr ser A suave de

O

Ahora querriamos ver que cokerD también tiene que ser de dimensién fini-
ta. Para esto vamos a encontar un candidato a “operador adjunto” D* con la
esperanza que cokerD = ker D*.

Denotemos F = A%'T*Y ® E, equipemos a E con una métrica Hermitiana
y a X con una métrica Riemanniana compatible con su estructura compleja.
Por lo visto en 7?7, F' hereda una métrica Hermitiana. Recordar también que
entonces las secciones tienen el producto interno:

(o, B)L2(F) :/Z<Oé,5>dez,

Y andlogamente en I'(E). Vamos a encontrar un adjunto formal con esta
métrica, esto es un D* : I'(F) — T'(E) tal que:

(A, Dn)r2(ry = (D" ) 125, YA € D(F),n € T(E).

Se le dice formal porque no lo vamos a ver como el adjunto a un opeardor
no acotado en un espacio de Hilbert. Elijamos una conexién hermitiana V (es
sencillo observar que hay muchas) y por lo visto anteriormente su parte antilineal
compleja Oy es un operador de Cauchy-Riemann. Ademds por el teorema m
tenemos que 5v =0g para cierta estructura holomorfa en FE.

Por las observaciones anteriores tenemos que D = 9 + A donde A €
I'(Hom(FE, F)). Notar que entonces simplemente por dlgebra lineal existe A* €
I'(Hom(F, E)) un operador adjunto, es decir sin € E, y (€ F:

<)‘7 A77>F = <A*)‘a 77>E
Si recordamos de la seccién anterior el operador adjunto 53, concluimos que:
D* := 0 + A,

Es el operador adjunto de D en el sentido descripto anteriormente. Notar
que si conjugamos por *p:
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QO(%, Ky ® B*) —25 QOL(S, Ky ® E*)

—1 —1

008, E) —2—— 03, B),

entonces D' = Jg,,or- + A’ para cierto tensor A’. Este operador D’ es un
operador de Cauchy-Riemann real. Acabamos de probar:

Lema 2.23. El adjunto formal D* : Q"1 (3, E) — T'(E) es conjugado mediante
isomorfismos lineales suaves a un operador de Cauchy-Riemann D' : T'(E) —
Q%12 E) donde E = Ky @ E*.
Observacion. Si A € ker D* entonces es suave por ser conjugado a un operador
de Cauchy-Riemann donde sabiamos que esto pasaba.

Extendamos D* a la clausura Sobolev obteniendo D* : WKP(A®T*Y ®
E) — Wk=Lr(E).

Proposicién 2.24. Usando la inclusién natural WP < WF=LP tenemos que:

Wk—l,p(AO,lT*zh E) =imD @ ker D*
WkA,p(E) =imD* & ker D

~

En particular tenemos los isomorfismos ker D = cokerD* y cokerD* =
ker D*. Por los resultados de regularidad como ker D y ker D* son suaves estos
subespacios no dependen de k,p.

Demostracién. Probemos sélo que WF=LP(ACIT*Y E) = imD @ ker D*, ya
que el resto es andlogo. Observemos primero que imD Nker D* = {0} ya que si
D*a =0y ademéds a = Df entonces:

0= <D*O‘7/B>L‘2(E) = <Oéa04>L2(F)’
por lo tanto a = 0. Veamos ahora que imD-+ker D* = Wk=1P(ACIT*No F).

e Caso k =1:

Notemos que el subespacio imD + ker D* es cerrado ya que es la suma de
un subespacio cerrado con uno de dimension finita. Basta ver entonces que
el subespacio no es denso, supongamos que no entonces por Hahn-Banach
existe un 8 € L4(F') no nulo, donde 1/p + 1/¢ =1 tal que

(B, D€)2(ry =0, VE € WHP(E) y
(B, )2y = 0, Yo € ker D*.

En particular la primera ecuacién vale V¢ € T'(E) por lo tanto 3 es una
solucién débil para D*3 = 0y por los resultados de regularidad 5 es suave
y D*$ = 0. Entonces (8, 8)r2(ry = 0 por la segunda condicién, pero esto
nos dice 8 = 0 lo cual es absurdo.
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e Caso general:

Supongamos que tenemos a € W*~LP(F), en particular o € LP(F), la
parte anterior nos dice que existe ¢ € WLP(E) y 8 € LP(F) tal que
a = D¢+ B, en particular:

D¢ =a— B € LP(F),

entonces, por los resultados de regularidad obtenidos anteriormente £ €
W?2P(E) y por lo tanto 8 € WP, Pero entonces D¢ € WHP(E) lo cual
implica que 8 € W?2P, ... pero entonces D¢ € W3P(E) y este proceso se
puede repetir hasta que D& € WF=1P(F) y concluimos ¢ € WFP(F).

O

Con esto concluimos la prueba de las dos primeras partes del teorema de
Riemann-Roch. Nos falta el calculo del indice del operador.

2.8 Breve introduccién a las variedades minimas

Asi como cuando comenzamos en geometria Riemanniana buscabamos la prime-
ra variacion de la longitud de las curvas para encontrar geodésicas nos podemos
preguntar lo mismo en dimensiéon mas alta: jqué pasa si variamos el volimen
de subvariedades?

Tomemos (M, g) una variedad Riemanniana y consideremos M C M una
subvariedad con la métrica g inducida por g. Recordemos que la conexién de
Levi-Civita para M es V = (V)7 la proyeccién de la conexién de Levi-Civita
de M a TM. Acé tenemos definida la segunda forma fundamental:

I(X,Y)=VxY - VxY = (VxY)V

Que es la componente normal de la derivada covariante,. La traza de este
operador es la curvatura media, si tenemos Fjq, ..., E, una base ortonormal en
un punto x € M entonces:

n

> T(E;, E;)

=1

H

Esto tiene sentido porque II es tensorial. El teorema que queremos probar
es:

Teorema 2.25 (Férmula de la primera variacién). Sea M C M wuna subvariedad
compacta de M y ¢y : M — M una familia a un pardmetro de inmersiones con
¢o = Id y ¢¢lon = Id, denotemos a X = %|t:0¢t entonces:

d
E‘t:OUOl(¢tM) = —/ < H,X > dv,
t M
Donde dvy es la forma de volimen de M.

Observacion. Definamos a la divergencia de un campo X como

Lxdvg = divgXdvg
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Que por la férmula de Cartan esto coincide con dixdv,. Por lo tanto el
Teorema de Stokes nos dice que [, divgXdv, = [, txdvg.

Veamos una expresién en coordenadas supongamos que ¢; localmente satis-
facen %|t=0¢>t = X y tomemos Fj, ..., E, es un frame ortonormal en un punto
p entonces en este punto tenemos:

¢idvg = det(< E;(¢y), E; >)du,

Por lo tanto derivando esta expresién:

P "
£|t:0¢t dvy = (Z %h:o < Ei(¢y), E; >> dvg

i=1

= (Z < Vg X, E; >> dv,

=1

Concluimos divg X = ZZ‘L:I < Vg, X,E; > donde FE,...,E, es una base
ortonormal en p.

Demostracion. Por la misma cuenta que la observacién anterior tenemos que si
Fy, ..., E, es una base ortonormal de M en un punto x entonces:

d nLo
—li=oddvg = <Z < Vg, X,E; >> dv,

=1

Esto difiere de lo anterior porque en vez de la conexién V aparece V., esto
es porque nos escapamos de M. Separemos X = X7 + X la parte tangencial
y normal entonces:

n n n
Z < ?EiX,Ei > = Z < ?EiXT,Ei > +Z < inXN,Ei >

i=1 i=1 i=1
n m
=divg X" +> > < X,N; >< Vp,N;,E; >
i=1j=1
Donde Ny, ..., N,, es un frame que es una base ortonormal del complemento
ortogonal a T,M. Como < Vg, N;,E; >= — < N;,Vg,E; >y N; estd en el

ortogonal concluimos < N;, Vg, E; >= — < N;,II(E;, E;). Reagrupando todo
nos da:

n
> < VX, E >=divyX"— < X" H >
i=1
Pero < XV, H >=< X,H > ya que H es ortogonal a TM. Usando el
teorema de Stokes como en la observacién y notando que X|sps = 0 tenemos lo

deseado.
O

Motivados por esto definimos:
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Definicién 2.9. Decimos que M C M como arriba es una variedad minima si
H=0.

Esto nos dice que las variedades minimas son puntos criticos del funcional
de volumen.

Hay una familia importante de variedades minimas que nos vamos a encon-
trar a lo largo de la tesis y viene dada por esta proposicién:

Proposicién 2.26. Tomemos (M, .J,w) una variedad de Kahler y supongamos
que M es una subvariedad compleja (es decir J(TM) = TM) entonces ¥ es
minima.

Demostracion. Se puede ver (esta hecho en que si M es Kahler entonces .J
es paralela para Levi-Civita de g, esto implica que:
nNJX,Y)=I(X,JY) = JI(X,Y))

En particular II(JX, JY) = —II(X,Y) por lo tanto si {E1,...,E,} es una
C—base ortonormal para h = g; — iw entonces {E1,...,En, JE,...,JE,} es
una base ortonormal para g; y por la cuenta anterior tenemos que la traza de
II es nula.

O

De hecho podemos decir mucho més:

Teorema 2.27 (Desigualdad de Wirtinger). 1. Sea (V,h) un espacio vecto-
rial complejo con una forma hermitiana h = g —iw entonces si W C V es
un subespacio de dimension 2k y {w1,...,war} es base de V tenemos:

|(,uk(wl7 oo wor)| < Kldu(wy, ... wag)

Donde dv es la forma de volumen de g en W. La desigualdad es igualdad
sty solo si W es un subespacio complejo.

2. Sea M una subvariedad compleja de (M, J,w) variedad de Kahler y sea
M’ una subvariedad real homdloga a M, entonces:
vol(M) < wol(M")
Con igualdad si y solo st M’ es compleja.

Demostracion. 1. Primero observemos que si cambiamos a w; por Aw; con
A € GLsk(R) entonces sale | det A| en ambos lados de la desigualdad por
lo tanto basta hacerlo para una base preferida.

Notemos para el caso k = 1,81 {wy,ws} es una base g ortonormal de W
entonces:

|w(wr, we)| = |g(Jwi, wa)| < |[Jwr|[[[we]| =1

Donde usamos Cauchy-Schwarz, la igualdad se da si y solo si Je = £f, es
decir el subespacio es complejo.
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Para el caso general notar que w|w (v,w) =< Av,w > para cierto A €
End(W) antisimétrico. Por el teorema espectral esta se diagonaliza en
una base h ortonormal y como es antisimétrica sus valores propios son

imaginarios. Por la forma de Jordan real concluimos que existe w1, . . ., way
base ortonormal y reales pq, ..., ui tal que:
A(wj—1) = pjwa;, A(wa;) = —pjwaj—1

Usando Cauchy-Schwarz con w(ng,l,ng) como arriba obtenemos que
|pj] <1 con igualdad siy solo si Aws;_1 = £Jws; por lo tanto:

wk(wl,...,wgk) =klpy . .opn| <K = Eldo(we, ..., wa)

2. Si tengo una variedad con una métrica Hermitiana, vimos en [2.3| que la

forma de volimen era “,;—}: por lo tanto vol(M) = fM ”k—};, pero tenemos

/ M “;—’: =/ M wk—,k porque M, M’ son homdlogas. Entonces por la desigual-
dad anterior notar que "]JTI,C < dv la forma de volimen de M’, y con esto

concluimos vol(M) < vol(M').
O

Una aplicacion de la férmula de la primera variacién que nos va a ser muy
atil es:

Teorema 2.28 (Principio de monotonia). Sea M™ C RY una variedad minima
entonces Vp € M tenemos:

vol(B(p,r) N M) > wyr™
Donde w, es el volumen de la bola de la esfera n dimensional.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que p = 0 y definamos
la funcién V(r) = vol(M N B,.). El objetivo es estudiar V'(r), una buena idea
es usar la férmula de la primera variacién con el vector radial X (r) = x en RY
(que es la direccién normal a las bolas), el problema es que este campo no se
anula en el borde.

Supongamos que tomamos el vector radial X (z) = f(||z||)z anulandose en
d(B, N M), entonces por tenemos:

n

/ > < Vg X, Ei>dvo, =0
MNB, ;-

Pero notar que:

— <z FE; >
Vi, (f(llz]))z) = f’(Ilel)WfE + [zl E:
Y por lo tanto la ecuacién anterior quedas:
T2

[ a5+ sietnde, = 0
MNB, IEd|
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En particular tomando f lineal a trozos con f(t) =1sit<r—cecy f(t)=0
sit > r tenemos f'(t) = —1sit € (r —e,r) y 0 de otra forma. Por lo tanto la
férmula anterior nos da:

nV(r—e) < / Laldv, < gvol(M N (B, \ Br_.))

MN(B\B,_.) €

Haciendo € — 0 nos da justamente:

nV(r) <rV'(r)

Esto es equivalente a (r~"V(r))’ > 0 por lo tanto V(r) > Cr™ para cierto
C'. Por tltimo basta comparar a V(r) con el volimen de una bola en ToM para

obtener que C = w,,.
O

Observacién. En particular notar que no hay variedades minimas en R com-
pactas.
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3 Nociones basicas sobre Curvas Pseudoholo-
morfas

Durante toda nuestra discusién vamos a estar en el contexto (M,w) variedad
simpléctica. Por lo discutido en el capitulo anterior a (M,w) le podemos dar
estructura de variedad casi compleja con una J € J(M,w). En este contexto M
tiene naturalmente la métrica asociada (v, w) := g;(v,w) := w(Jv, w), siempre
que aparezcan conexiones va a ser Levi-Civita con esa métrica (a no ser que lo
explicite).

Definicién 3.1. Sea (¥, j) una superficie de Riemann con su estructura com-
pleja. Una curva pseudoholomorfa (o J—holomorfa) en (M, J) es un mapa di-
ferenciable v : ¥ — M tal que el diferencial es lineal complejo respecto a las
estructuras, es decir duo j = J odu

Observacion. e En el capitulo anterior mencionamos que en dimensién 2, to-
da variedad casi-compleja es de hecho compleja. Por lo tanto bastaba decir
que (X, 7) era una superficie equipada con una estructura casi-compleja.

e Definamos como X a la preimagen de los puntos criticos, es decir el con-
junto:

X =uHu(z):2€%, d,u=0}.

Entonces u|sx\x es una inmersién, por lo tanto su imagen C' C M es
una subvariedad inmersa y la condicién du o j = J o du nos dice que
J(TC) = TC. Es decir TC' es un subfibrado complejo de TM, pero es
sencillo ver que un subfibrado complejo de dimensién 1 (compleja) cumple
que w|re es una forma simpléctica.

e Inspirados por la observacién anterior, decimos que una subvariedad C' C
M es simpléctica si w se restringe a una forma simpléctica en C. Vimos
que si tenemos una curva pseudoholomorfa inmersa entonces su imagen es
simpléctica, de hecho es sencillo chequear el reciproco, si tenemos una sub-
variedad simpléctica de dimensién 2 (real) entonces existe una estructura
casi-compleja J compatible con w tal que C es la imdgen de una curva
pseudoholomorfa.

Vamos a reformular esta definiciéon usando el lenguaje introducido en el
capitulo anterior. Como tenemos una estructiira casi compleja el espacio Q! (X, u*T M)
se descompone naturalmente como Q9(3, uw*TM) & Q! (2, w*TM) y en par-
ticular tenemos que du = 0;u + 0 u donde:

Oyu=1/2(du — Joduoj), dyu=1/2(du+ J oduo j)

Son las proyecciones en Q10(X, u*TM) y Q%1(3, u*TM) respectivamente.

Con estas definiciones tenemos que u € C*° (X, M) es pseudoholomorfa si y
solamente si d;u = 0. Lo importante de este operador es que su linearizacién es
un operador de Cauchy- Riemann real como veremos mas adelante.

La expresién de d;u en coordenadas z = x + iy es:

dyu = %(&cu + J(u)0yu)dr — %J(u)(@mu + J(u)0yu)dy (4)
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Entonces en coordenadas la ecuacién que satisface una curva pseudoholo-
morfa es: Oyu + J(u)dyu = 0, la intuicién que tenemos que tener es que esto es
una “perturbacién” de la ecuacién de Cauchy Riemann cldsica (Zu = 0)).

3.1 Regularidad

Esta seccién es técnica y se recomienda evitar las demostraciones en una primera
lectura sobre el tema. Vamos a usar las herramientas de espacios de Sobolev
probadas en [7.1

Las curvas pseudoholomorfas son soluciones de d;u = 0 con u € C® (X, M),
el problema es que este espacio no tiene una topologia agradable para buscar
soluciones (es una variedad de Frechet). A estas soluciones las vamos a buscar en
espacios més flexibles como W¥*P(X, M) y nos gustaria que d;u = 0 implicara
en este espacio que u es regular como queriamos originalmente, éste es uno de
los objetivos de esta seccién.

De hecho vamos a conseguir mucho mas, no sélo las soluciones estan en C'*°
sino que la topologifa que induce W*?(%, M) en 9;'(0) es la misma que la
inducida por C*° (%, M).

Como la pregunta es local a menos de tomar cartas tenemos v : D — B?"
J—holomorfa para cierta J € J'(B?") (estructuras casi complejas C! en la bola,
si no escribo la [ es porque la estructura es suave). Notar que siempre podemos
elegir las cartas para que J(0) = Jy y u(0) = 0.

Por la ecuacién [4 tenemos que u satisface:

Ozu+ J(u)0yu = 0.

A partir de ahora denotemos a los espacios WP (D) := W*?(D, B?"). Dire-
mos que u € WkP(D) es pseudoholomorfa para cierta J € J'(B?") si satisface
la ecuacién anterior en un sentido débil.

Teorema 3.1. Sea p € (2,00) y J € JYB?*") con J(0) = Jy y u € WHP(D)

pseudoholmorfa con u(0) = 0 entonces u es de clase W)tH(D).

Prueba del caso I=1. Definamos los cocientes incrementales para cualquier f :
D — C" como f"(z,y) = %H(z’y), notar que estos satisfacen que (fg)" =
frg+ fg".

Por la misma prueba que en el teorema basta ver que existe ¢ > 0y
C > 0 tal que:

" lwrr(p.) < C.

Tomemos p una funcién chichon con p|p, = 1y con soporte en D, definamos
2

pe(z) = p(%). Tenemos por las estimativas de Calderon-Zygmund que:

0
[l lwre (Do) < lpetllwre(pay < Cllg= (Ul (D20

Entonces notemos que:

2%@“’9 = 0a(pu”) + J(u)dy (pu") + (Jo = J (u))Dy (peu”).

El dltimo término lo acotamos como:
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1(Jo = J )y (Pt 1o (D2e) < 10 = T (W)l oo (Do)l peu [l (D -
Pero [|Jo — J(u)||co(p,.) = Ci(e) que tiende a 0 cuando € — 0 ya que

J(0) = Jo.
Por otro lado tenemos:

0u(pu) + 100, (o) =2
dt
—J(u

=2 (382[)5> ul 4 (J(u) — JO)(aype)uh - PEJ(u)hayu

pe )+ (T = ) @ypil + pe(Oril + T

Sl Sl

pe )+ (00) = )@+ pu(Or-+ )0y

hayu)

~—

Notemos que los primeros dos términos |[2(2pe)u”||ze(pyy ¥ [(J(u) —
JO)(aypg)uhHLp(DzE) estén uniformemente acotados cuando € — 0 porque u" —
Ozu en LP cuando h — 0.

Por otro lado [eJ (u)"| < ||J]|c1(p,.)|u"| entonces tenemos que:

192 ()" 8yl Lo (D) < | ]|c1 (Do) P 00 (Do) 10yl | Lo (e
< Ca(e)|lpeu|lwrr(ps.)
Donde en el ltimo paso usamos el encaje de Sobolev WP (Ds.) < C%(Ds,)
y absorvimos a |[u[|y1.»(p,.) en la constante. Cy(e) es directamente proporcional

a ||ullw1.p(D,.) POr lo tanto Cz(e) — 0 cuando & — 0. Concluimos de todo esto
que:

o=t lwn(Dyoy < O+ C' ()l peu|lwrn ()
Donde C’(g) — 0 cuando € — 0 y por lo tanto en algiin momento es menor
que 1 y podemos despejar:

!

h
1,p < —
||p5u ||W (D2e) = 1—C'(e)

Como queriamos.
O

Observacion. El paso inductivo lo vamos a hacer observando que el 1—jet de una
curva pseudoholomorfa lo podemos considerar una curva pseudoholomorfa para
cierta J en D x B2" x C™. Solo vamos a ver esto localmente pero globalmente
sigue siendo cierto como se explica en el anexo del segundo capitulo de [AL94].

Denotemos a { = 0,u y 7 = Oyu, derivando respecto a z la expresién & +
J(u)n = 0 obtenemos:

0a€ + du J(€) 0 JE + J(u)Dy€ = 0

Y haciendo lo mismo para 1 obtenemos que:
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Definamos la estructura J en D x B2" x C" como:

) 0 0
j(z,p,X): 0 Jp) 0 ,
Alp,X) 0 J(p)

donde A(p, X) = (d,J (X)X d, J(X)JX). Entonces tomando el mapa i, (z) =
(z,u(z), dpu) es sencillo ver que cumple la ecuacion i, + J (i )dyi, = 0y lo
mismo para i, (z) = (2,u(2),dyu(z)). Notar que si J es de clase C! entonces J
es de clase O~ 1.

Final de la prueba. Ya probamos el caso [ = 1, asumiendo que el teorema es
valido para J estructuras de clase C!~1, entonces si J € J'(B?") tenemos que
toda curva J—holomorfa es de clase W'll(ﬁ.

Por la observacion anterior sabemos que 1, como antes es pseudoholomorfa
para la estructura J que es de clase C'~! entonces por induccién sabemos que
es de clase Wll(;‘iJ . Haciendo lo mismo para 1, tenemos que u es de clase V[/llijl’p
como queriamos.

O

Concluimos entonces que si J es C!, por el teorema de encaje de Sobolev
toda curva J—holomorfa es de clase C'. El siguiente teorema nos va a decir que
la topologfa C! inducida en el espacio de curvas pseudoholomorfas coincide con
la, topologfa inducida por WP,

Teorema 3.2. Sea J;, € J'(B?") sucesion tal que J,, — J € JY(B*") en la
topologia C' y sean uy, curvas J,—holomorfas tal que u, — u en la topologia en
WLP(D) con p € (2,00) entonces uy convergen VVll:;l’p au.

Demostracion. Probemos primero para | = 1, las ideas de la prueba son simila-
res a las del caso anterior. Sabemos que uy, y v son de clase WP y sea p. como
antes, entonces:

0
llw = wrllwzr(p.) < 1pe(u = ur)llw2(ps.) < Cill gz (pe(u — ) llwrr(ps.).

Tratemos de estimar el iltimo término, tenemos que:
0
2@(/&%) = 0z (peur) + Ji(ur) Oy (peur) + (Jo — Ji(ur)) 9y (peur)
0
= 25z pe)un + (Ju(ur) = Jo)Bypeur + (Jo = Ji(ur))0y (peur)

Donde acé usamos que Jguy + Ji(ur)0yur = 0. Notar que tenemos la misma

expresion para %u (sacando las k de todos lados) entonces:
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22 (e = - (pen) = 252 — )+ (Tw) = Jo)ype

+ (Jo = Ji(ur))9ypeur + (Jo — J(u))0y(peu)
+ (Jr(ur) = Jo) 0y (peun)
(’9
255 pe(un = u) + (J () = Jo)Oype(u — ux)
+ (J(u) = Ji(ur))Oypeur + (Ji(ur) — J(u))9y (peu)
+ (Ji(ur) = Jo)0y (pe(ur. — u))
Tomando norma W1?(Ds.) es facil ver que los dos primeros términos se van
a 0 para cada € > 0 fijo porque u; — u en la norma WP, Para el tercer término
notar que como J es C! entonces Ji(uy) — J(u) en norma WP entonces el
tercer término también va a 0. El cuarto término se acota de manera similar
notando que [0, (pzu)||lw1.p(Dy.) < ||pet|lw2.p(D,.) si € es suficientemente chico

por el Teorema anterior.
Ver que el iltimo término va a 0 termina con la prueba. Notemos que:

[(Jk(ur) = Jo) Oy (pe(ur, — w)|lwiw(pae) = [[(Jk(ur) — Jo)0y (pe(ur — w))l|Lr(Dar)
+ ||dJk © du(Oy (pe (ur — u))||Lr(Da.)
+ | (Jr(ur) = Jo)d(Oy (pe(ur — w)))||Lr(D,.)

Fijemos un € > 0 lo suficientemente chico para que si k es suficientemente
grande entonces:

1

[Jo = Jk(ur)l|co(p,.) < 30,

Entonces el primer término queda acotado por:

1
1Tk () = Jo)By (pe(ure = Do (Dse) < 35~ llpe (e = W)llwrr(p,)

Que tiende a 0 con k.
El tdltimo termino cumple que:

1
Tk (uk) = Jo)d(Oy (pe(ux — w)))lLe (Do) < @llpau = petik|lw2r(Ds.)
Y el segundo:

||dJk; o du(dy (pe(ur — )| Lr(Dye) < 1|01 (Doo) AUl |00 (Do) [0y (P (wr — )| oDy,

< Co|[J|or (poo) [l lwrr (Do) [ pe (ur — w))|lw2r (D, )

Donde usamos los encajes de Sobolev. Ahora, achicando ¢ si fuese necesario,
podemos asumir que:
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1
U P <
lellwr 0200 < SEc R oo

Entonces concluimos de todo lo dicho que:

2
19 (u = w)llw2r D2y < flllu = wkllwrr(pa.) + 3lloe(w = wi)llw2r (a0

Y de acé concluimos lo deseado.
O

Observacion. Notemos que podemos definir el espacio de moduli universal local
(el porque del nombre va a quedar claro en el capitulo [4f) como:

MP(B* 7Y = {(u, J) € WHP(D) x JHB?*™) : dpu + J(u)dyu = 0}.

Esto hereda de W1P(D)x J'(B?") una topologia, pero por el primer teorema
de la seccién todo elemento acé estd en el espacio:

MEP(B2; 71 = {(u,]) € MMP(B* 7Y ulp, € W (D)},

donde r < 1. Pongamosle a este espacio la norma ||u|| = ||u||lw1r(py +
|[u| p, [lwi+1.0(p,)- El segundo teorema nos dice entonces que la inclusién ML?(B2"; J') —
MUP(B?; 71) es un homeomorfismo con las topologias mencionadas.

El siguiente corolario es fundamental en la teoria y lo vamos a explotar en el
resto de la tesis, especialmente en el capitulo 5] Basicamente nos dice que cotas
de gradiente nos dan cotas C*°.

Corolario 3.2.1. Sean p € (2,00), Ji € J(B*™) tal que Jy — J € J'(B™)
en la topologia C', y {urtrez., € WHP(D) curvas Ji—holomorfas tal que
llug||lwir < C VEk € Zsg. En estas condiciones uy, tiene una subsucesion con-

P

. 141
vergiendo I/Vl:; a una curva J—holomorfa u.

Demostracién. Como el encaje WHP(D) — C°(D) es compacto entonces te-
nemos que uy tiene unas subsucesién (que la vamos a seguir denotando wuy)
convergiendo C? a cierta u € CY(D), a menos de cambiar las coordenadas asu-
mamos que u(0) =0y J(0) = Jo.

Veamos que en verdad podemos conseguir cotas en Wllotl’p , esto es porque la
inclusion antes mencionada MLP(B2"; 7!) < MYP(B?"; J') es un homeomor-
fismo. Entonces para que esté acotada en MLP(B?"; J!) basta que esté cerca

del 0 en M1P(B?"; 7'). Notemos que si definimos us (2) = ug(c2) entonces:

1
0l oy = 25 [ ey < mlallogp,

Ademids:

[Er [ — /D \du(ez)Pdzdy = P2 / dufPdady < &2 [dul?, .

DE
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Notar que ambas normas van a 0 cuando € — 0. Por lo tanto, si € > 0 es
suficientemente chico tenemos que la sucesién estd en un entorno de (J,0) y
por lo tanto vale la cota ||ug||wit1.p(p,) < C para cierta constante C, como
querfamos. Esto implica que ||ug||wi+1.0(py) < C para cierta § > 0.

Pero entonces como ||ug||yi+1.5(py) < C'y el encaje WP (Dy) — WhP(Ds)
es compacto tenemos que uy, tiene una subsucesién convergiendo en WP a cierta
1, y como esta @ es continua tiene que coincidir con la u anterior. Ahora, por el
teorema anterior, la convergencia tiene que ser en W1 como querfamos.

O

3.2 Algunas propiedades locales

Anteriormente hicimos el comentario de que la ecuacién d,u + J(u)dyu = 0 en
algtn sentido es una “perturbacién” de la ecuaciéon de Cauchy-Riemann clasica
%u = 0, lo primero que vamos a hacer es formalizar de alguna forma este
comentario y el resto serd esencialmente un corolario.

Queremos entender lo que estd pasando localmente, por lo tanto, al igual
que en la seccién anterior, basta ver a u : D — C" y asumir que en algun
entorno del 0 € C™ hay una J estructura casi compleja con J(0) = Jp tal que u
es J—holomorfa.

El teorema fundamental es:

Teorema 3.3 (Carleman). Sean p € (2,00), J € WP(D,Gly,(R)) con J(0) =
Jo, A € LP(D, End(R*")) y u € WYP(D) con u(0) = 0 satisfaciendo:

Opu(z) + J(2)0yu(z) + A(2)u(z) = 0.
Entonces existen € > 0, ® € W'P(D,, Gla,(R)) con ®(0) =Id y f : D. —
C™ holomorfa tal que Jo ® = Do Jy y u(z) = ®(2)f(2).

Observacion. e En nuestro contexto, como J € J(B*) es suave y u €
WLP(D), entonces J(z) := J(u(z)) cae en las hipétesis de arriba.

e Geométricamente lo que estd pasando lo podemos ver en el diagrama con-
mutativo:

(D x C", J) 1% (D x €, Jp)

dl d

pD—1 D

Pensemos a D x C™ como un fibrado vectorial con su estructura compleja

J, entonces el Teorema nos da un ® que nos endereza el fibrado y manda
las secciones u satisfaciendo la ecuacion de arriba a secciones holomorfas
(al menos localmente).

DemostracionPaso 1 La parte dificil del Teorema es la siguiente:

Afirmacién. El Teorema es vélido cuando J = Jy y A € LP(D, End(R*"))
es lineal complejo (es decir Ao Jy = Jyo A).
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Paso 2

Paso 3

Para ver la afirmacion estudiemos el problema:

Lv+ A(z)v(z) =0
v(0) = vy
Que por la proposicién tiene solucién para € > 0 pequeno. Siguien-
do la motivacién geométrica, construyamos una base local holomorfa del
fibrado y con esto la transformacién lineal ®. Tomemos v1, ..., v, solucio-
nes como arriba definidas en D, para algin € > 0 tal que {v;(0)}; sea la
base canénica de C". Entonces definiendo ® : D, — End(R?") donde en
cada z € D ®(z) es la transformacién lineal mandando la base canénica
(compleja) a v1(2),...,v,(2).
Tenemos que ® € WHP(D_, End(R?*")) en particular es continua y como
® es invertible en 0, también lo es en un entorno de este, por lo tanto a
menos de achicar £ tenemos que ® es invertible. Por construcciéon ® es
lineal compleja y satisface 0, ® + Jo0y P + AP = 0 (acd usamos que A es
lineal compleja).
Ahora definamos f € WHP(D.) como u(z) = ®(z)f(2), veamos que ecua-
cién diferencial satisface:

0o (DFf) + Jo0y (D) + (AD)f =0
(0 f) + Jo®(9y f) + (9:®) f + (JoOy @) f + (A®) f =0

Pero por las ecuaciones que satisface ® tenemos que:

Y como ® es invertible concluimos que % f =0 como queriamos.

A partir de ahora veamos que a menos de componer por transformaciones
lineales invertibles estamos en estas hipétesis.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que J = Jy

Por &lgebra lineal tenemos que existe P : D — Gla,(R) tal que P~'o J o
P = Jy y ademas viendo la construccién de tal P se puede observar que
es tan regular como .J. Definiendo v : D — C" por la ecuaciéon P(z)v(z) =
u(z) y hacemos la misma cuenta que el paso anterior llegamos a que v
satisface:

9 y

55" + A(z)v(z) =0
Donde A = P~ Y(0,P+ JoOyP + Ao P)y como P € WP es facil ver que
AelLpr.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que A es lineal compleja.

Descompongamos la matriz A como su parte lineal compleja y antilineal
compleja A = A% + A% | la idea es cambiar A por A = A + A B donde
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B € L*(D, End(R*")) es antilineal compleja y Bu(z) = u(z). Entonces
que A € LP(D, End(R?")) y es lineal compleja.

Podemos elegir tal B como:

Bz - {wuumow,@, u(z) £0
0, u(z) =0

Donde hg es la forma hermitiana estandar de C™.
O

En lo que resta de esta seccién vamos a usar este resultado para rescatar
teoremas del Andlisis complejo.

3.2.1 Continuacion unica

Una funcién w : D — C™ decimos que se anula con orden co en 0 si:

/ lw(z,y)|dedy = O(e"), Vk € Zsy
D.

En particular observemos que si w es de clase C*° entonces se anula con
orden oo en 0 si y solo si su serie de Taylor en 0 es nula. Uno de los resultados
interesantes de anédlisis complejo es que si w es holomorfa y se anula con orden
oo en 0 entonces es nula. Esto también vale para los mapas pseudoholomorfos.

Teorema 3.4 (Continuacién tnica). Sea J € J'(B*") con | > 1. Tomemos
u,v: D — B?" J—holomorfas tal que v — v se anula en 0 con drden co —
uU=v.

Demostracion. Notar que por el Teorema de regularidad en estas condiciones
u,v € W?P(D,) Vr < 1. Denotemos como w := u — v entonces notemos que
restando las ecuaciones d,u + J(u)dyu = 0 y la respectiva para v obtenemos:

Opw + J(w)0yw + (J(u) — J(v))0yv =0

Pero notar que:

(T(w) = J(v)) Dyo = ( /0 1 dJu+tw(w)dt) B0 = C(w)

Donde el mapa C € LP(D,., End(R?")) se define como C(2)¢ = (fol dJu(z)thw(z)(g)dt) dyv(z)
que es continuo ya que u,v,dyv y dJ son continuos.

Por el principio de similitud de Carleman tenemos ¢ > 0, ® € W?(D,, Gla, (R)
y [ :D. = C™ holomorfa tal que w(z) = ®(2)f(z).

Consideremos el conjunto: A = {z € D : w se anula con érden oo}, notemos
que:

e A es abierto:

Sea zy € A, entonces a menos de hacer una traslacién zg = 0 y podemos
conseguir ®, f como arriba. ® es continua y w se anula con 6rden infinito
en 0 por lo tanto f se anula con drden infinito en 0 y al ser holomorfa
tenemos que f = 0. Por lo tanto w = 0 en un entorno de zj.
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e A es cerrado

Sea z, € A — zy entonces a menos de trasladar zg = 0, tomando P, f
como arriba tenemos que f tiene una sucesién que acumula en 0, pero
como es holomorfa f = 0.

O

Tomando cartas obtenemos:

Corolario 3.4.1. Sea J € J(M), ¥ una superficie de Riemann coneza y u,v :
¥ — M curvas J—holomorfas tal que todas las derivadas en un punto coinciden
entonces u = v.

3.2.2 Puntos criticos

Sea u : ¥ — M una curva J—holomorfa para cierta J, decimos que un z € X
va a ser un punto critico si d,u = 0, si el punto no es critico le decimos que es
regular.

Teorema 3.5. Sea X una superficie de Riemann cerrada, J € J*(M) conl > 1
yu:X— M J—holomorfa no constante entonces:

1. Yo € M tenemos que u~1(x) es un conjunto finito.

2. El conjunto:

X=u{reM:z=u(z) cond,u=0}
(La preimdgen de los valores criticos) es un conjunto finito.

Demostracion. 1. Como la variedad es compacta basta ver que u~* () no tie-
ne puntos de acumulaciéon. Supongamos que si tiene y tomemos z punto de
acumulaciéon. Tomemos cartas alrededor de z y x de tal modo que pode-
mos ver localmente a u : D — C" J—holomorfa para cierta estructura C*
con u(0) = 0. El principio de similitud de Carleman se aplica claramente a
u entonces u(z) = ®(2) f(z) para z € D, con f : D, — C" holomorfa. Por
hipétesis existe z, — 0 tal que u(z,) = 0 pero como ® es invertible esto
implica que f = 0 ya que los ceros de f acumulan, concluimos entonces
que u = 0 constate en D, por lo tanto por el Corolario final de la secciéon
anterior u(z) = x constante.

2. Veamos nuevamente que X no puede acumular, supongamos que lo hacen
entonces sea z € X el punto de acumulacién y tomemos cartas alrededor de
z y u(z) para ver a u : D — C™ como arriba, notar que por los resultados
de regularidad u € W%P(D,.) Vr < 1. Definamos ¢ = d,u € WP entonces
derivando la ecuacién que satisface u concluimos que £ satisface:

028 + J(1)0y¢ + duJ () (J(u)€) = 0

Entonces el principio de Similitud de Carleman se aplica para & y tenemos
que los ceros de ¢ no pueden acumular ya que sino du = 0 en ese entorno,
entonces es localmente constante que nuevamente es un absurdo.

O
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3.2.3 Intersecciones de curvas

Notemos que si tenemos una curva regular en un punto entonces tenemmos una
forma local como en Anélisis complejo.

Lema 3.6. Sea J € J' (M) conl>2 yu: D — M una curva J—holomorfa
con dou # 0 En estas condiciones existen cartas C'=1 alrededor de u(0), 9 :

UCM—C"” tal que Ypou(z) = (z,...,0) ydytp o J(u) = Jyody1.

Demostracion. Tomando cartas podemos suponer que v : D — C™, u(0) =0
curva J—holomorfa con J € J(V) donde V entorno del 0. Sean Z, ..., Z, una
base (compleja) del fibrado w*TM con Z; = dyu (esto lo podemos lograr a
menos de tomar un disco més chico), consideremos el mapa:

d(wy, ..., wy) = XDy (wy) ijZj(wl) + y;J (w(wr)) Z g (wr)
j=1

En un entorno del 0 es un difeomorfismo C'~! ya que u es de clase C'~! por
el encaje de Sobolev. Ademas satisface:

6wj¢ + J(¢)ay]¢ =0

Con j > 2 en los puntos (z,...,0). El mapa deseado es entonces ¢~ 1.

O

Supongamos que tenemos dos curvas u,v : X — M con u(zg) = v(zp), por
lo tanto a menos de tomar estas cartas u(z) = (z,...,0) y v(z) = (v1(2), 0(2)).
Veamos que 0(z) satisface las condiciones del teorema de Carleman, esto nos
da:

Proposicién 3.7. Sean u,v : D — M curvas J—holomorfas con J € J' (M),
u(0) = v(0) y dou # 0. Asumamos que existen {z,}, {w,} sucesiones de D\ {0}
con zp,wy, — 0 tal que u(z,) = v(w,) Vn entonces existe ¢ : De — D tal que

v(z) = g ou(z).

Demostracion. Tomando cartas como en el lema anterior conseguimos que u, v :
D — C™ son J—holomorfas para J € J'"}(U) donde U C C" entorno del 0,
uw(z) = (2,...,0) yv(z) = (v1(2),9(2)) € C x C"~!. Notar que perdimos regula-
ridad en J porque el cambio de coordenadas es solo C'~1. Ahora reescribramos
la ecuacién de v O,v + J(v)9yv = 0 como:

0zv + Jo0yv + (J(u) — Jo)0yv =0
Pero notar que Jy = J((v1,0)) por la eleccién de las coordenadas, entonces:
1
(J(u) — J())ay’l} = (/ d(vlﬁtf))J((),/D)dt) ay’l)
0

Como queremos una ecuacién para ¥, tomemos m : C* — C"~! la pro-
yeccién en la segunda coordenada y compongamos la ecuacién anterior con .

Entonces si definimos C(2)§ = 7o (fol d(vl(z),tf)(z))J(O,f)dt> Oyv(z) tenemos
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que es continua y por lo tanto en compactos estd en LP, entonces ¥ satisface

0,0 + Jo0yv + Cv = 0 y por lo tanto vale el principio de similitud para o.
Notar que por hipétesis tenemos que los ceros de ¥ acumulan, pero por el

principio de similitud de Carleman y los argumentos vistos anteriormente esto

solo puede pasar si o = 0. Concluimos en que D, tenemos que u(z) = (z,...,0)
y v(z) = (v1(%),...,0) por lo tanto vy : D, — D satisface las condiciones del
teorema.

O

Jugando un poco con el teorema anterior logramos el resultado aparente-
mente mas fuerte:

Teorema 3.8. Sea J € J' conl>2, u:¥, — M una curva J—holomorfa no
constante y v : o — M J—holomorfa tal que u(X1) # v(32). Entonces tenemos
que el conjunto u=t(v(X2)) es a lo sumo numerable y acumiila solamente en X
los puntos criticos de u.

Demostracion. Si v es constante el teorema ya lo concluimos anteriormente
entonces supongamos que no lo es. Notemos que si zp € ¥; \ X; entonces son
equivalentes:

1. Existe U entorno de zg tal que u(U) C v(E3).
2. Existe {z,} € u=(v(22)) con z, —, 2.

La equivalencia de estas dos propiedades viene de la proposicién anterior
tomando cartas. Pero entonces si consideramos el conjunto de los zp € X1 \ X3
tal que se cumple cualquiera de las condiciones anteriores, tenemos que es abierto
por la primera propiedad y cerrado por la segunda, por lo tanto este conjunto o
bien es vacio o es X7 \ X7 (notar que acd usamos que X7 es finito). Suponiendo
que no es vacio tendriamos u(X; \ X;) C v(X2) y por continuidad u(X;) C
v(X2), pero si volvemos a hacer el argumento con v en vez de con u obtenemos
v(32) C u(X1) que es absurdo por hipétesis.

O

3.2.4 Reparametrizaciones de Curvas

Siw:X — M es una curva J—holomorfa, vamos a llamar a u(3) C M la curva
sin parametrizacion, notar que fuera de los puntos criticos esta es una variedad
inmersa en M.

Observacion. Si ¢ : X' — X es un cubrimiento ramificado holomorfo entonces
v =1u 0 ¢ es una curva J—holomorfa tal que v(X) = u(%).

Supongamos ahora que nos dan una curva sin parametrizacién, ;podemos
encontrar una parametrizacion de esta sin redundancias? Motivados por la ob-
servacion anterior una pregunta posible es, jexiste un z € ¥ tal que d,u # 0y
u~l(u(z)) = {2}? A tales puntos les vamos a llamar los puntos inyectivos.

Definicién 3.2. Vamos a decir que u : ¥ — M curva J—holomorfa es simple
si dadas ¢ : ¥ — Y’ cubrimiento ramificado holomorfo y v : ¥’ — M curva
J—holomorfa tal que u = v o ¢ entonces deg ¢ = 1.
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Observacién. En particular observar que si tenemos que u.[X] € Ha(M,Z) es
indivisible en el sentido de que no existe A € Hy(M,Z) y n € Z tal que nA =
u.[2] entonces es simple. Esto es porque si no lo fuera, existe una factorizacién
u=wvo¢ con deg¢p > 1 entonces u,[X] = deg pv.[X'].

Vamos a probar ahora que:

Teorema 3.9. Sea J € Jl(M) conl>2yu:X — M una curva J—holomorfa
simple entonces tiene puntos inyectivos. Es mds, si Z(u) es el complemento de
estos:

Zu)={z€%:du=0 o0u'(u(z)) > 2}

Entonces Z(u) es a lo sumo numerable y acumila en los puntos criticos de

Vamos a conseguir algo mas fuerte, dada u : 3 — M pseudoholomorfa existe
una v : ¥’ — M simple tal que u = v o ¢ donde ¢ : ¥ — ¥’ es un cubrimiento
ramificado.

Demostracion. Sea v : ¥ — M la curva y denotemos como X al conjunto de los
puntos criticos que sabemos que es finito. Tenemos que u(X \ X) estd inmersa
en M, ahora veamos que a menos de sacarle una cantidad finita de puntos es
un encaje.

Definamos el conjunto Y C ¥\ X como: z € Y < existe 2’ € u=!(u(z)) y
V, V' entornos de z y 2’ respectivamente tal que u(V') # u(V"). Por los resultados
de la seccién anterior tenemos que el conjunto Y es discreto en ¥\ X. Notemos
que u|x\(xuy) es un encaje, u(X \ (X UY) es cierta superficie de Riemann I'.

Denotemos a la restriccién de antes como p : X\ (X UY) — I'. Extendamos
este mapa a ¥\ X, tomemos y € Y y bolas (para cierta métrica en ) B(y)
lo suficientemente chicas para que u(B(y)) Nu(B(y')) = {u(y)} para y,y’ € Y.
Entonces peguemos via el mapa u|g(,) a I' para conseguir cierta superficie de
Riemann I”. Entonces p se extiende a p : ¥\ X — I y tenemos v : IV — M
que colapsa los puntos nuevos conseguidos de I'. (poner dibujos)

Ahora tenemos que X\ X es de tipo finito (esto es que w1 (X\ X) es finitamente
generado) y 3nbond3w tanto como esta recubre a I' tenemos que I también
tiene tipo finito y por lo tanto es homeomorfa a una superficie de Riemann
compacta ¥’ sin una cantidad finita de puntos.

Concluimos entonces que existe K en I' tal que IV \ K es una cantidad
finita de anillos topoldgicos disjuntos I\ K = [J;-_; A;. Consideremos entonces
S\p~HK) = U;"Zl U; las componentes conexas entonces notar que p se restringe
al cubrimiento holomorfo:

p:Uj\(UjﬂX)—LAi

Para ciertos 7, j, de acd concluimos que en cada U; debe haber un elemento de

X digamos z; y que U; \ {z;} = A; son discos pinchados. Concluimos entonces

que si vemos a IV < ¥/ entonces este tiene una tnica estructura conforme para

extender a p : ¥ — ¥’ cubrimiento holomorfo. Por tdltimo para ver como definir
v : X' — M hay que hacer corresponder la imagen de cada punto critico.

O
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3.3 La identidad de energia

Una de las propiedades geométricas interesantes que tienen las curvas holomor-
fas es la armonicidad. Veamos si eso continua valiendo para curvas psuedoholo-
morfas.

Observacién. El fibrado A*T*Y tiene naturalmente la métrica p* inducidad por
u en el dual (esto es un caso particular de . Por lo tanto como u*TM y
AT*Y tienen métricas podemos equipar al producto tensorial con la métrica
producto gy ® p* . Vamos a abusar de notacion y denotar a la norma de esta
métrica en A'T*Y @ u*TM como |.||.

Habiendo hecho esta acotacion. Consideremos la energia de Dirichlet como:

1
B(w) = 5 [ lldul o,

Donde dv,, es la forma de volimen en X. Calculemos esta expresién en coor-
denadas. Supongamos que p = A?(dx? + dy?), hagamos algunas cuentas:

1. Veamos como queda la expresién para ||du||> donde u € C*°(%, M) en
coordenadas locales. Como du = 0,udx + 0yudy entonces tenemos que:

[leul[* = [|0aul PA™2 + [|0yul*A~

Ya que dx, dy es una base ortonormal con la métrica p* y su norma es A2
Por lo tanto como dv, = Adz A dy tenemos que ||dul|*dv,, = (||0,ul|* +
||8yu||?)dz A dy. Notar que esta expresién no depende de la u elegida en
la clase conforme de j.

2. Ahora hagamos lo mismo para ||0;ul|, usando las expresiones en coorde-
nadas Ml tenemos:

Al|0ul[* = 2/|05u + J (w)dyul[FA
Acé usamos que J es isometria para g; (porque J es compatible con w),

desarrollando la expresién y notando que g;(9,u, JOyu) = —w(0yu, Oyu)
tenemos que:

Al|0sull* = 2(10zul |7 + 110y ul[5)A™* — du*w(8z, 0) A~
De los dos célculos anteriores llegamos a la muy importante:

Proposicién 3.10 (Férmula de energia). Sea u : ¥ — M diferenciable enton-

ces:
E(u):/ ||8_Ju||2—|—/u*w
oY Y

Observacion. 1. En una curva pseudoholomorfa, F(u) = fz u*w pero esto
solo depende de la clase de homologia A = u,[¥] € Hy(M,Z). Por lo
tanto la energia de la curva es un invariante topolégico.
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2. Por el comentario anterior tenemos que las curvas pseudoholomorfas mi-
nimizan la energia de Dirichlet dentro de su clase de homologia.

3. Por la desigualdad de Wirtinger tenemos que [ u*w = fu(z) w =

fu(E) dV |y (), por lo tanto si 3 es homdéloga a u(X) tenemos que:

/dV|iZ/w:/ w:/ dV\u(Z)
b3 b u(X) w(X)

Entonces concluimos que las curvas pseudoholomorfas minimizan el area
en su clase de homologia (aunque pueden no ser minimas).

4. Si A € Hs(M,Z) no nula satisface que < w, A >= 0 entonces no pueden
existir curvas pseudoholomorfa con u.[%] = A, y si A = 0 entonces u solo
pude ser constante.
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4 Espacios de Moduli

En esta seccién X es una superficie de Riemann y (M, w) una variedad simplécti-
ca, ambas cerradas.

Tomemos A € Hy(M,Z) una clase de homologia y J € J(M,w). En esta
seccién vamos a estudiar los espacios de moduli:

M(A S T) ={u e C®(E, M) : 0yu=0,u,%] = A}.

En otras palabras, M(A,3; J) es el conjunto de todas las curvas pseudoho-
lomorfas representando a la clase de homologia A.

La idea para estudiar estos espacios nace en la siguiente observacion: defi-
namos B = {u € C®(X, M) : u.[X] = A}, este espacio es una “variedad” en un
sentido amplio (es modelado en un espacio de Frechet, vease el apéndice ,
su tangente es T, B = T'(«*T M) (los campos a lo largo de u(X)). Tomemos por
otro lado & un fibrado sobre B cuyas fibras son &, = Q%1 (2, u*T'M). Con estas
notaciones observar que 0; : B — £ es una seccién de este fibrado, ademads
M(A, %5 J) = 071(0).

En dimensién finita si quisieramos que 5;1(0) sea una variedad necesi-
tarfamos que Oy sea transversal a la seccién nula de €. El problema es que
en estos espacios no podemos formalizar esta idea, sin embargo en varieda-
des de Banach ese argumento si funciona. Por los resultados de regularidad
que conseguimos en [3.1] si trabajdramos en la completacién Sobolev de By &,
5;1(0) C B por lo tanto no ganamos soluciones nuevas, ademéas estos espacios
si son variedades de Banach (vease y podemos usar el argumento anterior.

En este capitulo haremos tres cosas. Primero estudiaremos la linealizacién
del operador 9y para estudiar la transversalidad discutida anteriormente. Luego
vamos a probar que bajo ciertas condiciones, M(A,3; J) es una variedad de
dimensién finita para el caso de un J “genérico”. Por dltimo vamos a explotar
la prueba anterior para probar resultados andlogos para el espacio:

W(Av 257) = {(tvu) RS M(Aa E;’Y(t»}a

donde v es un camino en J(M,w) entre Jy, J; fijas. Nuevamente para al-
canzar la transversalidad vamos a tener imponer condiciones extra. Esto nos va
a decir como se relacionan los moduli para distintas estructuras casi complejas.

4.1 La linealizacién de 9,

Sean B, £ como arriba y u € 5;1(0), notemos que d,0; : T,B — Tw,0é =
T.B®E, ya que en la seccion nula el tangente se decompone naturalmente. Sea
Tu * T(u,00 — Eu la proyeccién, definamos D, = m, o d,0;. Ser transversal a
la seccién nula es equivalente a que D,, sea sobreyectivo. Decimos que D, es el
diferencial vertical.

Notar que para definir D, usamos fuertemente el hecho de que T{, )€ se
descompone naturalmente como un espacio vertical y uno horizontal, por lo tan-
to el diferencial vertical solo tiene sentido en ~*(0). Busquemos una expresién
para D usando una conexion, esta nos descompone T, 5,)€ en un espacio verti-
cal y horizontal Vu € B y en las secciones de 9~1(0) el espacio vertical coincide
con el anterior.
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Sea V la conexién de Levi-Civita para la métrica determinada por w y J,
observar J no es necesariamente paralela con esta conexién (de hecho por las
cuentas de apéndiceesto solo pasa cuando (M, w, J) es Kahler). Por lo tanto
el fibrado Q%Y (3, u*TM) no queda invariante por el transporte paralelo. Para
solucionar esto hay que cambiar a V por una conexién donde J sea paralela.

Proposicion 4.1. Sea V una conexion en T M entonces:

. 1
VyX = VyX - 2J(VyJ)X. (5)

_ Es una conexion donde J es paralela NJ = 0 o equivalentemente @(JX) =
JVX).

Demostracion. Derivando la expresién J? = —Id obtenemos que VJ o J =
—J o VJ. Por otro lado como V(JX) = (VJ)X + JVX:

V(JIX) - %J(VJ)JX — J(VX - %J(VJ)X),

donde usamos la primera propiedad que deducimos. Esto es justamente la
igualdad deseada.
O

Observacion. Notar que v pierde propiedades con respecto a V, por ejemplo no
es simétrica (recordar que V es simétrica si VxY — Vy X = [X,Y]). Por eso en
los calculos vamos a escribir V en funcién de V para operar y luego volver a V.

Supongamos que queremos derivar en la direccién de § € T'(w*TM) = T, B,
entonces tomemos la variacién de u dada por us(z) = expy()(s§). Denotemos

por @, (&) : w*TM — (exp,&)*TM al transporte paralelo respecto a V por las

geodésicas s — expy,(z)s§(z). Notar que @, (§) es un isomorfismo entre fibrados

que por la proposicién anterior es lineal complejo (®,,(€) o J = J o D, (£)).
Definamos el mapa:

Fu:TuB — QNS u*TM)
Ful€) = ®u(§) 105 (exput),

‘el diferencial de este mapa en 0 es justamente la componente vertical de
d, 0. En particular si u € 8}1(0) entonces doF,, = D,,.
Tenemos entonces que:

d -
Dy (§) = @‘t:o}—u(tf) = V10 (ut)|t=0-

Calculemos esta expresién en coordenadas, si z = = + iy ya vimos en la
ecuacién [ que:

Oyu = (Opu + J(u)Oyu)dz — J(u)(Opu + J(u)dyu)dy. (6)

Por lo tanto basta derivar la expresién dyu; + J(us)Oyue, como J es paralela
para V tenemos:

@t(axut + J(u)Oyur) =0 = @taxuth:O + J(u)?tayut‘tzo'
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Pero:

~ 1 1
Vtaxut\tzo = Vt()xuth:o — §J(V£J)8xu = Vxﬁ — §J(V§J)6ZU,

por la simetria de V. La misma cuenta para V;0,u; nos permite concluir
que:

1 1
Vi(Ozu+ J(uw)Oyu)|t=0 = Vo€ + J(u) V€ — §J(V§J)8Iu + §(V5J)3yu.

Poniendo todo nuevamente en términos de V obtenemos que la expresién de
arriba nos da:

@t(&,ut + J(ut)ayut)h:o = @xéh + J@yf

- % (J(Ve )t — (Ve)yu+ J(Vad)E — (Y, T)E).

Notemos que:

J(Ved)0pu — (VeJ)Oyu = J(VeJ)(0zu — JOyu) = 2J(VeJ)0u,
donde usamos J? = —Id y que J y V.J anticonmutan. Ademas:

Teorema 4.2. Supongamos que (M,w) es una variedad simpléctica y J €
J(M,w). Tomemos (-,-); = w(J-,-) y V la conexién de Levi-Civita. En es-
tas condiciones tenemos que J(VjxY) = VxY y el tensor de Nijenhuis se
puede calcular con la ecuacion:

Ny (X,Y) = 2(J(VyJ)X — J(VxJ)Y)

Demostracion. Es el teorema del apéndice [7.5
O

Por lo tanto J(V;J)§ — (V,J)€ = 2V, ,&. Usando la formula para el tensor
de Nijenhuis del teorema concluimos:

N ~ ~ 1
Vi(Opus + J(u)Oyus) 1= = V€ + IV € — §NJ(8JU, £)

Incertando esta ecuacién en [6l obtenemos:

D& =V + iNJ(f, dju) (7)

Donde Nj es el tensor de Nijenhuis.

Observacion. El operador D, es una perturbacién del operador de Cauchy-
Riemann complejo V! por un término (de orden 0) antilineal complejo. En
particular es un operador de Cauchy-Riemann real (vease [2.7) y por lo tanto
vale el teorema de Riemann-Roch.
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Pasando a las completaciones W*® (con kp > 2) de los espacios I'(u*T'M)
y QY1(3,u*T M) obtenemos:

Teorema 4.3. El mapa F,, : WFP(Z, uw*TM) — WFLP(S ACITY @ u*TM)
es diferenciable (de hecho es tan suave como J) y D, = doF, es un operador
de Cauchy-Riemann real, por lo tanto es Fredholm de indice:

ind(Dy) = nx(X) + 2¢1 (u.[2])

4.2 La transversalidad

Definamos el espacio:

MA(A S ) i ={ue M(A,X;J): ues simple},

la definicién de simple se introdujo en la seccién [3.2.4] Para nuestros motivos
solamente nos interesa que en estas curvas existe un abierto denso de z € ¥ tal

que d,u # 0y u=(u(z)) = {z}.

Definicién 4.1. Sea J € J(M,w), decimos que esta estructura es reqular para
A € Hy(M,Z) y ¥ si D, es sobreyectiva Yu € M*(A,%;J). Denotemos el
conjunto de las J regulares como Jyeq(A4,X).

El resultado fundamental que vamos a probar en esta seccion es:

Teorema 4.4. 1. SiJ € Jpeq(A,X) entonces el espacio M*(A,%; J) es una
variedad diferenciable de dimension:

dim M* (A, %; J) = nx(X) + 2¢1(A).
2. Treg(A,X) C J(M,w) es un residual con la topologia CF..

Una de las dificultades de probar el Teorema es que la topologia C*° en
el espacio J(M,w) nos dificulta el uso de herrramientas tipicas de espacios de
Banach. Por eso lo que vamos a hacer es trabajar en principio con J'(M,w) =:
J! las J estructuras compatibles de clase C! y mediante un truco (debido a
Taubes) concluir el caso C*°.

Observacidon. Vamos a usar el teorema de Baire con el espacio J(M,w). Esto
esta justificado porque es una variedad de Frechet paracompacta, como es de
Frechet localmente la podemos metrizar y la condiciéon de paracompacta nos
permite pegar las métricas locales para obtener una métrica en todo el espacio.
Luego es sencillo ver que como localmente estamos modelados en un espacio
completo, la métrica que obtuvimos es completa. La condiciéon de paracompacta
se puede ver (por ejemplo) si encajamos la variedad en algin R y aqui J (M, w)
son simplemente mapas C* de un abierto de RV a un espacio euclideo que
sabemos es un conjunto separable.

Veamos la primera parte del Teorema, basicamente definimos las estructuras
regulares para que esto suceda.

Primera parte del teorema. Sea F, : W*P(u*TM) — WE=LP(AOIT*S@u*T M)
el mapa definido en la seccién anterior, como doF, = D, es sobreyectivo por el
teorema de la funcién implicita (como en el apéndice [7.2)) tenemos que F~1(0)
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en un entorno de 0 es una subvariedad suave de dimensién nx(X) + 2¢1(A) por
el teorema de Riemann- Roch. La imagen de este entorno por la exponencial
coincide con un entorno de u en M*(A,3; J) por los resultados de regularidad
para las curvas pseudoholomorfas. Observemos que las cartas que obtuvimos

son independientes de k, p.
O

Definamos el espacio de moduli universal:

MA(AS TN = {(u, J) tu e M*(A,%:0),J € T'}

Sea k,p con kp > 2y k € {1,...,1} denotemos a BX? := {u € WFP(S, M) :
u.[X] = A}, esto es un abierto de W*P?(X, M) por el encaje W*P(S, M) —
CO(X, M). Entonces M*(A,%;JY) € BF? x J! es una variedad de Banach
separable ya que J' es una variedad de Banach separable como veremos abajo

y WEP(S, M) también (vease .

Observacion. 1. Supongamos que tenemos (R?",w) donde w es una forma
simpléctica, notemos entonces que el espacio tangente a J(R?*",w) es:

T;J(R*™ w) = {A € End(R* : AJ = —JA, w(Av,w) + w(v, Aw) = 0}

La primera condicién sale de las cuentas hechas en la segunda sale de
que w(Jv, Jw) = w(v,w). La segunda condicién se puede reformular como
A = A* = JAJ donde el adjunto se tomé respecto a la métrica g;.

2. Volviendo al contexto (M,w) variedad simpléctica, si J € J' definamos:

Endci(TM, J,w) = {A € C{(M,End(TM)) : AJ = —JA, A= A* = JAJ}

Es secillo ver que este es un espacio de Banach con la norma C'. Esto nos
dan parametrizaciones de J' via las cartas que definimos en

~1
A (Id—i— ;JA) J (Id+ ;JA)

Que en un entorno del 0 en Endgq: (T'M, J,w) es biyectivo.

Proposicién 4.5. Dada A € Ho(M,Z) y 1 > 2, k € {1,...,l} entonces
M*(A,E;jl) es una subvariedad de Banach de BF?P x J! de clase C'F se-
parable.

Demostracion. Veamos M*(A,¥; J!) como los ceros de una seccién de cierto
fibrado.

Definamos el fibrado de Banach £¥~1P — B*P x 7! cuyas fibras son £ (ku_}sp =
Wkh=LP(A®IT*Y ®; u*T M) donde ® significa que tomamos las formas antili-
neales segun J.

Afirmacion. E¥~1P es un fibrado de Banach de clase C'~*.
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Demostracion. Sea N (u) un entorno coordenado de u, esto identifica un entorno
del 0 en W*P(u*T M) via el mapa exponencial £ € u*TM — exp,(£) € N (u).
Ahora si V es la métrica de la seccién anterior tenemos que nos trivializa via el
transporte paralelo el entorno N (u) x {J}, pero como .J es C! entonces V y su
transporte paralelo son de clase C'~! por lo tanto si derivamos I — k veces los
mapas de transicién el resultado sigue estando en W*=1P,

Ahora fijemos u y trivialicemos un {u} x N'(J) con N'(J) un entorno de .J
suficientemente pequeno para que:

AT @) w'TM — AV T*Y @ w*TM

1
a—)i(a—i—J’oan)

Sean isomorfismos con J' € N (u). Notar que esto es simplemente la pro-
yeccién antilineal segtiin J' de un «. Ahora extendamos esta trivializacién a
un entorno N (u) x N (J) simplemente trivializando cada N(u) x {J'} y luego
usando la dltima trivializacion.

O

Ahora que tenemos este detalle técnico definamos la seccién:

S: B x gt ghmlp
S(U, J) = 5Ju

Sea (u, J) € M*(A,%; J") calculemos el diferencial vertical D, ;) : W*P (u*TM)x
T;J" — E(ku_}sp . Este es simplemente:

1
D, (§Y) = Dul + 5Y oduoj

Como D, es Fredholm tenemos que imD, j es cerrada, basta ver que es
densa para ver que D(,, ) es sobreyectiva y concluir lo deseado.

Hagamoslo para el caso k = 1, supongamos que no es densa por lo tanto
existe n € LY(A“1T*Y ® E) con q el exponente conjugado de tal que p tal que:

/ (1, Duf)du, = 0

Para todo £ € WhP(u*T M) y ademés:

/(?77 Y(u)oduoj)d, =0

Para todo Y € T;J'. De la primera condicién tenemos que 7 es una solucién
débil para D}n = 0 (donde el operador adjunto es como en la seccién ??). Pero
por regularidad eliptica esto implica que n € WP y Din = 0.

Ahora veamos que n = 0. Supongamos que en un zy inyectivo (con du(zg) # 0
vu~(u(z0)) = {z0}) tenemos 1(z0) # 0. Entonces si vemos que (1(z0), Y (u(20))o
du o §)0 para algiin Y € T;J! por un argumento tipico con funciones chichén
tenemos lo deseado.

Lema 4.6. T;7(R?*",w) actiia transitivamente en R*".
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Vamos a probar esto luego de la proposicién, pero en particular notemos que
existe Y € T;J! tal que:

(n(20), Y (u(20)) o du o j >)0

Tomemos U entorno de zy tal que la funcién de arriba es positiva. Como zq
es un punto inyectivo concluimos que u(3\ U) es un compacto que no contiene
a u(zg). Por lo tanto tomando V un entorno de u(zp) que no corte u(X \ U)
y tomando § : V — [0,1] una funcién chichén adentro de V', tenemos que si
cambiamos Y por Y entonces:

/(mﬁ(u)Y(u) oduo j)dv, >0

Lo cual es absurdo. Por lo tanto alrededor de cada punto inyectivo n = 0
pero como estos son densos y 7 en particular es continua por la regularidad que
vimos anteriormente, n = 0.

Veamos ahora para el caso general en k. Queremos ver que para cualquier
n € WF-LP(ASIT*Y @ u*Y) existe (£, J) € WP (u*TM) x CH(End(T;J')) tal
que Dy, 1y (§,J) = Dyu§ + %Y(u) oduo j =n. En particular:

1
D.,=n— §Y(u) oduojc Whk=trp

Por lo tanto ¢ € W*P(u*T M) por regularidad eliptica y obtenemos lo desea-
do.
O

Demostracion del Lema. Sean v, w € R*" veamos que existe un A € 777 (R*", w)
que manda Av = w. Notar que basta hacerlo para w = wg y J = Jy (a menos
de cambiar coordenadas).

Para ver esto comencemos con una transformacion que trivialmente lleve v a
w, digamos A;(x) = ﬁw < v,z >, pero notemos que queremos que la matriz
sea simétrica y que JygAJy = A. Simetrizando la transformacién A; obtene-

mos As(x) = ﬁ (w < v,z >+v <w,z>), y para cumplir la otra condicién
llegamos a
As(z) = o (w<v,z>4v<w,z>+Jp(w<v,z>+v<w,z>)Jp)

Entonces Az € T;7 (R?",w). El problema es que Azv # w, pero estudiando
la expresion de Azv no es dificil llegar a que la transformacién correcta es:

1
A(x) =As(z) — W(< w,v > (v<v,x>+Jov <v,z>Jy
— < w,Jov > (Jov < v,z > —v < v, Jypw >)
]

El siguiente Lema lo podemos encontrar en el apéndice (mds especifico).
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Lema 4.7. Sean X,Y y Z espacios de Banach. D : X — Y es un operador
Fredholm y L : Z — 'Y lineal acotado tal que D@ L es sobreyectivo, entonces este
tiene inversa a derecha. Ademds w : ker(D®L) — Z es Fredholm y ker m = ker D
y cokerm = cokerD.

Esto nos véa a permitir probar:

Proposicién 4.8. Existe ly tal que si | > Iy entonces J,feg ={J e J":
D, sobreyectivo} es un residual de J' en la topologia C'.

Demostracion. Tenemos que la proyeccién 7 : M*(A,%; J') — J! es un mapa
C'=1 por la proposicién anterior y ademés notar que es Fredholm por el lema y
dm(y,J) es sobreyectivo sii D,, es sobreyectivo.
Por lo tanto los valores regulares de 7 son justamente 7/, - Por el Teorema
de Sard- Smale si l — 2 > nx(X) 4+ 2¢1(A) este conjunto es un residual.
O

Segunda parte del Teorema. Consideremos el conjunto Jreq,x C J(M,w) a las
J tal que si u es J holomorfa con u.[YX] = A cumpliendo:

1. ||dul|=~ < K

2. Existe un punto z € ¥ tal que inf, 4, W > %

Entonces D,, es sobreyectivo. Es claro que si u cumple estas dos propiedades
entonces u es simple. Reciprocamente si u es simple por lo visto en el capitulo
anterior, u cumple las condiciones anteriores para algun K. Concluimos de esto

que:

jreg(Ayz) = ﬂ jreg,K
K>0

Entonces si probamos que J,.g,x €s un abierto denso VK > 0 entonces
usando el Teorema de Baire terminamos.

Veamos primero que es abierto. Supongamos que J,, € Jreg,x tal que J, —y,
J. Por definicién significa que existen u, satisfaciendo los ||du,|| < K y la
condicién 2 para algun z, tal que D, no es sobreyectiva. Por el teorema ?7 wu,,
tiene una subsucesién convergente a u pseudoholomorfa. Supongamos ademés
que z, converge a un z entonces u satisface las condiciones anteriores. Ahora
como D, no es sobreyectivo entonces D, tampoco puede serlo entonces J ¢
jreg,K-

Veamos ahora que es denso. Notemos que Jreg, x = jrleg’K NJ(M,w) donde
Jrleg’ x €s la misma definicién pero las u pseudoholomorfas le pedimos simple-
mente ser de clase C!. Tenemos que J!, g,k €s abierto por el argumento de antes
y es denso por lo visto anteriormente si [ es suficientemente grande.

Tomemos J € J(M,w) entonces como jfeg’ x es abierto y denso existe g
tal que si J' € J (M, w) y ||J = J'l|ct <& = J € T}, k- En particular
tomando J; € J(M,w) como arriba tal que:

| — Ji||cr < min{e;, 27}

Obtenemos entonces una sucesién {J;} tal que J; — J como querfamos.
O
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El esquema de prueba fue bédsicamente:

1. Probamos que M(A,%; J') c B¥P x J! es una subvariedad de Fredholm
separable.

2. Vimos por el lema de ”4lgebra lineal en dimensién infinita” que los valores
regulares de la proyeccion 7 : M(A,%; 7)) — J! corresponde a los J €
jgeg'

3. Por el Teorema de Sard- Smale probamos que estos son un residual en la
topologia C! para un [ suficientemente grande

4. Usamos el argumento de Taubes para conseguir el resultado deseado en la
topologia C'*°.

Comentario. Estas prueban se repiten en distintos contextos en la teoria y en
variaciones de la misma. En el caso de hacer teoria en perturbaciones de la curva
pseudoholomorfa usualmente el paso delicado es el primero ya que acd usamos
fuertemente los resultados de curvas pseudoholomorfas simples.

4.3 Dependencia respecto a J

Veamos ahora que todas las variedades M*(A,3;J) para J € Jreq(A, %) son
cobordantes entre ellas. Esto va a ser fundamental en el Non-Squeezing.

Supongamos que Jo, J1 € Jreg(A4, %) y denotemos J(Jo, J1) = {v:[0,1] —
J(M,w) : v(0) = Jo, (1) = J1 }. Denotemos entonces al espacio:

WA, i7) = {(tu) : 0 < £ < 1,u € M(A, S59(1))}

La siguiente definiciéon es la que nos garantiza que si una < es “regular”
entonces los espacios anteriores son variedades:

Definicién 4.2. Decimos que una curva v € J(Jy, J1) es regular para A y X
si:

90’1(2, U*TM) = imD(,y(t),ut) + R,

V(t,u) € W(A,X;~) donde v, = 4(t) o du o j. Al espacio de curvas regulares
las denotamos como Jreq(A, X; Jo, J1).

El Teorema andalogo al anterior es:

Teorema 4.9. Sean A, ¥ y Jo, J1 € Treg(A, ) como arriba entonces:

1. Siy € Treg(A, E; Jo, J1) entonces W(A, ;) es una variedad diferenciable
con borde y

OW(A,E;7) = M(A, 25 J1) UM(A, X5 Jo)

2. El conjunto Jreq(A,X; Jo, J1) es un conjunto de Baire en el espacio de
curvas J(Jo, J1)-
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5 Compacidad

En esta seccién las superficies de Riemann (X, j) y las variedades simplécticas
(M,w) seran cerradas. A M la vamos a equipar con la métrica ¢g; determinada
por J y w (donde J va a quedar claro en el contexto) y a ¥ con una métrica
en la clase conforme de j (esto significa que j es una isometria para p).

En la seccién anterior probamos que a menos de perturbar nuestra J—estructura
los espacios de moduli se comportan bien, en particular tenemos resultados de
existencia de curvas una vez prefijada la clase de homologia. Como veremos en la
seccién siguiente, la existencia de curvas pseudoholomorfas satisfaciendo ciertas
condiciones geométricas nos dan informacion sobre nuestra variedad simpléctica.
La cuestion ahora es cémo conseguir la existencia de estas curvas sin perturbar
la J—estructura. Una forma natural de hacerlo es establecer la existencia para
un conjunto denso de estructuras (con las herramientas del capitulo anterior),
por lo tanto existe J,, € J(M,w) tal que J, —, J y u, curvas J,—holomorfas
satisfaciendo nuestra propiedad geométrica. Si la propiedad que nos interesa fue-
ra preservada, por ejemplo tomando limites C” entonces nos gustaria sacar una
subsucesién convergente de {u, }nen para obtener una J—curva satisfaciendo la
propiedad deseada.

Ejemplos 1. Para ser conscientes de que tipo de resultados buscar, veamos un
par de casos donde no obtenemos la compacidad deseada.

1. Los espacios de moduli M*(A,S?;J) son en general no compactos, el
problema es que Aut(S?) = PGL(2,C) no es compacto. Tomemos u €
M*(A,S8%,J) y ¢ € Aut(S?) sin subsucesiéon convergente, entonces u,, =
uo ¢, € M*(A,%;J) y las tnicas subsucesiones convergentes de estas
curvas son funciones constantes, que no estan en el moduli.

2. El ejemplo anterior muestra que la compacidad falla por una razén “inter-
na”, que solo depende de la superficie de Riemann 3. Ahora presentemos
un ejemplo mas geométrico de por qué puede fallar la compacidad.

Consideremos la curva compleja:

C.:={(x0: 1 : 3) € CP? : zozy = ex3} = V(xoz1 — c23) C CP?

donde vamos a usar la notacién de geometria algebréica V(P) para denotar
al conjunto de puntos que anulan al polinomio homogéneo P. Esta es una
curva holomorfa sin parametrizacién, una posible parametrizacion es:

u. : CP! — CP?

ue(z0 : 21) = (exd = 23 @ 2oz1).

Se recomienda al lector mirar la figura [2] mientras se esta leyendo esta
explicacién. Notar que la curva no parametrizada C. cuando € — 0 tiende
a V(xo) UV(z1), que son dos CP' que se cortan transversalmente en el
punto (0: 0 : 1) (en la figura una burbuja esta arriba de otra). Sin embargo
cuando vemos la parametrizacién, tenemos que u. — ug donde:
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ug : CP! — CP?

uo(xo : 1) = (0: 271 : ).

La convergencia es uniforme en todos lados menos en el punto (1 : 0),
donde no esta definido el limite. El problema entonces fue la formacion
de una “burbuja” que la parametrizacién no puede ver, volveremos a este
ejemplo mas adelante.

Figura 2: Bosquejo del segundo ejemplo, el color representa a donde van los

puntos.
(1:0:0)

V(.’.C()) U V(.’.Cl)

u u T

e—=0

(1:0

El dltimo ejemplo ya nos dice que no podemos esperar extraer subsucesiones
que converjan, al menos en todo punto. Algo que nos puede dar esperanza
son los resultados de regularidad que obtuvimos en la seccién [3.1] para curvas
pseudoholomorfas, en particular el corolario|3.2.1] Este decia que si tenemos una
sucesién de curvas J, —holomorfas definidas en una carta, digamos u, : D C
C — M donde J,, —, J y la sucesién {u, }nen esta acotada en la norma whep,
entonces existe una subsucesién convergente C'* (si las estructuras son suaves).
Un corolario sencillo de esto es:

Proposicién 5.1. Sea {J, }nen una sucesion de estructuras casi complejas tal
que J, —n J (en la topologia C’lofc) Y Uy 2 % — M una sucesion de curvas
Jn—holomorfas tal que:

[|dun|lco < K,
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donde la norma de du, esta determinada por gj y p. Entonces {u,}nen
tiene una subsucesion convergente C*° a u: X — M curva J—holomorfa.

Demostracion. Por el Teorema de Arzela-Ascoli tenemos que {u, }nen tiene una
subsucesién convergente C°, supongamos que a u : ¥ — M. Cubramos a ¥ y
a u(X) con una cantidad finita de entornos coordenados, en estos entornos vale
el corolario [3:2.1] Entonces en cada carta vamos a tener una subsucesién que
va a converger a un limite en la topologia C'*°; este limite es continuo por lo
tanto debe coincidir con u. Tomando una subsucesion diagonal a todas las cartas

obtenemos lo deseado.
O

Notar que entonces los problemas para extraer subsucesiones surgen porque
{du, }nen no estdn equiacotados. La idea ahora es buscar estimativas para du
(con u pseudoholomorfa) para controlar el crecimiento del diferencial y aplicar
la proposicién anterior.

Teorema 5.2 (Desiguladad de valor medio). Ewiste 6 > 0 tal que si u: D, C
C — M es pseudoholomorfa y fDr ||du||?dxdy < § entonces:

8
du(0)|]> < — dul[*dzdy.
(@) < 5 [l asay

Bosquejo. No vamos a hacer la prueba completa, primero porque es algo técnica
y segundo para que se pueda ver la generalidad de la misma. La misma prueba
funciona para conexiones de Yang-Mills o curvas pseudoholomorfas con borde,
vease [Weh04].

Observacion. Si V es una conexién en un fibrado E — M, esta induce una
derivada covariante dV : QP(M, E) — QPTY(M, E) definida como:

dV(a®€) =da®é+ (—1)9a A VE.

En particular cuando p = 0 este es simplemente la conexién, esto es lo mismo
que hicimos para definir los operadores dg cuando E era un fibrado holomorfo.
Para ganar intuiciéon de por qué nos importa este operador, sea £ = TM y
tomemos un mapa u : 3 — M donde X es una superficie de Riemann, calculemos
dVdu en coordenadas:

—d¥du = dz A V,u+dy A Voyu

Desarrollando esta expresion:

d¥du = dz A dy(V,0,u — V0yu)
= dVdu = u*T,

donde T'(X,Y) = VxY —Vy X — [X,Y] es el tensor de torsién. Por lo tanto
T es de alguna manera nos mide que tanto se aleja d¥ de formar un complejo
de cadenas.
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En particular sea V una conexién hermitiana en M tal que la torsién no
tiene componente (1,1) entonces como du(TX) C TM son lineas complejas:

d¥du = 0.

Analogamente usando dualidad de Hodge obtenemos que:

(dV)*du = 0.

Por lo tanto la forma du es armonica para esta conexién cuando u es pseu-
doholomorfa, por la férmula de Weitzenbock obtenemos:

0 = V*Vdu + du o Ricc + K" ™™ (du)

Por lo tanto denotando e(u) = (du, du) obtenemos:
O

Observacion. Sea u : % — M pseudoholomorfa, tomando cartas y comparando
la métrica g con la estandar obtenemos que 36 > 0 tal que si fDr [|du||?dzdy <
0 entonces vale la desigualdad para alguna constante C' > 0 que depende de la
métrica g7.

Corolario 5.2.1 (Cuantizacién de energia). Eziste K > 0 tal que siu es pseu-
doholomorfa con E(u) < K entonces u es constante.

Demostracion. Como X es compacta, deducimos del Teorema anterior que exis-
te C' > 0 tal que ||dul|%, < CE(u) para todas las curvas pseudoholomorfas
(tomando un cubrimiento finito de entornos coordenados). Sea v : [0,1] — X
una curva, estimemos la longitud de u o :

luwony) = / s eyu(3(6)|dt < / oyl 1151t

=< sup ||d.ulll() < (CE(w))%().
zZEY

Por lo tanto si E(u) es suficientemente pequetio, u(X) estd contenida dentro
de una bola geodésica en M y por lo tanto u,[X] es trivial.
O

Vamos a llamar a h = sup{K > 0: E(u) < K = u = const,djyu = 0}.

Corolario 5.2.2. Sean {J,}nen C J(M,w) estructuras casi complejas con
In —=n J € J(M,w). Eziste K > 0 tal que si una sucesion u, : X — M de
curvas J,—holomorfas satisface que E(u,) < K entonces exise una subsucesion
convergente en la topologia C*° a us : X — M curva J—holomorfa.

Demostracion. Notemos que como J, —, J en C° entonces ¢g;, — gj en
C®, por lo tanto en la desigualdad del valor medio podemos encontar un
¢ independiente de J,. Entonces si K > 0 es suficientemente pequena tenemos
una cota global ||duy,||co < C’, pero por la proposicién tenemos lo deseado.

O
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A partir de ahora, vamos a asumir que {J,}tnen C J(M,w) es tal que
Jyn —n J € J(M,w) (en la topologia C7%.. Podemos refinar un poco el corolario
anterior para obtener:

Proposicién 5.3. Sean u, : ¥ — M curvas J,—holomorfas tal que E(uy) < C

para cierta constante C > 0, entonces existen {x1,...,x;} C X y una subsuce-
sién de {up tnen convergiendo C;%, en L\ {z1,..., 21} a v : 2\ {21,..., 21} —

M J—holomorfa.

Demostracion. Triangulemos ¥ y engordemos un poco la triangulacién para ob-
tener un cubrimiento {V,°};cs, (1o es un conjunto finito porque ¥ es compacta).
Subdividiendo baricéntricamente n veces y engordando obtenemos cubrimientos

{V"}ier, (vease[3) tal que:
1. supier, diamV;* —, 0.
2. VrOVENVEN VY =0 donde ij # ig.

Sea K > 0 como en la proposicién anterior entonces veamos que podemos
estimar globalmente #.J, j donde J,, ; = {i € I, : fv." ujw > K}. Estos son los

“conjuntos malos”, notemos que:

#on K <Y / ufw < 3C
v

iEank

Por lo tanto tenemos que #J,  estd acotado y es independiente de n, k.
Supongamos que ! es una cota superior entera y tomemos {x}L kre oo 79551,1@} ele-
mentos en cada uno de los V;* con ¢ € J,, k, si hay menos de [ rellenamos con
elementos cualesquiera de . Como X es compacta a menos de tomar subsuce-
siones de {ux} y {V/" }ier, supongamos que z;, , — x' para cierto z* € X.

Ahora si tomamos K un compacto en X\ {z1,...,2;} como los didmetros
de los cubrimientos van a 0, para un n,k grande tenemos que Ky intersecta
solo abiertos tal que fVi" ujw < K, por lo tanto podemos asumir que en Ky
tenemos una subsucesion de uy convergente C°°. Haciendo esto para compactos
con ey Kn = X\ {x1,..., 21} tenemos lo deseado tomando la subsucesion

diagonal a todas las anteriores.
O

Una pregunta natural ahora es si es posible extender ese limite a todo X. La
respuesta es que si:

Figura 3: Las triangulaciones descriptas arriba
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Teorema 5.4 (Singularidad evitable). Sea D* = D\ {0} y u : D* — ¥ una
curva J—holomorfa con fD* w'w < 400 entonces existe una extension a una
curva J—holomorfa en el disco D.

Demostracion. La idea es conseguir cotas para el diferencial cerca del 0, asi
vamos a conseguir que u es Holder y por lo tanto la podemos extender conti-
nuamente. Que esta extensién es pseudoholomorfa lo veremos més adelante.

La hipétesis nos dice que a(r) = fDT ||du||?*dzdy cumple que a(r) — 0 cuando
r — 0. Tomemos un r < § donde § es como en el teorema de valor medio
Entonces si 2| < £ tenemos que:

8 C
)P < —pr [ dule + illdedy < pa2lel), (9
m(5)?% /D(= 12 ER
donde usamos D(z, %) C D(0, 2|z]). Usemos esto para estimar [(r fo ||du(re?®)||df
que es la longitud de la curva cerrada v,.(e?) = u(re'), por la des1gualdad.

I(r) <2my/Ca(2r),

en particular tenemos que I(r) — 0 cuando r — 0. En la figura |4| se puede
ver un bosquejo de lo que esta sucediendo, el peor caso posible es que la parte
fina acumule.

Tratemos de acotar a(r) (para asi acotar ||du(z)|]), supongamos que r es
pequeno para que [(r') sea menor que el radio de inyectividad de la variedad M
vr's 0<r <.

Observar que en estas condiciones v, v 7, tienen bien definida la accién
simpléctica (vease [2.3). Esto significa que si v,, es una extensién de +, al disco,
la cantidad A(v,) = [}, v}, w es independiente de la extension elegida. Definamos
v:S?% — M como:

U,Y/( z),z € D(0,r")
v(z) =S u(re’?),z € A(r,r")
v%(r%)ﬁ € D(0,7)°,

donde A(r,7') = D, \ D,,. Tenemos que v es el borde de una esfera S3
homotoépicamente nula y por lo tanto integrando v*w tenemos que:

E(U‘A('r,r’)) + A(,YT) + A(WT’) =0.

La desigualdad isoperimétrica (teorema nos dice que cuando ' — 0
tenemos que A(v,») — 0y que A(y,) < Cl(r)%. Entonces haciendo 7’ — 0 en la
igualdad anterior:

a(r) < C'l(r)2.

Ahora si usamos Cauchy-Schwartz:

I(r)? = (/O% ||du(rei9)||rdo)
< (/:W ||du(re“’)||2d9> 22,
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Figura 4: Un bosquejo de la situacién.
u(D*)

Pasando un r dentro de la integral:

I(r)? < 2nr </027T ||du(rei9)||2rd9) .

Pero el lado derecho es justamente 47ra’(r), por lo tanto:

a(r) < C'4mrd/(r),

’

2a
integrando esta expresién tenemos que a(r’) < a(r) (%) donde a =

1
o > 0.
Usando esta cota en la ecuacién |8 tenemos que:

C//

<
ldu(2)] < i

con a > 0, de esto deducimos dos cosas: la primera es que entonces u es
uniformemente a—Hdlder en un entorno de 0 por el teorema de valor medio,
entonces la podemos extender continuamente. La segunda observacién es que
entonces du € L? con p < % (y % > 2) por lo tanto u € W en un entorno
del 0, por los resultados de regularidad concluimos que u es C*° y por lo tanto

pseudoholomorfa.
O

Con esto concluimos entonces:

Corolario 5.4.1. Sea u, : X — M wuna sucesion de curvas J,—holomorfas
con E(un) < C para cierta C > 0. Entonces existen {x1,...,x;} C X tal
que en X\ {x1,..., 21}, {unlnen tiene una subsucesion convergiendo Crs. a
Uso : 2 — M curva J—holomorfa.

Ahora sabemos que a menos de finitos puntos, toda sucesién de curvas con
energia acotada tiene una subsucesién convergente (C7X.). jPodemos decir algo
sobre el area de la curva limite? Volvamos al ejemplo [I| que vimos al comienzo,

65



aqui las curvas iniciales u, tenfan area 2Vol(S?) (los mapas tienen grado 2)
sin embargo el limite tiene drea Vol(S?). ;A donde se fue la energfa perdida?
Ciertamente lo que sea que pase sucede en los finitos puntos donde no tene-
mos convergencia (ya que las derivadas convergen uniformemente fuera de este
conjunto).

Motivados por lo anterior, sean u,, : 3 — M curvas J, —holomorfas. Notemos
que cada u, define una medida v, en ¥ via la forma u)w. Las medidas en un
espacio compacto, son un conjunto compacto (con la topologia w*, por Banach-
Alaoglu) por lo tanto a menos de tomar una subsucesién de u, tenemos que
Vp —n v una medida y que u, —, Usx C salvo en finitos puntos (por el
teorema anterior).

Tomemos z € ¥ y definamos:

m(z) = lim lim Uy w,
e—>0n—o0 De(2)
donde D.(z) es una bola geodésica centrada en z. Denotemos por C al con-
junto de puntos a los que u, #, Uy minimal. Observermos entonces que si
z ¢ C entonces m(z) = 0 por convergencia uniforme a tq.
El enunciado que nos completa el panorama de que pasa con la compacidad
de las curvas pseudoholomorfas es:

Teorema 5.5 (Compacidad débil). Sean u, : ¥ — M curvas J,—holomorfas
con E(uy) < C para cierta C > 0, tales que sus medidas asociadas vy, convergen
a cierta v (en la topologia débil) y u, —, U una curva J—holomorfa donde
la convergencia es uniforme en compactos salvo en finitos puntos C. Entonces
usando las notaciones anteriores tenemos:

1. Si z € C entonces m(z) > h.
2. V="V + ) ccm(2)dz, donde vy es la medida asociada a Us.

Demostracion. 1. Tomemos entornos coordenados alrededor de z; € C dis-
juntos. En estos ||du,|| no estd equiacotado ya que sino {u, },en tendria
subsucesién convergente por lo dicho anteriormente. Tomando cartas cen-
tradas en estos puntos tenemos u,, : D. C C — M curvas J—holomorfas y
Zn, —n 0 una sucesion tal que ||duy, (z,)|| —» oo. La idea es reparametrizar
inteligentemente la curva, para obtener una sucesién de curvas con energia
acotada. Esto requiere cierta astucia, mas precisamente usaremos:

Lema 5.6 (Hofer). Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : X — Rxg
una funcion continua. Fijemos 6 > 0 y x € X, entonces ezxiste € con
0>e>0y¢&e€ B(x) tal que:

sup f < 2f(§), ef(§) = 0f ().
B.(§)

Este lema se llama a veces el lema del “submaximo” ya que nos dice que
en cualquier entorno Bs(z) de un z € X podemos encontar un elemento
¢ € X que “casi” mayora a todos los de cierto entorno B(§) (de hecho
se puede cambiar el 2 de la desigualdad por cualquier ¢ > 1), ademds e

);Ez) y claramente de 6.

depende del tamano del cociente
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Probemos el lema luego, veamos como nos puede servir en nuestro contexto
(a menos de restringirnos a un disco compacto) con la funcién f,(z) =

||dun (2)]], €l punto es z, y el §, = m. Usando el lema obtenemos

sucesiones {&, }neny C De y 6 > €p >0, donde &, — 0, e, = 0 y:

P )HdU(Z)ll < 2[|du(zn)l], enlldu(zn)|| —n oo

n\Sn

Consideremos la reparametrizacion:

);

Vn(2) = up(&n + CTL
donde C,, = ||du,(z,)||. Observemos que v,, esta bien definida en D, ¢,
|dvn||L=(p.,c,) <2 |[dvn(0)]] = 1.

Concluimos por la equiacotacién de los gradientes que a partir de un n, v,
tiene subsucesién convergente en D, ¢, . Pero como €, C,, —, 00, si toma-
mos una subsucesién diagonal obtenemos que {v, }nen tiene una subsuce-
sién convergiendo C'*° en compactos a v : C — M una curva J—holomorfa.
Ademads v no es constante ya que ||dv(0)|| > 1 y por lo tanto tiene cier-
ta energia F(v) > h. Pero entonces tomando U(%) obtenemos una curva
pseudoholomorfa con dominio C \ {0} y energia finita, por el teorema de
la singularidad evitable esta se extiende a v : S? — M J—holomorfo (y
E(v) > h).

En particular si A € (0,1) entonces existe un R grande tal que:

M < / v*w = lim v w
Dr

< lim upw < h'm/ Upw
n Dg

" D g (2n)
577,

Como esto vale VA € (0,1) obtenemos que:

hg/ wyw

En particular haciendo € +— 0 obtenemos lo deseado.

. Tomemos B.(z) con z; € C bolas geodésicas disjuntas y denotamos a
E(u, K) = [, u*w para u pseudoholomorfa entonces:

l l

E(tioe, X\ U B.(z)) = lim E(u,, %\ U B.(z))
l

= lim E(u,,,3) - > E(un, Bo(2))

i=1
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Y notemos que lim, E(uy,Y) = E(ux, ). Haciedo € — 0 tenemos lo
deseado.
O
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6 Aplicaciones

6.1 El teorema de "Non-squeezing’

El objetivo de esta seccién es probar el famoso teorema de Gromov:

Teorema 6.1 (Non-squeezing). Supongamos que ¢ : B*™ — Dg x C"~1 es un
encaje simpléctico respecto a las formas simplécticas estandar, entonces r < R.

Antes que nada, veamos como aparecen las curvas pseudoholomorfas en esta
situacién. Supongamos que ¢(0) € C x {const} (vease la figura [5]), entonces
C = C x {const} N¢(B?") es una subvariedad de D x C"~! tal que:

e Es simpléctica.
e drea(C) < mR2.

e C es minima para la métrica usual g¢ (simplemente porque esta contenida
en un plano).

Esto nos dice que :=1(C) = Cc B2" es una superficie pasando por cero que
tiene la misma drea que C' (< 7R?) y es minima segtin la métrica ¢*go (lo cual
puede no decirnos nada).

Figura 5: Bosquejo de la situacién.

()

La idea de Gromov es sutil y se basa en la observacién hecha al comienzo del
capitulo[3]que nos decia que las subvariedades simplécticas eran lo mismo que las
curvas J—holomorfas para cierta J—estructura compatible con la simpléctica.
Gracias a esta observacién, supongamos por un momento que existe C C Dg X
C"~! una superficie (posiblemente abierta) pasando por +(0) tal que:

e Es J—holomorfa para cierta J estructura compatible con wy.
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e drea(C) < TR? respecto a la métrica gy determinada por J y w.

Entonces :~'(C) = C' € B2" es una curva ¢*.J—holomorfa pasando por 0
con la misma area que C. Pero el espacio de J—estructuras compatibles con
la forma simpléctica estandar es muy flexible (en el sentido de que es fcil
construirlas), en particular veremos que es posible construir una J—estructura
en D x C"! tal que *J = Jy la estructura estandar. Esto implica que C
es una curva holomorfa pasando por 0, entonces por el principio de monotonia

(teorema [2.28]) obtenemos que:

7r? < drea(C) = drea(C) < mR2,

que implica lo deseado. Gracias a esto reducimos la demostraciéon del teo-
rema a probar la existencia de curvas pseudoholomorfas con area prefijada. El
problema que tenemos ahora es que las curvas mencionadas anteriormente son
abiertas, si pudieramos modificar este problema a uno donde las mismas fueran
compactas, entonces la existencia de curvas con area prefijada es equivalente a
la existencia de curvas en cierta clase de homologia (por la identidad de energia,
vease . Esto es lo que haremos para rematar la idea.

Observacion. Para probar el teorema podemos asumir sin pérdida de gene-
ralidad que ¢ se extiende diferenciablemente a B2™ con imédgen compacta en

Dp x C"~1. Esto es porque Ve > 0 podemos restringir ¢ a B2"_, probar el teo-
rema en este caso nos dice que r —e < RVe > 0, y esto prueba la desigualdad
deseada.

Casi demostracion. Usando la observacién anterior, sin pérdida de generalidad
suponemos que t(B2?") tiene clausura compacta en Dr x C"~1, en particular
estd contenido en Dr_s X [—N, N]?"~2 para algtin N grande y § > 0.

Sea T™ := R"/kZ", k € 7Z el toro usual, tenemos el encaje [—N, N|?"72 —
T?7~2 simplécticamente, donde la estructura simpléctica en el toro es la que baja
naturalmente al cociente. También podemos encajar simplécticamente Dgr_s5 <
52 donde 52 tiene una forma de drea o con f52 o =mR2.

Por lo tanto a menos de componer por un encaje simpléctico ¢ : D X
[N, NJ?"=2 — §% x T?"=2_ podemos suponer que tenemos el encaje ¢+ : B2" <
52 x T?"2, donde este 1ltimo tiene la estructura simpléctica o @ wp.

Tenemos ahora el abierto «(B2") C S? x T?"~2 aqui podemos definir la
estructura compleja J := ¢, Jy. Esta estructura es compatible con o @ wy porque
¢ es un simplectomorfismo. Podemos extender J a una estructura compatible en
todo S? x T?"~2 usando funciones chichén (J es simplemente una seccién de un
fibrado).

Notemos que 75 (S? x T?"~2) = Z y estd generado por la clase de homotopifa
de S? x {pt}. Esto nos dice que el drea de una curva .J—holomorfa puede ser
solamente un multiplo del area de la esfera por la siguiente cuenta: sea u =
(u’ ,uTznﬁ) 1 52 = 52 x T?"~2 una curva pseudoholomorfa, entonces:

T2n72

E(u) = (0 @ wo, us[S%)) = (0,u5[S2]) + {wo,ul" [S2]) = (o, u[S?)),

donde la tiltima igualdad es porque m2(T?"~2) = 0. Entonces concluimos que
E(u) = 7kR?, donde k = degu’".
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En particular si existiese u : S? — S% x T?"~2 con clase de homologia
u.[X] = [S? x {pt}] entonces drea(u(S?)) = mR? y:

drea(u(S?)) > drea(u(S?) N o(B2™)) = drea(t ™ (u(S?) M) > 7r?,

donde la tiltima desigualdad es por el principio de monotonia, ya que ¢~ (u(S?)N
t(B2™)) es una curva holomorfa pasando por 0 por la eleccién de J.
O

Lo tinico que nos falta probar es la existencia de la curva u : S? — §2 x T2"~2
con u,[S?] = [S? x {pt}]. Vamos a probar algo mucho més fuerte:

Teorema 6.2. Sea (W,w) una variedad simpléctica tal que (w,m2(W)) =0 y
tomemos S? x W con la forma simpléctica wy = o0 ® w, donde o una forma de
drea en S?. Entonces dada J € J(M,wo) y 2z € S? el mapa:

ev, : M([S? x {pt}], 8% J) = S2 x W

evs (u) = u(2),
es sobreyectivo.

Es decir que por cada punto pasa una curva J—holomorfa con clase de
homologia [S? x {pt}] como queriamos, lo cual termina la prueba del teorema.

En lo que queda de esta seccion vamos a probar este resultado. Este teo-
rema no es cierto en general para cualquier variedad simpléctica, la prueba se
basa fuertemente en que tenemos una familia de J—estructuras en M que son
automaticamente regulares. Una vez que tenemos esto el resto del argumento es
esencialmente: por cobordismo extender el resultado para el resto de las estruc-
turas regulares y luego usar la densidad de estas ultimas en el espacio J (M, wp)
para concluir el caso general.

Proposicién 6.3. Sea JW € J(W,w) y definamos Jo = js2 @ Jw donde j52 es
la estructura compleja de S?. Entonces esta estructura es regular para la clase
[S? x {pt}] y cumple con el teorema.

Demostracion. Sitenemos u = (usz,uw) : 8% = 52 x W entonces uS’ y u"V son
holomorfa y J" —holomorfa respectivamente. Pero entonces como ma(W) = 0
W) = 0 y por lo tanto u"V' = const, por otro lado como uS
tiene grado 1 (por la eleccién de la clase de homologia) los posibles w5 son
cualquier elemento de Aut(S?) = PGL(2,C). Concluimos entonces que tenemos
un difeomorfismo natural M([S? x {pt}], S?; Jy) = PGL(2,C) x W (es sencillo
ver que las topologfas mediante esta identificacién coinciden). Esto una variedad
de dimensién 6 + dim W. Por otro lado observemos que:

tenemos E(u

nx(S?) 4 2¢1 (uw*T(S? x W)) = 2n + 2¢1(T'S?) = 2n + 4

Que como dimW = 2n — 2 tenemos que es justamente la dimensién del
moduli. Por lo tanto .Jy es regular en el sentido de la seccién [4]
Notar que entonces el mapa evaluacién es sobreyectivo porque dado (w,p) €
52 x W basta tomar un automorfismo ¢ llevando z a cualquier w € S? y entonces
tomando la curva ¢ x {p} terminamos.
O
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Entonces el segundo paso segiin el plan anterior es:

Proposicién 6.4. Sea J € Jreq([S? % {pt}], S?), entonces el mapa evaluacion:

ev, : M([S? x {pt}], 8% J) = S? x W
Es sobreyectivo

Demostracion. Denotemos J = J; entonces usando el teorema @ existe v €
Jreg(Jo, J1) un camino regular tal que W([S? x {pt}], S?;7) es una variedad di-
ferenciable con borde OW([S? x {pt}], S%;7) = M([S? x {pt}], S?; J1) UM([S? x
{pt}], 8% Jo).

Si pudieramos probar que W([S? x {pt}],S?;v) es compacta probamos la
proposicién porque entonces como ev, en el moduli de Jy es sobreyectiva, tiene
grado (mod Z2) no nulo y por ser cobordantes entonces ev, en el moduli de J;
también tiene grado no nulo y por lo tanto es sobreyectiva.

Por lo tanto resta probar la compacidad del espacio W([S? x {pt}], S?;7), es
dificil porque Aut(S?) no es compacto, entonces podrfamos terminar facilmente
con curvas convergiendo a un punto. Para controlar la falta de compacidad de
este grupo tenemos que imponer obstrucciones en el moduli (recordemos que
una transformacién de Mobius queda tinicamente determinada por sus valores
en tres puntos).

Lema 6.5. En las condiciones anteriores, fijemos una métrica en S> x W y
21,29, 23 € S%. Consideremos el espacio:

M(s([SQX{pt}],Z;j) = {(u7 J) € M([SQX{pt}], 2 j) : d(u(zl)?u('z])) 2 6’VZ7J}

Donde M([S% x {pt}],%; T) el espacio de moduli universal. Entonces la pro-
yeccion m: Ms([S% x {pt}],5;T) — T(S? x W,wq) es propia.

Demostracion. Supongamos que {.J;} es una sucesién en J(S? x W,wp) con-
vergente entonces queremos ver que (u;,J;) tiene una subsucesién convergente
en la misma clase de homologia. Notemos que por lo discutido anteriormente
E(uy) = h la energia de la minima esfera pseudoholomorfa en S? x W. Entonces
por los resultados de compacidad probados en la seccién |5 tenemos que existen
puntos {z1,..., 2!} C 52 tal que fuera de estos uj, — Us CF2.. Ademas tenemos:

l
E(use) + > _m(z') =h
i=1
Y por lo probado anteriormente m(z) > h Vi y por lo tanto [ < 1. Esto
quiere decir que en al menos dos de los z1, 22, z3 tenemos convergencia uniforme

usual, pero entonces u, no es constante y por lo tanto [ = 0.
O

Probemos que W([S? x {pt}], S?;7) es una variedad compacta. Tomemos
29,23 € S? y denotemos como z; = z el punto donde estamos evaluando los
moduli. Tomemos las inclusiones j; : {z;} x W < S? x W, notemos que tenemos
el mapa de evaluacion:
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ev., - W([S? x {pt}], S%v) = S x W

ev,, (t,u) = u(zy)

Entonces usando el Teorema de transversalidad, a menos de perturbar C! a
Ji tenemos que estas son transversales a ev,, y por lo tanto:

W(S? x {pt}], $%7) = {(t,u) € W([S? x {pt}], 5% 7) s ulz:) € {z:} x W}

Es una variedad diferenciable con borde M([S? x {pt}], S?;J1) U M([S? x
{pt}], S?%; Jo) donde cada uno de estos son las u donde se cumple la restriccién
como arriba. Ademas si las perturbaciones son suficientemente pequenas se cum-
ple que d(u(z;),u(z;)) > & y por lo tanto W([52 x {pt}], S?;v) es compacta por
la proposicién anterior y el argumento de cobordismo que dimos anteriormente
nos dice que ev? : M([S? x {pt}],S% Jo) — {21} x W es sobreyectiva y por lo
tanto ev! también lo es.

Por dltimo notemos que probamos que 61);1 es sobreyectiva en {z1} x W,
pero para terminar el argumento de que es sobreyectiva basta precomponer con
un automorfismo que nos lleve z; al deseado.

O

Teorema. Ya probamos el teorema para las estructuras regulares. Para una
J € J(S? x W,wp) no necesariamente regular el Teorema es sencillo ya que
simplemente tomemos p € S% x W y fijemos 23, 23 € S? entonces considerando
el espacio de la demostracién anterior m : M;([S? x {pt}], ;7)) — J(M,w)
aproximemos a J por J,, regulares (que son densas). En cada moduli de las J,,
existe u,, una curva J, —holomorfa con w,(z1) = p, entonces como la proyeccién
es propia tiene una subsucesién convergente a una u J—holomorfa con u(z1) = p
como queriamos.

O

6.2 Capacidades simplécticas y rigidez

Con todo lo que hicimos en la seccién anterior vamos a ver que podemos encon-
trar invariantes globales para las variedades simplécticas. Un tipo de invariante
global en la geometria simpléctica son lo que se llaman las capacidades.

Definicién 6.1. Una capacidad simpléctica ¢ asigna a cada (M,w) variedad
simpléctica de dimensién fija 2n (o una subclase de estas) un real positivo de
forma que:

Monotonia Si existe f : (M,wp) — (N,wy) encaje simpléctico entonces ¢(M,wpr) <
C(]V7 wN).

Conformalidad ¢(M, \w) = |A|e(M,w).

Normalizaciéon ¢(B?",wq) = ¢(D x C" 1 wg) = 7.

73



Observacién. En dimensién 2 tenemos que | [, wl| es una capacidad trivialmen-
te, pero en dimensién mas alta es mentira que [vol(M)|# donde vol es la medida
de Liouville, es un invariante simpléctico (porque el voltimen del cilindro es oo).
Esto se debe a que las capacidades son ”invariantes de dimensién 2 7 como se
puede ver en lo siguiente: supongamos U C R?" es un abierto entonces afirmo
que c(AU,wp) = A\2c(U,wp) con A € Ro.

Esto es sencillo ya que tenemos el mapa ¢ : \U — U que manda = +— %x
y esto cumple que ¢*N\2wg = wp por lo tanto ¢ : (AU,wg) — (U, \2wp) es un
difeomorfismo simpléctico entonces basta usar la conformalidad.

Ejemplos. 1. Definamos el ancho de Gromov como:

D(M,w) = sup{nr? : existe un encaje simpléctico ¢ : (B>",wq) — (M,w)}

Es facil ver que D(M,w) satisface las dos primeras propiedades para ser
una capacidad y la tercera es satisfecha justamente por el Non-Squeezing.

2. También podemos definir:

é(M,w) = inf{rR? : existe un encaje simpléctico 1 : (M,w) — (DrxC""* wp)}

Por las mismas razones que la anterior, ¢ es una capacidad.

Estas capacidades son importantes porque son la capacidad "mas chica” y
”mas grande” respectivamente:

Lema 6.6. Sea ¢ una capacidad simpléctica entonces D(M,w) < ¢(M,w) <
(M, w).

Demostracién. Supongamos que existe ¢ : (B2",wg) — (M, w) un encaje simplécti-
co entonces por monotonfa tenemos ¢(B2",wy) < ¢(M,w) pero por lo visto ante-
riormente ¢(B2",wy) = 7r? y entonces tomando supremos tenemos lo deseado.
La otra desigualdad es identica.

O

Comentario. Notar que probar la existencia de una capacidad es equivalente a
probar el non-squeezing por lo tanto no es trivial encontrarlas. Una capacidad
distinta a las dos encontradas anteriormente es la capacidad de Hofer y Zehnder,
la referencia clésica acerca de esto es el libro [HZ94]. Esta se basa en ciertas pro-

piedades sobre las érbitas periédicas para una clase especial de Hamiltonianos
en M.

Ahora veamos como la sola existencia de una capacidad implica la rigidez
CY de los simplectomorfismos.

Teorema 6.7 (Eliashberg, Gromov). Supongamos que fi : (M, wp) = (N,wn)
difeomorfismos simplécticos tal que fr — f € Dif f(M, N) donde la convergen-
cia es en la topologia C°, entonces f es un difeomorfismo simpléctico

Tomando cartas de Darboux basta ver el enunciado mas fuerte:
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Proposicién 6.8. Sean fi : B — R?" con f,(0) = 0, supongamos que fr — f
en la topologia C° y que f es diferenciable en 0, entonces dof € Sp(2n,R).

Para esto usemos el siguiente lema de algebra lineal:

Lema 6.9. Supongamos que L € SL(2n,R) no es simpléctica ni antisimplécti-
ca (L*wg = —wp) entonces existe un S € Sp(2n,R) y una base simpléctica

{e1, f1s---sen, fn} tal que:
1. Lo S(e1) = Aex, Lo S(f1) = Af1 donde |A] < 1.
2. Lo S deja el ortogonal simpléctico de Re; & R f1 invariante.

Veamos primero como el lema implica la proposicién y por lo tanto el teorema

Demostracion. Llamemos T = [dfg]c a la matriz Jacobiana. Primero veamos
que T € SL(2n,R), notemos que como fi preserva la medida de Lebesgue Vk, f
m(f(B2") _

también la preserva por convergencia uniforme. Luego como lim,, (B2

| det T'| (simplemente por Taylor) tenemos que |det 7| = 1. Supongamos enton-

ces que T no es simpléctica ni antisimpléctica entonces podemos usar el lema.
Sea P : R?" — R2" el cambio de base de la canénica a la base simpléctica

del lema, entonces a menos de hacer Po (foS)o P~! donde S es como en el

lema anterior, tenemos que:

T(xlayla cee axnvyn) = (/\1'17/\1'27 . )

Y por lo tanto f o S(z) = Tz + o(]z]) lleva una bola B2" en B2 con &’ < ¢
y por lo tanto lo mismo vale para fi con k lo suficientemente grande lo cual es
absurdo por el Teorema de Non-Squeezing (o la existencia de una capacidad).

Ahora veamos que si T debe ser simpléctica, sabemos que es simpléctica o
antisimpléctica, pero haciendo el mismo argumento de antes para la sucesion
fr x Id tenemos que T @ Id es simpléctica o antisimpléctica, es decir (T' @
Id)*wo ® wo = p(wo ® wp) con u = £1, pero:

(T@ Id)*wo D woy = (iWQ) D wo

Y por lo tanto 4 = 1 y entonces T es simpléctica.
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7 Apéndices

7.1 Espacios de Sobolev

Esta seccion tiene el contenido minimo necesario para que el texto resulte au-
tocontenido, para una buena introduccion a los espacios de Sobolev junto a su
uso en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales elipticas ver [GT98].

71 IN
Sea © ¢ RY un abierto, vamos a usar la notacién 9y = (8%1) . (afN)

donde I = (i1,...,in) es un multiindice, definamos como |I| := Zszl i al
orden del multiindice. Por LP(£2) denotamos las funciones medibles en L? con
valores reales.

Definicién 7.1. Sea I un multiindice y f € LP(£2), decimos que d; f € L}, ()

es la derivada J—ésima débil (o en el sentido de las distribuciones) si:

/ forgdr = (~1)M! / d1 féda, Vo € D(Q),
Q Q

donde D(Q) es el espacio de funciones C*° con soporte compacto en (2.

Cuando la derivada débil existe estd inicamente definida Lebesgue casi todo
punto (ctp de ahora en mds). En particular por el teorema de la divergencia si
una funcién es C* entonces sus derivadas débiles coinciden (por lo menos hasta
6rden k) con las usuales.

Definicién 7.2. e Seak € Z>oyp € [1, 0], definimos el espacio de Sobolev
WkP(Q) como:
WEP(Q) = {f € LP(Q) : 9;f € LP(Q) VI con |I| < k},

donde la derivada es en el sentido débil descrito anteriormente. A este
espacio le vamos a poner la norma:

=

1 llwer@ = | D N0rf10

[1|<k
En el caso p = 2 se le puede poner un producto interno de forma analoga.

e Definimos f € W’”’(Q) si f: Q — R es medible y para todo abierto U de

loc

Q con U C € tenemos f|y € WEP(U).
e Denotemos como Wokp(Q) a la clausura de D(Q) en WP (Q).

Observacion. 1. Podemos ver que W¥P(2) es completo ya que ser de Cauchy
en W¥P significa que todas las derivadas débiles hasta érden k de una
sucesion son de Cauchy y por lo tanto cada una de estas tiene un candidato
a limite por la completitud de LP.
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2. Podemos encajar WP (Q) < LP(Q,RM) para M grande via el mapa:

WkP(Q) — LP(Q,RM)
f'_> (faahfa"'aIMf)v

donde ordenamos a los multiindices de 6rden hasta k con el orden lexi-
cografico. La imagen de este mapa es un cerrado por el comentario anterior,
en particular si p € (1, 00) el espacio LP(Q2, RM) es reflexivo y por lo tanto
WkP(Q) es isomorfo a un subespacio cerrado de un espacio reflexivo y por
lo tanto es reflexivo.

Definicién 7.3. Definamos el espacio de funciones a—Hélder de €2 como:

CP(Q) = {f € C%Q) : || fllco.a () < oo},

donde:
[ fllco. (o) = sup 1) = 7y)]| + sup |u(z)].
oty | —y|® zeQ
A |- [|co.a(q) le lamamos la norma a—Holder.

El primer teorema que vamos a presentar es el de encaje de Sobolev. Lo
central en la prueba anterior es la siguiente desigualdad:

Teorema 7.1 (Desigualdad de Morrey). Sea f € D(RY) yp € (N, ], entonces
existe C = C(p, N) > 0 tal que:
I[fllco.e@yy < Cllfllwrp@yy,
dondea—l——(>0)

Demostracion.

Afirmacion. Para x € RY tenemos la estimativa:

|df (z +y)|
flx+y dy < < / —dy.
/B(z,r) | ( ) | B(z,r) |y - x‘N !

Para probar esto notemos que si y € S y s > 0 entonces:

@+ sy) — f@)] < / Jdf (),

donde la norma es la del operador. Esto es simplemente usando el teorema
de valor medio y que y € SV. Por lo tanto integrando en SV obtenemos:

[ i) - @las < [ [ arte+ wlase

Si en la expresién de la derecha hacemos |df (x + ty)| = |df (x + ty)|§::
entonces podemos integrar en polares y concluimos:

df (z +y)
[ —s@isw < [y
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Entonces multiplicando por sV~ e integrando de 0 a r obtenemos lo deseado.

Una vez que tenemos esto tenemos que acotar primero el supremo de |u| y
luego los incrementos.

1. Notemos que:

1
x _ — f(x)|d dy | .
@I < gy ( L, e —s@ias [ i) y>

Por un lado tenemos fB(w,T) |f(y)ldy < C||f||Le(B(x,r)) POr la desigualdad
de Holder. Basta acotar entonces el primer término. Este esta acotado por
C f Ba,r) %dy usando la estimativa de la afirmacién y nuevamente
por la desigualdad de Holder obtenemos:

q
|df (2 + v)| / 1
dy < ||d @ —dy | ,
/BW) o g S Il |, ae

donde ¢ es el exponente conjuado de p. Pero m € LY(B(z,r))siy
solosi (N—1)g < N y como q = p’%l despejando esto pasa cuando p > N.

Concluimos que ||fHCO(JRN) < C||f||W1,p(RN).

2. Tomemos z,y € RY y denotemos r = |y — z|, entonces si U = D(z,r) N
D(y,r) tenemos que:

1
[f(z) = f(y)] < ) (/Uf(w) —f(Z)IdZ+/U\f(y) —f(Z)IdZ)

Pero notar que la estimativa que conseguimos para el primer factor en el
item anterior nos sirve, ademds tenemos que:

1 p p
(/B( : Z_gg(N—lde> = (PN TNTE) P < e -y

Y tenemos lo deseado.
O

Ahora supongamos que queremos el teorema para f € WP(Q), algo natural
que uno se puede preguntar es si hay alguna manera de extender una funcién
de WP(Q) a una en WHP(RY). Esto no es trivial ya que si intentamos (por
ejemplo) multiplicar por una caracteristica entonces las derivadas débiles en el
borde explotan. Con esta intuicién podemos pensar que la respuesta al problema,

de extensién va a depender de 9. El siguiente teorema se puede encontrar en
[GT98, 7.25]

Teorema 7.2 (Extensién). Sea Q C RY abierto acotado con 9 de clase C*~11
con k > 1 entonces:
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1. Si denotamosgC’oo(ﬁ) alas f:Q — R que son C* en un entorno de €,
entonces C=(Q) es denso en WkP(()

2. 51 Q' es un abierto que contiene a la clausura de ) entonces existe un
operador lineal acotado E : WEP(Q) — WEP(Q') tal que Eu = u en Q.

Asumiendo este teorema tenemos:

Corolario 7.2.1. Sea p € (N,+0) y Q un abierto de RN acotado con bor-
de Lipschitz. Entonces tenemos que la inclusion W1P(Q) — C(Q) es lineal
acotada y compacta.

Demostracion. Veamos que f tiene un representante en C’O""(ﬁ)7 para esto to-
memos una bola B que contenga a ) y E un operador de extensién para este
conjunto. Sea f = Ef € Wol’p(B), aproximemos f por una sucesién f,, € D(B)
y por el teorema de Morrey tenemos:

||f~n - fm”Cva’(RN) < CH.fn - meleP(RN)-

Por lo tanto como la sucesion es de Cauchy, lo anterior nos dice que es de
Cauchy con la norma Hoélder pero entonces por Arzela Ascoli tiene subsucesiéon
convergente a cierta f. Pero f debe coincidir con el limite f en casi todo punto,
entonces f es un representante en C°(Q) de f. Ademds tenemos que:

ooy < Cllfllwrr)-
En particular por Arzela Ascoli tenemos que el mapa es compacto.
O
Es inmediato de esto concluir el encaje compacto WkT1P(Q) < CF(Q) para
p € (N, o0].
Observacién. Notar que las cotas son “sharp”, supongamos que en B C RV la

bola unitaria consideramos las funciones:

1

el

fe(x)

donde ¢ > 0. Entonces tenemos que |V f.(z)| = O(||z||=*~!) y por lo tanto
f- € WHP(B) si y solo si p(—1 —€) > —N, es decir € < % — 1. Esto solo puede
suceder cuando p € (1, N). Aca conseguimos f. € W1P(B) con p € (1, N) tal
que f. ¢ CY(B). Para construir un ejemplo como los anteriores para p = N es
natural considerar:

f(z) =log |lz[l,
va que |Vf(z)] = O(21) v H%H estd “a punto de pertenecer a LY (B)”.

Il
Resulta que alterando un poco esta funcién como:

f(z) = (log |||,
donde « € (0,1) nos d4 un f € WL (B) tal que f ¢ C°(B).

De hecho la desigualdad de Morrey nos da otro resultado importante:
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Corolario 7.2.2. Sean f € D(R), donde Q es un abierto acotado de borde
Lipschitz y p € (N, +00). Entonces tenemos que la inclusion WP(Q) < LP(Q)
es compacta.

Demostracién. Como tenemos la inclusién WP (Q) < C°(€) es compacta, por
otro lado la inclusiéon C°(Q) < LP(Q) es continua (como U es acotado la con-
vergencia C” implica la convergencia LP). Por lo tanto la composicién de ambos
mapas es un mapa compacto.

O
Observacion. e Si () es un abierto en las condiciones anteriores, p € (N, 4+00)
y k € Z>q es inmediato que la inclusion WP (Q) — W =12(Q) es com-

pacta.

e Este resultado es cierto incluso para p € (1,400), sin embargo esto serd
suficiente para nuestros motivos. Para més informacion ver el capitulo 7
de [GT98].

7.2 Anadlisis no lineal

7.2.1 Variedades de Banach

Definicién 7.4. Sean F, F espacios de Banach y U C E un abierto. Decimos
que f : U — F es diferenciable en z € U (o diferenciable en el sentido de
Frechet) si existe d, f : E — F un mapa lineal continuo tal que:

o @ 1) = f(@) = de (B

h—0 h

=0.

Muchas de las cosas hechas en un curso de Céalculo 2 no usan la hipdtesis de
estar en R™. A modo de ejemplo:

Proposicion 7.3. 1. Si f es diferenciable en x € U entonces es continua
en este punto.

2.5 f:U—Fyg:V CF — G cumplen que f es diferenciable en x y
g es diferenciable en f(x) entonces g o f es diferenciable y d(go f) =

dyygodsyf.

Denotemos al espacio de transformaciones lineales continuas de E a F' como
L(E, F) y supongamos que f : U C E — F es diferenciable (esto significa que lo
es en todo punto de U) entonces podemos ver a df : U — L(E, F'). Decimos que
f es C! si el mapa anterior es continuo. Ahora podemos definir las derivadas
segundas, si df es diferenciable. Repitiendo este esquema podemos definir lo que
significa que una funcién sea C* o C>°.

Lo més importante es que sigue valiendo el teorema de la funcién inversa, una
de las demostraciones (la que usa el teorema de punto fijo para contracciones,
vease el Teorema 3 del segundo capitulo de [NelG9]) solamente usa la completitud
del espacio FE.

Teorema 7.4 (Funcién inversa). Sea f : U C E — F un mapa C* tal que
dpf : E — F es un isomorfismo. Entonces existen abiertos V,W C E donde V
es un entorno de x y W de f(x) tal que fly : V — W es un difeomorfismo C*.
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Es bien sabido que este teorema es equivalente a:

Teorema 7.5 (Funcién implicita). Sean E,F y G espacios de Banach, [ :
UxV CExF — G una funcién C* tal que Daf(z0,v0) : F — G (la derivada
parcial en la sequnda componente) es un isomorfismo. Entonces existen entornos
Vi, Vo de zg e yo respectivamente y g : Vi — Vo tal que:

f(:v,y):a@y:g(x),
donde a = f(anyO) ) (.T,y) € Vl X ‘/2

Estos teoremas son los que nos permiten hacer cdlculo en variedades como
estamos acostumbrados usualmente.

Definicién 7.5. Sea X un espacio topoldgico.

e Una carta de Banach es una tripla (U, ¢, Fyy) donde U C X es un abierto,
Ey es un espacio de Banach y ¢ : U — ¢(U) C Ey es un homeomorfismo
sobre su imagen.

e Doscartas ¢ : U — ¢(U) C Eyy1p: V — (V) C Ey son CF compatibles
si su mapa de transicion o=t : p(UNV) C Ey — ¢(UNV) C Ey es
un difeomorfismo C*.

e Sea A una coleccién de cartas C*, decimos que es un atlas C* si las cartas
son compatibles y sus dominios cubren X . Dos atlas A y B son equivalentes
si AU B es un atlas C*.

e Una variedad de Banach C* es un espacio topolégico Hausdorff paracom-
pacto X con una clase de equivalencia de atlas C*.

Observacion. Supongamos que X es una variedad de Banach entonces:

e Todos los espacios de Banach que modelan a X son isomorfos.

e Como X es un espacio Hausdorff, ser paracompacto es equivalente a tener
particiones de la unidad subordinadas a cualquier cubrimiento.

e En particular como X es localmente metrizable y tiene particiones de la
unidad, tenemos que es metrizable.

e Observar que podriamos haber hecho la misma definicién sustituyendo
espacios de Banach por espacios de Frechet. El problema es que en estos
espacios podemos hacer menos teoria, ya que no tenemos un teorema de
la funcién implicita (vease [Ham82]).

El concepto de funcién diferenciable entre variedades de Banach se define
de la misma forma que en el contexto cldsico. Antes de ver ejemplos de estas
variedades, vamos a recuperar parcialmente un teorema cldsico de topologia
diferencial, que nos muestra el rol central del teorema de la funcién inversa:

Proposicién 7.6 (Forma Local). 1. Sea f : X = Y un mapa C* y suponga-
mos que dadop € X, kerd, f e Im(d,f) son subespacios complementados.
Entonces existen cartas centradas en p y f(p), digamos ¢ y v respectiva-
mente tal que:
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Ypofop l:UdVCE®OF—-E®G
wofO(b—l(x,y):(x,g(x,y)),

donde g : U@V — F es C¥ ydyg=0 ( E,F y G son ciertos espacios de
Banach).

2. Ademds si kerd,f y el subespacio complementario a Im(d,f) son de di-
mension finita, dim E = dimkerd,f y dim G = dim Im(d, f).

Demostracion. A menos de tomar cartas centradas, supongamos que X e Y son
espacios de Banach, p=0, f(p) =0y f: W C X =Y. Sea F =kerdyf, F un
subespacio complementario a F' y G un subespacio complementario a Im(dy f).
Escribamos f = (fi, f2) respecto a la descomposicién Y = Im(dyf) & G.

Afirmo que podemos suponer sin perdida de generalidad dyf1 = I[d: E — E,
en particular E = I'm(dy f). Esto es porque por hipétesis do f1|g : E — Imdy f
es un isomorfismo, entonces a menos de componer por el mapa ((do filg)~ 41 d) :
E@® F — E @ F tenemos lo deseado. También sin perdida de generalidad W =
U’ ® V' con respecto a la descomposicién X = E @ F.

Definiendo el mapa h : U@ F — E®F como h(x,y) = (f1(z,y),y), notemos
que doh = Id entonces por el teorema de la funcién inversa existe un entorno
del 0 U @V tal que existe h™1 : U@V — E@® F y es C*. Por lo tanto:

fohil(xvy) = (m,g(a:,y)),

para g : U ®V — @ cierta funcién C* con dyg = 0. La segunda parte es

inmediata de la demostracion.
O

Ejemplo. Sean M, N dos variedades diferenciables compactas, vamos a intro-
ducir una estructura de variedad de Banach en C°(M, N). Pongamos una métri-
ca Riemanniana en IV, entonces via el mapa exponencial tenemos una identifica-
ci6én entre un entorno de la seccién nula U C TM y el entorno exp(U) C N x N
de la diagonal.

Construyamos cartas alrededor de u € C°(M, N). Tenemos que el fibrado
u*TN — M viene equipado con la métrica que le pusimos a IV, con esta métrica
las secciones continuas de este fibrado C°(M,u*TN) son un espacio de Banach
con la norma |[|{]| = sup,¢, [|{(p)||- Dentro de este espacio tenemos el abierto
V, = C%(M,u*U), definamos entonces las cartas:

exp,, : Vu — C(N, M)
exp,, §(p) = exp, ) (€(p))-

Estos son nuestros candidatos a coordenadas, el mapa anterior es un homeo-
morfismo sobre su imdgen por la eleccién de U y vamos a llamar a exp,, (V) =
U,. Notar que v € U, si y solo si u € U,.

Proposiciéon 7.7. Sean M, N variedades compactas diferenciables entonces:
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1. Los mapasexpy ! : U, — V,, C C°(M,u*TN) definen un atlas en C°(M, N)
que le dan a C°(M, N) una estrucutra de variedad de Banach.

2. Los atlas inducidos por métricas Riemannianas distintas son equivalentes.

3. El conjunto {Uy, : u € C®°(M,N)} es un cubrimiento de C°(M, N).

Las dos primeras partes son automaticas una vez que se escriben los cam-
bios de coordenadas, ademas C°(M, N) es Hausdorff y paracompacto porque es
metrizable con la métrica dada por d(u,v) = sup,¢ s d(u(p),v(p)) donde d la
distancia inducida por una métrica en N. Para la tercera hay que ver que toda
funcién continua la podemos aproximar por diferenciables.

La variedad de Banach que usamos nosotros en el capitulo 4 es W*? (M, N)
con M, N compactas como arriba y kp > dim M.

Notemos que si 7 : E — M es un fibrado vectorial entonces podemos definir
el espacio W*P(M, E) como aquellas secciones s : M — E tal que en coorde-
nadas locales estd en W*P. Tomando un cubrimiento finito U de M por trivia-
lizaciones podemos definir |[s[[*,., (M) como la suma de las normas Sobolev
en cada trivializacién. Esta definicién claramente depende de las trivializaciones
pero si tomamos dos cubrimientos distintos es sencillo ver (tomando el refina-
miento de U y V) que ||.||Z{/{V,€1,,(M’E) < C||.|vak,p(M’E). En particular notemos
que con esta definicién los teoremas de encaje de Sobolev y compacidad valen
inmediatamente en este contexto ya que valen localmente.

Esto nos define un functor W*? : VB(M) — B donde VB(M) es la cate-
goria de los fibrados vectoriales sobre M y B la de los espacios “Banacheables”,
estos son los espacios de Banach cocientados por la relacién de tener normas
equivalentes. Este functor cumple:

1. Existe una inclusién continua W*?(M, E) < C°(M, E).

2. Existe una inclusién continua W*?(Hom(E, F)) < L(W*P(M, E), W*?(M, F)).

3. Sea U un abierto de E que se proyecta a toda la variedad y % : i — F un
mapa suave preservando las fibras. Entonces para cada & € WkP(M,U)
tenemos que 1o & € WHP(M, F) y ademés el mapa & — 1o & es continuo.

Si se demuestra con cuidado la proposicién del ejemplo nos dariamos cuenta
que estas tres son las Uinicas propiedades que se usan, si tomamos la mismas
cartas que antes tenemos:

Proposicién 7.8. Sean M, N variedades compactas entonces WF?(M, N) con
kp > dim M es una variedad de Banach separable.

Una prueba detallada de todo lo dicho anteriormente en un contexto mas
general se puede encontrar en [EliG7].

Notemos que por defincién si X es una variedad de Banach C* y {(Us, ¢i, Ei) Yier
es un atlas compatible, entonces si denotamos ¢;; = ¢; o ¢i_1 a los mapas de
transicién y a V; = ¢;(U;):

X= <|_| V;—) [~ ¢ij(x),

i€l
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donde 2 significa difeomorfos. Esto nos sirve de motivacion para definir al
espacio tangente de X ya que simplemente basta construir los espacios tangentes
TV; y pegarlos. Definamos TV; = V x E;, si f : V; — V; es diferenciable
definamos T'f : TV; — TV, como Tf(z,v) = (f(z),df (z)v). Finalmente el
fibrado tangente de X es la variedad de Banach:

TX = <|_| TV;) J/(x,0) ~ Ty (x,v).
iel
Observacion. e Tenemos que m : TX — X la proyeccién canénica es C*,
vamos a denotar a las fibras como T, X = 7~ !(p). Por construccién TX
es un fibrado sobre X en el sentido usual, decimos que es un fibrado de
Banach ya que la fibra es un espacio de Banach.

e Todo mapa suave f: X — Y induce un mapa TF : TX — TY suave y se
restringe a las fibras como el mapa d, f : T, X — Ty, Y.

Esto nos da cierta nocién de geometria, de hecho nos permite definir la
nocién de transversalidad. Antes que nada:

Definicién 7.6. Sea X una variedad de Banach C*, un subconjunto A ¢ X
es una subvariedad de Banach si Vp € A existe una carta (U, ¢, E) donde U es
un entorno de p tal que (UN A) = ¢(U) N F, donde F C E es un subespacio
cerrado de E complementado.

Observacion. e Una subvariedad de Banach es una variedad de Banach en
si misma.

e La hipétesis de complementado es para hacer pruebas como la que hicimos
cuando probamos la forma local.

Definicién 7.7. Sea f: X — Y un mapa suave entre variedades de Banach y
N C Y una subvariedad, decimos que N es transversal a f si Vp € f~1(N) la
composicion:

dp f ™
T, X == Tsp)Y = Tip)Y/Trm) N,
tiene una inversa a derecha.

Observacion. e Sip e f1(N) como arriba, entonces el subespacio ker(r o
dpf) es complementado, ya que 7o d, f tiene inversa a derecha.

e Si la subvariedad es un punto, esto es justamente la definicién de valor
regular.

Con esta definicién tenemos lo esperable:

Proposicién 7.9. Sea f : X — Y diferenciable y N C Y wuna subvariedad
transversal a f, entonces f~1(N) es una subvariedad de X .

Demostracion. A menos de tomar cartas centradas en z € f~'(y) donde y € N,
suponemos que X,Y son espacios de Banach, Y = F®& G con F®0 =Ny
G el subespacio complementado a F'y f : U C X — F & G . Escribamos
f = (f1, f2) respecto a esta descomposicién. Por hipétesis dofs : X — G es
sobreyectivo y ker dg fo es complementado por la primera observacién de antes.
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Sea E su complemento, entonces 05 f2(0) : E — G es un isomorfismo (respecto
a la descomposiciéon X = kerdyf @ F). Por el teorema de la funcién implicita
tenemos que el conjunto f~*(N) = f5 *(0) es localmente de la forma x5 = g(z)
(el grafico de g), para cierta g : U’ C kerdogf — E. Luego si consideramos el
mapa:;

(%,y) = (x7y - g(l‘))

Por el teorema de la funcién inversa lleva localmente el grafico de g a
kerdpf & 0.
O

7.2.2 Operadores de Fredholm

Definicién 7.8. Sean E, F espacios de Banach y D € L(FE, F). Consideremos
las propiedades:

1. kerD tiene dimension finita.
2. ImD es cerrado.

3. cokerD := F/ImD tiene dimensién finita.

Si D cumple con 1y 2 0 2y 3, vamos a decir que D es L-Fredholm o R-
Fredholm respectivamente (o semi-Fredholm en ambos casos). Si D cumple las
tres propiedades decimos que es un mapa Fredholm.

Observacion. Si D cumple con 1 y 3 entonces automaticamente cumple con 2.

Demostracion. Recordar que por Hahn-Banach todos los subespacios finito di-
mensionales son complementados, por lo tanto podemos tomar A el subespacio
complementario a ker D. Por otro lado consideremos un subespacio B C F gene-
rado por los representantes de una base de F//ImD, claramente F' = ImD @ B.
Definamos el mapa:

T:A®B— F
T(x,y) = D]a(z) +y.

Este operador es claramente biyectivo, y como es continuo tiene una inversa
continua por el teorema de Banach. Ahora observar que T(A ® 0) = ImD es
cerrado ya que A ® 0 lo es. . O

A los mapas Fredholm entre E y F' los vamos a denotar como F(E,F).
El siguiente teorema nos da un criterio sencillo para chequear que un mapa es
Fredholm (vease por ejemplo en la prueba de Riemann-Roch [2.7)).

Teorema 7.10. Sea D € L(E,F) y K € K(E,G) el conjunto de operadores
compactos. Supongamos que tenemos una desigualdad del tipo:

llz||e < C([|Dx||r + ||[K2||c).
Entonces D es L-Fredholm.
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Demostracion. Comencemos con ver que ker D es finito dimensional, la idea es
observar que su bola unidad es compacta. Sea {z,, }nen C Bg(0,1)Nker D, como
K es un operador compacto, existe una subsucesiéon {z,, } tal que Kx,, —
y € G. Usando la desigualdad y que la subsucesion esta en ker D obtenemos:

||‘rnk - xnk/HE < CHK(Enk - Kl’nk,Hg.

Por lo tanto la subsucesién {z,, }ren es de Cauchy. Por completitud de FE
concluimos que esta converge a algin « € Bg(0;1) Nker D (recordar que ker D
es cerrado). Por lo tanto la bola unitaria de ker D es compacta, esto solamente
puede pasar si ker D es de dimensién finita.

Ahora veamos que ImD es cerrada. ker D es de dimensién finita por lo
tanto es complementado, esto nos permite asumir que D es inyectivo a menos
de considerar la restriccién de D a un subespacio complementario a ker D. Sea
Dz, —, y € F, tenemos dos casos posibles:

1. {&n}nen estd acotada, en cuyo caso usando la compacidad de K tiene
una subsucesién {x,, }ren tal que Kz, — z € G. Pero entonces como
{Dxn, tren ¥ {Kxn, }ren convergen, la desigualdad nos dice que la suce-
sién {x,, }ren es de Cauchy y por completitud converge a cierto z € E.
Por continuidad obtenemos que Dz =y € ImD.

2. {zn}nen no esta acotada, tomemos y, = x,/||z,||g. Esta sucesién si
estd acotada, por lo tanto podemos tomar una subsucesién {y,, }ren tal
que {Kyn, }ren converge. Pero entonces Dy, — 0y {Kyn, }ren es de
Cauchy, nuevamente la desigualdad nos dice que {yn, }ren es de Cauchy
y converge a un punto de la esfera unidad y € 9Bg(0; 1). Por continuidad
Dy = 0, pero esto es absurdo ya que D supusimos que era inyectivo.

O
Este teorema nos permite una prueba elegante de:
Corolario 7.10.1. Sea D : E — F un mapa L-Fredholm, entonces:
1. Si K € K(E,F) entonces D + K es L-Fredholm.

2. Existe C > 0 tal que si P € L(E, F) es tal que ||P|| < 1/C entonces D+ P
es L-Fredholm.

Demostracion. Tomemos Ky : ker D — R™ un isomorfismo cualquiera, notar
que es un mapa compacto. Luego si A C F es un subespacio complementario a
ker D, definamos el mapa:

T:kerD® A — imDOR"

T(z,y) = Dla(z) + Ko(y).

Por construccion este mapa es un isomorfismo, y por el teorema de Banach
tiene una inversa continua. Esta inversa nos da la cota:

lzlle < C(||Dz[[e + [ Koxl]) -
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Con esta observacion el corolario es casi automadtico, probemos solo 2. ya
que 1. es incluso més sencillo. Por la cuenta de arriba tenemos que:

lzll < C(I(D + P)zl||e + ||Px||& + [ Koxl]).

Por lo tanto usando ||Pz||g < ||P|| ||z||r y despejando tenemos:

lzl|l(1 = Cl[PI]) < C(I(D + P)z||e + [[Kozl]),

en particular si ||P]| < 1/C, usando el Teorema tenemos lo deseado.
O

Podemos reformular la segunda condicién diciendo que los mapas L-Fredholm
son abiertos en L£(F,F) (con la norma del operador). Supongamos ahora que
tenemos un mapa R-Fredholm, recordar que Coker(D) = ker D* y ker D 2
CokerD* donde D* es el adjunto. En particular D es R-Fredholm si y solamen-
te si D* es L-Fredholm, por lo tanto si dualizamos recuperamos los resultados
anteriores para mapas R-Fredholm. En particular concluimos:

Corolario 7.10.2. El conjunto F(E,F) C L(E,F) es abierto con la topologia
inducida por la norma de operadores.

Los mapas de Fredholm tienen naturalmente un entero asociado llamado el
indice:

Ind(D) := dimker D — dim CokerD,

este numero cumple un rol fundamental en la teoria. Algunas propiedades
bésicas del indice son:

Proposicién 7.11. 1. Sean T € F(E,F) y S € F(F,G) entonces SoT €
F(E,GQ) yInd(SoT)=Ind(S)+ Ind(T).

2. Sea T € F(E,F) entonces T* € F(F*,G*) y IndT* = —IndT.

Omitiremos las pruebas ya que esencialmente es algebra lineal. La propiedad
que es verdaderamente fundamental es la siguiente:

Proposicién 7.12. Ind: F(E,F) — Z es continuo

Demostracion. Tomemos T € F(E, F'), como ya vimos ker T' e Im T son subes-
pacios complementados, tomemos A y B subespacios complementarios a cada
uno respectivamente. Denotemos por i : A - A@ kerT y P : Im(T) & B —
Im(T) a la inclusién y a la proyeccién respectivamente. Notar que ¢ y P son
operadores de Fredholm donde Ind(i) = —dimkerT e Ind(P) = dimB =
dim Coker(T). Ademas el operador PoT oi : A — im(T) es invertible, sin
embargo los operadores invertibles son un abierto en la norma del operador. To-
mando 77 € F(E, F) en un abierto suficientemente pequeno, P o7’ o también
es invertible, en particular es Fredholm con indice 0, pero entonces usando la
proposicién anterior:

Ind(P) + Ind(T") + Ind(i) = 0.

Despejando obtenemos que Ind(T") = —Ind(P) — Ind(i) = Ind(T) como
querfamos.
O

87



Observacion. Notar que entonces F(E, F') es disconexo. Sin embargo si comen-
zamos con un I’ € F(E,F) y K € K(E,F) entonces T + K estd en la misma
componente conexa que T. Esto es porque el camino {T + SK}SG[OJ] estd en
F(E,F). En particular el {ndice es invariante por perturbaciones compactas, es
decir Ind(T) = Ind(T + K).

7.2.3 El teorema de Sard-Smale

Un mapa C* entre variedades de Banach f : X — Y es Fredholm si Vp € X
tenemos que dp, f : T, X — Ty;,)Y es un operador de Fredholm. Notar que por
la continuidad del indice, si X es conexa podemos definir Ind(f) = Ind(dyf) en
cualquier punto y esto queda bien definido. Una de las propiedades bonitas de
estos mapas es que podemos generalizar el teorema de Sard, la exposicion sigue
el articulo original de Smale [Sma73]:

Teorema 7.13 (Sard-Smale). Sea f : X — Y un mapa de Fredholm C* con
k> {Ind(f),0}, denotemos R(f) al conjunto de valores regulares. Entonces si
X tiene base numerable R(f) es un residual.

La prueba se basa en las buenas propiedades topoldgicas de los mapas de
Fredholm. Recordemos que si X e Y son espacios topolégicos, una funcién f :
X — Y continua se dice que es propia si f~*(K) es compacto para todo K C Y
compacto.

Proposiciéon 7.14. Todo mapa f: X — Y de Fredholm es localmente propio.
Esto significa que Vp € X existe un entorno V tal que f|y es un mapa propio.

Demostracion. Como la proposicién es local, basta tomar la forma local de un
mapa en una variedad de Banach, denotando Ind(f) = k obtenemos que basta
probar para: f: U; @ Us C E®R" = E® R ¥ donde f(x,y) = (z,g(z,y))
Para ver que es propio, basta ver que para toda sucesion {(x,, yn)tnen tal
que f(zn,yn) converge a cierto (x, z), tiene una subsucesiéon convergente. Pero
por la forma de f tenemos que z,, —, x automaticamente, y a menos de achicar
Us la sucesién {y, }nen esta en un acotado de un espacio de dimensién finita
por lo tanto tiene subsucesion convergente.
O

Decimos que un espacio topolégico Y es compactamente generado si se cum-
ple que A C Y es cerrado si y solo si AN K es cerrado para todo compacto
K C Y. El siguiente lema topolégico nos da una caracterizacién de ser propio:

Lema 7.15. 1. Sea f : X — Y continua, cerrada tal que f~1(y) compacto
Yy € Y entonces es propia.

2. El reciproco es verdad si Y es compactamente generado.

Demostracion. 1. Sea K C Y un compacto. Tomemos {Uy}rca un cubri-
miento por abiertos de f~!(K). Dado y € K, como f~!(y) es compacto,
existen una cantidad finita de entornos de los anteriores U7, ..., U,?{y que
lo cubren. Sea U, = Uy U...UUY vy Cy = (Uy,)° un cerrado, notar que
por hipétesis f(Cy) es un cerrado y no contiene a y, tomando la com-
ponente conexa de f(C,)° que contiene a y obtenemos un abierto V.
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Tenemos entones que {Vy},cx es un cubrimiento de K, por lo tanto tie-
ne un subcubrimiento finito, digamos Vj,,,...,Vy,. Es claro entonces que
{UF :j=1,...,k,k=1,...,n;} es un subcubrimiento finito de f~!(K).

2. Sea C' C X un cerrado, queremos ver que f(C') es un cerrado. Usando la
definicién de compactamente generado basta ver que f(C)N K es cerrado
para todo compacto K C Y, pero notar que f~1(f(C)NK) =CnNf~YK)
que es un compacto, luego la imagen de un compacto por una continua es
compacta.

O

Observacion. La condicion de ser compactamente generado no es tan rara, por
ejemplo todo espacio Y con base local numerable lo es. Esto es por lo siguiente:
supongamos que A N K es cerrado para todo compacto K pero A no lo es,
entonces existe y € A — A. Como el espacio tiene base local numerable, existe
{yr}ren con yr — y, consideremos entonces K = {y} U {yi }ren, este es un
compacto pero AN K no es cerrado lo que contradice la hipdtesis.

Demostracion: Sard-Smale. Tomando un entorno N suficientemente pequeno de
p € X para que funcione la forma local y donde sea propia f|y, a menos de tomar
cartas suponemos X,Y espacios de Banach donde X = E@R™, Y = E@RF™
yf=(d,g): UV C E®R® - E@®RF " propia donde k = Ind f. Respecto
a estas descomposiciones tenemos:

Id 0
gy f = '
@y f <alg(gc, y) Oog(x, ?J))

Entonces (z,2) € Y es un valor regular de f siy solo si dag(z,y) es sobreyec-
tivo, pero eso pasa si y solo si z es un valor regular de la funcién: y — g(z,y).
Por el Teorema de Sard clésico, tenemos que los valores regulares son densos en
{x} x R¥=™. Como son densos en cada fibra, concluimos que los valores regulares
son densos en E @ RF™,

Ahora notar que el conjunto Z = {(z,y) € UV : d(, ) f no es sobreyectivo}
es cerrado (el complemento es un abierto por continuidad del diferencial), por
lo tanto f(Z) es un cerrado por la caracterizacién de los mapas propios, y por
lo tanto el conjunto R(f|x) es un abierto denso.

Para rematar el teorema construyamos una base numerable de abiertos como
arriba {Up, }nen. Entonces tenemos que R(f) = [, en R(f|v,) es una intersec-
cién numerable de abiertos densos.

O

7.3 Breve introduccién a las clases de Chern

Voy a asumir que el lector esta familiarizado con la teoria de cohomologia y
la dualidad de Poincaré, al menos a un nivel intuitivo (vease [Hat02] para un
tratamiento excelente del tema). No voy a hacer todas las pruebas sino simple-
mente una guia de las ideas involucradas, un tratamiento al detalle del tema
puede encontrarse en [JWMT74].

Tomemos M una variedad diferenciable compacta y orientable, tenemos la
clase fundamental [M] que es un generador de H, (M,0M,Z) y el isomorfismo
de Poincaré:
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Dy - H¥(M,0M,Z) — H, (M, Z)
Dya=an[M]

Esto nos permite definir el nimero de interseccién entre dos clases de homo-
logia o € H;(M,Z)y 8 € Hy,—;(M,Z) como:

a#f = (Dy/ aU Dy B, [M])

En el caso en que a y [ estén representadas por variedades diferenciales
N? y L™ que se intersectan transversalmente, este nimero coincide con la
cantidad de intersecciones contadas con signo dependiendo de la orientacién en
la interseccion.

Esto puede ser usado para calcular puntos fijos de mapas f : M — M. Si
denotamos a A C M x M a la diagonal, los puntos fijos de f pueden ser vistos
M x M como la interseccién entre A y I'y € M x M el grafico de la funcién.
Sea A : M — M x M la inclusién en la diagonal y ¢y : M — M x M el mapa
tr(p) = (p, f(p)), las clases de homologia correspondientes a la diagonal y al
grafico son A, [M]:=[A]ly (¢f)«[M] = [T'f]. Un resultado clésico en estas lineas
es:

Teorema 7.16 (Lefschetz). Sea f: M — M continuo entonces:

n
[CA#A] =D (—D)'Tr(fi: Hi(X,Q) — Hi(X,Q))
i=0
En particular si f es un difeomorfismo y los puntos fijos son no degenerados,
esto coincide con la suma de los puntos fijos contados con signo dependiendo si
estos preservan o revierten orientacion.

Un corolario inmediato de este teorema es:

Teorema 7.17 (Poincaré-Hopf). Sea X € T'(TM) un campo cuyas singularida-
des son no degeneradas (es decir que X : M — TM es transversal a la seccién
nula) entonces:

X(M)= > ind,X
p: X(p)=0

Donde ind, X depende de si la interseccion con la seccidn nula preserva o
revierte orientacion.

Demostracion. Las singularidades de X las podemos ver como fijos de ¢ su flujo
asociado. Usando Lefschetz con ¢; y notando que este mapa es homotdpico a la

identidad (por definicién) tenemos lo deseado.
O

Esto es bastante profundo porque nos dice que si tenemos una seccién del
fibrado (genérica) entonces el nimero de la derecha de la férmula anterior no
depende de que seccién elegi. Es decir parece hablarnos de la topologia del
fibrado, en lo que resta de esta discusion vamos a estudiar esto.

90



Supongamos que tenemos 7 : ¥ — M un fibrado vectorial orientable de di-
mension k sobre M. Pongamosle a E' una métrica Riemanniana y consideremos:

B(E) = {(p,v) e TM : [jo|| < 1}

Intuitivamente esto contiene toda la informacién de E ya que las fibras re-
traen por deformacién en una bola. Movamos un poco las manos y vamos a
convencernos de que es sencillo entender la estructura de B(E).

Supongamos que M tiene una descomposicién simplicial y que a menos de
hacer subdivisién baricéntrica cada simplice esta dentro de un entorno donde F
se trivializa. Esto nos lleva a pensar que le podemos dar una estructura simplicial
a D(E) como el producto ¢! x ¢f donde e' es un [—simplice de M y e* es
simplemente un disco, en particular si esto es verdad D(F) es homoldgicamente
trivial debajo de la dimensién k y ademds la homologia de grado I de M seria
isomorfa a la de grado [ + k en E. Esto es lo que hay detras del teorema:

Teorema 7.18 (Isomorfismo de Thom). Sea 7 : E — M un fibrado vectorial
orientable de dimension k. Entonces existe una tinica clase Uy € H*(D(E), S(E))
llamada la clase de Thom tal que:

1. Ug restricto a una fibra es un generador de H*(D(E),, S(E),)

1%

Z.

2. El mapa:

¢p: H(M,Z) - H*"(D(E),S(E))
op(a) =m"aUUg

Es un isomorfismo

Bosquejo. Una prueba estandar sigue las siguientes lineas. Tenemos los héces
H(B(E)|y,S(E)|u,Z) que son localmente Z (es decir localmente constantes),
de hecho se puede probar que son constantes por la hipétesis de orientabilidad
del fibrado. Luego el isomorfismo en una trivializacién sigue de la férmula de
Kunneth y hay que pegar estos resultados usando un argumento de cubrimientos
y Mayer-Vietoris.

O

Del andlisis celda por celda que hicimos anteriormente, podemos llegar a
sospechar que el dual de Poincaré de la clase de Thom es la seccién nula. Su-
pongamos que M es cerrada, entonces tenemos los siguientes isomorfismos:

™ ()UUE Dp(E)
MRS

Z= HO(M,2) HY(B(E), S(E)) 222 H,(B(E)) ™ Ho(M) =17,
Por lo tanto Dp (g lleva un generador de H*(B(E), S(E)), es decir Ug en
un generador de H,(B(FE)), que es justamente ¢, [M] siendo ¢ : M — TM la
inclusion en la seccién nula. Acd solo logramos probar que Dp(g)Ur = £1.[M],
sin embargo con un poco mas de trabajo podemos ver que el signo correcto es

el mas.
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Juntando esta discusién con lo anterior tenemos que si s € I'(B(E)) entonces
el nimero de interseccién si[M]#t.[M] = x(E) donde definimos x(E) como
aquel tal que:

UgUUg = X(E)QbE([M])

En el caso E = T'M este numero coincide con la caracteristica de Euler.
Motivados por esto:

Definicién 7.9. Sea 7 : E — M un fibrado vectorial de dimensién n orientable
sobre una variedad compacta y orientable. Definimos la clase de Fuler de E
€omo:

e(E) = ¢ (UsUUE) € H(X,Z)
Se puede probar que:

Proposicion 7.19. La clase de Euler satisface:

1. Es functorial respecto a pullbacks, esto significa que si E — N es un fibra-

do vectorial orientable y f : M — N es un mapa (continuo es suficiente)
entonces e(f*E) = f*e(E).

2. Si E es un fibrado trivial entonces e(E) = 0.

3. Si B y F son dos fibrados vectoriales orientables de dimension m yn res-
pectivamente sobre M, entonces e(E® F) = e(E)Ue(F) € H" ™ (M,Z).
A esto se le llama la formula de la suma de Whitney.

De hecho estas tres propiedades sumadas a que si M es una variedad dife-
renciable compacta y orientable entonces e(T'M) = x(M)[M], nos caracterizan
Unicamente a la clase de Euler.

Supongamos ahora que estamos en el contexto £ — M un fibrado vectorial
complejo donde M es como antes. Supongamos en un principio que dim¢ F =1
(un fibrado por lineas) entonces definamos la primera clase de Chern como:

c1(E) := e(Eg) € H*(M,Z)

Donde denotamos a Ep al fibrado visto como fibrado real.

Supongamos ahora que tenemos un fibrado complejo de dimensiéon n sobre
M, si proyectivizamos todas las fibras de E obtenemos otro fibrado 7 : P(F) —
M. Siempre que tenemos un espacio proyectivo, viene con un fibrado por lineas
candnico 7 : Ay — P(E) cuyas fibras son:

7 ], = {([v]p, w) : w € span{v} C E,}.

donde [v], € P(E). Si equipamos a E con una métrica hermitiana, entonces
el fibrado 7*E — P(FE) hereda la anterior. Observar que el fibrado Ag esta
incluido en 7*F, por lo tanto tenemos definido el fibrado ortogonal a Ag segun
la métrica Hermitiana. Concluimos que F = Ag @& F donde F es un fibrado
complejo de dimensiéon n — 1.

Con una induccién probariamos entonces que existe N una variedad diferen-
ciable y f: N — M un mapa diferenciable tal que f*E = L1 & ...$ L, suma
directa de fibrados por rectas. Definamos:
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c1(E) = ch(m

Observacion. 1. De hecho el teorema de Leray-Hirsch nos dice que si el mapa
f es construido mediante el proceso descripto anteriormente, entonces f* :
H*(M,Z) — H*(N,Z) es inyectivo. Esto se usa para ver que la clase de
Chern es tnica.

2. El rol fundamental de ¢; es que es un morfismo del espacio de fibrados
por rectas sobre un espacio topoldgico X (Hausdorff, paracompacto con
base numerable) a menos de isomorfismo en H?(X,Z). El producto en los
fibrados es el producto tensorial.

7.4 El dual de Hodge

Sea M™ una variedad compacta y orientable con una métrica u, esta induce
en el fibrado A" T*M una métrica declarando que si ej,...,e, es una base
ortonormal de T, M entonces (e;,)* A ... A (e;,)* es una base ortonormal de

/\5 T*M con 1 < i3 < ... < i < n. Denotemos esta métrica como (-,-), el
grado del fibrado exterior al que pertenece estard claro en el contexto.
Notar que entonces tenemos dos isomorfismos naturales. El primero es:

k n—k n
A \NT*M — Hom( )\ T*M, \ T*M)
A(a)(B) =B Aa,

que viene dado por el producto cuna. Pero /\Z T*M = R ya que este espacio
tiene dimensién 1, elegimos el isomorfismo identificando 1 < (e1)*A...A(e,)* =
dv,, el producto del dual de una base ortonormal. Por otro lado la métrica nos
dé el isomorfismo bemol:

k k
b: NT*M — (\NT*M)*
b(a)(B) = (. B)
Definamos entonces

k n—k
xi=A"lob: NT*M —» N\ T*M

Notar que al variar z, %, es tan regular como la métrica p. La construccién
de * nos da que como Aox* = b, si a € Q¥(M) y B € QF(M):

(a, B)dv, = a A xf

o k
Ahora notemos que como tenemos una métrica en A" T* M, tenemos la nor-
2
ma L*:

(o, B) 2 = /M<0z, BYdv,,.

Que por lo anterior es fM a A 5.
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Observacion. * : QF(M) — Q" F(M) es una isometria con la métrica que le
pusimos ya que manda bases ortonormales en bases ortonormales.

Lema 7.20. %2 = (_1)k(n—k)

Demostracion. Por la observacion de que * es una isometria tenemos que:

aA*f = (a, B)dv, = (xa, *F)dv,
=*xBAx*xa= (—l)k(”_k) *ka A\ 3

Acd usé la simetria de el producto interno. Como esto pasa para cualquier

[ terminamos.
O

La * se usa usualmente para calcular adjunto a operadores con la norma L2
de arriba. A modo de ejemplo calculemos el adjunto del operador d : QF~1 (M) —
QF(M):

(da, B) 2 :/da/\*ﬂ

Pero como d{a A*8) = da A*B+ (—1)¥"ta Ad o[ entonces por el Teorema
de Stokes tenemos que:

/da/\*ﬂ:(—l)degk/a/\do*ﬂ

Entonces si ponemos d* : QF(M) — QF~1(M) definido como d* = (—1)k(n—k+1)4
od o x es facil ver por la cuenta anterior que

<da, B>L2 = <Cl/,, d*6>L2 .

7.5 Algunas cuentas en variedades casi complejas

Sea (M, J) una variedad casi compleja, tomemos (-, -) una métrica Riemanniana
para la cual J es una isometria y consideremos V la conexién de Levi-Civita
para (-,-). En estas condiciones definamos w(X,Y) = (JX,Y), es claro que
w € Q%(M) (a priori no sabemos que w sea una forma simpléctica porque nos
falta la condicién dw = 0).

Nuestro objetivo serd encontrar expresiones para los tensores dw y Ny (el
tensor de Nijenhuis presentado en en términos de (-,-) y V.

Observacion. Sabemos que J? = —Id y que w es alternada, es decir (JX,Y) +
(X,JY) = 0. Derivando ambas condiciones obtenemos:

JoVJ=-VJolJ, (VHX,Y)+ (X, (VJ)Y) =0. (9)
Estas identidades las usaremos todo el tiempo.

Comencemos con calcular dw:

dw(X,Y,Z) = X(w(Y, 2)) = Y (w(X, Z)) + Z(w(X,Y))
+w([Y, 2], X) - w([X, Z],Y) + w([X,Y], Z). (10)
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Tomando X,Y,Z campos tal que VxY(p) = VxZ(p) = ... = 0 entonces
como dw es un tensor concluimos que:

do(X,Y, Z) = (Vx )Y, Z) + (V3 )2, X) + (V2 )X, Y). (1)
Ahora estudiemos el tensor de Nijenhuis. Por definicién:

N (X,Y) = [X,Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX, JY].

Usando la simetria de la métrica obtenemos que:

Ny(X,Y)=VxY — VyX + J(VyxY — Vy(JX))
+J(Vx(JY) = Vv X) = (Vux(JY) = Vyy (JX)).

Simplificando esta expresion concluimos:
Ny (X,Y)=(J(VxJ) =V xJ)Y = (J(VyJ) = Vv J)X. (12)
De las ecuaciones [I1] y [T2] podemos deducir:

Proposicién 7.21. En las condiciones anteriores, si J es paralela para V (es
decir VJ = 0) entonces dw = 0 y Ny = 0. En otras palabras (M, J,w) es Kihler

(vease los ejemplos de .

Veremos ahora que el reciproco tambien es verdad, por lo tanto .J es paralela
para V si y solo si (M, J,w) es Kéhler.

Supongamos ahora que dw = 0, entonces por la ecuacién [[1] podemos hacer
ciertas permutaciones ciclicas que nos son ttiles por ejemplo para calcular:

(NJ(X,Y),Z) = (J(Vx )Y, Z) = (VxT)Y, Z)
—(J(Vy )X, Z) + (Vv D)X, Z). (13)

Usando las permutaciones ciclicas en el segundo y cuarto término obtenemos:

(NJ(X)Y),Z2) =(J(Vx )Y, Z) = (J(Vy )X, Z) + (Vv ]) Z, ] X)
F (V2 D)IX,Y) — (VxJ)Z,JY) — (V2 )JY, X).  (14)

Simplificando y usando reiteradamente las ecuaciones [J] tenemos que:
(Ns(X,Y), Z) = 2(J (V2 )X, Y). (15)
Gracias a esta ecuacién concluimos:

Teorema 7.22. En las condiciones anteriores, J es paralela para V si y sola-
mente si (M, J,w) es Kdhler.

La igualdad anterior nos da una ultima identidad interesante, como N;
es antilineal complejo en ambas coordenadas (N;(JX,Y) = Ny (X,JY) =
—JN;(X,Y)), entonces:
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2J(Vyz)X,Y) = (N;(X,Y),JZ) = —(J o Ny(X,Y), Z)
= (NJ(X,JY),Z) =2(J oV X,JY)

Y usando J* = J~! nuevamente obtenemos:

(J(Vyz)X,Y) = (VzX.,Y) (16)
Y como esto es verdad para todos X,Y podemos concluir que J oV zJ =
VzJ. En particular por
N;y(X,)Y)=2(J(Vy )X — J(VxJ)Y) (17)
Resumiendo estas cuentas:
Teorema 7.23. Supongamos que (M,w) es una variedad simpléctica y J €
J(M,w). Tomemos (-,-); = w(J-,-) y V la conexion de Levi-Ciwita. En estas

condiciones tenemos que J(VyxY) = VxY y el tensor de Nijenhuis se puede
calcular con la ecuacion [17

96



Referencias

[AL94]

[Arn&6]

[DK90]

[E1i67]

[Gro85]

[GT98]

[Ham82]

[Hat02]
[Hor9(]

[HZ94]

[TWMT74]

[MS04]

[Nel69]

[Sma73]

[SS11]

[Tau96]

[Voi02]

[Weh04]

M. Audin and J. Lafontaine. Holomorphic curves in symplectic geo-
metry. Springer Basel AG, 1994.

V. I. Arnold. First steps in symplectic topology. Russian Math Sur-
veys, 1:1-21, 1986.

S. K. Donaldson and P. B. Kronheimer. The Geometry of Four Ma-
nifolds. Clarendon Press, Oxford, 1990.

H. I. Eliasson. Geometry of manifolds of maps. J. Differential Geo-
metry, 1:169-194, 1967.

M. Gromov. Pseudo holomorphic curves in symplectic manifolds.
Invent. Math., 82:307-347, 1985.

D. Gilbarg and N. S. Trudinger. Elliptic Partial Differential Equations
of Second Order. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1998.

R. S. Hamilton. The inverse function theorem of nash and moser.
Bulletin of the American Mathematical Society, 7:65-222, 1982.

A. Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2002.

L. Hormander. An introduction to complex Analysis in several varia-
bles. North Holland Mathematical library, 1990.

H. Hofer and E. Zehnder. Symplectic invariants and Hamiltonian
Dynamics. Birkhauser Verlag, 1994.

J. D. Stasheff J. W. Milnor. Characteristic classes. Princeton Uni-
versity Press, 1974.

D. McDuff and D. Salamon. J-holomorphic Curves and Symplectic
Topology. American Mathematical Society colloquium publications,
2004.

E. Nelson. Topics in Dynamics I: Flows. Princeton University Press,
1969.

S. Smale. An infinite dimensional version of sard’s theorem. Am.
Journal Math., 87:213-221, 1973.

E. Stein and R. Shakarchi. Princeton Lectures in Analysis 1V, Fun-
ctional Analysis. Princeton University Press, 2011.

C. H. Taubes. Counting pseudo-holomorphic submanifolds in dimen-
sion 4. J. Differential Geometry., 44:818-893, 1996.

C. Voisin. Hodge Theory and Complex Algebraic Geometry, volume 1.
Cambridge University Press, 2002.

K.  Wehreim. Energy quantization and mean va-
lue inequalities for mnonlinear boundary value problems.

hitps://arziv.org/abs/math/0405484v1., 2004.

97



	Introducción
	Las estructuras subyacentes.
	Un poco de álgebra lineal
	Estructuras complejas
	Estructura simpléctica
	Revisitando las ecuaciónes de Cauchy-Riemann
	Breve introducción a las variedades complejas
	Fibrados holomorfos
	Operadores de Cauchy-Riemann
	Breve introducción a las variedades mínimas

	Nociones básicas sobre Curvas Pseudoholomorfas
	Regularidad
	Algunas propiedades locales
	Continuación única
	Puntos críticos
	Intersecciones de curvas
	Reparametrizaciones de Curvas

	La identidad de energía

	Espacios de Moduli
	La linealización de J
	La transversalidad
	Dependencia respecto a J

	Compacidad
	Aplicaciones
	El teorema de "Non-squeezing"
	Capacidades simplécticas y rigidez

	Apéndices
	Espacios de Sobolev
	Análisis no lineal
	Variedades de Banach
	Operadores de Fredholm
	El teorema de Sard-Smale

	Breve introducción a las clases de Chern
	El dual de Hodge
	Algunas cuentas en variedades casi complejas


