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Resumen

En esta monografia se dara una introduccion al formalismo Hamiltoniano, con el fin de
probar dos resultados claves para el estudio de pertrubacioens de sistemas Hamiltonianos
Integrables: el Teorema de Arnol’d Liouville y las coordenadas Angulo—Accién.

Luego, en contraposicion con la regularidad de los sistemas integrables, probaremos
la existencia de caos en la pertrubacién de una configuracion integrable del problema de
tres cuerpos. Construiremos un mapa de retorno para el flujo Hamiltoniano semiconju-
gado al shift de infinitos simbolos, de lo que deduciremos que el sistema pertrubado no
serd analiticamente integrable.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecanica Hamiltoniana es una reformulacion moderna de la mecéanica clasica. Es-
ta ultima describe un sistema gobernado por la segunda ley de Newton en términos de
Fuerzas y la mecanica Hamiltoniana describe un sistema gobernado por una ecuacién Ha-
miltoniana en términos de funciones de energia. En lugar de definir las configuraciones del
sistema en un espacio de posiciones y velocidades, la mecdnica Hamiltoniana se define para
coordenadas generalizadas: variables de posicién ¢ y variables de momento generalizado p.

Un sistema Hamiltoniano es simplemente un formalismo matemético que intenta ex-
plicar la dindmica de sistemas conservativos. La energia o cantidad conservada que define
al sistema se llama Hamiltoniano, que generalmente denotaremos con H y es una funcién
a R en el espacio de fase del sistema. Si (¢, p) son coordenadas generalizadas, donde tanto
q como p son vectores de dimensién n, la ecuacién Hamiltoniana se expresa como

Gi(4:p) = 55 (4, p)
pi(a,p) = — G4 (a,)

Son varias las ventajas de expresar un sistema en estos términos. Una de ellas es que, a
pesar de que en ocasiones no se logra expresar analiticamente una solucién, el formalismo
Hamiltoniano logra captar significados fisicos de la misma. Como veremos en los préximos
capitulos, dadas las condiciones podremos considerar coordenadas que nos indiquen niveles
de energia de una solucién y posiciones relativas en estos conjuntos de nivel (que resultaran
subvariedades).

Para intentar definir intrinsecamente en una 2n-variedad las ecuaciones Hamiltonianas,
es que se desarrolla el formalismo de la geometria simpléctica: una estructura que surge
de forma natural en espacios de posiciones y momentos. Este formalismo es una virtud de
los sistemas Hamiltonianos, ya que permite gran variabilidad en el cambio de coordenadas
preservando la escritura de las funciones de energia y las ecuaciones. Mas atn, esta estruc-
tura permite definir una forma de volumen y permite identificar algebraicamente nuevas
cantidades conservadas. Un resultado notable es el Teorema de Darboux, que asegura que
localmente un sistema Hamiltoniano en una variedad simpléctica admite coordenadas para
las cuales su estructura simpléctica es equivalente a una canénica en R?™.

De la idea de expresar leyes naturales que rigen sistemas en términos de energia,
es que se origina el concepto de Integrabilidad. Basicamente un sistema Hamiltoniano
integrable serd aquel que admita varias funciones de energia que se conserven a lo largo
del flujo Hamiltoniano. Si estas funciones son suficientes e independientes, las soluciones del
sistema se podran escribir en términos de integrales, y podremos dar informacién precisa
sobre la geometria de las dérbitas. Veremos que los sistemas integrables, si existe cierta
regularidad, admitirdan en el espacio de fase una foliacién por toros T” donde cada uno de
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ellos estarda en correspondencia con un nivel de energia. Ademéas admitiran coordenadas
para las cuales el flujo Hamiltoniano sera lineal a lo largo de cada hoja térica. De hecho,
histéricamente para determinar si un sistema es o no integrable, se buscaban dos caminos:
buscar buenas coordenadas en las que la ecuacién diferencial adoptara una forma sencilla,
o buscar muchas cantidades conservadas. El Teorema de Arnol’d-Liouville es central en el
estudio de sistemas integrales, pues afirma que tener buenas coordenadas es equivalente
a tener suficientes cantidades conservadas. Un ejemplo histérico de integrabilidad es el
problema de dos cuerpos que fue formulado por Kepler y formalizado por Newton. Es uno
de los primeros ejemplos a estudiar en mecdnica clésica celeste: describir la dinamica de
un sistema formado por un sol y un planeta. Abordaremos el estudio de este problema
desde una perspectiva clasica y analitica, y més adelante veremos una interpretacion en
términos del formalismo Hamiltoniano y corroboraremos que entra en la categoria de
sistema integrable.

Como dijimos, el Teorema de Arnol’d-Liouville y las coordenadas simplécticas dngulo-
accion son fundamentales pues permiten pensar a los sistemas integrables en coordenadas
candnicas con una dindmica lineal y sencilla, y son la base para estudiar pequeiias pertur-
baciones del sistema. La teorfa KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) parte de aqui y logra
probar que bajo pequefias perturbaciones del sistema ciertos toros T" permaneceran inva-
riantes.

En mecanica celeste, el siguiente paso al problema de Kepler es el problema de tres
cuerpos. El estudio sobre éste ha contribuido a generar nuevos puntos de vista y métodos
para el estudio de la estabilidad en sistemas clasicos. Histéricamente el problema de tres
cuerpos, y n cuerpos en general, ha cautivado a matematicos y aficionados. Entre ellos
el Rey Oscar II de Suecia, quien en conmemoraciéon de su aniversario en el afio 1889
organiz6 un concurso matemético, donde uno de los problemas propuestos era hallar una
solucion para el problema de n cuerpos. Quien consiguié el premio por este problema
fue Henri Poincaré, que si bien ya tenia estudios previos en un problema de tres cuerpos
restrictos, dio un gran paso y apuntoé a estudiar no la estructura analitica de las soluciones,
sino su traza, geometria y topologia. Aunque no resolvid el problema, que consistiia en
poder “escribir” las soluciones, abrié nuevos caminos para justamente probar que esto no
es posible. Aqui se comienzan a gestar los origenes del concepto de integrabilidad y caos.
Estudiando el problema de los tres cuerpos se encontré con un fenémeno que denominamos
intersecciones homoclinicas y senté las bases para la formalizacién del estudio de dinamicas
cadticas. Muchos afnos luego, a mediados de siglo XX, ya con cierta maduracién de dichos
conceptos se formalizan definiciones sobre Caos. S.Smale en un articulo llamado Finding
horseshoes on the beaches of Rio (J[Sma98]) construye un ejemplo extremadamente sencillo
que llamé “Herradura”, en el cual se generan intersecciones homoclinicas y se volveria
el ejemplo de dindmica cadtica discreta por antonomasia. En el capitulo 6 abordaremos
un posible tipo de configuracién para el problema de los tres cuerpos, similar al que
traté Poincaré, y probaremos que bajo pequefias pertrubaciones del sistema, este serd no
autéonomo y tendra comportamientos cadticos: no sera analiticamente integrable, a pesar de
que la teoria KAM asegure la existencia de toros invariantes. Para probar esto, reduciremos
la dindmica a un mapa discreto de retorno definido en una superficies, y probaremos que
en este mapa discreto se formaran “Herraduras” como las propuestas por Smale.
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1.1. Problema de kepler

El problema de kepler es un problema de dos cuerpos celestes, donde uno de ellos
estara fijo. Pensaremos al cuerpo fijo como el sol y al movil como un planeta.

Consideramos un sistema formado por dos masas puntuales en R?, donde una de las
cuales se situa en el origen (0,0) y permanece inmdvil. La suposicién de que el espacio de
configuraciones es R? es debido a que la dindmica de la particula mévil queda determinada
en el plano generado por los vectores posicion y velocidad.

Denotaremos con las variables (q1(t),g2(t)) las coordenadas del cuerpo que no esta en el
origen.

Planeta

Sol

El sistema debe obedecer a las leyes de Newton y la ley de gravitaciéon universal, cuyo
sistema de coordenadas lo pensamos relativo a la particula en el origen (el sol). Por lo
tanto, tenemos que

- yq
e (q12+q22)3/2

e — Y42
2 (q12+q22)3/2

Donde v es una constante que depende solo de las masas de los cuerpos.

Escribiendo (q1, g2) en coordenadas polares (rcos(¢),rsen(y)), con r'y ¢ dependientes
del tiempo, la ecuacién diferencial de segundo orden en las nuevas coordenadas tiene la
siguiente forma:

=\2

{7'"'008(@)—27'“<P86n(<ﬂ)—T¢86n(<ﬂ)—r(¢) )) = —2125e)

cos(p))

sen(ip)) = —2205(#)

r

itsen(p) 4 2rpcos(p) + rgeos(p) — r(p)?

Y reordenando, tenemos

cos(i) (i — () + ) + sen(p)(—27¢ — r¢) =0
cos(p)(27p +1¢) + sen(p) (i — r(¢)* + %) =0

Estas igualdades ocurren si y solamente si:

{f—r(¢)2+2=0

A
2ro+re =0
7 (7 ) Esto implica que 72¢ es constante

Observamos primero que 7(27¢ + rg) = 2¢
7(0)2¢(0) = 7(t)%5(t), entonces £ es una

en las soluciones del sistema. Por lo que si ¢

|| &~
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cantidad conservada en las soluciones. Esta relacion nos permite escribir a ¢ en funcién
de 7.
Sustituyendo en el sisetema ¢ por £/r2, obtenemos que

Py
r— 7’73 ﬁ =0
. . 2 . 2
Luego, vemos que si definimos Uy(r) = %2 — 2, entonces & (Uy(r) = r(—% + T%)
Y como ) P
d (7 o gl
&(54‘[]@(7‘))— (r_ﬁ+ﬁ)_0

. 22 s . ‘ p
Se tiene que % + Uy(r) = E también es una constante de movimiento. Mds atin, se puede
corroborar que esto no es mas que la Energia mecanica del sistema expresada en coorde-
nadas polares. Esta tltima ecuacién de primer orden solo depende de r, explicitamente:

Resulta que esta expresion no tiene una primitiva fundamental, sin embargo podemos
estudiar la geometria de las érbitas. Para esto no necesitamos informacién temporal, pues
alcanza con conocer la relacién de los pares (7, ¢) que son solucién.

Sabiamos que ¢ = T%. Veamos que podemos escribir a los radios r de la soluciéon en
funcién de .

Si suponemos que hay una condicién inicial dada para t = 0, y que £ = r2p # 0,
podemos definir la funcién R(y), al menos localmente, tal que a cada valor de ¢ le haga
corresponder el radio de la solucién en el tiempo ¢t > 0, siendo ¢ el menor tiempo en el cual
la 6rbita tenga coordenada angular .

Es decir, si 7(p) es una inversa local de ¢(t), entonces R(¢) = r(7(p)).

Tenemos entonces que g—; = %, y por lo tanto
. 72 v
AR _ i 2P F)
de ¢ 14

Vemos que esta ecuacién diferencial es de variables separables, siendo ¢ la variable
independiente. Obtenemos que

¢
dR:/ld, -
/ +2ER® + 29R — voEew

‘ _ p/R y
V/2ER2+2yR—12 Ve2R2—(p—r)2’

. . / 2 2
Si escribimos e = /1 + 25—5 yp= %, entonces

resolviendo la integral con esta escritura se obtiene

arccos(é [((p/R(p)) — 1]) = = o

Despejando, concluimos que

p
R =
(%) 1+ cos(¢p — ¢o)e

Esta es la ecuacion de una cénica en coordenadas polares. Segtn el signo de e (excen-
tricidad) distinguimos a qué seccién cénica refiere:
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= Para 0 < e < 1, la ecuacién es de una elipse y corresponde a F < 0.
= Para e = 1 una parédbola y corresponde a £ = 0.
= Para e > 1 una hipérbola y corresponde a £ > 0

Esto no es mas que la primer ley de Kepler. De hecho, estamos en condiciones de
deducir las otras leyes:

Como ¢ = r2¢ es una cantidad conservada a lo largo de las érbitas, obtenemos que el
area barrida entre los intervalos de tiempo [t1,t2] queda dada por:

(t2) 1 9 1otz 1
| SR = 5 [ reede = St — 1)
o(t) 2 2Ju 2
Esto es la sequnda ley de Kepler: dos soluciones barren la misma area en el mismo
intervalo de tiempo.
Por dltimo corroboremos la tercer ley de Kepler: Cuando las érbitas son elipses, los
cuadrados de los periodos de cada orbita son proporcionales al cubo del semieje mayor.
Si z(t) es una solucién cuya érbita es una elipse, consideramos Z(t) = c,z(t/c;) donde
¢,,c¢ son parametros reales. Es decir, Z es una homotecia de z de razén c,, cuyo periodo
se multiplica por ¢;. Resulta que Z es solucién si y sélo si ¢ = c2:
d*Z ¢, d*z A 9 2
—_— == — =cC
R VA CE FIE
De la ecuacion diferencial deducimos que Z es solucién si y sélo si se respeta la pro-

porcién entre el cuadrado del periodo y el cubo del semieje mayor ¢? = ¢3

Observacién 1.1.1. El cambio a coordenadas polares fue lo que nos permitié perder
grados de libertad en la ecuacion diferencial. Primero, gracias a que el momento angular
0 = U(r,¢) = r?p se conserva, pudimos escribir ¢ en funcién de r, y luego, al ver que la

; . 22 22 2 ./ . . .
energia E(r,7) = &5 + Uy(r)) = 5 + 2472 — I también se conserva, pudimos despejar 7 en

funcién de r. Las cantidades conservadas defimitaron las regiones en las que las soluciones
deben estar contenidas. Estos limites son tales que, cuando E < 0, logramos deducir
que las soluciones seran periddicas, o lo que es equivalente, que si (z, 2) solucién eliptica,
esta se puede describir como una érbita periddica definida en una variedad homeomorfa a

St x §1 =72,
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Capitulo 2

Sistemas Hamiltonianos

2.1. Hamiltonianos en R?"

Los sistemas mecénicos conservativos tienen la particularidad de que los movimientos
estan confinados en niveles de energia constante en el espacio de fase. Si modelamos el
espacio de fase en R?", pensando a este como el conjunto de posiciones y velocidades, o
posiciones y momentos, una funcién de energia o funcién Hamiltoniana no es nada mas que
una funcién H € C*°(R?*" R). Si h es un valor regular, entonces H ~!(h) serd una variedad
de dimensién n — 1, en donde estaran contenidas las 6rbitas con energia h.

Sin embargo, la funcién H en ocasiones no solo restringe la dindmica a conjuntos de

nivel, sino que la define. Veamos el siguiente ejemplo:
Consideramos una particula en el espacio bajo la accién de una fuerza F' conservativa que
s6lo depende de la posicién de la misma. El espacio de fase serd R® = {(¢,p) : ¢ €R3, p €
R3} dado por posiciones y velocidades, y la dindmica queda definida por la segunda Ley
de Newton. Si F(¢) = —VE y m es la masa: m§ = F(q), y transformando la ecuacién a
orden 1, ésta se escribe como

{ G=p i=1,2,3

Definimos H como H(q,p) = E+ % 33 |p;|? la energia mecanica total. Observamos que
2 2.1 g

¢ =p; = g—g y que p; = —g—g, por lo tanto, la ecuacién diferencial estd determinada por

el campo Xy inducido por H :

OH O0H O0H OH O0H O0OH )

Op1’ Op2’ Ops” Oqi’ Og2’ Og3

Miés en general, asi como una funcién H € C*°(R?" R) determina en R?" un campo de

gradientes, de forma canénica podemos definir un campo Xy ortogonal a VH. Diremos
que X g define una ecuacién diferencial Hamiltoniana.

Definicién 2.1.1. Sea M C R?" un abierto y H € C*°(M, R) Hamiltoniano. Si denotamos
a los puntos de R?" como ¥ = (q1,---,Gn,P1,- - -, Pn), definimos la ecuacién diferencial
Hamiltoniana de H como

{ Gi(4:p) = §1(4,p)

O de forma més compacta se puede escribir como

Xp = (

&= Xg(x)=IVH ,conJ-(_O:L é)

11
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A Xp(z) lo llamaremos campo Hamiltoniano

Observacién 2.1.1. El Hamiltoniano H es constante en las érbitas del campo Hamil-
toniano. Simplemente basta con observar que el campo Xy es ortogonal al gradiente de

H.

Definicién 2.1.2. Un sistema Hamiltoniano lineal es aquel generado por H : R?” — R
de la forma H(z) = H(0) 4+ 3 < x, Az > donde A es una matriz 2n x 2n simétrica.

Observacion 2.1.2. Para un sistema Hamiltoniano lineal se tiene que VH(x) = Az y
que Xp(z) = Uz donde U = JA matriz.
Por lo tanto la solucién se puede escribir como eVtx

Ejemplo 2.1.1. Oscilador armdnico

Consideramos una particula en R de masa m ligada a un resorte situado en ¢ = 0
que cumple con la ley de Hook, es decir, que la fuerza ejercida sobre la particula es
F(t) = —kq(t) donde k constante positiva.

Definimos la energia total del sistema como la suma de la energia cinética mas la
potencial elastica:

N ks o om,,
H@®=§f+§@V

En términos de momento lineal en lugar de velocidad (p = mq), la expresion de H es:

k 1
H _ Ko L o
(@p) = 54"+ 5P
1 kq p 1
—5«%m(53%9»—¢@mxm%m>
k 0 0 +
Donde A = 0 % ,yU=JA= 50

Tenemos definido por lo tanto un sistema Hamiltoniano lineal. Considerando la obser-
vacion previa:
Xu(q,p) =Ulq,p) = (%p, —kq), que es exactamente la ecuacién diferencial asociada

aF=ma=mg= %p = —kq, es decir:

mq=p
p=—kq

La energia H define la ecuacion diferencial que describe la dindmica del sistema: la segunda
ley de Newton.
Por lo tanto, la solucién al sistema es

(a(8).(8) = expU) (a0, 0) = (3 ) (a0,
L
Epy _sen(L
- < (::Z((:%i)) cos(flﬁ?z;) ) (g0, Po)

Podemos marcar algunas observaciones sobre este tltimo ejemplo:



2.1. HAMILTONIANOS EN R2N 13

Primero observamos que la solucién obtenida es un movimiento periédico de (g, p) en

una elipse de ecuacién (\/%)2 + (\/%)2 = 1. Topolégicamente, es un movimiento en S*.
Ante un cambio de coordenadas (g,p) — (Vkg, ﬁ) = (Q, P), si llamamos w := ,/%

el Hamiltoniano se expresa como
w

Y de esta forma se definen exactamente las mismas ecuaciones diferenciales en términos
de P y . Como las soluciones del sistema necesariamente se encuentran en un conjunto
de nivel de H, las trayectorias de las soluciones viven en Q2 + P? = h = cte.

Es por lo tanto natural (y conveniente) buscar coordenadas que simplifiquen la escritura
de soluciones en el espacio de fase. Podemos pensar en este ejemplo, que la dindmica se
traduce a coordenadas de R>Y x S! (polares), ya que cada h > 0 define un circulo y cada
0 € S! define una posicién en el circulo. Con estas coordenadas inmediatamente obtenemos
que h = 0. Explicitamente, consideramos (h,0) — (hsen(), hcos(9)) = (Q, P), luego las
ecuaciones Q = wP y P = —w(Q se traducen a:

whcos(#) = wheos(h)
whlsen(0) = whsen ()

De donde deducimos que 6 = w. Las ecuaciones diferenciales en estas coordenadas son:

i_L:o
0=w

Es decir, la dindmica en constante en h y lineal en 6. La solucién estd dada por
(Q(t),P(t)) = (hosen(wt + wo), hocos(wt + wo))

Con este ejemplo simple, se visualiza la importancia de las coordenadas en la descrip-
cién de la dindmica Hamiltoniana. Interpretando las nuevas variables, observamos que al
descomponer el espacio de fase en niveles de energia, la coordenada h implica una elec-
ciéon de nivel de energia y la eleccién de 6 implica una ubicacién angular dentro de este
nivel, considerando 8 = 0 como punto de partida. Mas adelante veremos, que bajo ciertas
hipdtesis, esto se generaliza: podremos localmente considerar coordenadas locales de tal
forma que un grupo de coordenadas determinen un nivel de energia, y otro grupo nos
indique una ubicacién en este nivel en términos de angulos. En esta direccién se encamina
la primer parte del trabajo monografico, para construir las que llamaremos coordenadas
angulo-accion.

Sin embargo, no hay que perder de vista que en el ejemplo la dindmica se describe en
un cilindro R>? x S, lo que anima a pensar cémo formalizar la dindmica Hamiltoniana
en variedades.
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2.2. Hamiltonianos en variedades simplécticas

Para generalizar la nocién de sistema Hamiltoniano a variedades, necesitamos de un
formalismo que permita definir intrinsecamente campos que determinen una ecuacién di-
ferencial. Mas especificamente, necesitamos un método canoénico e intrinseco que permita
definir Xz como un campo tangente a los conjuntos de nivel de H (funcién Hamiltoniana).

Vemos que, de hecho, en los espacios de fase con los que trabajamos subyace cierta
estructura natural. Las coordenadas en que se define la evolucién de un sistema clésico
son las ”posiciones”q y los "momentos”p. Si las posiciones se encuentran en una variedad
M, los momentos son 1-formas diferenciales definidas en el fibrado tangente T'M, es decir,
dependen de la "posicion”q y las "velocidades”q. Por lo tanto pensamos al espacio de fase
como el conjunto de elementos de la forma “(posicién, momento)”, o formalmente, lo que
denominamos como el fibrado cotangente de las posiciones:

Si M es una variedad diferenciable de dimension ny z € M:

= Un vector cotangente de M en x es una 1-forma definida en T, M

= El espacio cotangente de M en x es el espacio dual de T; M, y lo denotamos como
T:M

= Kl fibrado cotangente de M es la unién disjunta de los espacios cotangentes
(Wzpenm T M) dotada con la estructura diferencial natural. Lo denotamos como 7™ M

Dado que P = T*M es una variedad diferencial, podemos elegir ciertas coordenadas
convenientes. Si (q1,...,qn) : U — R™ son coordenadas locales para U C M entorno de
x, la 1-forma p en T, M queda determinada por los nimeros p; = p(é%l(ac)), con 1 <
I < n. Identificamos entonces a p con el vector (p1,...,pn), y de esta forma conseguimos
coordenadas (q,p) en T*U donde Dim(7*M)=2Dim(M)=2n. Observamos también que
TMY T*M son difeomorfos, pero no de forma candnica.

Es por esto dltimo que para determinar direcciones que no dependan de las cartas a la
hora de definir campos Hamiltonianos en P = T*M, es necesario considerar una forma
simpléctica.

= Una forma simpléctica en una variedad P es una 2-forma w en P que es anti-
simétrica, cerrada (dw = 0) y no degenerada, es decir, que Vo € Py ¢ € T, P
dn € T, P tal que w(¢,n) # 0.
Al par (P,w) lo llamamos variedad simpléctica

» Decimos que un campo X : P — TP en una variedad simpléctica (P,w) es un
campo Hamiltoniano si w(X,-) es una 1-forma exacta, y decimos que es un campo
localmente Hamiltoniano si la 1-forma es cerrada.

= Una funcién diferenciable H : P — R, que llamaremos Hamiltoniano, define un
campo vectorial X dado por la ecuacion w(Xg, ) = dH. Al campo X lo llamamos
campo Hamiltoniano generado por H, y a la terna (P,w, H) la llamamos sistema
Hamiltoniano.

Observacién 2.2.1. La 2-forma simpléctica w juega el papel de la matriz J en R?” para
determinar Xp. Si H es un Hamiltoniano en Ry xR} y consideramos la 2-forma simpléctica
dada por wy = Y= dg; A dp; (luego veremos que esta forma simpléctica es mas que un
ejemplo), resulta que

wo(Xg,)=DH <— Xpyp=JIVH

A la 2-forma wy la llamaremos forma canénica simpléctica
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Observacién 2.2.2. El Hamiltoniano es constante en orbitas del campo Hamiltoniano:
En una variedad simpléctica (P,w,H), el campo Xp induce un flujo solucién ¢ :
I x P — P. El Hamiltoniano H es constante en las érbitas definidas por este flujo, pues si
x € P,y = ¢(t,x), entonces
d 0¢

o H(e(t2))) = DyH(5 (8, 2)) = DyH (Xu(y)) = w(Xn(y), Xu(y) =0

Se tiene entonces que las soluciones de un sistema Hamiltoniano necesariamente se
encuentran en un conjunto de nivel de H

Ejemplo 2.2.1. Péndulo planar sin rozamiento

Consideramos una masa ligada al vértice de una varilla inflexible sin masa, cuyo otro
vértice esta fijo. Dependiendo de la posicién y velocidad iniciales de la masa, ésta gira sin
rozamiento, y suponemos que la dindmica se da en un plano. Colocamos el vértice inmovil
de la varilla en el origen (0,0) y llamamos # al dngulo que determina la posicién de la
masa, tomando la semirrecta y < 0 como adngulo 0 y midiendo en sentido antihorario.

El espacio de fase de la particula sera el anillo A = S! x R, pues la dindmica se
describe en términos de posicion angular y momento lineal. Normalizando las constantes,
la ecuacién diferencial en cuestion (que se deduce de la segunda Ley de Newton) es

i 0=
0 = —sen(0) = { p= ]isen(e)

La energia mecanica se traduce en estas variables a

2
H(0,p) = % — cos(0)

Observamos que (6,p) : A — R? son coordenadas locales. Consideramos w una forma
simpléctica en A tal que en estas coordenadas w = wg = df A dp.

Entonces la 1-forma w(f, p) (al% + as 8%) ( . ) queda dada por:

w(0.) (on 55+ a2 (b g+ 0o )

— do A dp((u% + aQ(;;) (bl% + bggp) = arby — ashy

= —agdl + a1dp
Como DH (0, p) = senfdf + pdp, tenemos que el campo inducido Xz es

0 0
Xy0,p) =p— — sen(8)—
Es decir, obtuvimos el campo que define la ecuacion diferencial. Si pensamos el espacio
de fase en su cubrimiento universal R%, Xz no es més que el correspondiente campo JV H.
Por otro lado, las érbitas estan confinadas en niveles de energia H. Si h > —1 es una
energia, el conjunto de nivel asociada estd dada por p = £+/2(h + cos()). Observamos
que

h=-1= H=Y(h) ={(0,0)}
he(-11)= H (h)~Ss!

h=1= H-'(h) ~S'vs!
h>1= H'(h)~S'us!



16 CAPITULO 2. SISTEMAS HAMILTONIANOS

P
—

]
——
M
~

Figura 2.1: Conjuntos de Nivel de H

Observacién 2.2.3. Sistema Hamiltoniano en coordenadas canonicas:

Sea P = T*M, (P,w, H) sistema Hamiltoniano. Supongamos que existen coordenadas
locales (g,p) en torno a cierto punto de P para las cuales w es la forma canédnica, es
decir, es tal que w = wy = Zi:f dg; A dp;. Por lo ya observado, en estas coordenadas las
componentes de X se pueden escribir como

_OH  0H 0H OH

Xg=(m—\ s, — —— L —
T\ op, Opn Oq1 3qn)

Recuperando la notacién del campo para sistemas en R?"

M4s adelante veremos que una variedad simpléctica (P,w) siempre admite localmen-
te coordenadas locales como en la observacién anterior (coordenadas canénicas), lo que
permite escribir localmente a un sistema Hamiltoniano como un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias:




Capitulo 3

Formalismo simpléctico

En esta seccién probaremos que toda 2-forma simpléctica se puede ver localmente como
la forma simpléctica canodnica, y por lo tanto es la herramienta que nos permite generalizar
a variedades la eleccién en R*™ de Xp que habiamos definido.

Luego veremos que una variedad simpléctica (P,w) posee una estructura algebraica
natural en el espacio de funciones C°°(P,R) que nos permitird, entre otras cosas, carac-
terizar a las cantidades conservadas en el sistema y definir una nocién de independencia
entre estas.

Gran parte del contenido de este capitulo se puede encontrar en [KD18] (capitulo 10).

3.1. Coordenadas canodnicas

Para formas simplécticas w constantes en R?", es facil encontrar una base para la cual
la escritura de la forma sea candnica: la matriz asociada a w en esa base serd J.

Teorema 3.1.1. Teorema de Darbouzx (version lineal)

Sea w una forma bilineal antisimétrica de rango r definida en E un R-espacio vecto-
rial. Entonces r=2m para cierto m natural y existe cierta base B de FE, tal que si B =
{e1,...,eam,...,en}, se tiene que w(e;,e;) #0 sit 1 <i<m yj=i+m (o viceversa), y
ademds para éstos w(e;, €i+m) = 1. Es decir, la matriz asociada a w en la base B es de la
forma:

0 1 0
-1 0 0
0 00

Demostracién. Si suponemos w # 0, entonces existen bAl, by € F tal que w(l;l, b;) =c #
0. Tomando a b; = lfl/cl y by = bAg, tenemos que w(by,b1) = 0 = w(ba,ba) (pues w
antisimétrica) y w(by, bg) = 1.

Sean P; = Span(by,bs), Eo = {e € E : w(e, f) = 0 Vf € P;}. Tenemos que E2 es un
subespacio que cumple Fo N P} = {0} y que Es + P, = E, pues dado z € F,

z +w(b1,z)b2 — w(bQ,Z)bl € Fy

Entonces Dim(Es)= Dim(F)-2 y podemos restringir w a Es para repetir el procedi-
miento. Este proceso termina y al conseguir dos vectores en cada etapa, finalizaremos con
un conjunto de 2m elementos, y por lo tanto 2m serd el rango de w. Renombrando a los

vectores como e; = by;_1, €j+m = b coni € {1,...,m} y completando el conjunto con vec-
tores linealmente independientes para obtener una base, obtenemos {e1,...,€am,...,€n},
que cumple con la tesis. ]

17
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Toda forma candnica simpléctica wy(q, p) = D1 dg; Adp; es exacta, por lo tanto es la de-
rivada exterior de una 1-forma. Una eleccién natural, que llamaremos 1-forma tautolégica,
serd la eleccién 6 = Y7 pidq; que cumple —df = wy. Sin embargo, en fibrados cotangentes,
esta 1-forma se puede definir geométricamente sin hacer referencia a coordenadas:

Proposicién 3.1.1. Sea P = T*M fibrado cotangente con M una n-variedad. (P,wq)
variedad simpléctica. Consideramos los siguientes mapas:

o 15, : P — M tal que 113, (T; M)) = {q}
» DII}, : TP — TM donde DII},(T,P) = Tirs ()M
Entonces la 1-forma 0y definida por
Oo(Y () = w(DIT (Y (x))

cumple que dfy = —wq, donde Y : P — TP es un campo arbitrario. Esta definicion es
independiente de las cartas pues utiliza la estructura natural del fibrado cotangente.
A 0y la llamamos 1-forma tautolégica o 1-forma de Liouville.

Demostracion. Recordamos que dado z € P, si II},(x) =g € M, x actta en T, M.

Una 1-forma en P queda determinada por cémo actia en campos arbitrarios en T P.
Sea Y : P — TP campo tangente. Corroboramos que 0y(Y (z)) = x(DII},(Y (x)) estd bien
definido pues DIT}, (Y (x)) € T,M

En coordenadas locales (¢, p) de un entorno U C P de z, es decir, con (¢,p) : T*U —

n

0 0
Ry x Ry, si escribimos a Y como Y = Z(YZ— +Yiin—=—), entonces
L Opi

DIT}, (Y (q,p)) = Zﬁ(q,p);q
1 3

Como p = > 1 pidgi, tenemos:

n n

6u(Y () = p(DI3 (Y (0.0) = (3 Vilap) ) = Do i¥ila. )
1 i 1

n
Por lo tanto podemos escribir a 6y como 0y(q, p) = Z pidg;, que verifica
1

dfy = Z dp; N\ dg; = —wo
1

O]

Definicién 3.1.1. Sean (P,w) y (Q, p) variedades simplécticas de la misma dimensién y
F e CYP,Q)

= Decimos que F' es simpléctico si F*p = w
= Decimos que F' es simplectomorfismo si es un difeomorfismo simpléctico.

Para fibrados cotangente la idea de simplectomorfismo también resulta bastante natu-
ral. Si M es una n-variedad y f: M — M es un difeomorfismo, éste induce un simplecto-
morfismo en T* M.
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Definicién 3.1.2. Sean M ,N variedades diferenciables, f € C'(M, N). Definimos el le-
vantado cotangente de f como el mapa D*f : T*N — T*M tal que D*f(53,)(v) =
Bn(Df(v)) para B, € TN, v € T, M y n= f(m)

Efectivamente, el levantado cotangente es un simplectomorfismo:

Proposicién 3.1.2. Sea M wvariedad diferenciable, f € C1(M, M) difeomorfismo y D* f
su levantado cotangente. Entonces D* f deja invariante la 1-forma de Liouville en T* M,
es decir, (D*f)*(6p) = 0o.

Este resultado también implica que el levantado cotangente deja invariante a la forma
canénica simpléctica, y por lo tanto es un simplectomorfismo.

Demostracion. Tenemos:
s f: M — M difeo, f:q— Q
» Df:TM —-TM, Df:veTy;M— Df(v) € TrgM

w g=D*f:T*"M — T*M, con g: (Q, P)+— (q,p)

donde pe(v) = (¢,p)(v) = D*f(Q, P)(v) = Po(Df(v)), para v € TyM, Df(v) €
ToM, y por lo tanto p, = Pg o D f.

Si 6 es una 1-forma en T*M, entonces g*(@)(Q,P)(v) = 0(9(Q, P))(D(g,py9(v)). La
1-forma de Liouville esté4 dada por 6y(q, p) Zpldql

Como p = Po D,f, P= ((Dyf)~})p. Entonces, por un lado:

900(Q, P) = 6o(q,p) szd%

y por otro lado

00(P, Q) = 6o (((Dg)) ™), £())

= <((qu)—1p)’ (Dqf)dg) = {(p, (qu) (Dqf)dq) = szd(h

Es, decir, g*0y = (D* f)*0g = 0o
O

Para la demostracién del teorema de Darboux en variedades simplécticas, la estrategia
serd ir deformando el espacio mediante un camino de simplectomorfismos, para preservar
la 2-forma pero cambiar su escritura en una base de vectores. Para estimar estas deforma-
ciones es que necesitamos definir qué es “derivar” una forma en cierta direccion.

Definiciéon 3.1.3. Sea M variedad diferenciable, X campo vectorial en M, w una k —
forma en M.

» Definimos el producto interno entre X y w como la (k — 1)-forma

txw(Xe, .o, Xk—1) = w(X, X1, ..o, Xk—1)

» Definimos la derivada de Lie de w respecto a X (Lxw) como la k-forma

LXw = (Lxd + déx)w
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Proposicién 3.1.3. Sea M variedad diferenciable, X campo vectorial en M, w una k —
forma y p una l — forma en M. Entonces:

d(Lx(w)) = Lx(dw) y Lx(pAw)=Lx(p)Aw+pALx(w)
Demostracion. Para ver que L conmuta con la derivada, usando que d? = 0:
d(Lx (w)) = d((exd + dix)(w)) = dixdw = (Lxd + dex )dw = Lx (dw)

Para probar la segunda igualdad, observamos que

d(p Aw) = (dp) Aw + (—=1)!p A dw
ix(p Aw) = (exp) Aw + (=1)'p A (1xw)

Por lo tanto, podemos suponer que la forma p es elemental, es decir, de la forma
dxy A - -+ Adz;. Observamos que el resultado es trivial si [ = 1, luego:

ix(pAw) = (exdrr)[dog A Ndayg Aw] 4+ (=1) (exdzs) [deg A Adop Aw] + ...

(=D oxdry) [dey A Adagq] + (DR [dzy A A dag A exw]
l
= Z(—l)l_l(bxdm) [dey A .odri - Adeyg Aw] 4+ (1)l A (1xw)
i=1

= (txp) Aw+ (=1)!p A (1xw)

Entonces:

Lx(pAw)=1xd(pAw)+dix(pAw)
=1x ((dp) Aw+ (=DlpA (dw)) + d((LXp) Aw+ (=DlpA (wa))
= (Lxp) Nw+p A (Lxw)
O

La siguiente proposicién es fundamental en el teorema de Darboux, pues se usara a
la hora de ir “moviendo” diferenciablemente las coordenadas hasta conseguir coordenadas
canodnicas.

Proposicién 3.1.4. Sea X; campo vectorial en M que varia segun t y define la ecuacion
diferencial %Ft =XyoF, con Fop =Idyt €I CR,0 € 1. Entonces, para toda forma
diferenciable wy:

d, . . d
%(Ft w) = F (Ltht + %WO

En particular, si X es constante en el tiempo y w también, Fy = ®; flujo solucion y
obtenemos &(®jw) = ¥} (Lxw).

Demostracién. Podemos pensar el enunciado en R?" = Ry x R, pues los razonamientos
son siempre locales. Empecemos por probarlo para 0 — formas:

Sea g € C°(M) una 0 — forma y p € M. F}g:(p) = g:(F:(p)) = g(t, F(¢,p)). Llamamos
H a la funcién H(t,z) = (t, F(t,x)), entonces:

S (Filg)®) = 59 H)(t:) = Datarepy (5 H(t,9))
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Como Dg = (%g, ﬁg, )y %H = (1, %Ft) = (1, X; o F}), obtenemos

dpn

d

& (Fg)p) = S (9lt, Fu(p) + Dy (Fo) (X Fip))) = 7 (L0 + - 01) 0)

Luego, veamos que se cumple para una 1— forma constante canénica dg; o dp;: Tenemos
que Fy*(dg;)(p)(v) = dgi(Fi(p)) (DF(v)), y por lo tanto

©(F7 (da0)) (7)) = das(Fu(p) (D5 Fy(0)) = da(Fi(p) (D(X1 0 (1))
= dqi(Fi(p))(DX(DFi(v))) = DX;(t)(F:(p)(DFi(v))
Y por otro lado:
FY (Lx,dgi) (p)(v) = Lx,dg;(Fi(p))(DFy(v)) = d(Lx,q:) (Fi(p)) (DFi(v))

= d(ux,dg;)(Fi(p)) (DFi(v)) = DXi(t)(Fi(p)) (DFi(v))

Por dltimo, si z; = i, ziyn = pi con ¢ € {1,...,n}, teniendo en cuenta que toda
k — forma w; la podemos escribir como
Wt = Z (gt)ll,...,lkdzll JANRERIVAN lek

1<l <...<1p<2n

Y usando que:
Ff(anp) = Ff(a)\NFF(B),y Lx,(aNB) = Lx,(a) A\B+aA Lx,(B), se obtiene el resultado
para w.

O]

Una consecuencia notable de la proposicién anterior es que, asi como esperamos para
un sistema fisico, el flujo Hamiltoniano preserva volumen:

Teorema 3.1.2. Sea (M,w, H) un sistema Hamiltoniano, y sea Xpg el campo inducido

por H (por la relacion w(Xp, ) =dH). Si®: I x M — M flujo asociado, entonces:
OrwF =Wk =wA - Aw k veces, con k € {1,...,%DimM}

En particular, el flujo Hamiltoniano para un tiempo t es un simplectomorfismo. Y ob-

servando que W™ es una forma de volumen, tenemos que el flujo Hamiltoniano preserva

volumen.

Demostracion. Como ®g = Idyy, <I>8wk = w”. Por teorema anterior:

d * * * *
%(q)tw) = O (Lx,w) = D} (1x,dw + dix,w) = P} (1x,0+d(dH)) =0

Por lo que ®fw constante en t. Luego, por regla de Leibnitz:

d ., d . x
%(étwk) = %(@tw/\---/\étw) =0

Resultando que ®;w” también constante, lo que implica ®Fw* = w* O
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Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema de Darboux en variedades:

Teorema 3.1.3. Teorema de Darboux (en variedades simplécticas)

Sea (P,w) una variedad simpléctica de dimension 2n, x € P. Entonces eziste un entorno
U de x y una carta local (U, p), tal que si o = (q1,---,qn,P1,---,Pn), entonces w|y =
Z;:f dg; N\ dp; = wo, la forma candnica simpléctica.

Demostracion. Al trabajar localmente podemos identificar via una carta a los entornos de
P con R?" y trabajar alli. Es decir, si ¢ : V3 € R?*™ — U C P carta local con ¢(0) = x € P,
identificamos (U,w) con (Vi1,¢"(w)). Probaremos que si Vp, V4 son dos entornos de 0 € R271
y w forma simpléctica en Vi, entonces existe F : VO — V1 difeomorfismo con 0 € Vg CW
y0¢€ Vi C Vi de tal forma que F*(w) = wp la forma canénica simpléctica. Luego, la carta
¢ :=1oF :Vy— (V1) CU cumple con la tesis.

v p= \I!o F
VRS
(17
)
Podemos asumir, por el teorema de Darboux lineal, que w(0) = wy(0) (la forma

canénica simpléctica). Construiremos a F como la solucién de una ecuacién diferencial
%Ft = XyoF, con F = F y Fy = Id, y para ello necesitamos conseguir un campo variable
en el tiempo X; que cumpla lo siguiente:

F,(0) =0, DF(0) invertible, Lx,w;=wp—w

Donde wy := (1 — t)wp + tw. Y una vez conseguido el campo, tenemos que:

d . . d
Ff(w) = Ff (Lx,wt + —

=F, ) = F(0) =0

Por lo que F}(w) constante en el tiempo, entonces wy = Ff(wp) = Fif(w1) = Ff(w),
que es lo que queriamos.

Para ver que existe tal campo X, observamos que w — wqg es una forma exacta en un
entorno de 0, entonces por lema de Poincaré, existe § una 1-forma tal que df = w — wy.

Por otro lado, como w; es una forma cerrada, Lyw; = diy (w;) para cualquier campo
Y. Ademsds, en un entorno de 0, w; es no degenerada (w:(0) = wp(0) es no degenerada y
esto es una propiedad abierta).

Consideramos y Vi para que se den estas condiciones y suponemos que DF;(0)
invertible para ¢t € [0,1] (como DFy = Id, existe € tal que DF} invertible en [0,¢€], y
el razonamiento sigue igual con la homotopia w; de wy a w en tiempo €, por lo que no
perdemos generalidad en suponer € = 1).

Por lo tanto, basta con encontrar campo X; tal que tx,(w;) = 6 + df para alguna
f € C*. Eligiendo apropiadamente df también podemos suponer que 6(0) = 0. Luego,
fijado t, sabemos que existe X; tal que 0 = wy(Xy, ). Como esta asignacién del campo X
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varfa diferenciablemente y siempre X;(0) = 0Vt € [0,1] (pues (0) = 0 y w; no degenerada)
y F1(0) = 0, éste es el campo que buscdbamos.
O

Este dltimo teorema nos permite pensar que la forma simpléctica, localmente en el
espacio de fase, es escencialmente la canoénica, lo que facilita los razonamientos a la hora
de hacer cuentas y expresar de forma sencilla campos Hamiltonianos. Sin embargo estas
coordenadas, por lo general, no se pueden extender a toda la variedad.

Proposicién 3.1.5. Sea M una 2n-variedad compacta sin borde. Entonces M no admite
una 2-forma antisimétrica que sea a la vez no degenerada y exacta.

Demostracion. Siw es una 2-forma antisimétrica no degenerada, entonces w™ es una forma
de volumen en M. Como M es compacta sin borde, por teorema de Stokes no admite una
forma de volumen exacta. Por lo tanto w™ no es exacta, lo que implica w no es exacta,
pues si w = da, entonces d(a A w" ') = w", contradiciendo que w" es no exacta. O

3.2. Corchetes de Poisson y corchetes de Lie

La estructura simpléctica no sélo es til para definir campos generados por funciones
de energia, sino también para distinguir cierta independencia entre estas funciones. Si
(P,w, H) es un sistema Hamiltoniano y h es un valor regular de H, entonces las érbitas
con energia h se mantendran en H!(h), una variedad de dimensién 2n — 1. Sin embargo,
si conseguimos demostrar que las érbitas tienen otra cantidad conservada que llamamos
G, y que ademds G es independiente con H (en algun sentido que luego explicitaremos),
entonces las érbitas vivirdn en conjuntos de nivel de la funciéon (H,G), una variedad de
dimensién 2n — 2. De esta forma, consiguiendo nuevas cantidades conservadas podremos
delimitar con mayor precision las regiones en las que las érbitas estaran confinadas. Para
lograr este objetivo, analizaremos la estructura algebraica inducida por w en el espacio de
funciones C*° de la variedad a R.

Definicién 3.2.1. Sea (M,w) variedad simpléctica, f,g € C*°(M,R).
Definimos el corchete de Poisson de f y g como

{f,9} =w(Xy,Xg) € CF(M,R)
donde X; y X, campos inducidos por f y g respectivamente.

Podemos pensar al corchete de Poisson entre f y g en términos geométricos como
“derivar” f en la direccién X,. Basta con observar lo siguiente:

Proposicién 3.2.1. Dada (M,w) variedad simpléctica, f,g € C°(M,R), entonces

{f7g} = _Lng = Lng

Esto implica que, dada f, la correspondencia g — {f, g} es una derivacion, pues satis-
face la regla de Leibniz: {f,gh} = {f,g}h + {f,h}g.

Demostracion.

—Lx,9= —(Lde+ dLXf)g = —ix,dg = —ix, (tx,w) = —w(Xy, Xy) = w(Xf, Xy)
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El corchete de Poisson detecta nuevas cantidades conservadas si partimos de una ecua-
cién diferencial inducida por un Hamiltoniano:

Proposicién 3.2.2. Sea f € C*°(M,R), ®; flujo Hamiltoniano asociado. Entonces dada
g€ C*(M,R), {f,g} =0 sii g constante en drbitas de P;.

Demostracion.
d d ¥
Por lo tanto, g constante en érbitas de ®; ]
Observaciéon 3.2.1. En coordenadas canénicas (qi,...,qn,P1,--.,Pn) de una variedad

simpléctica (para las cuales w = Zﬁ:f dg; N dp; ) se tiene que

of 0g If 9dg
gt = Z(ﬁpzaqz_aqﬂm)

Recordando que en estas coordenadas (Xy); = 8p (X f)2+n = %
En particular, {pi,px} = {¢;, @} =0y {@i, px} =

A continuacién veremos que el corchete de Poisson tiene una fuerte vinculacién con
el llamado corchete de Lie para campos. Veremos luego que el corchete de Lie “detecta”
flujos que conmutan, asi como el corchete de Poisson “detecta” cantidades conservadas.
De hecho, la idea de cantidades conservadas y campos que conmutan estan ligadas y seran
fundamentales en la prueba del teorema de Arnol’d-Liouville.

Proposicion 3.2.3. Sean X,Y campos vectoriales en M una n-variedad diferenciable.

Entonces LxLy — LyLx es un operador diferencial de primer orden actuando sobre
C>(M,R).

Demostracion. Consideramos (z1,...,2,) coordenadas locales en M, y ¢ una funcién
C>°(M,R). Recordamos que podemos identificar a los campos en una variedad diferen-
ciable con operadores diferenciales de primer orden: escribimos a X e Y como X(z) =

21: Xi(z) 882 Z Yi(2) 57—, entonces:
LIy (o) = L (do(Y)) = Lo (5 v 22y =5 x, 2 (S~ y, 2%
xLy () = Lx(de(Y)) = X(; ja—zj)—; ZM(]; ]872)
a ;; (X 0z 82] * XZY; 821‘82j)
Por lo tanto, (LxLy — Ly Lx)(¢ ZZ( 8 )82 0

i=1j=1

Definicion 3.2.2. Dada M una n-variedad diferenciable, X,Y : M — TM campos
vectoriales. Definimos el corchete de Lie [X,Y] como el campo en M que satisface
L[ij] =LxLy — LyLx.

Teniendo en cuenta la proposicién anterior, en coordenadas locales podemos escribir
al corchete de Lie como

9
aZj

e Y 0X;
[X,Y}—ZZ(X% Y;OZi)
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Se puede corroborar que el espacio vectorial formado por los campos C*° en M con el
corchete de Lie conforman un algebra de Lie.

El siguiente teorema es el que permite afirmar que el corchete de Lie detecta cierta
“independencia” entre dos flujos generados por campos. Cuando el corchete se anula los
flujos conmutan, y por lo tanto, definen una accién de R? sobre la variedad.

Teorema 3.2.1. Sea M una n-variedad diferenciable, X,Y : M — TM campos de clase
C?. Llamamos ®; y U, a los flujos generados por X eY respectivamente. Entonces tenemos
que

Ugody =P, 0V, <= [X,Y]=0

Demostracion. Sea f € C*(M,R), y 2o € M. Observamos lo siguiente:

d
21 0 @) (@0) = Dfa,ay) (P4(0)) = Doy (wy) (X (Re(20))) = (L f o ®4)(o)
Y analogamente %(f o W) (wo) = (Ly f o W) (z0)
Luego:
%%(fo\l’s o ®,) = %(Lyfoklls 0®;) = Lx(LyfoW,)od

Lo que implica, teniendo en cuenta que Wy(x,) = xg = $o(x,), que:

d d

d d
(&@(fo‘l’so‘l’t) - aa(foq’to‘l’s))

oo (LxLy — Ly Lx)(f)(z0) = Lix,y]f(20)

Teniendo esto en cuenta, demostremos el teorema:

(=): Si (¥y0®;) = (0 Wy), entonces por la observacion Lix y1f = 0V f € C*(M,R).
En coordenadas locales (z1, . . ., z,), consideramos las funciones f; = m; (proyecciones sobre
la i-ésima coordenada). Para estas funciones obtenemos

0= L[X,Y}fi = fz([X7Y]) = [X7 Y]l

Por lo tanto, [X,Y] =0

(<) : Fijamos = € M y definimos las siguientes funciones:
n(s,t) == Ws(Pe(x)),  7(s,1) := Py(Vs(t))

Para las cuales tenemos que:

Do) =Vn(s, 1), Sr(st) = X(r(s,1)

El objetivo es probar que n = 7.

Veamos primero que la funcién A(s,t) = %n(s, t)—X(n(s,t)) es cero, es decir, probemos
primero que %n(s,t) = X(n(s,t)):

En coordenadas locales (z1, ..., 2y,):

dd d d - d 0
=2 (Y(n(s.0) = DY (s, 1) = ;Wifi(n(s,t)), %”(S’t»fzi
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" 9Y d
=22 g s D) (Gt 0),

Observando que como 7 es C? sus derivadas parciales conmutan, y que 4 (X (1(s, t))) =
DXy54)(Y(n(s,t)) tenemos:

dX d d d - d 0X

s = Grase g X ) = 2 (azl ) (s 1)~ 5o (n(s. ) Yilon(s. 1)
- 0X
ZZ1 (322 )(Ai(s,t) — Xi(s, 1)) — TziYi(n(s,t)))

- (5 5, (15D (i(s,0) ) + [X,Y](1(s,))

=1

Y como [X,Y] = 0, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial de primer orden (de-
jando t fijo):

dh, o _dA (S OY
=560 =X(

donde la coordenada j-ésima es

d\; & 0Y;
T st) UZ<

Si fijamos ¢, como A(0) = A0,t) = X(Pi(z)) — X(P:(z)) = 0, por teorema de
unicidad de Picard, Ai(s) = A(s,t) = 0. Como t es arbitrario, A = 0, lo que implica

din(s.t) = X (n(s,1)).

Por otro lado, %Ts(t) = X (n(s,t)). Tenemos entonces:

{ Ls(t) = X(ns(1)), ms(0) = Us(a)
G7s(t) = X(ns(1)), 75(0) = Wy(x)

Entonces, por unicidad de soluciones, necesariamente Vs, s = 75. Y por lo tanto, los
flujos ¥ y ® conmutan.

O
A continuacién un lema en el que se prueba una propiedad del corchete de Lie cuando
lo evaluamos en k-formas. Esto serd ttil para demostrar la relacién entre corchete de Lie
y corchete de Poisson.
Lema 3.2.1. 57 X,Y : M — TM campos y o una k-forma en M, entonces

UX, Y| = Lxiwya— 1y Lxa

Demostracion.

= Para O-formas esta igualdad es trivial, pues ty evaluado en una O-forma es 0.
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» Si(21,...,2,) son coordenadas locales y a es una 1-forma dz;, tenemos:

beydzi — LnydZi = (LX(Lyd + dLy)Zi - LdeyZi) - LnydZZ'

Como tyz; =0, dLx = Lxd, 1y Lxz; = 0 obtenemos
= LxLyzi — LydeZi = LxLyZi - (Lyd + dLy)LXzi - dLyLXzi
= LxLyziLyLXzi = L[ny]zl- = dL[ny}Zi + L[ij]dzi = L[X7y]dzi

= Si @ es una k-forma, se puede escribir como suma y producto exterior de 1-formas
del tipo dz;. Luego, por la siguiente propiedad de tx

ux(dz A B) = (1xdz) A B —dzi A ux(B)

Se deduce el resultado para cualquier k-forma

O]

La siguiente relacion es fundamental y marca el vinculo del corchete de Poisson con el
corchete de Lie. Como dijimos, el corchete de Poisson detecta cantidades conservadas y el
corchete de Lie detecta flujos que conmutan. La relacion de ambos corchetes es clave: dos
cantidades conservadas inducen flujos que conmutan.

Teorema 3.2.2. Sea (M,w) una variedad simpléctica y f,g € C>°(M,R). Entonces se
tiene que

d{fag} = _L[Xf,Xg]w = _w([va Xg]’ )

Es decir, el campo Hamiltoniano asociado a {f, g}, es X¢pqgy = —[Xs, Xg].
Demostracion. Como dw =0y LXfw = 0= Lx,w se tiene
d{f,g} = dix,ix,w = Lx, tx,w—tx,dix,w
= LngXfw — LngXfw + LXfogdw = LXgLXfw

= Lx,ix;w —ux,;Lx,w = —t[x; x|

Pues la ultima igualdad queda justificada por el lema anterior.
O

Las funciones C*° en M con el corchete de Poisson también tienen estructura de algebra
de Lie:

Proposicién 3.2.4. El corchete de Poisson es antisimétrico y cumple la identidad de
Jacobi. Es decir, Dadas f,g,h € C*°(M,R), se tiene que:

{ {£:9%, 0} +{{g, 0}, f1 + {{h, [}, 9} =0

Y por lo tanto C°(M,R) con el corchete de Poisson conforman un Algebm de Lie.
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Demostracion. El hecho de que el corchete sea antisimétrico es inmediato pues la 2-forma,
simpléctica es antisimétrica.
Luego tenemos

{{f7g}7h} = _LX{f’g}h
{{ga h}a f} = _LXfLXgh
{{hv f}vg} = LXgLth

Por lo tanto
{{f7g}7h} + {{97 h}?f} + {{h7 f}ag} = _LX{f’g}h - LXfLXgh + LXgLth
_ ((LXQLXf — Lx,Lx,) — LX{f‘g})h

= (L[XQ:XH o LX{f,g}>h =0
O

Observacién 3.2.2. El teorema [3.2.2] implica que existe un morfismo entre los espacios
(C’OO(M, R), {, }) y (XOO(M), [, ]) como algebras de Lie, dado por la correspondencia

f—)Xf

Esta conexion permite distinguir una propiedad fundamental en sistemas Hamiltonia-
nos, que serd de vital importancia en la demostracion del Teorema de Arnol’d-Liouville:

{f,g} =0= [Xf,Xg] =0= (I)Xf Oq)Xg :CI)XQ O(I)Xf

Donde ®x, y ®x, son los flujos generados por Xy y X respectivamente.



Capitulo 4

Funciones generatrices

El teorema de Darboux nos asegura la existencia de buenas coordenadas locales. En
este capitulo mostraremos una forma de hallar explicitamente este tipo de coordenadas
en términos de una funcién que llamaremos funcién generatriz. Si bien este método no
serd necesario para las pruebas de los teoremas de Arnol’d-Liouville y coordenadas dngulo-
accién (de hecho este capitulo puede ser salteado pues solo se usard para la construccién
de coordenadas en el ejemplo , no deja de ser una herramienta muy importante tanto
para ejemplos concretos como en la teoria.

La idea consiste en generar un cambio de coordenadas locales (@, P) — (g, p) median-
te un simplectomorfismo en una 2n-variedad simpléctica M, de tal forma que conocien-
do algunos de los siguientes pares de informacién: (@, q), (Q,p), (P,q), (P,p), podremos
expresar a las coordenadas restantes en términos de derivadas parciales de una funcién
generatriz S(Q, P,q,p) con S : U C M x M — R. Si alguno de los pares (@, P) o (q,p)
eran coordenadas candnicas, el otro también lo serda. Esto muestra cierta plasticidad en
el cambio de coordenadas, pues nos permite extender ciertos cambios de coordenadas en
algunas variables a coordeandas candnicas locales.

Como veremos en el préximo capitulo en el ejemplo [5.1.1, partiremos de R* con la
forma canodnica simpléctica y consideraremos un cambio a coordeandas polares en las
coordenadas espaciales. Con cierta funcién generatriz, lograremos deducir quienes son los
correspondientes momentos generalizados que deban acompanar a estas nuevas coorde-
nadas espaciales, de tal forma que la expresién de la forma simpléctica en estas nuevas
coordenadas también sea candnica. Para ello, en este capitulo también veremos resultados
mas generales: los cambios variable mediante simplectomorfismos actuando en variedades
simplécticas con la forma canodnica, permiten una traduccién del Hamiltoniano tal que
se preserva la escritura de la forma simpléctica y la estructura algebraica dada por los
corchetes de Poisson.

4.1. Cambios de coordenadas simplécticas

Primero veamos que los simplectomorfismos son las funciones que preservan las estruc-
turas de variedades simplécticas y por lo tanto preservan las ecuaciones Hamiltonianas.
Para ello veamos primero como se comporta en un fibrado cotangente, que podremos
pensar luego como R?” pues nos ocuparemos de argumentos locales.

Lema 4.1.1. Sea M wvariedad diferenciable, P =T*M su fibrado cotangente y H : P — R
un Hamiltoniano. Si 0y es la 1-forma de Liouwville en P definimos la 1-forma Ofg =
I1760y) — Hdt definida en el espacio de fase extendido P x Ry, donde II; : P x Ry — P

29
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proyeccion en P.
Sea un campo W en P x Ry. Entonces dOp(W,-) =0 si y solamente si W = f Xy para
cierta f € C*°(P x Ry,R) donde Xy = Xy + %

Demostracion. En coordenadas locales podemos escribir

noog 5o
= LY L
W ; (a5 +hig ) +og

Y como dOgy(W,-) = (H*(dﬁo) —dH A dt) (W, -), se tiene

0
dOp (W, ) = —II"(wo)(W, ) — DH(W)dt(-) + &WDH( )
n - 5H 0H
=Y —(aidp; — bidg;) + > —(5— ;) dt +- Z d% ——dp;)
i=1 i=1 ai opi

Comparando coeficiente a coeficiente, tenemos que dO (W, ) = 0 si y solamente si

0H b 0H
i = —C
opi’ 0qi
6H 6 O0H ¢ ) -
S S
Spioa oqr o 50~ N
Por lo tanto, tomando f = ¢, d@H(VV, Y=0&W=fXy

a; = C

Es decir, si y solamente si W = CZ

O]

Observacién 4.1.1. En las condiciones del Lema anterior, observamos que para cada
x € P x R existe un subespacio de dimensién 1 (una direccién) en T, (P X R) para la cual
se anula dO . Siguiendo estas direcciones (el campo que define W) y dado un punto base
inicial, obtenemos una curva solucién

C(t) = (‘h(t)a s vQH(t)’pl(t)a s apn(t)a t)

Que por el lema, las coordenadas de la curva cumplen ¢; = %, Di = _(S‘ZH Es decir,
7
dO g determina las ecuaciones diferenciales Hamiltonianas.
Llamaremos a c(t) curva caracteristica

Usaremos la existencia de estas curvas caracteristicas para probar que las ecuaciones
Hamiltonianas son preservadas por simplectomorfismos:

Teorema 4.1.1. Sea M C Ry x R} espacio de fase y H : M — R Hamiltoniano. Consi-
deramos ¥(q,p) = (Q(q,p), P(q,p)) un simplectomorfismo de M (cambio de coordenadas
que preservan la forma sitmpléctica). Entonces las ecuaciones diferenciales Hamiltonianas
Gg; = g—g, p; = 5q , (respecto a la forma candnica simpléctica) en las nuevas coordenadas

se transforman a
{52,
Pi= =55,
Donde K(Q(q,p), P(q, P)) = H(q,p) es la expresion de H en W(M)
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Demostracion. Definimos la 1-forma a := Y 7 (pidg; — PidQ;) en M. Como ¥ es un sim-
plectomorfismo y la derivada conmuta con el pullback, obtenemos

doo =" dp; Ndg; — V(D dpi Adg;) = 0
1 1

En el espacio de fase extendido M x R con II proyeccién sobre M, tenemos:

—IT* (o) — Hdt = —1T*( Zpiin) + H*(Z P,dQ;) — Hdt
1 1
Y despejando:
I (Y pidg;) — Hdt =" () PdQ;) — Hdt + "«
1 1
Sean @1 = H*( ?pidqi) - Hdt, @2 = H*(Z? PldQl) — Hdt
Entonces, derivando en ambos lados de la igualdad y teniendo en cuenta que dao =0y

dIT*(a) = IT*(dev), obtenemos que dO; = dO2
Por lo tanto, dB1 y d®s definen la misma curva caracteristica, para las cuales sus coor-

denadas definen las ecuaciones diferenciales Hamiltonianas: d© define ¢1(t) = (q1(t), ..., pn(t), 1)
dOq define co(t) = (Q1(t), ..., Pu(t),t)
donde
. S8H(q,p) . —d0H(q, . S§H(q, —6H(q,
(@) (¢,p) y O = (9.p) p _ (4,p)
op; 0g; oF; 0Q;

Como H(q,p) = K(Q, P), obtenemos Q; = %, P, = %

O]

También se preserva el corchete de Poisson y la determinacién del campo Hamiltoniano
[+ X; bajo simplectomorfismos:

Teorema 4.1.2. Sean (P,w) y (Q, p) variedades simplécticas, F : P — Q simplectomorfis-
mo. Entonces, para cualesquiera f,g € C*(Q,R), el pullback F* satisface: F* X = Xp-¢

Por lo tanto, el campo Hamiltoniano generado por F* f es el generado por f visto con
el pullback en P y ademds el Pullback conmuta con los corchetes de Poisson.

Demostracion. Recordando que w(Xy, ) = Dh, p(Xy,-) = Df,
la primera igualdad se deduce de
LF*XJ,(W) = LF*Xf(F*p) = F*(LXf(p» = F*(p(Xfa ))
=F(Df() =d(F"f) = w(Xp+y, ) = txp 5w
Y la segunda igualdad se deduce de la primera:

F*{f,9}q) = F*(p(Xy, Xy) = F*p(F* Xy, F*Xg) = w(Xp+f, Xpsg) = {F"f,F*g}p
O

Los ultimos dos teoremas permiten considerar a los sistemas Hamiltonianos a menos
de cambios de variables por transformaciones canénicas (simplectomorfismos). Es decir,
mediante el pullback, podemos traducir la dindmicas a nuevas coordenadas respetando la
escritura de la forma simpléctica, la determinaciéon de campos Hamiltonianos y el corchete
de Poisson.
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4.2. Subvariedades Lagrangianas y funciones generatrices

Como mencionamos en la introduccién del capitulo, queremos construir funciones gene-
ratrices que definan simplectomorfismos. Si llamamos F' al simplectomorfismo, la funcién
generatriz estard definida en el grifico de F' en M x M. Este grafico ademas de ser una
subvariedad tiene la particularidad de ser Lagrangiano. A continuacion definiremos este
concepto y corroboraremos dicha propiedad sobre el grafico de F'.

Definicién 4.2.1. Sea (P,w) variedad simpléctica, L una subvariedad encajada de Py
I: L — P lainclusién. Decimos que L es isotrépico si [*w = 0, y que es Lagrangiano
si ademés dim L = %dim P.

Teorema 4.2.1. Sean (Mj,w),(Ma,ws) variedades simplécticas y F : My — My difeo-
morfismo. Entonces:

F es simpléctico sii el grafico Tp = {(z,F(z)) : © € M1} C My x My es Lagrangiano
respecto a la forma wy © we, definida por

(w1 © wa)(a,d)((v1,u1), (v2,u2)) = wi(a)(vi,v2) — wa(b)(u1, us)

Demostracion. Dado x € Mj, el espacio tangente de (x, F'(x)) en el grafico es de la forma
T r@)l'r = {(v,DF(v)) : v € T, M1}. La inmersién (inclusién) I : T'p — My x My
cumple

I*(w1 © WQ)(’Ul, DF(vl)) (1}2, DF(UQ)) = wl(vl, UQ) — WQ(DF(Ul), DF('UQ))

= (Wl — F*WQ)(Ul’UQ)

Por lo tanto, I*(w; S wa) = 0 < F' simpléctico
0

En las hipétesis del teorema anterior, se tiene que si wy y we son exactas (w1 = dfy,we =
dfy para ciertas 1-formas 6 y 62), entonces w; © wy también es exacta (y w; © wy = dO
con © =6, ©6,).

Mas aun, si L = I'p variedad Lagrangiana con [ : L — M X M, inmersién, entonces
I*O es cerrada y por lo tanto, por Lema de Poincaré, es localmente exacta. Es decir,
que existe una funcién C*°(U C L,R) tal que su diferencial sea I*© [;. Esta funcién
esta relacionada con la funcién F original que daba lugar al grafico L. De hecho, determinar
dicha funcién nos ayudara a “completar” un cambio de coordenadas de tal forma que sea
un simplectomorfismo. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.2.2. Sean (M;,w), (M2, ws) variedades simplécticas donde w; y we exactas,
F . My — M> simplectomorfismo, y sea w = wj © wy 2-forma exacta en M; x Mo, con
w=4dO.SiI:L =T — M; X My inmersién, llamamos funcién generatriz a una
funcién S € C*°(L,R) tal que —dS = I*O.

Observacién 4.2.1. Si asumimos (sin pérdida de generalidad) que w; = S2'=7 dg; A dp;
y wo = S=1dQ; A dP; en coordenadas (¢,p) en M y (Q,P) = F(q,p) en My, podemos
conseguir ‘

01 = 2= pidy

b2 = > i1 PidQ;i

con © = Y= (pidg; — PidQ;) tal que dO = (w1 © ws) (0 d(O© + ) = (w1 © ws) con a
1-forma cerrada en Mj x Ms).
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Luego, por teorema de la funcién implicita, podemos expresar a S localmente en funcién
de n variables en lugar de 2n, y generalmente queremos expresar S en una de las siguientes
4 formas: S(q,Q), S(q,P), S(p,P), S(p,Q). Y asi, conociendo (o definiendo) P(gq,p) o
Q(q,p) podemos “completar” el cambio de coordenadas. Explicitamente:

Para S(¢,Q):
ds =it (Edgs + $5dQ:) = —1I"6 = ST (PdQi — pidgy).
Porloquepi:—g—;y]%:%

Para S(q, P):

ds = Y27 (82 dg; + $5dP).

Podemos considerar © = © + ZEE (PiQi) = =1 pidg; + QidP;, ya que dO = dO

Luego, como queremos dS = —I"© = Y= —p;dg; — Q;dP;, tenemos que p; = —g—;
R S

y Qz — T 5p;

Para S(p, P):

ds = Y=t ($5dpi + $5.dP)

Tomamos ~(:) =0+ dA(XIEN —qipi + QiPy) = Y= —qudp; + QidP;, y queremos que

dS = —I"0 = 3771 qidp; — Q;dP;.

Por lo tanto ¢; = t% y Q; = —f}gi

Para S(p, Q):
dS = Y77 ($5dps + 35-dQs)
Tomamos (:) =0 +d(XE —qipi) = =T —qidp; — P,dQ;. Luego, para que dS =
—I"0 = Y171 qidp; + P;dQ); se tiene que:
éS

Qi:(%ypi—r@

De esta forma, conociendo alguno de los pares (¢, @), (¢, P), (p, P) o (p,Q), podemos
completar el cambio de coordenadas con un simplectomorfismo definido en términos de
una funcién generatriz S.
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Capitulo 5

Integrabilidad

No hay consenso sobre una definicién de integrabilidad. En cuestiones generales, en-
tendemos un sistema integrable como aquel gobernado por una ecuacién diferencial cuyas
soluciones se “pueden escribir”, y aqui es donde ya hay ambigiiedad: no hay definiciones
precisas para “poder escribir”, ya que podemos considerar “escribir” una solucién como
una serie convergente, un limite, o una integral. Apuntaremos a lo dltimo, y pensaremos
que un sistema integrable es aquel que en ciertas coordenadas, conociendo las condiciones
iniciales, la solucion pueda escribirse en términos de una integral.

Como vimos, un sistema Hamiltoniano queda determinado por una funcién de energia
que se conserva en las soluciones. Definiremos un sistema Hamiltoniano integrable como
aquel que tenga tantas cantidades conservadas independientes como dimensiones de “po-
sicién” (si la variedad simpléctica es de dimensién 2n, seran n cantidades). La idea central
es que podremos considerar a estas funciones de energia como coordenadas. Dichas canti-
dades conservadas también se conocen como primeras integrales, pues justamente pueden
expresarse en términos de una integral.

En esta seccion veremos primero que un sistema Hamiltoniano integrable admite una
foliacién por toros T™ como consecuencia inmediata del teorema de Arnol’d-Liouville. Lue-
go veremos que las n coordenadas correspondientes a cantidades conservadas, bajo ciertas
hipétesis, se podran extender a 2n coordenadas tales que se preserve la forma simpléctica,
en donde cada una de ellas se expresa en términos de una integral. Las llamaremos coor-
denadas dngulo-accién. Méas aln, la dindmica en estas coordenadas adpotara una escritura
sumamente sencilla.

5.1. Teorema de Arnol’d-Liouville

Definicién 5.1.1. Sea H € C*°(P,R) una funcién Hamiltoniana en la variedad simpléctica
(P,w) de dimensién 2n.

» F € C*®(P,R) es una constante de movimiento o cantidad conservada si se
cumple {F, H} = 0.

» El conjunto {F1, ..., Fi} de funciones F; € C*°(P,R) se dice que esta en involucién
si {Fy, Fj} =0Vi,je{l,... k}.

Si el conjunto {x € P : dFy(z) A--- ANdFj(x) = 0} tiene medida de Liouville cero (la

(,1)Ln/2an
n! )

inducida por la forma de volumen , decimos que el conjunto {Fy, ..., Fj}

es independiente.

35
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» El conjunto {F1,..., F} se dice Liouville-integrable si estd en involucion, es in-
dependiente y k = n.

» La funcién H se dice Liouville-integrable si existen Fi, ..., F, cantidades conser-
vadas Liouville-integrables con F} = H

Veamos en el siguiente ejemplo que sistemas como los del problema de Kepler son
integrables. Mas atn, veamos que el procedimiento se puede repetir para funciones con
potencial centralmente simétrico.

Ejemplo 5.1.1. Movimiento en R? con potencial centralmente simétrico

Este ejemplo obviamente generaliza el problema de Kepler, cuyo potencial es el inducido
por la ley de gravitacién universal. Consideramos el movimiento de una particula en R?,
por lo tanto el espacio de fase serd M = T*R? ~ Rg X Rf,, y la forma simpléctica serd la
canénica wy = dq; A dpy + dgo N dps.

La particula estd sujeta a una fuerza inducida por un potencial V que sélo depende
del radio: V' € C*°(M,R), V(q,p) = W(]|¢l|)-

El Hamiltoniano que define la dindmica es la energia mecanica:

H(,p) = 50} +p3) + W(lal)

En la resoluciéon del problema de kepler en encontramos otra cantidad conservada:
el momento angular. Para esto, con el cambio de coordenadas

(q1,q2) = (rcos(p),rsen(9)),  (p1,p2) = 7(rcos(p),rsen(p)) + G(—rsen(p), rcos(p))

obtuvimos que la nueva cantidad conservada se escribe como ¢ = r2¢. Lo que en coorde-
nadas cartesianas seria

U(q,p) = q1p2 — @2p1

Esta cantidad serd también una cantidad conservada en problemas con potencial central-
mente simétrico: definimos el momento angular L como

L(g,p) = q1p2 — g2p1
Observamos que las cantidades H y L Poisson-conmutan:
{H,L} = wo(Xu,Xr) =wo(VH,VL) =0

Luego, por propiedad L es una cantidad conservada en las érbitas del flujo gene-
rado por H. Para que el conjunto {H, L} sea Liouville-integrable, necesitamos que dH y
dL sean linealmente independientes salvo en un conjunto de medida cero.

dH = %dQI + %d% + p1dp1 + padpe
dL = padqy — p1dg2 — q2dp1 + q1dp2

» SidH =0, se tiene (p1,p2) = (0,0) y W/(||g||) = 0. Por lo tanto H(q,p) = W(|¢l|) =
cte. Los puntos que cumplen esto son un conjunto de medida nula.

= dL = 0 solo en el origen
= Si AdH = dL para cierto A # 0 € R, se cumple
¢=XNp y p=-AIVV(q)

Por lo tanto (q1, g2) = A2VV(q) = X>W/(||q|l)(q1, g2) ¥ p queda determinado si A y ¢
fijos. El conjunto de los puntos que cumplen estas condiciones tiene medida nula.
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Concluimos que efectivamente el sistema es integrable.

Debido a la simetria central, asi como hicimos en el problema de kepler, es conveniente
usar coordenadas polares para las coordenadas espaciales:

qi(r,p) =rsen(e),  qa(r, @) = rcos(y)

Queremos extender estas coordenadas al espacio de fase, de tal forma que se preserve
la forma simpléctica. Para esto, consideramos la siguiente funcién generatriz:

S((ry ), (p1,p2)) = prrsen(p) + parcos(p)

Recordamos que si ¥ : M — M es el cambio de coordenadas buscado y I'y es el grafico
de U, la funcién S : 'y — R es tal que —dS = I*© (Ver definicién 4.2.2]).
La funcién S es del tipo “S(q, P)” vista en por lo tanto

oS 08 oS 08
) )

(Q17(J2) = (6771’ 8732 (prapgo) = (E’ %

Donde corroboramos que se verifica (gTi’ gTi) = (rsen(y), rcos(p))

Tenemos: .
pr = p1sen(p) + pacos(p) = (P, @)
Py = p17cos(p) — parsen(yp) = L

Por lo tanto tenemos definido el cambio de coordenadas simpléctico:

¥: T*RT x SY) — T*(R%\ {0}
(Tu (papTapg?) = (q17QQ7p17p2)
2
Como p? + p3 = p? + {j—; =p2 + %’, en las nuevas coordenadas el Hamiltoniano H se
escribira:
p: | P}
Ho ‘I’(T: Soap'hp(ﬂ) = ?T ﬁ + W(T)

El Hamiltoniano no depende de ¢ y de la ecuaciéon hamiltoniana se desprende p, =
L = 0. Por lo tanto, £ = p,(0) = p,(t) es una constante de movimiento para H o W. Esto
permite reducir las variables en juego y reescribir la funcién de energia con un solo grado

de libertad: K, : T*(RT) — R tal que

1
Ko(r,p,) = 5103 + Wi(r)

donde W(r) = W(r) + L

Observacion: esto es exactamente lo que hicimos en el problema de Kepler con la fun-
cion que habiamos llamamdo U, (Ver [1.1]).

De igual forma que hicimos en podemos hallar una expresién (teérica) para la solu-
cién r(t) despejandola de una ecuacién integral, pues obtenemos una ecuacién diferencial
de variables separables: i = p, = \/2(h — W) =

r(t) dr
[, 2ty

ag%f By T%, conociendo r obtenemos :

Y de la ecuacién p = 5

t

o) = olto) + £ | s
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Es decir, a menos de resolver una integral, pudimos hallar expresiones para las solu-
ciones de la ecuacién diferencial Hamiltoniana.

En el caso particular del problema de Kepler, podemos remarcar lo siguiente. Si (h, 1)
es un valor regular de F = (H,L), F~'(h,l) es una subvariedad de dimensién 2. Si la
subvariedad es compacta, ya vimos que debe ser S' x S' = T2, pues las 6rbitas son las
que corresponden a aquellas cuya proyeccién en el plano (g1, g2) son elipses. Més ain, son
periédicas en T2.

La existencia de estas subvariedades invariantes en el espacio de fases no es estricta-
mente propio del problema de Kepler. El Teorema de Arnol’d Liouvile afirma que esto
sucede en general cuando tenemos un sistema integrable: los niveles de energia para va-
lores regulares definen toros T" invariantes cuando los niveles de energia definen regiones
compactas, y ademas, existen coordenadas para las cuales en este nivel de energia el flujo
solucion es lineal.

Teorema 5.1.1. (Arnol’d - Liouville)

Sea (P,w) una variedad simpléctica de dimension 2n y {Fi,...,F,} conjunto de fun-
ciones Liouville-integrable. Si f € F(P) C R™ es un valor reqular de F = (Fy,...,F,) :
P — R", entonces cada componente compacta y conexa My de F~Y(f) es difeomorfa a
T = (SHn.

Mads ain, existen coordenadas angulares [¢1], ..., [¢n] en My y frecuencias wy, .. .,wy €
R tales que el flujo Hamiltoniano generado por H = Fy en My tiene la forma:

©i(t) = ¢i(0) + wit (mod2w), teR,ie{l,...,n}
Es decir, la dindmica es lineal en cada coordenada angular de My.

Demostracién. Sea My una componente compacta y conexa de F~1(f) y sea Bc(f) =
{f € R" - ||f = || < €} entorno de f. Sea K la componente compacta y conexa de
F~Y(B.(f)) que contiene a Mj.

Entonces tenemos lo siguiente:

i Los campos Hamiltonianos {Xg,..., Xp, } conforman un conjunto 1.i:
Como dFi(z) A -+ A dF,(x) # 0 para x € My, los dF; son Li. Luego, como dF; =
w(XF, ), st X1 =220 a; X, = dF = w(XF, ) = w328 aiXF, ) = 2= aidFy,
lo que contradice que los dF; sean Li.

ii Los campos Xf, son tangentes a los conjuntos de nivel de F', pues:

dFy(Xp,) = w(Xp, Xp) = {F, Fj} =0 Vi, j e {1,...,n}

iii My es una n-variedad Lagrangiana:

Como dim My = n por ser preimagen de valor regular, el conjunto {Xfg,,..., Xp, }
es una base del tangente. Por lo tanto si Y = Zi’f viXp, y 4 = Z;i’f 2 XF, son
dos campos cualesquiera en My, w(Y, Z) = 0 por linealidad. Es decir, si i : My — P
inclusién, i*w = 0, y por lo tanto My Lagrangiana.

iv Los flujos ®F : K — K asociados a los campos X F, estan definidos para todo tiempo,
por teorema de escape de compactos (pues K es compacto).

v Los flujos ®* y &7 conmutan para todo k,j € {1,...,n}, es decir, <I>fko<l>{j = q){j oq)fk
para tiempos t y t; arbitrarios: '
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Esto es consecuencia inmediata del Lema[3.2.1] en el que se afirma que los flujos con-
mutan sii [X g, , Xf,] = 0, donde lo segundo se cumple pues [ X, , X ;| = —X(F.F} =
0

Definimos entonces el mapa W : R" x M; — M/ por
Uty ..., ty,z) = (I)%l o---0®} (x)

Este mapa estd bien definido por (ii), (iii) y (iv), pues los flujos ® dejan invariante M;.

Ug=1
Ademas, por (v) tenemos que W; : My — My satisface 0 Ao Es decir,
UsoW; = \Ils—i-t
que V¥ es una accion del grupo de Lie R™ sobre M.
M;

RTL

Figura 5.1: Accién de ¥ sobre My

Veamos ahora que la accién de este grupo es localmente libre y transitiva (por lo que
dado un punto arbitrario x € My, el mapa ¥, : R® — M/ es un cubrimiento universal):

Observamos primero que dado cualquier z € My, existe un entorno U de 0 € R" para
el cual ¥, |y : U — My es un difeomorfismo (basta con ver que (%NIJMU = Xp,). Y por la
compacidad de My podemos conseguir un entorno U que sirva para todos, es decir, que
Vo € My el mapa W,|y sea un difeomorfismo, en particular inyectiva y por lo tanto la
accién localmente libre.

Fijemos ahora x € My, tenemos que W(R"™,z) es un abierto en My, pues dado y €
U (R", ) arbitrario, con y = ¥(f,2) = ¥(0,y), 30U entorno de 0 € R™ para el cual \I/(U,y)
es abierto, donde W(U,y) = W(U + £,2) C W(R",z). Ademas, M; \ ¥(R",z) también
es abierto. Para ver esto, dado z € My \ V(R", ), existe U entorno de 0 € R™ tal que
(U, z) abierto, el cual necesariamente cumple W(U,z) C M #\ U(R", ), pues si existe
w e U(R™ z) N U(U,z) existirfan t1,t, € R" para los cuales U(t;,z) = w = U(ty, 2) =
U(t) — to, ) = z que contradice que z € My \ ¥(R", ).

Tenemos entonces que W(R", x) es abierto, cerrado y no vacio en My conexo, por lo
tanto W(R™,x) = My y la accién es transitiva.

Definimos

'y = Stab(z) = {t e R" : ¥y(z) =z} < R"

Como la accién es transitiva este subgrupo no depende de z, pues dado y € My, para algtin
s, ¥(s,2) =y=Ty={teR":¥(t,y) =y} ={t e R": ¥(t +5,2) = ¥(s,2)} =I,. Por
lo tanto escribimos a este grupo como T'.
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Como la accién de R™ es localmente libre, existe entorno U de 0 € R" tal que 'NU =
{0}. Esto implica que dado t € T', t es el tinico punto en ¢t + U que pertenece a I', y por lo
tanto I' es un subgrupo discreto.

Observando que I' es isomorfo al grupo de transformaciones de cubrimiento de R" y
que el cubrimiento es universal, R"/I" = My, pero si k = dim(spanr(I')), entonces:

R /T =Rk x (RF/T) = R F x Tk

Por lo que, como My es compacto, necesariamente k =ny My =T"

Entonces podemos parametrizar a My en n coordenadas “angulares”, pues el mapa ¥,
induce ¥, : R" /T' — My difeomorfismo, donde su inversa son las correspondientes coor-
denadas. Sin embargo queremos normalizar estas coordenadas, es decir, queremos que las
coordenadas de My sean de la forma ® : My — [0,2m)", de tal forma que el flujo generado
por H sea lineal en cada coordenada.

A continuacién usaremos el siguiente Lema, cuya demostracion se encuentra al final
de la prueba:

Si T' < R™ discreto, k = dim(spang(L')), entonces existen {1, ..., ¢ vectores l.i tales
que i €'y I' = spanz(ly,..., ) = {ijlf zili + 2 € Z}.

Tomamos entonces los vectores {1, ..., ¢,} del Lema para I" (en este caso k = n), que
resultan ser una base de R™ y generan la “grilla”’por la que se cocienta R™. Solo necesitamos
un cambio de coordenadas para que esta grilla se vuelva la canénica, es decir, dada por
los vectores 2me;.

Definimos L como la matriz formada por las columnas (¢1),...,(¢,). L es un iso-
morfismo tal que e; — ¢;. Esto induce un mapa en los cocientes generando también un
difeo. Tenemos % : T" — R"/T". Las coordenadas angulares estdn dadas por la inversa de
A:%O\I}I:T”%Mf

Explicitamente, si x € My arbitrario el mapa A : T" — My estd dado por

i=n
0ili
A([@ﬂ:"'?[@”]) = \II(Z:I 2Z7T2?x)a pi € [07 27T)

Este mapa, es la restricciéon de la accién de ¥, a un n-cubo determinado por la “gri-
lla” (el dominio fundamental), la cual es biyectiva y por lo tanto un difeomorfismo. Veamos
que éste es el cambio de coordenadas que queremos: ‘

Si escribimos al vector e; = (1,0,...,0) € R" como e; = > ;77 5:4;, y escribimos a
y € My como V¥(s,x) entonces el flujo generado por H = F} es de la forma

= tw S0 w;
1) = - %) ) = Ay
(I)t1(y) - \Ij(tlelay) - \I/(zzl o ezay) - \II(3+Z21 o gux)
Podemos escribir a s como s = Y= 29;&, obteniendo que:
=2 tw; + 6;
() = ¥ (X T x) = Al + 0], ., [ + 0]
i=1

Por lo que, en las nuevas coordenadas, el flujo generado por H esté dado por [p;(t)] =
[91 + twi] = [QDZ (O) + twi]
O
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A continuacién, la demostracion del Lema usado en la pruebas:

Lema 5.1.1. Sea I' < R™ subgrupo discreto, k = dim(Spang(T')) la dimension del subes-
pacio vectorial generado por I', entonces existen f1, ..., 0, vectores l.i tales que £; € T' y

T = Spanz(fy,...,0y) = {¥iZ) zili : 2 € Z}.

Demostracion. Sea {1 elemnto no nulo de I' tal que d(¢1,0) = d(I"\ {0},0) (es decir, tal
que no existe otro elemento no nulo estrictamente més cerca del 0. Suponiendo que k£ > 1
(si k =1 /1 ya genera I'), construiremos el conjunto partiendo de ¢ en etapas, como sigue:
Supongamos que ya conseguimos {/1, ..., ¢y} con m < k vectores l.i de ' que generan
el subgrupo I';, < T" de tal forma que si Uy, = Spang(¢1,...,4n), se tiene I' N U, = T',.
Como '\ T, # 0 , podemos tomar ¢ € T'\ T, y definimos dy = d(¢, Uy;,). Observamos
que por la condicién I' U Uy, = Ty, necesariamente d # 0. Podemos escribir a £ como

{=a1l1+ -+ amby + sg, con SKEU,# y a; €R

Donde a1y + -+ + amly, es la proyeccién de £ sobre Up,, por lo que dy = ||s¢].
Sean z; = |a;] enteros y £ € Ty, tal que £ = 2141 + - - - + zp by, Luego:

m n
d(0,0) < (ai = Lai DIl + lsell < D Nell + de
i=1 i=1
Definimos entonces d = inf{dy: £ € T\ T'y,} = d((I'\ '), Un)
Observamos que necesariamente d tiene que ser un minimo:
Si d no fuera un minimo, entonces existe una susesion monodtona decreciente dy) que
tienda a dy asociada a vectores ¢(r) € I'y, con » € N. Por lo visto esto implica que
(r) —U(r) € B:={z € R": ||lz]| < X2, ||4|| + d + 1} a partir de cierto 7. Como B es
compacto, I' discreto y £(r) — £(r) € T', la sucesién £(r) — £(r) necesariamente se estabiliza.
Sin embargo, esto implica que s;(r) se estabilice, y como [|s;(r)|| = dy ), la sucesién dy(,
se estabiliza, contradiciendo la monotonia.
Definimos #,,,4+1 como un elemento de I'\I';,, para el cual se alcanza el minimo dy,, 41 >0
Por construccion {1, ...0ln1+1} es Li.
Falta ver que si I'y, 41 = Spanz (€1, ..., lmt1) ¥ Un+1 €l R-subespacio generado, enton-
ces 'NUpt1 =g
Dado ¢ € I' N Upy41, éste se escribe de forma dnica como

{=p+alns1 con pelUy, vy aeR
Siz=|a] € Z, el vector ¢ — zl,,+1 pertenece a I' N Up,41 v cumple que su distancia a

Up es (a—z)dy,,,, con (a—z) € [0,1). Esto implica que necesariamente (a —z) = 0 y por
lo tanto a es un entero, pues si (a — z) # 0:

(0 —2lmy1) €T\ Ty = (a—2)dy,,., > d(T\ ), Un) =dy,,.,

que contradice (a — z) € (0,1).
Por lo tanto, dado ¢ € I' N U,;,+1, se tiene que

p=~L—alpmi1 €Ty =pe€ Spanz(l1,...,lm) y £ € Spanz(ly, ..., lyt1)

Repitiendo el procedimiento hasta llegar a m = k se obtiene la tesis.
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5.2. Coordenadas Angulo—Accién

Hemos visto que si F' = (f1,..., fn) es una funcién de la variedad P a R™ donde las
funciones f; son las cantidades conservadas, toda componente conexa y compacta de la
preimagen de un valor regular de F', que llamamos M 7 resulta topolégicamente un toro T".
Veremos en esta seccién que en un entorno de M I el espacio de fase admite una foliacién
por toros, cada uno de ellos asociado a un nivel de energia F'. Mas aiin, construiremos un
simplectomorfismo de este entorno con T x U, donde U C R™ es un abierto simplemente
conexo. Las coordenadas correspondientes a este simplectomorfismo, permitirdn expresar
la dindmica de forma extremadamente sencilla: el fluyjo Hamiltoniano serd lineal en las
variables angulares del toro, y constante en las variables de U, que llamaremos variables
de accién.

Ejemplo 5.2.1. Oscilador armédnico
Como vimos en [2.1.1] podemos expresar el Hamiltoniano en este sistema como

W

2(q2+p2), w > 0 cte

H(q,p) =

Donde las soluciones del sistema son rotaciones con velocidad angular constante w.

Nos interesa estudiar la dindmica en los niveles de energia asociados a valores regulares.
En este caso, tomamos h > 0, y el espacio de fase a considerar es R?\ {(0,0)} y la forma
simpléctica es la canénica w = dg Adp. Las érbitas deben estar en conjuntos de nivel de H,
es decir, en circunferencias de radio y/2h/w. Esto genera una foliacién por circulos, donde
cada hoja corresponde a un valor de energia distinto.

En la resolucién que hicimos en [2.1.1] observamos que podfamos describir cada mo-
mento de las trayectorias en términos de las coordenadas (h, 6): la funcién h determina el
nivel de energia, y 0 el angulo correspondiente en el circulo. Veamos como hacer esto con
mas cuidado de tal forma que el cambio de coordenadas sea simpléctico.

Una idea natural, que resultara localmente un simplectomorfismo, es describir la dindmi-
ca en términos de tiempo T y energia h. Es decir, la coordenada h nos indica el nivel de
energia y 7 nos indica el tiempo transcurrido de la solucién fijando un comienzo 7 = 0.
Definir la dindmica en estos términos resulta trivial, pues las ecuaciones diferenciales ob-
tendran la forma

t=1, h=0
Para definir un punto de partida en cada conjunto de nivel, basta considerar una variedad
transversal a las circunferencias, por ejemplo, la semirrecta (0,p) con p > 0. Fijado h, el
punto de partida para la solucién en ese conjunto de nivel serd

(qo, o) = (07 \/ Qh/w>

En funcién de este punto de partida, las soluciones se escriben como

p(t, qo, po) = —qosen(wt) + pocos(wt)
q(t,q0,p0) = qocos(wt) + posen(wt)

Por lo tanto, en funcién de (h,7):

q(,h) = y/2h/wecos(wt), p(T,h) = \/Msen(wt)
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Se verifica que el cambio de coordenadas es simpléctico (preserva la forma candnica):

dq = —v/2hy/wsen(wT)dr + \/mcos(wT)dh

V2h
dp = V2hy/wcos(wT)dT + ~ Yo sen(wt)dh

V2h
= d(q(r,h)) Nd(p(T,h)) = dr Ndh

Sin embargo, estas no pueden ser coordenadas globales: no hay biyectividad debido a
la periodicidad de las érbitas. De hecho, acabamos de construir un cubrimiento

C:RxRT = M =R?*\{(0,0)}

(1, h) — (q(h, 7),p(h, T)) = (\/Qh/wcos(wt), \/Qh/wsen(wt»

El mapa C es %” periédico en la variable 7. Esto permite considerar el mapa inducido

4 R
i ——— xRt = M
¢ (27 /w)Z e

Que si resulta un simplectomorfismo.

0,v/2h/w)

7z
&)
|

{
(

Estas casi son las coordenadas dngulo-accion que buscamos. La diferencia estd en que
queremos escribir una coordenada como un dngulo en Tt = S! = %. Para esto, basta con
reescalar la variable 7 construida de tal forma que el cambio sea simpléctico. Consideramos

el siguiente mapa

D:RxRT 5 RxRT

(t,h) = (p,I) = (wr, h/w)
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El mapa es un difeomorfismo del espacio de cubrimiento y resulta simpléctico:

1
dp(t,h) NdI(T,h) = wdr A —dh = dt A\ dh
w

De nuevo, tenemos que C o D~! es 27 periédico en la variable ¢ por lo que induce
un mapa en el cociente. Por lo tanto, conseguimos un simplectomorfismo en el espacio
cociente

CoD ':S1 xRt - M

El Hamiltoniano en estas coordenadas es h([p],7) = Iw y las ecuaciones diferenciales son

Ejemplo 5.2.2. Péndulo planar sin rozamiento
Como vimos en el espacio de fase del péndulo es el anillo M = S x R, la forma
simpléctica es df A dp y el Hamiltoniano H estd dado por

2
H(0,p) = % — cos(0)

Sih € (—1,1), hesun valor regular y las curvas de nivel estdan dadas por p = £+/2(h + cos(0)).
Topoldégicamente son circulos (puen son 1-variedades compactas).

Fijado uno de estos circulos, al igual que en el oscilador arménico, podemos definir
variables tiempo-energia en el espacio de cubrimiento del anillo, que también resultaran
localmente un simplectomorfismo. Sin embargo, a la hora de considerar el cociente para
conseguir un simplectomorfismo global en el entorno del circulo seleccionado, hay que tener
en cuenta que, a diferencia del oscilador arménico, los periédos de las 6rbitas dependen de
la energia h. En el oscilador los periodos de todas las érbitas eran T' = 27 /w. En el caso
del péndulo, como fl—f(t) = p, se tiene %(9) = 1/p. Integrando obtenemos una expresion

para el periodo en funcién de h:

db
T = 2/ V2(h + cos(0))

Donde 6y y 64 son las raices de H(0, O) = h.

Para conseguir coordenadas globales simplécticas la idea serd la siguiente: a partir
de las coordenadas tiempo-energia definidas en el espacio de cubrimiento, definiremos un
simplectomorfismo alli de tal forma que normalice todos los periodos. Esta idea es esencial
en la demostracion general para la existencia de este tipo de coordenadas . Con la
normalizacién de los periodos si podremos cocientar y recuperar el anillo. Haremos esto
con cuidado de tal forma que con este cociente, consigamos las coordenadas dngulo-accion.

Para la construccién de las coordenadas tiempo y energia, consideramos como tiempo
0 en cada circulo de energia h al punto de corte con la subvariedad transversal dada por la
parametrizacién (0, p). El punto de corte en el ciculo de energia h es (0, p) = (0, /2(h + 1).
Si @/ es el flujo Hamiltoniano, definimos

C:Rx(-1,1)> M

c(r,h) = o (0,\/2(h + 1))

El mapa C es un cubrimiento y(7, k) son coordenadas en el espacio de cubrimiento tales
que localmente C es un simplectomorfismo. Es decir, el mapa C~! es una carta local que



5.2. COORDENADAS ANGULO-ACCION 45

preserva la forma simpléctica. Si definimos la relacién de equivalencia (7, h) ~ (7+T1'(h), h)
y consideramos el cociente de R x (—1, 1) bajo esa relacién, conseguimos un difeomorfismo
C, que simplemente es la correspondencia [(7, )] +> (6, p). Sin embargo, con este cociente
las variables 7 y ¢ dejan de ser “independientes” por lo que la ecuacién diferencial no
tendra la escritura sencilla que buscamos.

h P

h=1 (0, v2(h +1))

B
N @

65 ()] | 165 (h)]
T=T(h) T=3T(h) (0] = [-7] = [n] 1]

I
E)

Figura 5.2: Cubrimiento por coordenadas tiempo-energia

Construiremos un simplectomorfismo D : R x (=1,1) — R x A con A un intervalo de
R de tal forma que se normalicen los periodos. Definimos el difeomorfismo

2w
T(h)

o(t,h) = T
La variable accién I tiene que depender sélo de h y que a su vez el cambio de coordenadas
sea simpléctico, es decir, se debera cumplir dp A dI = dr A dh. En funciéon de esto, como
% = 0, dicha condicién se reduce a

oI _ T(h)

oh 2w

Por lo tanto

1 h
IW:—/TW%
2m J_1
Observamos que como % > 0, I es un difeomorfismo (—1,1) =+ A C R, y el hecho de que
la forma simpléctica se conserve implica que el mapa D dado por (7,h) — (¢,I) sea un

difeomorfismo simpléctico. Luego D induce un simplectomorfismo D en los cocientes. Ya
normalizados los periodos, tenemos

CoD1:S'x A M

Un simplectomorfismo, cuya inversa corresponde a las coordenadas dngulo-accion: La fun-
ci6on Hamiltoniana en estas coordenadas es H(I) (la funcién inversa de I(h)) y la ecuacién
Hamiltoniana se expresa como
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Figura 5.3: Construccién de coordenadas angulo-accién
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Por lo que fijado un nivel de energia, el flujo es lineal en la curva de nivel.

Observacion: 2nI(h) = ffl T(h)dh es el area encerrada bajo la curva T'(h) en el espacio
(1,h). Es decir, es el area del conjunto {(7,h) : h € (=1,h),7 € (0,T(h))}. Como C es un
simplectomorfismo restricto a este dominio, preserva area. Este conjunto via C es

{(0.9):0 €', p € [—/2(h + cos(0)), +1/2(h + cos(6))]}

El conjunto esta delimitado por la curva v(h) = {(0,p) : H(0,p) = h}. Por lo tanto, como

la forma de area es pdf
1
I(h) = — / d6
(h) =5 ?

En otras palabras, la variable de accién se escribe como la integral de la 1-forma
tautologica sobre la curva cerrada simple asociada al nivel de energia. En la observacién
veremos que en general podemos escribir a las coordenadas acciéon de esta forma.
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Para la construccion de las coordenadas, veremos que el teorema de Arnol’d-Liouville
vale en un entorno de la variedad térica hallada y luego, siguiendo la idea de los ejemplos
presentados, generaremos las coordenadas tiempo-energia para pasar a las angulo-accién.

En la literatura podemos encontrar el siguiente teorema como parte del Teorema de
Arnol’d-Liouville. La demostracién aqui presentada es una conjugacién de lo expuesto en
[KD18] y [Fas99].

Teorema 5.2.1. (Coordenadas Angulo-Accién)

Sea (P,w) una 2n-variedad simpléctica, {F1, ..., F,} conjunto Liouville-integrable, F :=
(F1,...,E,) y f € F(P) valor regular.

Entonces toda componente coneza Mj € F=Y(f) tiene un entorno U € P (con MyeU)
que admite coordenadas de accion I, : U — R y coordenadas angulares [pr] : U — S* para
ke{l,...,n}, tales que:

s La forma simpléctica w en estas coordenadas se escribe w = Y1 doy N dIj,

w Sil=(I,...,1,), la ecuacion dif. Hamiltoniana (H = F1) se escribe de la siguiente

forma: '
I, =0
{ [or] = wi(I)

Demostracion. Por el teorema anterior, ya tenemos coordenadas angulares en un toro M -
La idea de la prueba es mostrar que en un entorno de M 7 podemos encontrar una foliacién
por toros donde cada toro corresponda a un valor regular distinto. Las coordenadas de
accién nos indicardn en que toro se encuentra un punto, y las coordenadas angulares en
qué lugar del toro.

La estructura de la prueba puede ordenarse en las siguientes etapas:

1. Observar que existe un entorno U del toro M 7 bara el cual DF sobreyectivo. Esto
implicard que todo elemento de este entorno vivira, por la accién del flujo Hamilto-
niano, en una seccién My difeomorfa a un toro T".

2. Encontrar una variedad transversal N a todos los toros del entorno U hallado, de
dimension n y difeomorfa a un entorno simplemente conexo U de f. Si consideramos
a U suficientemente chico, tenemos que U es difeomorfo a My x N (U).

3. Generar coordenadas locales tomando de referencia los puntos bases dados por N,
que llamaremos coordenadas tiempo-energia.

4. Deformar a N para que ademas de ser transversal a los toros, sea Lagrangiana. Con
el nuevo mapa N, las coordenadas construidas seran localmente candnicas.

5. A partir de las coordenadas halladas, construir coordenadas globales angulo-accién
en U, es decir, un simplectomorfismo T" x V +— U, donde V C R".

1) Que f sea valor regular no implica que exista un entorno de valores regulares
alrededor de f. Sin embargo, como M 7 es compacto, si podemos conseguir un entorno U
de f de tal forma que si U es la componente conexa de Ffl(U ) que contiene a M 7> entonces
U esta formado por puntos regulares de F. Una forma rapida de ver esto es razonando
por absurdo: si no existiera tal U, para todo entorno compacto U de M 7 encontramos un
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punto no regular. Conseguiriamos una sucesién de entornos compactos U,, decrecientes y
puntos no regulares p, € U, tales que F(p,) —, f. Esto implica que la sucesién tiene un
punto de acumulacién en M 7 que por continuidad tiene que ser no regular, llegando a un
absurdo.

UcCR"®

UcP

Por lo tanto, conseguimos U entorno de M 7 tal que si x € U, D, F sobreyectivo.
Observamos que esta es la hipdtesis necesaria para el teorema de Arnol’d-Liouville y por
lo tanto para construir coordenadas angulares, es decir, si f € U, M ¢ es un toro de
dimension n.

2) Buscamos una subvariedad N de dimensién n que sea trasnversal a los toros, de tal
forma que podamos considerar a los cortes de IN con los toros como los puntos de partida,
los “angulos” 0, y que movernos por N sea equivalente a elegir un toro, Es decir, buscamos

N :U — U tal que FoN =lIdg

U U
N

C D f

F If

Dado zg € M 7 consideramos los campos v’ generados por VF; en un entorno de x
(los gradientes estan bien definidos localmente mediante una carta local, aunque dependan
de la carta). Estos generan el subespacio complementario al generado por {Xp,....Xr,}
en el espacio tangente.

Definimos G : B(0,¢) € R"™ — U por G(t1,...,t,) = ¥} o+ o p (zg). Como
g—g((),...,()) = VF;, y {VFy,...,VF,} es un conjunto [l.i, si € suficientemente chico, G
es un difeomorfismo sobre su imagen. Sea ¢ : B(0,€) — U definida por ¢ := F o G, dado
t € B(0,¢), Di(C) = D¢ F.DtG. En coordenadas locales, en ¢t = 0, podemos ver esto en
formato matricial como

VFl (1‘0)

Dgo)F = : , DoG = (DgoyF)" = Do(¢) invertible.
VFn(l'o)



5.2. COORDENADAS ANGULO-ACCION 49

La condicién de tener diferencial invertible es abierta, por lo que achicando €, U y U
(mantendremos la notacién por comodidad) podemos asumir que ¢ : B(0,¢) — U es un
difeomorfismo. Definimos N : U — U como N(f) := G o (~!(f). Se tiene que N es un
encaje y que cumple F'o N = Idy, pues si f = ((t),

FoN(f)= F(N((#) = Fo Gt) = ((t) = |

3) Ya tenemos una subvariedad inmersa parametrizada con N que es transversal a los
toros, y por construccién, dado f € U, N(U) N M ¢ = N(f) es un punto que tomaremos
de referencia para construir las coordenadas.

Al igual que en el teorema de Arnol’d-Liouville, si ®¢ son los flujos asociados a Xf,,
definimos el mapa ¥ : R" x U — U por

U(t,... ty,x) = ®f 0+ 0 O} ().

Como habiamos visto, esto genera una accién localmente libre de R™ sobre Mp(,). Veamos

que esta accion restricta a R™ x N(U) genera coordenadas locales: Definimos
C:R"xU—=U, (tf) ¥t N(f))

Tenemos que

{ chi(ta f) = XFi(\II(tv N(f)))
2t f) =25N(f)

Como Y, o N sigue siendo una variedad transversal, se cumple que
{Xp,..., XFp,, 8%}21\7, e ag}zN} es una base del tangente en ¥y o N(f). Entonces, el
mapa es un difeomorfismo local.

Conseguimos entonces coordenadas locales (¢, f) en un entorno de un punto de U, que
llamaremos coordenadas tiempo-energia. Més aiin, como veremos adelante, podemos
tomar estas coordenadas de tal forma que ( si consideramos la 2-forma canénica en R” x U)
la funcién C es simpléctica, y por lo tanto la escritura de w en estas coordenadas en un
entorno de U es la candnica.

Estas coordenadas, como hemos visto en ejemplos, son las que responden a la intuicién
al observar diagramas de fase: las coordenadas de energia f nos sitiian en determinado
nivel de energia (conjunto de nivel de F'), y las coordenada temporales nos indica el tiempo
por el que debemos fluir en las direcciones Xr,.

Recordamos que el estabilizador de la accion transitiva de R™ en cada toro M es

I'y={teR":¥(t,x) =, € My}
Si fijamos x € My, tenemos
Ff =7Z< 61($),...,€n(1‘> >

Donde {¢1(z),...,¢,(x)} base de R™ como en el lema Como /¢;(x) sélo depende de
F(x), escribimos

Ty =Z<O(f),  bulf) >
donde /; o F(z) = {;(x)
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Como vimos en la demostracién del teorema de Arnol’d-Liouville, los vectores £;(f)
definen una matriz L(f) que a su vez induce un mapa L : R”™ — R" tal que e¢; — £4;(f).
Esto induce un mapa en los cocientes

L
— :T"=R"/(2rZ") - R"/Tf

2

El mapa ¥ también induce un mapa definido en el cociente R"/T". Finalmente conseguimos
el mapa U o 2L7r(f):

™ — R”/Ff —)Mf

Con este mapa construimos las coordenadas angulares en Si procedemos de igual
forma, tomando en cada toro a N(f) de punto base, cada y € U puede ser escrito como

Donde los dngulos [p;] corresponden a una posicién en el toro T".

R™ R™

2me

2me; N,

7i( \

proy proy
\/ R \
= (f)

{

f

~

Figura 5.4: Construccién de coordenadas angulares

Sin embargo, surgen problemas: En primer lugar, estas coordenadas en general no son
candnicas. Y en segundo lugar, pasar a coordenadas angulares implica una normalizacién
de los periodos a través de L(f). Hay que ver que esta matriz varia diferenciablemente.

Si bien estas serdn las coordenadas angulares de U, y ([¢], f) si son coordenadas globa-
les, no son candnicas, pues al normalizar las variables angulares hay que adaptar el resto
de variables para que preserven la forma simpléctica. Estas coordenadas ajustadas seran
las que llamamos coordenadas de accién, que definiremos en 5).

Veamos que los vectores ¢1(z),...,{,(x) varian diferenciablemente al mover x (y por
lo tanto la matriz L(f)). Como la diferenciabilidad es local, podemos pensar a la variedad
(un entorno) como R?.
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Los elementos de los estabilizadores I';, son los ceros de la funcién ¥(t,z) — x (pues
t €T, < U(t,z) =z). Dado ¢1(2) =t € I'; (U(,2) — 2 = 0 € R?"), como

d

d—ti(\ll(t,m)—x))|t:£:XFi(\IJ(f,£)) v {Xp,...,Xg,} Li

Por teorema de la funcién implicita, existe un entorno B; x W; de (f, #) y una funcién g
diferenciable tal que ¥(t,z) —x =0 & t = g(x), para (t,x) € B; x W;.

Como ¢1(x), ..., ¢, () son aislados, necesariamente g(x) = ¢1(x) y por lo tanto la asig-
nacién x — ¢ (x) varia diferenciablemente. De forma anéloga se deduce lo mismo para los
restantes ¢;

4) Nuestro objetivo es definir coordenadas para las cuales w = >_7 dI Adyy. Queremos
entonces que {p;,p;} = 0 = w(Xy,, Xy;) = Dpi(Xy,). Es decir, necesitamos que los
campos X, sean tangentes a N, pues Dy;(X) = 0 implica que en la direcciéon X no se
cambia de angulo ¢;, que es justamente lo que define a N. Por lo tanto, necesitamos que
w|y =0 (N Lagrangiana)

Si la subvariedad transversal N construida no es Lagrangiana, veamos que podemos

deformarla para que si lo sea:
Llamamos ahora N a la subvariedad construida (que por comodidad, llamaremos N tanto
a la variedad como a la parametrizacion). Consideramos la 2-forma N*wen U (el pullback
de w por N ). Como asumimos que U es simplemente conexo (podemos pensar que U es
una bola) por lema de Poincaré existe & una 1-forma en U tal que d& = N*w. Definimos
entonces o« = F*(&) 1-forma en U (el pullback de & por F'). Luego, o define un campo en
U mediante la relacién w(X,-) = «, que resulta ser tangente a los toros, pues:

—DFi(X) = w(X, XF) = o(XF,) = &(DF(XF)) = &(0)) =0

Sea @ : U — U el tiempo 1 del flujo asociado a —X. Definimos N = ® o N. Veamos a
continuacién que efectivamente N es Lagrangiana y se cumple F'o N = Id.

La tltima igualdad es trivial, pues F o ® = F' ya que como el campo X es tangente a los
toros, el flujo no cambia de toros a los puntos (es decir, no los mueve a otro conjunto de

nivel).
Q\@ .

h

N

Pyl
S

o/

Figura 5.5: Deformacion de variedad transversal para lograr N Lagrangiana

Para ver que N es Lagrangiana, por definicion, tenemos que verificar que N*w =
(P o N)*w = 0, o equivalentemente, como (® o N)* = ®* o N*, basta probar que si ¢ € N:

v,w € TyN = ®*w,(v,w) =0
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Podemos escribir a U en las coordenadas construidas hasta el momento, es decir, los
elementos de U son de la forma (q1,...,qn,p1,--.,pn) donde (q1,...,q,) son las coordena-
das de la parametrizaciéon N y (p1,...,pn) en correspondencia con (@;}1 o a1, qn)-

Como « sélo depende de ¢, X también. Como X (¢, p) es tangencial al toro correspon-
diente a ¢, tenemos que en estas coordenadas X y ® se escriben

X(p,q) = X(q) =(0,...,0,Xn41(q), ..., X2n(q))

(I)<Q17~~- yQn, P1y - -~7pn) == (Q17-~- yQny P1y - - -7pn) _X<q)

Por lo tanto, Dy, ®(v1, ..., v2n) = (v1,...,020) = (0,...,0, VX110, ..., VX9,v). En
particular, si v € TqN, v=(v1,...,05,0,...,0) y

D(q70)‘I)(1}) = (1)1, ceeyUn, —VXn_HU, ey —VXQn’U)
Siendo atin més especificos, como X sélo depende de ¢, para j =1,...,n
0 0
VXpii = (=—Xntjyo oo, =— Xpn+4,0,...,0
n+j (aql n+j g n+j )y
n 6Xn+1 " aXQn
D, 5y®(v) = e — ey — ]
(Q,O) (U) (Uh ; Un, ; 8qz v, ) ; 8qz UZ)

Entonces, si v,w € TQN, @E‘q O)w(v,w) = Wa(q,0) (D®(v), D®(w)), que desarrollando
nos queda

O, 0w (0, W) = W (g0)(V; W) — Wa(g0) (05 -, 0, VX1, ..., VX200) ()
~Wo(q,0) (’U) (07 s 707 VXn—l—lw, ceuy VXQn’LU)
= Wap(,0) (0, W) — Wa(g,0) (DX (v)) (W) — We(g,0) (V) (DX (w))
Ya que

wq)(q,o) (O, oo ,0, VXn_HU, ey VXQn'U) (O, Ceey 0, VXn+1UJ, e ,VXan) =0

porque w(XFg,, Xp;) = 0y los vectores de la forma (0, ...,0,u,...,uy) son combinaciones
lineales de los campos X,

Consideremos ahora la siguiente Observacién:
Si (M, w) variedad simpléctica de dimension 2n y X campo en M, entonces

Lyw(v,w) =w(DX(v),w) +w(v, DX (w))

Para probar esto, podemos pensar localmente en coordenadas candnicas, para las cua-
les w = wp. En estas coordenadas txw = Y7 X;dp; — >0 Xigndq; v Lxw = d(i1xw) =
Y1 dXidp; — > dXiyndg;. Por lo tanto

n

n n n
Lxw(v,w) = Z dX;(V)Wiyn — Z dX; (W) vy — Z dX;n(v)w; + Z AdXipn(w)v;
1 1 1 1

= w<2zndXi(v),w) +w(v,2zndXi(w)) =w(DX((v),w) +w(v, DX (w))
1 1
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Entonces
q)?q,o)w|N =w|y — Lxw|y =wlgy —dalg
pues Lxw = dixw = da
Por otro lado, como (N o F)|g = Idg
da| gy = d(F*a)| g = F*| g (dd) = F*| g (N*w) = (N o Fl|g)*w = w|y

Juntando ambas igualdades, concluimos en que (IJE*%O)
grangiana. Lo que implica que para la parametrizacion N, {¢;, ¢;} = 0 Como dijimos, la
subvariedad N = Ny corresponde a los dngulos ¢ = 0, y para cada ¢ tenemos la varie-
dad N, correspondiente a la traslacion de Ny por el flujo Hamiltoniano dejando correr un

tiempo ¢ (N, = <I>(1P1 o---0®7 (Np)).

w|gy = 0y por lo tanto N La-

Veamos ahora que, tomando de referencia a la subvariedad Lagrangiana N, las coor-
denadas tiempo-energia construidas en un entorno W C U (donde podemos suponer
N NW # () resultan ser canénicas:

Una base del tangente a © € W es {%,...,%,%,...,%}. Por lo tanto, podemos
escribir

n n
W‘W — E ai,jdti A dFj + E (bi,dei A dFj + Ciyjdti A dtj)
i,J i<j

Por construccién de las coordenadas tenemos % = XF,. Por lo tanto:
k3

n
0={Fw. i} =wlw(Xp,Xp) =) cijdt; Ndtj(Xp, Xp,) = ciy
i<j

Pues dt;(XF;) = Dti(aitj) = 0;;. También dFZ(%) = 0, lo que implica

01 = DFk(aaﬂ) = W|W<XFk7 C{)@ﬂ) = ayy

Luego
wlw =Y _dt; NdF; + > b jdF; A dF;
i i<j

Oservamos que las funciones b; ; son invariantes bajo la accién del flujo ¥, es decir,
bij o ¥; = b; ;. Para ver esto, recordar que el tiempo t de un flujo Hamiltoniano es un
simplectomorfismo, y ¥; es la composicion de n flujos Hamiltonianos. Por lo tanto, Viw =
w. Més atn, por como definimos las coordenadas tiempo-energia, se tiene que ‘I/;dFi = dF;
y \Il;f(dtl) = dt; pues F; o \I/£ =F,yto \Ilf =1 +i

Juntando esto obtenemos:

0=Vw—w=> (bjoWU;—b;;)dF; \dF;
1<)
De donde se deduce b; j o W; = b; ;.
Entonces, si tomamos x € N NW, como {%,...,%} es una base de T,N y N
Lagrangiana, se tiene que b; ; = 0. Pero si y € W, tenemos que y = ¥;(x) para algin = en
N, y por lo tanto, b; ; = 0 en todo W. Esto prueba que las coordenadas son canonicas:
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w\w = Zdti A dF;

5) Hasta el momento tenemos el mapa simpléctico que localmente es un simplectomor-

fismo
C:R"xU—=U, (tf)— V(t,N(f))

De hecho, este mapa es un cubrimiento.
La 2-forma en las coordenadas (¢, f) es la canénica: > 7 dt;AdF;, donde f = (Fi,..., F,).
Construiremos un simplectomorfismo dado por:

D:R"xU—=R"xV, (tf)~ (¢,1)

donde V' un abierto de R™ y la 2-forma simpléctica en (¢,I) € R™ x V es la canonica.
Observar que esto autométicamente nos da coordenadas (¢, ) candnicas en cualquier
entorno de un punto de U, dadas por el mapa (C o Dil)fl = Do (C'. Sin embargo, con
estas nuevas coordenadas veremos que podemos normalizar los periodos para todos los
toros, lo que nos permite cocientar por la grilla dada por la base canénica, para obtener
finalmente las coordenadas angulo-accién:

([¢], 1) : R*/(27Z") x V - U

inducido por el mapa C o D1,

R'x U —S— U

[ I

R* x V 22 10w v

La construccién de D es la siguiente:
La coordenada angular la construimos igual que en el teorema de Arnol”d-Liouville:

p(t, f) =2rL(f)~"

Recordando que

Lia(f) -0 Lna(f)

Lin(f) - Lnn(f)

Las coordenadas de accién I, queremos que sbélo dependa de los valores de F', por lo
tanto buscamos un difeomorfismo I : U — V tal que (¢(¢, f), I(f)) candnicas.
1

Como 5-L(f)p = t, tenemos:

" I,
a) do; NdI; = Z dp; N 7dFj
= of;
b) dt; NdF; =3 ( > o7 PitFl+ > Lijdg;) AdF;
ji=1 =1
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Como {dg1,...,dp,,dF,...,dF,} es una base, la igualdad Y"1 | dp; AdL; = Y7 dt; A
dF; se cumple si y sélo si:

or, 1 dL;; O,

= 7L . X =
of; 2 Y Top T of
Observar que la primera igualdad (a) implica DI = %LT, que en formato matricial se
puede visualizar como:

Para i,7,l € {1,...,n},

Ny
oy
3

5[1 (5]1 7
R Vi 1
e A TS O B IS O e
: : : : “or | = or : : :
fo Vi, by Lyt ... Lo
Es decir, conocemos el diferencial del mapa I buscado. Veamos que podemos resolver

la ecuacion DI = 1 5-LT por integracion.

Si con81deramos la 1-forma asociada a E
gj,1d$1 4+ -+ gjmdltn = Ll,jd.%'l —+ -+ Ln,jdxn

y recordando que f est4 definido en U simplemente conexo, por lema de Poincaré tenemos
que si esta forma es cerrada, también es exacta, y por lo tanto existe I; tal que dl;=
fj,ldxl 4+ 4 EJ, dx,, o equivalentemente, VI; = Z Maés atn, la funcién I se construye
integrando la 1-forma por caminos.

Alcanza con probar entonces que la 1-forma es cerrada, o equivalentemente, que sus
“derivadas cruzadas” coinciden:

9; 05 OLi; 0Ly
R YA L T 13

justamente la segunda igualdad necesaria (b) para que las coordenadas sean candnicas.
Por lo que basta con probar

ofi  Ofi
Veamos que esto es consecuencia directa del hecho de que N sea Lagrangiana.
Como el mapa C es simpléctico, C_I(N(U)) C R" x U es Lagrangiana. Luego

cUNDO)=UwH=U @) -v )

tely vezn

Puest €'y & Jv € Z" parael cual t = L(f) - v

Por lo tanto, por cada v € Z" tenemos una subvariedad Lagrangiana parametrizada
por f — (L(f)- v, f) en R® x U. Una base del tangente de alguna de estas subvariedades
Lagrangianas viene dado por

OL; 0 0
Z; = Z(af;] ])74‘% con lE{l,...,n}

n
Como la subvariedad es Lagrangiana y w = Z dt; N\ dFj;, se tiene que

0L,J 8L17]
O0=wlln i) =2 S Z o7, "
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. L; oLy ;
Como esto se cumple para todo v € Z", necesariamente aa—fl’] = lej
2

Por lo tanto, tenemos bien definido el mapa simpléctico que brinda coordenadas locales
dado por

CoD L:R"xV = U, @J%%Wg%Mﬂ%NUUm

Y como la primer entrada es Z™ —periddica, el mapa induce el difeomorfismo simpléctico
buscado (simplectomorfismo):

AT XV 5 U, (gl D) = B (Lo NUD)

Y por dltimo, recordando que H = Fj, el fluyjo Hamiltoniano asociado a H es el
correspondiente a fluir ¥ por st; = s(1,0,...,0).

Fijado y € U tal que F(y) = f, si escribimos al vector t; = (1,0,...,0) € R" y a
y € My como

~

=5 LNE y=TEN()

entonces el flujo generado por H es de la forma

L(f)
27

Ol (s,y) = W(str,y) = U(str + £, N(f)) = ¥(s(52¢) +1,N(f))

Y si escribimos a ¢ como ¢ = %L(f)@, y a f como f(I) obtenemos que

®'(s,y) = A(s[¢] + [0],1)

Es decir, en las coordenadas ([¢],I) las ecuaciones Hamiltonianas son lineales y se
pueden expresar como

I =0
[or] = lwr](1)
Donde wy(I) = wi(f) son los coeficientes de @, es decir, los coeficientes de ¢; en la base

{0(f)s -l D))
O

Observacién 5.2.1. Coordenadas dngulo-accion en términos de una funcion generatriz

En entornos de un conjunto de nivel M; sabemos que existen coordenadas angulo-
accién (@, I). Veamos que podemos expresarlas en términos de integrales.

Tomamos f valor regular de F'y M 7 na componente compacta conexa de F~1(f) (to-
polégicamente es un toro T™). Dado U entorno de M 7 suficientemente chico, consideramos
0 una 1-forma tal que si w(q,p) es la forma simpléctica en P, df = —w. Esto es posible
pues en las coordenadas (g, I) basta con tomar 0 = Y7 Lidp;.

Por cada f € U consideramos una familia de lazos {v1(f), ..., (f)} en M, basados
en zo(f) que varien diferenciablmenente segin f, que sean todas transversales, se corten
solo en zo(f) y sus proyecciones en 71 (My, zo(f)) sean generadores del grupo.

Definimos las funciones I;(f) como

1
)= 277/%-@ s

Estas necesariamente son coordenadas de accién (a menos de una reordenacién de
subindices):
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- Para las coordenadas (g, I), escribimos a 6 como 0 = Y"1 I;dyp;.

- La definicién de I;(f) es invariante bajo homotopias a extremos fijos del camino ~;:
Si existe H : [0,1] x [0, 1] — My homotopia tal que

H(t,0) = ~(t), H(t,1)=A4(t), H(0,s)=H(1,s) =z

Por teorema de Stokes, se tiene

0 —/9 =/ H*9=/ dH*(0) = H*(df) = 0
A'Mf 5 y oo = Jop OV J o )

- Por lo tanto, podemos suponer que las curvas «; son una vuelta en la direccién del
angulo ¢;, es decir, de la forma

vi(f) = (L(f)y. .-  In(f),0,...,27t,...,0)

Entonces 1

1
) =gz | o= 500 [ doi= 1)

Ya conseguimos la coordenada accién en términos de una integral. Buscamos completar
el cambio de coordenadas.

Primero, podemos suponer por teorema de Darboux que localmente las coordenadas
(g, p) son canédnicas, por lo que asumimos 6 como > 7 p;dg;. Ademas, también localmente,
los toros My son gréaficos de una funcion p(q, f), es decir, parametrizamos un entorno
de My como (q,p(q, f)). Como ya vimos en el teorema de coordenadas angulo-accion, la
funcion I(f) = (I1(f),..., I.(f)) es un difeomorfismo local. En definitiva, esto nos permite
pensar que un entorno simplemente conexo W € U de (qo, po) € M 7 se puede parametrizar

como (g, p(g, I))-
Definimos en este entorno la siguiente funcion:

swa)= [ mtgda= ["org
q0 1 90

Los limites de integracién qo y ¢ corresponden a un camino en el toro My, de
(qo,p(q0, 1)) a (q,p(g,I)). Como el entorno en el que se define es simplemente conexo,
esta definicién no depende del camino elegido.

Como g—i = p;, esta es la funcidon generatriz que nos permite hallar las coordenadas

angulares: por lo visto en el difeomorfismo (g, I) — (q,p) es simpléctico y

_ 08
%= ar

Hay que remarcar que este cambio de coordenadas, con esta construccion, es local.
Podemos corroborar que esta definiciéon es coherente con la escritura 0 = Y7 I;dy;,
pues

08 d [P -~
77 Lp) = o7 Lidei = | =7 ) Lidy;
or, L9 = /@021: de / 81}21: d¢

®o

4
:(0,...,/ iy ,0) = (0, 05 — 0,5+, 0)
¥o
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Observacién 5.2.2. El teorema [5.2.1] tiene un cardcter global, y otro local:

Es global en el sentido de que podemos identificar U x T" con un entorno U de una
componente conexa y compacta de un cojunto de nivel, tal que U esté saturado y foliado
por hojas que son topolégicamente toros T", y U es un abierto simplemente conexo de R.
La identificacion es global a lo largo de las hojas.

Por otro lado, esta identificacién tiene un caracter local en las direcciones transversales
a las hojas. Esto es natural, pues no podemos aspirar a conseguir coordenadas globales en
toda la variedad para las cuales la forma simpléctica sea la canoénica (Ver .



Capitulo 6

Problema de tres cuerpos no
planar eliptico con restricciones

El problema de tres cuerpos es un sistema mecénico que consiste en tres masas (cons-
tantes) puntuales en R? sometidas a fuerzas de atraccién gravitatoria mutua. La ecuacién
diferencial que rige a este sistema es la segunda Ley de Newton, y las variables en juego
son las posiciones y velocidades de cada particula.

Como vimos con el problema de Kepler, el problema de dos cuerpos es integrable y
tenemos una descripcién precisa de las érbitas. Sin embargo, lo mismo no ocurre para tres
cuerpos de forma genérica. No serd un sistema integrable.

Ante la interrogante de qué sucede con el problema de tres cuerpos, y n cuerpos en
general, Henri Poincaré a finales del siglo XIX propone un nuevo abordaje al problema:
estudiar comportamientos topolégicos de las érbitas. Observa que estos sistemas pueden
ser extremadamente sensibles a perturbaciones en las condiciones cadticas, dando origen
a la teoria del caos. Estudiando posibles configuraciones, se encuentra con la posibilidad
de oOrbitas que tanto a futuro como a pasado tiendan al mismo punto de equilibrio. A
futuro tendera al equilibrio en una direccién, y a pasado en otra distinta. Al punto silla de
equilibrio en esta situacién lo llamamos interseccion homoclinica transversal. Este compor-
tamiento meramente topoldgico estara ligado a la existencia de caos y dard paso al estudio
de sistemas hiperbdlicos. La forma, la topologia, definird los posibles comportamientos
analiticos de un sistema fisico. Poincaré logra reducir la dindmica del problema de los tres
cuerpos a un mapa discreto, que surge del estudio de los retornos del flujo soluciéon a una
subvariedad transversal a las érbitas.

El concepto de Caos fue madurando y a medidados del siglo XX S. Smale formula un
ejemplo discreto extremadamente sencillo, conocido como Herradura de Smale ([Sma98]),
en el cual se inducen intersecciones homoclinicas, volviéndose un ejemplo representativo
de dinamicas cadticas y sistemas hiperbdlicos a tal punto que para probar la existencia de
caos, se buscan Herraduras de Smale como subsistemas. Tal es el caso del problema que
trataremos, que serd una version simplificada del problema general de tres cuerpos.

Todo lo expuesto en este capitulo se encuentra en [Mos73].

6.1. Descripcion del problema
Consideramos dos particulas de igual masa en el espacio sujetas a una fuerza gra-

vitatoria de atraccién mutua. La dindmica de estas, modelada de forma clasica (cuyos
movimientos estan gobernados por la segunda ley de Newton y la ley de gravitacién uni-
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versal), se encuentra restricta a un plano determinado por las posiciones y velocidades
iniciales. Si ciertas condiciones son dadas (no hay colisién y se consideran ciertos niveles
de energia bajos), entonces cada una de las particulas tendra el comportamiento descripto
por el problema de Kepler, situando al “Sol” en la posicion centro de masa. Cada particula
se moverd a lo largo de una elipse con un foco en el centro de masa.

Podemos pensar que estas dos particulas se mueven en el plano z = 0, y el centro de
masa se encuentra en el punto (0,0,0), lo que implicard que las particulas se encuentren
en todo momento en posiciones radialmente opuestas.

Dada esta configuracion, agregamos al sistema una tercer particula de masa desprecia-
ble en el eje z, de forma que el sistema anterior no se vea afectado. Por la simetria de la
configuracién de particulas, esta tercer masa estara confinada a moverse por el eje z. Nos
interesa describir el movimiento de esta tercer masa a lo largo del tiempo.

m3

Con un cambio de variable, podemos suponer que las masas de las particulas del plano
z = 0son 1/2, y la constante de gravitacién universal igual a 1. También podemos suponer
(normalizando la variable temporal) que el periodo de las 6rbitas de estas particulas es
igual a 27. Esto nos permite pensar al tiempo como un angulo tal que la ecuaciéon que
describe una de las elipses es de la forma:

1— €2

rlt) = 2(1 — ecos(t))

Siendo € la excentricidad de la elipse, y r(¢) la distancia al origen (un foco) de una
de las masas. Como las particulas del plano z = 0 se encuentran siempre radialmente

opuestas, tenemos que la ecuacion diferencial que rige el movimiento de la tercer masa
despreciable estd dada por:

—=(t)
(2(t)* +r2(t))
Observamos que cuando la elipse resulta ser una circunferencia (¢ = 0), el radio es

constante igual a 1/2. Es decir, para ¢ = 0 la ecuacién diferencial es auténoma y como
veremos, integrable.

3
2

Mapa de retorno: Reduciremos el estudio de la dindmica al estudio de los retornos de
la particula de masa despreciable a z = 0. Antes de precisar a lo que nos referimos con
retorno, consideramos las siguientes observaciones sobre las soluciones:

1. Toda solucién z(t) esté definida para todo tiempo y en algiin momento (a pasado o
a futuro) pasa por el plano z = 0, pues el inico punto de equilibrio es (z, 2) = (0,0).
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Como toda orbita queda determinada por su condicién inicial, podemos indexarlas
o identificarlas por su tiempo y velocidad iniciales al pasar por z = 0. Es decir, cada
érbita se identifica con el par (to,vo) donde z(to) = 0, 2(to) = vo.

2. La configuracién del sistema de masas en el plano z = 0 es 2m-periddica (pues r es 27
peri6dico). Esto implica que si z(t) solucién con condiciones iniciales (z(to), 2(t0)) =
(0,vp), entonces la solucién con condiciones iniciales (z(to +2m), 2(t, +27)) = (0,v0)
estd dada por z(t + 2m).

3. La ecuacién diferencial es invariante bajo la reflexién z — —z. Como nos interesan los
retornos al plano z = 0, si (¢, vp) son el tiempo y velocidad en el que una solucién
cumple z(tp) = 0, 2(t,) = v, podemos restringirnos al estudio de |v,|, ya que el
proximo retorno es independiente del signo de vyg.

Definimos el mapa de retorno ® : (to, |vo|) — (t1,]|v1]), de tal forma que (en caso de
existir) ¢; sea el préximo tiempo de retorno a z = 0 y v; la velocidad correspondiente, i.e
Z(tl) = 0, Z(tl) = 1.

Debido a las observaciones se tiene ®(to + 27, |vg|) = (t1 + 27, |v1]) y podemos pensar
a la variable temporal mod 27 como un dngulo, y a la variable |v| # 0 como un radio.

Si R? es el espacio tal que (t, |v]) son radio y 4ngulo, el mapa ® estd definido en un
abierto de R? que contiene al 0 y que es acotado.

Lema 6.1.1. Eziste una curva simple cerrada analitica en R% que define un abierto sim-
plemente conexo acotado Dy (su interior), para el cual existen retornos (el mapa ® estd de-
finido) y en R%\ Dy las soluciones se escapan (no hay retorno).

Este lema se probara luego para el caso general, pero para el caso ¢ = 0 podemos
escribir explicitamente el dominio Dy.

6.2. Caso auténomo

Cuando la excentricidad e es nula, las masas del plano se mueven diametralmente
opuestas a lo largo de una circunferencia de radio » = 1/2, y por lo tanto la fuerza ejercida
sobre la particula de masa despreciable, s6lo depende de su posicién en el eje z.

La ecuacion que rige al sistema es

—=(t)

= el

La energia mecanica del sistema esta dada por la siguiente ecuacion:

2 1
———=c
2 JA2+1/4
Con ¢ > —2 una constante independiente de t. El inico valor no regular es ¢ = 0, por
lo que el sistema resulta integrable. Si ¢ < 0, los conjuntos de nivel son curvas cerradas
en el plano z,2, y si ¢ > 0, son curvas no acotadas. Simplemente por una restriccion
dimensional, las soluciones con ¢ < 0 son peridédicas.
Veamos que pasa con los retornos en este caso. Intuitivamente, como el sistema es
auténomo, dado ¢y aribitrario tal que z(tg) = 0, existe una velocidad minima de escape |7
independiente de tg. Mas atin, como las érbitas que retornan son periddicas, las velocidades
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|v;| de corte con el plano z = 0 seran constantes en cada soluciéon. Juntando esto obtenemos
que Dy es un disco de radio |9] y que el mapa ® preserva circulos en Dj.
Corroboramos la intuicion:
Considerando las energias ¢ € [-2,0), las curvas intersectan a z = 0 en 2 = v, donde v
cumple la relacién:
v?=2(c+1/r)=2c+4<4

Por lo tanto, las soluciones acotadas con condicién inicial z = 0 (el conjunto Dy) es
exactamente el disco de radio v < 2, lo que condice con la observacién previamente hecha
respecto a las velocidades de escape.

Debido a que el sistema es auténomo y se conserva la energia, necesariamente |v1| = |v|
para v < 2, y el tiempo de retorno t; — tg es una funcién que depende solo de la velocidad
en z = 0, es decir:

®(to, [vol) = (T'(|vol) + to, vol)

Esto no es mas que un twist-map integrable en el anillo: rotaciones en los circulos de
radio |vg| por un angulo T'(|vg|), donde T' es una funcién creciente tal que T(v) — oo
cuando v — 2.

Si D1 = ®(Dgy) = Dy, observamos que la imagen de cualquier curva en Dy que corte
transversalmente en un punto p en el borde 0Dy, se aproxima a 9D en forma de espiral.
Este comportamiento sera similar en el caso no auténomo, como veremos en el Lema [6.3.3

Dy P Dy = Dy

6.3. Caos en mapa de retorno para excentricidades pequenas

El objetivo es observar que, mediante pequefias perturbaciones en las condiciones ini-
ciales de las masas situadas en z=0, de tal forma que la excentricidad sea pequena, se
obtienen comportamientos cadticos para la tercer masa.

Con este fin, consideraremos la aproximacién lineal segiin € del radio:

1
r(t) = 5(1 — ecos(t)) + O(e?)
Estudiaremos la dindmica de los retornos de la particula a z = 0. Esta dindmica

discreta estard definida en una superficie. Veremos que existe un subconjunto invariante
por el mapa de retorno en esa superficie, tal que la dindmica ahi sea conjugada al shift de
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infinitos simbolos. Graficamente, el mapa de retorno generara una herradura de infinitas
“patas”.

Podemos observar que a pesar de la perturbacién, si la velocidad inicial en z = 0 es
suficientemente grande, la solucién escapara al infinito. Los comportamientos cadticos los
encontraremos en casos limite, en aquellas érbitas con velocidades iniciales cercanas a las
velocidades de escape.

A diferencia del caso auténomo, la velocidad de escape para una solucién dependerd de
la configuracion inicial de las masas en el plano z = 0, y por lo tanto dependen del tiempo
inicial. Este comportamiento es clave para la construccién de la semiconjugacion al shift.

Un resultado que ilustra el caos en los retornos es el siguiente:

Teorema 6.3.1. Si una solucion z(t) pasa infinitas veces por z = 0 en los tiempos or-
denados {ty}rez, definimos la sucesion de naturales ¢y como ¢y, = [%} (con [-] nos
referimos a parte entera). Es decir, ¢, mide la cantidad de ciclos completos entre dos in-
tersecciones con z = 0. Si e > 0 es suficientemente chico, entonces existe un natural m(e)
de tal forma que cualquier secuencia de naturales {cx} con ¢, > m(e) corresponde a una

solucion del problema de los tres cuerpos restricto anteriormente descrito.

Este teorema es una consecuencia inmediata de la conjugacién al shift en un subcon-
junto del dominio del mapa de retorno. La demostracién se vera luego.

A continuacién consideraremos ciertos lemas que resumen el estudio analitico del pro-
blema y permitirdn centrarnos en el estudio topolégico del comportamiento de las 6rbitas
con condiciones iniciales cerca del borde 9D.

El objetivo sera probar que existe un subcojunto R del dominio Dy del mapa de retorno,
para el cual la dindmica ® sea semiconjugada al shift. Este subconjunto cumplira el papel
de un cuadrado en la construccién clasica de la Herradura de Smale, salvo que ®(R) y R
tendran infinitas intersecciones o “patas”.

Los lemas son los siguientes:

Lema 6.3.1. Si D1 = ®(Dy), entonces D1 = pDqy donde p es la reflexion (t,v) — (—t,v).
Mids atin, @~ = pdp

Lema 6.3.2. Si e > 0 suficientemente chico, entonces Dy # D1 y 0Dqy se intersecta no
tangencialmente con 0D1 en un punto P ubicado en la recta de simetria.

Figura 6.1: Dominio y Codominio de ®

El comportamiento de espiral para las imagenes de lineas transversales al borde se
repite en el caso no auténomo:
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Lema 6.3.3. Sea (to(\),v0(N)) con X € [0,1] una curva C* tal que (to(0),v0(0)) € dDy,
VA € (0,1] (to(N),v0(N)) € Dy, y el corte de la curva con Dy sea transversal. Entonces
la imagen de la curva por ®, que denotaremos (t1(N\),v1(\)) se aprozima a dDy en forma
de espiral y mondtona, esto es: t1(A) — 0o cuando A — 0

Los tres lemas anteriores seran demostrados en la siguiente seccién.
Antes de escribir el tltimo lema técnico, consideramos las siguientes definiciones:

» Dado § > 0 suf. chico, definimos Dy(d) = {p € Dy : d(p,0Dy) < 0}. Como 9Dy es
una curva C!, a cada p € Dy(6) le podemos asociar el punto ¢ € 9Dy més cercano.

= Definimos dos sectores de fibrados Xo(61/3) y 24 (6'/3):

- Yo le asocia a cada p en Dgy(d) el conjunto de rectas que forman un dngulo
menor a §/3 con la direccién de la recta tangente a 0Dy en ¢ (el punto mas
cercano en el borde).

- ¥ le asocia al punto p el conjunto complementario de rectas en el espacio
tangente

= Andlogamente se definen los sectores X1 (61/3) y 3/ (6'/3) para D, ()

Figura 6.2: Sectores 3o y X,

El préximo lema no serd demostrado. La prueba se puede encontrar en [Mos73].

Lema 6.3.4. Eziste 5 € (0,1) tal que si § > 0 es suficientemente chico,
®(Dy(6)) C Di(6°) 'y dB(Z((57?)) € T(8°7)

Ademds, si wy € X, w; = d®(wg) y (o es la proyeccion de wy en la recta central de X,
(1 proyeccion de wy en la recta central de 31 se tiene que

C1| > 67131 ¢ol

Ya estamos en condiciones de construir la herradura de infinitas patas, y con esto
tendremos que la dindmica & en D(5) C S se “traslada” a la dindmica ® en un subconjunto
de Dy que llamaremos I. Es decir, se tendra al shift como subsistema. Recordamos que o
es el corrimiento en S = {{an}nez :an € N}y S la compactificacién de S (ver Apéndice).

Como [ serd un conjunto para el cual la dindmica es topolégicamente equivalente al
shift de infinitos simbolos, se heredan un conjunto de propiedades que indican caos, como
por ejemplo: Orbitas de todos los periodos, orbitas densas, puntos fijos con variedades
estables e inestables asociadas, entropia positiva, expansividad.
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Teorema 6.3.2. El sistema (Do, ®) posee a (D(G),d) como subsistemas:
Eziste T : D(o) C S+ Do homeomorfismo sobre su imagen de tal forma que

Too=®orT

Ademds I = ®(S) es un conjunto hiperbélico invariante y ®|; es topoldogicamente
equivalente a o via T.

Demostracion. Nos centraremos en probar que se verifican las condiciones 1) y iii) suficien-
tes para la existencia de herradura como subsistema. Dichas condiciones se encuentran en
el apéndice (ver [A.2.2)).

Definimos a R como la clausura de una componente simétrica de Do(d) N D1(6). Si d
es suficientemente chico, R estard delimitado por cuatro curvas que identificaremos como
lados de R (pues R es topolégicamente un cuadrado y jugara el papel de Q = [0,1]2 en la
construccién de una herradura).

Por Lema dos de los lados de R son curvas que cortan transversalmente a dDj.
Pensamos a estas curvas como lados laterales de un cuadrado

Por Lema[6.3.3] la imagen por ® de estos lados se aproximan a dD; en forma de espiral.
lo que implica que Ry ®(R) se intersectan en infinitas componentes, de las cuales, salvo
finitas, conectan lados opuestos de R (el lado de arriba y el de abajo). Esto se debe a
que el lado correspondiente a (0Dy(d)) \ Do de R es un compacto en Dy (y por lo tanto
también ®(Dy)), y al hecho de que ®(Dy) es simplemente conexo.

0Dy

Escribimos a estas componentes que conectan lados opuestos, en orden, como {Vj }ken.

El orden estd dado por su distancia a 9D;. Llamamos {Uj}ren a las componentes
simétricas de V;, : p(Vi) = Uy, que son exactamente las componentes de ®~'(R) N R que
conectan lados opuestos, pues:

dYR)NR =3 YpR)NpR = p(®(R)NR)

¢

N

6D1 aDl

8D0 aDO
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Por lo que hay una biyeccién entre los conjuntos {Ux} (que jugardn el papel de bandas
horizontales) y {Vj} (bandas verticales). Mas atin, veamos que necesariamente ®(Uy) =
Vi = pUyg: El hecho de que las imagenes por ® de las lineas transversales a 0Dy se acumulen
sobre 9D en forma de espiral implica que necesariamente el mapa ® respeta el orden de
las componentes de ®~1(R) N R, en el sentido de que cuanto més cerca de 9D, estén
las bandas horizontales Uy, més cerca de 0D estaran las bandas verticales ®(V}). Esto
implica ®(Uy) = Vi, por lo que solo basta probar que efectivamente estos conjuntos son
“bandas horizontales y verticales” para corroborar la condicién i) para la existencia de la
herradura como subsistema .

Sea P = 0Dy N oD NIR. El dngulo que forman dDg y 0D1 en P s6lo depende de
e y se encuentra en (0,7) (Ver [6.3.2). Si § suf. chico de tal forma que para §' < § se
cumpla 9Dy(0*) transversal a 9D, podemos parametrizar 9D; N R como a(d), tal que
a(6) =0D1 N (0Dy(0) \ 0Dyp). Ademds « tiene la misma regularidad que Dy.

Para ¢ chico, como « tiene derivadas acotadas, podemos afirmar que « cumple ||/ (0) —
a/(0)]] < K4 para cierto K > 0. Esto implica lo siguiente: si 6 es el dngulo entre o/(9) y
a/(0), se tiene tg(f) < ”Offi(g)“, lo que nos permite aproximar 6 para ¢ pequeno:

0 ~ ¢d, con c cte

Por Lema la direccién tangente de un borde de una banda Vi C ®(D1(d)) se
encuentra a lo sumo formando un dngulo 6%/3 con la linea central de 3 (6/3). Comparando
la direccién tangente de algtin punto del borde de la banda con la direccién o/ (0) obtenemos
para ¢ suf. chico, que la desviacién en el angulo estd acotada por:

893 4 8 < 25°/3

Podemos considerar un difeomorfismo que mande R en [0,6]? de tal forma que este
mapa difiera O(d) en norma C' con un mapa lineal. La cota que conseguimos permite
afirmar que, mediante esta identificacién con [0, 6]?, las derivadas de las curvas borde V,
seran muy préximas a 0, y achicando 4 lo suficiente conseguimos que sean efectivamente
bandas verticales.

Por la simetria p se deduce que las componentes U son bandas horizontales. Y con
esto queda probada la condicién i).

Recordamos que X;(8) es el conjunto de rectas que forman un angulo menor a §'/3 con
la linea central respecto a D; para i = 1,2, y X! las rectas complementarias. Llamaremos
por L(%;) y L(X!) a las lineas centrales.
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Observamos que como 0Dy y 0D transversales en P, para § suf chico se cumple
S1(01) € T)(083).
Por Lema tenemos ® = p®~!p. Luego, usando Lema

D (5(6°?)) = pD@ ™" p(4(67/%))
= pD® 1 (1(6°7%)) € p=o(6'/%) = £1(6"%)

Entonces D®(1(6'/3)) € $1(5'/3). Definimos St = $1(6'/3) restricto a ®~1(R) N R.
Obtenemos un resultado andlogo para el mapa D® ! por la reflexién p, y definimos S~ =
¥0(61/3) restricto a ®(R) N R.

Si restringimos S a las bandas Vj, y S~ a las bandas U}, tenemos

D®(ST)C ST, DO H(ST)C S

De nuevo por Lema si wp € ST, w1 = D®(wy), (o proyeccién de wg sobre L(X()
(linea central de X)), (1 proyeccién de wy sobre L(X;) (linea central de 1), entonces

1| > 673l

Para probar la condicién iii) basta corroborar el “estiramiento” en la direccién de la
linea central L(¥1) = L(S™T), pues, por simetria, se deduce la condicién anéloga para ®~1.

Sea (s proyeccién de wy sobre L(ST). Podemos suponer que ||w,|| = 1. Si § suficien-
temente chico, el dngulo w entre las lineas centrales L(X{) y L(S™*) es uniformemente
pequeiio. Adem4s la linea perpendicular a L(S™) estd en Xg y por lo tanto (s # 0.

Para terminar la prueba se debe probar que |(1| > p~!|(s| para cierta cte pu.

Consideramos a L(Xj) sobre el eje # en R?, y a la linea central L(ST) en la recta de
pendiente tg(w) > 0. Si [(o| > |(s| se cumple trivialmente la desigualdad por Lema m
Si no se da esta desigualdad, wy se encuentra por encima de la recta de pendiente tg(w/2)
(la bisectriz entre las lineas centrales). Suponemos que el dngulo formado por el eje x y wy
es mayor o igual a w (el razonamiento serd anilogo para angulos en (w/2,w)). Escribimos
a este dngulo como w +n con n € [0,7/2).

L(Xo)

Wo

L(%1) = L(S7)

L(%%)

Tenemos entonces que (s = cos(n), y

Co = cos(w +n) = cos(w)cos(n) — sen(w)sen(n)

> cos(n) (cos(w) + sen(w)) = ¢s(cos(w) + sen(w)) > ¢,
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Donde ¢ es una constante uniforme para ¢ chico que depende sélo del dngulo entre 9Dy
y OD;. Si definimos p = ¢~ 1§/3:

1| > 073160 > 1 G|

Corroborando la condicién iii).
Por Teorema (en Apéndice) se concluye la tesis.
O

Construida la conjugacién, podemos demostrar que existen 6rbitas que cumplen una
sucesion arbitraria de ciclos:

Demostracién de Teorema [6.3.11 Buscamos probar que existe un entero m = m(e)

de tal forma que cualquier sucesién infinita de términos mayores a m, corresponda a una

sucesion de ciclos transcurridos entre los momentos que una 6érbita pasa por z = 0.
Algunos aspectos a notar del comportamiento de ® en el cuadrado R en el teorema

[6.3:2] y la conjugacion del shift en I en[A2]]:

= La imdgen de R via ® se aproxima en forma de espiral a D1, cortando a R de un
lado a otro en las bandas que llamamos Uj. Si N es la cantidad de “vueltas” que da
®(R) para intersectar R en Uy, entonces en N + 1 vueltas intersectard a R en Us.
Este comportamiento es claro si pensamos la dindmica de ¢ como proyecciones de
los gréficos de las soluciones vistos en el espacio de fase extendido R; x R2.

= Anélogamente, ocurre lo mismo considerando ®~! y las bandas Vj,.

» La conjugacién de los sistemas (S,0) y (I, ®) estd dada por los itinerarios de los
puntos de I en las bandas U y Vj:

s={sp}+— ps € I, donde p;s es el unico tal que ®"(p,) € Wy,
Con W, =V, paran <0y Ws, =Us, paran > 0.

Formalmente, con las “vueltas” de ®(R) nos referimos a lo siguiente:
Los puntos de Uj, corresponden a Orbitas tales que el tiempo transcurrido hasta el préximo
retorno a z = 0 es de la forma

t1 —to = 2n(k + N +9)

Donde N dependerd solo del tamano de R (es decir de §) y ¥ € (—1/2,1/2). El ntiimero
de vueltas (o cantidad de ciclos) serd ¢; = [(“2_7;0)} =k+ N.

Un punto de R que va a parar por ® a Uy, y por ®2 va a parar a Uy, deberd completar
primero c¢; = k + N ciclos para pasar por z = 0, y luego co = k + [ + N ciclos para pasar
nuevamente por z = 0.

Los mismos razonamientos se repiten para las bandas Vj, y el mapa ®~!. Siguiendo esta
idea es que vamos a identificar las sucesiones de ciclos {¢,} con sucesiones de retornos.

Dado {&, } nez sucesién de naturales con &, > N (esta es la sucesién de ciclos), definimos

Sp=0C, — N

Entonces, si s = {sp}, ps es un punto de I tal que ®"(ps) € Ws, = W, _n.
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Si listamos las bandas en la que esta ps empezando en ty, éstas seran
{UspsUsyy -, Usppy .- }

Por lo visto y por definicién de s, la sucesion de ciclos asociada a la érbita que empieza
en ps, €s
cn=S,+N=¢,—N+N =¢,

El mismo razonamiento vale a pasado con ®~!, concluyendo que dada {¢,} sucesién
de ciclos mayores a N = m(e), ps es un punto tal que realiza dicha sucesion.
O

Proposiciéon 6.3.1. Integrabilidad del problema de 3 cuerpos:
Para excentricidades pequenias el problema estudiado en este capitulo no admite una can-
tidad conservada F : R? = R analitica.

Demostracion. Supongamos que si admite tal F' analitica.

F induce una funcién f : Dy — R también analitica, no constante, que verifica Vp € Dy
f(®(p)) = f(p). Recordamos que por Teorema [6.3.2] existe I C Dy un conjunto invariante
para el cual la dindmica ® es conjugada al shift de infinitos simbolos. Més atn, este
conjunto sera la interseccién transversal de infinitas curvas horizontales U(s) y verticales
V(s). Las curvas U(s) surgen de considerar RN, (®"(R)), y las curvas V(s) de considerar
RNy, (P7™(R)). Como I admite una 6rbita densa, por continuidad f es constante en I.

Necesariamente f debe cumplir que para cualquier punto de p,

Para ver esto, basta con ver que existen dos direcciones L.i en T),Dy tales que D f se anula.
Esto es consecuencia inmediata de que p se encuentra en la interseccién de dos curvas
transversales U(p) y V(p), pues esto nos permite acercanos a p por dos sucesiones de
elementos de I, una a lo largo de U y otra a lo largo de V. Como f es constante en I, las
derivadas direccionales en direccién de U y V en p son nulas.

Observar que el mismo argumento sirve para derivadas de orden superior. Luego, las
derivadas de todos los 6rdenes en los puntos de I son nulas.

Como [ es un conjunto que acumula sobre si, y f analitica, necesariamente f = 0 en
Dy, lo que lleva a una contradiccion.

O
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6.4. Demostracion de lemas técnicos

A continuacién, estudiaremos la ecuacién diferencial asociada a la dindmica en cues-
tién, para remarcar observaciones, elegir buenas coordenadas y allanar el problema para
posteriormente probar los lemas técnicos que se usan en la prueba de la conjugacién al
shift.

La ecuacién a estudiar es

z
zZ+ m
Con r(t) = (1 — ecos(t)) + O(e?), que satisface r(t) = r(—t) = r(t + 2m). Buscamos
estudiar soluciones que partan de z = 0 con velocidades cercanas a las de “escape”. Si
(to, |vo|) son el tiempo y velocidad de una solucién al pasar por z = 0, denotamos por
(t1,|v1]) al préximo tiempo y velocidad en la que la particula atraviesa el plano z = 0.

Por las observaciones al comienzo de la seccién, podemos estudiar la dindamica de
retorno en coordenadas (¢,v), considerando a t mod(27) un angulo y a |v| > 0 un radio
del plano R?. La dindmica de retorno la describe el mapa ® : Dy — R? definido por
®(to, |vo|) = (t1,|v1]), siendo Dy C R? el conjunto (que debe ser abierto) de los puntos
parametrizados por (¢, |v|) que admiten un retorno, agregando el origen (¢, 0). El objetivo
del primer lema es probar que este dominio es topolégicamente un disco abierto
cuyo borde es suave.

Primero estudiemos brevemente qué ocurre con los puntos en R? \ Dy (los puntos que
no regresan). Sea z(t) una solucion tal que z(tg) = 0, 2(t9) = vo > 0, y t1 es t; = o0, es
decir la solucién no regresa y por lo tanto Vt > tg z(t) > 0. Veamos que también tiene
sentido asociar un vi:

A partir de tg, se deduce de la ecuacién dif. que 2(¢) < 0. Esto implica que la velocidad
2(t) es monétona decreciente. Mas atin, V¢ > ¢y 2(t) > 0, pues si en algiin momento z = 0,
se alcanzaria un méximo y la particula retornaria a z = 0.

Ademas, como z(t) es mondtona creciente, podemos afirmar que limy_,  2(t) = +o0,

pues si tendiera a una altura z = a, la velocidad decreceria con una taza mayor a
373, que contradice Z > 0 para todo ¢ > tp.

(a2+(1/§*6)2)
Resumiendo:

=0

- Vt > tp 2 mondtona decreciente.

Vi >ty Z2 € (0,1)0).

Vt > to z(t) mondtona creciente.

- 2(t) B b0

Por lo que los puntos que escapan "para arriba”divergen a +oco y su velocidad converge.
Llamamos v; = 2(+00) = limy, o 2(t) > 0. Las soluciones tales que Z(+o00) = 0, seran
las que lograron escapar con la minima velocidad necesaria: las correspondientes a las
condiciones iniciales en dDy.

Esto motiva el estudio de +o0o para poder escribir a Dy como aquellas condiciones
iniciales tales que sus correspondientes érbitas llegan a co con velocidad asintética nula.

Recordamos que estudiaremos la dindmica a menos del signo de z y por lo tanto no
perdemos generalidad al suponer que z > 0.

Consideramos el siguiente cambio de coordenadas para un entorno del infinito que no
contenga al 0:
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Con t(s) una reparametrizacién del tiempo tal que %t(s) = q(§)3, y la variable ¢ €

(0, 4+00), donde g — 0 corresponde a z — +00.
La ecuacion diferencial en estas coordenadas se escribe:

dq Op gt 32 Ot 4
- — 1 1 - -
9 =) 5o =a(1+7r%) T =

4
Observamos que si r fuera constante (caso € = 0), la ecuacion en (g, p) linealizada en 0
. 0 1
seria (¢'(s),p'(s)) = 1 0 (¢,p), y por lo tanto, por teorema de Hartman-Grobman,
encontrariamos una variedad estable e inestable dadas respectivamente por ¢ = +p+ .. ..
Sin embargo, en el caso que nos concierne, r si depende del tiempo. De todas formas,
q = p = 0 es una 6rbita 27 periddica en t y por ella pasan dos variedades invariantes:

q=x(p.t) =p(l+ap* +az(t)p” +...)
q=x(—p,—t) = —p(L + as(—p)* + az(—t)(—p)" +...)

La prueba de existencia de estas variedades invariantes se reduce a la prueba de curvas
invariantes de ¢ = 0 a t = 2x. Este resultado, que extiende el caso no auténomo, no lo
probaremos y se encuentran en el trabajo de McGehee [McGT73]. De hecho, observando que
la reflexién (z, 2,t) — (z, —Z, —t) se transforma a (q,p,t) — (q, —p, —t), basta con mostrar
la existencia de sélo una de las dos variedades invariantes.

A

p

Consideremos un nuevo cambio de coordenadas con el fin de “enderezar” a estas varie-
dades invariantes:

(g —x(—p,—t)) = 1(q +p) +.
(¢—x(pt) = 3(g—p) +

8
I
RN
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Estudiando el desarrollo de taylor de (1 + %q‘l)_?’/ 2 centrado en g = 0, se obtiene:

or oy

ot 1 4

ds  2(x+yP+01) ¢

Donde Oy4 hace referencia a una funcién tal que evaluada en (Az, Ay, t) y dividida por
A?* esta uniformemente acotada cuando A — 0.

La restricciéon g > 0 en las nuevas coordenadas se traduce a 2(x + y) + O4 > 0.

Si volvemos a escribir la ecuacion en funcién de t:

i = f(x,y,t) = 2(2(x +y)> + O4)
g =g(x,y,t) = y(=2(z +y)* + O4)

La reflexion (q,p,t) — (g, —p, —t) se traduce a (x,y,z) — (y,z,—t), por lo que
f(xuyat) - —g(y,x, _t)

Proposicién 6.4.1. Sea (z(t),y(t)) una solucion para t = to en el dominio q = 2(xz +
y) + 04 > 0, tal que si|z|, |y| < a para un a suficientemente chico, entonces esta solucion
cumple que:
(0,0) es un punto de acumulacion de (z(t),y(t)) si y solamente si x(ty) = 0. Mds ain, si
2(to) = 0, (2(t), (1)) = (0,0).

En otras palabras, la inica forma de permanecer por siempre cerca del infinito es estar
en el eje y y tender al infinito (en coordenadas (x,y) tender al origen).

Demostracion. Si xz(t) # 0, y a es pequeno:

, ,t 3 3
W=2(m+y)3+04=i(1+04)2‘18

Luego, si z(tg) # 0, £ > %. Lo que implica V¢ > to |z(t)| > |z(to)| y por lo tanto no
acumula en (0,0).

Por otro lado, si x(tg) = 0, Vt > t9 z(t) = 0 y a es chico, la ecuacién diferencial
adquiere la forma

J=9(0,y,t) = y(—2y> + 04) < —¢/*

Integrando, obtenemos

1 t—+00

y(t) >

= 0
(3(t —to) +y5%) "

Concluyendo que y(t) — 0.
O

Veamos que con esta proposicién podemos dar una imagen mas precisa de la dindmica
cercana al infinito (¢ = 0) y podemos hacer un bosquejo del diagrama de fase en las
coordenadas (z,y).

Tenemos:

» Las tnicas soluciones que tienden a (0,0) son las que cumplen z(tp) = 0.

» Six(ty) #0, z(t) se aleja de 0
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Para terminar de interpretar la informacién obtenida, recordamos que si z =

Si z(tg) > 0, y(to) > 0:

Vit > to y(t) > 0 (pues y = 0 para la solucién con yp = 0) y x(¢) mondtona creciente
estricta (pues & > 2z*). Por lo tanto con estas condiciones iniciales, la solucién se
escapa de cualquier entorno de (0,0).

Si z(tg) > 0, y(tp) < 0:
V>t y(t) <0,y

d¢ 0q0s ¢ ¢
ot “osor Py g@oyt.)>0

3
Luego g > qosit>tgyz > x%o. Por lo tanto la solucién escapa de cualquier entorno
de (0,0).

Si z(tg) < 0:

x(t) es monétona decreciente. Por la region de definicién de estas coordenadas, ne-
cesaria;nente y(to) > 0. Méas aun, y(t) es mondtona decreciente pues % = %%, y
9s _ @

5 =71 >0

Argumentando como en el inciso anterior % < 0, por lo que necesariamente (x(t),y(t))
tiende a un punto en la curva ¢ = 0.

1
2

2z Y

z = —p, las variables z,y estan dadas por:

{x:%(q—kp)—k...
Yy=1 +

Por lo que en los puntos de la curva ¢ = 0:

z=0=2=0
r<0=2>0
r>0=2<0

En resumen:

x(to) > 0, y(to) > 0 corresponden a 6rbitas que retornan a z = 0.

x(tgp) > 0, y(ty) < 0 corresponden a Orbitas que escapan a pasado de z = 0 con
velocidad asintética distinta de 0.

x(to) = 0 son las 6rbitas que escapan con velocidad asintética 0
y(to) = 0 son las dérbitas que escapan a pasado con velocidad asintdtica 0.

x(to) < 0 y(to) > 0 corresponden a las érbitas que escapan con velocidad asintdtica
distinta de 0.

Teniendo esta informacion en cuenta, estamos en condiciones de demostrar los lemas
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Figura 6.3: Proyeccion de érbitas sobre el plano (z,y)

Demostracién Lema [6.1.1l Sabemos que Dy es un abierto. Basta con probar que 9D
es una curva cerrada simple analitica, pues por Teorema de Jordan la curva separa al plano
en una componente acotada y una no acotada, donde necesariamente 0 € R? se encuentra
en la componente acotada.

En las coordenadas (z,y), los puntos de 9Dy corresponden a aquellas soluciones tales
que Z(+00) = 0. Es decir, a los puntos de la forma (0,y) con y > 0 y ¢ arbitrario.

Si tomamos un a > 0 suficientemente chico, cada 6rbita que parte de x = 0 corta una
unica vez al plano y = a, pues y es mondtona decreciente estricta.

v

Figura 6.4: Interseccién de una solucion con el plano y = a

Recordamos que, a efectos de ver los retornos en Dy las 6rbitas con condicion inicial g
y to + 27 se identifican. Esto implica que los puntos de interseccién de las soluciones que
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empiezan en x = 0 con el plano y = a conforman una curva cerrada analitica y simple.
Identificamos a cada punto de esta curva con el tiempo en el cual la solucién que pasa
por ahi se encontraba en ty (basta correr el tiempo a pasado hasta llegar a z = 0).

Orbitas con Z(400) = 0 +— Interseccién con y = a — 8Dy

Esta identificacién preserva la regularidad de la curva cerrada simple que corresponde
a y = a cocientada por t ~ t + 2w, obteniendo lo que querfamos. Observamos ademas que
la eleccion de a es arbitraria

O
Demostracién Lema [6.3.1l Recordamos que dado (tg,vp) tiempo y velocidad inicial
en z = 0, ®(to,|vo]) = (t1,|v1]), donde si z(t) solucién con esas condiciones iniciales,
|2(t1)] = |vi1| siendo t; el préximo tiempo de retorno. Andlogamente, en caso de estar

definido, ®~! le asigna a (to, |vg|) el par (t_1, |v_1]|) correspondientes al corte anterior de
la 6rbita con el plano z = 0.

La ecuacién diferencial es invariante bajo la reflexién (z, 2,t) — (z,—2%, —t). Entonces
si 2¢,,0(t) solucién con con z(ty) = 0, 2(t9) = vo,

Z—tg,—vo (—t) = Zto,v0 (t)

Y de esta igualdad se deduce

®p(to, |vo|) = ®(~to, |vo|) = (—t—1, |v-1]) = p@~" (to, |vo)

Pues

Z—to,—vo(_t—l) = Zto,vo (t—l) =0
2ty —vo(—t-1) = Zg o (t-1) = v1

Concluimos que p®p = ®~! y que, si Dy = Dom(®), entonces pDy = Dom(®~1)
Dy

Ol

Demostraciéon Lema [6.3.2l Probemos que si € # 0, D1 # Dy y sus bordes se intersectan
transversalmente en el eje de simetria.

Sea vg = A(to, €) parametrizaciéon analitica de la curva cerrada 2m-periddica dDg (re-
cordamos que € es la excentricidad de las elipses del plano z = 0).

Por Lema 0D, se parametriza con A(—tg,€) y ambas curvas se intersectan en
to = 0 Para probar que en ty = 0 con € chico las tangentes son distintas, basta con probar
que 8t A (0,€) # 0 (es decir, que el radio varia en funcién del angulo cerca de tg = 0). Para
esto, alcanza con probar que parat=10,e¢=0

02\

0
86(‘%0 <

Ya que si g(e) = g—t)(‘)(O,e), 38:8;\0 (0,0) = ag < 0, entonces g es monétona decreciente

cerca de e = 0y como ¢(0) =0, necesarlamente 8t0 = g(e) < 0 si € chico.

o =0

Consideramos U(z,t) = (2% + r? (t))_l/ . La ecuacién diferencial se escribe como % =

—Zi = —z— = / /72’6#

ou .
G Luego.
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Tomamos como condicién inicial un punto de 9Dy (cuya soluciéon z cumple z(tp) = 0,
2(tg) = vo, t1 = +00 y Z(+00) = 0). Integrando entre ¢ y +00 obtenemos:

-5t =— ——zdt
z 5t
She= 1 % QU
—2— 0 0, =
5% s dz = Uy(z)

De aqui se puede despejar una solucién ¢(t) con ¢(0) = 0 y ¢(0) > 0. En particular
2(0) = 2 (la velocidad de escape en caso auténomo) y la funcién ((t) es positiva y mondtona
creciente para t > 0.

Si aproximamos U con su desarrollo de taylor en funcién de e, U = Uy + €Uy + O(€?),

donde
1

Uo = (22 1 1/4)1/2
ou cos(t)

Ul = — =V —
Oe le=0  4(22 +1/4)3/2

Como vy = A(tg,€) = Z(to;to, €) aproximando con el desarrollo de taylor segin e, la
solucion se escribe como:

2(t;to, €) = C(t — to) + ez + O(e?)
_ _/ ; 2
Y por lo tanto, A(tg,€) = 2(to, to,€) = C(0) + ezl|t:t0 + O(€?)
Observamos que la primer aproximacién de A, como ((0) = 2, es la parametrizacion de
una circunferencia de radio 2, lo que condice con lo mostrado para el caso auténomo.
Queremos computar la funcién z;, y para esto usando la aproximaciéon de U, compa-

raremos los coeficientes de los desarrollos de Taylor.
Por un lado:

-

* = (L= 10 +ea (e + 25 (01— 10) + 0(0)

© gU . > AU, . 9l .

En la dltima expresion, el término en € es:

Y por otro:

B ROy
. oz i z2+1/4 EESYIE

Comparando los términos en ¢ de ambas expresiones y evaluando en € = 0, t = tq:
3 [ cos(t)C /00 cos(s + o) (¢
8 Ji, (C2+1/4) 5/2 8 (C2+1/4) (€2 +1/4)5/2
Observando que cos(s + tg) = cos(s)cos(tg) — sen(s)sen(to), si definimos
_ sen(s)¢¢
{A_k et

B = fo ggﬂ%gmdt

Z1(t) = — 225

Entonces 3
Ato,€) =2+ eg(—Asen(to) + Beos(tg)) + O(€?)
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Por lo tanto, para probar %@%\0 < 0, alcanza con probar A > 0.

. |t0=0,6=0
Como ((s) > 0, ¢(s) > 0 para s > 0y sen(s) > 0 para s € (0,7/2), por integraciéon
por partes:

o sin(s)¢¢ /°° ) ¢é
A> B S kN P Bl (. 1 B
- /w/:» @+ ™ = ) )5 <<<2 T 1/4)5/z)d8
Si llamamos u = ¢ + 1/4
;(Céu5/2> = (2452 4 (Eum/2 — 5(¢E) 20T/
s
Recordando que ¢ = % = —Cu3? y que (2 =2U) = 2u~ V2%
g(C¢U5/2) =20 0/2 — (2482 _10¢2u VP02 =
s

w2 (= 11¢% 4 2u) = w2 (— 112+ 2¢C2 +1/2) = w2 (- 9¢2 +1/2) = f(C)

Como ¢ monétona creciente, se tiene que ¢%(s) > ¢%(w/2) > 1 para s > /2. Para
corroborar la tltima desigualdad, si esto no ocurriera (¢2(7/2) < 1), tendriamos

: 2 2 4 4
R RSV G LR A

Pero como ¢(0) = 0, se tiene

w

2(r/2) > %(%)2 > 1

Llegando a una contradiccién.
Por lo tanto, ¢?(s) > 1 implica Vs > 7/2 f(¢) < 0. Mas atn, f({) es monétona
creciente, pues:

SHE) = LOFEO) = o) 86w (=96 + 1/2) — u2(150))

= {(s)(Gu (726> — 4) + Cu 1 (18¢ — 0/2))
= {(s) (Cu™2(54¢2 —17/2)) > 0

Conlcuimos que, como f(¢) < 0y f(¢) mondétona creciente:

A > /7:2 cos(s)f(¢)ds > 0

O]

Demostracién Lema [6.3.3l Sea 7 : [0,1] — Dy, v(A) = (vo(\),t0()\)) la curva con
v(0) =p € Dy N IDy, v((0,1]) € Dy y el corte en p sea no tangencial.

Para estudiar el comportamiento de ® cerca de 0D, construiremos un mapa auxiliar
W cerca de un entorno del infinito, para interpretar la dindmica de las 6rbitas que regresan
en las coordenadas (x,y).

Las érbitas que regresan se “aproximaran” al infinito, y cuanto méas se acerquen al
infinito, més tardaran en volver a z = 0. El comportamiento limite, es decir, las soluciones
correspondientes a 0Dy, como vimos en el lema anterior estan en biyeccién con una curva
cerrada cercana al infinito. Lo mismo ocurrird con dD; de tal forma que podremos traducir
la dindmica ® a una dindmica ¥ cerca del infinito.
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Recordamos que

&= f(z,y,t) = z(2(z +y)* + O4)
g =g(x,y,t) = y(=2(x +y)* + O4)

Como vimos, las 6rbitas que no escapan a futuro ni a pasado corresponden a la regién
x >0, y > 0. Las érbitas que escapan con velocidad asintética nula (las correspondientes
a dDg) son aquellas con condiciones iniciales en la regiéon x = 0.
Si consideramos 0 < a < 1 suficientemente chico, tenemos una buena aproximacién de
la dindmica en la region
0<z<a
O<y<a
0>t<2m

Dado § € [0, a], definimos los anillos Ag(d) y A1(d) como
Ao(0) = {(z,y,1): © € (0,0), y = a, t € [0, 27T)}
A1(0) ={(z,y,1): = a, y € (0,9), t € [0,2m)}

Observamos que, si a suficientemente chico, las soluciones intersectan a Ag(a) y Ai(a)
transversalmente. Probaremos que si ¢ suficientemente chico, las soluciones que parten de
Ap(0) pasan por Aj(a).

Y
Ay ¢
Ao (9)
x
t=2m
y=a
Ax(a)

t=0 .

r=a

Figura 6.5: Correspondencias definidas por ¥

Esto nos permite definir el mapa ¥ : Ay(d) — Ai(a), que le asocia a cada punto su
siguiente corte en Aj(a).
Definimos también los mapas:

®_: Ap(0) — Dy g+ corte a pasado con z =0
+:Ai(a) = D1 ¢+ corte a futuro con z =0
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Observando que ®_ y &, son difeomorfismos sobre su imagen, tenemos que:

-1
(ﬁ‘q)_(Ao((S)) = (D+ O\IJ O‘bi
El mapa W juega el papel de ® en regiones cercanas a los bordes de Dy y D1.
Denotamos con (xg,ty) a los puntos de Ay y con (y1,t1) a los de A;. Probemos lo
siguiente:

Afirmacién: Sea o tal que 0 < o < 1/2, si a suf. chico y 6!~ < a, entonces el mapa
U est4 bien definido y cumple W(A4(8)) C A1 (61729)

Prueba de la afirmacién:
Recordamos que con la reparametrizacién s del tiempo ¢, la ecuacién diferencial se
escribe como:

=xz(1+4 Oy4)
a2 = —Yy(1+ O4)
R '
9s = 2((z+y)*+04) — ¢

S

Por lo que si a suficientemente chico, tenemos que

ox

< —

~ Os
dy

I+ a)(=y) = 7o < (1 —a)(-y) = yoe~ 1+ < 4y(5) < ype~(1=s

(1—-a)z < (14 )z = zoe=° < 2(s) < e+

Tomamos yy = a.
Necesariamente existe s*, que depende de (tp,x¢), tal que x(s*) = a. Despejando
obtenemos:

e(l-a)s™ < xi <™ o (1 —q)s* < log(i) <(1+a)s”
0 0

= (1- a)log(ﬁ()_l < sl* <(1+ a)log<;3>_1

1 i 1
= (ra)tos(5y) <5< (55 )ou (3,)

Por lo tanto,

y(s¥) < yoe~ 17" = ge= (=)™ < ae(zl’t“a)og(%) = a(%) (%)

Como zg < 6

y(s*) < “(2) (%) < a(g)(l_Qa) < s(1—20)

Pues ﬁ—g > (1 —2a) y se cumple ad!=2@ < gl=2a§1 22,

Por lo tanto ¥ est4 bien definida y efectivamente W(Ag(d)) C A;(5172%)

Nos interesa estimar el tiempo que tarda una solucién en ir de (zg,t,) € Ap(d) a

(y1,t1) € Ai(a), es decir, calcular T =t — to.

. . . (-2
Probaremos que si a es suficientemente chicoy 0 < a < 1/2, T > z? ( a):
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Si a es chico, 5: > 7 e=mil

of 1( L ) Como habiamos calculado, con la reparametrizacién
temporal, s* es lo que se tardaba en ir de (xg,ty) en (y1,t1). Luego

*

S

1
T:t—mz—/ (z +y) *ds
4 Jo

Definimos sg como el valor tal que €29 = g—g Ademés, sy < s*, pues:

1 *
(5) < Tat(5) <

S0 = §log

Por lo tanto

1 [so 3
T:t—t0>f/ (x+y) “ds
4 Jo

Recordando que z(s) < zge1T®% e y(s) < yope~ (1=

1 S
T> -
=

*

T >1 s <x0€(1+a)(80_0) +yoe—(1—a)(so—a))—3da

) (x06(1+a)s + yoe—(l—cx)s>73d8

Sioc=sy—s

=1/
Pero
$0€(1+a)(5078) = 20 (6230)1/2 (6250)a/26—aefacr
_ @ 1/2 @ al2 o —ao _ 1/2 @ a/2 —0 _—ao
_xo(xo) (330) e e = (xoyo) (330) e e

Repitiendo el razonamiento para yg, obtenemos
a/2
zoe1+e)(50-0) — (x0y0)1/2(%g) e—Tp—ac

P a/2
yoe~(1=0(50=0) — (3340)1/2 (%ﬁ) / rp——

0 Juntando esto:

7> )23(‘””)3;/50 L 4
=7 L0Yo 0 o (7 +e0) o
1 3 3 0 1
B —5(1-a) —5(1+a) d
4(‘7:0) 2 (yO) 2 A (60+6_0)3 o
Como 30 tog(y)
50 1 | 1 /673 log(=)/2
——do > ————do = —(——|
/0 (9 +e°) "—/0 (2e)3%7 8( —3 lo )

Concluimos en que, si § suficientemente chico:

7> (7) (g7) o) 20 @) 305 1 - (£) 7

3
—5(1—2«
> 5( )

Esto implica que lim,, 07T = +oco. Lo que significa, como esperdbamos, que si la
condicion inicial se encuentra muy cerca de una Orbita correspondiente a 0Dy, se man-
tendrda mucho tiempo cerca del infinito (¢ = 0). Si observamos la figura este com-
portamiento nos dice que si comenzamos en un punto cercano a x = 0 en Ay, deberan
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cumplirse varios ciclos de tiempo 27 para que la solucién corte a A;. Esto se traduce al
comportamiento cerca de los bordes 0Dy y 0D;.

Para finalizar con el Lema 4, consideremos 4 una curva C*

’3’ : [O, 1] — A()((S)

con 4(0,1] € Ap(d) tal que el corte con Ap(d) N {z : x = 0} en 4(0) sea transversal.
Podemos describir a la curva 4 como tg(xg) con xg € (0,0) y asumimos |to(zo)| < 27.
Observamos que la imagen de esta curva por ¥ cumple

t1 = to + T'(x0) 2070 oo

Por otro lado, recordando que escribimos a (xg,ty) el punto inicial en Ay y (y1,¢1) el
correspondiente punto de corte en Ay, obtuvimos que

—0
Y1 2:0—>0

11—«
pues y(s*) < a(%) (Ha).

Esto implica que la imagen de la curva por ¥ se aproxima a y = 0. Pero viendo a A
como un anillo, esto quiere decir que la imagen de esta curva se enrolla en forma de espiral
en el borde correspondiente a y = 0.

Como los mapas ®,, ¢_ son difeos en m y m respectivamente, y podemos
entender a 4 como ®_(4) = ~, obtenemos que la misma propiedad se traslada al mapa
® : Dy — D1, lo que termina la prueba.

O
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Apéndice A

Preliminares topologicos

A.1. Definiciones

Definicion A.1.1. Sean X y ) espacios topolégicos.

» Llamamos sistema dindmico discreto al par (X, ®) donde ® : X — X es una funcién
continua.

» Decimos que los sistemas (X, ®) y (), V) son conjugados o topolégicamente equiva-
lentes si existe h : X — ) homeomorfismo tal que

ho®oh =W

» El sistema (X, ®) es semiconjugado a (), V) si existe h : X — ) mapa continuo
sobreyectivo tal que
ho®=WToh

» El sistema (X, ®) tiene a (), V) como subsistema si existe 7' : Y — X homeomor-
fismo sobre su imagen tal que
SoT =ToVW

Definicién A.1.2. Llamamos alfabeto a un cojunto de la forma A = {1,...,n} conn € N.
Definimos el espacio S como espacio de las sucesiones de elementos del alfabeto A :

S={(...,5-1,%0,51,...) 1 s € A}
= Definimos la topologia de S como la inducida por la siguiente norma:
Si s ={si} €S, definimos [|s|| = ST 5 (1 — i)
Observamos que el espacio S con esta topologia es compacto.

» Definimos el shift de Bernoulli o como o : S — S tal que, si s = {sp} € S
(a(s)k = Sk+1

Proposiciéon A.1.1. Propiedades del shift
El sistema (S, 0) tiene varias propiedades topoldgicas asociadas al “caos”, por ejemplo:

n Es transitivo

83
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Es mixing
= Fs expansivo

Posee intersecciones homoclinicas

n Tiene un conjunto denso de puntos peridodicos

Definiciéon A.1.3. Shift de infinitos simbolos

Si permitimos que el alfabeto A sea infinito (A = N), podemos redefinir la topologia
de forma mas general, la generada por la siguiente base de entornos:

Dado § = {8;} € S, j € N, definimos los entornos de § como:

Uj(8) ={s€S: sp=35 para |k| <j}

La misma definicién genera la topologia métrica en el caso finito. Sin embargo, para el
caso del alfabeto infinito, .S no serd compacto.

Se puede compactificar el espacio S de la siguiente manera: Definimos la compactifi-
cacién S como el conjunto de las sucesiones de elementos del alfabeto y los elementos de
la forma

—_

) S(oovr):(OO7ST’ST+1,...):T§0
) 5% = (L. Sm_1,8m,00) i m >0
) soormed) Z (og. 5y so0) 17 < 0,m > 0

[\

3
4)

Y definimos los entornos de estos nuevos elementos como:

* = (OO’OO)

V)

<

1) Si—j>r8=5807: U(s)={scS:s,=25, parar <k < —j, s,_1>j}
2) Si j<m,5=238m2): Uj§) ={s€S:s, =5 para j <k <m,smy1>j}
3) Si ’I”S—jl Sjggm, §:S(oo,r,m,oo):Uj1’j2(§):

{s€S:isp =8 conr<k<—j1 0jo<k<m, s_1>3j1, Smi1>jo}
4) Uj(soo) = {S €s: So > ]}

<

>

De esta forma S contiene a S como subespacio y es compacto. La extensiéon de o no
estara definida en S: Definimos de la misma forma que o,

& : D) — C(5)

Donde D(5) = {s€ S:s90# 00}y C(G) ={s€ S :51 # 00}

A.2. Herradura: shift como subsistema

La construccién de la herradura de Smale es el modelo topolégico cadtico por antono-
masia. En dicha construccion, a grandes rasgos, se define un difeomorfismo 71" que preserva
volumen en [0, 1]? que hace lo siguiente: Mediante una homotecia lineal se estira al cua-
drado hasta llevarlo al rectangulo [0,1/3] x [0, 3]. Luego, el rectdngulo se “dobla” de tal
forma que [0,1/3] x [0, 1] queda fijo y [0,1/3] x [2,3] va linealmente a [2/3,1] x [0, 1].

Resulta que el sistema ([0, 1]2,7) posee al shift de Bernoulli de dos simbolos como
subsistema: existe un subconjunto compacto e invariante (homeomorfo a un cojunto de
Cantor) en [0, 1]? de tal forma que la accién de T en este subcojunto es conjugada a (S, )
con S sucesiones del alfabeto {1,2}, por lo que se heredan las propiedades cadticas de este
mapa (para mas detalles ver [Sma98g]|).

La construccién de este modelo se puede hacer en términos mas generales:
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Definicién A.2.1. Sea Q = [0,1]2 € R? un cuadrado.

» Decimos que una curva continua y = u(z) en @ es p-horizontal si u(z) € [0,1],
x €[0,1] y 3u € ]0,1) tal que V1, z2 € [0,1] |u(x1) — u(z2)| < plzr — x2]

» Siup(z) y uz(x) son dos curvas horizontales tales que Vz € [0,1] ui(z) < ug(zx), lla-
mamos banda horizontal al conjunto U = {(z,y) : = € [0,1], y € [ui(x),ua(x)]}.

A d(U) = mazep,1)(|u1(z) — uz(x)]) le llamamos didmetro de U.
= Anilogamente definimos curvas verticales y bandas verticales.

Lema A.2.1. SiU; CUs; D Us D ... una sucesion mondtona de bandas horizontales tales
que d(Uy) LN 0, entonces (en Uk es una curva horizontal.

Lema A.2.2. Una curva horizontal y vertical se intersectan en un dnico punto.

Teorema A.2.1. Sea A= Anx ={1,...,N} con N € NU{oo}, {Us}aca, {Vataca bandas
horizontales y wverticales respectivamente, tales que las bandas U, son todas disjuntas y
ast también las bandas V.

Sea ® un homeomorfismo de R? que satisface las siguientes dos condiciones:

i) Ya € A ®(V,) =U,, y por lo tanto ®(0V,) = oU,.

ii) Si V banda vertical en UueaVy, entonces Ya € A @~ 1(V)NV,

=V, es una banda
vertical (en particular no vacia), y para cierto v fijo en (0,1), d(Vg)

<wvd(V,).

Si U banda horizontal en Uge aU,, entonces Ya € A ®(U) N U, a €s una banda
horizontal (en particular no vacia), y para cierto v fijo en (0,1), d(U ) < vd(U,).

Entonces ® tiene al shift o de N simbolos como subsistema, esto es:
Eziste un homeomorfismo T : S — @Q tal que

boT =Too

Donde S son las sucesiones del alfabeto An y o el shift de Bernoulli.
Si N < oo, T(S) es un cerrado invariante homeomorfo al conjunto de Cantor. Si N
es infinito, podemos extender T al borde: T : D(7) :— Q con

Tog=®0T

La condicién ii) suele ser dificil de probar. Para mapas con méas regularidad existe una
condicién alternativa:

Si ® = (f,g) es un difeo C! de Q, (z1,y1) = (f(20,%0)); DP(4.40)(C0>m0) = (C1,71),

definimos la condicién alternativa:

iii) Para pu € (0,1), el fibrado de sectores S™ : |n| < u|¢| definido en UgeaV, se mapea a
si mismo por D®: D®(S+) C S+

Ademés, si (¢o,m0) € ST, [¢1] > p71|¢o| (hay estiramiento en la direccién )

Por otro lado, el fibrado en Uyec aU, definido por S~ : |¢| < u|n| se mapea a si mismo
por D&~ D®~1(S7) C 5.

Ademés, si (¢1,m) € S™, |no| > p~|m| (se estira a pasado en direccién y).
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Teorema A.2.2. Sea ® un difeomorfismo C' de Q que satisface las condiciones i) y iii)
con 0 < p< %, entonces se cumple también la condicion ii) para v = p(1 — )~ 1.

Por lo tanto ® tiene al shift de N simbolos como subsistema.

Mas ain, el conjunto invariante I = T(S) es un conjunto hiperbélico: para cada p € T
existen dos direcciones l.i en el tangente L;r y L, que varian continuamente con p y
verifican:

1. d®(Lj) = Lg(p), dP(L, ) = Ly,

2. Para cierta constante A > 1, considerando la norma |(¢,n)| = max{|C|,|n|} en el

A (¢, m) = Al(C,m)]  para (C,n) € Ly

tangente, se tiene o z
g { [d®=1(¢, )| > Al(¢.m)| para (¢,n) € L,



Bibliografia

[Arng89]

[Chel5]

[Fas99]

[Gia04]

[KD18]

[McGT73)

[Mos73]

[SamO05]
[Sma9sg]

V. I. Arnold. Mathematical methods of classical mechanics. Springer-Verlag,
New York, 1989.

Alain Chenciner. Poincaré and the three-body problem. Progress in Mathema-
tical Physics, 67:51-149, 10 2015.

Francesco Fasso. Notes on finite dimensional integrable hamiltonian systems,
January 1999.

Mariano Giaquinta. Calculus of Variations II. Springer Berlin Heidelberg, Berlin,
Heidelberg, 2004.

A. Knauf and J. Denzler. Mathematical Physics: Classical Mechanics. UNI-
TEXT. Springer Berlin Heidelberg, 2018.

Richard McGehee. A stable manifold theorem for degenerate fixed points with
applications to celestial mechanics. Journal of Differential Equations, 14(1):70—
88, jul 1973.

Jirgen Moser. Stable and Random Motions in Dynamical Systems: With Special
Emphasis on Celestial Mechanics (AM-77). Princeton University Press, rev -
revised edition, 1973.

Martin Sambarino. Tépicos de sistemas dinamicos, 2005.

Steve Smale. Finding a horseshoe on the beaches of rio. The Mathematical
Intelligencer, 20(1):39-44, 1998.

87



	Introducción
	Problema de kepler

	Sistemas Hamiltonianos
	Hamiltonianos en R2n
	Hamiltonianos en variedades simplécticas

	Formalismo simpléctico
	Coordenadas canónicas
	Corchetes de Poisson y corchetes de Lie

	Funciones generatrices
	Cambios de coordenadas simplécticas
	Subvariedades Lagrangianas y funciones generatrices

	Integrabilidad
	Teorema de Arnol'd-Liouville
	Coordenadas Ángulo-Acción

	Problema de tres cuerpos no planar elíptico con restricciones
	Descripción del problema
	Caso autónomo
	Caos en mapa de retorno para excentricidades pequeñas
	Demostración de lemas técnicos

	Preliminares topológicos
	Definiciones
	Herradura: shift como subsistema


