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Introduccion

En el presente trabajo se exploraran posibles usos de cadenas de Markov para la composicion
algoritmica de musica tonal. Dicha musica se caracteriza por tener una estructura fuertemente
jerarquizada en sus notas y acordes, donde los roles se distribuyen en funcién de una nota principal
que se denomina tonica y las transiciones entre notas y acordes se encuentran en gran medida
arbitradas por el rol que le corresponde a los mismos. El problema puede enmarcarse en el contexto
de la modelacién matematica de fenémenos musicales, en el cual se tienen diversos tépicos que
han despertado interés a lo largo de los anos, con especial impulso tras el desarrollo de los sistemas
computacionales.

Asi, la composicién algoritmica, el reconocimiento de sonidos y melodias y la sintesis de sonido
emulando ciertos timbres son algunos de los temas de interés en el area, siendo el primero de éstos
nuestro principal interés.

La automatizacion total o parcial del proceso compositivo, con o sin elementos aleatorios, data
de la antigua Grecia[12], aunque un caso paradigmatico puede encontrarse varios siglos después
en la Musikalisches Wiirfelspiel (Musica de dados) del siglo XVIII, siendo el “Juego de dados”
de W.A. Mozart una de las creaciones méas conocidas bajo esta premisa !. En este tipo de piezas
se dispone de ciertos fragmentos pre-compuestos entre los cuales se elige segin el resultado de un
evento aleatorio (por ejemplo, tirar un dado). Cabe observar que, en este caso, la incidencia del
azar en el resultado es escasa ya que la estructura y estilo de la musica quedan determinados por
los bloques preexistentes.

Finalizado el siglo XVIII la Musikalisches Warfelspiel perdié popularidad, y es a partir del siglo
XX donde la composicién algoritmica encuentra su mayor auge. El surgimiento del dodecafonismo
por un lado, y la denominada mtsica aleatoria por otro son casos emblematicos de estilos musicales
en los cuales lo automatico y a veces lo aleatorio se utilizan como elemento estético.

El dodecafonismo consiste esencialmente en considerar una secuencia con 12 notas con distinta
clase de octava? a la cual se le aplican ciertas transformaciones. Utilizando dichas transforma-
ciones (inversién, reversion, transporte, y combinaciones de éstas) sobre la secuencia original se

'En realidad la obra fue publicada por su editor Nikolaus Simrock, v no se ha podido autenticar la alegada
autoria de Mozart.
2Al comienzo del capitulo 5 puede encontrarse una descripcién de las clases de octava.
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Introduccion 5

obtienen 48 secuencias de 12 notas a partir de las cuales se componen las obras. Este método es
completamente determinista.

Por otra parte la musica aleatoria incorpora elementos azarosos o indeterminados en sus
composiciones. Estos pueden aparecer explicitamente (en forma de indicaciones vagas al intérprete
o indicaciones de reordenar libremente las notas en ciertos pasajes), o estar involucrados durante
el proceso de composicion de la obra pero no durante la interpretacién.

Ambos estilos se contraponen, en tanto el primero intenta controlar lo mas posible los parame-
tros de la musica y el segundo, en cambio, procura dejar elementos librados al azar. Sin embargo
ambos son casos de musica atonal, que no es el estilo que procuramos emular en nuestro trabajo.

El caso que nos atane, que es el de la musica tonal, también ha motivado intentos de compo-
siciéon algoritmica mas alla de la simple seleccion aleatoria de médulos precompuestos de modo
convencional. En este sentido cabe destacar el relativamente reciente trabajo de David Copel5],
cuyas composiciones logran emular razonablemente, al menos para un oido inexperto, estilos y
compositores tonales. Su enfoque inicial puede verse como una variante mas sofisticada de la
Musikalisches Wiirfelspiel basada en redes de transicion aumentadas, donde considerando un
conjunto de obras de similar estilo el modelo identifica automaticamente los fragmentos adecua-
dos a utilizar para luego componer. Posteriormente el modelo fue adquiriendo mayor complejidad
derivando en la creacién de Emily Howell [4], un programa que “aprende” a partir de un conjunto
de obras generadas por otro programa (su precedesor EMI - Experiments in Musical Intelligence-)
y procura desarrollar su propio estilo.

En general, se han utilizado diversas técnicas con la intencion de automatizar la generacion
de musica, algunas de ellas son:

= Redes neuronales artificiales,
= Gramaticas generativas,

s Modelos de Markov.

Una descripcién de de esas y otras técnicas puede encontrarse en [15]. Asimismo, en [9] pueden
encontrarse ejemplos de musica generada utilizando redes neuronales asi como una descripcién
detallada del procedimiento utilizado para la composicion. Este trabajo, sin embargo, pondra
énfasis en los modelos de Markov.

Algunas variantes de cadenas de Markov se emplean para la modelacion de fenémenos mu-
sicales. Las cadenas de Markov de largo N (no necesariamente 1), o de largo variable, permiten
modelar procesos de memoria un poco mas larga que las cadenas de Markov ordinarias. Sin
embargo considerar un largo demasiado grande puede llevar a que el modelo copie literalmente
fragmentos del conjunto de obras (corpus) original. Otro aspecto a considerar es que aumentar



6 Introduccion

el orden de la cadena de Markov implica aumentar notoriamente el costo computacional, aun-
que pueden adoptarse estrategias de optimizacién almacenando inicamente las probabilidades no
nulas.

Por otra parte se tienen las cadenas de Markov ocultas, en las cuales no se conocen las variables
de la cadena sino que se observan otras variables, cuyas probabilidades de aparicién dependen
del comportamiento de la cadena subyacente (en particular, del estado -oculto- que ocurre en ese
instante). Este enfoque, con eventuales variantes, es de utilidad por ejemplo para estimar acordes
(la variable no observable) a partir del audio (ver, por ejemplo, [3]).

Por tultimo destacamos las cadenas de Markov con restricciones, que seran el principal objeto
de estudio en este trabajo. Las mismas son un caso particular de cadenas no homogéneas en
el tiempo, resultantes de considerar una cadena homogénea e imponerle ciertas condiciones. En
la practica compositiva la aplicacién de restricciones permite imponer o prohibir determinados
comportamientos en las obras a componer basandose, por ejemplo, en las reglas que rigen la
musica tonal y su armonia.

Utilizando tales cadenas de Markov generamos ejemplos de musica cuyas alturas fueron ele-
gidas aleatoriamente logrando preservar varios rasgos caracteristicos de la musica tonal. Por un
lado, se crearon “variaciones” sobre una melodia breve y conocida (Arroz con Leche), y por otro
se explord la aplicacion de restricciones en el caso de musica polifénica, tomando algunos corales
de J.S.Bach como caso de estudio. La eleccion de dichos corales se debe, por una parte, a que se
trata de un conjunto numeroso de obras que podemos considerar del mismo estilo y cuya conduc-
cion de voces estd bastante reglamentada. Por otra parte veremos mas adelante que la eleccién
responde también a un criterio técnico: disponemos de los corales en un formato que permite
trabajar facilmente con ellos.

El problema se abord6 desde varias vertientes: en primer lugar el estudio del modelo ma-
tematico elegido, las cadenas de Markov con restricciones propuestas por Pachet, Roy y Barbieri
en [18], y su aplicacién el el proceso compositivo. Utilizaremos dichas cadenas para modelar las
alturas de las notas y utilizaremos las restricciones para fijar algunas de ellas. Para ello consi-
deraremos un tipo de restricciones denominadas unitarias pues operan sobre un solo estado, y si
bien presentaremos restricciones que operan sobre las transiciones (restricciones binarias) no las
aplicaremos al momento de la implementacién. Por otra parte se requieren algunos resultados de
estadistica para realizar la estimacion de probabilidades de transicion en las cadenas de Markov.

Claramente serd necesario disponer de un trasfondo de teoria musical para las aplicaciones.
Ademas de presentar algunas nociones basicas, serd importante elegir las restricciones con criterio
musical (més concretamente, basado en la armonia subyacente). En ese sentido cabe destacar el
aporte de Luis Jure (Estudio de Musica Electroacusica, Escuela Universitaria de Musica, UdelaR),
que nos ayudo a mejorar la eleccion de las restricciones con lo cual se mejoraron algunos de los
ejemplos realizados hasta el momento (en el caso de Arroz con Leche). Dicho enfoque también
puede aplicarse para mejorar las simulaciones de Corales de Bach, lo cual si bien no fue realizado
en este trabajo queda como un problema a explorar a futuro.
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El otro punto a considerar es la programacion y los aspectos técnicos. Por un lado se des-
cribirdn e implementaran algoritmos para la simulacién de cadenas de Markov (en particular
con restricciones). Por otro, la eleccién de un medio adecuado para manipular la musica: los
dos formatos ubicuos, audio y partituras, suelen presentarse de un modo en el que no es posible
operar con sus notas y la identificacién automatica de las mismas constituye un gran problema
en si mismo que queremos evitar. En este y otros aspectos contamos con el valioso aporte de
Martin Rocamora (Grupo de Procesamiento de Audio, Instituto de Ingenieria Eléctrica, Facultad
de Ingenieria, UdelaR) con quien mantuvimos un fluido intercambio. Finalmente optamos por
utilizar la biblioteca de python music21[13] para resolver el problema del procesamiento de piezas
musicales.

Finalmente, el contenido del trabajo se distribuye del siguiente modo: en el primer capitulo se
presentan las cadenas de Markov homogéneas asi como los resultados centrales referidos a ellas.
El capitulo 2 introduce las cadenas de Markov con restricciones asi como un algoritmo para cons-
truirlas. En el capitulo 3 se tratan estrategias para estimar pardmetros (i.e. distribucién inicial y
probabilidades de transicién) en cadenas de Markov homogéneas y se definen algoritmos para si-
mular cadenas de Markov en general. El capitulo 5 describe la aplicacién de las cadenas de Markov
con restricciones a la composicién de musica y presenta los dos ejemplos antes mencionados.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Cadenas de Markov: definicion y generalidades

Las sucesiones de variables aleatorias son un objeto de interés dado que conocer su comporta-
miento asintético permite aproximar el comportamiento de la variable a partir de una secuencia
de observaciones. Asi, importantes resultados como las leyes de grandes nimeros o el teorema del
limite central y de Lindeberg refieren a la convergencia de las mismas. Por otra parte es usual que
en un primer acercamiento a estas sucesiones (y en las formulaciones méas usuales de los resultados
antes mencionados) se requiera que las variables sean independientes.

Las cadenas de Markov en sus diversas variantes nos brindan un marco teérico en el cual en
lugar de requerir que las variables en la sucesién sean independientes se requiere que dependan
(a lo sumo) de la variable inmediata anterior o -ampliando un poco el modelo- de una cantidad
N de variables inmediatamente anteriores.

Definicién 1.1.1. Sean E = {¢;};c; C R un conjunto finito o numerable con una numeracién

I, v = (1;)ier un vector o familia numerable de reales positivos con Z pi; = 1y {Xg}ren una
il

sucesién de variables aleatorias que toman valores en E. Diremos que {Xj} es una cadena de

Markov con espacio de estados £y distribucion inicial p si:

» X tiene distribucién p, es decir, si P(Xg = ¢;) = u;, Vi € I.
» Para todo n € N y para toda n-upla e;,, €;,, ..., €;, de elementos de E se cumple que
P(Xn = ein’anl = ein_l, anQ = €in_2, ...,X(] = eio) = P(Xn = ein’anl = ein_l).

Al conjunto E lo denominamos espacio de estados mientras que a p lo llamamos distribucion
inicial
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Un caso particular de interés es el de las cadenas de Markov homogéneas en el tiempo, es decir,
aquellas cuyas probabilidades de ir de un estado a otro en un tiempo dado dependen sélo de los
estados involucrados (no asi del tiempo). Buena parte de la teoria que se desarrolla a continuacién
esta enfocada en cadenas de Markov homogéneas por lo que en el resto del capitulo las cadenas
de Markov que se presenten seran homogéneas a menos que se especifique lo contrario.

1.2. Matriz de transicién y probabilidades de orden n

Si en una cadena de Markov se tiene que para todo par de estados e;, e; las probabilidades
P(X, = ¢€j|X,,—1 = ¢;) no dependen de n se dice que la cadena es homogénea (en el tiempo). En
ese caso tiene sentido denominar a dicha probabilidad como p;; (la probabilidad de ir de i a j en
un paso). Si la cadena no es homogénea serd necesario también indicar el instante considerado
como se vera mas adelante.

Para simplificar la notacién, asumiremos en general que el espacio de estados es de la forma
{1,...,n} (o bien N, o eventualmente Z si el espacio es infinito). No se pierde generalidad, ya que
simplemente identificamos el espacio de estados E con la numeracién I. Asimismo, notaremos

Definicién 1.2.1. Sea {Xj}reny una cadena de Markov con espacio de estados E como en la
definicién 1.1.1. Definimos su matriz de transicion P como la matriz (p;;)ijer tal que p; =
P(X, = j|Xn1=1).

Observacion 1.2.2.

= Como la cadena considerada es homogénea las entradas de la matriz no dependen de n. Més
atn, con la notacién incorporada se tiene que p;; = p;(j). Mantendremos la notacion p;(j)
a fin de recordar que son probabilidades condicionales.

» Las entradas de una matriz de transicién p;(j) verifican que Z pi(j) = 1 para todo i € E.
jel
Decimos que tales matrices son estocdsticas.

De ese modo una cadena de Markov (homogénea) queda determinada por su espacio de estados,
su distribucién inicial y una matriz estocastica que sera su matriz de transicion.

Ejemplo 1.2.3. Sea E un conjunto como en la definicién 1.1.1. Si {X} }ren es una sucesién de
variables aleatorias aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) que toman va-
lores en E, entonces {X;} es una cadena de Markov con matriz de transicién (p;(j));; -siendo
pi(j) = p; = P(Xo = j)- y distribucién inicial p con p; = p;Vj € I.

Para probarlo basta calcular P(X,, = i,| X1 = 1, X2 = in_2,..., Xo =1d0) ¥
P(X, =i, X1 = 1,-1). Como las variables X,,, X,,_1, ..., Xo son independientes se tiene:
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P<Xn = in|Xn—1 =1, Xp-2 = lp_2,..., Xg = ZO) - P(Xn - Zn) = Piy,-

Con la otra probabilidad condicional ocurre lo mismo:

P(Xn - Z.n|)(n—1 - 7:n—1> — P(Xn = Zn) = Di,-

Con lo cual queda demostrado que {X}} es una cadena de Markov. Luego de la definicién de
los 11 se desprende de inmediato que su distribucién inicial es f.

Ademas de las sucesiones de variables i.i.d podemos considerar las sumas parciales de algunas
de estas sucesiones, obteniendo asi otra familia de cadenas de Markov.

Ejemplo 1.2.4 (Paseos al azar). Si {Xj}ren una sucesion de variables aleatorias i.i.d que toman
valores en 7Z se tiene que S = Y+, X; es una cadena de Markov. En efecto, si 41,...,17, son
ndimeros enteros:

n n—1
P(Sn - in’Sn—l — in_l,. . .,S(] - Z0> - P(ZXk — Zn‘ ZXk — in—l; e ,X(] - Z0> (1 1)
i=1 =1 '

= P(Xy, +iny = in) = P(Xy, = i — in_1).

Lo mismo ocurre al calcular P(S,, = i,|S,_1 = i,_1) ya que por la independencia de {X}} lo
unico que se necesita es conocer el valor de la suma parcial en el instante n — 1.

Ademas, dados i,j € Z la probabilidad de transicién de 7 a j es d;_;, notando dj :=
P(X = k). Asi, considerando los propios estados como indices la matriz de transicién resulta

ser P = (pi(4))ij = (dj—i)ij-

Resulta de interés conocer también las probabilidades de orden n de una cadena de Markov.
Esto es, dada {Xj}ren cadena de Markov con espacio de estados E, matriz de transicién P y
distribucién inicial g definimos su matriz de transicion de orden n como

P = (p}(5))ijer, siendo p}(j) = P(X, = j|Xo = 1),
donde las probabilidades p?(j) se denominan probabilidades de transicion de orden n. Asimismo,

llamaremos distribucion de probabilidad de orden n al vector

pt = (u7)ier, siendo p! = P(X, = i).

Cabe notar que P™ es por el momento sélo una notacién y no refiere a P como potencia la
matriz P. Sin embargo se puede probar que ambas coinciden.
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Proposicién 1.2.5. Sea {X}ren una cadena de Markov con espacio de estados E, matriz de
transicion P = (p;(4)) y distribucion inicial p. Para todo n € N se cumple:

1. P™ = pn

2. Wt =pu x P*,VYn € N.

Demostracion. 1. Si n = 0 se tiene que:

- . . 1, sii=jy,
) =P =ixa =i = { o 5127

con lo cual P es la matriz identidad, al igual que P°. Si ademds verificamos que P! =
P x P™ por induccién tenemos:

POt = p oy pln) ML po pn— prtd

Para verificar que Pt = P x P(™ probaremos que, dados m y n naturales, P"t™) =
P p(m)

=
= 3 PN = 1Xm = b, Xo = 1) P(X = K[ Xo = )
keE
(1.2)
l ZP(X" = j|Xo = k)P(X,, = k| Xy = 1)
keE

= > B (k).

keE

donde en la igualdad * se utilizé6 la homogeneidad de la cadena. Notar que la entrada
i, j-ésima de P(™t™) es, efectivamente la entrada i, j-ésima del producto P™ P

Luego como por definicién de P™ sabemos que P = P, tomando m = 1 se tiene la
igualdad buscada.

2. Utilizando lo probado en la parte anterior se verifica que

uy=P(X, =j) = P(X,=j|Xo=k)P(Xo=k) = > p(j)ue = px P".

kek keE



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

También resulta de interés conocer la probabilidad de una trayectoria finita arbitraria, es
decir, las probabilidades de la forma P(X,, = i,, X;,—1 = iy_1,..., X0 = ip). Descomponiendo en
probabilidades condicionales y utilizando la definicién 1.1.1 se tiene que

P(Xn == inaXn—l = Z‘n—l> s 7X0 = Z0) =
:P(Xn = in|Xn—1 = in—l)P(Xn—l = in—1|Xn—2 = in_g) . P(X1 = i1|X0 = ZO)P(XO = Zo) =
:pinfl (in)pin72 (anl) o po(l):ulo

Ademads cabe observar que no es realmente relevante que la trayectoria comience en tiempo
0. El resultado vale también si consideramos las variables X,,, X,ni1,..., Xjpan con m € N,
utilizando p™ en lugar de p. En este caso se utiliza la homogeneidad en el tiempo, pero se vera
también una expresién para el caso no homogéneo mas adelante.

Hasta ahora hemos introducido notacién y presentado herramientas que permiten calcular
probabilidades en cadenas de Markov. Ahora nos interesa describir cierta forma de accesibilidad
en la cadena: ;Es siempre posible realizar una trayectoria entre dos estados dados? ;Es posible
hacerlo fijando ademéds la cantidad de transiciones a utilizar? ;Siempre se puede alcanzar un
estado dado en tiempo finito? A continuacién se presentaran algunos conceptos y ejemplos que
permiten responder estas preguntas. Para ello nos sera ttil presentar los grafos de transicion:
son grafos cuyos vértices representan los estados de la cadena y sus aristas las probabilidades de
transicion.

1.3. Comunicacion entre estados y reducibilidad

Una nocién importante es la de comunicacion entre estados. Comencemos con un ejemplo:

Ejemplo 1.3.1. Consideremos una cadena de Markov en F = {1,2,3,4,5} con distribucién inicial

= %, %, %, %, %) y probabilidades de transicién indicadas en el siguiente grafo:

D=
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Puede apreciarse que no se puede, por ejemplo, ir desde el estado 5 hacia el 2. En cambio se
puede transitar libremente entre los estados 5 y 4, asi como entre 1,2 y 3. Asimismo, si tenemos
una trayectoria situada en el estado 1 es posible alcanzar todos los estados, pero si nos situamos en
los estados 4 y 5 ya no podemos salir de este bucle. Para formalizar un poco definiremos algunos
conceptos.

Definicién 1.3.2. Sea {Xj}ren una cadena de Markov con espacio de estados £ y matriz de
transicion P = (p;(7)).

1. Si i, j son estados, decimos que de i se llega a j si P(X,, = j para algin n € N|Xy,=1) >0
y notaremos ¢ — j.

2. Consideremos un estado 7. Si para todo estado j tal que ¢ — j se tiene que 7 — i, se dice
que ¢ es esencial.

De la definiciéon anterior se desprende que dados dos estados esenciales i, 7, si i — j se tiene
que j — ¢y viceversa. En el conjunto de los estados esenciales tiene sentido decir que dos estados
se comunican y se prueba ficilmente que dicha relacién (que notaremos i <+ j) es una relacién
de equivalencia. Llamaremos clases irreducibles a sus clases de equivalencia.

Definicién 1.3.3. Sea {Xj}ren una cadena de Markov con espacio de estados £ y matriz de
transicién P = (p;(j)). Si E es una clase irreducible decimos que la cadena es irreducible.

Observacion 1.3.4. Cuando una cadena de Markov alcanza un estado esencial, queda “atrapada”
en la clase irreducible correspondiente. De este modo cada clase irreducible puede pensarse como
una cadena de Markov en si misma y las cadenas irreducibles son, en ese sentido, indescomponibles.
Interesa particularmente estudiar dichas cadenas.

En el ejemplo 1.3.1 se puede apreciar que hay estados no esenciales (1, 2 y 3) con lo cual la
cadena no es irreducible. Los estados 4 y 5, por otra parte, si son esenciales y forman la tnica
clase irreducible.

Proposicién 1.3.5. Sea { Xy }ren una cadena de Markov con espacio de estados E, matriz de
transicion P = (p;(j)):; € 4,j dos estados distintos. Son equivalentes:

107,
2. Existen estados iy, i, ..., 1,1 tales que p;(i1)p;i, (ia) ... pi,_,(j) > 0.
3. p(7) > 0 para algin n € N.

Demostracion.l — 3 Como i — j se tiene que P(U{Xn = j}|Xo =) > 0. Luego
neN
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0<P(|J{Xn = jHXo=1) <) P(X, =jlXo=1) =Y pl'(j).

neN neN neN

lo cual significa que al menos uno de los sumandos p(j) debe ser positivo.

3 — 1 Basta observar que para todo n € N, P(U{Xk =jHXo=1) > P(X, =7j|Xo=1) =pl'(j).
keN
Como existe n de modo que pl(j) > 0, se verifica P(U X, =j|Xo=1) > 0.
neN
2 — 3 Como p;(i1)pi, (i2) ... pi,_,(7) es la probabilidad de una trayectoria que va de i a j se tiene
pi(4) = piia)pi, (i2) - - - pi,_, (§) > 0 con lo cual pj'(j) > 0.
3 — 2 Considero n tal que p?(j) > 0. Como p} = Z pi(k1)pr, (k2) . .. pg,_,(4) al menos
k1,k2,....kn—1€E

un término de la suma debe ser positivo, lo cual concluye la demostracion.

]

Con este resultado podemos indicar si dos estados se comunican en términos de la matriz de
transicién. Como veremos a continuacién, nos interesara particularmente observar las probabili-
dades de retorno a un estado dado, es decir, las probabilidades de la forma p (7).

1.4. Periodicidad

V

Retomando el ejemplo 1.3.1 puede apreciarse que en ese caso ps(4) = 0 pero p2(4) = p4(5)ps(4)
0. Es decir, no es posible retornar al estado 4 en un paso, pero si en dos pasos. Mas ain, se tiene
que si k es impar p§(4) = 0 pero si k es par p§(4) > 0 y lo mismo ocurre con el estado 5. Por
otra parte, si observamos los estados ¢ = 1, 2 0 3 de dicho ejemplo tenemos que las tnicas pro-
babilidades de retorno no nulas son las p¥(i) cuando k es multiplo de 3. Esto motiva la siguiente
definicién:

Definicién 1.4.1. Sean {X}}ren una cadena de Markov con espacio de estados E y matriz de
transicion P = (p;(j)) y ¢ € E un estado. Definimos d(i) el periodo de i como

d(i) := m.c.d{k > 1: pF@i) > 0}.

Es decir, d(i) es el mayor entero positivo que verifica que, si p'(i) > 0, entonces dicha pro-
babilidad es multiplo de d(7). En particular, sélo podemos retornar a i en una cantidad de pasos
multiplo de d(i).
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Si d(i) = 1 decimos que i es aperiddico. En caso contrario se dice que ¢ es periédico y su
periodo es d(3).

En el ejemplo anterior no hay estados aperiédicos. Los estados 4 y 5 tienen periodo 2 y los
estados 1, 2 y 3 son de periodo 3. En efecto, no es casual que los estados que se comunican tengan
el mismo periodo, como puede verse a continuacion:

Proposicién 1.4.2. Si dos estados i, j de una cadena de Markov se comunican (i.e., sii <> j),
tienen el mismo periodo.

Demostracion. Para demostrar la propiedad veremos que d(i) y d(j) se dividen mutuamente. Para
probar que d(i) divide a d(j) veamos primero que si pj(j) > 0, d(i) divide a n:

Como i — j, existe s > 1 tal que p{(j) > 0. Asimismo, como j — i existe r > 0 tal que
pj(i) > 0. En consecuencia

Py = pi(k)ph(i) = pi(j)pj(i) > 0,

keE

con lo cual d(7) divide a r + s. Ademds, como p7(j) > 0, se tiene que

Pyt () = p ()Pl ()P (i) > 0,

y por lo tanto d(i) divide a r + n + s. Luego d(7) divide a n y por la definicion 1.4.1 d(j) =
m.c.d{n > 1:p}(j) > 0}, con lo cual d(i) divide a d(j).

Finalmente basta observar que se pueden intercambiar ¢ y 7 en el argumento anterior, con lo
cual se prueba que d(j) divide a d(7) y por lo tanto d(i) = d(j). ]

Como consecuencia de la proposicién anterior todos los elementos de una clase irreducible
tienen el mismo periodo, con lo cual quedan bien definidos el periodo de una clase o incluso del
periodo de una cadena, si la misma es irreducible.

Definicién 1.4.3. Sea { X} }reny una cadena de Markov y C' una clase irreducible. Definimos d(C')
el periodo de C' como d(C) := d(i¢), con i € C un estado arbitrario. En particular si d(C) =1
se dice que la clase es aperiddica.

Si la cadena es irreducible, decimos que su periodo es d(i), siendo i un estado cualquiera de
la cadena. Nuevamente, si dicho periodo es 1 diremos que la cadena es aperiddica.

Veamos ahora un ejemplo sobre el cual volveremos mas adelante: el paseo al azar simple.
Para ello consideramos el ejemplo 1.2.4 en el caso particular en que la sucesién de variables i.i.d
utilizada en la construccién sélo toma valores 1 o -1. Obtenemos asi el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.4.4 (Paseo al azar simple). Sea { X} }ren una cadena de Markov con espacio de estados
Z, distribucién inicial arbitraria y matriz de transicion P = (p;(j));; tal que para cierto p € (0,1)
se tiene que:
D, s ] = 1+1,
pi(j)=< 1—p, sij=il,
0, en otro caso.

En este caso la cadena es irreducible pero no aperiédica. Para ver que es irreducible basta
probar que todos los estados se comunican entre si. Por la propiedad 1.3.5 esto equivale a veri-
ficar que para todo par de estados 7,7 € Z existe una trayectoria con probabilidad positiva que
comunica % con j.

Si j > i, una posible trayectoria es i, + 1,...,j cuya probabilidad es p;(i + 1)pi+1(7 +
2)...pji—1(j) = pPP7* > 0. Andlogamente si j < i tenemos 7,4 — 1,...,j + 1,7 con probabili-
dad (1 —p)"™7 > 0. Si i = j basta tomar la trayectoria i,i + 1,7 cuya probabilidad también es
positiva. Asi, todos los estados se comunican y la cadena es irreducible.

Figura 1.1: Ejemplo de trayectoria que va del estado 7 a 7 en 2 y 6 pasos. Observar que hay 2
transiciones involucrando los estados i e i + 1, 2 que involucran aiei—1y2ai—1ei— 2.

Por otra parte se observa que { X} tiene periodo 2, es decir, que solo es posible retornar a un
estado dado en un nimero par de pasos. Para ello consideremos una trayectoria de ¢ a 7. Como
solo es posible moverse a los enteros mas préximos, se tiene que para cada transiciéon de k a k+1
tiene que haber un retorno de k 4+ 1 a k y viceversa, lo cual implica una cantidad siempre par de
transiciones.

Una modificacién posible a este ejemplo para obtener una cadena irreducible y aperiddica
consiste en permitir transiciones de un estado a si mismo, es decir, redefiniendo las entradas de
la matriz de transicién como
p, sij=i+1,

q, sij =i-1,
T, sii=j,
0, en otro caso,

pi(j) =
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donde p+qg+r=1.

Es facil probar en este caso que la cadena es irreducible y aperiddica.

Notese que si bien en la modificacién anterior permitimos transiciones de ¢ a i para cualquier
7, a los efectos de obtener una cadena irreducible y aperiédica hubiese bastado con permitirlas
para un unico estado cualquiera, como se vera a continuacion.

Proposicién 1.4.5. Sea { X} }ren una cadena de Markov irreducible. Si existe un estado i tal que
pi(i) > 0, entonces la cadena es aperiddica.

Demostracion. Sea j un estado. Se quiere verificar que d(j) = 1. Como la cadena es irreducible

se tiene que i <> j y por lo tanto existen r y s positivos tales que pi(j) > 0y p;"(z) > 0. Luego

como pj*(4) > pj(i)p;(j) > 0 podemos afirmar que d(j) divide a r + s.

Por otra parte, como p;(i) > 0, se cumple que pi***'(j) > p7(i)p;(i)pi(j) > 0 con lo cual

d(j) divide a 7 + s + 1. Es decir, d(j) es divisor comiin de dos nimeros coprimos y por lo tanto

aj) = 1.
O

1.5. Recurrencia y tiempos de pasaje

Una de las nociones centrales de este apartado es el tiempo de pasaje o retorno por un estado
dado, que comenzaremos definiendo.

Definicién 1.5.1. Sea { X} }ren una cadena de Markov con distribucién inicial arbitraria.

= Denominamos tiempo del primer pasaje por j a la variable aleatoria

=inf{n>1:X, =7}
7= fnfin 2 1: X, = j}

Si dicho conjunto es vacio definimos 7; = oo.

En el caso particular en que P(Xy = j) = 1 llamamos a dicha variable tiempo del primer
retorno a j.

= La probabilidad del primer pasaje por j en tiempo n, partiendo de i se define como:

]

Nuevamente si ¢+ = j hablaremos de retorno a j en vez de pasaje.
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» Llamamos probabilidad de visitar j partiendo de i (sin importar el instante) a

fij = P(U Tj = n]XO = Z)

n>1

En términos de las trayectorias, es fécil ver que fft = P(X, = j, Xp 1 # j, ..., X1 # j|Xo = 1).

Ademas como los sucesos {1; = n} :={X, =j, X,_1 # j,..., X1 # j} son disjuntos, se tiene que
fi=P(U{m =n}Xo=4)=> P{r=n}Xo=1i)=)_ [
n>1 n>1 n>1

Por otra parte los sucesos {7; = n} estdn incluidos en {X,, = j} con lo cual fif < p}(j),Vn >
1,4,7 € E.
Las definiciones anteriores nos permiten clasificar los estados de acuerdo su tiempo de retorno.

Definicién 1.5.2. Sean {Xj}reny una cadena de Markov con espacio de estados E e i € E un
estado. Diremos que i es recurrente si f; = 1. En caso contrario (es decir, f; < 1) se dice que 4
es transitorio.

Intuitivamente, los estados recurrentes son aquellos a los que, con probabilidad 1, se vuelve
en algin tiempo finito.

Veamos ahora un par de resultados que permiten, ademés de vincular la nocién de recurren-
cia/transitoriedad con los conceptos vistos previamente, estudiar ciertos aspectos del comporta-
miento asintético de las cadenas de Markov. Para ello primero necesitaremos el siguiente lema:

Lema 1.5.3. Sea { Xy }ren una cadena de Markov con espacio de estados E y matriz de transicion
P = (pi(4))ijer. Se verifica:

k=n
pEG) =Y fEpiTRG) Yn > 1,0, € E.
k=1

En particular, observar que fi; > 0 si y sélo si i — j.

Demostracion. Notemos primero que los sucesos {7; = k} ke{l,..n} Son disjuntos y cubren al suceso
{X,, = j} con lo cual

k=n
pi(j) = P(Xn =j|Xo=1) = ZP(Xn =7j, 7 =klXo=1i) =
k=1
k=n
= ZP(Xn - j, |Tj == k,Xo = Z)P(Tj = ]leo = Z) :p]<j)n_k 113
k=1
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Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema:

Teorema 1.5.4. Sea {Xj}ren una cadena de Markov con espacio de estados E y matriz de
transicion P = (p;(j)):;. Se verifican:

1. Un estado i es recurrente si y solo si pr(z) = +00.
n>1

2. La recurrencia es invariante por clases irreducibles, es decir, dados i,j tales que © <> j se
tiene que v es recurrente si y solo si j lo es.

3. Si1— 7 yj es recurrente, se tiene que Zp?(]) = +00.
n>1

4. Sij es transitorio sz < o0,Vi € E. En particular lim p}'(j) = 0.

n—-+o0o
n>1

Demostracion. Una observacion general de utilidad es que, si Z pi(j) < +o0, al escribirlo como

n>1
m=n

Z(Z 405" (j)) se puede cambiar el orden de la suma y, usando el lema anterior resulta:
n>1 m=1

n=-00
S0t = S ) = 05 sy
n>1 n>1 m=1 m>1 n=m
. (1.3)
=2 F7 2 p) = fui+ 3 p; ()
m>1 n=0 n>1

Procedamos ahora a probar los items:

1. Si Z pi(i) < 400 podemos usar la observacién anterior obteniendo:

> pi)

>1
fii - ]-7

Sopi)+1

n>1
con lo cual 7 es transitorio.

Para la otra implicancia consideremos ) ., p}'(i) = +o0o. Veamos que f; =1 (i.e, que ¢ es

. % . n=N ,
recurrente). Consideremos la sucesién (ay)yen definida como ay := >~ p(i). Ast:
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n=N n=N m=n m=N n=N
_ § n § m, n— m m n— m
aN = pz i pz
= n=1 m=1 m=1 n=m

Z sz Z L+ o).

Despejando lo anterior y utilizando la definicién de f; tenemos entonces:

m=N
.. an N—o0
> "> 251
f B mzzl f“ 1 +

an

Recordar que por hipétesis ay — +o0o cuando N — oo. Luego se tiene que f; = 1 y por lo
tanto ¢ es recurrente lo cual prueba (1).

2. Sean 1, j dos estados que se comunican, i recurrente. Como i <+ j existen naturales r y s
tales que pj(j) > 0y pj(i) > 0. Ademds, para cada n € N,;n > 1 se tiene que p"”“(j) >
p; (7)p} (i)p;(i), donde por la recurrencia de i pj(i) es el término principal de una serie
divergente. En consecuencia:

DG =D et G) = piGpi) Y o pri) =

n>1 n>1 n>1

lo cual -por el item anterior, implica que j es recurrente.

3. Recordemos primero que, del lema 1.5.3 se desprende que f;; > 0 si y sélo si i — j. Asi,

como ¢ — j tenemos que Z fi; > 0 por lo que para algin ng > 1 se cumple f"o > 0.
n>1
Aplicando nuevamente el lema para n > ng se tiene que pj'(j) > fi’p; "°(j) con lo cual

n=N
> piG) > Z P () S22 oo,

n=ng n=ng

donde la divergencia se debe a que j es recurrente. Se concluye que la serie pr( j) es
divergente lo cual prueba (3).

4. Como j es transitorio Z pj ) < 0o. Luego
n>1
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n=N n=N m=n
DB = lim Y prG) =Y fie i) =
n>1 n=1 n=1 m=1
m=N n=N m=N n=N-—-m
e O O N pr(j) =
m=1 n=m m=1 n=0
m=N n=N—-m n=N-—-m
= fi (L + p; (7)) = fi;(1 + pi(j)) < oo
m=1 n=1 n=1

por ser j transitorio.

Finalmente, lim p!'(j) = 0 es una consecuencia directa de la convergencia de la serie ante-
n—o0

rior, con lo cual quedé demostrado el cuarto y iltimo item.

]

Cabe observar que en el teorema recién demostrado se presenté un resultado que permite
describir las probabilidades asintoticas de visitar un estado transitorio. Mas adelante estudiaremos
el comportamiento asintotico para los estados recurrentes.

Ejemplo. Para finalizar esta seccién estudiemos la recurrencia en el paseo al azar simple (ejemplo
1.4.4). Para ello recordemos que tenemos una cadena de Markov en Z cuyas probabilidades de
transicién son
D, sij =i+1,
pl(]): 1_p7 SIJ :i'la
0, en otro caso.

Ya vimos que la cadena es irreducible con lo que, por el teorema recién probado, basta estudiar
la recurrencia en un sélo estado (elegiremos el 0) y los demds estados tendran el mismo compor-
tamiento. Ademds, como la cadena tiene periodo 2 se tiene que pi"™'(0) = 0, ¥n € N. Calculemos
ahora las probabilidades de la forma pg"(0), para lo cual hay que observar que una trayectoria que
va de 0 a 0 en 2n pasos sube exactamente n veces (y baja otras n). Por lo tanto cada trayectoria
tiene probabilidad p™(1 — p)™ y hay que contar la cantidad de trayectorias posibles.

Para ello, consideremos que tenemos 2n transiciones y hay que elegir n de ellas (que serén,
por ejemplo, las ascendentes). Tenemos asf C>" trayectorias posibles y por lo tanto

pg"(0) = C2p™(1 — p)™.

Utilizando la férmula de Stirling, que establece que n! = n"e™"v/27mn(1 4+ «,) con «,, — 0 en
el niimero combinatorio tenemos que

22n(1 + an)

2n
O = Jan( t B
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Luego sustituyendo se tiene que pa"(0) = %(M con 4, = (ija:) — 1.

Por otra parte p(1 — p) se maximiza cuando p = % (paseo al azar simétrico). En tal caso se
tiene:

1
2n
0) = 0.,
Do ( ) \/ﬁ
n=+oo
con lo cual la serie Z P (0) diverge y por lo tanto 0 (y todos los estados de la cadena) son
n=0

recurrentes.

En cambio, si p # % tenemos que p*(0) = \/%5” con ¢ = 4p(1 — p) < 1 que es el término

principal de una serie convergente, con lo cual los estados son transitorios.

1.6. Comportamiento asintético de las cadenas de Markov

Estudiaremos ahora el comportamiento de una cadena de Markov tras muchas transiciones.
Concretamente nos interesa saber como son las probabilidades de transicion y la distribucién de
probabilidad de orden n cuando n es muy grande. Es decir, queremos conocer

lim p" y  lim pl*(j) Vi,j € E.
n—oo n—oo

Los cuales, a priori, podrian no existir. También habra que discutir entonces las condiciones para
que dichos limites existan. Nétese que en la seccion anterior se estudié el comportamiento limite
de p?(j) cuando j es transitorio, caso en el cual dicho limite es 0.

Para estudiar los estados recurrentes, comenzaremos con una defnicién.

Definicién 1.6.1. Sea {Xj}reny una cadena de Markov con espacio de estados £ y matriz de
transicion P. Si A = (\;);eg es un vector de probabilidades tal que AP = A, decimos que A es una
distribucion estacionaria (o invariante) para la cadena.

Observacion. » La condicién de ser estacionaria depende unicamente de la matriz P, con lo
cual puede hablarse también de distribucién estacionaria para P en lugar de la cadena.

= Si )\ es una distribucién estacionaria es inmediato que AP™ = X\, Vn € N, lo cual explica el
uso del término invariante.

En términos del comportamiento asintético nos interesan las distribuciones estacionarias ya
que nos dan informacién sobre el mismo, como veremos a continuacion:

Proposicion 1.6.2. Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados E finito. Si
ezisten i € E y p = (1) jer tales que

P (J) — W VjekE,
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entonces |1 es una distribucion estacionaria.

Demostracion. Primero observemos que, efectivamente p es una distribucién (i.e, sus entradas
suman 1):

> o= lim pp() "= lm > pr(j) = 1,

jJEE JEE JEE

donde la ultima igualdad se debe ademas a que las matrices P" son estocasticas.

Veamos ahora que uP = p. Para ello serd de utilidad recordar que pf(j) = Z P (K)pr(5)
k€E
con lo cual

; ny - , n— . finito , n— . .
wy = 1 pl(j) = lm g (R)pe(i) " =D lim pi (R)pe() = Y (),

keR keE keE

dado que por hipétesis p?’l(k;) — . Luego matricialmente tenemos que p = P concluyendo la
demostracion. O]

Cabe notar que la finitud del espacio de estados —que se utilizo para intercambiar limite y
suma— no es prescindible. Un ejemplo de ello se obtiene si consideramos el paseo al azar simple

conp # % Como se vio anteriormente todos sus estados son transitorios y por lo tanto pf(j) ——
n—oo

0 Vj € E. Sin embargo, el vector nulo no puede ser una distribucién.

Obtuvimos pues una primera —y bastante limitada— relacién entre distribuciones asintéticas y
estacionarias. Sin embargo atin no presentamos ningtin resultado que afirme que las distribuciones
estacionarias son distribuciones limite (lo cual resultaria de utilidad para el célculo de estas tlti-
mas). A continuacién veremos una serie de resultados més generales que nos permitirdn enunciar
y demostrar tal propiedad.

Definicién 1.6.3. Sea {Xj}ren una cadena de Markov con espacio de estados E, matriz de
transicion P y distribucién inicial pu.

Dado un estado i se define el tiempo medio de retorno a i como

Yi = Z i = BT,

n>1
donde E; refiere a la esperanza de la variable, condicionada a Xq = i.

Cuando 7; es finito se dice que el estado i es recurrente positivo, mientras que si 7; = o0
decimos que i es recurrente nulo.



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.6.4. Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados E, i € E un estado
recurrente y aperiodico. Se tiene que

1

n—oo ’yl

con ~y; como en la definicion anterior si es finito. Si v; = co consideramos % = 0.
k2

Para demostrarlo utilizaremos el siguiente lema, que probaremos al final.

Lema 1.6.5. Sea ds(i) := m.c.d{n : f! > 0}. Se verifica que d(i) = ds(i). En otras palabras,
para calcular el periodo de un estado se puede considerar indistintamente el conjunto de los pl(i)
o los

Demostracion del teorema 1.6.4. Dividamos la demostraciéon en varios pasos.
Paso 1

Definamos a,, = g f* (como 7 estd fijo de antemano omitimos dicho indice en a,). Asi, por
m>n
ejemplo, tenemos que f! = a, — a,4+1 Vn € Ny, desarrollando la suma en la definicién de ~;:

=n

T ST T D) SN S DY A L ST
m= m=1

n=1 n=1 1 m=1n=m

Asimismo, utilizando el lema 1.5.3 y escribiendo f/! en funcién de a,, se tiene que

3
3

=N =N

n—m

pi (i) = fapi ") = ) (am = amia)pi ™ (0).

3
IL
3
I

Notemos que por la recurrencia de 7 y la definicién de a,, se tiene que a; = 1. Asi despejando
y escribiendo la suma anterior de forma mas explicita resulta:

pr(i)ar +prt(@)ag 4+ . pl(D)anss = pi (@) ar + pP 2 ()ag + .. pl(i)an,

donde, si llamamos ¢,, al miembro izquierdo, la igualdad anterior puede expresarse como ¢, =
Gn_1. Ademds, tomando n = 1 y recordando que p{(i) = 1, se verifica que ¢; = p}(i)a; +p?(i)ay =
pY(i)a; = 1y por induccién resulta ¢, = 1 Vn > 1, es decnr

P} (Dar +pi = (Dag + ... pl () ang = 1. (1.4)

Paso 2
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Consideremos « := limsup p' (i) y {n,,} una sucesién de indices tal que p;'™

n
para todo s tal que f;; > 0 se tiene:

Nm

o = lminf p'" (i) = Y inf{ f5p (@) + Y fipin ™

r=1,r#s
< f hmlnfp"’" (i )+hmsup{ Z fhpim="(0)}
r=1,r#s
< filim 1nfp"’” *( Z " lim supp”m "(i)}

r=1,r#s

<f hmlnfp"’" (i) + (1 — fi)a.

25

(1) —— a. Asi,

donde en para la desigualdad * se usé que Z fZZ =1y que lim sup Dn, < a para toda subsucesién

k=1
de indices {n;}. Si despejamos la desigualdad obtenemos

a< hmlnfp"m (i) +a— fia <=
0< (hm inf pi™ (i) — a) <=

a < lim mfp"’" *(3).

Y por su definicién, o = lim sup pi™ *(7) con lo cual se concluye que:

m

a= lim p/™ (i),
m—0o0

para todo s tal que f, > 0.

Paso 3

(1.5)

Ahora queremos probar que existe ' € N tal que a = hm p”’" (i), Vs > s'. Nétese que en

la parte anterior probamos esta igualdad para todos los 1nd1ces s tales que

Como i es aperiddico es posible considerar una subfamilia {si, so,. ..,

s, } de indices coprimos

contenida en {n : f7! > 0}. Por lo probado en el paso 2, para cada uno de estos indices s se tiene

que:

a= lm p!™"**(1).
m—0o0
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k=r

Si elegimos s = Hsk, tenemos que todo s > ¢ es de la forma ) sit; con t; naturales.
k=1

Probemos entonces que la igualdad (1.5) es vélida para los s de la forma syty, con k € {1,...,7}.

N —Sk

Para ello basta notar que los {n,, — Sg}m>1 verifican o = 1lim p; (), con lo cual puede
- m—00

(2

., .. . , ) .
aplicarseles nuevamente el procedimiento usado en el paso 2 obteniendo v = lim p;™ ~ (7).
m—r o0

. . . . . , —t .
Aplicando sucesivas veces el mismo razonamiento se tiene que aw = lim p;™ "** (i) V¢, € N.
m—00

. . k= ,
De igual modo, se extiende a la suma Y ,_; s, resultando asf:

a= lim p/™ %) Vs>d,

K3
m—r0o0

que es lo que se queria probar.
Paso 4

Sea s > s'. Aplicando la ecuacién 1.4 y tomando sélo parte de su miembro izquierdo, se tiene:
Py @ay +pi " (ag + 4T (e <1,

donde p?m—(s'%) " a Yk € {0,...,s} por lo visto en pasos anteriores. Tomando limites en la
desigualdad anterior se cumple que:

alay + ... +as11) <1,

o0

o
para todo s > s'. Asi, si ¢ es recurrente nulo, se tiene que y; = g a, = oo y ademas « g a, <1
n=1 n=1
con lo cual o = 0.

Esto prueba el teorema en el caso en que i es recurrente nulo, ya que o = lim sup p' (i) = 0.
m

Para el caso 7; < oo nos queda la desigualdad

limsup p (i) = o < (1.6)

m %“

Paso 5 Para probar el teorema cuando ; < 0o, definamos f := liminf p}(7) y probemos que

6> Wi Para ello basta repetir lo hecho en los pasos 2, 3 y 4 con a y obtenemos que s” € N de
modo que limp,,, s = 3 Vs > s”. Tomando n = n,, — s” en la ecuacién 1.4 se obtiene:
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1 S p?m—s” <Z>a1 + p:lm_(sﬂ—f—l)(l)aQ + .. -p?(i)anm_sl/_;'_l =

k=ng,—s"+1
7 — 11y, . — " . — Myfe—1,.
=i Dan +p T Daz 4T Dagn + Y AT
k=s+2
(0.9}
<pim (1)ay +p?m_(s H)(i)% + .. .p?m_(SJrs )(i)asﬂ + Z Q-
k=s+2
Si m — oo en la ecuacion anterior resulta:
o0
1 Sﬁ(a1+...+a5+1)+ Z ag..
k=s+2
o
Donde, por ser ~; finito, Z aj es la cola de una serie convergente, con lo cual al tomar
k=s+2

s — 00 tenemos:

1
— = —— < B =liminfp] (7).

i Z a

k=1

Finalmente, de esta igualdad y la ecuacién (1.6) se tiene que existe lim p' (i) y es %, lo cual

k3

concluye la demostracion. O

Demostracion del lema 1.6.5. Para probar que d(i) = d(i) veremos que d(i) divide a d(i) y
viceversa.

Como [t < pl'(i) se verifica que {n : fI! > 0} C {n: p?(i) > 0} y por lo tanto d(i) divide a
dg(i). Para probar que d(i) divide a d(i) consideremos n tal que p}'(i) > 0 y veamos que d(7)
divide a n, lo cual es inmediato si f]; > 0.

Si f! = 0, significa que hay una trayectoria de 7 a ¢ en n pasos que pasa por ¢ en algin instante
intermedio, es decir, existen n; y ng tales que ny +no =ny pi*(i)p;*(i) > 0. Si f;;* v fi;* no son
ambos positivos se repite el procedimiento hasta encontrar una secuencia de naturales n; ..., n,,
que suman n y tales que f;;* > 0 Vk € {1,...,m}. Nétese que, por la definicién de f£, dicha
secuencia existe.

Como dy(i) divide a todos los ny recién definidos, también divide a n y por lo tanto dy(7)
divide a d(7) terminando la demostracion.
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]

Con el teorema anterior conocemos el comportamiento asintotico de las probabilidades de la
forma p!'(i) cuando el estado i es recurrente y aperiédico. Para extenderlo a las cadenas veremos
primero que ser recurrente positivo/nulo es una propiedad invariante por clase irreducible.

Proposicion 1.6.6. Sean i, j dos estados de una cadena de Markov tales que i <> j. 1 es recurrente
positivo (nulo) si y sdlo si j es recurrente positivo (nulo).

Demostracion. Consideremos r y s naturales tales que pj(j) > 0y p5(i) > 0. Asf, dado n € N
vale:

Py () > Pl (4P (7).

Tomando limite cuando n — oo en ambos lados se obtiene asi que si lim p}'(i) > 0 entonces
n—o0
lim p’j“(j) > 0. Es decir, si i es recurrente positivo, j también lo es. Luego usando el mismo
n—0o0

argumento se prueba que si j es recurrente positivo ¢ también lo es.

]

Ahora estamos en condiciones de resumir el comportamiento asintético en general.

Teorema 1.6.7. Sea {X;}ren una cadena de Markov irreducible y aperiddica con espacio de
estados E, matriz de transicion P y distribucion inicial . Se cumple exactamente una de las tres
condiciones:

1. La cadena es transitioria y en ese caso para todo par de estados i,j se tiene que lim pl'(j) =

lim pf = 0. Ademds Zp?(j) < 0.

n=1

2. La cadena es recurrente nula y para todo par i,j € E se tiene también que imp}'(j) =

lim pij = 0, pero P AOEES

n=1

1
3. La cadena es recurrente positiva y para todo pari,j € E se tiene lim p}'(j) = lim pp=—>
0.

Demostracion. Notemos que, por ser la cadena irreducible, tiene sentido decir que la misma
es transitoria/recurrente positiva/recurrente nula. Por definicién de estas tres condiciones, es
inmediato que se cumple una y sélo una de las tres, restando tnicamente probar los limites.
Veremos ahora el caso en que la cadena es transitoria.
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En el teorema 1.5.4 se probé que p’(j) - 0 y la convergencia de la serie. Probemos que
wy 50:
hm wy = hm Z prpr (J Z i hmpk =0, (1.7)
keE keE

donde en (%) se utiliz6 el teorema de convergencia dominada para intercambiar el limite con la
suma. Queda asi probado el primer item.

En el caso en que la cadena es recurrente, usando nuevamente el teorema 1.5.4 tenemos que
> me1 P} (j) = oo. Luego como por el teorema 1.6.4 se sabe que pj(j) 2 0 tenemos:

o0

prG) = > e G),

m=1

considerando pg-"(j) = 0 si m es negativo. Tomando limites y usando nuevamente convergencia
dominada resulta:

hmpl = hm Z ar( Z hmp (7)) =0,

ya que Z = 1. Para ver que u} 2 0 basta volver a utilizar la ecuacién (1.7) y queda

demostrado el segundo item.
Cuando la cadena es recurrente positiva, como ya vimos que hm iy Z hm P~ "(7)

o0
con Z i = 1y esta vez pf(j) oY %_, se tiene:

1
lim py'(j) = —.

1
Luego se deduce que lim p7 = — de igual modo que en los casos anteriores.
n Vj

]

Con este resultado podemos conocer el comportamiento asintético de una cadena de Markov.
Sin embargo en la practica seria de méas utilidad vincular la distribucién limite con la estacionaria
como se hizo en el caso finito, puesto que la existencia de distribuciones estacionarias puede ser
mas facil de estudiar en algunos situaciones. Para ello veamos el siguiente teorema:

Teorema 1.6.8. Sea {Xj}ren una cadena de Markov irreducible y aperiddica con espacio de
estados E y matriz de transicion P = (p;(j))ijep. La cadena es recurrente positiva si y sélo
st tiene una distribucion estacionaria v = (v;)iep. En ese caso v; = % Vi € E con lo cual la
distribucion estacionaria es unica y coincide con la distribucion limite.



30 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Si la cadena es recurrente positiva, verifiquemos que v, con v; := %, es una
1
distribucién estacionaria. Para ello notemos primero que:

Fatou

Zyj (160 thpz thmfpz ) < llmlanpl . (1.8)

JjEE JjEE JjEE JjEE

De modo similar hallemos las entradas de v x P:

Z vipi(J thp/,c i)pi(j) < lim 1anpk i)pi(j) = lim mfp”H(j) =,

S

Y para verificar que vale la otra desigualdad, es decir, Z vipi(j) > vj supongamos que para

1€ER
algin j’ esto no es cierto y entonces sumando en j se tiene:

ZVJ' > ZZViPi(j) = Z’/i(zpi(j)) = Z%’ (absurdo),

con lo cual se cumple que v = v x P. Para probar que v es efectivamente una distribucion, por
la ecuacién (1.8) se tiene que g v; <1,y por lo demostrado recién se verifica:

icE
= hm E vipi(j E hm vipt(§) = v; E v;.
i€l i€l i€l

Notemos que en (x) se utilizé el teorema de convergencia dominada (recordar que Z v; <1).
i€E
Obtuvimos asi que v; > v; Z v; con v; > 0, lo cual implica que Z v; = 1.
icE i€E

Para probar la otra implicancia consideremos v = (v;) una distribucién estacionaria. Como
lim p?'(j) en general existe y no depende de ¢, basta verficar que dicho limite y v; coinciden. Para
n

ello, como v; = Z vipt(j) v Z v; = 1 tenemos:
i€E i€E

= lim Z vipi (J Z Vi hmp = lim p}'(4),

1€ER i€ER

donde por la irreducibilidad de la cadena, lim p!'(7) debe ser nulo o estrictamente positivo para
todos los estados j. En este caso no puede ser 0 ya que los v; suman 1, con lo que lim p}'(j) > 0

y en consecuencia la cadena es recurrente positiva y por el teorema 1.6.7 vale v; = 1/7;.
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Tenemos asi una base tedrica que nos permite entender el comportamiento de las cadenas de
Markov homogéneas. En la siguiente seccién ajustaremos algunos conceptos y resultados al caso
de las cadenas no homogéneas enfociandonos en un caso de interés: las cadenas de Markov con
restricciones.



Capitulo 2

Cadenas de Markov con restricciones

2.1. Matrices y probabilidades de transicion

En esta seccién trabajaremos con cadenas de Markov en general (no necesariamente ho-
mogéneas en el tiempo), con énfasis en las cadenas de Markov con restricciones presentadas
por Pachet, Roy y Barbieri en [18]. Para ello tendremos que ajustar algunas definiciones y nota-
ciones. Por ejemplo, pierde sentido la nociéon de matriz de transicién como tnica matriz asociada
a la cadena, y para referirnos a las probabilidades de transiciéon necesitaremos indicar més que
los estados involucrados.

Sea { X, }nen es una cadena de Markov con espacio de estados E. Dados i,j € E notaremos
pﬁf) = P(Xy = j | P(Xx_1 = 1) con k entero positivo, a la probabilidad de ir de i a j en la
k-ésima transicion. Asi para la k-ésima transicién tenemos asociada una matriz de transicién
PH) = (pl(f))” y denominamos p a su distribucién inicial.

Si bien estas matrices de transicién son en cierto modo similares a la matriz de transicion
definida para el caso homogéneo, en este caso no podemos escribir las probabilidades de orden
superior como potencia de una matriz de transicion. Aun asi es posible formular las siguientes

propiedades basicas en funcién de las nuevas matrices y probabilidades de transicién.

Proposicién 2.1.1. Sean { Xy }ren una cadena de Markov con espacio de estados E, matrices de
(k)

transicion P® = (pl-j ) y distribucidon inicial p, y n,m naturales con n > m .Se cumple:

1. Si llamamos Py, = (pij(n,m))ijer a la matriz cuyas entradas son las probabilidades de
transicion de i a j en n—m pasos partiendo de i en el instante m (i.e, p;;(n,m) = P(X,, =
3| Xm = 1)), entonces se verifica que Py, = P+ pm+2)  p)

2. Se cumple que p"* = p x Py = pPMW PR PM vn € N, siendo u™ la distribucion en el
instante n.

32
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3. Las probabilidades de la forma P(X, = in, Xpn-1 = in-1,---, Xm = im) pueden calcularse
(n) (n—1) (m+1)  (m)

COMO Pi, " 1inPiyin_1* Pipyivy i1 Py

La demostracion es una adaptacion directa de la prueba realizada para el caso homogéneo.

En este trabajo serda de interés un tipo de cadenas no homogéneas que utilizaremos mas
adelante. Son las que permiten “adaptar” una cadena homogenea para que toda trayectoria finita
pase, por ejemplo, por determinados estados fijos en ciertos instantes dados. Son las denominadas
cadenas de Markov con restricciones, que presentaremos en lo que resta del capitulo.

2.2. Restricciones y consistencia por caminos

Para comenzar, es necesario definir que entenderemos por restricciones. Informalmente, supon-
gamos que queremos obtener trayectorias finitas zg, 1, ...,y a partir de una cadena de Markov,
de forma tal que podamos imponer algunas condiciones para el comportamiento de la cadena en
los distintos instantes 0,1, ..., N. Dichas condiciones podemos clasificarlas como:

» Restricciones unitarias: son condiciones que refieren a un tnico instante k € {0,1,... N}
(siendo N € Z* el largo de la trayectoria a considerar) y consisten en indicar cuéles son los
estados que puede tomar la variable Xj.

= Restricciones binarias: son condiciones que refieren a dos instantes consecutivos k y k41
(k € N) e indican cuéles son los pares de estados posibles en X y Xp11.

Veremos que es posible considerar este tipo de restricciones sin perder la condiciéon de Markov.
Sin embargo no sera posible considerar restricciones que involucren a més de 2 estados consecutivos
ya que la “pérdida de memoria” de las cadenas de Markov lo impide!.

Definamos mas rigurosamente las restricciones

Definicién 2.2.1. Sea {Xj}reny una cadena de Markov con espacio de estados E. Para todo
n € N definimos U, C E restricciones (unitarias) sobre el instante n como el conjunto de los
estados en los que la variable X,, tiene probabilidad positiva, es decir:

U, ={i€e EF: P(X,=1i)>0}.

'En general, para cadenas de orden N pueden considerarse restricciones que involucren hasta N estados con-
secutivos.
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Asimismo para n > 1 definimos B,, C E x E conjunto de restricciones (binarias) sobre la
transicion de n—1 a n como los pares de estados en los que el vector (X,,_1, X,,) tiene probabilidad
positiva, es decir:

B,=1{(i,j) € Ex E: P(X1=1i,X,=j)>0}.

Nos interesara, dada de una cadena de Markov homogénea, modificarla imponiendo algunas
restricciones adicionales, lo cual resultara en una cadena no homogénea, cuyas restricciones estaran
contenidas en las restricciones de la original. Para ello serd necesario tener algunas precauciones,
como se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.2. Consideremos {Xj}reny un paseo al azar simple en Z, con estado inicial 0 fijo
(es decir, g = 1) y probabilidades de transicién p;(i + 1) = p y p;(i — 1) = 1 — p para todo
1 € Z. Supongamos que queremos generar trayectorias de largo 5 que comiencen y terminen en
0. La cadena original permite ello ya que, por ejemplo, la secuencia 0, 1,2, 1,0 tiene probabilidad
positiva. Ademas, antes de hacer modificaciones a la cadena, sus conjuntos de restricciones son

Uo = {0}

U, = {1, —1} By = {(O, 1)7 (07 _1>}

Uy = {_27072} By = {(_17 _2)7 <_170)7 (1 0) (1 2)}

Us _{ 3, 17173} B3 = {<_27_3)v<_2v 1)7( 1)?( ) )7(2 1) (2 3)}

Uy ={—4,-2,0,2,4} By={(—3,-4),(=3,-2),(~1,-2),(—1,0), (1,0), (1,2), (3,2), (3,4)}

Podria pensarse entonces que para imponer que el tltimo estado sea 0 basta con modificar Uy
tomando U, = {0}. Sin embargo la familia de restricciones que obtenemos no es consistente, ya
que en ese caso podemos obtener la secuencia (X = 0,X; = 1, Xy = 2, X3 = 3), pero luego el
par (3,0) ¢ By con lo cual no es posible que la trayectoria finalice en 0.

Asi, si queremos que el paseo termine en 0, tendremos que imponer restricciones no sélo
sobre U sino sobre los demés estados y transiciones. Por ejemplo, B, solo podra contener

aquellas transiciones que terminen en 0. Asi, habra que considerar By, = {(-1,0),(1,0)} y
en consecuencia Us = {—1,1}. Esto a su vez obliga a ajustar Bs, considerando en su lugar

Bs = {(=2,—-1),(0,—1),(0,1),(2,1)}. En resumen, los nuevos conjuntos de restricciones serén

UQ Uy = {0}

Ul Uy = {17_1} Bl By = {(O 1)7(07_1)}

Oy = Uy = {=2,0,2} By = By = {(=1,-2), (—1,0), (1,0), (1,2)}
:{_171} Bi?):{(_27_1)7(07_1)7(071)’(271)}
= {O} B, = {(_170)7 (LO)}

Esto nos ayudara a determinar las nuevas matrices de transicion, aunque atin nos falta terminar
de delimitar el problema.
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Observemos que al imponer restricciones es de esperarse que se reduzca el espacio de tra-
yectorias posibles (i.e. que tienen probabilidad positiva). Asi, en el ejemplo anterior la secuencia
0,1,2,3,2 tiene probabilidad positiva en el paseo al azar original, pero es de esperarse que tenga
probabilidad 0 tras considerar las restricciones. Se definiran pues las nuevas probabilidades de
transiciéon de modo que las trayectorias prohibidas por las restricciones tengan probabilidad nula
y las demas tendrén la probabilidad condicionada al nuevo conjunto de trayectorias posibles. Es
decir, dada una trayectoria s definiremos su nueva probabilidad P(s) del siguiente modo:

= 0, sis¢ S,
Pls) = { P(s|ls € S"), sised, (2.1)

donde S’ es el conjunto de las trayectorias que satisfacen las restricciones y P la probabilidad
bajo la cadena homogénea. Mas adelante determinaremos las probabilidades de transicién bajo
estas condiciones.

Vimos en el ejemplo que es necesario asegurar cierta consistencia en las restricciones. Para
formalizar esto consideremos la siguiente definicion:

Definicién 2.2.3. Sean {Xj}ren una cadena de Markov con espacio de estados F, N > 2 un
nimero entero, {Up}neqo,.. vy una familia de subconjuntos de E'y {B,}neqi,. vy una familia de
subconjuntos de E'x E. Diremos que {U,. } v {B,,} son consistentes por caminos como restricciones
de la cadena si para todo n € {0,..., N — 1} se verifica que

Vie U, 3j € Ups1 / (i,7) € Bpya-

Ademas, diremos que una secuencia de estados ig,%1,...,% con | < N es consistente si puede
realizarse verificando todas las restricciones, es decir si cumple:

L] ikEUkVKE{O,...,l},
L] (ik—laik) € B, Vk € {1,,[}

En palabras, que las restricciones sean consistentes por caminos asegura que toda trayectoria
que comience verificando las restricciones podra terminar haciéndolo (a diferencia de lo ocurrido
inicialmente en el ejemplo anterior). Veamos que esto efectivamente es asi:

Proposicién 2.2.4. Sean E un espacio de estados, N > 2 entero y {U,}neo..n Y {Bn}ner,. .~
familias de restricciones unitarias y binarias respectivamente. St dichas restricciones son consis-
tentes por caminos para toda trayectoria parcial consistente ig,i1,...,14 conl < N (es decir, que
puede realizarse verificando las restricciones para los instantes 0 a 1) se cumple:

1. Eziste 1.1 € Upyq tal que 19,11, . ..,19;, 14 s consistente.

2. La trayectoria ig, i1, ...,1, 441 es consistente si y solo si 1,441 lo es.
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Demostracion.

1. Como la trayectoria ig, 1, ..., %; es consistente sabemos que i; € U; y como las restricciones
son consistentes por caminos, para i; € U; tenemos i;41 € Uy tal que (i, 441) € Biy1.
Luego la trayectoria ig, ... 17,11 resulta consistente.

2. Veamos que si 7,441 es consistente, la secuencia entera lo es (la otra implicancia es in-
mediata). Para ello basta notar que como la secuencia ig, i1, ..., es consistente, y 4,411
también, se tiene que iy € Uy Vk € {0,1,...1+ 1} y (ig-1,ix) € Bx Yk € {1,...1+ 1} lo
cual concluye la demostracién.

]

Con esta proposicién podremos generalizar el procedimiento visto en el ejemplo para determi-
nar las nuevas restricciones de modo tal que sean consistentes por caminos, siempre y cuando
en la cadena original exista alguna trayectoria con probabilidad positiva que verifique
las condiciones que queremos imponer. Para ello pondremos el foco en la propagacién de las
restricciones unitarias, mientras que las restricciones binarias que de ello se desprendan quedaran
de hecho impuestas en las matrices de transicion.

» Fijando un estado: si se quiere imponer una condicién de la forma U, = {a}, hay que
eliminar de U, todos los estados a los que no se puede acceder desde a, es decir, los
be E /P(Xpy1 = b Xy = a) = 0. De modo similar, hay que quitar de Uy_; los estados
que no pueden ir hacia a, que son los b € E tales que P(X) = a|Xy;_1 = b) = 0. Una vez
removidos estos estados hay que seguir propagando las restricciones que genero la remocion
de mas estados, de acuerdo a lo siguiente.

= Removiendo estados: si se quiere quitar un estado a del conjunto U, habra que quitar
de Uy todos los estados a los que sélo se puede acceder desde a, esto es, quitar los b € E
tales que P(Ugy1 = b|Uy = ¢) = 0 Ve # a. De Uy_; quitaremos los estados que sélo podian
ir hacia a, es decir los b € E tales que P(Xy = ¢|Xx_1 =b) =0 Vc # a.

El proceso termina cuando las restricciones son consistentes por caminos, esto es, cuando en
los pasos anteriores no hay méas nada por hacer. Notese que si hay al menos una trayectoria
con probabilidad no nula en la cadena original que satisface las restricciones, el procedimiento
anterior preserva los estados y trayectorias involucrados y por lo tanto el espacio de restricciones
resultante no tiene conjuntos vacios.

2.3. Condicion principal y nuevas probabilidades

Dada una cadena de Markov homogénea, y un conjunto de restricciones a aplicar queremos
determinar la cadena de Markov resultante de aplicar y propagar las restricciones. Anteriormente
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vimos cémo modificar los conjuntos de restricciones para que sean consistentes. En esta seccién
determinaremos las matrices de transicién y distribucion inicial de la cadena resultante.

En este contexto, las matrices que consideraremos podran no ser estocasticas: admitiremos
también filas de ceros correspondientes a estados que no pertenecen al conjunto de restricciones
unitarias en ese instante. Asi, las filas de las matrices de transicién deberan o bien sumar 1, o
contener uncamente ceros. Llamaremos a estas matrices cuast estocdsticas.

Veamos entonces cémo se interpreta una familia de restricciones en términos de las matrices
de transiciéon y la distribucién inicial. Para ello tenemos inicialmente una cadena homogénea
{Xk}r inn con distribucién inicial p y matriz de transicién P, N un entero positivo y {Up, }neqo,...n}
{Bn}ne{le} conjuntos de restricciones unitarias y binarias consistentes por caminos que
queremos imponer.

Consideraremos una familia auxiliar {Z (n)}nG{O,... N} que se construird del siguiente modo:

» Inicializacién. Definimos Z©® =y ZW = Pvn € {1,...,N}.

(n)
]
removido de U, se establece zl(jn ) =0VieE (es decir, se lleva la j-ésima columna de la
matriz a 0).

» Remocién de estados. Llamemos 2, a la entrada i, j de la matriz Z Para cada j € E

= Remocién de transiciones. Las transiciones prohibidas imponen ceros en las matrices
del siguiente modo: Vi, j € E, n € {1,..., N} tales que (i, j) ¢ B, se establece zl(]n) = 0.

Veamos cémo queda la familia Z( en el caso del paseo al azar con estado inicial y final 0.

Ejemplo. Recordemos que nuestro paseo tiene 4 transiciones (es decir N = 4) y las entradas de la
matriz de transicién P de la cadena homogénea son p;(j) = plyj=it1} + (1 —p)1yj=i—1y. Utilizando
el procedimiento anterior con las restricciones {U,} y {B,} tenemos:

1, sii =0,
0, en otro caso.

Y las matrices Z(™ = (zi(;l))i,jeE, n > 1 donde zl(]n) es:

(n)

» Para n = 1, las restricciones imponen z;;° = 0 para j ¢ {—1,1}. Asi, la matriz resultante
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tiene la forma

00 O 0 0
00 O 0 0
00 1—p p O
00 O 0 0
00 O 0 0

donde la fila azul y la columna amarilla corresponden al estado 0.

» Para n = 2 las restricciones generan la siguiente matriz:

0 0 0 0 0
0 1—p O 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 p
0 0 0 0 0
= Sin = 3 tenemos:
0 0 P 0 0
0 0 0 0 0
00 1—p P 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1—p O
= Y para n = 4:
000 00
000 00
0 00 00
000 00
000 00

Cabe observar que las matrices Z(0) y Z®) son cuasi estocdsticas mientras que Z® y Z® no, con
lo cual habra que determinar un criterio para renormalizar las matrices obtenidas.
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Recordemos que, como se menciond anteriormente, si llamamos S al conjunto de trayectorias de
largo N posibles para la cadena homogénea original al imponer restricciones sobre la misma queda
determinado un subconjunto S’ C S que contiene unicamente a las trayectorias que verifican las
restricciones. Para cada trayectoria i = igi; ...iy € S’ su nueva probabilidad serd P(i) = P(i|i €
S") (siendo P(i) =0sii ¢ S).

Observacion 2.3.1. Este modo de definir las probabilidades no es equivalente a renormalizar las
matrices Z™ por filas. En otras palabras, si se verifica la condicién (2.1) incluso las matrices Z ™
que sean estocasticas pueden verse modificadas.

FEjemplo. Retomemos el paseo al azar (con restricciéon sobre el ultimo estado) de los ejemplos
anteriores. Veamos que renormalizar las matrices individualmente no equivale a renormalizar
considerando las trayectorias completas como en (2.1).

Al renormalizar individualmente las matrices lo que hacemos es crear Z™ cuyas entradas son

(n)
AR
~n 17 ..
Zig = o) VneN, Vi,j € E.
E Zij
jE€E

Consideremos por ejemplo la trayectoria ¢ = 0, 1, 2, 1, 0. Si consideramos las Z™ como matrices
de transicién, y distribucién inicial Z(® tenemos que la probabilidad de la trayectoria es

~(0) ~(1) ~(2) ~(3) ~(4
202025500 = (D)) (1)) = p?,

ya que Zéo) = 1o = 1, las matrices Z0) y Z® son cuasi estocésticas y las entradas involucradas
en Z® y Z® son las tnicas no nulas de sus filas. Ahora consideremos la cadena con matrices
de transicién {P™} y distribucién inicial ji que verifique la condicién (2.1) (atin no conocemos
dichas matrices, pero asumamos de momento que existe tal cadena). Como la trayectoria i es

consistente, su probabilidad es

P(i)
P(S")’
siendo P la probabilidad en la cadena homogénea y S’ el conjunto de las trayectorias posibles que
terminan en 0. Asi, se tiene que P(i) = popo(1)p1(2)p2(1)p1(0) = p*(1 — p)? y ademds

P(i) = P(i|i € §') =

(2.2)

P(S) =Y P(s).

ses’

Es decir, P(S’) es la suma de las probabilidades de todas las trayectorias s que terminan en
0. Como el largo de las mismas es constante, se tiene que toda trayectoria s € S’ debera subir
exactamente 2 veces y bajar otras 2, con lo cual P(s) = p?(1 — p)? Vs € S’ y en consecuencia
para hallar P(S’) basta conocer la cantidad de trayectorias que contiene. Como para determinar
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una trayectoria basta elegir cudles 2 de las 4 transiciones serdn las ascendentes, se tienen C3
trayectorias en S’. Por lo tanto

P(S") = Cap*(1 —p)*.

Y sustituyendo en la ecuacién (2.2):

2
5o p(l=-p) 1
Pli) = Cip*(1—p)? CF

Que no coincide con la probabilidad hallada al normalizar cada matriz por separado. En parti-
cular, en este caso las probabilidades no dependen del p original, ya que como todas las trayectorias
deben subir y bajar la misma cantidad de veces tiene sentido considerarlas equiprobables. Asi,
este ultimo enfoque resulta mas adecuado probabilisticamente, ya que aquellas trayectorias que
tenian igual probabilidad en la cadena homogénea tendran igual probabilidad bajo el modelo con
restricciones.

La equiprobabilidad de las trayectorias nos permitird hallar explicitamente las matrices de
transicion en este y todos los paseos al azar con tltimo estado fijo como veremos a continuacion.

2.4. Matrices de transicion de las cadenas con restriccio-
nes

Nuestro objetivo es determinar las matrices de transicién resultantes de aplicar restricciones
a una cadena de Markov homogénea. Comencemos haciendo el cédlculo para un caso de interés,
aunque bastante particular

Ejemplo 2.4.1 (Paseo al azar con restricciones). Generalicemos un poco lo visto en los ejemplos
anteriores considerando un paseo al azar con ciertos estados fijos. Considerando { X, },en un paseo
al azar simple en Z con probabilidad p € (0,1) de transitar del estado i al i + 1 y estado inicial
19 fijo. Consideramos trayectorias de N transiciones y queremos fijar restricciones unitarias de la
forma U,, = {ix} con ke {1,..., K}, K < Neij <iy <...<ig € E estados.

Cabe notar que una vez que la trayectoria alcanza uno de los estados prefijados, por tratarse
de una cadena de Markov la probabilidad de transicién al siguiente estado no depende de los
estados anteriores, con lo cual el problema puede reducirse al caso donde se restringe inicamente
el dltimo estado (y concatenando varias trayectorias de esas). Asi, tenemos un estado inicial s; y
un estado final s¢ fijos (con |sy — s;] < N) y queremos generar trayectorias de largo N entre ellos
aplicando restricciones al paseo al azar.
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Observemos que esto no siempre es posible: por ejemplo, el paseo al azar no permite trayec-
torias con 2 transiciones que comiencen en 1 y terminen en 0. En general, para que la trayectoria
sea viable N deberd tener la misma paridad que |s; — s;|, ya que la cadena original tiene perfodo
2.

Supongamos entonces que N y |sf — s;| tienen la misma paridad. Hallemos las matrices de
transicién {P(")}n€17,,_7N y la nueva distribucién inicial.
Afirmacion. Si P = (p(ﬂ))ivj se tiene que Vi, j € Z, Vn € {1,...,N}.

ij

N—n—it+s;+1

m, si ] =14+ 1,
pi =9 Ml sij=i, (2.3)
0, en otro caso.

Notese que nuevamente las probabilidades no dependen del p elegido ni del estado inicial s;. Lo
unico relevante es el estado final s, y la cantidad de pasos que faltan para terminar la trayectoria
(N —i—1). Verifiquemos entonces dicha ecuacién:

Demostracion de la afirmacion. Observemos primero que en el paseo al azar simple todas las
trayectorias que van de s; a sy en [N pasos son equiprobables: cada trayectoria deberd subir
N—s;+s . N+s;—s

exactamente k; := ———L veces y bajar las otras ky := ——=—= con lo que cada una de ellas

tiene probabilidad p* (1 — p)** en el paseo sin restricciones.

Al aplicar las restricciones, las nuevas probabilidades de las trayectorias son proporcionales
a las anteriores con lo cual las trayectorias en el paseo al azar con restricciones también son
equiprobables. Asi, hallar probabilidades de transicién serd un problema de conteo donde la
probabilidad de ir de 7 a 7 + 1 en la n-ésima transicion puede verse como

(n) Cantidad de trayectorias que verifican (X,,—1 =i, X,, =i+ 1)

wi+1 T

Cantidad de trayectorias que verifican (X,,_; = 1)

O, equivalentemente

(n) _ #{(Sn+1,...,8]v_1)GEZP(Xn:i+1,Xn+1:Sn+1,...,XN_1:SN_l,XNZSf)>O}
tit1 #{(Sn,. . .,SN_1> - E . P(Xn—l = l,Xn = SnaXn—i—l = 3n+1;~ . aXN—l = SN—17XN = Sf) > 0}
(2.4)

Donde el numerador es la cantidad de trayectorias que van desde ¢ + 1 a sy en N — n pasos.
. ., . N—n—(i+1)+
Como vimos al comenzar la demostracion, estas trayectorias suben exactamente w

veces con lo que el numerador resulta
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N—n—(;+1)+sf <N—n—(i+1)+5f > | (N—n+(i+1)—8f ) .

2 2

Razonando de modo similar tenemos que el denominador es

N—n+1 o (N —n+1)!

oN-mL
—ntl-it - ; :
# (N—n+;—z+5f)! (N—n+;+z—5f)'

Y sustituyendo en la igualdad (2.4) tenemos

o0, — (Nt =20 N —n—its +1

Luego como pg.l) =0sij¢{i—1,i+ 1} se tiene que

() _q_ M :N—n—i-i—Sf-f—l
pmfl pn+1 2(N —n4+ 1)

Lo cual prueba la afirmacion

[]

En particular, se aprecia que las probabilidades de transicion son simétricas con respecto a
i = sy, ya que pi?lri(sf +i+1) = pg;)_i(sf —i—1).

Conocer las probabilidades de transicién sera de utilidad practica para simular trayectorias
aleatorias con restricciones bajo dichas probabilidades. Sin embargo no siempre serd posible aplicar
la estrategia utilizada en este caso para calcularlas ya que una condiciéon que fue relevante para
el calculo fue la equiprobabilidad de las trayectorias, cosa que no necesariamente ocurre en un
contexto mas general.

Por otra parte, el ejemplo visto en esta seccién presenta una limitacién: si N y sy — s
tienen distinta paridad, o si la distancia entre los estados es mayor a N, no es posible generar
una trayectoria que cumpla las restricciones. Pero en la practica queremos crear trayectorias que
comuniquen s; con sy en N pasos sin que la paridad sea una limitacién. Una opcion “simple” para
esto es modificar el paseo al azar, de modo que en cada transicién también se pueda permanecer
en un mismo estado. Sin embargo eso hace que no todas las trayectorias consistentes suban, bajen
y permanezcan igual cantidad de veces, dificultando el calculo de las probabilidades de transicion.
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Misma situacion

CASON=2 CASON=4 queelcaso N=2

12 1

1z 1

Misma situacion
gueelcaso N=4

CASON=6

Figura 2.1: Diagramas de los paseos al azar de 0 a 0 en 2, 4 y 6 pasos con sus probabilidades de
transicion

Veamos pues una expresion genérica para las probabilidades de transicion de una cadena de
Markov con restricciones

Teorema 2.4.2. Consideremos { Xy }ren una cadena de Markov homogénea en E finito con distri-
bucion inicial p y matriz de transicion P, N > 2 un entero, {Up }neqo,...N} A Bntnequ,...ny familias
de restricciones —unitarias y binarias respectivamente— consistentes por caminos, y {Z(")}ne{lmN}
matrices construidas segun el procedimiento descrito en la seccion 2.3. Definiremos las matrices

de transicion {p(")}n€{17,,,,N} con P = (1521))” de modo que

ﬁgv) = siendo o) = Z 2,
' kEE
_(n) QD) (1) . (n) (n+1) _(n)
pij = L, siendo Q= Zak 2t Vn € {1, sy N — 1}-
i keE

Y la distribucion inicial i de modo que

(1) _(0)
R ) 0) _ (1) _(0)
fii = “=m—, cona —E ay 'z
keE
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(n)

En caso de que a; ()

= 0 las expresiones de los p;;

0 (n) _
son de la forma g e impondremos p;;° = 0.
Entonces la cadena (no homogénea) de trayectorias finitas, con matrices de transicion {P }ne{l, AN}

y distribucion inicial fi definidas como antes verifica la condicion (2.1).

En palabras, el procedimiento para hallar las matrices de transicion consiste en normalizar
individualmente la matriz correspondiente a la iltima transicién, para luego propagar la norma-
lizacién hacia atras de modo que cumpla la propiedad buscada, como se vera en la demostracion.

Demostracion. Verifiquemos que las matrices {]5(")} son cuasi estocasticas, y que las entradas de
1 efectivamente suman 1.

Sin = N tenemos:
(N

sz(j'v) = Z a(N) (N) Zzw =1

jeEE JjEE Q; jeEE

(N)

cuando a 7& 0. En caso contrario p;; * = 0Vj € E'y tenemos una fila de ceros. De modo similar

paran € {1,...,N — 1}, si agn #0:
(n+1) _(n) n+1) (n)
o 2z
sy -y A ey A
jEE jEE O‘% JEE Z Zik
keE

mientras que si ozE ) — 0 tenemos nuevamente una fila de ceros. De modo similar se verifica que

las entradas de i suman 1.

Veamos ahora que se cumple la condicién (2.1), para lo cual consideramos una trayectoria
S = S0,81,...,Sy que verifica las restriciones (en caso contrario es inmediato que P(s) = 0).
Tenemos entonces:

P( ) IELSOpgi?ﬁpgng c ’pg]]:f[)—lsN

0 2 1 N N-1 N
o Zgo) Qg )Z£o<)91 Mng QS)N 1 ZgNzlsN
a0 %c? m N

1
— L0, LN ()

O./(O) S0 5081"' SN—285N—-17SN—-1SN"’

donde el producto resultante z§2>z§})ll e zgg;lg)]\,_lzgzlsjv es no nulo ya que s verifica las res-

(n) (0)

tricciones. Mas atin, por construccién, se tiene que si zl(]") # 0, Z = pi(j) vy 2, = p; con lo
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cual
» 1 0) (1 N N
P(S) = W § ) (go??l e ZgNZQSN_lngzlsN
1
= W”SOPSO(Sl) Psy_1(5N)
1
— 5 P(s)

al0)

siendo P la probabilidad bajo la cadena homogénea. Es decir, toda trayectoria s que cumpla las
restricciones verifica P(s) = cP(s) donde ¢ = —; es una constante que no depende de s. Luego

si S’ es el conjunto de trayectorias que verifican las restricciones se tiene que 15(5” ) = 1. Por lo
tanto P(S') = ol y

P(s) = =P(s|seS)Vse S

Lo cual verifica la condicién (2.1) y concluye la demostracion.

O

Tenemos asi un algoritmo que nos permite, dada una cadena de Markov homogénea y ciertas
restricciones, determinar todos los parametros de la cadena inducida por las mismas. En el si-
guiente capitulo trataremos la implementacién del mismo, asi como la simulaciéon de cadenas de
Markov en general.



Capitulo 3

Estadistica y simulacion de cadenas de
Markov

Este capitulo abordara dos aspectos de interés para las posteriores aplicaciones. Estos son:

= Estimar parametros en cadenas de Markov homogéneas: dado un conjunto de trayecto-
rias, determinar la cadena “més adecuada” para las mismas (por ejemplo, la de maxima
verosimilitud).

» Dada una cadena de Markov (homogénea o no) simular trayectorias que respeten sus pro-

babilidades.

3.1. Estadistica en cadenas de Markov homogéneas

Para el problema de estimacion recordaremos algunas definiciones y resultados de interés, y
plantearemos estimadores para los parametros de cadenas de Markov homogéneas.

3.1.1. Nociones previas de estimacion

Comencemos recordando algunos conceptos bésicos

Definicién 3.1.1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion Fx. Diremos que
Xi,..., X, es una muestra aleatoria simple (M.A.S) de X si las variables son independientes e
idénticamente distribuidas con distribucién Fly.

46
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Definicién 3.1.2. Sean X,..., X,, M.A.S de X ~ Fx(z|0) (1éase, la funcién de distribucién de-
pende de un pardmetro 6 € R*) y 6 : R"* — RF funcion medible que no depende de 6. Llamaremos
estimador de 6 a la variable/vector aleatorio 6,, :== 0(X1,..., X,).

. . T c.S . . . .
Sl se tiene que 911 Em— ‘9 dlremos que el estlmador €s fuertemente conszstente, mientras que
n—-+o0o

. o . py .
si 0, —— 0 el estimador es débilmente consistente.
n—-+o0o

En la practica, dado un pardmetro nos interesard encontrar estimadores (si es posible fuer-
temente) consistentes para el mismo. Veremos algunos resultados que nos serén de utilidad para
ello.

Teorema 3.1.3 (Ley fuerte de los grandes nimeros). Sea {Xy}ren una sucesion de variables
aleatorias independientes e igualmente distribuidas tales que E(X;) = p < oo. Se cumple:

k=n
1 C.S
— g X — U, cuando n — Q.
n

k=1

k=n
Ademadas notaremos X,, := % E X
k=1

Es decir, el promedio de una M.A.S de X es un estimador fuertemente consistente de EX,
si dicha esperanza es finita. Veamos cémo aplicando el teorema a las variables {X*} podremos
estimar parametros que dependan de los momentos poblacionales de X.

Ejemplo 3.1.4 (Método de los momentos). Sea Xi,..., X, M.A.S de X ~ Fx(x|0) con 6§ =

(01,...,0) € RF y X tal que E|X|* < co. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones
EX = X,
EX? X2
EXF = Xk

Donde los EX™ se expresan en funcién de las coordenadas de # resultando asi un sistema
de k ecuaciones y otras tantas incégnitas. Llamemos f : © — f(©) C R* a la funcién tal que
(B(X),E(X?),...,B(X*)) = f(01,...,0;). Si f es invertible (i.e. inyectiva), f~! es continua y
(E(X), E(X?),...,E(X")) € f(©) se tiene que el sistema tiene una tinica solucién 6 = (61, ..., 0y)
que es un estimador fuertemente consistente de 6. Esto se debe a la continuidad de f 1y a que,
por la ley fuerte de los grandes ntiimeros, X%, — EX*. Una descripcién més detallada del método

puede encontrarse en [2]

Otro método de estimacion consiste en hallar los maximos de la funcién de verosimilitud
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Ejemplo 3.1.5 (Método de maxima verosimilitud). Sea X;...X,, una M.A.S de una variable X
discreta (o absolutamente continua) con funcién de probabilidad (densidad) p, # € R* un pardme-
troy © C R¥ el conjunto de los posibles 6. Llamemos p(x|#) la funcién de probabilidad (densidad)
asumiendo que # es el parametro. Definiremos la funcion de verosimilitud L : © x R — R como:

=n

L0, (21, ... 20)) = | [ pla:l6).

i=1

Esta funcién nos dice qué tan probable es la secuencia (z1,...,z,) cuando el parametro es
6. En particular, si alguno de los argumentos z; tiene probabilidad nula bajo # la funcién de
verosimilitud vale 0.

El método de maxima verosimilitud propone como estimador de # al hco que maximiza la
funcién de verosimilitud para la M.A.S dada. Es decir

~

0:=0(X,,...,X,) =argmax L(0, (X1,...,X,)).
0cO

Si bien en este caso la demostracion no es inmediata, se puede probar bajo ciertas condiciones el
estimador de maxima verosimilitud es fuertemente consistente: si tenemos una M.A.S X;,..., X,
con probabilidad/densidad py,, el espacio © es compacto, la funcién g.(0) := p(x|f) es continua
para todo x € R, el mapa 6 —— py es inyectivo y existe una funcion K : R — R tal que
Eyp,|K(X)| < oo (siendo Ejp, la esperanza condicionada a que 6 = 6y) v logy,(x) — logg,(x) <
K(z) Vo € RT,0 € O, se tiene la consistencia del estimador maximo verosimil (que converge casi
seguramente a 6p). Una prueba de este resultado asi como un estudio un poco mas detallado de
los estimadores por maxima verosimilitud puede verse en [10].

Utilizando cualquiera de estos métodos podemos estimar, por ejemplo, las probabilidades de
aparicion de cierto valor en una secuencia de observaciones independientes. Para ello consideremos
una variable discreta X que toma valores en un conjunto £y Xi,..., X, una M.A.S de X. Dado
e € E queremos estimar p := P(X =e).

Definiendo variables Y := Lyx,—} Yk € {1,...,n} tenemos que {Y }req1,...n} €s una M.A.S de
una variable Y ~ Ber(p). Luego por la ley fuerte de los grandes nimeros EFY = p y por lo tanto
Y, es el estimador por momentos de p (ademas puede probarse ficilmente que, en este caso, el
estimador por méxima verosimilitud de p también es Y,,). Como > Y} es la cantidad de veces
que X} = e, tenemos

#{k: X =c}

n

p= (3.1)

Este ejemplo particular nos serd de utilidad para estimar las entradas de una matriz de
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transiciéon. Notemos sin embargo que una secuencias X7, ..., X, donde {X;} es una cadena de
Markov no es una M.A.S ya que las variables no son independientes y por lo tanto no podre-
mos utilizar los métodos de estimacién vistos directamente sobre las variables X;. Veamos cémo
estimar entonces los parametros buscados.

3.1.2. Estimacion en cadenas de Markov

Supongamos que observamos un conjunto finito S = {s"},cq1,. v} de trayectorias finitas e
independientes entre si de una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E finito,
cuya matriz de transicion P y distribucién inicial @ desconocemos y queremos estimar.

Las entradas de p son las probabilidades puntuales de Xj. Si escribimos las trayectorias en S
como s" = sgst ... s, podemos construir una M.A.S de X, considerando la primera observacién
de cada trayectoria, es decir, el conjunto {sj : n € {1,..., N}}. Luego para cada i € E podemos
aplicar la ecuacién (3.1) obteniendo:

1 n=N
fli = N Z Lisp=iy,
n=1

siendo N la cantidad de elementos en S.

Por lo visto anteriormente, sabemos que los fi; son estimadores consistentes de p; y en conse-
cuencia fi := (fi;);er es un estimador consistente de u. Veamos que ademads tiene sentido conside-
rar /i como distribucién inicial: por construccién sabemos que gi; € [0,1] Vi € E, y sumando las
entradas se tiene:

S LS S b= A b1

1€ER i€E s"eS S

Encontremos ahora estimadores para las entradas p;(j) de la matriz de transicién. Para ello
fijemos un estado 7 y para cada trayectoria se crea una secuencia auxiliar que solo contiene
a aquellas observaciones precedidas de i. Es decir, para cada s" = sg,st,...,sp se considera

s = {52}{ke{1,...,kn} C sp_q =i}

Notemos que, por tratarse de una cadena de Markov, estas nuevas secuencias son muestras
independientes de una variable Y con valores en E y tal que P(Y = j) = p;(j) Vj € E. Estimando
nuevamente de acuerdo a la ecuacién (3.1) resulta:

n=N
o L Leg,—in, siN; #0,
pi(j) — N; Z {sk=5} #

n=1 spcs'm

0, si ]\/vZ = 0,
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con N; = Z #{s™} la cantidad total de observaciones precedidas por i. En otras palabras,
ne{l,...,N}

para estimar p;(j) se consideran todas las transiciones en S que comienzan en i, y se calcula

la proporcién de éstas que resuelve en j. Una vez més tenemos que los p;(j) asi definidos son

estimadores fuertemente consistentes de p;(j) y tiene sentido definir P = (p;(5)); ;. Para verificar

que la matriz es cuasi estocastica consideremos ¢ tal que N; # 0 y sumando las entradas de la

i-ésima fila tenemos:

Zﬁi( = Z Z Z Lis,=jy = Z#{transmones deiaj}=1

jeEE jGE ne{l,...,N} sp€s'™ ]EE

Veamos el procedimiento aplicado a un pequeno ejemplo.

Ejemplo 3.1.6. Supongamos que queremos estimar los parametros de una cadena de Markov
homogénea con espacio de estados E = {1,2,3,4}. Se observan las siguientes trayectorias:

4,1,2 $=24431 5=4,34,41213

3,
1, 1,4,3,2 s0=4,2,3,3,2,2,1 s$=3,2.4,1,2,1.

=3,1,1,2,
:4 3,3,2

Obsérvese que las secuencias no tienen por qué ser de igual largo.

Para estimar p utilizamos la primer observacion de cada secuencia, es decir tenemos como

muestra 3,4,2,4,4,3 y por lo tanto g = (0, é, zl)), %) Ahora fijemos i = 1. Si consideramos sélo

aquellas observaciones precedidas por el estado 1 tenemos:

n__ 1 1 1 13 _ 5 _ 5 5
st=s3,85,56=1,2,2 ¥ =0 S =s2,55=23
2 _ &2 2 - 6 _ 6
s?=s3,58=3,4 =0 =s=2
Luego contando la cantidad de observaciones tenemos N; = 8 y si consideramos j = 1,

pi(j) = % ya que el estado 1 sélo se observa una vez en los s'. Procediendo de igual modo con los
demas j € E resulta:

Luego se repite el procedimiento para i = 2, 3,4, obteniendo la siguiente matriz:

1/8 1/2 1/4 1/8
4/9 1/9 1/9 3/9
2/9 4/9 2/9 1/9
2/5 1/10 3/10 1/5

P =

Con lo cual se tienen estimadas la distribucién inicial y matriz de transicion de la cadena.
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Cabe notar que, como en toda estimacién, es deseable disponer de una cantidad grande de
observaciones. Dado que estamos trabajando con cadenas homogéneas, esto se puede lograr o bien
incrementando el nimero de secuencias o bien incrementando la longitud de las mismas. En el
caso de las cadenas no homogéneas, el nimero de parametros a estimar crece en tanto se tiene
una matriz por cada transicion, lo cual hace que se requiera observar mas secuencias para obtener
una estimacion razonable. Asi, en nuestras aplicaciones estimaremos cadenas homogéneas sobre
las cuales posteriormente se aplicardn restricciones (obteniendo cadenas no homogéneas pero sin
estimarlas de forma directa).

3.2. Simulacion de cadenas de Markov

3.2.1. Simulaciéon de cadenas homogéneas

Una vez resuelto el problema de estimar los parametros de una cadena de Markov a partir de
ciertas trayectorias, nos interesara generar nuevas trayectorias bajo la cadena estimada. Para ello
veremos como simular una cadena de Markov dada, con espacio de estados E finito, matriz de
transicion P y distribucion inicial p.

Asumiremos -pese a que no es estrictamente cierto- que disponemos de un generador de nime-
ros aleatorios e independientes, con distribucién uniforme en [0, 1], de modo que el tinico compo-
nente aleatorio que podra utilizar nuestro algoritmo son variables i.i.d uniformes. Comencemos
definiendo dos funciones que nos ayudaran en la construccion:

» La funcion de iniciacion nos permitird determinar el primer estado de nuestras trayectorias.
Depende de la distribucién inicial de la cadena.

s La funcion de actualizacion nos permitird, dado un estado, determinar el estado siguiente.
Depende de la matriz de transicion.

Queremos construir una funcién de iniciacién ¢ : [0, 1] — E, de modo que si Uy es una variable
uniforme en [0, 1] se cumple:

P(6(Us) = 1) = i (3.2)
ya que de ese modo tiene sentido considerar Xy = 1(Up). Esto motiva la siguiente definicion
Definicién 3.2.1. Sea {X}} una cadena de Markov con espacio de estados E finito, matriz de

transicion P y distribucién inicial p. Llamaremos funcion de iniciacion de la cadena a una funcion
¢ :[0,1] — E que verifica:
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1. 9 es constante a trozos.

2. Para todo estado i se cumple que la medida total de la regién en la que 1 (x) =i es p;. Es
decir que

1
0

Observacion. 1 asi definida verifica la ecuacion (3.2)

Para probarlo basta calcular P(1(Uy) = i) bajo estas condiciones. Considerando Uy ~ U]0, 1]
et € E se tiene:

1
P(yp(Uo) = i) = P(Uy € ¥7'(1)) = / Lizey-1@yda =
0
! 2
= /0 Lip@=iyde = pi,
donde la condicién 1 nos asegura que 9 es integrable en 1 ~1(z).

Habiendo determinado las condiciones que queremos que cumpla la funcién de iniciacion,
veamos una implementacién concreta de la misma.

Ejemplo 3.2.2. Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados E = {1,...,k}
finito, distribucién inicial p y matriz de transicién P. Para todo j € {1,...,k} definamos A; =
S22 s, S22 ] intervalos. La funcién 4 : [0,1] — F tal que

V(@) =Y jleay =
JEE
(1, si x €0, p),
27 six € [Ml?/ubl—i_MQ]a

i=k—1

k, sixe[z iy 1],
i=1

\

es una funcién de iniciacién para la cadena.

Nota: recordar que los estados no tienen por qué ser necesariamente de la forma {1,... k},
pero por ser E biyectivo a {1,...,k} no se pierde generalidad. Mantenemos asf la convencion del
capitulo anterior de referir a los estados por su numeracion.

Para verificar la afirmacion notemos que de la definicion de v se desprende de inmediato que
es constante a trozos, con lo cual resta verificar la segunda condicion. Dado 7 € E, tenemos que
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{z :(x) =i} = A; es un intervalo y por lo tanto:

j=i—1

1 1 Jj=t
/ Ly ()=ipdz = / Lade =Y pi— > =
0 0 j=1 j=1

Una vez definida la funcion de iniciacion, estamos en condiciones de simular Xy, la primera
variable de nuestras trayectorias. Para ello basta tomar Xy = ¢(Uy) con Uy ~ U[0, 1]. La funcién
de actualizacién nos permitira generar el resto de la trayectoria.

Definicién 3.2.3. Sea { X} una cadena de Markov con espacio de estados E finito, matriz de
transicion P y distribucién inicial p. Llamaremos funcion de actualizacion de la cadena a una
funcién ¢ : E x [0,1] — E que verifica:

1. Para todo i € E el mapa x — ®(7,x) es constante a trozos.

2. Dados 7,5 € FE, el conjunto {x : ®(i,z) = j} tiene medida p;(7), es decir:
1
/ Va(iw)—jyde = pi(j) , Vi,j € E.
0

Notemos que, si se sabe que X,, = 7, usando la funcién de actualizaciéon podemos establecer
Xpt1 = ®(X,,U) siendo U una variable aleatoria uniforme en [0, 1] e independiente de las
variables X anteriores. En efecto, dado j € E se tiene:

1 1
P(Xpp1 =71X, =1) = P(®(4,U) = j| X, =1) = / Tip(ip)co—1(nde = / Lo @,z)=ydx = pi(J),
0 0

con lo cual X, tiene el comportamiento esperado. Notemos que, al igual que ocurre con la
funcion de iniciacion, no es dificil construir explicitamente una funciéon de actualizacion.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos una cadena de Markov {X,} como en la definicién 3.2.3 con E =
{1,...k}. Para i,j € E definimos By; = [S0=1 " pi(h), S20=] pi(h)]. Entonces la funcién & :
E x [0,1] — FE tal que para todo i € E se verifica:

(i, x) = jlisen,
jEE
(1, stz € [0, pi(1)],
2, siz € [pi(1),pi(1) +pi(2)],
B h—k—1
k, size| pi(h), 1],
\ h=1
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es una funcién de actualizacion para la cadena.

Una vez més es inmediato por construcciéon que z — (i, z) es constante a trozos. Para la
segunda condicion se considera 7,7 € E y entonces:

1
/ Lo (iz)=jyd =/ Ip,dr = sz Z pi(h) = pi(J).
0

Con estas funciones podemos construir trayectorias de largo arbitrario iterando la funcién
de actualizacién. Resumiendo lo visto anteriormente, si dada una cadena de Markov como las
anteriores y N > 1 se quieren simular secuencias Xy, ..., Xy, se generan Uy, ..., Uy variables
i.i.d con distribucién U ~ [0, 1] y se define:

= Xo=v(Uo).
w X, =®(X,-1,U,) parane{l,...N}.

3.2.2. Adaptacién al caso no homogéneo

Supongamos ahora que queremos simular trayectorias de una cadena de Markov no homogénea.
Para ello nuevamente consideraremos funciones de iniciacion y de actualizacién, sélo que esta vez
la funcién de actualizacion depende -ademas- del tiempo.

Generalicemos entonces la funcién de actualizacién.

Definicién 3.2.5. Se considera una cadena de Markov {Xj}reny no homogénea, con matrices
de transicion {P™},~,, espacio de estados E finito y distribucién inicial . Diremos que & :
E x[0,1] x ZT — E es una funcién de actualizacion de la cadena si verifica:

1. Paratodoi € Eyn>1el mapa z — ®(i,2,n) es constante a trozos.

2. Dados i,j € E'yn > 1, el conjunto {x : ®(i,z,n) = j} tiene medida pgn)(j), es decir:

1
/ ]]-{<I>(i,x,n):j}dx pm \V/l j S E Vn > 1.
0

Nétese que si la cadena es homogénea (es decir si P™ = P Vn > 1), esta definicién es
equivalente a la anterior. Luego para X,, = ¢ y tomando una variable uniforme U, se define
Xpt1 = (i, Upy1,n + 1). La verificacién de P(X,, = j|X,—1 = 1) = pg-L) es analoga a la del caso

homogéneo.
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También se puede adaptar la construccién explicita de una funcién de actualizacion: basta
tomar ® : E' x [0,1] x ZT — E tal que parat € Eyn > 1

]_7 Si T € [Oap'g?)]v
2, size [P P + pan)),
O(i,z,n) = : :
h=k—1
ko osize Y pi1l.
\ h=1

Nuevamente la demostracion de que ® es una funcién de actualizacion es similar al caso
homogéneo.

Observacion 3.2.6. El método antes descrito permite -en teoria- simular cadenas de Markov fini-
tas en general. Sin embargo en la practica resulta poco eficiente cuando el espacio de estados E
es grande (problema que no tendremos en las aplicaciones que veremos en el préximo capitulo).
Por otra parte, algoritmos de Montecarlo basados en el comportamiento asintético de las cade-
nas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés) pueden utilizarse para simular eficientemente
variables discretas con espacio de estados finito pero grande. Detalles sobre la implementacion y
convergencia de los mismos pueden encontrarse en [8].



Capitulo 4

Aplicacion a la generacion de musica

4.1. Motivacién general

En este capitulo aplicaremos lo estudiado hasta el momento en la generaciéon de musica alea-
toria, tentativamente, tonal. Mas atn, intentaremos que nuestro modelo “aprenda” a partir de
obras dadas.

Nuestra pregunta principal es ;hasta qué punto es posible lograr crear aleatoriamente piezas
musicales que respondan a un cierto estilo? Mas alla de la falta de una definicion clara de “estilo”,
cabe preguntarse cémo identificar automéaticamente los rasgos que son caracteristicos del mismo
y aprender de ellos para generar nuevas “obras”. Elegimos como estrategia para generar nuestras
piezas usar cadenas de Markov con restricciones de modo similar al propuesto por Pachet, Roy y
Barbieri en [18]. Las mismas serdn creadas tomando como base una cadena de Markov homogénea
cuyos parametros se estimaran a partir de un corpus adecuado.

Un objetivo mas simple puede ser simplemente generar aleatoriamente melodias musicalmente
“coherentes” pero evitando el problema de la extraccion de caracteristicas de un corpus. En este
caso consideraremos una melodia preexistente y generaremos aleatoriamente “variaciones” de la
misma.

En todos los casos la correcta eleccion de las restricciones tiene un papel clave, siendo impor-
tante que las mismas respondan a criterios musicales. En nuestro caso elegiremos las restricciones
manual y automaticamente, siendo el caso manual en el que aprovecharemos mas la informacion
que la teoria musical nos aporta. La implementacion automatica de restricciones, deseable pa-
ra obras de mayor extension, serda musicalmente mas elemental y las posibles estrategias para
mejorarlas constituyen un amplio tema de estudio que no abordaremos en este trabajo.

56
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4.2. Nociones previas y consideraciones técnicas

4.2.1. Acordes, notas y clases de octava

Consideremos un modelo —bastante simplificado— en el cual un sonido estd determinado por
dos parametros:

= Altura: depende la frecuencia del sonido percibido y se asocia con la condicion de grave o
agudo del mismo.

= Duracion: es la longitud del sonido en el tiempo.

Supondremos que los valores que estos parametros toman son discretos. Se le llama nota a
un par (altura, duracién). Dado que nuestro trabajo modela sélo las alturas, la palabra “nota”
aparecera también en referencia a alturas. En general las duraciones se asumiran conocidas.

En este contexto, llamaremos melodia a una secuencia de notas (alturas) y supondremos que
se comportan como una cadena de Markov es decir, que cada nota depende —a lo sumo— de la
anterior. Para delimitar el espacio de estados y determinar los parametros a utilizar necesitaremos
presentar algunos conceptos mas.

Comencemos por las notas. Como se mencioné antes, asumiremos que el conjunto de alturas
posibles es discreto, y se identifica cada una de ellas con (al menos) un nombre del siguiente modo:

En teoria se tienen infinitas notas -el teclado puede extenderse arbitrariamente a ambos lados
aunque en la practica dicha cantidad esta acotada ya que, por ejemplo, podemos excluir los
sonidos cuya frecuencia no es audible para el oido humano. Por otra parte, separamos el conjunto
de las notas en octavas (cada una de las cuales tiene 12 sonidos distintos). En distintas octavas
se encuentran notas con igual nombre con lo cual si se quiere distinguirlas hay que especificar
la octava. Asi “do” hace referencia a varias notas pero “do4” refiere a uno especifico (el cual es
conocido como do central).

Para formalizar esto podemos definir una relacion ~ entre notas, donde dos notas estan rela-
cionadas si y sélo si tienen igual nombre (sin considerar la octava). Asi se tiene, por ejemplo re3
~ red.

Observacion 4.2.1. La relacién ~ antes definida es una relacién de equivalencia. Llamaremos clase
de octava a sus clases de equivalencia.

La divisién en octavas no es arbitraria. Las notas que se encuentran en la misma clase de
octava son altamente consonantes, lo cual hard que en algunas situaciones sea mas adecuado
considerar la clase de octava sin distinguir representantes.
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S

Figura 4.1: Notas segtin su nombre, ubicacién en un teclado y su representaciéon en el pentagrama.

En el tipo de misica con el que trabajaremos (conocida como miisica tonal) las notas estéan
fuertemente jerarquizadas, distribuyendo sus roles en torno a una nota principal denominada
ténica. Para que nuestros ejemplos respeten esta jerarquia o bien elegiremos manualmente el
subconjunto de notas a utilizar, o bien utilizaremos todas las notas disponibles, estimando sus
probabilidades de aparicion a partir del corpus.

Otros conceptos importantes son los de armonia y acorde. Un acorde suele definirse como
un conjunto de notas tocadas simultaneamente, sin embargo, incluso en las melodias en las que
no hay superposiciéon de voces suele haber siempre acordes subyacentes, cada uno de los cuales
tiene una funcion y se combinan de acuerdo a ciertas reglas. Armonia refiere justamente a esa
combinacion de acordes, asi como a la disciplina que trata cémo combinarlos.

No nos detendremos en la clasificacion de acordes ni en los criterios para determinar un acorde
que no siempre es explicito. A los efectos de comprender el trabajo basta entender el acorde como
conjunto de (habitualmente 3 o 4) notas, por lo general identificadas por su clase de octava.
Mientras rige un acorde, las notas de uso prioritario en la melodia son precisamente las notas
que lo integran y el uso de las demds notas queda supeditado a éstas (es decir, se usan como
ornamentos o puentes entre notas del acorde).
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4.2.2. Software utilizado

Para la simulacién de las cadenas de Markov y la implementacion de las restricciones se
trabajé con el lenguaje R [6], mientras que para la conversién de las trayectorias a melodias y la
manipulacién del corpus se utiliz6 el lenguaje python con la biblioteca music21 [13].

Cabe notar que dicha biblioteca dispone de un corpus del cual tomaremos obras para el nuestro.
Asi, disponemos de dichas obras (o cualquier otra que se esté dispuesto a ingresar manualmente)
en un formato propio de music21 (objetos de tipo Stream o Score) donde las notas con sus
parametros, por ejemplo, son objetos cuyos atributos pueden ser modificados. Se puede también
iterar a lo largo de las notas de una obra, o de las obras de un corpus, entre otros aspectos
utiles para este trabajo. music21 nos permite también exportar sus objetos como audio (MIDI) o
partitura (con el apoyo de un editor de partituras compatible) a fin de obtener una salida legible.
En este caso se utilizé el software Lilypond [11] para generar las partituras.

El codigo utilizado, asi como algunos ejemplos adicionales, pueden encontrarse en el anexo.

4.3. Variaciones sobre Arroz con leche

Como el titulo lo indica, en esta primera aplicacién se considera una melodia ya existente
(“Arroz con leche”), lo suficientemente breve como para poder trabajar manualmente con ella.
Pese a su brevedad y a la ausencia de polifonia, la pieza permite explorar algunos problemas
centrales en nuestro modelo (como por ejemplo la eleccién de las restricciones y de los estados a
considerar). A partir de esta melodia generaremos otras nuevas que preservan ciertos elementos
de la original:

= La estructura ritmica, es decir, la cantidad y duraciones de las notas originales.
= Algunas notas —convenientemente elegidas— de la melodia.

= La estructura armonica, es decir, los acordes subyacentes.

De este modo se pretende obtener melodias que puedan percibirse como “variaciones” del
tema del cual provienen. Para ello se redefiniran las alturas utilizando una cadena de Markov con
restriciones unitarias sobre las notas que queremos preservar o, equivalentemente, varias cadenas
de Markov concatenadas con una tnica restriccién al final. Para preservar la estructura armonica
consideraremos como espacio de estados tinicamente notas del acorde subyacente (lo cual serd
eficaz pero algo restrictivo)!.

1Un ejemplo basado en un enfoque més libre, sin consideraciones arménicas, puede verse en el anexo
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Finalmente, para generar los trayectos aleatorios se proponen inicialmente paseos al azar con
restricciones unitarias como los vistos en el ejemplo 2.4.1 del siguiente modo: consideremos primero
nuestra melodia inicial, “Arroz con leche” y sus acordes subyacentes como se aprecia en la figura.
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Figura 4.2: Partitura de la melodia de Arroz con leche, con sus acordes cifrados arriba.

Aqui C refiere al acorde de do Mayor (cuyas notas son do-mi-sol) y G7 a sol séptima (con
notas sol-si-re-fa). Observando los acordes, la melodia nos queda separada en cinco regiones. Para
generar las nuevas melodias conservaremos la primer nota de la pieza y la primera de cada regién,
generando las demas mediante paseos al azar con restricciones en Z que comienzan y terminan
en 0. Asociamos enteros con notas de la siguiente forma:

» FEn las regiones delimitadas por el acorde C, consideramos como 0 la nota do4 y se sube o
baja siempre a la nota mas cercana que pertenezca a dicho acorde.

= En las regiones delimitadas por el acorde G7, consideramos como 0 la nota re4 y se sube o
baja siempre a la nota mas cercana que pertenezca al acorde.

do4 red

Figura 4.3: Esquema de las notas asociadas a cada entero segin el acorde. En el teclado izquierdo:
acorde C, en el derecho: acorde G7

Observemos que segun las restricciones consideradas queremos cuatro paseos al azar que vayan
del estado 0 al 0 en 8, 12, 10 y 12 transiciones respectivamente. En todas las regiones es posible
realizar tales trayectorias, pero podria no ser asi. En general podria haber problemas de paridad
entre el largo de los tramos y la distancia entre estados como se vio en el ejemplo 2.4.1. Para
evitar este problema modificaremos el paseo al azar permitiendo transiciones de cada estado a si
mismo. Para implementarlo se utiliza el algoritmo visto en el teorema 2.4.2. Las probabilidades
pi(j) de transicién de cadena homogénea a restringir se eligen como



4.4. LOS CORALES DE J.S. BACH 61

y las demés 0. Dichos niimeros se estimaron a partir de la melodia original, contando la cantidad

de transiciones hacia un estado superior, igual o inferior respectivamente. Veamos la partitura de
una de las variaciones generadas.
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Figura 4.4: Una de las variaciones simuladas. En azul las notas que se preservaron de la melodia
original. El audio se encuentra en Ejemplos/Arroz con leche/arroz4_5.mp3 del repositorio anexo

Notese que la eleccion de las notas asociadas a cada estado se hace de forma manual, al
igual que la determinacion de los acordes y la regién asociada a éstos. Una vez determinado
esto se pueden generar automéaticamente tantas variaciones como se quiera, sin embargo no es
una estrategia viable cuando las piezas con las que se trabaja son muy extensas. En el siguiente
ejemplo se resolveran esos aspectos de forma automatica.

4.4. Los corales de J.S. Bach

Como se mencioné al principio del capitulo, uno de los objetivos es intentar “aprender” ciertos
rasgos de un estilo dado y, a diferencia de lo realizado en el ejemplo anterior, no se quiere ajustar
manualmente las restricciones o el espacio de estados. Para ello utilizaremos “todas” las notas,
confiando en que la estimacién a partir del corpus le dara a cada una de ellas las probabilidades
adecuadas.

Para realizar adecuadamente dicha estimacion necesitamos que nuestro corpus -ademads de
estar contenido en un mismo “estilo”’- sea lo suficientemente grande y a su vez esté disponible
en un formato que nos permita operar con sus notas sin realizar la transcripcion manual de las
piezas. Esto, entre otras razones, motiva la eleccién de los corales de J.S. Bach.

4.4.1. Descripciéon del corpus

Johann Sebastian Bach (1685-1750) fue un compositor aleman que, entre otras cosas, realizd
una destacada armonizacion de melodias liturgicas luteranas. Las obras resultantes son corales
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de cuatro voces (soprano, contralto, tenor y bajo) en los que se puede reconocer un riguroso
tratamiento en la conduccién de las voces. Si bien no se conoce con exactitud el nimero exacto
de armonizaciones creadas por Bach 2, se estiman entre 216 y 420 corales. Una edicién péstuma
de 371 corales realizada por Carl Philipp Emanuel Bach (hijo de J.S. Bach) llevé a que éstos sean
considerados como un posible total.

Por otra parte, el antes mencionado corpus de music21 contiene 347 de estos corales, de modo
que podremos manipularlos con facilidad.

Elegiremos para nuestro corpus un subconjunto de 163 corales compuestos fundamentalmente
en modo mayor® y se transportan todos a una misma tonalidad. El transporte permite que cada
nota/acorde (por ejemplo, cada do) tenga en los distintos corales la misma jerarquia y funcién de
modo que la estimacién sobre todo el corpus tenga sentido.

Los corales pueden verse como cuatro lineas melddicas superpuestas de modo tal que de-
terminan los acordes que rigen la obra. Dada la importancia del aspecto arménico y la escasa
importancia de la eleccion de octava a la hora de determinar un acorde, realizaremos el analisis
de los corales observando sélo la clase de octava.

En resumen, las principales caractéristicas del corpus a tener en cuenta son:

= Es una seleccion de 163 corales mayores de J.S. Bach, transportados a do Mayor.
= [os mismos cuentan con cuatro voces: soprano, contralto, tenor y bajo.

= El formato en que vienen dados es como objetos —denominados stream— de music21.

A partir de este corpus intentaremos generar nuevos corales mayores modelandolos como
trayectorias de una cadena de Markov con restricciones.

4.4.2. Estimacion e implementacién de las restricciones

Para generar los nuevos corales estimaremos a partir del corpus los parametros de una ca-
dena de Markov homogénea utilizando lo visto en la seccién 3.1. Tomando un coral del corpus
como referencia, conservaremos su estructura métrica y fijaremos ciertas notas de referencia (aun-
que eventualmente transportadas a otro tono) dando lugar a cadenas con restricciones que nos
permitiran generar “variaciones” del coral elegido.

2El niimero varfa segtn la fuente consultada ya que algunas obras son incluidas o excluidas de la categoria por
ser totalmente inéditas, estar repetidas o por existir dudas sobre la autenticidad de las ediciones disponibles

3Para realizar la deteccién de modo de forma automética se utiliza la funcién que Music21 designa a tales
efectos. Sin embargo la misma no detecta posibles cambios de tonalidad a lo largo de la obra, problema que
discutiremos brevemente més adelante.
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Para esta primera etapa se considerara tinicamente la clase de octava de las notas. Las prin-
cipales razones para ello son:

= Armoénicamente es adecuado no distinguir notas que difieren en octavas. Tampoco las tran-
siciones que involucran notas equivalentes.

= Se reduce el espacio de estados, haciendo que dispongamos de una cantidad de datos es-
tadisticamente més significativa.

Con respecto a lo 1ltimo cabe recordar que hay en total 12 clases de octava. Por lo tanto
nuestro espacio de estados tiene 12 elementos. Por otra parte, supondremos que cada voz se rige
por una cadena de Markov (posiblemente) diferente. De este modo tendremos que estimar los
pardmetros de cuatro cadenas de Markov (una para cada voz). Llamaremos Ps, P4, Pr y Pp a
las matrices de transicién asociadas a la voz soprano, contralto, tenor y bajo respectivamente (en
la cadena homogénea). Hablaremos luego de la distribucién inicial.

Asi, para hallar Ps, se considera la secuencia de estados correspondiente a las notas de la voz
soprano para cada uno de los corales. Se obtienen en total 163 secuencias de las cuales se estima
PS usando el procedimiento visto en 3.1.2. De modo similar se hallan PA, PT y PB

Estas matrices son auxiliares y corresponden a cadenas de Markov homogéneas. Seran siempre
las mismas independientemente de qué coral elijamos como “esqueleto” para la simulacién. Para
aplicar las restricciones obsérvese que musicalmente tiene sentido pensar en cierta homogeneidad
en el tiempo, pero considerando los compases. Un compas puede pensarse como una division de la
melodia en bloques de igual duraciéon temporal. Como no todas las notas tienen igual duracién,
el nimero de notas por compds es variable. Dentro del compés, cada tiempo (unidad temporal
que subdivide al compds) tiene su jerarquia, siendo generalmente el primer tiempo el mas fuerte.

Por esta razén nuestras restricciones serdan la primer nota de cada compés (que no necesaria-
mente estd en el primer tiempo pero suele estarlo) y la dltima de todo el coral (para dar sensacién
de final). Es decir que esas serdn las notas que preservaremos del coral elegido. En particular eso
quiere decir que la distribucién inicial luego de aplicar las restricciones serd determinista, y por
esa razOn no nos preocuparemos en estimarla.

Tras la estimaciéon y previo redondeo obtenemos las siguientes matrices



64 CAPITULO 4. APLICACION A LA GENERACION DE MUSICA

0254 0 0348 0 0,065 0,009 0 0095 0 0029 0,006 0,194
0 00625 08750 0 0 0 0 0 0 0 00,0625
0,340 0,008 0,144 0 0431 0026 0 0038 0 0,009 0,001 0,003
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,067 0 0392 0 0,130 02315 0,016 0052 0 0027 0 0,001
po_ | 0018 0 0088 0 0537 0062 0 033 0 0012 0 0
0 0 0 0 0296 0 0 0,694 0,010 0 0 0
0,107 0 0,036 0 0,079 0225 0,042 0,257 0,001 0,230 0,003 0,020
0 0 0 0 0091 0 0 0 0,182 0,727 0 0
0,045 0,001 0,021 0 0,038 0,012 0,001 0,408 0,007 0,190 0,027 0,250
0232 0 0070 0 0 0 0 0093 0 0605 0 0
0482 0 0,013 0 0011 0 0 005 0 0361 0 0083
0,354 0,003 0,180 0 0,018 0,017 0,001 0,060 0,001 0,021 0,021 0,325
0,035 0,026 0,6 0,000 0,061 0 0 0 0 0,087 0 0,182
0,319 0,040 0,223 0,004 0230 0,011 0,031 0,068 0 0,033 0,001 0,031
0 0 023 0 0538 0231 0 0 0 0 0 0
0,036 0,005 0,303 0,005 0,196 0,248 0,076 0,056 0,012 0,039 0 0,024
p,| 0040 0 0029 0001 0437 0,142 0,004 0318 0 0029 0 0
0,003 0 0129 0 0204 0,014 0,040 0,553 0,011 0,037 0 0,009
0,061 0,000 0,041 0 0,027 0,111 0,083 0,388 0,005 0,215 0,003 0,066
0 0 0008 0 0114 0 0049 0,065 0,008 0,675 0,016 0,065
0,036 0,008 0,028 0 0,026 0,012 0,002 0,326 0,056 0,174 0,058 0,274
0,263 0,006 0,012 0 0,006 0,041 0 0029 0 0491 0,129 0,023
0459 0,011 0,032 0 0,021 0,001 0,002 0,101 0,002 0,279 0,001 0,091
0,267 0,004 0,258 0,001 0,032 0,029 0,001 0,079 0 0,024 0,029 0,276
0,119 0,024 0631 0 0 0 0 0 0 0071 0 0,55
0,307 0,029 0,179 0,012 0,273 0,028 0,012 0,081 0,000 0,055 0 0,024
0 0 0364 0,030 0212 0,333 0 0,06l 0 0 0 0
0,039 0,002 0,300 0,002 0,193 0,275 0,027 0,070 0,002 0,052 0,001 0,037
. _ | 0046 0,001 0,082 0,004 0420 0,074 0,003 0,375 0 007 0,002 0,06

0,005 0,005 0,083 0,005 0,244 0,010 0,015 0,546 0,024 0,006 0 0,058
0,046 0,001 0,065 0 0,048 0,205 0,040 0,378 0,001 0,182 0,005 0,029
0,045 0 0091 O 0,114 0 0,159 0,091 0,023 0,454 0 0,023
0,037 0,002 0,060 0 0,064 0,034 0,002 0,367 0,025 0,167 0,067 0,175
0,339 0 0 0,012 0,006 0,018 0 0,042 0 0,494 0,059 0,030
0,460 0,013 0,033 0 0,092 0,021 0,021 0,072 0,001 0,200 0,004 0,083
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0,175 0,008 0,168 0,001 0,050 0,083 0,008 0,234 0,004 0,035 0,018 0,216
0,127 0,009 0,68 0,034 0 0,009 0 0,008 0 0,02 0 0,102
0,273 0,042 0,054 0,007 0,321 0,041 0,006 0,155 0,008 0,079 0,003 0,011

0 0075 0,225 0 0,5 0,05 0 0,05 0 0,05 0,025 0,025
0,071 0,003 0,309 0,011 0,030 0,339 0,044 0,041 0,009 0,128 0 0,015
~ 0,141 0,001 0,031 0,001 0,365 0,038 0,010 0,359 0,001 0,038 0,011 0,004
0,027 0 0,039 0 0,240 0,081 0 0,523 0,058 0,019 0 0,012
0,235 0,004 0,108 0,001 0,033 0,219 0,059 0,106 0,011 0,200 0,001 0,023
0,038 0 0,032 0 0,057 0,025 0,139 0,171 0,006 0,526 0 0,006
0,058 0,005 0,101 0,003 0,116 0,022 0,002 0,276 0,055 0,072 0,041 0,249
0,295 0,014 0 0 0,007 0,034 0,007 0,048 0,007 0,521 0,055 0,014
0,520 0,010 0,012 0 0,032 0,008 0 0,054 0,001 0,347 0,014 0,002

donde la i-ésima fila/columna corresponde al estado 7, y asociamos cada nimero con una nota de
la octava. Mas especificamente se asocia el estado 1 a la nota do, el 2 a do# y asi sucesivamente
hasta el 12, que se corresponde con la nota si.

Obsérvese que las columnas correspondientes a las notas naturales (es decir do, re, mi, fa, sol,
la y si) son las que acumulan méas probabilidad. Esto se debe a que son las notas que aparecen
con mas frecuencia en los corales, como se puede apreciar en el siguiente histograma:

Frecuencia de aparicion de las distintas notas en los corales mayores de Bach

re mi

fa si

do# ol fa# sol# sib
| | | | 1 |

0.00 0.10

Figura 4.5: Frecuencia relativa de las 12 clases de octava en los corales mayores de Bach.

Una vez estimadas las cuatro matrices auxiliares, aplicando las restricciones (fijar las notas
elegidas) se obtienen otras tantas familias de matrices de transicién que son las que se utilizaran
para generar las nuevas trayectorias.

4.4.3. Generacion de nuevos corales

Una vez que se tienen las matrices de transicion que se utilizara para las nuevas trayectorias,
éstas pueden generarse con el procedimiento visto en la secciéon 3.2. Sin embargo la salida obtenida
seran secuencias de nimeros entre 1 y 12 los cuales se corresponden con notas vistas como clase de
octava. Este hecho, que fue conveniente para la estimacion, no lo es tanto a la hora de escribir la
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nueva melodia ya que para ello no basta con indicar la clase de octava sino que hay que explicitar
el representante.

Por otra parte una vez determinadas las notas de las nuevas melodias, basta reemplazarlas en
el coral que se eligié previamente como referencia (el mismo que se utilizé para determinar las
restricciones). El uinico asunto a resolver es, por lo tanto, la adecuada eleccién de las octavas para
cada nota.

Cabe recordar que se esta generando musica coral, y por lo tanto cada voz tiene un rango de
alturas posibles (denominado registro). Dichos rangos estan en el siguiente entorno:

De do4 a do6 para la soprano.

De mi3 a re5 para la contralto.

De si2 a sol4 para el tenor.

De mi2 a do4 para el bajo.

™
T

N

>

E:
Figura 4.6: Los registros utilizados para soprano, contralto, tenor y bajo respectivamente.

Para elegir la octava de cada nota utilizaremos el siguiente criterio: se impone la octava de la
primera nota (octavas 5,4,3 y 3 para soprano, contralto, tenor y bajo respectivamente), mientras
que para las demaés se elige la octava que, sin salirse del registro, minimice la distancia respecto
a la altura de la nota anterior.

Esta estrategia, aunque bastante adecuada, provoca algunos comportamientos no propios de
los verdaderos corales de Bach, por ejemplo porque permite que las voces se crucen (es decir, que
por momentos una voz grave quede por encima de una voz aguda). En la figura 4.7 podemos ver
un fragmento de partitura de un ejemplo de coral simulado.

Notese que pese a que permanece escrita la armadura de clave del coral original, el coral
simulado estd en do Mayor. No es relevante mantener la tonalidad del coral ya que luego es
posible transportarlo a cualquier otro tono mayor.

En particular, las notas que se espera encontrar en do Mayor son do, re, mi, fa, sol, la, si y do
(es decir, inicamente las correspondientes a teclas blancas del piano). Notas ajenas a la tonalidad
(denominadas notas cromdticas) pueden aparecer eventualmente en los corales con un propdsito
concreto que suele ser:
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Figura 4.7: Fragmento de coral simulado en base al bwv269 de Bach. En azul las notas fijadas
por las restricciones. Se senalan y clasifican las notas cromaéticas y se indican el sector donde
hay cruces entre las voces. La partitura completa y el audio pueden encontrarse en la carpeta
Ejemplos/Corales del anexo bajo el nombre ejem3_5_mayor.

= Notas ornamentales: ofician como adorno y suelen estar subordinadas a notas de la tonalidad
y su uso debe hacerse siguiendo varias normas. Dentro de las notas ornamentales se destacan

e Notas de paso: funcionan como “puente” entre notas de la tonalidad.

e Bordaduras cromdticas: se encuentran a un semitono (en general por debajo) de una
nota de la tonalidad, la cual precede y sucede a la bordadura. Suelen ocurrir en tiempos
débiles.

e Apoyaturas cromdticas: se encuentran también a un semitono (por debajo) de una nota
de la tonalidad, y son sucedidas por dicha nota. Ocurren en tiempos fuertes.

» Modulaciones (o dominantes secundarias): en este caso se tiene un cambio de tonalidad,
generalmente provisorio y, en el caso de las denominadas dominantes secundarias, muy
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breve.

En nuestro caso nos interesan las notas ornamentales, mientras que las modulaciones intro-
ducen un nuevo problema: no tenemos herramientas para determinar automéaticamente cuando
ocurrié una modulacién, de modo que cuando decimos que un coral esta en cierta tonalidad de-
bemos decir que esta predominantemente en dicha tonalidad. Asi, las modulaciones en el corpus
introducen notas y transiciones ajenas a la tonalidad que no se comportan como ornamentaciones.
En la figura 4.7 se indican con P, B y Ap las notas de paso, bordaduras y apoyaturas respectiva-
mente, y se senala explicitamente la tinica nota cromatica del fragmento que no puede clasificarse
como ornamental.

4.5. Independencia entre voces

Un aspecto cuestionable del enfoque anteriormente utilizado para generar los corales de la
seccion anterior es que las voces se generan de forma independiente. Musicalmente no hay razones
para suponer esto (de hecho la ausencia de cruces entre las voces indica que las mismas son
dependientes en los corales originales), sin embargo la alternativa mas inmediata es suponer que
se tiene una sola cadena de Markov en vez de 4, cuyo espacio de estados es un subconjunto finito
de R?* (es decir, las clases de octava correspondientes a cada una de las voces).

El primer problema que esto presenta es que las cuatro voces no siempre atacan en simultdneo?,

sin embargo para resolverlo basta considerar en cada instante dado la nota que estda sonando
independientemente de si atacé en ese momento o no. En caso de tener un silencio en alguna voz,
se puede suponer que es una prolongacién de la nota anterior. Describiremos este proceso con
mas detalle mas adelante.

El segundo problema radica en el tamaiio del espacio de estados, el cual tendria 124 elementos.
Aun considerando un corpus relativamente grande como el nuestro, en principio no tendriamos
una cantidad total de transiciones razonablemente grande como para que la estimacién tenga
sentido mientras en el enfoque original estimébamos cuatro matrices 12 x 12 (un total de 576
entradas), en este caso estimarfamos una matriz 124 x 12% (un total de més de 400 millones de
entradas)®.

Cabe preguntarse entonces qué tan inadecuado es asumir que las voces se mueven independien-
temente en los corales de Bach. Musicalmente sabemos que algunas reglas -como el no cruce entre
voces- indican dependencia entre voces y que son relevantes las nociones de movimiento contrario
y movimiento paralelo entre pares de voces, en referencia a la relacion entre sus movimientos
ascendentes y descendentes.

4Por ataque entendemos el instante en que la nota empieza a sonar.
5Notar que, sin embargo, si una proporcién significativa de esas entradas resultan nulas la estimacién podria
ser viable con lo cual la opcién de considerar 4-uplas podria ser explorada.
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Estudiaremos asi la correlacion de las subidas y bajadas entre pares de voces en los corales
de Bach y realizaremos una prueba de hipdtesis para ver si pueden considerarse independientes,
para algunos corales especificos.

4.5.1. Calculo de las correlaciones

Para determinar la correlacion entre las subidas y bajadas de las voces en un coral construi-
remos primero cuatro secuencias auxiliares [¥ , k € {1,2,3,4} de modo que I* = I}l ...1* | (con
n adn sin definir) y

1,  sila altura de la i-ésima nota es menor a la de la (i+1)-ésima,
lf =< —1, sila altura de la i-ésima nota es mayor a la de la (i+1)-ésima,
0, si ambas alturas son iguales.

De este modo, si se tiene una melodia con n notas, ésta puede asociarse a una secuencia de
n — 1 valores 1, 0 y —1.

Sin embargo, como se mencioné al principio de la seccién, las voces en los corales no atacan
siempre en simultaneo lo cual hace que las secuencias que se obtienen de cada una de sus voces no
correspondan a transiciones alineadas en el tiempo e incluso no tengan necesariamente la misma
cantidad de valores. Para resolver esto, consideraremos una melodia auxiliar donde las voces se
“refinan” de acuerdo al menor divisor comin de las duraciones encontrada en la obra, como se
ilustra en la figura 4.8. Lo que se hace es reescribir cada nota repetida tantas veces como sea
necesario para que la duracion total de las repeticiones sea equivalente a la original. De este modo
los ataques siempre quedan sincronizados y tiene sentido construir las secuencias numéricas antes

definidas.

’ : |
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Figura 4.8: A la izquierda, ejemplo de un sistema con dos melodias breves. A la derecha las voces
refinadas por su menor duracién (corcheas) y las secuencias de nimeros correspondientes.

Una vez obtenidas las secuencias numéricas queremos determinar la correlacion entre ellas.
Para ello utilizaremos el coeficiente de correlacion de Pearson.

Definicién 4.5.1. Sean = = z1,%s,..., T, € Y = Y1,Y2,---,Yn, cOn x;,y; € R Vi € {1,...,n}
secuencias de datos. Definiremos su coeficiente de correlacion ry, como
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donde T y 7 son los promedios de las secuencias y s, := {/—=5 > :—7(z; —T)? es el desvio
estandar muestral.
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oo ; o le—zlly—7l >
que es por definicién el coseno del angulo entre los vectores = e y. Esto implica que r,, € [—1, 1].

Donde valores con médulo cercano a 1 indican una correlacion lineal fuerte entre x e y, al contrario
de los valores cercanos a 0. Secuencias independientes deberian arrojar coeficientes cercanos a 0,
pero no vale el reciproco (correlacién nula no implica independencia).

Obsérvese que si consideramos el producto escalar usual en R, se tiene que r,, =

Por lo tanto un posible test de independencia entre x e y consiste en calcular r,, y rechazar la
independencia si su modulo supera cierto umbral. Sin embargo en nuestro caso tenemos 4 secuen-
cias a comparar, por lo que habra que utilizar un test que nos permita verificar independencia
para mas de dos secuencias.

Un primer acercamiento consiste en estudiar las correlaciones entre todos los pares de voces
(i.e, todos los pares de secuencias numéricas construidos como en la figura 4.8), obteniendo asi
una matriz de correlaciones R de la forma

I 72 7m13 rua
rig 1 T3 1oy
T3 Tez 1 T3y
T4 Toa T3g o 1

donde r;; refiere a los coeficientes de correlacién entre las voces 1 a 4 (soprano, contralto, tenor y
bajo respectivamente). En particular se tiene para todo 4, j € {1,2,3,4} que r;; = rj; con lo que
la matriz es simétrica. Ademds r; = 1 Vi € {1,2,3,4}.

En total son 6 coeficientes no triviales los necesarios para conocer la matriz. Comparemos los
coeficientes de correlacion de cada uno de los corales de Bach con los obtenidos a partir de un
corpus simulado, es decir, 163 corales simulados, cada uno de ellos simulado como variacion de
un coral de Bach distinto.

En la figura 4.9 se aprecia que en los corales simulados la mediana de los coeficientes de
correlacién es cercana a (0 como era de esperarse. En el caso de los corales de Bach las medianas
varian significativamente segin las voces consideradas siendo sus valores 0,237, 0,007, —0,131,
0,208, —0,118 y —0,088 para los ry2, 713, 14, 723, T24 y T34 Tespectivamente.

A primera vista esto ofreceria evidencia de que en los verdaderos corales si existe correlacion
entre voces, aunque se requeriria de un criterio mas riguroso para concluir. Por otra no sabemos
qué ocurre coral a coral ;Es posible que existan algunos corales en los que las voces no estén
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Figura 4.9: Diagramas de caja de las correlaciones de los 163 corales considerados (caja izquierda)
y sus 163 versiones simuladas (derecha).

correlacionadas? Seleccionemos algunos corales y estudiemos un poco méas en detalle la correlacion
entre sus voces.

4.5.2. Diseno del test y construccién del estadistico

Dado un coral de Bach, y sus secuencias de 1, 0 y —1 construidas como en la figura 4.8
nos proponemos determinar si las voces pueden considerarse independientes en términos de las
subidas, bajadas y permanencias. Consideremos el test

Hy : las secuencias son independientes
Hl : No HO

Cabe recordar que para que las cuatro secuencias sean independientes no basta con la inde-
pendencia dos a dos, pero si es una condicién necesaria. Asi, un criterio posible es descartar la
independencia cuando, en total, el médulo de las correlaciones es grande. Definimos el estadistico
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D= (7’12)2 + (7’13)2 + (7"14)2 + (ro3)” + (r24)® + (134)%,

y rechazamos la hipétesis nula cuando D es mayor a un cierto umbral ¢,. Como desconocemos la
distribucién F' del estadistico bajo Hy no podemos determinar umbrales exactos, pero si aproxima-
dos. Para ello se generan observaciones independientes de D bajo Hy y se calcula su distribucién
empirica.

Para generar observaciones de D bajo Hj basta simular variaciones del coral elegido, y calcular
D para cada una de ellas. Luego si queremos realizar el test al nivel a basta tomar el menor ¢,
de modo que

Fo(cy) > 1—a,
donde F, es la distribucién empirica. Asi, Py, (D > ¢,) & 1 — F,(c,) < a.
A continuacién veremos el resultado de aplicar el test sobre algunos corales.

Debido a que resulta computacionalmente costoso generar muchas observaciones del estadistico
(en particular, generar y exportar muchas secuencias con restricciones), elegiremos unos pocos
corales para realizar el test. Hallando primero los D para todos los corales de Bach vemos que
tienen el siguiente comportamiento:

Valores de D en los corales de Bach
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Valores de D

Figura 4.10: Diagrama de cajas e histograma para los 163 valores de D calculados a partir de los
corales de Bach.

Ademds, se tiene que D = 0,273 y los cuartiles son ¢; = 0,1454, ¢» = 0,225 y g5 = 0,338.
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Consideraremos pues un coral cuyo estadistico D pueda considerarse “grande” (mayor a g3),
otro no tan grande (entre ¢y y ¢3) y uno “pequeno” (menor a ¢;). Especificamente utilizaremos
los corales:

= bwv133.6, con D = 0,449,

= bwv281, con D = 0,320,

= bwv325, con D = 0,119.

En todos los casos consideramos n = 1000, es decir, simulamos 1000 variaciones de cada uno para
calcular la distribucién empirica, obteniendo los siguientes resultados.

Para el primer caso (con D = 0,449):

1.0

Fn(x)

00 02 04 06 038

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

donde el tridngulo rojo representa el punto (D, F,,(D)) = (0,449, 1), con lo cual el p-valor para
el test resulta aproximadamente 0. Resulta razonable ya que el estadistico del coral es grande.
Veamos que ocurre en los otros dos casos.

Para el segundo coral, donde D = 0,320 tenemos:
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1.0

Fn(x)

00 02 04 06 038

con F'n(D) = 0,906. Entonces el p-valor serd a* ~ 0,094.

Finalmente, en el tercer caso con D = 0,119 se obtuvo:

1.0

Fn(x)

00 02 04 06 038

| | | T |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

y F.(D) = 10,91, con lo que a* ~ 0,09

Notese que en los tres casos se rechaza Hy si tomamos o = 0,1, aunque para o = 0,05 sélo se
rechazaria en el primer caso. Sin embargo, con certeza del 90 % se podria decir que las subidas y
bajadas de los corales de Bach considerados no son independientes
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Conclusiones y nuevos problemas

Alolargo del trabajo se present6 una posible estrategia para la simulacién de musica a partir de
un corpus dado. En tal caso logramos ver como el modelo preserva ciertos rasgos de la musica tonal:
la presencia de notas fuera de la tonalidad es escasa, asi como también escasean las transiciones
poco convencionales para el estilo (incluso aquellas que involucran notas dentro de la tonalidad).
Un ejemplo de esto tltimo puede observarse en las matrices de transicién estimadas en los corales
de Bach donde la transicién de fa a si -intervalo conocido como tritono, evitado por su condicién
disonante- aparece con probabilidad pequena o incluso nula en cualquiera de las 4 voces. Asimismo
la aplicacién de las restricciones al principio de cada compéas constituye un primer acercamiento
a formas automaticas de fijar las restricciones preservando informacién relevante (notar que el
primer tiempo de cada compds es el més fuerte). En el caso de Arroz con Leche, la eleccién
de restricciones y estados basadas en los acordes subyacentes dio como resultado melodias que
presentan una reminiscencia a la original aunque resultan, en contraposicién, demasiado simples
en tanto utilizan inicamente notas del acorde.

Por otra parte, en el caso de los corales de Bach observamos una de las falencias (posiblemente
la principal) del modelo: la falsa suposicién de independencia entre voces. Como se menciond
previamente, resulta poco viable suponer que las variables son 4-uplas (o para musica polifénica
en general, n-uplas) debido al tamano del espacio de estados resultantes, aunque es de esperarse
que en la practica muchas de esas n-uplas tengan probabilidad despreciable o nula: tratandose de
musica tonal, son muchas las combinaciones de notas que en la practica casi no se utilizan. Puede
ser un posible camino a explorar para la generacién de musica polifénica.

Otro posible enfoque para modelar los corales de Bach es pensar la soprano como melodia y
las demés voces como armonia!. Cabe recordar que la mayoria de los corales son, precisamente,
armonizaciones de melodias preexistentes con lo cual este enfoque tiene musicalmente mas sen-
tido que verlos como cuatro melodias transcurriendo en paralelo. En ese caso la voz melddica
(soprano) puede modelarse con un enfoque similar al utilizado en el caso de Arroz con Leche:

1Un andlisis estadistico de la armonia de los corales puede encontrarse en [20]

75
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las restricciones son las encargadas de fijar la armonia, y entre restriccion y restriccion se tienen
estados y transiciones posibles diferentes. Este enfoque introduce varias dificultades nuevas: para
empezar, el cambio de espacio de estados y probabilidades de transicién que en Arroz con Leche
se hizo de forma manual debera automatizarse, lo que posiblemente requiera del uso de cadenas
de Markov moduladas u ocultas. Por otra parte, serd necesario obtener un método que permi-
ta identificar automaticamente la ubicaciéon de las restricciones mediante la identificacién de los
acordes subyacentes (algo que en el otro ejemplo, nuevamente, se determiné de forma manual)
o bien, disponer de dicha informaciéon dada de antemano. Una vez resuelto esto, ain habra que
encontrar un modo de simular las demas voces, de modo no independiente.

Otro problema a considerar fue la presencia de modulaciones en el corpus y el ruido que éstas
introdujeron en la estimacién. Una posible -y relativamente sencilla- alternativa para afrontar-
lo consiste en prohibir aquellas transiciones que son “impropias” de la tonalidad considerada,
entendiendo por impropias:

= Transiciones que por criterios de teoria musical no deberian aparecer en la tonalidad, o bien,

= transiciones cuya probabilidad estimada es muy pequena (menor a cierto umbral), en el
entendido de que son anémalas.

En ambos casos dicha prohibiciéon puede implementarse utilizando restricciones binarias. A
diferencia de las restricciones unitarias que elegimos para los corales, en este caso no tenemos cer-
teza de poder aplicar tales restricciones de manera consistente (es decir, que el conjunto de corales
originales que satisfacen las restricciones sea no vacio). Hay, pues, que determinar las restriccio-
nes con mas cuidado. Cabe observar también que la implementacion de estas nuevas restricciones
conllevaria una pérdida de riqueza musical, ya que entre las transiciones que prohibiremos por
considerar anémalas se encuentran también las que ornamentan la melodia mas alld de las reglas
rigidas impuestas por la tonalidad.

Por otra parte, otra suposicién cuestionable de nuestro modelo fue la independencia entre
alturas y duraciones de las notas. Se puede investigar qué tan correcta es esta suposicion realizando
tests sobre los corales. Asimismo, queda pendiente el disenio de un modelo que permita generar
aleatoriamente las duraciones.

Algunos de los aspectos discutidos en esta seccién quedan planteados como temas de estudio
a futuro, donde se intentara mejorar los puntos débiles del trabajo y seguir explorando una linea
de investigacion no muy explorada a nivel local como es la aplicacién de modelos matematicos en
musica.



Anexo

A continuacién se pone a disposicion algunas de las obras obtenidas por simulacién asi co-
mo un repositorio con mds ejemplos (con archivo MIDI incluido) y el c6digo utilizado para las
simulaciones.

El material mencionado puede encontrarse en www.cmat.edu.uy/~vrumbo/markovymusica

Se trata de un archivo .zip conteniendo:

El codigo utilizado para generar las partituras y scripts que facilitan al usuario la generacién
de nuevos ejemplos.

El codigo utilizado para realizar el anélisis estadistico de los corales (de Bach y simulados).

Partituras (en formato pdf) y audios (en formato MIDI) con més ejemplos de Arroz con
Leche y corales de Bach.

Un archivo de texto (LEEME.txt) con descripcién del contenido e instrucciones de ejecucion.

Ademads se anexan partituras de algunos de los ejemplos. En todos los casos las restricciones
se indican en azul.
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Figura A: Partitura completa del coral simulado en base al bwv269 de Bach ilustrado en la figura

4.7.
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Figura B: Partituras de 5 variantes de “Arroz con Leche” simuladas con bajo el modelo planteado

en la seccion 4.3. La partitura superior es la melodia original.
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Figura B: Melodia original + otras 5 variantes de “Arroz con Leche”. Este ejemplo -implementado
antes que el anterior- impone mas restricciones pero no utiliza la informacién de los acordes para
elegir las notas entre una y otra sino que el paseo se realiza dentro de toda la escala. El resultado
son melodias en las que parece mas dificil identificar la obra de la cual provienen, en tanto se
perdié la estructura armonica. Esta situaciéon motivo el enfoque adoptado en la seccion 4.3.
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