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Resumen

El objetivo de esta monografia, es estudiar el flujo geodésico en el fibrado
tangente de una variedad Riemanniana de curvatura negativa. El resultado
principal que veremos, es debido a D. Anosov [I], y nos dice que si ademds
la variedad es compacta, el flujo geodésico en el tangente unitario es ergddico.
A los efectos de dar una prueba de este resultado, se dardn las definiciones y
enunciados previos necesarios.

Abstract

The objective of this monograph, is to study the geodesic flow on the tangent
bundle of a Riemannian manifold of negative curvature. The main result we
are going to see, which is due to D. Anosov [I], says that, if the manifold is also
compact, then the geodesic flow on the unit tangent bundle is ergodic. With
the aim of giving a proof of this result, we are showing the previous definitions
and statements that are used.
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1 Introduccion

Una variedad Riemanniana es un espacio topoldgico con una estructura diferenciable
y una métrica, que localmente “se parece” al espacio Euclideo. Las geodésicas son
las curvas que minimizan localmente la distancia entre dos puntos de la variedad. Si
una curva 7 es una geodésica, entonces es solucion de la ecuacién diferencial:

D
Z At =
() =0,

donde % se refiere a la derivada covariante. De modo que las geodésicas en la var-
iedad, serian analogas a las rectas del espacio Euclideo. En mecénica, la primera ley
de Newton nos dice que la trayectoria descripta naturalmente por un cuerpo que se
mueve sin estar bajo la accién de ninguna fuerza, es una geodésica, ya que si y(t) rep-
resenta la posicién del cuerpo, su aceleracién 7(t) serd igual a cero. Es por eso que las
geodésicas en general son de interés en el estudio de la mecanica en espacios no nece-
sariamente Euclideos. Un ejemplo de esto, es el problema que surge de querer predecir
el movimiento de cada elemento de un conjunto de n cuerpos, que se atraen entre si
debido a las fuerzas de interaccién gravitatoria. Mas particularmente, la motivacion
original para estudiar el problema de los n cuerpos, fue predecir el movimiento de
los cuerpos celestes, como el Sol, los planetas del sistema solar y las demés estrellas.
La principal pregunta seria: ;Es posible predecir las posiciones y velocidades de los
n cuerpos en cualquier momento del futuro, conociendo las posiciones y velocidades
iniciales?.

Supongamos que ¢; representa la posicién del i-ésimo cuerpo, de masa m;, en R3,
v q=(q1,...,q,) € R®. La ecuacién que modela el movimiento del i-ésimo cuerpo
bajo la accién de las fuerzas atractivas es la siguiente:

miq; = E Fz’j>
J#i
donde e
_ (Y] _
Fj = G—5—=, conrij = |lg; — gj]|,
re
J
y G es la constante de gravitacién universal. Se tiene entonces un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de segundo orden. El espacio de fases para este sistema,
no incluye las colisiones, o sea, los casos en que ¢; = ¢; para algin ¢ # j. Si consid-

eramos la energia potencial del sistema,—U, definida mediante

U=y ™,

r
i<j K

la ecuacién anterior se puede escribir como

ou
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Ademas el sistema posee energia cinética (asociada al movimiento) que se expresa
mediante

1
K =—-{(4,q
5(4:9),
y luego la energia total resulta
H=K-U.

Newton también formulé que la energia total debe ser constante a lo largo de cada
solucién. Se puede probar que, eligiendo una métrica apropiada, las soluciones a
esta ecuacion a lo largo de las cuales la energia total H es constante, son geodésicas.
Poincaré, quien se dedicé a estudiar este problema, decia que dada una solucién
particular para el sistema, siempre se puede encontrar una soluciéon periddica, de
modo tal que la diferencia entre las dos soluciones sea arbitrariamente pequena a
lo largo de un intervalo de tiempo arbitrariamente largo. De ser cierto, esto seria
muy util, ya que a pesar de no poder conocer todas las 6rbitas, sabriamos que pasan
arbitrariamente cerca de érbitas periddicas. jEn qué casos se puede afirmar que esto
es cierto? En el caso en que n = 3, se puede probar que el espacio de fases “es”
S? — {conjunto de colisiones}. O sea, el sistema de ecuaciones ordinarias en R? de
Newton, se puede reducir a un sistema de ecuaciones diferenciales en S? — {colisiones}
(la esfera con 3 agujeros). Ademds, este espacio admite una métrica que le otorga
curvatura seccional negativa (-1). (Por més detalles sobre el problema de n cuerpos
ver [3])
A lo largo de esta monografia nos dedicaremos a probar el siguiente teorema:

Teorema 1.1. Sea M una variedad Riemanniana compacta, con una métrica de clase
C? y curvatura seccional negativa. Entonces el flujo geodésico ¢y : TYM — THM es
ergodico.

Este teorema fue probado originalmente por D. Anosov, y su prueba se encuentra
en [I]. Nosotros probaremos previamente que en condiciones de hipétesis de este
teorema, el flujo geodésico es de Anosov. La ergodicidad de un flujo junto con la
propiedad de Anosov tiene, como una de sus consecuencias, la existencia de orbitas
periodicas densas.

Por otra parte, la ergodicidad misma tiene también sus aplicaciones. La teoria
ergddica, como muchas otras teorias matematicas, surge como respuesta a la necesidad
de describir un fenémeno fisico. Imaginemos que tenemos un conjunto de particulas
de un gas confinadas a un recipiente de volumen finito (medida de Liouville finita),
que interactian entre si debido a las colisiones. Supongamos que = = (z1, ..., T,)
representa el vector de las posiciones de las n particulas del gas (n puede ser muy
grande). Agregamos ademds la hipétesis de que la energia total de este sistema, o
sea, la suma de las energias que posee cada particula, debe permanecer constante a



lo largo del tiempo. El estado del sistema evoluciona segin la ecuacion diferencial

dxl-
dt

= Xi<33'1, ,.’L"n)

Este sistema de ecuaciones diferenciales, determina un flujo P;(z), donde x = (x4, ..., z,)
representa un punto del espacio de fases (estados posibles), llamémosle M, y Pi(z)
seria el estado del sistema en tiempo ¢, si el estado inicial era x. Dicho en otros
términos, P;(x) es la solucién que en t = 0 pasa por x. P, : M — M serd un
homeomorfismo para todo ¢, que ademas preservara la medida Liouville. Boltzmann
planted la hipdtesis de que un sistema que parte de un estado inicial cualquiera, even-
tualmente pasara por todos los estados posibles del espacio de fases, lo que se conoce
como hipotesis ergodica. Si f : M — R es una funcién integrable en el espacio de
fases M, entonces si quisiéramos medir la evolucion de f para un sistema de estado
inicial z, a lo largo de un periodo de tiempo, tendriamos

1 T
7| rena

Para obtener el promedio temporal de f a lo largo de toda la evolucién del sistema,
deberiamos tomar el limite cuando 7' tiende a infinito de la expresion de arriba,
asumiendo que este existe para todo z, o al menos para casi todo x € M. Cuando
f representa una magnitud fisica del sistema que se desea medir, no siempre es facil
calcular estos promedios, ya que medir una magnitud fisica requiere determinado
periodo de tiempo, durante el cual el estado del sistema puede variar considerable-
mente. Ademds, para algunos sistemas la evolucién en el tiempo es dificil de calcular
debido a que la dependencia respecto de las condiciones iniciales es muy fuerte, y
estas pueden ser desconocidas. Sin embargo siempre se conocen cuales son todos los
estados posibles. Es por esto que es de gran utilidad asumir que los promedios tem-
porales de mas arriba son independientes de z, y ademas coinciden con lo promedios
espaciales (en el espacio de fases), definidos mediante

/M f(@)du(),

donde p representa la medida de Liouville en M. Se puede encontrar mas informacion
sobre los origenes de la teorfa ergédica en [6].

Dada una variedad, probaremos la ergodicidad del flujo geodésico en el tangente
unitario bajo ciertas hipdtesis: compacidad de la variedad y curvatura seccional neg-
ativa. Veremos primero que este flujo en 7'M es de Anosov, o sea, que TT* M puede
descomponerse en un subespacio E° que se contrae exponencialmente con el flujo, y
otro E* que se expande exponencialmente con el mismo. Daremos previamente la
definicién de difeomorfismo de Anosov, y veremos un ejemplo en el toro T?. Luego



mostraremos como construir un flujo de Anosov a partir de un difeomorfismo de
Anosov.

Para ver que el flujo geodésico en T'M es de Anosov, precisaremos comprender
previamente la estructura de 7T M, ya que no es facil trabajar en este espacio como
lo seria en TM. Dado que la estructura de este ultimo nos es familiar, veremos
que, dado 6 = (z,v) € TM podemos identificar TyT'M con T, M & T, M mediante
un isomorfismo lineal. Veremos también que podemos estudiar el comportamiento
del flujo geodésico en términos de la evolucion de los campos de Jacobi. Esto nos
permitird construir una familia de conos invariantes por el flujo, y veremos que la
existencia de estos conos implica que el flujo es de Anosov.

Dedicaremos una seccion a definir una forma de volumen en T'M y ver que el flujo
geodésico preserva esta forma de volumen, y por tanto la medida que esta induce. Esto
es importante ya que la ergodicidad de un flujo requiere en particular que preserve la
medida.

Mostraremos también como se construye un ejemplo de una variedad en condi-
ciones de hipétesis del teoremal[l.1] y para este caso particular veremos una prueba de
la ergodicidad del flujo geodésico en el tangente unitario. Para probar el caso general,
estudiaremos las foliaciones estable de inestable de T'M através del flujo, y veremos
que son absolutamente continuas. Esto junto con el teorema ergddico de Birkhoff, que
también enunciaremos, y el conocido argumento de Hopf, nos dara la ergodicidad.

Finalmente, veremos como menciondbamos mas arriba, que una consecuencia de
que el flujo geodésico sea ergddico y de Anosov, es la existencia de érbitas periddicas
densas.

2 Preliminares de geometria Riemanniana

2.1 Introduccion

Vamos a comenzar por dar algunas definiciones y enunciar algunos resultados sobre
geometria Riemanniana, que nos seran utiles mas adelante. Los resultados de esta
secci6én y sus demostraciones pueden encontrarse en los capitulos 1, 2, 3 y 4 de [9].

2.2 Meétricas Riemannianas

Definicién 2.1. Dada una variedad diferenciable M, una métrica Riemanniana es
una correspondencia que a cada punto p € M, le asocia un producto interno para su
espacio tangente T,M, que varia diferenciablemente con p. O sea

(. ):T,M x T,M — R

es un producto interno para todo p € M.



Observacion 2.1. Que los productos internos varian diferenciablemente con p, quiere
decir que st v : U C R" — M es una parametrizacion de M alrededor de p, con
V(xy, .y xy) = q € Y(U), luego {a%i(qni:lmn es una base de T,M. Pongamos

520 5 (@)

g’ij<x17 ceey l'n) = <

entones las g;; : U — R son funciones diferenciables.

Ejemplo 2.1. Si M = R", y hacemos la identificacion

a J—
a.flji N

0,..., 1 ,..0)

7

y ponemos la métrica

00y
Jis = 8%’ al’j

tenemos una métrica Riemanniana, que es la métrica Euclidea usual.

=6,

2.3 Conexiones afines
Denotaremos por 2" (M) al conjunto de los campos de vectores en una variedad M.
Definicién 2.2. Una conezxion afin V en M es un mapa
V:Z(M)x Z(M)— Z' (M)
(X,Y)— VyY

que reune las siguientes propiedades:

o VixigvZ = fVxZ +gVyZ

e Vx(Y+2)=VxY +VxZ

o Vx(fY)=fVxY +X(f)Y
para todo X, Y, Z € Z(M), f, g € C>®(M).

La expresion VxY deberiamos pensarla como la derivada del campo Y en la
direccién del campo X.

Definicién 2.3. Sea { X1, ..., X,,} una base de T,,M asociada a una cierta parametrizacién
¢. Si escribimos

Vx,X;(p) = Z FZ’(?)XIC

entonces los Fiﬁcj, son funciones C'*™° que seran los coeficientes de la conexién asociados

a la parametrizacion ¢.



Proposicion 2.4. Dada una variedad diferenciable con una conexion V, existe una
unica correspondencia que a cada campo de vectores V a lo largo de una curva
c: 1 — M, le asocia otro campo de vectores % a lo largo ¢, llamado derivada
covariante de V' a lo largo de ¢, que satisface las siguientes propiedades:

e (VW) =8Y+ 2
o D(fv)y=4v 4 fBY. Para todo V, W campos a lo largo de c, f € C(I).

. @L e}sc/z’ste Y € 2 (M) tal que V(t) = Y(c(t)) para todo t € I, entonces B =
de .
at

Observacion 2.2. Observar que este ultimo requisito de la derivada covariante tiene
sentido, ya que si escribimos la conexion en términos de coordenadas locales, queda
en evidencia que VxY (p) depende tinicamente del valor de X en p, y del valor de Y
a lo largo de una curva tangente a X en p, en un entorno de p.

Definicién 2.5. Decimos que un campo V' a lo largo de una curva ¢ : I — M es

paralelo, si %(t) = 0 para todo t € I.

Proposiciéon 2.6. Sea M wuna variedad diferenciable con una conexion V, y sea
c: I — M una curva diferenciable en M, tal que ¢(to) = Vo € Tou)M. Luego,
existe un unico campo V' a lo largo de ¢, paralelo, con V (ty) = V.

Definicién 2.7. Al campo de la proposicién anterior, le llamaremos transporte par-
alelo de Vg a lo largo de c.

Definicién 2.8. Diremos que una conexién afin en una variedad Riemanniana M es
compatible con la métrica, si dados V' y W campos de vectores a lo largo de una curva
c: I — M, se tiene

d DV DW
SVW) = (S0 W)+ (V, 20,

Definicién 2.9. Diremos que una conexién afin en una variedad Riemanniana M es
simétrica, si para todo par de campos X, Y € 2 (M) se tiene

VxY — Vy X = [X;Y],

donde
(X, Y]=XY -YX.
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Figure 1: Transporte paralelo de V; a lo largo de c.

Observacién 2.3. ;Qué significa en realidad XY? Recordemos que si X e Y son
campos de vectores en M, a cada punto p € M le asocian un vector v € T,M, donde
v es una derivacién. En particular, v es un mapa que toma funciones f € C*°(M) y
devuelve un nidmero real(ver [9], pdg. 6). Luego, si {%(p), e %(p)} es una base de

T,M asociada a una determinada parametrizacién alrededor de p, podemos escribir
los campos en coordenadas locales:

X(p) =Y i) 9),
i )
Y(p) = ij(p)x—j(p)
Luego
XY(f) = X(Y(f) =X _bi(p)—(p)),

y esto es a su vez

n ' 2
5 ob;df , 0f

a;] A )
i1 ‘ Xy Tj ]8xi8:cj

Observar que XY ya no es un campo de vectores, dado que aparecen derivadas de

orden mayor que 1, sin embargo existird siempre un campo Z € 2 (M) tal que
Z = XY —YX, por lo cual tiene sentido pensar [X,Y]| € Z(M).
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Teorema 2.10 (Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana M, existe una unica
conezxion V en M que es simétrica y compatible con la métrica de M.

Definicién 2.11. A la conexién del teorema anterior, le llamamos conexion de Levi-
Ciwita o conexion Riemanniana.

2.4 Geodésicas

Definicién 2.12. Una curva parametrizada v : [ — M es una geodésica, si

D
—A~(t) = tel
7B =0,tel,

donde ¥ = Cfl—z.

Proposicién 2.13. Si ¢ : U — M es una parametrizacion de M, y v(t) =
d(x1(t), ..., z,(t)), entonces v es una geodésica si y solo si se satisfacen la ecuaciones

%), +Zrk dxi% ~0
'7]’

di2 Udt dt

para todo k =1,...,n.

Proposicién 2.14. Dado un punto p € M, existe un abierto V- C M, entorno de p,
numeros positivos 0 y €, y un mapa diferenciable

v (=0,0) X U — M,

donde
U ={(q,v):qeV, veT,M, |v|<e},

tal que la curva (g 1 (=0,0) — M, con g (t) = v(t,q,v) es la tinica geodésica
que en tiempo t = 0 pasa por el punto p con velocidad v.

Definicién 2.15. Una variedad Riemanniana M se dice completa si, para todo p € M
las geodésicas, y(t), que pasan por p estan definidas para todo t € R. Esto es
equivalente a decir que M es un espacio métrico completo con la distancia inducida
por la métrica Riemanniana.

2.5 El tensor de curvatura

Definicién 2.16. Dada una variedad Riemanniana M, definimos su curvatura, R,
como la correspondencia que, a cada par de campos de vectores X, Y € 2 (M) le
asocia un mapa R(X,Y): Z (M) — 2 (M) definido mediante

R(X,)Y)(Z) =VyVxZ —=VxVyZ =V ixy|Z

para todo Z € Z° (M), y donde V denota la conexién Riemanniana en M.
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Proposicion 2.17. La curvatura tiene las siguientes propiedades:
1. R es C°(M)-bilineal como funcién definida en & (M) x 2 (M).
2. Para todo X, Y € Z (M), el operador R(X,Y) es C>°(M)-lineal.

3. Identidad de Bianchi: R(X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0, para todo
XY, Z € 2 (M).

Dados campos X, Y, Z, T € 2 (M), notaremos mediante (X,Y, Z, T) a (R(X,Y)Z,T).

Proposicién 2.18. Se cumplen para todo X, Y, Z,T € Z (M) las siguientes propiedades:

1. (XY, Z,T)+ (Z,X,Y,T)+ (Y, Z,X,T).
2. (X,Y,2,T) = —(Y, X, Z,T).

3. (XY, 2,T)=—(X,Y,T,Z).

4. (X,Y,2,T)=(Z,T,X,Y).

2.6 La curvatura seccional

Denotemos por |z A y| a la expresién

V0zPlyl? = (2, )2,

que representa el drea del paralelogramo determinado por los vectores x e y.

Proposicién 2.19. Considero una variedad Riemanniana M, p € M y o un sube-
spacio de dimension 2 de T,M, y {x,y} una base cualquiera de o. Luego el valor

no depende de la base {z,y} de o elegida.

Definicién 2.20. Al valor k(z,y) definido en la proposicién anterior, le llamaremos
curvatura seccional de o. Podemos notarlo k(o).
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3 El fibrado tangente

3.1 Introduccion

En esta seccion se estudiard el fibrado tangente. Si M es una variedad de dimensién
n, daremos una caracterizaciéon para TT'M que nos permita comprender su estruc-
tura. Para ello, dado 6 = (z,v) € TM, encontraremos una descomposicién natural
de TyT'M en dos subespacios de dimensién n, que podremos identificar con T, M me-
diante un isomorfismo lineal. Se introduce, ademas, una métrica que hace que estos
subespacios sean ortogonales. Esta métrica también facilitara el estudio del campo
y el flujo geodésico, cuya definicién se da al principio de esta seccién. Finamente,
demostraremos que el campo geodésico preserva una forma de volumen en T'M. En
general, se han extraido estas ideas de [14] y [9].

3.2 El flujo geodésico

Definicién 3.1. Dada N una variedad (o un conjunto cualquiera), un flujo {¢;} en
N es un mapa
o RXN — N

tal que
©(0,z) = x para todo x € N,
ooz, 1),5) = Prys(T).
O sea, es una acciéon de R sobre V.

Sea M una variedad Riemanniana completa, v(;.) : R — M la tinica geodésica
que en tiempo 0 pasa por x con velocidad v, dada por a proposicion 2.14] Esto es:

7(0)(5577)) = I7 7{;071)) (0) =v.
Para cada t € R definimos ¢; : TM — T'M mediante:

(bt ('x7 'U) = (’Y(m,v) (t)7 %x,v) (t))

Debido a la completitud de la variedad M, se tiene que ¢; es un difeomorfismo para
todo t € R.

Proposicién 3.2. La familia de difeomorfismos {¢;}ier €s un flujo en N =TM.
Proof. Basta ver que se cumple la propiedad de grupo: ¢; o ¢5 = dps.

Tenemos: ¢¢(¢s(2,v)) = G¢(V(w0)(5); Yz (5)). Y esto es, por definicion, la unica
geodésica que en tiempo 0 pasa por y()(s) con velocidad 7, ) (s) evaluada en ¢.

Y justamente por ser tnica coincide con Y(z), s decir (Y(z,v)(t 4 $); ¥y, (E + ) =

¢ 0 ds(x,v).
O
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Definicién 3.3. Al flujo {¢; }ier en TM le llamaremos flujo geodésico.

Definicién 3.4. Llamaremos campo geodésico al campo G : TM — T(TM), que
tiene como trayectorias a las curvas ¢t — (y(t),7/(t)). O sea, G(0) = L|,_od(t).

También podriamos definir el campo geodésico de forma explicita, como sigue:
Sea 1 : U — M una parametrizacion. Considero el campo G, como aquel cuyas
6rbitas son de la forma t — (y(t),~/(t)), donde v(t) = ¢(x1(t), ..., x,(t)) responde a
la ecuacién diferencial:
zh 4 S T2 (t) =0, k=1,..,n
siendo Fﬁ ; los coeficientes de la conexion V en las coordenadas locales de ¢, y donde V

es laconexion dada por la definicion [2.11, Luego definiriamos el flujo geodésico como
el flujo generado por el campo G. O sea, las soluciones a las ecuaciones diferenciales

de la forma: ' — )
{ x((5 =peTM (1)

En general el campo geodésico se puede definir de manera global, pero el flujo
no necesariamente esta definido para todo t en R. En nuestro caso particular, la
completitud de M (ver definicién [2.15)) nos permite definir ¢, para todo ¢t € R.

3.3 Geometria del fibrado tangente

Sea m : TM — M la proyeccién candnica, o sea m(x,v) = x, para todo x € M,
veT,M.

Definicién 3.5. Llamaremos subfibrado vertical, al subfibrado que cumple que su
fibra por un punto 0 = (z,v) € TM, V(0) es el nicleo de dym. O sea

V(0) = Ker(dyr).

Proposicion 3.6. El subfibrado vertical es isomorfo al espacio tangente a T, M C
TM en el punto 6.

Proof. Probaremos primero que V(0) C Ty(T,M):
Observar antes que nada que TyT, M ~ T, M. Sea 6 = (x,v) € T'M, y sea y una
curva en T'M tal que



de modo que Im(vy) C T, M. Luego w(y(t)) = z para todo t. Sea v = 7/(0) €
Ty(T,M). Como la funcién 7 es constante en T, M, se tiene que D7(v) = 0. Entonces
v € Ker(Dm), y luego Ty(T, M) C Ker(Dm)

Ahora probemos que V(0) D Tp(T, M):

Como D7 es sobreyectiva y su dominio, TT'M, tiene dimension 2d, donde d es la
dimensién de M, su nicleo Ker(Dn) debe tener dimensiéon d también. Y podemos
concluir Ty(T, M) = Ker (D).

O

Supongamos que M tiene una métrica Riemanniana. Definimos el mapa de
conexiéon K : T'T'M — T'M como sigue:

Sea& € TyTMy z: (—€,€) — T'M una curva con z(0) = 6, 2/(0) = £. Esta curva,
serd a su vez levantada de otra curva « : (—e, €) — M. Esto significa que o« = 7o z.
Consideremos también un campo de vectores Z a lo largo de o, (Z(t) € TowyM), tal
que z(t) = (a(t), Z(1)).

Definimos Ky(&) := (V4Z)(0), donde V es la conexién Riemanniana de la definicién
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Definicién 3.7. Se define el subfibrado horizontal como aquel cuya fibra por el punto
0 estd dada por H(0) = Ker(Ky).

Proposicién 3.8. Ky estd bien definida (i.e. no depende de la curva z elegida).

Proof. Sea w : (—0,0) — T'M otra curva con w(0) = 6, w'(0) = &, y sea (3 la
curva en M dada por B(t) = m o w(t). Consideremos ademés el campo W tal que

w(t) = (B(1), W(1)).
Luego,

B'(0) = (m o w)'(0)
y esto es
dgm(w'(0)) = dor(§).
Por otro lado,
a/(0) = (w0 2)(0) = dym(2'(0)),

y esto también es dym(£). Entonces o/(0) = 5/(0). Ademds tenemos:
{ 2(0) = 0 = (a(0), Z(0))
w(0) = 6 = (6(0), W(0))

De modo que, por las propiedades de la conexién Riemanniana (2.2]), se tiene
VW (0) =VuZ(0) = Kp(§) como querfamos ver.
O
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Podriamos también definir el subfibrado horizontal de otra manera. Consider-
amos Ly : T,M — Ty TM definida como sigue: dado u € T,M, consideramos
a: (—€e) — M con a(0) = z, o/(0) = u. Sea Z(t) el transporte paralelo de v a
lo largo de «, y sea 0 : (—¢,e) — T'M / o(t) = («(t), Z(t)). Definimos entonces
Ly(u) :==0'(0) € TyT M.

Proposicién 3.9. Los subespacios H(0) e Im(Lg) definidos anteriormente coinciden.

Proof. Si consideramos & = ¢/(0), es claro que Ky(§) = 0, yaque esigual a (V,Z)(0) =
0 porque Z es paralelo. Podemos concluir entonces que Im(Ly) C Ker(Ky). A su
vez, si v € Ker(Ky), entonces Ky(v) = Vo Z(0) = 0. Por definicién de transporte
paralelo, y como éste es tnico, Z debe ser el transporte paralelo de v a lo largo de a.
Por definicién de Ly se tiene v € Im(Ly).

[l
Proposicién 3.10. Se cumple dom o Ly = Idr, -
Proof. Sean 0 = (z,v) € TM, u € T,M y o como en la definicién de Ly.
o(t) = (a(t), Z(t)) por lo tanto (7w o o)(t) = a(t). Luego
(m00)'(0) = dym(c’(0)) = '(0) = u.
Pero ¢’(0) = Lg(u) por definicién. Entonces tenemos:
dgm o Lyg(u) = u.
De modo que
dgﬂ' o} L9 = ]deM
[l

Proposicién 3.11. Las transformaciones lineales dg| gy : H(0) — To M y Ko|v (o)
V() — T, M son isomorfismos.

Proof. Veamos primero que dy7|g) es un isomorfismo. Aplicando la proposicién
tenemos dym(H (0)) = dgm(ImLy), y por la proposicién se tiene dgmo Lo(T, M) =
T, M. Luego, dgm|n) es sobreyectiva. Sea v € H(f) tal que dgm(v) = 0. Entonces
v = Lp(w) para algin w € T, M. Se tiene:

0 = dym(v) = dpm(Lg(w)) = w,

por lo tanto
vV = Lg(w) = Lg(O) = 0.

Entonces Ker(dgm|m)) = {0}
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Ahora veamos que K|y (g) es un isomorfismo. Sea v € T, M, : (—€,e) — M
con 3(0) = x, y sea V un campo a lo largo de 5 tal que V'V (0) = v. Consideramos
z:(—€,e) — TM tal que z(t) = (5(t),V(t)). De modo que, por la definicién de Ky,
tenemos:

Kp(2'(0)) = VgV (0) = v.

Luego, K|y () sobreyectiva. De la proposicion 3.6/ concluimos ademés que dim(V (6)) =
dim(T,M) = d, entonces debe ser también inyectiva.
[

Corolario 3.12. La dimensién de H(0) coincide con la de T, M.
Corolario 3.13. El mapa jo : TyTM — T, M&T, M, tal que jo(&) = (dom (&), Ko(§)),

es un isomorfismo lineal.

El corolario anterior nos permite establecer la correspondencia & — (&,&,). De
modo que se tiene la identificaciéon natural: TyTM = H(0) & V(0).

3.4 La métrica de Sasaki

Para ésta descomposicién de TyT'M = H(0) & V(0), podemos definir una métrica
natural que hace que H(0) y V(0) sean ortogonales:

L& >e=<dp(§),dom(n) >r(0) + < Ko(§), Ko(n) >r(0)

El campo geodésido G : TM — TTM se puede expresar en términos de jg.
Tenfamos G(0) = L],20¢:(0) = L]—o(70(t), 74(t)), donde 75 es la tinica geodésica en
M de condicién inicial 6. O sea, que en t = 0 pasa por = con velocidad v.

Por la unicidad del transporte paralelo, ¢t — 7, (t) debe ser el transporte paralelo
de v a lo largo de vy. Entonces, G(0) = Ly(v) € H(#). Identificando Ly(v) con su
imagen por la aplicacién jy, tenemos:

Lo(v) = (dgm(Lg(v)),0) = (v,0) € T,M & T, M.
——

=Id|7, m(v)

3.5 La forma de volumen

Ahora vamos a probar que el flujo geodésico preserva una forma de volumen. Para
esto, seguiremos la sugerencia de prueba dada en el ejercicio 14 del cap. 3 de [9).

Definicién 3.14. Sea 2 (M) el conjunto de los campos en una variedad M y X €
X (M). Sea {E, ..., E,} un referencial geodésico en p € M tal que X =" | (fiE;).
Definimos la divergencia de X, que notaremos divX : M — R mediante:

divX(p) = Z Ei(fi)(p).
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Observaciéon 3.1. Si M = R", entonces

Proposicién 3.15. Sea M wuna variedad Riemanniana orientada de dimension n,
y el elemento de volumen v, una n-forma diferencial en M, definida en una base

mediante
v(v1, ..., v) = £/ det((vi, vj))s;

donde £ hace referencia a la orientacion de la base {vy,...,v,}. St X € Z (M), defin-
imos (X )v(Ya,...Y,) = v(X, Y, .., Y,), Ys,...Y, € Z(M). Entonces d(i(X)v) =
divXv.

Proof. Dado p € M considero un referencial geodésico en p, {E1, ..., E, }, y un campo
X = >" (fiE:;). Considero la familia de 1-formas {w;}; tales que w;(E;) = d;;.
Claramente w := w; A ... Aw, es una forma de volumen, ya que es una n-forma y solo
se anula en 0. Considero ademas la (n — 1)-forma 6; = wy A ... Aw;—1 A Wigq... A\ wy,.

Veamos primero que i(X)v = 3 (=1)"*! fif;. Escribamos Y; = 37" giE;. Se
tiene

<X,X> (X, Ya) .. (X,Y,)
V(X,Ys, ... Y,) =
(Yn,X) Y, Y) o (Yy,Yo)

Observar también que
Vi) = ijg;‘<Ej7 E;) = ijgé,
J J

¥y que

(V;, Vi) = Zg] J,ngE Zgjgj

Luego el determinante anterior es

> X he - g
S B N, e X,

Z flgﬁ g5, v(E:, ED,...,EJ-HZ.

4,52, ,Jn=1

ki 23255 dn M; 5J250-5dn
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Por otro lado 6;(Ya, ..., Y,) = 0:(3°7 1 63, By, s 27 1 97 Ej,), v esto es

Observar que k; j, . j, = fiNj,,.. ;.- Ol desarrollamos el determinante M; ;, ;. por la
primer columna se tiene:

n n
Z ki7j2,---,jnMi7j2,---,jn:Zfi(_l)”l Z Mj2sesin ]27 7]71)

6,525 +5Jn=1 =1 ]27 HJjn=1
~~

91(Y2»--~:Yn)

Entonces i(X)v(Ya, ..., Yn) = >0 fi(=1)"16,(Y3, ..., Y,) como querfamos ver.
Ahora podemos escribir

n

A = S (1 A 6+ 3 (1) A df

=1

y por otra parte se tiene
0 fz
df; = ZE fi)w
J

Luego, en [3_; Ej(fi)w;] A 0; sobrevive solo el i-ésimo término, y se tiene

d(i(X))y =D ()™ E(fi)w A6+ Z(—niﬂﬁ A db;.

%
N v

div(X)

Aqui el segundo termino se anula, dado que, como dw;, = 0 en p para todo k, se tiene
que df; = 0 para todo ¢ = 1, ..., n, concluyendo la prueba. O

Proposicién 3.16. Sea M una variedad Riemanniana y X € 2 (M). Sea p € M
con X (p) 7é 0. Sean ((t,z2,...,x,) coordenadas en un entorno abierto U de p, de
modo que =X. Seav = gdt/\dxg A...Ndz, la forma de volumen en M. FEntonces

iW(X)v = gdxs A ... Nz,
y luego

18g

divX = —
X g@t
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Proof. Por definicion sabemos
i(X)v(Ys, ... Y,) =v(X,Ys,....Y,) = gdt Ndag A ... Ndx, (X, Y, ..., Y5).

Observar que dt(X) = 1, y dz;(X) = 0 paratodo i = 2, ...,n. Entonces i(X)v(Ys,...,Y,)
es

gldt(X)dza A ... Ndxp(Y2,..,Yn) + ... + den(X)dt ANdxag Ao Ndxp—1(Y2,...,Yn)]

Ahora, en vista de la proposicién anterior (3.15)), debe ser d(gdxaA...dx,(Ya, ..., Y,)) =
divXv. La expresion de la izquierda en esta igualdad es

0 0 0
a—‘idt Adzy A . Adz, + ... + ajndxn Adzy A . A da, = a—‘jdt A Ad,,
Y esto es
dg 11/
otg
Entonces debe ser 19
divx = =2
g ot

[]

Observacién 3.2. La proposicion anterior, nos dice que la divergencia del campo
determina como varia la forma de volumen en la direccion de ese campo.

Proposicién 3.17. La divergencia del campo geodésico G es 0.

Proof. Sea p € M y (uy,...,u,) coordenadas normales alrededor de p, de modo que
las geodésicas que pasan por p son de a forma expp(tv). Luego, en p los simbolos de
Christoffel se anulan (I'};(p) = 0). Luego, si un campo X =), xia%i, su divergencia
en p se puede calcular como lo hariamos en R”, esto es

. O,
divX(p) = Z 50

Sean (u;,v;) las coordenadas en T'M, donde un vector v € T,M se escribe como
> vi%. La métrica natural en TM, dado 6 en T'M es

< &, n>= (dgm(§), dpm(n)) + (Ko (§), Ko(n))-

Como hemos identificado TTM con TM ®T M, sean {v1, ...,v,}y {01, ..., 0, } bases de
T,M. Luego a forma de volumen en T'M es \/det(gi) = dvy A... Adv, Adiy A ... \Nd0y,
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donde {dvy, ..., dv,,d0y, ...,dv,} es una base de de las formas diferenciales en TyT M,
Vg =< v, 0 >. Y esta es la expresion de la forma de volumen con la métrica
producto, ya que

<L v, O >= (Vg Vem) i + (Vv Ukv )10

Recordar que si pensamos G : TM — T,M & T, M entonces G(p,v) = (v,0), o
sea (¥9(0),0). Como v; = 8‘9 entonces G(v;) = 622 ==Y sz%a%k (ecuacién de
J
las geodésicas). G(u;) = 52 = v;.
Luego la divergencia de GG en p se escribe

B 00
divG(p 232 )—Za—w(zrjka—wa—w)(m,
i ik

y esto es

3z
Z ! ZE)U Z ij vve)(p) = 0.

‘ —VO —0 en p

]

Corolario 3.18. El campo geodésico G preserva la forma de volumen, y por tanto la
medida asociada a la forma de volumen.

4 Hiperbolicidad y flujos de Anosov

4.1 Introduccion

En esta secciéon daremos las definiciones de flujo y difeomorfismo de Anosov. Veremos
como construir flujos de Anosov a partir de un difeomorfismo también de Anosov, y
también daremos algin ejemplo. Las definiciones y enunciados de esta secciéon han
sido extraidos en general de [12], [7], [§] [13].

4.2 Definiciones

Definicién 4.1. Un mapa lineal en A : R” — R" se dice hiperbdlico, si todos sus
valores propios tienen maédulo distinto de 1.

Si F) es el subespacio propio asociado al valor propio A, definimos entonces:
T =@ Ery BT =B B

Proposicién 4.2. Sea A : R® — R”™ hiperbdlico. Existen C' > 0, A € (0,1), y
subespacios E~ y ET con E- @ ET = R" tales que:
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o || A"(v) [|[< CA™ || v || para todo v € E~
o || A7"(v) |[< CN" || v || para todo v € ET
A E~ y ET se les llama subespacio estable e inestable respectivamente.

Definicién 4.3. Sea M una variedad diferenciable. f: U C M — M un difeomor-
fismo sobre su imagen definido en el abierto U, de clase C!, y sea p un punto periédico
de periodo n, cuya orbita esta incluida en U. Decimos que p es un punto periddico
hiperbdlico para f si el diferencial de f™ en el punto p, (Df"), : T,M — T,M es un
mapa lineal hiperbédlico. A su érbita le llamaremos orbita periddica hiperbdlica.

Definicién 4.4. Sea N una variedad Riemanniana, ¢ : R x N — N un flujo suave,
y A C N un conjunto ¢, — tnvariante (¢(A) C A). Se dice que A es hiperbdlico
para el flujo ¢, si existe una métrica Riemanniana en un abierto U conteniendo a A,
C >0,y A <1< ptales que para todo x € A existe una descomposicién de T, N:

T.N = E; @ E]® E;
tal que 4|, _gp:(z) € EY — {0}, dimE? = 1, Dp,(E*) = E*, y ademds
I Dol g 1< CX,
I Doilps 1< Cu™".
Definicién 4.5. Un flujo de clase C* en una variedad compacta ¢, : N — N, se
dice Anosov si N es un conjunto hiperbdlico para ;.

Teorema 4.6. Sea A un conjunto hiperbolico para un flujo vy : N — N de clase
C",r €N, ysean \ y u las constantes en la definicion[{.4), y to > 0. Luego para cada
x € A existe un par de C"-discos encajados, Wi (x) y Wk.(x), llamados variedades
estable e inestable local respectivamente, tales que:

o Wi (z) = B, TLWi.(2) = Ef

o (Wiie(2)) € Wige(¢u(x))

Y (Wi (@) € Wi (6-o(x)) para todo t >
e Para todo 6 > 0 existe C(6) tal que

— dist(¢i(z), pe(y)) < C(O)(N\ + 0)'dist(z,y) para todo y € Wi (x) y para
todot >0

— dist(¢_i(x), d—+(y)) < C(0)(u—0)""dist(x,y) para todoy € Wi.(x) y para
todo t > 0.
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Figure 2: Descomposicién de T, M.

o FEziste una familia continua de entornos de x, {U,} tales que:

— Wi (x) = {y tal que ¢,(y) € Uy, (z), t > 0, dist(¢'(z), ¢'(y)) — 0 cuando
t — oo}

— Wig(x) = {y tal que ¢_+(y) € Uy (), t > 0, dist(¢p~"(x), 6" (y)) — 0

cuando t — oo}

Definicién 4.7. Definimos

W () = o (Wie(er()))

t>0

Wh(z) = (Wi (du(x)))

t>0

y les llamaremos variedad estable fuerte global y variedad inestable fuerte global en x
respectivamente. Se caracterizan por cumplir:

o W3(x) ={y € N tal que dist(¢(z), $:(y)) — 0 cuando t — oo}

o W (x)={y € N tal que dist(¢_¢(x),p_+(y)) = 0 cuando t — oo}
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Definicion 4.8. Las variedades

W () == [ ¢:(W*(x))

teR

W (2) = | 6" ()

teR

seran las variedades estable débil e inestable débil de x respectivamente. Ademas
TWY =E'@FE, yT,W"=FE'®ES.

Nos proponemos probar que en el tangente unitario, 7'M, de una variedad com-
pacta de curvatura negativa, el flujo geodésico ¢; es de Anosov. Esto es, que todo
T'M es un conjunto hiperbélico para el flujo. La siguiente proposicién nos da una
condicién suficiente para verificar que un conjunto es hiperbélico. Damos previamente
una definicién.

Definicién 4.9. Un cono % en un espacio vectorial V', es un subconjunto tal que
existe una forma cuadratica Q)¢ no degenerada en V', de modo que ¥ = {v €
V' tal que Qy(v) > 0}

Proposicién 4.10. Sea ¢ un flujo en una variedad Riemanniana N. Un conjunto
A C N compacto , pi-invariante serd hiperbolico, si existen constantes X < 1 < u
tales que, par todo x en A existe una descomposicion de T,N, E2 & S, ® T,, no
necesariamente invariante por ¢, una familia de conos horizontales {H,} con S, C
H, para todo x, asociados a la descomposicion S, & (E° & T,), una familia de conos
verticales V,, con T, C V, para todo x, asociados con la descomposicion (SIGBE;))@T:C
tales que para todo t > 0 se cumple:

1. Dopy(Hy) C IntHy, )y y Do_y(Vy) C IntV,
2. || Dpe(§) 1211 € || p* para todo § € H,
8. || Dp_(§) =1 € | A* para todo & €V,

Observacién 4.1. Decir que H, es un cono horizontal asociado a la descomposicion
Sy @ (B2 ® T,), es decir que podemos escribir cada v de T, N como (vs,, Vgoar, ), ¥
que |vs,| > |vgoer,|- Andlogo para los conos verticales V.

La proposicion anterior, es un corolario directo de la siguiente.

Proposicién 4.11. Sean N < p/ y Ym, 7, > 0, m € Z y L, : R¥ x R"* una
sucesion de mapas lineales invertibles que cumplen las siguientes condiciones:

o L, (H™™)C Int(H"™+),
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o LY (Vmr) C Int(Vm),

o || Ly (u,v)|| > p||(u,v)|| para todo (u,v) € H'™,

o || Ly (u,v)|| < N||(u,v)|| para todo (u,v) € L~H(Vm+1).
Entonces, si definimos

E’:’_L = m;j)ZOLm—l o Lm—2 O0...0 Lm_i(H’Ym—i)

I o.9] -1 -1 -1 ’Y;n i
E, = ﬁi:[)Lm © Lm+1 ©..0 Lm+z(v + +1)7

m

entonces Ef serd un subespacio de dimension k dentro de H™ , y E. serd un sube-
. . ., /
spacio de dimension n — k dentro de V' 7m.

Por una prueba de esta proposicién, ver Prop. 6.2.12 en [12].

4.3 Ejemplos

Como hemos dicho, vamos a probar mas adelante que un ejemplo de flujo de Anosov,
son los flujos geodésicos en variedades compactas de curvatura estrictamente negativa.
Sin embargo podemos dar ahora una forma de construir flujos de Anosov mediante la
suspension de un difeomorfismo de Anosov. Veamos previamente algunas definiciones.

Definicién 4.12. Sea N una variedad diferenciable y f : U C N un difeomorfismo
sobre su imagen, de case C'. Si A C U es un conjunto f-invariante, diremos que A
es un conjunto hiperbdlico para f, si existen constantes A < 1 < pu tal que para todo
x € M la secuencia de diferenciales

(Df)fn(x) : Tfn(z)N — Tfn+1(x)N

admite un (\, pu)-splitting, esto es, para todo = € A y para todo n € Z existe una
descomposicion
_ ot -
Trr@N = Epuay) © Epna)

donde
(D f) () ()]| < Al|vl| para todo v € Ef,
D)7y ()l < il para todo w € By

Definicién 4.13. Decimos que f: N — N es un difeomorfismo de Anosov si N es
un conjunto hiperbdlico para f.
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Ejemplo 4.1. (Difeomorfismo de Anosov en el Toro)Supongamos que nuestra var-
iedad es el toro T?, pensado como R?/Z?, con la relacién de equivalencia

(a,b) ~ (c,d) si (c —a,d —b) € Z°.

Luego definimos la proyeccion candnica

7 :R* — T2, 7(a,b) = (a,b).

Considero f : T?> — T? definida mediante

w((7 1)

Es claro que si F': R? — R? es la transformcidn lineal cuya mariz aociada es
2 1
(1)

moF = fom.

se tiene

Luego si € es una 6rbita de F', (&) sera una érbita de f. Por otra parte, los valores
propios de A serdn A = (3 —/5)/2 < 1y o = (3++/(5))/2 > 1. Los subespacios
propios asociados a estos valores propios, Sy y S, son rectas por el origen y ademas
son invariantes por F. Es claro también que R* = Sy &S, Luego 7(S)) y 7(S,) serén
invariantes por f. Observar que F'|g, expande las distancias hacia el futuro (en la
medida que iteramos) y las contrae hacia el pasado, y lo mismo sucede con f. De
modo que f : T? — T? es un difeomorfismo de Anosov.

Definicién 4.14. Sea f : N — N un difeomorfismo en una variedad diferenciable.
Considero la variedad Ny := N x [0, 1], donde identifico los pares de la forma (z, 1)
con los pares de la forma (f(z),0), para todo x € N. El flujo de suspension serd el
flujo determinado por el campo ”vertical” %

Supongamos ahora que N = T2, f : T? — T? un difeomorfismo de Anosov,
y considero la variedad de suspensién T; = T? x [0,1]. Podemos darle a T; un
atlas, con parametrizaciones que se obtienen a partir de las parametrizaciones de T2,
que le otorgan una estructura de variedad diferenciable. Podemos ahora realizar la
identificacion
TwnTy ~ T, T? x T,R.

Consideramos el flujo ¢; : Ty — Ty que se obtiene al integrar el campo (0,0,1), o
sea, si p(z, s) = (&, §), entonces (Dgy) s (v) = (0,0,1) € T;T? x T3R.
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Poniendo la métrica apropiada en T, (ver detalles en seccién 2.4.1 de [13]), se
tiene que ¢, restricto a T? x {0} se comporta exactamente como f. De modo que
E* y E—, los subfibrados estable e inestable de f, por ser f— invariantes resultaran
ser también ¢ —invariantes, y varfan continuamente en T'(T? x {0}). Veamos que se
pueden extender a todo ch. Si ponemos

E~(¢u(p, 0)) = Doy (E(p, 0)),

E*(@4(p,0)) = Dey(E™(p,0))

y
E° ={(0,0,1)).

Luego E~, E*,y E° varfan continuamente en 7T, y son invariantes por Dep,. Con-
sideremos T'T, el tangente unitario a Ty. Dy : T'T;x[0,1] — T"'T; es una funcién
continua. Ademds T'T; x [0,1] es un compacto. Luego estd acotada. Supongamos
entonces que para x € Ty, se tiene ||(D¢y),(v)|| < k. Sean v € Ty y v € E-(x), y
sea to tal que ¢y, (z) € T? x 0, (D, ). (v) € E~ (4, (x)). Luego para todo n € ZT se
tiene

H(Dron)e ()] < A[(Dyg )a(v)[| < AE][0]].

Entonces E~ se contrae hacia el futuro. Andlogamente se prueba que ET se contrae
hacia el pasado.

5 El flujo geodésico en curvatura negativa

5.1 Introduccion

En este capitulo, verificaremos que el flujo geodésico en el tangente unitario 7'M,
cuando M es compacta y con curvatura negativa, estd en condiciones de hipdtesis
de la proposicién [4.10] y por tanto es un flujo de Anosov. Para esto, trabajaremos
en el tangente unitario, haciendo la siguiente identificacién: dado 6 = (p,v) € TM,
un vector £ € TyT'M se puede escribir de la forma & = (J(0),J'(0)), donde J es
un campo de Jacobi a lo largo de 7,. Recordemos que habiamos encontrando una
descomposicion de TyT'M en subespacios vertical y horizontal, ambos isomorfos a
T,M (proposicién . J(0) representara la coordenada horizontal de &, g, v J'(0)
la coordenada vertical, &. De este modo tendremos que TpT'M ~ T,M & v*.

5.2 Los campos de Jacobi

Sea M una variedad compacta, Riemanniana. TM su fibrado tangente, T'M el
tangente unitario y R el tensor de curvatura que definimos anteriormente ([2.16]).
Asumiremos que la curvatura seccional (definida en [2.20]) para todos los subespacios
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de dimensiéon 2 de T,M y para todo p en M, es negativa. Como M es compacta,
esta curvatura estara acotada. En particular, estarda acotada inferiormente por cierto
valor —n < 0.

Consideremos un campo de Jacobi J a lo largo de una geodésica v de M. Por
definicion, este campo responde a la ecuacién diferencial

J+R(%,J)y =0.

Proposicién 5.1. Un campo de Jacobi tangencial, (paralelo a 7), serd de la forma

J(t) = f(£)(t) con f=0.

Proof. Se tiene que 7(t) = 0 por ser geodésica, y entonces J= ff'y, lo cual a su vez es
igual a — < R(%, J)5,% >= — < R(¥,9)%, J >= 0. ]

Corolario 5.2. La proyeccion JT de cualquier campo de Jacobi sobre la direccion de
v serd también un campo de Jacobi.

Proof. La proyeccién J* serd de la forma f(t)7(t). Claramente, f(t) serd < J(t), v(t) >.
Luego, f(t) =< J,¥ >= — < R(%,%)%,J >= 0. De modo que JT responde a la
ecuacion de Jacobi. [

Corolario 5.3. La componente de J perpendicular a %, J*+ también serd un campo
de Jacobr.

Proof. Se desprende directamente de la linealidad de la ecuacién de Jacobi, ya que
Jt=J-JT. O

Dado p € M, v € T,M, consideremos la geodésica que en tiempo ¢ = 0 pasa por p
con velocidad v. Si {¢;} es el flujo geodésico, por lo visto en el capitulo anterior, existe
una familia de isomorfismos jg : TpT'M — T, M &T,, M, definidos en el corolario ,
tales que jg(&) = (&, &) de modo tal que jg, o) (D¢i(§)) = (J(t), J(t)), donde J es un
campo de Jacobi a lo largo de ,, con J(0) = &, J(0) = &,.

Eso nos permitird describir la dinamica del flujo geodésico en términos de la
evolucion de los campos de Jacobi.

Observaciéon 5.1. Si la dimension de M es n, entonces dado x € M existen n cam-
pos de Jacobi linealmente independientes, tales que J(0) = v, para todo v € T, M.
Ademas, {J1,...,Jn} con J;(0) = v seran campos de Jacobi linealmente independi-
entes, si y solo si {J1(0), ..., J,(0)} lo son en T,M.

Como hemos mencionado mds arriba, los campos de Jacobi paralelos a la ¥ son
de la forma J(t) = f(t)¥(t) con f = 0. De modo que f debe ser de la forma

ft)=at+b.
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Luego, forman un subespacio de dimensién 2 dentro del espacio de los campos de
Jacobi. Los campos de Jacobi tangenciales, seran entonces de esta forma

J(t) = ati(t) + bi(t),

y se tiene _
J(t) = a5(2).

Ahora bien, si consideramos el fibrado tangente unitario 7' M, estarfamos considerando
solamente en T, M los vectores de médulo 1, por lo cual debera ser @ = 1. Entonces
en T'M, el subespacio de los campos de Jacobi tangenciales tendrs dimensién 1, y
serd el subespacio E° buscado (el que representa la direccién del flujo). Ahora alcanza
ver que el espacio de los campos de Jacobi ortogonales, admite una descomposicion
en un espacio que se contrae exponencialmente por el flujo, y otro que se expande
exponencialmente, ambos invariantes.

Poniendo K (.J) = —R(%, J)4, un campo de Jacobi ortogonal verifica .J— K (.J) = 0.
K serd entonces un operador simétrico definido negativo.

La curvatura seccional negativa junto con la compacidad de la variedad, aseguran
la existencia de k y » mayores que 0 tales que:

o (K(J),J) < —k(J,J) siempre que J L 5
o (K(J),K(J)) < % para todo J € T'M

En particular, cualquier cota superior de la curvatura seccional, puedo escribirla
como —k2.
Para ver la hiperbolicidad del flujo geodésico, introducimos una nueva norma en
TpM @ TpM:
v [l= ((u,u) + efv, 0)) "2

para todo u,v € T,M y para algin € < %

Observacién 5.2. El conjunto Cs = {(J J) tal que 221 ”JJ” >0} es un cono en T,M &
T,M en el sentido de la deﬁmcwn ya que Qs definida mediante

es una forma cuadrdtica, y se tiene
Cs={(J,J) € T,M & T,M tal que Q5(J,.J) > 0}.

Lema 5.4. Para todo § < 3/2, la familia de conos Cs definida anteriormente es
estrictamente invariante por el flujo {&:}. Ademds los campos de Jacobi en Cs se
expanden exponencialmene.
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Proof. Desarrollando algunas operaciones, se puede verificar que

d (J.J)
dt || J,J ||
cuando % =, o sea, ﬁ es creciente cuando alcanza el valor 9, y que
all L
|,
Entonces los campos J de Cs se expanden exponencialmente hacia el futuruo. O
Observacién 5.3. Teniendo en cuenta que ¢_(v) = —@i(—v), tenemos también

conos tnvariantes que expanden hacia el pasado.
Podemos ahora, en vista de la proposicién [4.10] concluir el siguiente teorema.

Teorema 5.5. §i M es una variedad compacta de curvatura seccional negativa, el
flujo geodésico en T M es un flujo de Anosov.

6 Definiciones y teoremas de medida y ergodici-
dad.

6.1 Introduccion

Daremos a continuacion algunas definiciones relativas a los espacios de medida y la
teoria ergodica. Enunciaremos ademas en este sentido los resultados que emplearemos
mas adelante para demostrar la ergodicidad del flujo geodésico en curvatura negativa.
Hemos extraido las definiciones y enunciados de esta secciéon principalmente de la
seccion 2.1 de [7], y de [4].

6.2 Transformaciones medibles

Definicién 6.1. e Dados dos espacios de medida (X, o7, u) y (Y, %, v), se dice
que una funcién ¢ : X — Y es medible, si 1)"(B) € &/ para todo B € 4.

e Diremos que 9 es no singular, si la preimagen de todo conjunto de medida nula
en Y tiene medida nula en X.

e Una funcién medible y no singular de un espacio de medida en si mismo, se
llama transformacion medible.
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Definicién 6.2. Sea m la medida de Lebesgue en R. Un fujo medible, ¢, en un
espacio de medida (X, 7, i), es un mapa ¢ : X x R — X tal que

e El mapa ¢ es medible respecto de la medida producto p x m en X x R

e Las funciones ¢; : X — X tal que ¢;(z) = p(z,1), son efectivamente un flujo,
como lo definimos en B.1l

Definicién 6.3. e Una funcién medible f : X — R se dice ¢-invariante si
u({z € X tal que f(pi(x)) # f(x)}) = 0 para todo t € R.

e Una funcién medible f : X — R es estrictamente @-invariante si f(¢i(x)) =
f(z) para todo (z,t) € X x R.

e Un conjunto A € &7 es p-invariante si la funcién caracteristica de A, x4, es una
funcién ¢-invariante.

Proposicion 6.4. Sea ¢ un flujo medible en un espacio de medida (X, o ), vy
[+ X — R una funcidn p-invariante. Luego, existe f estrictamente invariante tal

que f = f p—ctp.

Proof. Consideremos ® : X xR — X tal que ®(x,t) = ¢;(z), y v la medida producto
en X x R. Como f es p-invariante, se tiene

v({(x,1) : flpe()) = f(2)}) =1

Luego, el conjunto Ay = {z € X tal que f(pi(z)) = f(x) m —ctp t € R} también
tendrd medida total. Definimos entonces

;v | fly) sip(x) =y € Ay para algin t € R
Jw) = { 0 en cualquier otro caso (2)

Tenemos que verificar que estd bien definida, esto es, que no depende del y que
tomamos. Pero claramente, si pi(z) = y € Ay y ¢s(x) = 2z € Ay, entonces, por
la definicién de Ay debe ser f(z) = f(y). Luego, sea = tal que f no es constante
en la 6rbita de z, entonces f(¢y(x)) = 0 para todo t € R. De modo que resulta f

estrictamente invariante.

[]

Definicién 6.5. e Un flujo medible ¢ en un espacio de medida (X, o7, i) se dice
ergodico, si cualquier funciéon g-invariante es constante o — ctp. Esto es equiv-
alente a decir que todo subconjunto de X, medible e invariante por ¢ tiene, o
bien medida total, o bien medida nula.

e Decimos que el flujo ¢ preserva la medida p, (o que es p-invariante) si pu(@y(A)) =
i(A) para todo A € &7 y para todo t € R.
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Observacién 6.1. Sea N una variedad de dimension n, y ¥ : N — N un difeo-
morfismo. Sea w una forma de volumen en N, de modo que la medida de volumen,

1, queda determinada por
p() = [
A

para todo A Boreliano. El pull-back de w por 1, es la n-forma dada por

(V" (w)p(v1, .y ) = ww(p)(D¢p(Ul>a coey D ().

Sabemos ademds que

/ w :/w*(w) = |deth|/w.
p(A) A A
N—— ——
=u(1h(A)) =n(A)

De modo que la inica forma de que ¢ preserve el volumen, es que sea |detJi| = 1.

Definicién 6.6. Sea (X, .o) un espacio de mediday 7" : X — X una transformacién
medible. Una sucesién { f, },>1 de funciones reales medibles se dice subaditiva si, para
todo n, m mayores que 1, se cumple

fn+m S fn+meTn

Se dice aditiva si se cumple

fn+m = fn+fmoTn

Observar que toda sucesion aditiva, es en particular subaditiva.

Observacion 6.2. Una sucesion {f,} serd aditiva si y solo si

n—1
Jn = flOijnzl
0

j=

Proposicién 6.7. Sea {f,}n>1 una sucesion subaditiva de funciones reales medibles,
tales que fi estd en L'(u), y sea a € R. Definimos el siguiente conjunto

E,={re€ X :sup M>a}
n>1 n

Si A C E, es medible e invariante por T, o sea T~'(A) = A, entonces se tiene
/ fidp > ap(A).
A
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La prueba de esta proposicién se puede encontrar en el Teorema 2.2.6 de [7].

Corolario 6.8. Sea {f,}n>1 una sucesion subaditiva de funciones reales medibles,
tales que fi estd en L'(u). Sean o, 8 € R, y definimos los conjuntos

G_a:{xeX:limsup&>a}
n

_ Jiminf 7
%—{xeX.hﬁg’}fg<ﬁ}

Luego, para todo A C G,, B C Gy medibles con T (A)= A, T"Y(B) = B, se tiene
/ fidp > ap(A)
A

/ frdp < Bu(B)
B

Esta prueba puede verse en 2.2.7 de [7].

Corolario 6.9. Ademds si la sucesion es aditiva, los conjuntos G, y Gg son T'-
mvariantes.

Proof. Basta probar que liminf, %” y limsup,, % son T-invariantes.

for _ H@+RI@) A | fTE@)
n+1 n+1 n+1 n n+1
——
—1
Tomando limites superior e inferior en esa igualdad, se tiene el resultado. O

Teorema 6.10 (Birkhoff (Caso discreto)). Sea (X, <7, 1) un espacio de medida y sea
T : X — X medible que preserva p. Entonces, para toda funcién f € L'(u) ewxiste
para (L — ctp x € X el siguiente limite

lim L3 (1) = f(2)

Ademds f es T-invariante.

Proof. Sea f, = Z;:(} foT7. Por la observacién {fn}n>1 es aditiva. Si bien el
teorema vale para f : X — C, lo probaremos para f real. Separando luego f en sus
partes real e imaginaria , se tiene la prueba para el caso complejo. Sea

f

G={reX: liminf& < limsup =&
n n

()}
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Lo que queremos ver es que u(G) = 0. Observar que

G=|JG.nGs

a>f

esto es, todos los x € X tales que el limsup %(w) es mayor que algin a y el
lim inf %(az) es menor que algtin [ con a > (. Luego, basta ver que para A = G_aﬂ%,
p(A) = 0, para cualquier o, 8. Como G, y G son T-invariantes, A también lo ser.
En vista de los corolario anteriores tenemos

A) > /A fdp > ap(A)

y como ar > 3, debe ser ,u(A) = 0. Entonces para p—ctp z € X existe lim,,_,« %(x) =

f (). Veamos ahora que f es T-invariante p — ctp. Esto se desprende directamente
del corolario 6.9, ya que los limites superior e inferior de son invariantes por T, y
coinciden con el limite en caso de existir.

[]

Consideremos ahora un flujo ¢ que preserva una medida finita sobre abiertos.
Dada una funciéon medible f : X — R, consideremos

7 [ reana
7 [ rodana

Entonces se tienen las siguientes proposiciones.

Teorema 6.11 (Birkhoff (Para flujos)). Si f € L'(u) entonces los siguientes limites

limpr_ o f;f (x)

MmT—wofT_ (37)

existen y son iguales para p—ctp x € X. Y mds ain f+ y [~ son integrables respecto
de i y p-invariantes.

Proof. Definimos T'(z) = ¢1(x) fo x)dt. Como ¢; preserva la medida

u, T también lo hace. Y como f E LY (p), tamb1en se tiene f € L'(u). Luego,
definimos



y esto es

1 ' L1
lim >~ [ fonta)dt =t = [ o)
— /0
y aplicando la proposicion a f y T, este limite debe existir.
[

Observacién 6.3. Si f € L? entonces f+ y f~ son el mismo elemento f de L?, y f
es la proyeccién de f sobre L2.

Proposicién 6.12. Un flujo p; es ergodico para la medida p, si y solo si para toda

f € LY(pn) se cumple que
7= [ fn

_ 1 [T
fi= limt_“’of/o fpyp)dt.

donde

7 El ejemplo del bitoro

Es de interés ver que efectivamente existe alguna variedad Riemanniana en condi-
ciones de hipotesis del teorema (1.1l Dedicaremos esta seccién a mostrar un ejemplo
concreto, el cual se puede encontrar en la seccién 5.4 de [12].

Ejemplo 7.1. Consideremos el plano hiperbélico H = {z € C: Im(z) > 0}, del cual
sabemos admite una métrica { , )y con la que tendrd curvatura seccional constante
negativa. (Ver capitulo 8.3 de [9]). El mapa f : H — C definido mediante

Z—1
2+’

fz) =
tiene por imagen al conjunto
D={zeC:|z| <1}
Si ponemos en D la métrica
(v, w) = (Df (), Df ™ (w)),

f serd una isometria, se preservard la métrica y por tanto la curvatura. Consideremos
en D un octégono geodésico, esto es, un octégono cuyos lados estdn contenidos en
geodésicas. Con esta métrica, las geodésicas en D estaran dadas por los arcos de
circunferencia ortogonales a S!, y los didmetros de S (por una prueba de esto ver
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Teo. 5.4.9 en [12]). De modo que el octégono geodésico tendrd por lados arcos de
circunferencias, y sus vértices v;, k= 0,1...,7 seran de la forma

—kim /4
d.e Fm/4

donde d € (0,1). Observar que si hacemos tender d a 1, la suma de los dngulos
internos del octégono tiende a 0, ya que las circunferencias en las que estan contenidos
los lados son tangentes entre si cuando d = 1, mientras que si hacemos tender d a 0,
la circunferencias se parecen a rectas y los dngulos suman 67 como en un octégono
euclideo. Como la suma de los dngulos internos varia continuamente con d, podemos
elegir d adecuado para que esta suma tome el valor que querramos entre 0 y 6.
Nombremos los lados del octégono a1, as, az, a4, a1, a2, a3y a4 como en la figura.
Podemos identificar cada a; con a;, 1 = 1,2, 3, 4, mediante isometrias

;- a; — a;, para todo 1.

Sea T' el grupo generado por {ay, ap, e, ag}. Se puede probar que si logramos que
la suma de los dngulos internos sea igual a 2, (eligiendo el d apropiado), las iden-
tificaciones de los lados correspondientes del octogono hacen que todos los vértices
“se peguen bien”, y T':= D/I" serd una superficie. Una prueba de esto se puede en-
contrar en [10]. Ademds como el poligono era compacto, esta superficie serd también
compacta y tendra ademas la misma curvatura seccional que DD, constante e igual a
—1.

Es posible dar una prueba simple de la ergodicidad del flujo geodésico en T M,
cuando M es una variedad como la construida en el ejemplo anterior. (En el teorema
principal, probamos esto mismo cuando la curvatura es negativa pero no necesaria-
mente constante). Veremos previamente algunas ideas.

Dado z € H, podemos identificar T.H con C. Si w = u +iv y w' = v’ + ' son
vectores de T,H, definimos el siguiente producto interno en 7,H

(u+v)(u' + iv’)]
(Im(2))*
Esta es la métrica que hace que H tenga curvatura seccional constante y negativa.

Sea . el conjunto de las transformaciones de Mobius, esto es, las transformaciones
f:H — C de la forma

(w,w"), = (u+iv,u’ + ') := Re|

az+b
z) = .
/() cz+d
Es sabido que todas las transformaciones de Mobius son isometrias para la métrica
que definimos més arriba (ver Lema 5.4.5 en [12]).

Definicién 7.1. Las lineas horizontales en H, R + ir := {t +ir : t € R}, se llaman
horociclos centrados en el infinito. A los circulos tangentes al eje real por un punto
x € R se les llama horociclos centrados en x.
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Figure 3: Octégono geodésico en D.

Parametricemos ahora SH, el tangente unitario de H, poniendo coordenadas que
nos permitan trabajar en él. Sea ¢ € SH un punto que utilizaremos como referencia.
Tomemos otro p € SH, p = (,€), x € H, £ € T,H con |[¢|| = 1, y de modo tal que &
no apunte verticalmente hacia abajo. Sea H, el horociclo que tiene a £ como vector
normal apuntando hacia adentro (o hacia afuera), andlogamente se define H,, y v la
geodésica que une H, "R con H, NR. Llamaremos ¢ a la longitud orientada del arco
de v desde H), hasta H,. Denotemos ademas por v, a la longitud orientada del arco
de H, que va desde H, N~ hasta z = m(p), donde 7 : SH — H es la proyeccién
canodnica, y por u a la longitud orientada del arco de H, que va de H, N~ hasta 7(q),
como se muestra en la figura[7] Luego el mapa

YR — SH : (t,u,v) =p

es un difeomorfismo local que parametriza todo SH, salvo cuando p = (x,§) con &
apuntando verticalmente hacia abajo, pero esto se cubre con otra paramentrizacién
que tome como punto de referencia —q en vez de q. Sea W?*(p) el conjunto de los
vectores normales que apuntan hacia adentro de H,. Observar que para todos estos
vectores, las coordenadas u y ¢ coinciden, por lo cual W?*(p) resulta ser la curva de nivel
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(t,u) para . Luego W*(q) = ({0} x {0} xR), y W(q) := ¢»(Rx {0} xR) la variedad
estable débil de ¢ (Ver figura (7). W*(p) son los vectores unitarios normales a H_,
apuntando hacia afuera, que a su vez coincide con —W? . W*(q) = ¢({0} x R x {0}),
y W0(q) := (R x R x {0}) serd la variedad inestable débil de q.

Figure 5: Los horociclos para p, con p € W*°(q). Todos ellos tienen coordenadas
(t,0,v), con t,v € R.

Observacion 7.1. Las orbitas por el flujo geodésico de los puntos de W*(p) convergen
a la orbita de p, como se muestra en la figura[7.
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Figure 6: La 6rbita de ¢ € W?*(p) se "pega” a la de p en el futuro.

Teorema 7.2. Sea I un grupo discreto de isometrias sin punto fijos en H, y de modo
tal que M :=H/T es compacto y conezxo. Luego, el flujo geodésico en T*M es ergddico
para la medida de Liouville, m.

Proof. En vista del teorema [6.12] basta verificar que para toda f € L! se cumple que
T

T—>ooT 0

es constante m — ctp. A su vez, alcanza probarlo para f uniformemente continua, ya
que estas son densas en L'. Por otro lado, si probamos que f es constante m — ctp en
abiertos de M, esta constante deberia mantenerse en las intersecciones de abiertos, y
por ser M conexa, esto implicaria que es m — ctp constante en toda M.

Sea entonces f una funcién uniformemente continua. Por el teorema ergédico de
Birkhoff , como el flujo geodésico ¢; preserva la medida de Liouville, se tiene
que ?(x) existe para casi todo x € M. Supongamos que existe para cierto p € M, y
sea g € W*(p). Luego, por la observacién , dado € > 0 existe Tg tal que si T' > Ty
se tiene

|f(oe(p) = f(de(q))] < e

Esto implica que .
7 [ ) = s(oanial <o

para T suficientemente grande. De modo que en el limite esto se anula, luego debe
ser 7+ (q) = 7+ (p). Ademéds, por el teorema ergédico de Birkhoff, este limite siempre

. . . -+ ’ .
existe y es ¢;-invariante. Por tanto f serd constante en las variedades estables.
Consideremos ahora

T () = lim /T F(dula)dr

T—o00

Con un argumento anslogo al utilizado para W*, f (z) existird y seréd constante en
W (z), y ademds Tr y f coinciden en donde ambas estdn definidas. Sea U un
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abierto de SH. Ahora bien, la forma en que hemos parametrizado las variedades
estable e inestable en este ejemplo, nos permite estar en condiciones de hipdtesis del
teorema de Fubini. Esto no sucede en el caso mas general para el cual demostraremos
la ergodicidad. Sin embargo probaremos que las las foliaciones estable e inestable son
absolutamente continuas, una propiedad que nos permitirda emplear un argumento
similar al de Fubini para integrar en la variedad, y cuya definiciéon daremos mas
adelante. Tenemos entonces, en este caso particular, que por el teorema de Fubini,
existe un abierto C' C R de medida total, tal que para todo t; € C se tiene

7+<t17u7 U) = ?7(1517’&,’0),

para casi todo par (u,v). Luego, si t; y ts estdn en C, los correspondientes conjuntos
de pares (u,v) de medida total se intersectan, y para todo (u,v) en esta interseccién
se cumple

Tt ) =T (ta,u,0).

Por lo tanto 7+ es constante m — ctp en U. [

8 Foliaciones

8.1 Introduccién

En esta seccién daremos la definicién de foliacién y veremos algunos ejemplos. También
enunciaremos y demostraremos algunos de los resultados previos necesarios para de-
mostrar el teorema . Estos enunciados y pruebas se extrajeron del apéndice de [2],

[5] y [1].

8.2 Definiciones y ejemplos

Definicién 8.1. Dado un espacio métrico X y ¢ un flujo en X. Llamaremos conjuntos
estable e inestable a los siguientes conjuntos respectivamente:

Vi(z) ={y e X : d(gi(x),p:(y)) — 0 cuando t — oo}

Vi(z)={z€ X : d(pz),vi(z)) — 0 cuando t — —oc}.

Proposicién 8.2. Sea ¢ un flujo continuo en un espacio métrico compacto , que
preserva una cierta medida positiva sobre abiertos, u, y sea f: X — R una funcion
medible p-invariante. Luego f es u— ctp constante en los conjuntos estables e inesta-
bles, esto es, existen subconjuntos del espacio métrico Ny y N, tales que para todo par
de puntos x,y € X\N; tales que y € V3(x), f(x) = f(y), y para todo par de puntos
z,z € X\N, con z € V¥ (z), f(x) = f(z).
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Proof. Probaremos que f es constante p — ctp en los conjuntos estables V*, la prueba
para los conjuntos inestables seréa analoga tomando los tiempos hacia el pasado. Sin
pérdida de generalidad, asumiremos que f es no negativa. Dado C' € R, sea fo(x) =
min{f(z),C}. Como f es g-invariante, fo también lo es. Ademas, si para todo
C € R probamos que fc es constante ctp en V*(x), f también lo sera.

Como f¢ es medible, la podemos aproximar en L' por una funcién continua, esto
es, para todo n € N existe h,, : X — R continua tal que

1
/ o — haldu < -
X n

Por el teorema ergédico de Birkhoff, existe para u — ctp x € X el limite

b = Jim 7 [ haleda)ar

T—so00 T

Como py fe son ¢-invariantes tenemos ademas

[ 1sete)=hu@ldn) = [ Velet)=haleduidnts) = [ et =ale)ldn

T 1
= dt] =
fe=1 /0 fe ]T
podemos escribir

/lec(y)—%/OTh (2e(y))|dtdp(y) / / | fe(y) e))|duly )dt<%

Observar que por estar acotada, h, es uniformemente continua. Luego, para todo
x donde exista hf(x) y para todo y € V*(x), por la definicién de V*(z) se cumple
hi(x) = ht(y), ya que para tiempos muy grandes o, () estard “muy cerca” de ¢;(y).
Luego, existe un conjunto de medida nula, N, tal que h}(z) existe y es constante
en V*(z) para todo z € X\N,,. Entonces f = lim,_, k! (x) serd constante en los
V#(x) para todo z € X\(UN,). Claramente resulta fo(z) = fZ(z) para ctp z € X,
de donde f sera constante p — ctp en los conjuntos estables.

Luego, como

[]

Definicién 8.3. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, y B* la bola
unitaria en R¥. Una foliacién de dimensién k en M, es una particién W de M en
subvariedades W (z), todas de clase C* y de dimensién k, tal que para todo z € M,
existe un entorno de x, U,, y un homeomorfismo w, : B¥ x B"* — U, tal que

o w,(0,0) =2z
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o w(B*, 2) es Wy (w(0, 2)), la componente conexa de W (w(0, 2))NU, que contiene
a w(0, z).

e El mapa w( ,2) : B¥ — w(B*,2) es un difeomorfismo de clase C*.

Diremos que es una foliacién de clase C!, si los homeomorfismos w, son ademés
difeomorfismos.

Observacion 8.1. Los homeomorfismos w, son parametrizaciones de M alrededor de
x que forman un atlas de M. También los difeomorfismos w,( ,z) son parametriza-
ciones de W (x) alrededor de x y forman un atlas de W (x).

Daremos un ejemplo de foliacién definida a través de una submersién. Daremos
previamente la definicion de submersién.

Definicién 8.4. Un mapa diferenciable entre variedades, f : M™ — N", es una
submersion si el diferencial Df, de f en un punto x € M, es sobreyectivo para todo
x € M. Naturalmente la dimensiéon de N debe ser menor o igual a la de M.

Una submersién se puede expresar localmente de la siguiente forma: Dado x € M
existen parametrizaciénes 1) : U — M alrededor de x, donde U = U; x Uy C
R™ " xR™, y): U C R" —s N alrededor de f(z), de modo tal que f=vytofor):
U x Uy —> U cumple

f(uq,ug) = us.

(Ver pag. 20 de [11])

El ejemplo de foliaciéon que daremos a continuacién, ha sido extraido de la seccion
1.1 de [3].

Ejemplo 8.1. Consideremos como variedad R"™!, con n > 2. Si identificamos R"*!
con R" x R, podemos manejar coordenadas de este modo: si w € R"™ w = (r, 2, 1),
dondet € R,y (r,z) =veR", conr =|v||yz= o7 Siempre que v #=. Es como
si a su vez identificiramos localmente R™ con S ! x R. Sea f : R"™ — R como
sigue

flrz,t) = (r* = 1)e'

Es facil ver que f definida de esta manera es una submersién de R"*! en R. Luego, los
conjuntos de nivel son todos preiméagenes de valores regulares, y por tanto, variedades
de dimensién (n + 1) — 1 = n. Entonces W tal que W(z) = f~1({f(z)}) para todo
x € R es una foliacién de R*™! en variedades de dimensién n.

Sea M una variedad Riemanniana con la distancia d inducida por la métrica, y
m la forma de volumen inducida por esta métrica. Denotaremos por my al volumen
inducido en una subvariedad N.
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Figure 7: Foliacién de R? por los conjuntos de nivel del mapa f(r, z,t) = (r* — 1)e’.

A continuacion daremos dos definiciones para casos particulares de foliaciones,
y veremos que uno es a su vez un caso particular del otro. Seran ttiles ya que las
foliaciones estable e inestable (W* y W*" respectivamente) de T'M inducidas por
el flujo geodésico cuando M es compacta y de curvatura negativa, verificaran estas
propiedades.

Definicién 8.5. Sea W una foliacién de dimensién k£ en M y L una subvariedad local
transversal a W, esto es, para todo z en L, T,M = T,W(z) ®T,L. Sea U un abierto
de la siguiente forma

U= ] Wy()

zeLl

donde Wy (x) es como en la definicién Diremos entones que W es absolutamente
continua si dados L y U como arriba, existe una familia de funciones medibles ¢, :
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Wy (x) — R tal que para todo A C U medible, se cumple
) = [ [ xaletg)dmy()im o)
L JWy(z)

Definicién 8.6. Sea W una foliaciéon en M y xy € M, x5 € W(xy). Sean Ly y Ly con
z; € L;, transversales C! locales a W. Consideramos U; C L tal que p(U;) C Lo, y
Uy = p(Uy) entornos de x71 y xo respectivamente, y un homeomorfismo p : Uy — Uy
(lamado mapa de holonomia) con p(x;) = xs y para todo y € U; se tiene que
p(y) € W(y). Entonces diremos que W es transversalmente absolutamente continua,
si el mapa p es absolutamente continuo para cualquier par de transversales elegidas
como arriba, esto es, existe una funcién positiva y medible ¢ : Uy — R (el Jacobiano
de p), tal que para todo A C U; medible se tiene

ma () = [ xawaty)dm, )

Ly
Nos interesa ver que que las foliaciones estable e inestable de T'M por el flujo

geodésico son absolutamente continuas, sin embargo probaremos que son transver-
salmente uniformemente continuas, en vista de la siguiente proposicion.

Proposicién 8.7. Toda foliacion transversalmente absolutamente continua, es abso-
lutamente continua.

La demostracién de esta proposicién se encuentra en la pag. 76 de [2] (apéndice).

Definicién 8.8. Sea W una foliacién en una variedad M,y f : M — R una funcion.
Diremos que f es constante ctp en las hojas de W, si existe M C M de medida total
tal que para todo z € M existe W(:E) C W(x) de medida total en W (x) tal que f es
constante en W (x).

Definicién 8.9. Dos foliaciones Wy y W5 se dicen transversales si T, W1 (z)NT,Wa(x) =
{0}, para todo x € M.

Proposiciéon 8.10. Sea M una variedad Riemanniana conexa, y sean Wi y Wy
foliaciones transversales y absolutamente continuas de M, y tales que T,W;(x) &
T.Wy(x) = T, M para todo x € M. Consideramos f : M — R medible y constante
ctp en las hojas de Wy y Wy. Entonces f es constante ctp en M.

Para demostrar esta proposicion, precisaremos el siguiente lema.

Lema 8.11. Sea W wuna foliacion absolutamente continua en una variedad M, y
f: M — R una funcion medible y casi todo punto constante en las hojas. Entonces,
para toda L transversal a W existe L C L medible, de medida total en L, tal que para
todo = € L existe W (z) C W(z) de medida total en W(z), tal que f es constante en
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Figure 8: Foliacion transversalmente absolutamente continua. “Medir” dentro de Uy
es como medir dentro de U; a menos de multiplicar por la funcién q.

Proof. Sea L transversal a W y M como en la definicién . Considero un cubrim-
iento finito de L por abiertos U; de M, donde los U; son como en la definicion [8.5]
Defino L; = U; () L. Como W es absolutamente continua, dado A; C Uj, se tiene

m(4A;) = m(4A; N M) = /L.( )/W ( )5I(y)dmw(x)(y)dmL(x)

de modo que L; = M N L; debe tener medida total en L;. Luego, para todo x € L;
se tiene que [ es mw ) — ctp constante en W (x), entonces para todo = € L existe
W(x) C W(z) de medida total en W (x) tal que f es constante en W (x). O

Proof. (De la proposicién Sea N; C M el subconjunto de medida nula tal que
para todo x € My = M\ Ny, f es constante myy, ;) — ctp y € Wi(x). Y sea Ny € M
el subconjunto de medida nula tal que f es constante myy,,) — ctp y € Wa(x) para
todo z € My = M\Ns.Sea € M y U un entorno de x. Por ser W absolutamente
continua, y en vista del lema [8.11] existe y tan cerca como se quiera de z tal que
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My (y) := Wi, (y) N My tiene medida total en Wy, (y). Como a su vez W, también
es absolutamente continua, para ctp z € Mi(y), Wa(z) N My tiene medida total en
W5. Luego f es m — ctp constante en U. Y como U es un abierto arbitrario y M es

conexa, esto se cumple en toda la variedad, como queria ver.
m

Definicién 8.12. Dos foliaciones transversales de dicen integrables si W definida

como sigue
U ww= U me

yeWi(z) z€Wa(z)

es una foliacién de dimension d; + do, donde d; y dy son las dimensiones de W7 y Wy
respectivamente.

Lema 8.13. Sean W7 y Wy foliaciones transversales integrables en una variedad
Riemanniana M, donde W, es una foliacion C* y W, es absolutamente continua.
Entonces W, definida como en es absolutamente continua.

Proof. Sea L transversal a W. Elegimos U de modo tal que el conjunto L =
U,er Wiy () sea transversal a W,. Por la continuidad absoluta de W, para todo
A C U se cumple:

L[ xtwsedm, o ;)
L JWa (y)

Luego como L = U,er, Wiy () esta foliada por las hojas de W7y, al ser unién de ellas,
podemos escribir:

/ dm (z / /W (s y)dmuw, o) (y)dm ()

donde j es una funcién medible y positiva. Luego

//W1 @) /W2 (@, y)xa(y, 2)0y (2)dmws,, () (2)dmw, @) (y)dme(2)

Yy €50 €5 a su vez

/ / S(Iyy) (Z)XA(y7 Z>deU(I7y)dmL({E)
L WU(xry)

Y como L era una transversal elegida arbitrariamente, esto prueba que W es absolu-
tamente continua. O
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9 Continuidad absoluta y ergodicidad del flujo geo-
désico

Enunciaremos ahora los ultimos resultados necesarios y demostraremos el teorema

[1.1] También hemos extraido en general estos resultados del apéndice de [2] y

Definicién 9.1. Si {¢;} es un flujo diferenciable en una variedad M, llamaremos W
a la foliacién dada por las orbitas del flujo, esto es

Woz) = {¢(z) : t € R}

Definicién 9.2. Sean H; y H, subespacios de T, M, y consideramos la siguiente
distancia entre ellos:

d(Hl, HQ) =
inf{r:3 x € Hy tal que By C B(x1,7)y 3 9 € Hy tal que By C B(z,7)},
donde B; y Bs son las bolas unitarias de H; y Hs respectivamente. Diremos que Hy

es 0 — transversal a H, cuando

' — o} > 0.
vie%f}i':l{ﬂvl va||} >

Consideremos ahora {¢;} el fluyjo geodésico en una variedad Riemanniana M, y
E*, E* y E° como en la definicién de conjunto hiperbdlico. Definimos E*(x) =
Es(z) ® E%x) y E*(z) = E*(z) ® E°(z). E*(z) y E"(z) son f-transverales para
algtin 6, y lo mismo se cumple para E'(z) y E%(z).

Lema 9.3. Si ¢, es un flujo de Anosov en N, para todo 6 > 0 eziste C; > 0 tal que,
para todo subespacio H C T, N con la misma dimension que E*(z) y 0-transversal a
E“(x), y para todo t > 0 se tiene:

d(dpp—1(H); E*(p—i(2))) < CLAd(H; E*(x))

Definicién 9.4. Una distribuciéon £ C TM se dice Hélder continua, si existen
constantes A y o > 0 constantes tales que, para todo =, y € M d(E(x); E(y)) <
Ald(z,y)]* Ay « serdn la constante y el exponente de Holder respectivamente.

Definicién 9.5. (Métrica adaptada) Dado ¢, un fluyjo de Anosov en una variedad
N, y X como en la definicién de conjunto hiperbélico. Sea 3 € (\,1). Par vy € EY,
vs € By v, € E*y T > 0 definimos:

[vo| = [[voll

" lldgrvs|
o B

t
|dp_vy|
i - [ Mzl
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Observacién 9.1. En vista de la definicién de hiperbolicidad y de flujo de Anosov,
debe ser

ol <l [ St

Haciendo tender T a infinito, la integral de la derecha en la ultima inecuacién con-
verge, ya que A < . Si tomamos r > 0, entonces

d rUs i d s
o= [ 1802y [ Mol
0

/Bt
" |ldprvs| T || deppus|
BT%@—/————&+ R
[[vs] b " ,]
A B

Como ||dpsvs]| < CAH||vg]|, cuando T es suficientemente grande, B < A. Finalmente
obtenemos que

|d‘PrUS| < Brh}s,

Andlogamente con |dg,v,|. De modo que, con esta nueva métrica, el flujo que era de
Anosov lo seguird siendo.

Proposicién 9.6. Las distribuciones E*, E*, E0, E*° para un flujo de Anosov de
clase C? son Holder continuas.

El siguiente teorema sera clave para probar el teorema Su prueba se puede
encontrar en la pag. 148 de [2] (apéndice), y también en [IJ.

Teorema 9.7. Sea M una variedad diferenciable, Riemanniana, compacta y con cur-
vatura seccional negativa. Entonces las foliaciones W y W* de T*M son transver-
salmente absolutamente continuas.

Precisaremos, por ultimo, el siguiente lema para demostrar el teorema

Lema 9.8. Sea W una foliacion absolutamente continua en una variedad M, y sea
N C M un conjunto nulo. Luego existe un conjunto también nulo, Ny tal que para
cualquier x € M\Ny, W(z) NN tiene medida nula en W (x).

Proof. Consideramos L una transversal local a la foliacién W. Por ser W absolu-

tamente continua, sabemos que para casi todo z € L, W(z) N N tiene medida nula

en W(z). Sea L el conjunto de medida total en L tal que para todo = € L\L,
w(z) (W (z) N N) = 0. Luego, el conjunto

U=|JW)

zel

tendrd medida total. Defino entonces Ny := M\U. O]

49



Finalmente podemos dar la siguiente demostracion.

Proof. (Del teorema Denotaremos por m al volumen inducido por la métrica
en la variedad M, )\, a la medida de Lebesgue en T, 7'M, © € M, y p serd la
medida asociada a la forma de volumen de Liouville en T'M. Ademas du(x,v) =
dm(z) x d\;(v). Por ser M compacta, m(M) < oo, y u(T* M) = m(M)\(T,T*M).
El flujo geodésico ¢, quedard determinado por la ecuacién diferencial

i =v,0=0

Como hemos visto, el flujo geodésico preserva la medida de Liouville. De modo
que estamos en condiciones de aplicar el teorema de Birkhoff y la proposicién
8.2 Sabemos por el teorema que la foliacion W*" es absolutamente continua y
también lo es WO, luego W serd absolutamente continua, en vista del lema [8.13]
Sea f : T'M — R una funcién medible y ¢-invariante. Luego,por la proposicién
| existe una funcién estrictamente invariante, f, que es p — ctp igual a f. A su
vez la proposicién [8.2) E existira un conjunto nulo N,, tal que f es constante en las
hojas de W* en T*M\N,,. El lema - 9.8 nos dice que existe otro conjunto nulo N; tal
que N, es un conunto nulo en W*(v) para todo v € T*M\N;. De modo que f serd
constante ctp en as hojas de W"(v). Ademds, como f es estrictamente invariante por
¢, es constante ctp en W*(v), luego f es constante ctp en las hojas de W*°. Ahora,
W v W* son como en la proposicién m Entonces f es constante ctp. Y como era
f arbitraria entonces el flujo geodésico ¢ debe ser ergddico, como queriamos ver. [

10 Consecuencias

Para finalizar, dedicaremos esta seccién a probar una consecuencia de la ergodicidad
del flujo geodésico, que se traduce en el siguiente teorema. Las definiciones y enun-
ciados que mencionaremos a continuacién, asi como sus demostraciones se pueden
encontrar en la seccién 18.1 de [12].

Teorema 10.1. Sea M wuna variedad Riemanniana de curvatra seccional estricta-
mente negativa. Luego, las geodésicas cerradas son densas en T M.

Para probar esto, precisaremos algunas definiciones y resultados previos, que se
pueden encontrar en el capitulo 18 de [12].

Definicién 10.2. Sea (X, d) un espacio métrico, U C M un abierto, y f: U — X
una funcién. Para a € ZU{—o0}, b € ZU {00}, una secuencia {z,}, con a < z,, < b.

e Se dice que {x,} es una e-pseudo drbita o e-orbita de f si

d(xp11, f(2,)) < € siempre que a < n < b.
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e Se dice que {z,} estd 0—sombreada por O(x) (la érbita de x € X), si

d(zn, f"(x)) < J siempre que a < n < b.

Definicién 10.3. Sea M una variedad Riemanniana y ¢, un flujo suave en M.
e Una curva diferenciable ¢ : R — M es una e-pseudo orbita o e-orbita de ¢, si
||é(t) — @(c(t))]] < € para todo t € R.
Si ¢ es periddica, se llama e-Orbita cerrada.

e Se dice que ¢ : R — M esta d—sombreada por la orbita de x € M, si existe
una funcién s : R — R con |£s — 1| < 4, de modo tal que

d(c(s(t)), ¢¢(x)) < d para todo t € R.

Nos interesa demostrar el siguiente teorema.

Teorema 10.4. (Lema de sombreado para flujos) Sea M una variedad Riemanniana
y ¢y un flujo suave en M. Consideremos N un conjunto hiperbdlico para ¢,. Luego,
existe un entorno abierto de A, U, tal que para todo 6 > 0 existe € > 0 tal que toda
e—orbita contenida en U estd d—sombreada por una orbita periddica de ¢y.

Probaremos primero una version analoga para difeomorfismos, ya que la prueba
para el caso de flujos emplea un argumento similar.

Teorema 10.5. (Lema de sombreado para difeomorfismos) Sea M una variedad Rie-
manniana, U C M abierto, y f : U — M wun difeomorfismo. Sea A compacto, un
conjunto hiperbolico para f. Luego existe un entorno de A, U(A), tal que para todo

d > 0 existe € > 0 de modo que toda e—orbita en U(A) estd d—sombreada por una
orbita de f.

A su vez, este teorema es un corolario del siguiente teorema.

Teorema 10.6. (Teorema de sombreado para difeomorfismos) Sea M una variedad
Riemanniana, d la distancia inducida por la métrica, U C M una abierto, f: U —
M un difeomorfismo, y A C U un conjunto hiperbolico para f. Luego existe un
entorno de A, U(A), y ey, do positivos tales que para todo 6 > 0 eziste € > 0 de modo
tal que: si f': U(N) — M es un difeomorfismo a menos de €y de f en la topologia
Cl, Y un espacio topolégico y g - Y — Y un difeomorfismo, o : Y — U(A)
continua, tal que
deo(ag, f'a) <,

donde dco es la distancia del supremo. Entonces existe 5 :Y — U(A) continua, tal
que Bg = '8, y deo(a, ) < 0. Ademds, B es localmente tinica, o sea, i Bg = f’B Y
dCo(a,ﬁ) < 8, entonces 3 = B.
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Observaciéon 10.1. Si en las hipdtesis de este teorema ponemosY =7, f' = f, ¢ =
0yg:Z — Z tal que g(n) = n+1, ahora o : Z — U(A) es una sucesion {x, }nez C
U(A). Poniendo B(n) = f™(z), se cumple Bg = f'B. Luego, d(x,, f*(x)) < ¢ para
todon € Z. De modo que tenemos el teorema |10.5,

Proof. (Idea de la demostracién) Sean f’, Y, g y a como en el enunciado del teorema.
El mapa (8 buscado es un punto fijo para el operador

F: COY,U(A)) — C°(Y, M)

B flofog
Intentaremos aplicar el teorema de la contraccién al operador F', para poder probar
la existencia de un punto fijo, el mapa 3. Para esto, serd necesario descomoner F' en

una pate lineal, y otra no lineal.
Para definir la distancia entre o y 3, considero el espacio

CoY,TM) := {v € C°(y,TM) tal que v(y) € Tp,)M, y € Y}

con la norma de la convergencia uniforme. Si 8 > 0 es suficientemente pequeno, el
siguiente mapa & en la bola de centro o y radio 8, B(a,0) C C2(Y,TM), esté bien
definido:

' : B(a,0) — C°(Y, TM) tal que («/5)(y) = exp;l )B(y),

(y

donde expq(y) denota el mapa exponencial el espacio tangente a M en el punto a(y).
Ademds, &7 serd un homeomorfismo sobre B*(0,6) C C°(Y,TM). Supongamos ahora
que « es un punto fijo para el mapa F'* definido como sigue

F*:= o Fa " : B(0,0) — C°Y, TM),
0 sea
luego

F(o/ ™ (v)) = o (v),

entonces & ~1(v) es un punto fijo de F. Se puede probar que F* es contractiva, por
lo cual tendra un tnico punto fijo, y como 7 es un homeomorfismo sobre B*(0,6),

esto implica que F' tiene un tnico punto fijo.
O

Un teorema analogo al anterior pero para flujos es el siguiente:
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Teorema 10.7. (Teorema de sombreado para flujos) Sea M una variedad Rieman-
niana, d la distancia inducida por la métrica, ¢; un flujo suave, y A un compacto
hiperbdlico para ¢y. Luego eziste un entorno de A, U(A), €y, do positivos tales que
para todo § > 0 existe € > 0 de modo tal que: si 1y : UN) — M es un flujo a
menos de € de ¢, en a topologia C', Y un espacio topolégico y v, - Y — Y un flujo
continuo, a : Y — U(A) continua, con a(y:(y)) es una curva de clase C*, y cuyo
vector tangente (a o Y)lo(y) en a(y) depende continuamente de y, y

supyey {( 0 1)lo(y), (1 0 @)lo(y)} < e,

entonces existe un maa
d
s:Y xR —R, con[asy—l\ <0
y B € Cy,U(A)) tal que

BYser) = D8, Y supyeyd(a, B) < 0.

La prueba de este teorema se basa en un argumento similar al empleado en la
prueba del teorema [10.6| y se puede encontrar en el capitulo 18 de [12]. De [10.7]
podemos concluir el teorema [10.4]

Observacion 10.2. La ergodicidad del flujo geodésico implica que existen orbitas
densas en T'M.

Proof. De la definicién de ergodicidad tenemos que, dados U y V' subconjuntos abier-
tos de TM, existe cierto t > 0 para el que ¢(U) NV # (). Como T'M es un espacio
métrico, considero una base numerable para la topologia,

% = {Bn}nEN-
Entonces, si considero ahora
oy, = {x € TM tal que ¢:(x) N B, es no vacio para algin t},

este conjunto es abierto por la continuidad de ¢;, y es denso por lo dicho mas arriba.
Luego

%::ﬂ%

neN

es residual, y por tanto denso. Luego, si x € Z, su 6rbita {¢;(x)}er es densa en
TM. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema [10.11
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Proof. Sea U C T'M un abierto, y como existen érbitas densas, puedo considerar
x € U, tal que la 6rbita de x es densa y B(x,¢) C U. Por el lema de sombreado para
flujos, existe ¢ tal que toda e-érbita esta d-sombreada por una orbita periddica. A su
vez, como la érbita de x es densa, existe to, tal que ¢, (z) € B(x,d). Luego, existird
y € B(z,€) cuya dérbita serd periddica. Esto prueba que por todo abierto pasa una
orbita periddica, o sea, una geodésica cerrada, por lo cual estas son densas, como
queria probar.

[]
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