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Introduccion

La teoria de categorias es una rama de la matemaética que estudia las clases
formadas por dos nociones no definidas de objeto y morfismo con una estruc-
tura similar. Pocos ano después de su invencién a mediados de los anos 50 del
siglo pasado matematicos como Lawvere comenzaron a estudiar la posibilidad de
fundamentar la matematica mediante esta teoria, surgiendo con este programa
una alternativa a la fundamentacion clésica via teoria de conjuntos. Una de las
diferencias fundamentales de la teoria de categorias con respecto a la teoria de
conjuntos es la ausencia del concepto de pertenencia como nocién fundamental.
En este trabajo presentaremos una axiomética de primer orden para la teoria
general de categorias, luego presentaremos una axiomatica de primer orden pa-
ra un tipo particular de categoria llamada Topos, y asumiendo la consistencia
de esta teoria construiremos un modelo de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel, reciprocamente asumiendo la consistencia de la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel, construiremos un modelo de la teoria de topos, estos resul-
tados pretenden mostrar la plausibilidad de la tesis que afirma la ”equivalencia
fundacional” entre la teoria de conjuntos y la teoria de categorias.

Salvo la parte de la axiomatica de la teorfa de conjuntos, los dos primeros
capitulos pueden ser omitidos si el lector esta familiarizado con los rudimentos
bésicos de la teoria de conjuntos y la teoria de modelos.
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Capitulo 1

Teoria de Conjuntos

1.1. Lenguaje de primer orden para la teoria de
conjuntos ZF

Sea Lge: un lenguaje légico de primer orden formado por las siguientes con-
diciones:
variables =1, 5 . . . x, para cada ¢ nimero natural.

simbolos légicos —, A, =
simbolo cuantificacional V

predicado binario €

Definicién 1.1 formulas Definimos inductivamente el conjuntos de las for-
mulas de Lget:

1. (z; = x;) es una formula para toda variable z;, ;.

2. (z; € ;) es una formula para toda variable x;, x;.

3. ¢ es una formula entonces (—y) es una formula.

4. 801 Yy o son férmulas entonces (o1 A p2) es una férmula.

5. si @ es una férmula, y x una variable, entonces (Vrp) es una formula.

1.2. Axiomas de ZFC

Definiciéon 1.2 Axziomas Z
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1. Axzioma de existencia
Jz(x = x).

2. Axioma de extensionalidad
VaVy(Vz(z Ex <> 2z €y) > x =1y).

3. Axioma esquema de comprension
Para cada férmula ¢ tal que FV (@) = {x, w1, ... w,},
VaVwy...w, Ve (x € y <> x € 2 A p).

4. Axioma de par
VaVy3z(z € z Ay € z).

5. Axzioma de la union
Vz3wvVyVe((z e y Ay € 2) = & € w)).

6. Axioma esquema de reemplazo
Para cada férmula ¢ tal que FV (p) = {z,y,w1,... wy},
Ywy ... w,(VaVyVz(p(z, y, W) A p(x, 2,0) = y = 2) = ViduVo(v € u
3s(s € t A p(s,v,W))).

7. Axioma de la potencia VaIyvVz(z C x — z € y).

8. Axioma de fundacionVr(Iy(y € x) — Jy(y € xA—-3z(z € xAz € y))).

Teorema 1.1 FEl Azioma de reemplazo implica el axioma de comprension.

Demostracion 1.1.1 Sea p(x,wW) como en la hipdtesis del axioma de com-
prension, consideremos la siguiente férmula ¥(z,y, W) = (x = y) A o(x, @), es
claro que YaoVaVyVz(y(z,y, W) A p(x, z,0) — y = z), entonces por el axioma
de reemplazo ViJuvv(v € u <> (s € LA s = v A p(s,W), entonces ViFuVv(v €
U+ v etAp(v,d)) .

O

Definicién 1.3 Sea p(z,z,w1,...,wy,) formula de Lget utilizaremos {x € z :
o(x, z,w1, ..., wy)} para referirnos al conjunto definido por el axioma de com-
Prension.

Definicién 1.4 Sea x conjunto (variable) definimos {x} como un conjunto que
verifica que y € {x} <y =x.

Observacién 1.1 Para todo conjunto © existe {x}, es decir la formula Va(Iz(Vy(y €
z <y =u1a)) es derivable de los ariomas de Z.

Demostracion 1.1.1 Por el axioma de par sabemos que existe z tal que x € z,
consideremos la formula ¢(y,x) = (y = x) entonces por comprension existe {x}
tal que para todoy y € {x} siiy € x Ay =z. O
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Proposicion 1.1.1 Para todo z, y conjuntos existe un conjunto x Ny tal que
para todo z z € x Ny sit z €T Nz €y.

Demostracion 1.1.1.1 Simplemente consideramos el conjunto definido por
comprensién {w €z :w € x Aw € y}.qed

Proposicién 1.1.2 Para todo x, y conjuntos existe un conjunto x Uy tal ue
para todo z z € x Uy sit z €xV 2z € y.

Demostracion 1.1.2.1 Simplemente aplicamos el axioma de la union al con-
Junto {z,y}.0

Definicién 1.5 Por el axioma de comprension sabemos que existe un conjunto
x tal existe el conjunto {y € x : y # y} existe, definimos ¢ como ¢ :={y € x :

y#yl
Definicién 1.6 Sea x conjunto, definimos suc(z) = x U {x}.

Definicion 1.7 Axziomas ZF Los axiomas de ZF son los aviomas de Z mas
el arioma siguiente:
Azioma del infinito 3z(¢p €  ANVy(y € z — suc(y) € z)).

1.2.1. Ordenes parciales

Definicién 1.8 Una relacion binaria (<) sobre un conjunto P es un orden par-
cial si verifica:

i) x £ x para todo x € P.

i<y Ny<z) —z<z.

En ese caso decimos que (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
Definicion 1.9 Decimos que x <y six <y o x =1y.

Definicién 1.10 Sea A C P, con P orden parcial, decimos que x € A es cota
superior de A si para todo a € A, a < x.

Definicién 1.11 Sea A C P, con P orden parcial, decimos que © € A es cota
inferior de A si para todo a € A, x < a.

Definicién 1.12 Sea A C P, con P orden parcial, decimos que a € A es el
minimo de A si para todo x € a tenemos que a < x.

Definicién 1.13 Sea A C P, con P orden parcial, decimos que a € A es el
mdximo de A si para todo x € a tenemos que a > x.

Definicién 1.14 Sea A C P, con P orden parcial, decimos que A es una cadena
en P, si para todo a,b€ A, a <b ob<a.

Definicién 1.15 Sean (P, <) , (Q, <) ordenes parciales y f : P — @Q funcidn,
decimos que [ preserva el orden si para todo x,y € P se verifica que x < y —

f(z) < f(y).
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Definicién 1.16 (orden lineal) decimos que (P, <) es un orden lineal si es un
orden parcial y para todo x,y € P se cumplezx <y ox >y ox=y.

Definicién 1.17 Sea (P, <), (Q, <) ordenes parciales, decimos que f : P — Q
es un isomorfismo de orden si f preserva el orden y es biyectiva.

Buen Orden

Definicién 1.18 (Buen Orden Sea (P, <) orden lineal, decimos que es un buen
orden si es un orden lineal y para todo A C P, A # 0 existe m € A minimo

Proposicién 1.1.3 Sea W, <) buen orden y f : W — W creciente, entonces
f(x) > x para todo x € W.

Demostracion 1.1.3.1 Sea A = {x € W : f(z) < z}. Si A # () entonces
existe a € A minimo entonces f(a) < a y como [ es creciente tenemos que
f(f(a)) < f(a) entonces f(a) € A absurdo. O

Proposicion 1.1.4 Sea W conjunto bien ordenado y f : W — W isomorfismo,
entonces f = Id

Demostracién 1.1.4.1 Por la proposicion anterior f(z) > x entonces f~1(f(x) >
f~1 entonces x = f~1, pero f~1(x) > x por la proposicién anterior entonces
x = f~Y(x) entonces x = f(x). O

Proposicion 1.1.5 Si W7 y Wy son buenos ordenes isomorfos, entonces el
isomorfismo es unico.

Demostracion 1.1.5.1 Sean f : Wi — Wy y g : Wi — Ws isomorfismos
entonces g~ L.f : W — Wo es isomorfismo, entonces por la proposicién anterior
g '.f = Id entonces f = g.

O

Definicion 1.19 Sea W buen orden, w € W, definimos el segmento inicial con
respecto a u como W(u) ={z € W :z <u}

Proposiciéon 1.1.6 Ningiun conjunto bien ordenado es isomorfo a uno de sus
segmentos iniciales.

Demostracion 1.1.6.1 Sea W conjunto bien ordenado tal que W = W (u) con
u € W, entonces Im(f) ={x € W :z < u} entonces f(u) < u absurdo.
O

Teorema 1.2 Sean Wy y W5 buenos ordenes, entonces vale una y sélo una de
las siguientes afirmaciones:

1. Wy es isomorfo a Ws
2. Wy es isomorfo a un segmento inicial de Ws.

3. Wy es isomorfo a un segmento inicial de W7.
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Demostracion 1.2.1 Sea f = {(z,y) € W1 x Wy : Wi(x) = Wa(y)}

f es inyectiva: Siy = y° entonces Wa(y) = Wa(y*) entonces Wi (z) = Wi(z'),
perox <z ox >z ox =2 six <z ox > tendriamos un buen orden
isomorfo a un segmento inicial, entonces x = x‘.

f preserva el orden : Si x < x* entonces Wy (z) < Wa(x*), pero Wi(z) = Wa(y),
Wi (zf) = Wa(y') entonces Wa(y) es isomorfo a un subconjunto de Wa(y‘) en-
tonces y < y

Si Wi =dom(f) y Wa =im(f), entonces vale el caso 1).

Si Wy # dom(f) y Wa # im(f), sean xog = min(Wy —dom(f) y yo = min(Wa —
im(f)) entonces para todo x < xg x € dom(f), para todo y < yo y € im(f) en-
tonces tenemos la funcidn f 1 Wi(xo) : Wi(zo) = Wa(yo) entonces Wi (zg) =2
Wi (yo) entonces xg € dom(f) entonces st W1 # dom(f) entonces Wa = im(f).

~

Si Wy # dom(f), y xo = min(Wy — dom(f) entonces si x > xo entonces
x & dom(f), porque si x € dom(f) entonces existe y tal que Wi (z) = Wa(y)
entonces Wi(xzo) — Wa(y), sea yo el minimo de Wi (y) — "Wi(zo)” entonces
Wi (zo) = Wi(zg) absurdo, entonces dom(f) = Wi(xo), dom(f) = im(f) en-
tonces Wi (o) = Wa).

Idem el otro caso.
O

Axioma de elecciéon(AC) Sea {z; :i € I}, con I # 0, y x; # 0 para todo 1,
entonces [[;c; x; # 0.

Definiciéon 1.20 Axiomas ZFC Los axiomas de ZFC son los axiomas de ZF
mas el axioma de eleccion.

1.3. Ordinales

Definicién 1.21 Sea T' conjunto decimos que es transitivo si para todo x € T
se cumple que © C T.

Definicién 1.22 (ordinal) Un conjunto o es un ordinal si:
1. « es transitivo.

2. a es un buen orden con la relacidn de pertenencia (€).

Definicién 1.23 Definimos ON como la clase de todos los ordinales.
St a y B son ordinales y o € B lo notaremos o < 3.

Proposicion 1.2.1 1. 0 es un ordinal.
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2. Si « es un ordinal y B € a entonces 5 es un ordinal.
3. Si a# B ordinales y o C B entonces o € B.

4. Si a, B ordinales entonces a« C 8 0o 8 C «.

Demostracion 1.2.1.1 1) 0 es claramente transitivo y bien ordenado por la
pertenencia.

2) Si B € a entonces B C « entonces 5 es un buen orden.

B transitivo: Sea v € B entonces v € o entonces v C a.

Supongamos que v — 8 # 0, v — B C « entonces existe 6 = min(y — ), como
d € v — B tenemos que 6 ¢ [ entonces como 3,0 € a y a buen orden 5 =96 o
Bed

Si B =~ entonces € v €  entonces {~, 8} C a no tendria minimo, absurdo.
Si 3 € & entonces 8 € 6 € v € B entonces {B,0,7} C « no tendria minimo,
absurdo, conclusion v — 3 =0 , entonces B es transitivo.

3) Sea o C B y o # B entonces o segmento inicial entonces existe v € 3
tal que a ={C e p:(<vy}=n.

4) Si a y B son ordinales claramente a N B es un ordinal, ademds aN B C S
yanNp Ca SianNp #ayanf #p entonces por la parte 3) aNP € a y
anp e B entonces aN B € an B absurdo, entonces aNB =a oanNp =
entonces a« C o B C a.

O

Proposicion 1.2.2 1. ON es una clase ordenada linealmente por <.

2. 8i A es una clase no vacia de ordinales entonces NA es un ordinal, NA € A
y ademds NA es el minimo de la clase A.

3. Si X es un conjunto de ordinales mo vacio, entonces UX es un ordinal y
UX es el supremo de X.

4. Para todo o ordinal tenemos que aU{a} es un ordinal y ademds U {a} es

el infimo de {8: 8 > a}.

Demostracion 1.2.2.1 1. Sea «a, B ordinales, si o # B entonces por la parte
4 de la prop anterior tenemos que o C B o B C « y por la parte 3 de la prop
anterior a € B o B € a,entonces es orden total.

Es un orden transitivo: Si o« € B y B € v, entonces 8 C vy entonces o € .

2. Sea x € NA, entonces x € « para todo o € A, entonces x C « para todo
a € A, entonces x C NA entonces NA es transitivo, y es un buen orden porque
es un subconjunto de un conjunto bien ordenado.

Sea o € A,entonces NA C a. Consideremos el conjunto C = {( € a: ( € A}.Si
C = 0 entonces para todo B € A, 8 =a 0o 8D a entonces o = NA.

Si C # 0 entonces consideremos 6 el minimo de C, sabemos que NA C &, vea-
mos que 6 C NA: Sea v € A ,tenemos que y Eax o a €y 0 a = 7.
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Si v € a entonces v € C' entonces § € v entonces § C 7.

Si a € v entonces a C y entonces § € v entonces § C 7.

Si o = 7y entonces como § € a tenemos que § C o = §.Conclusion § C v para
todo v € A entonces 6 C NA entonces § = NA, t obviamente es el infimo.

3. Sea X conjunto de ordinales, si x € UX entonces existe « € X tal que
T E€a€ X, seay €x C aentoncesy € o« € X entonces y € UX entonces
x C UX entonces UX es transitivo.

Sea x,y € NX entonces existe o, 3 € X ordinales tales que v € a ANy € 8
entonces x # yANx < yANy < z, es claramente un orden lineal porque es un
conjunto de ordinales. Veamos que es un buen orden: Sea A C UX con A # 0,A
es una clase de ordinales, entonces NA es el minimo.

4. Si a es un buen orden con la pertenencia entonces es evidente que o U {a}
también y claramente a U {a} es un buen orden. O

Proposicion 1.2.3 ON no es un conjunto.

Demostracion 1.2.3.1 Si ON fuera un conjunto entonces ON seria un ordi-
nal, entonces ON € ON absurdo. [

Teorema 1.3 Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un unico ordinal.

Demostracion 1.3.1 Ya vimos que si W1 y Wy son buenos ordenes isomorfos,
el isomorfismo es unico. Veamos la existencia:

Sea W buen orden, si existe algiun ordinal a tal que W es isomorfo a un segmento
inicial de o entonces tenemos el resultado, de lo contrario W = « para algin
ordinal o en cuyo caso también tenemos el resultado o para todo « € ON « es
isomorfo a un segmento inicial de W, en este caso consideremos la siguiente
relacion funcional. F: W — ON, F(z) = « donde « es isomorfo al segmento
inicial de W definido por x, a = {y € W : y < z}, por reemplazo F(W) es un
conjunto entonces F(W) = ON entonces ON es un conjunto, absurdo.

O

Definicién 1.24 Sea « ordinal, decimos que o es un ordinal sucesor si eziste
B ordinal tal que a = BU{B}, en este caso decimos que « es el sucesor de 3 y
escribimos a = B+ 1. En caso contrario decimos que es un ordinal limite.

Observacién 1.2 w es un ordinal limite.

Demostracion 1.2.1 Simplemente porque para todo n € w tenemosn+1 € w.
O

Proposicién 1.3.1 « es un ordinal limite sii o = Sup(a) = Sup{f : f < a}

Demostracion 1.3.1.1 (Reciproco):Si o no fuera ordinal limite tendriamos
un ordinal 7y tal que « = vy U {7y} entonces Sup{p: 8 < a} =~

(Directo) : Sea v = Sup{f : B < a}, como « es cota superior ¥y =« 0y € «,
st pasa lo dltimo tenemos v C a entonces v U {v} C a,y como a no es ordinal
sucesor tenemos que vy U {y} # « entonces y U {y} € « entonces y U {y} < v
absurdo, entonces v = «.

O
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Teorema 1.4 (Induccidn en ordinales, primera version) Sea C una clase de
ordinales que verifica:
i)0eC.

i) Si o € C entonces a+1 € C.

1) Si a es un ordinal limite tal que para todo f < «a se cumple que § € C
entonces a € C.

Entonces C = ON.

Demostracion 1.4.1 Sea o = min(ON — C) entonces como 0 ¢ ON —C
tenemos que a # 0 entonces a« = B+ 1 en cualquier caso por i),ii) tenemos que
a € C absurdo.

O

Teorema 1.5 (Induccidén en ordinales, segunda versidn) Sea o ordinal, ¢ una
formula con una variable libre, que verifica:

1. ¢(0).
2. ¢(a) entonces p(a +1).

3. si para todo B < a p(B) entonces p(a).
entonces para todo a € ON se cumple p(a).

Demostracion 1.5.1 Sea C = {a € ON : (o)}, y aplicamos al teorema
anterior a C. O

Teorema 1.6 (Induccidn en ordinales, tercera version) Sea o ordinal, ¢ férmu-
la con una variable libre, tal que para todo 8 € « si para todo v <  ¢(v) implica
»(B), entonces para todo B € a ().

Demostracion 1.6.1 Sea C = {8 € a: ~p(B)}, supongamos que C # (), sea
B minimo de C, entonces Vy < 8 ¢(7), entonces por hipdtesis p(8) absurdo.
[l

Teorema 1.7 (Induccion en ordinales, cuarta version) Sea ¢ formula, tal que
st para todo B < a ¢(B) implica (), entonces para todo o ordinal .

Demostracion 1.7.1 Simplemente considerar C = {8 € ON : ~p(B)}, y usar

el mismo argumento del teorema anterior. [

1.3.1. Equivalencias del Axioma de Eleccién

Principio del buen orden(PBO) Todo conjunto admite un buen orden,
es decir para todo x conjunto, existe o ordinal y f : a — z biyectiva.

Principio maximal de Hausdorff(PMH)
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Toda cadena no vacia en un conjunto parcialmente ordenado, puede ser ex-
tendida a una cadena maximal.

Lema de Zorn(LZ) .
Si toda cadena cadena no vacia en un conjunto parcialmente ordenado P tiene
una cota superior, entonces P tienen un elemento maximal.

Teorema 1.8 AC sit PBO sii LZ siit PMH.

Demostracion 1.8.1 Veamos que AC = PBO = LZ = PMH = AC.
AC = PBO : Sea x conjunto queremos encontrar un ordinal o y una funcion
f:a— x biyectiva.
Consideremos I = P(x) —{x}, para cada i € I definimos y; = x — 1, por el axio-
ma de eleccion sabemos que existe g € [[,c; vi, definamos la siguiente funcion.
f:Plx) — zU{x}, como f(i) = g(i) parai € I, y f(x) = x, ahora vamos a
definir una relacion h : ON — x, inductivamente
h(0) = f(0), si conocemos h | « vamos a definir h(«), de la siguiente manera.
[ f(nla]) si hla] £
hia) = x si hla) ==
observemos que si h[a] # x entonces si B < « entonces h(B) € h(w), por lo
tanto h | « es inyectiva, por lo tanto si h[a] # x para todo « ordinal tenemos
que h es una relacion funcional, pero entonces por el axioma de reemplazo ON
seria un conjunto, absurdo, por lo tanto existe o ordinal tal que hla] = x, con-
sideremos el minimo de esos «, entonces h | o — x es sobreyectiva e inyectiva.

7

PBO = LZ: Sea P conjunto parcialmente ordenado por la relacion <p, en-
tonces por PBO eziste o ordinal tal que P = {pg : B < a}, definamos una
funcion f: a — P inductivamente de la siguiente manera; f(8) = p, siy es
el menor ordinal tal que p, >p p para todo p, p € f[B], entonces fla es una
cadena, por lo tanto por hipdtesis existe p cota superior, queremos ver que p es
maximal, supongamos que no lo es, entonces p < p, para algun v < «, entonces
Py > q para todo g € f[y], entonces f(v) = py < p absurdo.

LZ = PMH : Sea P conjunto parcialmente ordenado, sea C' una cadena no
vacia de P, consideremos S = {D : D es cadena en P y C C D}, pode-
mos ver a & como un conjunto parcialmente ordenado por la inclusion, sea C
cadena en S, pero entonces | JC es una cadena en S por lo tanto tiene una cota
superior, ahora por el lema de Zorn, existe C cadena mazimal en S, y |JC es
una cadena en P que extiende a C. Veamos ahora que | JC es cadena mazimal
en P. Si no lo fuera existiria p € P tal que {p} U|JC cadena, entonces tene-
mos que CU{p}U|JC pertenece a S, por lo tanto C no es maximal en S absurdo.

PMH = AC : Sea {x;}ic; donde x; #0 y I # 0.

Sea F={f:1— Uc;zi: [, funcion parcial tal que para todo i€ I, f(i) €
x;}, sea k €1, a € xyp y{(k,a)}, como es una cadena pude ser extendida por el
PMH a una cadena mazimal en F, consideremos f = |JF, probemos que f es
funcion. Sii € dom(f) entonces existe g € F tal que f(i) = g(i), supongamos
que i € dom(g’) entonces g C g’ 0 g’ C g en cuyo caso g'(i) = g(i).



14 CAPITULO 1. TEORIA DE CONJUNTOS

Veamos ahora que f es total, es decir dom(f) = 1, si no fuera el caso existiria
j € I —dom(f), seab € xz;, entonces f & fU{(4,b)} por lo que f no seria
mazimal, absurdo, por lo tanto f € [];c; . qed

1.4. Cardinales

Definicién 1.25 Sean A y B conjuntos, decimos que tienen la misma cardina-
lidad (card(A) = card(B)) si existe f : A — B funcidn biyectiva.

Definicién 1.26 Sea A conjunto definimos el cardinal de A como card(A) =
min{B € ON : card(B) = card(A)}, el minimo existe porque A admite un buen
orden, por lo tanto existe o ordinal tal que es isomorfo a A con ese buen orden.

1.5. Relaciones bien fundadas

Definicién 1.27 Sea A conjunto, decimos que R C A X A es una relacion bien
fundada si para todo X C A, X tiene un elemento R-minimal, es decir existe
a € X tal que no existe x € X con xRa.

Teorema 1.9 Sea R una relacion bien fundada sobre A, entonces existe una
unica relacion funcional p : A — ON tal que para todo x € A se cumpla que
p(x) = Sup{p(y) +1: yRa}.

Im(p) es un ordinal al que llamaremos la altura de R.

Demostracion 1.9.1 Existencia: Definamos inductivamente una familia de
conjuntos de la siguiente manera:

Ay = 0.

Apr1={r € A:Vy(yRx — y € A,)}.

Ay = UccaAe, st a es un ordinal limite.

Sea H la clase de los ordinales o tales que A, = A,. Entonces H es una
clase no vacia , de lo contrario tendriamos una funcion biyectiva {As}acon C
P(A) — ON definida por la correspondencia A, — «, entonces ON seria un
conjunto.

Sea 0 = minH.

Afirmacion 1 A, C Agy1: Sea C ={a € ON : A, C Ant1}.Demostremos esta
afirmacion por induccion.

Sia =0 entonces Ag =0 C Ay.

Sia=p0+1 entonces Agy1 = {x € A: Vy(yRx — y € Ap)}. sea © € A1
entonces st yRx tenemos que y € Ag pero por hipédtesis de induccion Ag C
Apy1 = Aq entonces v € Aqt1.

Si « es ordinal limite; Sea v € Ay = UccaAc entonces existe ¢ < a tal que
x € A¢ C A¢cq1 C Aq,entonces para todo yRx tenemos que y € A, entonces
x € Aa+1.

Afirmacion 2 A = Ag: Supongamos que A— Ay # 0, entonces existe a € A— Ay
elemento R-minimal, entonces si xRa necesariamente © € Ay entonces a €
Agy1 = Ay absurdo.
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Definimos p: A — ON, como p(x) = a, o =min{f € ON :x € Agy1}.
Afirmacion: 3 xRy — p(x) < p(y): Induccion en p(y).

Sea p(x) = «, p(y) = B entoncesy € Agi1, sitRyAy € Agiq entonces x € Ag,
por lo tanto que 3 =0 tenemos x € Ag = 0 absurdo.

Si B es ordinal limite entonces Ag = Uc<pA¢ entonces © € Ac C Acy1 en-
tonces a < ¢ < B.

Si B =~v+1 entonces a < v < .

Afirmacion 4 p(x) = Sup{p(y) + 1 : yRz} : Ry — p(x) < p(y) entonces
ply) +1 < p(z) entonces p(x) es cota superior de {p(y +1:yRx}.

Sea vy tal que p(y)+1 <, como p(B) € B tenemos que y € Agy1 C A, entonces
para todo yRx tenemos que ylinA, — v € Ayy1 entonces p(x) < v entonces

p(z) = Sup{p(y) +1:yRx}.

Afirmacion 5 Im(p) = 0: Sea o € Im(p) entonces existe x € A tal que p(x) = a,
como x € A = Ag tenemos que si 0 es limite Ag = UccgA¢ entonces x € Ac,
con ¢ < 0 entonces v € A¢ C Acy1 entonces o < ¢ < 0 entonces oo < 0 entonces
a€ed.

Si theta = v + 1 entonces © € A,11 entonces p(x) = a < 7y entonces a < 6.
Sif) = 0 entonces Ag = A entonces A = () absurdo, entonces a € 0 entonces
Im(p) C 6.

Sea o < 0 ;Existe x € A tal que p(z) =« ¢

Sea D = Aqsr1 — Ay, si D = 0 entonces Agy1 = Aq con a < 0 absurdo. Si
D # 0, sea x € Aqr1 — Ao entonces p(x) = « entonces 8 C Im(p) entonces
Im(p) =6.

(]

1.6. Algunas consecuencias del axioma de regu-
laridad

Proposicién 1.9.1 No eziste una sucesion de conjuntos de la forma xg > x1 3
e Tp—1 D Ty -

Demostracion 1.9.1.1 Sea A = {xg,21,...,%n,...} entonces por el axioma
de fundacion existe x; € A tal que x; N A = () entonces x; ¢ z; para todo j
natural.

O

Observacién 1.3 En particular, para todo conjunto x se cumple que x ¢ x.
Demostracion 1.3.1 Simplemente aplicar la proposicion anterior al conjunto

{z}.
O

Proposicion 1.9.2 Para todo conjunto A existe T conjunto transitivo tal que
AcCT.
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Demostracion 1.9.2.1 Consideremos la siguiente sucesion de conjuntos.
Ag=A
An+1 = UAn
(o]
Definimos T = |J Ay ,veamos que T verifica la tesis.
n=0
Sea x € T entonces x € Ay, para algin k natural, si y € x entonces y € |J Ag
entonces y € Agy1 CT entonces x C T.
O

Definicion 1.28 Sea A conjunto, definimos la clausura transitiva como:

CT(A) = n{T :ACT,T transitivo}

Proposicion 1.9.3 Toda clase C no vacia tiene un elemento €-minimal.

Demostracion 1.9.3.1 Sea A € C, si ANC =0 entonces A es €-minimal, de
lo contrario CT(A)NC = X, X conjunto no vacio por lo tanto existe x € X
tal que N X = 0 por el axioma de fundacién.Entonces si x NC # O entonces
existe y € x Ny € C entonces y € CT(A) entoncesy € xNCT(A)NC=zNX
absurdo, entonces x NC =), entonces x es €-minimal.

O

1.7. La jerarquia acumulativa

Definicién 1.29 Definimos la siguiente familia de conjuntos inductivamente.
Vo =0.
Vat1 = P(Va).

Vo = U V3, si a es un ordinal limite.
B<a

Teorema 1.10 La sucesion definida anteriormente cumple con las siguientes
propiedades:
i) Vi es transitivo para todo ordinal o.

it) St o < B entonces V, C Vp.

ii) a« C Vg para todo ordinal c.

Demostracion 1.10.1 i) Sea C = {a € ON :V, es transitivo}

Observemos que 0 € C ,entonces C # ().

Sia€C— a+1eC: Seax € V,qq entonces x € P(V,, entonces x C V,, enton-
ces sty € x tenemos que y € V, entonces y C V,, entonces y € P(V,) = V1.

Si o es ordinal limite entonces si x € V,, tenemos que x € V¢ para algin ¢ < a,
entonces x C V¢ entonces x € P(Ve = Veyq.Por lo tanto tenemos x C Veyq C Vy
entonces o C V.
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i) Sea M = {a € ON : ¢ € ON, a < ¢ — Vi C Vs}.
0eH, Vo=0,0C V; para todo ¢ € ON.

SipeH = B+1¢€ H: Sea C tal que B+ 1 < (, entonces B < (, en-
tonces Vg C V¢, entonces Vg € V¢, entonces Vg C Viq1. Por lo tanto para
todo A C Vg, A C Veqq entonces A € Veyr, por lo tanto para todo A C Vg,
AeVeyr - Ae P(Vp), A€ Veya, entonces P(Vg) C Vegr — Vg C Veya,
entonces Va1 € Vey1 = P(Ve, entonces Va1 C Vg,

Sea « ordinal limite, entonces a = sup{f : B < a}, Vo, = |J Vs entonces
B<a
siae < ¢ 1mplica que B8 < ¢ para todo B < o, entonces Vg C V¢, para todo B < a,

entonces Vo C V.

iii) Sea C ={a € ON : a C V. }.
0e€C,0CVy=0.

SipeC—p+1eC: B C Vg entonces € P(Vg) = Vaiq, entonces 8 € Vaiq,
entonces 8 C Vay1, entonces B U {B} C Vpq1, entonces f+1 C Vgiq.

Si a es ordinal limite o = sup{¢ : ( < a}, Vo = U Ve, ¢ C V., entonces
(<a

¢ € Veya, entonces ¢ € V,, entonces {( : ( < a} CV,, entonces o C V.
O

Proposicién 1.10.1 Para todo conjunto x existe « ordinal tal que x € V,,, es

decir,
V= Va

acON

, donde V ={x:z =z}

Demostracion 1.10.1.1 Sea la clase C = {z : x ¢ Vo,Ya € ON}, si C es no
vacia existe x € C, x €-minimal, entonces Yy € xentonces y € V, para algin

a € ON entonces x C |J Vi, entoncesz=xN( J Va)= U zNV,.
ac€ON acON acEON
Si x NV, # 0 para todo o entonces por reemplazo ON seria un conjunto.Sea

v = min{y : NV, # 0} entonces v C |J Vi, entonces x C V., entonces
a<ly
x € V41, absurdo, por lo tanto C es una clase vacia.

O
Definicién 1.30 Sea x conjunto, definimos el rango del conjunto x, de la si-

guiente manera:
Rank(z) := min{a: z € Voq1}

Proposicion 1.10.2 Sean x,y conjuntos, o ordinal, entonces:
i) Six €y = Rank(z) < Rank(y).

it) o = Rank(a).
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Demostracion 1.10.2.1 i) Sea C = {a € ON : Jy tal que Rank(y) =
aAVz(z € y — Rank(z) < Rank(y)}. Veamos que C = ON.

0eC,0=0¢€P(0).

Sia =41, seay tal que Rank(y) = «, entonces y € Vi1, por lo tanto
six €y C Vg tenemos que x € Vo, = Vi1, entonces Rank(x) < 8 < a.

Si o ordinal limite: Sea y tal que Rank(y) = «, entonces para todo x € y C V,

tenemos que © € V,, pero Vo, = |J Vg entonces x € Vs, f < «, entonces
B<a
Rank(x) < 8 < a.

ii) Sea C = {a € ON : Rank(a) = a}.
0 € C Rank(0) = 0.

Sia = p+1 Rank(B) = B, 8 € Vg1, como 5 < a, entonces Rank(B) <
Rank(a),Rank(a) > B, entonces Rank(a) > o, y o € {f : a € Vgy1} porque
a C Vo, entonces a € Vyy1, entonces Rank(a) < «, entonces o = Rank(w).

Sia es ordinal limite: a = sup{f : B < a}, entonces Vo, = |J V3. Si Rank(a) <
B<a

a, entonces existe f < « tal que Rank(a) = [, entonces o € Vgi1, en-

tonces a C Vg, entonces B +2 € a C Vg, entonces 4+ 2 € V3, entonces

Rank(8+2) < B+ 1 absurdo.

O

1.8. El teorema del colapso de Mostowski

Definicién 1.31 Sea A conjunto, R C A x A relacion, x € A, definimos:

extr(z) ={y € A:yRx}

Definicion 1.32 Sea A conjunto, R C A x A, decimos que R es una relacion
extensional si para todo x,y € A, se verifica x #y = extr(x) # extr(y).

Teorema 1.11 (R-induccién) Sea R una relacion bien fundada sobre A y ¢
una formula tal que si x € A yVz((zRx A ¢(2)) = ¢(x)), entonces Vx € A vale

()

Demostracion 1.11.1 Sea C ={zx € A: -¢(x)}
Si C # ), entonces existe a € C R-minimal, entonces para todo yRa, y verifica

@, entonces por hipdtesis a verifica ¢, absurdo, entonces C = ().
O

Definiciéon 1.33 Sea D C A, R relacion sobre A, decimos que D es cerrado
por R siVx € D extg(z) C D.

Definicién 1.34 Sea A conjunto y R relacion sobre A, definimos:

extg(z) = extp U {z}
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Definicién 1.35 Sea A conjunto R relacion sobre A, x € A, definimos los si-
guientes conjuntos inductivamente:
1. (7]° = extg(z).

(@]"*' = U eatr(y).
ye(z]|™

neN

Observacién 1.4 Sea x conjunto, para todo y € (z] extr(y) C (z], es decir
para todo x € A, (x] es R cerrado.

Demostracién 1.4.1 Si y € (x], entonces existe k € N tal que y € (z]”
entonces extr(y) C (z]*+1, entonces extr(y) C extr(y) C (2]t C (a].

U

)

Observacién 1.5 Vy € (z] (y] C (z].

Demostracion 1.5.1 Veamos por induccion que para todo n € N (y]™ C (x].
n=0: (y]® = extr(y) = extr(y) U{y}, entonces si y € (z] por la observacion
anterior extr(y) C (z], entonces (y]° C ().

Si (y]F C (z] = (W* C (2]: W = U extr(C), entonces ¢ € (y]*,
Ce(yl*
entonces ( € (z], entonces extr(¢) C (], entonces extr(C) para todo ¢ € (y]*,
entonces |J extr(¢) C (], entonces (y)*+! C (z].
CE(y)

O

Teorema 1.12 (Colapso de Mostowski)
Sea A conjunto, R C A x A relacion bien fundada y extensional, entonces existe
un conjunto T transitivo y un isomorfismo entre (A, R) y (T, €).

Demostracion 1.12.1 Afirmacion 1: Sean D1 , Do conjuntos R cerrados y
m : D1 =V, m: Dy — V relaciones funcionales tales que m;(x) = {m;(y) :
yRx} para i = 1,2, entonces Vo € D1 N Dy — 71(x) = ma(x)

Demostracion afirmacion 1:

Sea C ={zx € A: 2 € DiNDy — m(x) = m(y)}, si x € A es tal que
VyRzy € C. En el caso de que x ¢ Dy N Dy, entonces x € C, de los contra-
rio x € Dy N Da, entonces YyRxy € Dy N Dy, entonces w1 (y) = w2, entonces

m(x) = {m(y) : yRe} = ma(y) : yRa}y = mo(x).

Afirmacidn 3: Sea x € A, entonces Yy € (x| con y # x existe zRx tal que
y € (z].

Demostracion afirmacion 2:

Veamos que para todo n € N si y € (x]™ con y # x, existe zRx tal que y € (z].
Induccion en n:

Sin =0y € extr(x), entonces yRx, y € (y].
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Sea y € (x]**1, entonces y € ¢ para algin ¢ € (z]*, si ¢ = x tenemos el
resultado, de los contrario por hipdtesis de induccidn IzRx tal que ¢ € (2] en-
tonces extr(¢) C (2] entonces y € (z].

Afirmacion 8: Para todo x € A existe 7, : (x] = V tal que 7.(y) = {7(() :
CRy} para todo y € (z].

Demo afirmacion 3:

Lo demostraremos por induccion. Sea x € A tal que YyRx existe m,, entonces

definimos m, = |J my U {(z, {m¢ : (Rz})}.

yRx
Sea v € (], si v # x, entonces por la afirmacion 8 sabemos que existe yRz,
v € (y], entonces v € domm, que cumple con la propiedad pedida.
Siy =z my(y) = {m¢ : (Ry} es funcidn por la afirmacion 1.

Veamos que m : A — V definida por w(x) = m,(x) es la funcidn que busca-
mos.
Si xRy, entonces w(x) € w(y), evidente porque w(y) = {n(¢) : (Ry}

mesmono : SeaC={xeA:JycAx#yrn(x)=ry)}

SiC # (), entonces existe xog € C minimal, entonces Iy € Ay # xoAm(xg) = (y),
entonces existe z tal que zRxo A —(zRy) V =(2Rxo) N zRy.

En el primer caso zRx implica z ¢ C y w(z) € m(xo) implica w(z =€ 7(y), pero
por la construccion de m existe z'Ry tal que w(y) = w(z*), pero como z ¢ C
tenemos que z* =y absurdo.

Si eziste z tal que zRy A (sz) entonces w(z) € w(y) = 7(z ), entonces
w(z) € w(x), entonces existe z* tal que z'Rx w(z‘) = w(z), con z* ¢ C, en-
tonces z* = z entonces z‘ € C, absurdo.

m(A) es transitivo: Sea b € 7(a), entonces existe v € A tal que b = mw(x) =
{n(y) : yRzx} C w(A).
(]



Capitulo 2

Teoria de Modelos

2.1. Lenguajes y estructuras

2.1.1. Sintaxis para la légica de primer orden

Fijar un lenguaje £ ( o "tipo de similaridad”) consiste en:

1. Un conjunto ct(L) de simbolos de constante

2. Un conjunto Rel(L) de simbolos de relacién

3. Un conjunto Func(L) de simbolos de funcién

4. Una funcién (aridad) « : Rel(£) U Func(L) — N — {0}
5. Paréntesis (,)

6. variables g, 1 ...

7. Cuantificador V

8. Un simbolo de relacion binario =

Términos

Definicién 2.1 Definimos el conjunto (Term(L)) de términos de L inductiva-
mente:

1. Las variables son términos (x; € Term(L)) para todo i

21
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2. Las constantes son términos ( ¢; € Term(L) para todo i)

3. Si F € Func(L) simbolo de funcion n-ario yt1 ..., t, € Term(L), enton-
ces F(ty,... tn) € Term(L)

4. No hay otros términos

Formulas atéomicas

Definicién 2.2 Definimos el conjunto de formulas atémicas de manera induc-
tiva:

1. Sity,ta € Term(L) entonces (t; = ta) es atdmica

2. Si R € Rel(L) simbolo de relacién n-ario y ty,...,t, € Term(L), enton-
ces R(t1,...,tn) es formula atémica

3. No hay otras formulas atomicas

Foérmulas

Definicién 2.3 Definimos el conjunto de férmulas (Form(L)) de L inductiva-
mente:

1. Las férmulas atémicas pertenecen a Form(L)
2. Sip,¢ € Form(L) entonces (—p) , (¢ A1) pertenecen a Form(L)
3. Sip € Form(L), x variable, entonces (Yrp) € Form(L)

4. No hay otras férmulas

Definicién 2.4 (¢ V ¢) es una abreviatura para la formula (—(—p A =)
(¢ = ¥) es una abreviatura para la formula (=(@ A =)

dxp es una abreviatura para la formula =Vz—p

Definiciéon 2.5 Variables libres en un término
Definimos el conjunto VI(t) para todo término inductivamente

Sit = x; entonces VI(t) = {x;}
Sit=F(t1,...,tn) entonces VI(t) = VIi(t1)U... VI(ty)
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Definicién 2.6 Variables libres en una formula
Definimos el conjunto VI(p) para toda formula ¢ inductivamente

Si o = (t1 = t2) entonces V() = VI(t1) UVI(ta)

Sip = R(t1,...,t,) entonces Vi(p) = VI(t;) U...UVI(t,)
Si o = 1 entonces VI(p) = Vi(p1)

Si = (p1 A wa) entonces VL(p) = Vi(e1) UVi(p2)

Si o = (VYapr) entonces VI(o) = Vi(er) — {z}

Definicién 2.6.1 Lenguaje proposicional

Definimos PROP como el lenguaje con el siguiente alfabeto
Simbolos proposicionales A; para todo i niumero natural
Simbolos l6gicos — , A

Stmbolos de puntuacidon (,)

Definicién 2.6.1.1 Férmulas en PROP
Definimos el conjunto de formulas en PROP inductivamente

Si A; es un simbolo proposicional entonces A; es una formula
Si ©1 y Py son formulas entonces (—P1) y (P1 A Py) son férmulas No hay mds
formulas.

Definicién 2.6.1.2 Valuaciones en PROP

Sea v : {A;}ien — {0,1} una funcion

Definimos una funcion ,que llamaremos valuacion asociada a v [[]], PROP —
{0,1} inductivamente

Si ® = A; entonces [[®]], = v(4;)
Si @ = —Py entonces [[P]], =1 — [[P1]]v

Si @ = (D1 A Pq) entonces [[P]], = [[P1]]v X [[P2]]v

Definicién 2.6.1.3 Una formula ® en PROP es una Tautologia si para toda
funcion v : {A;}ien — {0,1}
[@]}, =1

Definicién 2.7 Sustitucion de formulas de PROP por formulas de L
Sea @ formula de PROP, p; formulas de C y A; simbolos proposicionales

Definimos ®(A1/¢1;....An/pn) inductivamente

Si® = A; entonces ®(A1/¢1;....An n) = { A, si i#j para todo i—1,..

Si ® = =Dy entonces P(A1/¢1; ... An/pn) = 7P1(A1/0n; . An/Pn)

Si @ = &y A Dy entonces P(A1/p1;.... An/on) = P1(A1/p1;... A ©n) A
Qo (Ar/ 15 An/on)

w; st i=7 para algun i=1,....



24 CAPITULO 2. TEORIA DE MODELOS

Definicion 2.8 Sea ¢ formula de L decimos que es una Tautologia,si existen
w; formulas de C para i = 1,...m y ® formula de PROP, tautoldgica, tal que
©=0(A1/p1; ... An/on)

Definicion 2.9 Sustitucion en términos
Sean T , t términos y x variable

definimos 7(x/t) inductivamente:

t st Tz=y
T st TFyY

SiT=F(t1,...,tn) entonces T(x/t) = F(t1(x/t),..., tn(x/t))

SiT =y entonces T(x/t) =

Definicion 2.10 Sustitucion en formulas
Sea ¢ férmula, t un termino y x una variable , definimos p(x/t) inductivamente
Sip = (t1 = t2) entonces p(x/t) = (t1(x/t) = ta(z/t))

Si o = R(ty,...,tn) entonces o(x/t) = R(t1(z/t), ..., tn(x/t))
Si = @1 A s entonces o = p1(x/t) A pa(x/t)
Si ¢ =~y entonces (z/t) = —p1(z/t)

Vypi(z/t) si x#y

Si p =Vyp1 entonces p(x/t) = { Vypr si x=y

Definicién 2.11 Término libre para una variable en una férmula

Sea t término x variable, ¢ formula, definimos t es libre para la variable x en
@ inductivamente

Si p = (t1 = t2) entonces t es libre para la variable x en ¢

Si o = R(ty,...,t,) entonces t es libre para la variable x en @

Si o = (w1 A @2) entonces t es libre para la variable x en ¢ sit es libre pa-
ra la vartable x en w1 yt es libre para la variable © en @9

Si o = —p1 entonces t es libre para la variable x en ¢ si t es libre para la
variable x en oy

Si p = Yyp1 entonces t es libre para la variable x si x no pertenece a VI(p1) o
st x pertenece a VI(p1) ey no pertenece a VI(t) yt es libre para x en 1

Definicion 2.12 El conjunto de variables libres de una formula @ se notara
como Vi(p)

Convencién notacional: t(z1, . .., x,) significa que las variables del término
t estdn incluidas en {z1,...,2,}

o(x1,...;2y) significa que VI(p) C {z1,..., 2.}



2.1. LENGUAJES Y ESTRUCTURAS 25

Definicién 2.13 Definimos Term, (L) como el conjunto de términos con una
cantidad de wvariables menor o igual a n. Si pérdida de generalidad se puede
asumir que estas estdn incluidas en {x1,...,x,}.

En particular Termg(L) es el conjunto de términos constantes.

Definicién 2.14 Definimos Form, (L) andlogamente contando las variables li-

bres.
En particular En(L) := Formo(L) conjunto de enunciados o sentencias

Axiomas proposicionales

Las tautologias, o un subconjunto generador.

Axiomas cuantificacionales

1. Siz ¢ Vi(yp) la formula (Vz(p — ¢) = (p — V1)) es un axioma.

2. Sit es un término libre para una variable x en una férmula ¢, entonces la
féormula (Vxp — @(t/x)) es una axioma.

Axiomas de igualdad

1. (z=1x)

2. ((z=y) = t(z1, - 2i-1,2, Zit1y - -5 2n) = (21, Zic1, Yy Zidt 1y« Zn))

3. ((z =y) = (p(x/2) = ©(y/2)))

Definicién 2.15 (Axiomas l6gicos) Llamamos aziomas ldgicos a los axiomas
proposicionales, a los axiomas cuantificacionales, y a los axiomas de igualdad.

Reglas de inferencia

1. Modus ponens De ¢ y ¢ — 1) se infiere 9

2. Generalizacion De ¢ se infiere Vap
Definicién 2.16 (Deduccién) Sea ¥ C Form(L),a una secuencia de férmulas
©1y -y 0n la llamaremos deduccion (o prueba) de @, a partir de 3, Notacidén

YXF o s

1. @; pertenece a X

2. p; es un axioma logico

3. p; es el resultado de la aplicacion de una regla de inferencia a algunos de
los miembros de la anteriores de la secuencia.
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Proposicién 2.0.1 Sean ¢,v € Form(L), ¥ C Form(L) y x variable, enton-
ces de simple:

1. ¥k s X FVzp

2. SU{Y}F @ sit DU{Vay} @

Demostracion 2.0.1.1 1. Si...p es una deduccion de X, entonces tam-
bién ..., VYrp también lo es aplicando la regla de inferencia de generali-
zacion.

Si ...V es una deduccidn como p(x/x) es idéntica a ¢ , entonces
Ve — ¢ es un azioma cuantificacional, luego aplicando modus ponens
tenemos el resultado.

2. Sea ..., ,...,p una deduccion de SU{Y}, entonces ... ,Yah,,..., o es
una deduccion de ¥ U {V}, usando la regla de generalizacion.

Si... Vb, ..., p es una prueba de SU{Vx1}, entonces ..., P,V ..., ¢
es una prueba desde XU {y}

Teorema 2.1 (Teorema de deduccién) Sean ¥ C Form(L), ¢,y € Form(L),
y FV(p) =0. Entonces SU{p} 1 =3F (p =)

Demostracion 2.1.1 Vamos a demostrar por induccion enn que st 1, . .., Pn
es una deduccion desde XU{p} entonces la secuencia de férmulas o — ¢1,...,0 —
©n se puede completar hasta obtener una deduccion de ¢ — ¢, desde X.

1. Si @1 es miembro de ¥, o un azioma ldgico, entonces es claro que la se-
cuencia o1, (p1 = (¢ = ¢1)), (¢ = ¢1) es una deduccion desde X

2. Si ¢y es @1, entonces (o — 1) es una tautologia, y en particular una
deduccion desde ¥

3. Sea v1,...,pnt1 una deduccion desde ¥ U {p}
Por hipdtesis de induccién como @1, . .., @, es una deduccidn desde SU{p}
tenemos que la secuencia (¢ — ©1),...,(p = ©n) puede ser completada
hasta lograr una deduccion desde %
Caso 1 : pn41 €s miembro de ¥ o un azioma logico, en este caso podemos
obtener la siguiente secuencia (¢ — ¢1),.-.,(p = ©n), Pn+1, (Pnt1 —
(¢ = ©nt1)), (¢ = ©nt1), la cual es una deduccidn a partir de ¥

Caso 2 : Si o411 €s @ es evidente
Caso 3 : Si pn41 se obtiene de un modus ponens, entonces existen i,j < n

tal que p; es p — Ypi1, entonces a la secuencia (¢ — ¢1),..., (¢ = ©n)
le agregamos las siguiente lineas (¢ — (i = ©ny1) = (@ = @i) = (9 —
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©n+1))s (0 = ©i) = (0 = ©nt1), (¢ = ©nr1) y obtenemos el resultado

Caso 4 : Si pny1 se obtiene por medio de la regla de generalizacion, exis-
te i < m tal que pny1 es Yrp; entonces agregamos las lineas Va(p —
©i), V(e = @;) = (p = Vo), Ya(p — ¢;) se obtiene aplicando la regla
de generalizacion a (¢ — ¢;) yVe(p = p;) = (p = Yre1) es una axioma
cuantificacional ya que por hipdtesis x & FV (o) =0

Definicién 2.17 Decimos que un conjunto ¥ de formulas es consistente, si no
existe @ tal que X F o A\~

Proposicién 2.1.1 Sea ¥ C Form(L) conjunto inconsistente, entonces para
toda ¢ € Form(L) se cumple X+ ¢

Demostracion 2.1.1.1 Como X es inconsistente existe ¥ tal que X F b A=),
pero (Y A =) — ¢ es una tautologia por tanto un azioma ldgico, entonces
aplicando modus ponens tenemos que 3+ p.[J

Proposicién 2.1.2 Sea ¥ C Form(L) y ¢ € Form(L) entonces se cumple que
Y ¥ ¢ sit XU {—-p} es consistente.

Demostracion 2.1.2.1 Veamos que X & ¢ sii XU {—p} es inconsistente.
(directo) Si ¥ F ¢ entonces SU{—p} b ¢, pero siempre se cumple que LU{—p}
—p, entonces XU {—p} es inconsistente.

(reciproco) Si XU {—¢} es inconsistente, entonces por la proposicion anterior
SU{—p} b, aplicando el teorema de deduccién tenemos que ¥ = —p — @, pero
(mp = ) = p es una tautologia entonces aplicando modus ponens tenemos que
Y. O

Definicién 2.18 Sea ¥ C Form(L) decimos que es consistente mazimal si es
consistente y para toda ¢ € Form(L) tal que ¢ ¢ ¥ se verifica que ¥ U {p} es
inconsistente.

Proposicién 2.1.3 Si ¥ C Form(L) es consistente mazimal entonces es de-
ductivamente cerrado, es decir X+ ¢ = ¢ € 3.

Demostracion 2.1.3.1 Supongamos que ¢ ¢ X entonces X U {¢} es incon-
sistente entonces ¥ U {p} F —p, aplicando el teorema de deduccidn tenemos
que ¥ F @ — —p. pero X ¢ entonces aplicando modus ponens tenemos que
Y =g, entonces ¥ es inconsistente, absurdo. O

Proposicién 2.1.4 Sea ¥ C Form(L) consistente mazimal, y ¢ € Form(L)
entonces ~p € ¥ sii ¢ ¢ .

Demostracion 2.1.4.1 (directo) Si —p € ¥ entonces como ¥ es consistente
¢ ¢

(reciproco) Si @ ¢ %, entonces como ¥ es deductivamente cerrado ¥ ¥ ¢ enton-
ces LU {—p} es consistente por la prop 2.1.2 , pero ¥ es consistente mazimal
entonces ¥ = S{—p} entonces ~p € ¥. O
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2.1.2. Semantica para la légica de primer orden

Definicién 2.19 Una L-estructura (o simplemente ”estructura”) consiste de:

1. Un conjunto no vacio llamado dominio de la estructura dom(.A)
2. Para cada c € ct(L) un ¢
3. Para cada R € Rel(L) n-aria una R C (dom(A))"

4. Para cada F € Func(L) n-aria una funcion FA : (dom(A))" — dom(A

Cada término t(x1,...,x,) define:
Sin =0 un elemento del dominio t* € dom(A)
Sin > 1 una funcion t* : (dom(A))" — dom(A)

Asignacion de valores a variables

Definicién 2.20 Definimos una asignaciéon, como una funcion f : Var —

dom(A)

Definicién 2.21 Sea f : Var — dom(A) asignacion, a € dom(A), definimos
f(z/a): Var — dom(A) como

f(x/a)(y):{ f) i wty

a st T=1y

Definicién 2.22 (Valor de un término t para la asignacion f)
1. tA[f] =t* sit € Termo(L)

2. tA[f] = tA(f(x1),. .., flx,)) sit € Term,(L)

Definicién 2.23 ¢ es satisfecha en A por la asignacion f (Al ¢(f)) si

1. ¢ atémica: si p = (t1 = t2)

Al (f) siit{(f) = t3'(f)
2. 0= R(ty,...,tn) - AlF o(f) sii <t(f),...,t(f) > RA

3. o= (pr1 A1) s AlEo(f) sit AlEo1(f) y AlEo1(f)
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4. o= (=) : Ak o(f) sit No AlF(f)

5. o=V : Al o(f) sii Para todo a € dom(A) se cumple A - (f(z/a))

Proposicién 2.1.5 Sean f, g asignaciones en A y ¢ una férmula.
Si f1 FV(p)=g1FV(p) entonces AlF p(f) sit Al o(g)

Demostracion 2.1.5.1 Por induccion en la estructura de .

1. ¢ atdmica : x € VI(yp) sii x ocurre en un término de p.
Sit=t(x1,...,z,) entonces f1VI(t) =g 1 VIt), y claramente t2(f) =
t4(g), esto implica la afirmacion en este caso.

2. p= (V) : Como x & Vi(p) tenemos que f(x) y g(x) pueden ser distintos
para todo a € dom(A), f(x/a)(z) = g(z/a)(x) entonces

flz/a) 1 Vi(p) U{z} =g 1 FV(p)U{z}, y se puede aplicar la hipdtesis
de induccion a 1 con esas asignaciones.

3. Los restantes casos son evidentes.

Observacién 2.1 Si ¢ = p(z1,...,7,) y @ =< ay,...,a, >€ (dom(A))",
tiene sentido A - plai,...,a,] o AlF p[a)

2.1.3. Teorema de Correccién

Proposicién 2.1.6 Sea A L-estructura, f una valuacién, ¢ € Form(L), x
una variable, t un término libre para la variable x en ¢, y a = tA(f), entonces

A plf(z/a)] & Al p(/t)(f)

Demostracién 2.1.6.1 Veamos primero que se cumple TA[f(z/a)] = T(x/t)A[f],
para todo T € Term(L), lo haremos por induccion en los términos.

Si T es variable : T =y, si y = x entonces TA[f(z/a)] = f(z/a)(x) = a =
T(x/)ALf] = tA(f)-

Si'y # @ entonces TA[f(x/a)] = £(z/a)(y) = 1(¥)
Si T = ¢ con c constante entonces TA[f(z/a)] = c

yAlf] =T (x/H)A[f]
=T(z/t)"[f]

A

Ahora probemos la proposicion por induccion en las féormulas.

Si ¢ atémica : p = (T =T') entonces A = (T = T")[f(x/a)] sit TA[f(z/a)] =

T A f(x/a)] sii T(x/)A[f] = T'(x/)A[f] sii A= (T = T")(x/t)[f]

©=R(t1,...,t,) entonces A |= R(t1,...,t,)[f(x/a)] sii (t*[f(x/a)], ..., tA[f(x/a)]) €
RA sii (t1(z/)A[f], -, ta(x/)A[f]) € RA sii A = R(ti(x/t), ... ta(z/1)[f]

st A= R(ty, ... ty)(x/t)[f].

Los casos en que ¢ = W1 Ay 0 ¢ = —p son triviales usando la hipotesis
de induccion.

@ = Yyy : Primer caso y = x© o x ¢ VI(yp) entonces x ¢ VI(Vyv), por lo
tanto A = Vy|[f(z/a)] & A= Vyp|f] ya que coinciden en las variables libres,
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ademds Yy (z/t) = VYyi porque x no es libre en 9

Sequndo caso x € FV (Yy) entonces y # x e x € FV(¢), en este caso y
no ocurre en ¥ ya que t es libre para la variable x en Yy, entonces para todo
a' € dom(A) tenemos que (*) a = tA[f] = tA[f(y/d’)]. Sea f' = f(y/a') enton-
ces A = Vyy[f(z/a)] sii

(por definicion de =) A = Vyi|f(z/a)(y/a’)] para todo o’ € dom(A)

sii (porque y # x) A = Vy[f'(x/a)] para todo a' € dom(A)

sii por (*) A l= Vyb[f' (z/tAf'])] para todo o’ € dom(A)

sii (por hipdtesis de induccion con f') A = ¥(x/t)[f'] para todo a’ € dom(A)
sit (por definicion de f') A = ¥(x/t)[f(y/a’)] para todo o’ € dom(A)

sii (por definicion de =) A = (V(z/t))[f]

sii (porque y # x) A |= (Vi) (z/t)[f]. O

Definicién 2.24 Sea X U {¢} C En(L), decimos que ¥ |= ¢ para toda L-
estructura A se cumple que para toda o € ¥, A= o entonces A= ¢

Teorema 2.2 (Teorema de Correccion) Sea 3 conjunto de sentencias, ¢ sen-
tencia, entonces L+ ¢ = X = .

Demostracion 2.2.1 Sea A modelo de toda formula de ¥, y o1,...,¢n una

prueba con formulas en X, vamos a probar que A = p; para todo i =1,... n.
Lo probaremos por induccion en n.
Sin = 1 entonces p1 € ¥ 0 w1 es una axioma légico, en el primer caso

Y = @1 por hipdtesis, en el seqgundo caso si p1 es una tautologia entonces
existe ®(Ay, ..., An) férmula proposicional y 11, ..., U formulas de L tal que
o1 =P(A1/U1, ..., A/ tbm), debemos probar entonces que para toda asignacion
f se verifica que A = ®(A1/¢1, ..., Am/Um)|f]. Para cada f definimos la si-

guiente funcion v : {A; ey — {0,1} tal que v(4;) = { (1) zz j;fz[%]
Sabemos que la asignacion asociada a v ([[]]y) vale 1 en ® ([[®]] = 1) si ®

es tautologia.
Ahora haremos induccion en ®, probaremos por induccion la siguiente afirma-

cion [[®]), = 1 sii A | B(Ay [, ..., Am/Um)[f].

Si @ = A; wariable proposicional entonces [[®]], = 1 sii A = ¥;[f] pero
Y[f] = P(A1/Y1, ..., Am/Ym)[f] en este caso.

Si & = &1 A Dy entonces [[P]] =1 st [[P1]] = 1 y [[P2]] = 1 sii (hipdtesis de
induccion) A = ®1(Ar/v1, .. An/Um)fl y A | @a(A1/t1, .o, Ap /) [ f]
sit A |E ®(A1 /1, Am/Um)[f]-

Si @ = =P, entonces [[P]] = 1 sii [[P1]] = 0 sit (hipdtesis de induccidn)
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Si ¢ es una axioma de igualdad: ¢ = (x = x) es obvio. Si ¢ = ((x = y) —

(21, e Zim1y @y Zig Ly ey Zn) = (21, o Zim1, Yy Zid 1y - - -y Zn))-
Sea f valuacion debemos probar que A = ((x = y) = t(21, .+ - 2im1, Ty Zit1y - -+, 2n) =
t(21, - 2ic1, Y, Zit1s - - -, 2n))[f] pero esto es cierto sii A = (x = y)[f] implica

AEt(z1,. . 2i21, 2, 2i41, - -y 2n) = (21, - Zim1, Y, Zit1, - - -5 2n))[f] PeTo A E
(z = y)[f] sii f(x) = f(y) pero entonces tA(f(21), ... f(zi-1), F(2), 2i41,- - 20) =
tAf(21), o F(2i1), F(Y), Zigts - ooy Zn)

Sip=((zr=y) — W/2) = ¥({/z2))), hay que ver que para toda asigna-
cion f se cumple que A |= ((x = y) — (W(x/2) = Y(y/2)))[f] pero esto se
cumple sit A = ((z = y)[f] implica A = (W(x/z) — ¥(y/2)))[f] entonces
debemos demostrar que si f(x) = f(y) entonces A = (x/2)[f] implica que
A= (z/2)[f] pero esto es claro haciendo induccion en 1.

v es un azioma cuantificacional: Si ¢ = Vax(e — ¥) = (p — V) con

x ¢ Vi(p).

Debemos demostrar que para toda asignacion f se cumple que A = (Vz(p —
¥) = (p = Va))[f], esto es que A |= (Va(o — ¥))[f] implica que

A (g = Vay))[f]

y esto es lo mismo que demostrar que para todo a € dom(A),

A (¢ = ¥)[f(z/a)] implica que
st A = o[f] entonces para todo a € dom(A), A= ¥[f(xz/a)]

pero esto a su vez es lo mismo que demostrar que si para todo a € dom(A),

A E o[f(z/a)] implica A |E ¥[f(x/a)] entonces

st A = @[f] implica que para todo a € dom(A), A |= ¢[f(xz/a)]. Pero como
x ¢ Vi(p) entonces A = p[f] sit A = o[f(x/a)] con lo que queda demostrado
este caso.

Si o = (VYap — Y(t/z)) donde t es un término libre para una variable x
en una formula ¥, entonces tenemos que probar que si f es una asignacion
se cumple que A = (Voo — ¥(t/x))[f], y eso es lo mismo que probar que si
A = ¢[f(z/a)] para todo a € dom(A) entonces A = p(x/t)[f], pero entonces
si A = Y[f(z/a)], a € dom(A), en particular para a = tA[f] y por el por la
proposicion que ya probamos tenemos que esto implica A |= ¥ (x/t)[f].

Con lo anterior queda probado el caso en que n = 1, ahora probemos para que
si se cumple para todo j < n entonces se cumple para n, si @, €s un arioma
logico 0 ¢ € ¥ ya queda probado por el caso base.

Si @, se obtiene por modus ponens, entonces existen j. k < n tal que p; =
Pk —> Pn, Yy por hipdtesis de induccion tenemos que A E o;[f] v A E ¢ilf],
entonces por la definicion de |= tenemos que A = p,[f].
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Si pn se obtiene por generalizacion,entonces existe j < n tal que @, = Vrp;
entonces por hipdtesis de induccion A = ¢;[f] para toda f asignacion, enton-
ces para toda f asignacion y todo a € dom(A) se cumple que A |= ¢;(f(x/a)]
entonces A |=VYxp,[f]. O

Proposicion 2.2.1 Sea X conjunto de sentencias, se cumple que si % tiene un
modelo entonces X3 es consistente.

Demostracion 2.2.1.1 Supongamos que 3 es inconsistente entonces existe ¢
sentencia tal que X+ @ A —p, sea A |= 3, por el teorema de correccion tenemos
que A = o A =@ absurdo. O

2.1.4. Subestructuras y morfismo de estructuras

Definicién 2.25 (Teoria de una estructura) Definimos la teoria de una L-
estructura (Th(A)) como Th(A) = {p € En(p) : A= ¢}

Definicién 2.26 Decimos que ¥ C En(L) es completo si para toda ¢ € En(L,
se cumple que p € X 0 ~(p) € X

Definicién 2.27 Decimos que ¥ C En(L) es deductivamente cerrado si
siempre que @ — 1, € X entonces Y € &

Observacién 2.2 Th(A) es un conjunto de enunciados consistente, completo
y deductivamente cerrado.

Definicién 2.28 (FEquivalencia elemental) Decimos que dos L-estructuras A,
B son elementalmente equivalentes (A = B) sii Th(A) = Th(B)

Observacion 2.3 La equivalencia elemental no implica isomorfismo, ejemplo
la teoria de los grupos abelianos divisibles sin torsion, tiene modelos de cualquier
cardinalidad infinita.

(G es divisible si para todo g € G, y para todo n € N existe h € G tal que

nh=g)
Definicion 2.29 Sean A y B L-estructuras, decimos que A es subestructura
de B (AC B) si:

1. dom(A) C dom(B)

2. Para todo c € ct(L) , c* =B

3. Para toda R € Rel(L) n-aria todas ay,...,a, € dom(A se cumple que
<ai,...,a, >€ R4 sii < ay,...,a, >€ R® (RB N (dom(A))" = R4

4. Para toda F € Func(L) n-aria, y todas ay,...,a, € dom(A se cumple
que FA(ar, ..., a,) = FA(ar, ... a,) (FA ] (dom(A)" = F4)
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Definicién 2.30 Sean A , B L-estructuras, decimos que A es una subestruc-
tura elemental de B (A < B) si:

1. ACB

2. Para toda p(ay,...,a,) y todas ay,...,a, € dom(A) se cumple que A IF
vla] sii B p[a], también decimos que B es una extensién elemental de

A
Observacion 2.4 A < B entonces A =B

Definicién 2.31 Sean A, B L-estructuras, decimos que f : dom(A) — dom(B)
es un morfismo de estructuras si:

1. Para todo c € ct(L) se cumple que f(c*) = cB

2. Para toda R € Rel(L) n-aria y toda @ € (dom(A))" se cumple que si
@ € RA entonces f(a) € RB
f@) =< f(a1,..., f(an) >, cona=<ay,...,anp >

3. Para toda F € Func(L) n-aria, y toda a € (dom(A))" se cumple que
f(FA@) = F5(f(@)

Definicién 2.32 Sean A, B L-estructuras, decimos que f : dom(A) — dom(B)
es un monomorfismo si:

1. f es inyectiva

2. Para toda R € Rel(L) n-aria y todo @ € (dom(A))"™ se cumple que @ € RA
sii f(a) € RB

Definicién 2.33 Sean A, B L-estructuras, decimos que f : dom(A) — dom(B)
es un isomorfismo (A = B) si:

1. f es un L-morfismo de estructuras biyectivo.

2. f~1 es un L morfismo de estructuras.

Observacion 2.5 Puede haber L-morfismo de estructuras biyectivos que no
sean isomorfismo.

Ejemplo : Sea L lenguaje con un simbolo de predicado P (relacion 1-aria)
dom(A) = dom(B) =N

PA .= Soy un cuadrado.

PA = Soy una potencia sexta.

La identidad Id : dom(A) — dom(B) no es un isomorfismo y tampoco es un
monomorfismo.
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Observacion 2.6 En la definicion de monomorfismo no es necesaria la afir-
macion de que [ es inyectiva porque la igualdad esta en el lenguaje, en efecto
fla1) = f(az) entonces si B Ik (x1 = z2)[f(a1), f(a2)] entonces A I+ (x; =
332)[@17(11]

Definicién 2.34 (Unién de estructuras) Sea {A};c1 una familia de L-estructuras
dirigida por la inclusion (para todo i,j € I, existe k € I tal que A;, A; C Ay).
En el conjunto A = |J,.; dom(A;) se puede definir una L estructura A de la
stguiente manera:

iel

1. Para cada c € ct(L) ¢ := ¢ para un i cualquiera.
2. Para cada R € Rel(L) RA :=J,.; R

3. Para cada F € Func(L) F4 :=J,c; FA
Proposicién 2.2.2 (Criterio de inclusion elemental) Sean A y B L-estructuras

A < B sii A C B y para toda férmula ¢(x1,...,a,) y toda @ € (dom(A))™
se cumple que B+ (3zp)[a] = Ak (zyp)[a)

Demostracion 2.2.2.1 (Directo) : Evidente.

(Reciproco): Por induccion en las formulas, hay que ver que para toda férmu-

law(x1,...,2,) ypara todoa € (dom(A))"™, se verifica que A+ p[a] < B+ ¢[a]
1. ¢ atomica : Surge de la definicion de C

2. Para o N y —p es obvio

3. Para ¢ = (3x) la direccion (<) es la hipdtesis.
Si A I+ Fp[a], entonces existe b € A tal que A I+ [z, @], y por hipdtesis
de induccion BIF [z, a) = B Ik Jzy[a)

Definicién 2.35 (subestructura generada Sea X C dom(A), X # 0, la subes-
tructura de A generada por X (< X >) B C A tal que :

1. X C dom(B)

2.DCA, X Cdom(D)=BCD

Proposicién 2.2.3 Sea A L-estructura , X C dom(A), entonces existe <
X >C A subestructura generada, ademds card(dom(< X >) < Mdzimo{card(X), card(L)},
donde card(L) = Mdzimo{Xy, card(ct(L), card(Real(L), card(Func(L)}
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Demostracion 2.2.3.1 < X > se construye de la siguiente manera:
por induccién en N definimos X := X U {c*,c € L{

Xpi1 = X, U{FA®Z) : T € (X,,)™, F € Func,,(L), m € N'}

dom(< X >) = U, ey Xn

Teorema 2.3 Sea A y B L-estructuras y p € Form(L), entonces si A= B =
AlF o< BlF g

Demostracion 2.3.1 Sea g : A — B isomorfismo, por induccion en la es-
tructura de p:

1. ¢ atémica : ¢ = (t1 = ta),
mathealA = pla] < t{'[a] = t3'[a] & g(t{'[a]) = 9(t3'[a)) & tFlg(@)] =
t51g(@)] como g es sobreyectiva se cumple que para todo b € dom(B)" exis-
te a € dom(A)" tal que g(@) = b, entonces tenemos t¥[b] = t5[b] entonces

BIF o[b].
Si o = R(t1,...,t,), A IF R(t{[al,..., .t @] o< t{[|a,...,t[a] >¢
RA &< g(t{[a)),...,g9(t[a]) > RA o< tig(a)],...,tg(a@)] > RE,

mismo argumento que antes como g es sobreyectiva podemos concluir que
BI- R(5[b), ..., t5[b].

2. Para ¢ = ), p = o1 = Apa y @ = Vi es evidente usando la hipotesis
de induccion.
2.2. Restriccion y expansion del lenguaje
Definicién 2.36 Sean L1, Lo lenguajes tal que L1 C Lo (ct(L1) C ct(Ls2))
, dada A Lo-estructura y B Lq-estructura entonces podemos definir A 1 L1-
estructura tal que dom(A 1 L1) = dom(A) de la manera obvia. En este caso

decimos que A es una expansion de B a Lo

Definicién 2.37 (restriccién del dominio) Sea X C dom(A) tal que :

1. ¢* € X para todo ¢ € ct(L)

2. FAT) € X para todo T € X™ y toda funcion F € Fuc,,(L). Entonces
podemos definir A1 como

*R.A1X :R'Ame

* pAX(T) = FA(Z), para T € X™
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2.2.1. Expansion por constantes y método de los diagra-
mas

Definicién 2.38 Sea L lenguaje, C' conjunto tal que C N ct(L) = O entonces
LU{C} es una expansion por constantes . Sea A L-estructura se puede extender
a una Lo-estructura eligiendo una funcidn f : C — dom(A) y poniendo A’
L=Ayc*" = f(c) para cada c € C.

Definicién 2.39 Sea X C dom(A) y C = {c, : x € X} tal que si x # y
entonces ¢y # ¢y, entonces B =< A,z > cx es la expansion tal que cf =x,
definimos L(X) := L¢

Definicién 2.40 Notamos DT (A) diagrama positivo a el conjunto definido de
la siguiente manera: DT (A) C L(A) (L(dom(A))) : ¢(Cays---,¢a,) € DT(A) &
AlFplay, ..., a,], para p(zq,...,x,) atémica y ay,...,a, € dom(A)

Definicién 2.41 Notamos D(A) diagrama de A al conjunto definido por:
D(A) =DM (A) U {~¢(cays---»¢a,) : AlElar, ... a,] }

Definicién 2.42 Notamos D¢(A) diagrama completo, al conjunto definido de
la siguiente manera:
©(Cays-.-sCa,) € DY(A) & AlF plas, ... an]

2.3. Teorema de Completitud

2.3.1. Construcciéon de modelos por constantes

Definicién 2.43 Sea C C CT(L) y T C En(L) decimos que C es un conjunto
de testigos para T sii para toda L-formula ¢(x) (a lo mds una variable libre)
existe ¢ € C tal que T+ Jxp — ¢(c/x)

Proposicion 2.3.1 Sea T conjunto de L enunciados consistente, ¢ una cons-
tante nueva, y p(x) L formula, entonces T U {Jxp — p(c)} es consistente.

Demostracion 2.3.1.1 Sea T' = T U {3z — ¢(c)}, supongamos que T es
inconsistente, entonces T F —(Jzp — ¢(c)) entonces T + Jxp A—p(c), entonces
TF Jzp y T F —p(c), pero como ¢ no ocurre en T podemos introducir el
cuantificador universal, por lo cual resulta que T+ Yx—p, entonces T - =Jxp,
pero entonces T es consistente, absurdo. [

Proposicion 2.3.2 SeaT un conjunto consistente de L enunciados, C' conjun-
to de constantes nuevas (C N CT(L)), con card(C) = card(L), sea L = Lc =
LUC. Entonces existe un conjunto consistente T' O T de enunciados de L' que
tiene a C' como conjunto de testigos.

Demostracion 2.3.2.1 Sea k = card(L, sea C' = {cy : v < Kk{, es decir bien
ordeno el conjunto C, el conjunto Formy (L") tiene cardinalidad , usando nue-
vamente el axioma de eleccion tenemos que Formq (L") = {¢~ 1 v < Kk}, usando
la proposicidn anterior construimos una sucesion de teorias consistentes de L'
de la siguiente manera.

To=T
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Si v < k es ordinal limite entonces definimos Ty = Uq<yTh.

Siy <k esy=a+l, definimos Ty =T, U{3zp, — p(cy)}. O

2.3.2. Algebra de términos constantes

Definicién 2.44 Sea ¥ una teoria consistente en un lenguaje L, dados t1,ts €
Termgo(L) # (0 (términos constantes), definimos la siguiente relacion.
thtQ SZ.Z.E}—LH:LLQ

Proposicion 2.3.3 la relacion ~ definida anteriormente es de equivalencia.

Demostracion 2.3.3.1 Como X F t = t entonces claramente t ~ t, como
Yty =ty sii Xty =11, entonces t1 ~ ty sit ty ~ ty.

Sity ~ty yty ~t3 entonces Lt =ty y Xty = t3, entonces por la regla de
la igualdad tenemos que ¥ t1 = t3. O

Definicién 2.45 Sea X teoria consistente en un lenguaje L, definimos el dlge-
bra de términos constantes (Ts) como la L estructura siguiente.

o dom(rs) :=Termo(L)/ ~
o Sice CT(L) definimos c™ := ¢/ ~.

e SiR € Rel, (L) yty,...,t, € Termo(L), definimos R™ de la siguiente mane-
ra.
(t1/ ~,...,tn/ ~) €ER" st L F R(t1,...,tn)

e Si F € Funy,(L) y t1,...,tn, € Termo(L), definimos la siguiente funcion
F7(ty) ~y..itn) ~)=F(ty,...,tn)/ ~.

Tenemos que ver que lo anterior esta definido correctamente, es decir no depen-
de del representante elegido.

Veamos que si R € Rel,, (L) yt; ~ 1t} parai=1,...,t,, entoncesE + R(t1,...,t,)
sit X R(ty,...,t).

Por el azioma 8 de igualdad tenemos que ty = t| — R(t1,ta, ..., tn) = R(t|,ta, ... ty)
es un axioma logico, haciendo lo mismo para el resto de los t; y aplicando modus
ponens tenemos que X+ R(ty, ..., t,) entonces ¥+ R(t,...,t,)., por simetria
tenemos el si y solo si.

Para las funciones es exactamente igual pero usamos el axioma 2 de igualdad.

Proposicion 2.3.4 Sea T(xl, cosy) € Ter(L) y ty,...,t, € Termo(L) en-
tonces se cumple que T'(tq, ... )/ ~=T[t1) ~y oo ytn/ ~]

Demostracion 2.3.4.1 Induccion en los términos. Si T es una constante o
una variable es evidente. Sea T = f(T1,. ..

entonces T (t1,...,tn)/ ~= (Tl(tl,.. )y ey Tn(tay oo tn)/ ~ perof(Tl(tl,...,tn),...,Tm(tl,...
)= ST(T1(t1, . stn)) ~ oo, T (b1, ooy tn)/ ): [Tl(tl,... )/N T (b1, ..o ytn)/ ~

|, pero por hipdtesis de mducczon T(tl,.. )/ ~ [tl/ ~yetn/ ] pa-

ra todo i = 1,...,m por lo tanto T(ty,...

)/ e TURtr) e rtn
]""’Tm[tl/N7-'~7n/ ]] [t1/N,.. ,tn/w] |:]

Tim) entoncesT(tl,...,tn) = f(T1(t1, - stn), -, Tn(t1, - ..
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Proposicién 2.3.5 Sea ¥ C Form(L) conjunto consistente mazimal de enun-
ciados con testigos en L. Para toda o(z1,...,z,) € Form, (L) y t1,...,t, €
Termg(L) se cumple que 75 = ©[t1) ~, ..., tn/ ~] <& X F o(t1,...,t,) = (por
esto es que en el teorema de completitud usamos sentencias y no formulas en
general)

Demostracion 2.3.5.1 Por induccion en las formulas.

Si ¢ es atomica: S F (T =T")(t1,...,tn) con T,T' € Term(L) entonces como
SET(1,. .. tn) =T (t1,...,t,) tenemos que T(ty, ..., t,)/ ~=T'(t1,...,tn)/ ~
por lo tanto T(t1/ ~,...,tn/ ~) = T(t1/ ~,...,tn/ ~) entonces 7 = (T =
T[] ~y e ytn/ ~].

SZQO = R(Tl,,Tm) yZ - R(Tl,...,Tm)(tl,...,tn) st 0 R(Tl(th...,tn)7...,Tm(t1,... ,tn))
sti(por definicion de ) (Th[t1, ... tn)/ ~y .o, Tin(t1, ... tn)/ ~) € RT sii (Ty[t1/ ~

eestn/ ~ o Tlte) ~y oot/ ~] € RT) sii 7 = R[t1/ ~,....tn/ ~].

Sio=p1Npa: S (1 ANp1)(t1,. . ytn) SEDE (01(t1, -y tn) Ap1(t1y .-y tn))
st X F p1(t1, ., tn) ¥y 2 F wa(ty, ..., tn) y por hipdtesis de induccion sii
TE @it/ ~ ot/ ~ly T E @alty) ~eta) ~] sii T = (1 A )]t/ ~
N

Sip =" :3F ()(tr,...,tn) sit B F 2((t1,...,tn)) por ser ¥ deduc-
tivamente cerrado sii —(t1,...,tn) € X y por la prop 2.1.4 ¥(t1,...,ty) ¢ X
st S (te, ..., tn) y por hipdtesis de induccion no T = W[t1] ~, ... tn/ ~] sii
T ': _'sz[tl/ Nyeen 7tn/ N]

Sip = Jxop(xo, ..., xpn) - Sea X F Jxy(xo,t1 ..., t,), por existencia de testigos
sabemos que existe ¢ constante tal que X - Fxo(To, tny - - -y Tn) = V(C tn, o )
aplicando modus ponens tenemos que X - (¢, ty, ..., t,), por hipdtesis de in-
duccion existe t € Termo(L) tal que T = Y[t/ ~,t1) ~,...,tn/ ~] entonces
T ': Elmm/)[xo,tl/ ~y. ,tn/ N] O

Teorema 2.4 (Teorema de Completitud) Sea ¥ conjunto de sentencias, se cum-
ple que si X es consistente entonces Y tiene un modelo.

Demostraciéon 2.4.1 Como X es consistente sabemos que existe X' O X con-
sistente en L' extension de L tal que tiene testigos, usando el lema de Zorn
encontramos ¥ D ¥/ consistente mazximal, obviamente si X' tenia testigos L'
también, por lo que obtuvimos un conjunto X' O X en L' consistente mazimal,
ahora por el teorema anterior s = X" entonces s = X. O

Proposicion 2.4.1 Sea ¥ conjunto de sentencias, entonces X es consistente
sii X tiene un modelo.

Demostracion 2.4.1.1 Simplemente juntamos correccion y completitud. Ol

Teorema 2.5 (Teorema de Completitud Semdntica) Sea ¥ conjunto de senten-
cias y ¢ sentencia, se cumple que si ¥ = ¢ entonces ¥+ .

Demostracion 2.5.1 Supongamos que ¥ ¥ ¢ entonces ¥ U {—p} es consis-
tente, entonces por el teorema de completitud existe A tal que A = X U {—p}
entonces A |= —¢ y A= X entonces por hipdtesis A = ¢ absurdo.[]



Capitulo 3

Teoria Axiomatica de
Categorias

3.1. Lenguaje de primer orden para categorias

En esta secciéon presentamos un lenguaje de primer orden para la teoria de
categorias.
Sea L un lenguaje de primer orden cldsico con igualdad y con los siguientes
simbolos de funcién adicionales:

D simbolo de funcién 1-ario
C' simbolo de funcién 1-ario
y K simbolo de relacién 3-ario

Simbolos légicos: =, A,V , =
Variables: z; para todo ¢+ ntimero natural

Simbolos de puntuacién: , ( . )
A este lenguaje lo llamaremos lenguaje para la teoria de categorias y lo notare-
mos C

Definicién 3.1 (Clasificacion de los elementos) Definimos Mor f(x) == (z #
D(z) ANz # C(x)), decimos que si vale Morf(x), x es un morfismo, Notaremos
Morf(C) a la clase de todos los morfismos.

Definimos Obj(x) := y(x = D(y) Vax = C(y)), decimos que si vale Obj(x), =
es un objeto

Notaremos Obj(C) a la clase de todos los objetos.

Observaciéon 3.1 Sixz no es morfismo entonces x es objeto. Por lo tanto vale
Va(Obj(x) vV Morf(x))

Dualidad

Definicién 3.2 Término dual
Sea t término definimos t* (término dual) inductivamente

39
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Sit=x entonces t¢ =t
Sit=C(t1) entonces t¢ = D(t{)
Sit= D(t1) entonces t? = C(t{)

Definicién 3.3 Férmula dual
Sea ¢ formula de L, definimos ©® (formula dual) inductivamente

Si @ = (t1 = t2) entonces p? = (t4 =13)

Si o = K(t1,t2,t3) entonces p¢ = K (t4,t4,t3)
Si o = (1 A pa) entonces @ = (o A p9)
Si o = (Vo) entonces ¢ = (Vapd)

Proposicién 3.0.1 Sea ¢ tautologia en L entonces @ es una tautologia en L

Demostracion 3.0.1.1 Si ¢ es una tautologia entonces existe ® tautologia en
PROP y ¢; férmulas en C tal que ¢ = ®(A1/p1, ..., An/on)

Demostremos que para toda ® en PROP y ¢; formulas en C se cumple:
©=®(A1/01, ..., Ap/0n) entonces & = ®(A1 /¢, ..., Ap/p?)

Induccion en PROP:

Si ® = A con A simbolo proposicional entonces si p = ®(A1/p1, ..., An/on)

entonces ¢ = @; para algin i entonces @ = @ entonces ¢ = ®(A1/p%, ..., An /o)

Si® =0 yo=(=P)(A1/p1,.-¢n)

pero p = (=D1)(A1/ 01, s An/Jon) = (0(P1(A1 /@1, ...0n)) pero siy = P(A1/p1, ...

entonces p? = =) pero por hipétesis de induccion V¢ = ®1(A1/o$, ..., An/pl)

Sip = (P AP)(A1/01, .., An/pn) entonces p? = (P1(A1/p1, s Anfon))d A

aAn/(Pn)

(®1(A1 /01, -, AnJon))? pero por hipétesis de induccion (®1(A1/p1,...s An/on))d =

((I)l(Al/@fa (3] An/(pgz)) Y (@2(141/(,01, ) An/‘Pn))d = (‘1)2(‘41/()0%7 ey An/(ptviL))
lo que demuestra la proposicion. [

Proposicién 3.0.2 Sea T ,t términos ,x variable, entonces (1(x/t))¢ = 7(z/t?)

Demostracion 3.0.2.1 Induccion en Term(L):
Si T =1y cony # x variable entonces T(x/t) =y = 7¢(x/t?)

Si T =z entonces T(x/t) =t entonces (1(x/t)) = t¢ = 7(z/t?)
Si T = C(t1) entonces T(z/t) = C’(tl(x/t))d entonces (t(x/t)) = D((t1(z/t))?)

pero por hipdtesis de induccion (t1(x/t))? = t{(x/t?) entonces (t(x/t))? =
D(t{(z/t?) = r(x/t?)
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Si T = D(t1) entonces T(x/t) = D(t1(x/t)) entonces (7(x/t))? = C((t:1(z/t))?)
pero por hipdtesis de induccion (t1(x/t))? = td(x/t?) entonces (t(x/t))? =
C(t¢(x/t?) = r4(x/td). O

Proposicién 3.0.3 Sea t término, entonces VI(t) = VI(t%)

Demostracion 3.0.3.1 Induccion en Term(L)
Sit =y entonces t¢ =y entonces VI(t) = VI(t9)

Sit = C(ty) entonces t¢ = D(t}) entonces VI(t) = VI(ty) y VI(t?) = VI(t})
pero por hipdtesis de induccion VI(ty) = VI(t{) entonces VI(t) = VI(t?)

Sit = D(t1) entonces t4 = C(td) entonces VI(t) = VI(ty) y VI(t?) = VI(t})
pero por hipdtesis de induccion VI(ty) = VI(t{) entonces VI(t) = VI(t?)
lo que demuestra la proposicion. [

Proposicién 3.0.4 Sea o formula ,entonces VI(p) = Vi(p?)

Demostracion 3.0.4.1 Induccion en Form(C)

Si o = (t; = t3) entonces (¢) = VI(t1) U VI(ty) y VI(e?) = VI(td) U VI(tE)
pero por la proposicion anterior VI(ty) = VI(td) y Vi(ta) = VL(td) entonces
Vi(e) = Vi(e?)

Si p = K(t1,ta,t3) entonces VI(g) = VI(t) U Vi(ta) U VI(ts) y Vi(p?) =
VIt u VIt u VI(td), pero por la proposicion anterior VI(t;) = VI(t¢) para
i=1,2,3 entonces VI(p) = VI(p?)

Si o = (=p1) entonces VI(p) = Vi(p1) y VI(p?) = VI(p$) pero por hipdte-
sis de induccion VI(p1) = VI(p?) entonces VI(p) = Vi(p?)

Si = (1 A p2) entonces VI(e) = VI(p1) UVI(e2) y 0% = (0% A @) entonces
Vi(ed) = VI(pd) U VI(¢2), pero por hipdtesis de induccion VI(p;) = VI(ed)
para i = 1,2 entonces VI(p) = VI(p?)

Si o = (Yopy) entonces @ = (Vop?) entonces Vi(varphi) = Vi(ey) — {z}
y Vi(p?) = Vi(¢?) — {z}, pero por hipétesis de induccion VI(p1) = VIi(¢})
entonces VI(p1) = VI(¢) lo que demuestra la proposicion. O

Proposicién 3.0.5 Sea ¢ formula t término, x variable, entonces Si t es libre
para x en ¢ entonces t es libre para x en p?

Demostracion 3.0.5.1 Induccion en Form(L)
Sip = (t; = t3) entonces p¢ = (t§ = t2), entonces se cumple la tesis

Si o = K(t1,ta,t3) entonces p¢ = K(t¢,td,t3) entonces se cumple la tesis
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Si o = (—p1) entonces ¢ = (=p?), y t es libre para x en ¢ sii t es libre
para = en @1 entonces por hipétesis de induccion t? es libre para x en ¢ en-
tonces t* es libre para x en p*

Sip = (p1 A p2) entonces si t es libre para x en ¢ entonces t es libre para
x en ) yt es libre para x en @y entonces por hipétesis de induccion t¢ es libre
para x en ¢ y t? es libre para x en @9 entonces t? es libre para x en o?

Si o = (Yyp1), ya vimos que si x no pertenece a VI(p1) entonces x no per-
tenece a VI(p1). si x pertenece a VI(p1) ey no pertenece a VI(t) ya vimos que
si x pertenece a VI(¢$) ey no pertenece a VI(t?), y por hipétesis de induccion
sit es libre para x en @y entonces t es libre para x en ¢, lo que demuestra la
proposicion. [

Proposicion 3.0.6 Sea ¢ formula de L = variable y t término, entonces se
cumple que

(/1) = (p%(x/t?)).

Demostracion 3.0.6.1 Induccion en formulas de C.

Si @ = (t1 = ta) entonces p(x/t) = (t1(x/t) = ta(z/t)) entonces (go( /)T =
((t1(z/1)? = (ta(x/t))?) , pero por la proposicion anterior (t1(z/t))* = t¢(z/t?)
y (t2(x/t))? = t5(x/t?) entonces (p(x/t))? = (t{(z/t?) = t3(2/t)) = ¢*(x/t?)

Sip = K(t1,ta,t3) entonces p(x/t) = K(t1(z/t), ta(x/t), t3(x/t) entonces (p(x/t)) =

E((ta(z/t)?, (t2(x /)7, (ts(/t)T) = K (5 (/1) 15 (2 /), t5 (/1) = *(x/t)

Si o = (g1 A a) entonces p(x/t) = (g1(x/t) A pa(a/1)) entonces (p(x /1)) =
((1(x/t)E A (p2(z/t))? pero aplicando hipdtesis de induccion (p1(z/t))? =
el (z/t7) y (p2(z/1))? = pi(x/t?) entonces (p(x/t))? = ¢?(z/t7)

Sip = (=p1) entonces p(x/t) = (~p1(x/t)) entonces (p(z/t))! = (=(1(z/t)))*
pero por hipdtesis de induccion (¢1(z/t))? = o (x/td)

Si ¢ = (Yyp1) entonces si x = y o(x/t) = (Yyp1) entonces (p(x/t))? =
((Vyp1))? = (Vyef = ¢(x/t?)

Si x # y entonces @(x/t) = (Yyp1(x/t)) entonces (p(x/t))? = (Vy(p1(x/t))?)
pero por hipdtesis de induccion (o1 (x/t))? = pi(x/t?). O

Axiomas para la teoria de categorias

En esta seccién presentamos una axiomatica para la teoria de categorias.
Definicion 3.4 Axiomas para la teoria de categorias

1. Axzioma C;
(Vxl)(ng)(ng)(Vm)((K(xl, ZTo, 1‘3) A K(l‘l, o, 334)) — I3 = .T4).
Si a la féormula K(x1,xe,x3) la notamos como x1.x9 = x3, el axioma afir-
ma que K es funcional en x1 y 5.
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2. Axzioma Cq
(vxl)(V£E2)(E|{E3)(K({IJ1,(EQ,.’E3) — (C(.’Ez) = D(l’l))
Si x5 = x1.29 entonces x1 y T2 son de la forma A =2 x« =% B.

3. Axioma Cs
(V1) (Vae)(Vas) (K (21, 72, 73) — ((D(z3) = D(22)) A (C(w3) = C(271)).

El azioma afirma que si x1.x9 = 3 entonces x3 es de la forma D(z2) —>

C(l‘l)

4. Axioma Cy
(Va:l)(ng)(Vx4)(Vx5)(Vx6)(Vx7)((K(x1, Tg, JJ4)/\K(J$2, xs, 1‘5)/\K(1‘4, xs, l‘g)/\
K(I1,$5,$7)) — T = .567).

El axioma establece que la composicion es asociativa.
Ty s

,—/H /_/H

(z1.22) .23 = 1. (2.23).

T6 X7

5. Axioma Cs
Vo Voo (Mor f(z1) A Morf(x2) = ((C(x2) = D(z1) — 3xs K (21,22, 23)).
El axioma establece la ”componibilidad” entre morfismos que cumplen que
el dominio de uno es el codominio del otro. Observar que para todo = tiene
sentido hablar de su codominio y de su dominio, sin embargo este axioma
establece que solo se pueden componer morfismos.

6. Axioma Cq.
(Vz1)(Obj(z1) — (Bzo(Morf(xz) A Vas((Morf(xs) A Clas) = x1) —
K(xg,23,23)) A (Vea(Morf(xs) A (D(x4) = 21 — K(x4,22,14))).
El azioma establece que para todo objeto A existe el mapa identidad (ida ).
Este mapa es neutro a izquierda y derecha de la composicion.

Teorema 3.1 (Dualidad) Sea T' el conjunto de aziomas de categorias, y ¢
formula, entonces se cumple:

I'Fp=TF¢"

Demostracion 3.1.1 :Sea p1,....,0n , con p, = @, formulas tales que para
todo i de 1 hasta n o p; pertenece a I' 0 ; es un axioma ldgico, o p; se deriva
de la aplicacion de las reglas de inferencias para algunas @; con j <1

Veamos que para todo i de 1 hasta n o cp? pertenece a I' o gof»l es un axrioma
logico, o gof se deriva de la aplicacion de las reglas de inferencias para algunas
cp? con j <1

Sip; = (Var)(Vaa) (Vas) (Vas) (K (21, 22, 23) AK (21, T2, 23)) — 3 = T4) en-
tonces o8 = (Va1)(Voo) (Vas)(Vaa) (K (v, 21, 23) A K (29, 71,73)) — 73 = 4)



44 CAPITULO 3. TEORIA AXIOMATICA DE CATEGORIAS

Si i = (Va1)(Vaa)(33)(K (21,2, 23) — (C(x2) = D(x1)) entonces ¢ =
(V1) (Vag)(3zs) (K (22, 21, 23) — (D(z2) = C(21)

st @; = (V) (Vae) (Vas) (K (21, 22, 23) — ((D(z3) = D(x2)) A (C(x

entonces ¢ = (Vo) (Vo) (Vaz) (K (v, z1,73) — ((C(z3) = C(x2)) A (D(23) =

D(z1))

Si i = (V1) (Vo) (Vaa) (Vas) (Vae) (Vo) (K (21, X2, 24) AK (22, T3, 5)ANK (24, T3, )\
K(z1,25,27)) = 26 = x7).

Entonces ¢ = (Va1)(Vo2)(Vas) (Vas) (Ve ) (Var) (K (22, 71, v4) AK (23, T2, 75) A
K(z3,24,26) NK (25,21, 27)) = g = x7), observar que es el mismo azioma re-
nombrando las variables. Si @; = Vr1\Vro(Mor f(x1) A Morf(xs) — ((C(x2) =

D(Il) — 31‘3K($1, Za, ZE3))

Observar que Morf(x)? = Morf(z) y que Obj(z)% = Obj(x)

Entonces ¢ = VYoo (Mor f(x1)AMor f(x9) — ((D(22) = C(x1) — 303K (72,71, 23)).
observar que es el mismo axioma renombrando las variables.

Si p; = (V21)(Obj(x1) — (Fza(Morf(xze) AVas((Morf(xs) A C(xs) = x1) —
K(zo,23,23)) A (Vra(Mor f(z4) A (D(x4) = 1 = K(24,22,24)))

Entonces p¢ = (Vx1)(0bj(z1) — (3xa(Mor f(x2) AVas((Morf(z3) A D(z3) =

z1) = K(xs, 2, 23)) A (Yo (Mor f(z4) A (C(z4) = 21 = K(32,24,74)))

Si @; es un axioma légico: si es una tautologia ya probamos que ¢ es
una tautologia si ¢ = ((Vxp) — @(x/t)) con t libre para x en ¢ entonces
o = (Vo) = @(x/t)? = (Vo) — ¢¥(z/t?) ademds ya probamos que se t
libre para x en @ entonces t? libre para x en ¢
Si i = ((Ve(p = ¥)) = (p = (Vx1p)) con x no perteneciente a FV (p) enton-
ces pf = (Vz(p? — ¥?)) — (¢? — (Vab?)) y ademds ya probamos que si x no
perteneciente a FV () entonces x no perteneciente a FV (p?) entonces si p; es
un axioma cuantificacional entonces gaf es un axioma cuantificacional

Veamos que los duales de los axiomas de igualdad:

1: (x = x) con x variable

2:((x=y) = (r=2) = (y=2))) conx ,y, z variables
3:4) (x =y) = (K(x,ta,t3) = K(y,ta,t3)))

i)((z =y) = (K(ty,2,t3) = K(t1,9,13)))

ii)((z =y) = (K(t, t2, x) = K(t1,12,9)))
conx ,y ,z variables y t1 , ty ,t3 términos

4 i))((z =y) = (Cz) = C(y))
((z =y) = (D(x) = D(y))
con x , Yy variables

Son 1: (x = x) con x variable

2: ((x=y) = (x=2) = (y=2))) conz , y, z variables

3:1) (= y) — (K(t,2,t§) — K(t4,y,t9)))
i)((x = y) = (K(z,t{,t§) — K(y,t{,4])))
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iii)((x = y) — (K (15,1, 2) — K(13,1{,y)))
conx ,y ,z variables y t‘f , tg ,tg términos

4:i)((z = y) = (D(z) = D(y))

(z=y) = (C(z) = C(y))

con x , y variables

Entonces si p; es un axioma de igualdad, ©¢ también

Entonces @; es un axioma de logico, <p§i también

Si @; se obtiene mediante la regla de inferencia modus ponens wzw entonces

i

d d

4 ;f"' y si p; se obtiene mediante la regla de inferencia % con Yy = ¢;
d

entonces & =V y Vfwd lo que demuestra el teorema. O

3.2. Nociones y propiedades basicas

Definicién 3.5 Sean f, A y B términos del lenguagje definimos A s B como
abreviatura de la siguiente formula Morf(f) N (D(f) = A) A (C(f) = B).

Definicién 3.6 Sean f,g y h términos del lenguaje definimos g.f = h como
K(g, f,h).

Definicién 3.7 FEl siguiente diagrama es una abreviatura para la formula
(A-LBYAB-LC)A(g.f =h)

A

C

Definicién 3.8 Mono(f) es una abreviatura para la férmula
Morf(f) A (Vz)(Vy)((f-x = fy) =z =y).

Definicién 3.9 Epi(f) es una abreviatura para la formula

Mor f(f) A (V2) (Wy)((@.f = 2.f) = & = y).

Definicién 3.10 Iso(f) es una abreviatura para la férmula
(39)((g-f = idp(y)) A (f.g = idc(y))

Observacién 3.2 + Iso(f) — Mono(f) A Epi(f), pero no vale el reciproco.

Definicién 3.11 Definimos la relacion A = B en los términos del lenguaje
cuando = (3f)(A N B) A1so(f)).

Observacion 3.3 = es una relacion de equivalencia.

Definicién 3.12 Endo(f) es una abreviatura para la férmula D(f) = C(f).
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Definicién 3.13 Auto(f) es una abreviatura para la formula Endo(f)AIso(f).

Observacion 3.4 EL azxioma 4 nos dice que para todo A existe un morfismo

que llamaremos morfismo identidad (ida) tal que para todo A N B,C-% A
se verifica que f.ida = f, yida.g =g.

Definicién 3.14 Definimos Proj

(z 0
formula: Mor f(x)ANMor f(y) A((D( YAV (Vg)(Morf(g)AMor f(g)A
(((D(f) = D(g) AN(C(f) = C(x)) AN (C

(C6) — ) o> (s e ) (e
9))

Es decir,los mapas x ey son PROYECCIONES si tienen el mismo dominio y si

,y) como una abreviatura para la siguiente

)

para todo par de mapas f,g con el mismo dominio D(f) 7, C(z) y D(g) N
C(y) Entonces existe un inico mapa z tal que x.z = [ yy.z = g.
NOTACION: z =< f,9 > z es llamado el mapa producto de f,g con factores
Z,y.

Diagramaticamente B .

Definicién 3.15 Definimos Inj(x,y) como una abreviatura para la férmula:
((C(z) = C(y)) AN (V) (Vg)((C(f) = Cg)) AN (D(f) = D(z)) A (D(g) = D(y)) —
N(z.x = f)N(z.y = g)). Los mapas x ey son inyecciones si tienen el mismo co-
dominio y si para todo par de mapas f,g con el mismo codominio D(x) N C(f)
D(y) - C(g) Entonces existe un wnico mapa z tal que z.x = f , 2y = g.

NOTACION: z = [f,g] decimos que z es la suma de f y g relativa a las in-
yecciones x,y. Diagramaticamente:
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C

Definicién 3.16 Definimos [[(P, A, B,x,y) como una abreviatura para la for-
mula Proj(z,y) A (P = D(z))AN(P = D(y))AN(A=C(z))N(B = C(y)) decimos
que P es un objeto producto de A y B relativo a las proyecciones x ey si P es
el dominio comun a las proyecciones x e y donde A es el codominio de x , B el
codominio de y.

NOTACION: w4 : P — A ,Tg: P — B, g :=x wg =1y,

Diagramaticamente:
A
f
TA
<f,g>

G—— P

B
G es el dominio comin de f y g.

Teorema 3.2 Se cumple - [[(P,A,B,ma,7m5) A H(P/,A/,B,,WA/,TFB/)) —
PP
Es decir el producto es unico a menos de isomorfismo.

Demostracion 3.2.1 Por la definicion de producto el siguiente diagrama con-
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muta:
A
TA o L
P <A, TB> P/ <7rA, ,7rB/> P
B T’ ™
B

Por la propiedad del producto se cumplen las siguientes igualdades

P,. < Py,Pg >= Py , Pg. < P4,Pg >= Py , Pa. < Py, Py >= P, ,
Pp. < Py, Py >= Pp.

Sea z =< PA,P;B > . < P4, P >, entonces Pa.z = Pa.(< PA,P;B > . <
Pa,Pg >) = (Pa.(< Py, Py >). < Py, Pg >= P),. < Pa, Pg >= Py4.

Pp.z = Pp.(< Py,Pg > . < Ps,Pg >) = (Pp.(< Py,Pp >). < Py, Pp >=
P;B. < Pa, Pgp >= Pp , entonces conmuta el siguiente diagrama

A

TA
TA

B

B
Pero existe un unico z que hace conmutar al diagrama anterior, y P lo hace
conmutar, entonces P =< P,,Pp > . < P4, Pp > , Andlogamente probamos

que < P4, Pg > . < P;MPJB > entonces Iso(< Py, Pgp >) = P = P.0O

Definicién 3.17 Definimos [[(S, A, B,x,y) como una abreviatura para la si-
guiente formula: Inj(z,y)A(S = C(x))A(S = C(y))A(A = D(z))A(B = D(y)).
Es decir S es una suma de A y B relativa a las inyecciones x e y si S es el
codominio comun de x ey, donde A es el dominio de x y B el dominio de y.

NOTACION: is: A— S ,ig:B— S ,iq:=x ,ip:=y.

Teorema 3.3 + [[(S, A, B,ia,ig) N[1(S', A, B,iyig) —S=S.
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Demostracion 3.3.1 Simplemente aplicamos dualidad al teorema anterior.

Definicién 3.18 (pullback) Sean A J. B y C —%5 B si existen dos mapas
G5 AyG H C que vemﬁcan f.x = fuy tales que para todo par par de

morfismos X —> A, X —) C que verifique la ecuacion f.o' = g.x' entonces
eziste un Unico mapa X 5 G tal que se cumple x.r =12’ , yor =y A la terna
(G, z,y) se le llama el pullback de f y g.

Diagramaticamente:

X

Propiedades del pullback:

Proposicién 3.3.1 Sean A RIS . B L Cy (G,z,y) pullback de f y g
entonces Mon(f) = Mon(y).

Demostracién 3.3.1.1 Sean X = G , X == G tales que y.z = 3.2’ pero
fx.z=gy.2z=gyz2 = fax.2 pero f es monomorfismo entonces x.z = x.z2' en-
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D)
L

tonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

entonces por la propiedad del pullback z = 2’ entonces Mon(y).

Proposicion 3.3.2 Sean A J B . B4, A#D, D , D LN )

1 . ,
,E — F  morfismos, entonces si los diagramas

A— > B D h C

l

son pullback, entonces el siguiente diagrama también es un pullback
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Demostracion 8.3.2.1 Sean U 5 E y U b B morfismos tales que con-
mute el diagrama

U

entonces tenemos el diagrama
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N\

g.
b D
k

U

C

E— Y .F

Entonces como el diagrama es un pullback existe un inico morfismo U 5D
tal que
U

E— 'Y .F

Entonces tenemos el siguiente diagrama

U

D—— " ¢

Pero por ser pullback tenemos que existe un tnico morfismo U — A tal que
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U

FEntonces tenemos

U

E—— ' .C

unicidad: Supongamos que tenemos z y z' morfismos tales que

53



54 CAPITULO 3. TEORIA AXIOMATICA DE CATEGORIAS

E l C
Entonces por la propiedad del pullback del sequndo diagrama tenemos que i.z =
1.2". Pero por la propiedad de pullback del seqgundo diagrama tenemos que z = 2'.

Proposicion 3.3.3 Sean los morfismos f,g,hi,k,l,j como en la proposicion
anterior, si los diagramas

D h c A— 1 .p
k 7 i g
E l F D b C

k J

E—— Y .F

son pullback,entonces el siguiente diagrama también es un pullback
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Demostracion 3.3.3.1 Sean a y b morfismos tales que
U

f
a A B
7 g
D h C
entonces tenemos
U
b
f
ka A B
k.1 J-g

E—— 1Y .F

Por ser un pullback existe un unico morfismo y tal que

55
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h

D— = C
Consideremos el siguiente diagrama
U

l

E——C

Por ser un pullback el primer diagrama de las hipdtesis tenemos que a = 1.y lo
que demuestra el teorema. [

Definicién 3.19 (pushout ) Sean A ANy y A L5 C si existen dos mapas
B -2 P, C -2 P que verifican x.f = y.g tales que para todo par de morfismos
B Q , C L5 Q que verifican la ecuacion ='.f = y'.g entonces existe un
tinico morfismo P —> Q tal que cumple z.x = a', 2.y =v/.

A la terna (P, x,y) se le llama el pushout de f y g Diagramaticamente:
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A
gJ
C

! B

B »/

Definicién 3.20 Sean A —% B C —+ D mapas , llamamos y X z al unico

mapa < Y., 2.0 > definido de A x C en B x D tal que el siguiente diagrama
conmuta:

A Y B
Ta 5
AxC yxE B x D
T D

C = D

Definicién 3.21 Sean los morfismos A B yC 5D definimos f+g como
el unico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:
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A B
in is
A+C Tt B+D
ic iB
C D

g

Teorema 3.4 Sean A i) B.B-%LC,D NSV, , M =5 N entonces se
cumple: (g.f X w.h) = (g x w).(f x h).

Demostracion 3.4.1 tenemos que probar que:
(*1) (g-f)-wa = mc.((g x w).(f x h)) y que

(*2) (w.h).wp =7n.((g x w).(f X h)).

Pero sabemos que h.rp = mp.(f X h) y que wrpy = wn.(g X w) entonces

w.(hap) = w.(my.(f x b)) = (wrp).(f x h) = (7y.(g X w)).(f x h) =
wn-((g X w)).(f x h) por lo tanto de cumple (*1) de la misma manera se prueba
que se cumple (*2). O

Teorema 3.5 Sean los morfismos G oA ,G-L B, A Ny , B D
entonces se cumple que: (h X w). < f,g >=< h.f,w.g >

Demostracion 3.5.1 Tenemos que probar que :
(*1) mo.(h x w). < f,g>)=h.f

y que (*2) mp.((h x w). < f,g >)) = w.g.

demostremos (*1) Sabemos que ma. < f,g >= [ y que hara = wo.(h X f)
entonces h.(ma. < f,g >) = h.f pero h.(ma. < f,g >) = (h.wa). < f,g >=
(re.(h xw)). < f,g >=mc.((h xw). < f,g >) lo que demuestra (*1), andloga-
mente se prueba (*2). O



Capitulo 4

Teoria de Topos

En esta seccién presentamos un tipo especial de categoria, la categoria topos,
esta teorfa pretende capturar muchas de las propiedades de la categoria Set (la
categoria de conjuntos)

4.1. Lenguaje légico para la teoria de topos y
axiomas

Sea el lenguaje C de primer orden de las categorias, con los simbolos adicio-
nales , T , con los mismo axiomas de C (a este lenguaje lo llamaremos T y los
siguientes axiomas adicionales:

Axiomas de T

1. Axioma de existencia de objeto terminal
(3A)(0bj(A) A (VB)(Obj(B) — (Az)(B = A)) .

2. Axioma de existencia de objeto inicial
(3A)(Obj(A) A (VB)(Obj(B) — (3lx)(A N B)).

3. Axioma de existencia de producto
(VA)(VB)(Obj(A)AObj(B) — (3P)(3z)(Ty)(Obj(P)AMor f(x)AMor f(y)A
11(P, A, B, z,y)).

4. Axioma de existencia del coproducto
(VA)(VB)(Obj(A)ANObj(B) — (35)(3z)(3y) (Obj (S)AMor f(z) AMor f (y)A
(I1(S, A, B, z,y)).

5. Axioma de existencia de ecualizador
Dados A -1+ B y A -2 B Existe un mapa E Fy A tal que f.k=gky
que para todo mapa X — A que verifica la ecuacién f.u = g.u se cumple
que existe un tnico mapa X — E tal que u = k.z, a k se la llama el
ecualizador de f y g.

6. Axioma de existencia del coecualizador
Dados A -*5 B y A —25 B existe un mapa B - Q tal que ¢.f = q.g y
si B - X es un mapa que verifica la ecuacién u.f = u.g entonces existe

99
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un dnico mapa Q — X tal que z.q = u. q se le llama el coecualizador de
fyg

. Axioma de existencia de Potencia

Dados dos objetos A y B existe un objeto B4 y un mapa A x B4 - B
llamado mapa evaluacién de B4 tal que : Para cualquier mapa de la forma

Ax X L> B existe un tnico mapa X I, pa que verifica A ecuacién
e. < Pa,Px.h >= f donde los mapas P4 y Px son proyecciones del
producto A x X.

. I) Axioma de existencia de objeto clasificador 2 es un objeto que

llamaremos objeto clasificador, y existe un morfismo 1 1 0 tal que para
todo A - B monomorfismo existe un tnico B —= ) llamado el mapa
caracteristico, tal que el siguiente diagrama conmuta y es un pullback:

A m B
ta Cm
1 il 0

Donde A %5 1 es el tnico mapa con dominio A y codominio 1.
IT)Axioma de existencia de mapa clasificador

Para todo objeto A existe un objeto A, y un mapa A 22, A tal que para

todo par de mapas B i> Ay B C con m monomorfismo, entonces

existe un tinico mapa x(m, f) ,C XM) A tal que el siguiente diagrama es

un pullback

B e C
f x(f.m)
A ja ch

Nociones y propiedades basicas

Proposicion 4.0.1 FExiste un unico objeto terminal a menos de isomorfismo.

Demostracion 4.0.1.1 Supongamos que existe dos objetos terminales A y
A’ sabemos que existe un tunico morfismo x tal que A’ =+ A y un iunico y

tal que A -2 A, entonces A =% A,pero hay uno solo,entonces x.y = A.
Idemy.x = A’, entonces A= A’. O

Proposicion 4.0.2 FEzxiste un unico objeto inicial a menos de isomorfismo.
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Demostracion 4.0.2.1 Idem proposicion anterior.
Definicién 4.1 1 nombra a cualquier objeto terminal.
Definicién 4.2 0 nombra a cualquier objeto inicial.

Teorema 4.1 En cualquier topo si a es morfismo (Mon(a) A Epi(a)) = Iso(a)
, cuando en una categoria vale este teorema , se dice que es una categoria ba-
lanceada.

Demostracion 4.1.1 Sea A % B monomorfismo y epimorfismo, sabemos
que existe B =7 Q tal que ¢,,.m = T.tx donde ts es el morfismo A 1A
, Sea B RN , sabemos que top.tg.m = T.tq4 = cp.m entonces como m es

epi ¢, = T.tg entonces por la propiedad del pullback existe A s B tal que
m.f = B, pero también m.idy = m = idg.m = m.f.m entonces como m es
monomorfismo A = f.m entonces m es isomorfismo.[]

Teorema 4.2 En cualquier topo si A es un objeto se cumple A x 0 = 0.

Demostracion 4.2.1 Veamos que A X 0 es objeto inicial.

Sea X objeto cualquiera, existe un unico morfismo Q £y XA tal que el siguiente
ida

diagrama conmuta: A A
™A TA
Ax X —STARTZ ggxA e X
o TyA
0 - x4

h .
Sea A x 0 — X morfismo cualquiera entonces h = e. < Py, k.Py > como k es
inico, h también es unico entonces A x 0 es inicial entonces A x 0 = 0. ged

Teorema 4.3 En cualquier topos si A —— 0 morfismo, entonces A = 0.

Demostracion 4.3.1 Sean A x 0 0 y 0 -5 A x 0 morfismos uno inverso
del otro(por el teorema anterior), sabemos que (Pa.g).(f. < ida,a >) = A donde
a es el morfismo A - 0, pero (f. < ida,a >).(P4.g) = 0 porque 0 es objeto
inicial. O

Corolario 4.3.1 En cualquier topos los objetos iniciales son strict, esto es para
cualquier objeto A existe a lo mds un morfismo A =0 y a es isomorfismo.
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., . . a .
Demostracion 4.3.1.1 Si existe un morfismo A — 0 por el teorema anterior
A =0, entonces A es inicial, por lo tanto a es el unico morfismo de A a 0 , y
ademas a es isomorfismo. [J

Definicién 4.3 (elementos globales): Sea 1 — A un mapa, llamamos a x un
elemento global de A.

Definicién 4.4 Sea A =5 B, y C -2 B morfismos decimos que  C y , si
existe un morfismo A = C tal que x = y.z.

Definicién 4.5 Sea 1 —— B , A -5 B morfismos, decimos que x € y si existe
un morfismo 1 Iy A tal que x = y.h.

Teorema 4.4 Sea A cualquiera entonces A x 1 =2 A,

Demostracion 4.4.1 Sea A 151 el dinico morfismo con dominio A y codo-

. ida, ‘ , .
minio 1 entonces el mapa A SUAYE A w1 verifica Py. < idpg,t >= A Ademds

el mapa < ida,t > .wa verifica las siguientes ecuaciones wa. < ida,t > .74 Y
< At > .mp.m = pero por la propiedad del producto hay un unico mapa que
cumple verifica esas ecuaciones y es el mapa A X 1 entonces < idg,t > .mq =
Ax1 entonces Ax1=A.0O

Definicion 4.6 un topos es degenerado si 0 = 1.

Proposicion 4.4.1 En cualquier topos degenerado para cualquier A se cumple
que A =0.

Demostracion 4.4.1.1 Como Ax1=2 Ay Ax0=0 entonces A= 0.0

Proposicion 4.4.2 Sea 0 — A el inico morfismo de 0 a un objeto cualquiera
A | entonces k es un monomorfismo.

Demostracion 4.4.2.1 Sean B -0, B-50 morfismos, pero por el teore-
ma anterior existe a lo mds un morfismo de B a 0 entonces © = y entonces k
es monomorfismo.l]

. e k Lo . .
Proposicion 4.4.3 Sea 0 — A el inico morfismo de 0 a un objeto cualquiera
A | entonces k es un monomorfismo.

. x y
Demostracion 4.4.3.1 Sean B — 0 , B — 0 morfismos, pero por el teore-
ma anterior existe a lo mds un morfismo de B a 0 entonces x =y entonces k
es monomorfismo.

Definicién 4.7 (L) Sea 0 — 1 el dnico morfismo de 0 a 1 definimos el mapa:

1 L, s .
1 — Q como el unico mapa caracteristico que hace conmutar el diagrama:

1

0
J il
1

T .0
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Teorema 4.5 Un topos es no degenerado si y solo si L #£ T.

Demostracién 4.5.1 (reciproco): Supongamos que es degenerado (0= 1) en-
tonces 1 es inicial entonces hay un unico mapa de 1 a € entonces L = T~
(directo): Si L = T |, por la propiedad universal del pullback existe un unico
morfismo z 1 == 0 entonces 1 =2 0. O

Teorema 4.6 FEn un topos degenerado para cualquier objeto A se cumple A = 0.

Demostracion 4.6.1 Sil =0 entonces 0 es terminal entonces existe un mor-
fismo de A a 0 entonces A = 0.00

Definicién 4.8 Sea Ax X 15 B morfismo, definimos f* como el inico mapa

X — B4 que satisface el axioma el azioma de existencia de potencia, es decir
hace conmutar al siguiente diagrama:

A ida A

Ax X Ah _AaypA___ ¢ . p

f*

Definicién 4.9 Sea A 5 B definimos f. (el nombre de f) como el dnico
mapa que verifica e.(A X fo) = f.wa.

Teorema 4.7 Sea A - B morfismo entonces para todo a morfismo 1 —— A
se cumple e. < a, fo >= f.a.

Demostracion 4.7.1 Sea A x1 % A J. B , sabemos que existe un Unico
morfismo (fe) tal que el siguiente diagrama conmuta:
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id
A 4 A
™1 TA
idaxf.
Ax1— e gy opa ‘ B
fra
™1 TpA
1 BA
fe
Consideremos ahora el siguiente diagrama conmutativo:
id
A 4 A
a
T TA
1 id e
1 R P e Y ;¥ S —
fra
T TpA

1 BA
fE‘

Entonces < a, fo) >=< ma,m.fe) > . < a,1 >= (fwa). < a,1 >= f(ma. <
a,1>)=fa. O

Observacion 4.1 Vimos que dado un morfismo A s B existe un tinico mor-
fismo f. tal que e.(A X f.) = fma.

Reciprocamente Dado un morfismo 1 N B4, existe un unico morfismo A N
B tal que f. = h.

Demostracion 4.1.1 ya vimos que m4. < ida,ta >= idax1 definimos f =
e.(Ax h). <ida,ta > entonces f.ma =e.(A X h) entonces fo=h. O

4.3. Topos Well-pointed

Definicién 4.10 Decimos que un topos es well-pointed (WT) si verifica:

1. Es no degenerado.
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2. 1 es generador objeto generador.
Si (AL Bya (AL B).
Entonces Para todo x ,1 =+ A, se cumple que ((f.x = g.x) — f = g),
donde 1 es un objeto terminal.

Observacion 4.2 A menos que se diga lo contrario de ahora en adelante con-
stderaremos a todos los topos como WT.

Recordemos que nuestro primer objetivo es construir un modelo de la teoria de
conjuntos a partir de la teoria de topos, por lo tanto debemos pedirle a nuestra
teoria de topos que no degenere, de lo contrario tendriamos que A = 0 para todo
A objeto, lo que lleva al ¢olpaso”de nuestro modelo. La condicion de que 1 sea
generador es para que los morfismos se “comporten” como funciones.

A continuacién veremos que los topos W' cumplen ciertas propiedades que
hace a esta teoria bastante cercana a la categoria de conjuntos.

Teorema 4.8 Un objeto inicial no tiene elementos.

Demostracién 4.8.1 Supongamos que existe 1 — 0 morfismo, sabemos que
existe un solo mapa de la forma 0 = 1 entonces (1 — 0 5 1) = (1 L5
1) pero existe un solo mapa que tiene como codominio 1, entonces y.x = 1
andlogamente x.y = 0 entonces 1 = 0. Entonces no es WT,absurdo. [

Teorema 4.9 Para todo objeto A con A 20 en WT , A tiene elementos glo-
bales.

Demostracion 4.9.1 Consideremos los morfismos T.ta , Lita donde A SZN
1 entonces tenemos que T.tax # L.ta en caso contrario por la propiedad del
pullback existiria un morfismo A — 0 entonces A = 0 absurdo, entonces por
ser WT debe existir un elemento global 1 = A tal que T.ty.x # Lta.x.0

Teorema 4.10 Si A 2 0 entonces ta es epimorfismo.

Demostracion 4.10.1 Como A % 0 existe 1 — A y como 1 es terminal
ta.z =1 entonces sean x , y morfismos tales que r.ty = y.ta entonces x.ty.z =
y.ta.z entonces x =y, entonces t4 es epimorfismo.[]

Corolario 4.10.1 Los dnicos monomorfismos con codominio 1 son los mapas
0—1yl—1.

. t
Demostracion 4.10.1.1 Sea A -2 1 monomorfismo, pero por el teorema
anterior t 4 también es epimorfismo, entonces t o es isomorfismo, entonces A =
1.

Teorema 4.11 En los topos para todo par de morfismos A Ny ,C % B
existe (G, x,y) pullback de f y g.

Demostracion 4.11.1 Sean los siguientes morfismos: A x C fo 0 % B Yy

AxC I B, sea G £y A x C el ecualizador de los morfismosg.Pc y f.Pa
entonces g.Pc.k = f.Pa.k , veamos si x := Py.k yy := Pc.k entonces (G, z,y)
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es el pullback de f y g: Sea X A X L C tales que f.a' = gy Pero
tenemos que Pa. < x',y >= a’ y que Po. < x',y >= v entonces f.P4. <
'y >= g.Po. < ',y > entonces < x',y’ > entonces por la propiedad del
ecualizador existe un inico morfismo X — G tal que k.r =< z’,y > entonces
Po.kor =y y Pa.k.r =2’ entonces (G, x,y) es Pullback. O

Teorema 4.12 FEn los topos para par de morfismos A N . AL B existe
(P, x,y) pushout de [ y g.

Demostracion 4.12.1 Andloga a la demostracion anterior cambiando ecuali-
zador por coecualizador y <,> por [,].

Teorema 4.13 Los dnicos elementos globales de 2 son T y L.

Demostracion 4.13.1 Sea 1 — Q elemento global de Q0 , consideremos el
Pullback de 1 -5 Q y1 -5 Q: A m 1

1 il Q

Si A =0 entonces x = L ya que L es el unico mapa caracteristico de 0 — 1
Si A 21 entonces m es epimorfismo (por teorema) pero también es monomor-
fismo entonces es isomorfismo entonces A = 1 entonces x = T.

Definicién 4.11 Definimos Q — Q como el tinico mapa caracteristico del
morfismo 1 - 0.

Teorema 4.14 —.— = ().

Demostracion 4.14.1 Por la definicion de — el siguiente diagrama conmuta:

1 L 1

11— -0

Entonces ~.L =T , veamos que también se cumple -. T = L:

Como solo L y top son elementos globales de Qn ka otra posibilidad es =. T =T
, entonces por la propiedad del pullback existe 1 —— 1 tal que el siquiente dia-
grama conmuta:
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—_
—_

Pero el inico mapa de 1 a1 es 1 entonces x = 1 entonces 1,1 = T absurdo
entonces se cumple —=. T = L entonces —.— y Q coinciden en elementos globales,
entonces por ser WT —.— = ().

Observacion 4.3 Fuxisten topos en donde los unicos elementos globales de §)
son T y L pero no vale el teorema anterior. A los topos donde vale el teorema
anterior se la llama topos booleanos.

Teorema 4.15 Las inyecciones de las sumas son monomorfismos.

Demostracion 4.15.1 Sean A % A+ B y B 2 A+ B Si B 20 entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A
ia A
A10 lida,y] A
& y
0

Entonces [ida,y].ia = ida

Pero ademds tenemos el siguiente diagrama:



68 CAPITULO 4. TEORIA DE TOPOS

ia.[ida,y]

A+0)———A+0

10

0
Pero A 4+ 0 también hace conmutar el diagrama y hay un dnico que lo hace,
entonces ia.[A,y] = idayo entonces ia es isomorfismo, entonces ia es mono-
morfismo ig es siempre un monomorfismo,entonces tenemos el resultado. O

4.3.1. Primera aproximacién a la pertenencia

Veamos una primera aproximacién a la pertenencia y a la inclusién desde el
punto de vista categdrico.

Definicién 4.12 Sea 1 = B , A - B morfismos, decimos que r € y si

existe un morfismo 1 2y A tal que © = y.h.

Definicién 4.13 Sea A - B, y C -5 B morfismos decimos que © C y , si
existe un morfismo A — C tal que x = y.z.

Teorema 4.16 Las sumas son disjuntas, es decir no existe ningun elemento
global de la suma que sea elemento de ambas inyecciones.

Demostracion 4.16.1 Seal =+ A+ B , elemento global de A+ B supongamos
que x € iy, entonces existen y , z tales que ig.y = x , ig.z2 = , consideremos
el siguiente diagrama conmutativo:

x [T.tA,J_.tB]

Q
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Entonces [T.ita, Litgle=T.(tay) =T
[T.tA, J_.tB].{L‘ = J_.(tB.Z) =1
Entonces T = L contradiciendo la no degeneracion. [J

Teorema 4.17 Todo elemento global de una suma puede ser factorizado por
alguna de las inyecciones.

Demostracion 4.17.1 Sea1l =5 A+ B elemento global, como m es monomor-
fismo tiene un mapa caracteristico, sea 1 — A elemento global de A entonces:
1 -5 A% A+ B 5 Q= Tol , sise da la primero entonces tenemos el

diagrama siguiente:
1

1 m 9)

Entonces m = ia.a entonces m es factorizado por ia.
Sz'li>Ai—A>A+Bc—m>Q:Lyademdsli>At—A>1i>Q:L,
entonces cpia = L.ta. Argumentando andlogamente por elementos globales en
B obtenemos ¢,,.ip = L.ty
Ahora veamos el siguiente diagrama:

A

. ida
iA

Lota, Lot

Ao tadtel 2y

o l.tp

B
Entonces ¢, = [L.ta, Litg] , pero [L.ita, Litg] = L.ta entonces tenemos el

stguiente diagrama:
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l—— ™= A+B

1 il 0

entonces L.tgrp.m =T lo que contradice la no degeneracion.

Corolario 4.17.1 En un topos WT wale se cumple que:

Dados A y B objetos existen dos morfismos A 2 A+ B y B 2y A+ B tales
que Mon(ia) N Mon(ig) y si x € (A+ B) entonces x €ia 0 x € ip.

Demostracion 4.17.1.1 Sabemos que las inyecciones existen y son monomor-
fismos y que todo elemento global se factoriza por alguna de ellas. O

Teorema 4.18 FEn un topos WT se cumple que: Los morfismos 1 I | Y

1 25 1+ 1 son diferentes y son los tinicos elementos de (1+1).

Demostracion 4.18.1 Sea el mapa suma [T,L] : 1+ 1 — Q , si las dos
inyecciones fuesen iguales tendriamos 1L = T absurdo. Ademds sabemos que
todo elemento global es factorizado por alguna de las inyecciones, esto es sea
125141 ezistel -5 1 tal que m =1 4.a entonces m = i4. [

Teorema 4.19 Un morfismo A —= B es monomorfismo sii es inyectivo en
elementos globales.

Demostracion 4.19.1 (directo) Si es monomorfismo entonces f.x = fy =
x =y en particular si x ey son elementos globales.

(reciproco) Supongamos que m es inyectivo en elementos globales. Sea C RNy

y C —L5 A dos mapas tales que m.f = m.g. Si f #£ g entonces existe 1 — A
tal que f.x # g.x entonces m.f.x # m.g.x absurdo. [J

Teorema 4.20 Un morfismo A — B es epimorfismo sii es sobreyectivo en
elementos globales, esto es para todo morfismo 1 —— B existe 1 s A tal que
qy=rz.

Demostracion 4.20.1 (reciproco) Supongamos que q es sobreyectiva en ele-

mentos globales. Sean f y g tales que f.q = g.q sabemos que para todo 1 B
elemento global existe 1 — A tal que g.a = b entonces f.b = f.q.a = g.q.a = g.b
entonces f = g.

(directo) Supongamos que no es sobreyectiva en elementos globales, entonces

eziste 1 -2 B tal que para todo morfismo 1 —— A se verifica que q.a # b, aho-
ra como b es monomorfismo tiene un mapa caracteristico c,, tal que cp.b = T
entonces para todo morfismo a se cumple cp.q.a = 1L ademds L = 1.ta.a enton-
ces cp.q = L.ta pero Lita = L.(tg.q) entonces cp.g = (L.tp).q entonces como
q es epimorfismo ¢, = T.tg pero T = ¢p.b entonces T = L.itg.b= 1,1 = L
absurdo. [J

Teorema 4.21 1+1=0
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Demostracion 4.21.1 Veamos que [T, 1] : 1+ 1 — Q es inyectiva y so-
breyectiva en elementos globales. Es inyectiva: Sean x e y morfismos tales que
[T, Ll].z = [T, 1],y pero los tnicos elementos globales de 1 4+ 1 son iy e iz en-
tonces x,y =11 0 x,y =iy pero six #y entonces T = [T, L].ig = [T, L]ig = L
absurdo entonces [T.L1] es inyectiva.

Es sobreyectiva: Sea 1 25 Q como los unicos elementos globales de Q son T o

1 entonces y =T oy = 1 entonces tomando x =11 0 x = iy tenemos q.x = y.
O

.. . : M
Observacion 4.4 FEl teorema anterior nos dice un mapa de la forma A —
se comporta como una funcion caracteristica, por lo cual podemos ver a M como
representando a un subconjuntos de A.

Proposicién 4.21.1 1 = PO.

Demostracion 4.21.1.1 Sea A objeto, sabemos que O x A = 0 entonces
existe un unico morfismo 0 X A — €, pero por el axioma de la potencia
existe un unico morfismo A — PO tal que conmuta el siguiente diagrama:

0 0 0

OxA— s 0xQ— 2 .0

A PO
Pero cualquier morfismo A — PO conmuta el diagrama anterior entonces PO
es terminal entonces PO = 1. [

Proposiciéon 4.21.2 PO = (.

Demostracion 4.21.2.1 Sea 1 L Q sabemos que 1 x1 =5 1 es isomorfismo

y por el axioma de la potencia existe un morfismo 1 Iy Pl tal que ey.(idy x h) =
T.7 entonces eq.(idy xh).m~1 = T andlogamente existe k tal que e1.(1xk).m~ =
L entonces ey es epi sobre elementos globales entonces ey es epi.

Veamos que e1 es mono: Sean 1 — 1 x P1, 1 %5 1 x P1 tales que e1.x = e1.y
y por el axioma de la potencia para el morfismo ej.x.w sabemos que existe un
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unico h tal que: 1 1

™ TP1

1 h P1

Pero sabemos que wpy también es isomorfismo entonces pero con h = w5t .x.w
P1
—1 -1
pero como e1.x = e1.y entonces h = mp.x.m = h = Tp].y.m entonces x = y

entonces e1 es isomorfismo, entonces 2 =1 x P1 = P1 .00

Teorema 4.22 Para todo monomorfismo A — B de B existe un monomor-

m

fismo A’ B tal que [m.m/] : A+ A’ — B es isomorfismo.

Demostracion 4.22.1 : Sea ¢, el mapa caracteristico de m , consideremos
el mapa —.cp 2 1 — Q y (A,m/ ta) pullback de —.c,, y top , entonces
em-m’ = Qepom’ = oimep,.m! |, pero —.cpy.c,,y = T.ta entonces ¢, .m’ =
. T.tg = L.t entonces tenemos el siguiente diagrama

’

A— ™ A

tpr Cm

1 L 0

Sea X i> B tal que cp,.f = L.tx entonces —.cp,.f = . L.tx entonces existe
un tdnico X L5 A’ tal que el siguiente diagrama conmuta:
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X

1 Q

Entonces m'.g = f yta.g=tx entonces (A',m’,t ) es pullback de ¢, y L.
Sea 1 = B es elemento global de B entonces c,,.x es elemento global de B
entonces ¢yt = L 0o cppx = T

Si ¢p.x = T & = m.h con h el morfismo que hace conmutar el diagrama
stgquiente:

1

h T
A m B
ta Cm,
1 il Q

. . Yy
Entonces si x no es factor de m entonces c¢,,.x = L entonces existe 1 — A*
tal que conmuta el siguiente diagrama:
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Entonces z es factor de m'.
Veamos que [m,m'] : A+ A" — B es epimorfismo: para ello veamos que es

sobreyectiva sobre elementos globales: Sea 1 -5 B elemento global, como es
factor de m o m’ supongamos que existe 1 -5 A tal que m.a = b entonces
[m.m'].is.a = b andlogamente si b es factor de m’ [m,m'].is.a = b entonces es
sobreyectiva sobre elementos globales entonces es epimorfismo.

Veamos que [m, m'] es monomorfismo: Sean x ey elemento globales de A+ A’ ta-
les que [m,m'].x = [m,m'].y, sabemos por el teorema anterior que x ey son fac-
tores deig o deiyr , supongamos que x € tAN\y € i 4 entonces existen k, h mor-
fismos tales que ig.k = x Nig.h =y entonces ¢y fm,m'].x = cp,.fm,m/]igk =
em-m.k =T ademds cp.[m, m'].x = cp.[m,m'].y = cp.[m, m'].igrh = cppom/.h =
1 entonces T = bot absurdo, entonces x ey pertenecen a una misma inyeccion,
supongamos que existen z , w morfismo tales que x =is.2 Ny = ia.w entonces:
[m,m'].x = [m,m‘].ia.2 = m.z , [m,m/].y = [m,m'].ig.w = m.w pero m es
monomorfismo entonces m.z = m.w — z = w entonces x = y entonces [m,m’]
es monomorfismo. O

.. . M .
Observacion 4.5 Ya vimos que A — Q puede pensarse como un subconjuntso
de A, el teorema anterior nos dice que existe el complemento relartivo de M con
respecto a A.

Teorema 4.23 En cualquier topos un morfismo es monomorfismo sii es un
ecualizador.

Demostracion 4.23.1 (reciproco): Sea C ¥ A ecualizador de A L5 B Yy
A -2 B Sean D %5 €, D -5 C morfismos tales que m.xz = m.y entonces
fm.x = gm.x entonces por la propiedad universal del ecualizador eriste un
unico morfismo z tal que m.z = m.x entonces z = x pero y verifica los mismo
entonces ©x = y.

(directo): Consideremos el siguiente diagrama:
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A n A
ta Cm
1 il Q
FEntonces tg.m = to4 N T.ita = ¢.-m entonces T.itp.m = Tty = ¢pm

veamos que m es ecualizador de c,.m y T.tg: Sea m‘ tal que c,,.m’ = T.tg.m’
entonces existe un unico morfismo tal gque el siguiente diagrama conmuta

X

m’
m
—_— B

A
1 Q

En particular m.g = m' entonces m es ecualizador. [

T

Teorema 4.24 En cualquier topos todo morfismo A B se puede factorizar
como f =m.q donde A - C es epimorfismo y C — B es monomorfismo.

Demostracion 4.24.1 Sean C I B y C L5 B tales que (C,h,g) es pushout
de f consigo mismo y C —= B ecualizador de h y g entonces por la propiedad
universal del ecualizador existe un dnico morfismo A —— C tal que f = m.q ,
por el teorema anterior sabemos que m es monomorfismo basta probar que q es
epimorfismo:Afirmacion 1: m es epimorfismo sii f es epimorfismo.Como f =
m.q es claro que si f es epimorfismo entonces m es epimorfismo. Supongamos
que m es epimorfismo y a.f = b.f donde B =Y , B 5 Y entonces por
la propiedad universal del pushout eziste un inico X —— Y tal que a = z.h
b = z.g como gm = h.m entonces z.gm = z.h.m entonces a.m = b.m pero
m es epimorfismo entonces a = b entonces f es epimorfismo. Afirmacion 2:
Si existe otra descomposicion de f como f = n.d donde n es monomorfismo
entonces existe y tal que m = n.y.Supongamos que existen A 5D ., DB
con m monomorfismo, entonces n es ecualizador de dos morfismo a y b como
la parte anterior, entonces a.f = a.n.y = b.n.y = b.f entonces por la propiedad
universal del pushout existe un unico morfismo z tal que a = z.h , b = z.g
entonces andlogamente a la afirmacion anterior a.m = b.m entonces por la
propiedad universal del ecualizador existe un unico C — D tal que m = n.w
como queriamos demostrar. Ahora si aplicamos lo anterior a el morfismo g
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/
sabemos que existen A —— C' y C' ™y C con m! monomorfismo tales que
q = m'.¢’ entonces f = (m.m’).q' pero m.m’ es monomorfismo entonces por
la afirmacidn 2 existe un morfismo C — C' tal que m = m.m'.w entonces
como m es monomorfismo m'.w = C entonces m’ es epimorfismo entonces por
la afirmacion 1 q es epimorfismo lo que demuestra el teorema. [

El siguiente teorema muestra en que condiciones los conceptos categdricos
de inclusién y pertenencia se comportan de manera andloga a sus contrapartes
conjuntistas.

Teorema 4.25 Sean C — A y B N monomorfismos, entonces a C b si y
sdlo si para todox € A, x € a=x €D.

Demostracién 4.25.1 (directo) Sea 1 -+ A elemento global, si x € a enton-

ces existe un morfismo 1 s 0 tal que x = a.h , ademds como a C b ezxiste
C -4 B monomorfismo tal que a = b.y entonces x = (b.y).h = b.(y.h) entonces
x €b.

(reciproco) Sea 1 =5 C elemento global de C entonces a.x € a, entonces por
hipétesis a.x € b entonces existe 1 —= B tal que a.x = b.y,sea ¢, el mapa
definido por el axioma del subobjeto clasificador,entonces cp.(a.x) = ¢p.(b.y) =
(cp.b)y=(Ttg)y=T.(tg.y) =T , pero T = T.(ta.a.x) ,entonces cp.(a.z) =
T.(ta.a.x) entonces (cp.a).x = (T.ta.a).x para todo = elemento global de C' en-
tonces por WT cy.a = T.ts.a entonces tenemos el siguiente diagrama:

C

1 il 9]

Entonces por la propiedad universal del pullback existe un morfismo g que hace
conmutar al diagrama:
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C

1 T

entonces a = b.g entonces a C b. [J

Q

Definicién 4.14 Sea A 2% Q, llamaremos a M subobjeto.

4.3.2. Segunda aproximacién a la pertenencia

Dado un monomorfismo A % B el axioma de existencia de objeto clasifi-
cador nos permite representar al objeto A como un subobjeto de B de la forma

M . .
B — €. Veamos una nueva versién de la partenencia en este contexto.

Definicién 4.15 Sea B 5 Q , decimos que © € M sii se verifica
1-5%BMa=1-50q..

La siguiente proposicién muestra la compatibilidad entre la primera y la segun-
da aproximacion de la pertenencia.

Proposicion 4.25.1 z € M <z €m .

Demostracion 4.25.1.1 (directo): Sea x € M entonces por la propiedad uni-

versal del pullback existe z tal que hace conmutar el diagrama siguiente:
1
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en particular para ese z se cumple x = m.z, entonces x € m.

(reciproco): Sea x € m entonces existe z tal que x = m.z entonces M.x = M.m.z
pero M.m = T.ta entonces M.x = T.ta.z perota.z =1 entonces M.x = T en-
toncesx € M. O

A su vez podemos ver que la primera y la segunda nocién de aproximacion son
compatibles.

Corolario 4.25.1 Sea A 25 Q JA M morfismos, m' ym son los morfismo
que hacen conmutar los diagramas siguientes:

c’ m’ A c—m 5

A
ter M’ tc JM

1 T 0 1 il Q
Entonces m' Cm sis M' C M

Demostracion 4.25.1.1 Simplemente recordar que a C b sii para todo x € a
implica que x € b. [J

Corolario 4.25.2 Para todo morfismo 1 — B se cumple x € M o x € M.

Demostracion 4.25.2.1 Sea A + A’ ) B Sabemos que [m,m'] es iso-
morfismo, entonces existe un mapa B — A+ A’ tal que [m,m'].z = B y
zm,m'] = A+ A’ entonces z.x € ig 0 z.x € ia entonces o existe k tal que
z.x =1a.k o existe h tal que z.x =i/, h , supongamos lo primero entonces:
[m,m'].z.x = [m,m'].ia.k pero [m,m'].ig =m y [m,m'].2 = B entonces B.x =
m.k entonces x = m.k entonces x € m entonces x € M

idem si z.x € ia/.1

Definiciéon 4.16 Sea B objeto y B Moo subobjeto definimos B — M := M'.

Observacién 4.6 Paro todox € Bre B—M ox e M.

Teorema 4.26 Sea B objeto y B M, Q, B 0 subobjetos,entonces M C N
sii para todo x € M — x € N.

Demostracion 4.26.1 Por definicion M C N sit m C n donden y m son los
morfismos definidos por el axioma del subobjeto clasificador,peor ya vimos que
x € M sit x € m y sabemos que m € n sit x € m implica que x € n, lo que
demuestra el teorema. U

Observacion 4.7 En un Well Pointed Topos Si M C N y N C M entonces
M =N.
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Demostracién 4.7.1 Sea 1 = B elemento global de B, tenemos que
1-5BYa=1-500

1-5Bo—150

En el primer caso x € M entonces x € N entonces M.x = N.x En el sequndo
caso © ¢ M entonces x ¢ N entonces N.x = L entonces M.x = N.x entonces
coinciden en elementos globales entonces M = N. [

Veamos como obtener en W7 las nociones de imagen y preimagen analogasa las
de la teoria de conjuntos.

Definicién 4.17 Imagen inversa Dado un mapa A i> B se puede definir
un subobjeto de A y un subobjeto de B de la siguiente manera:

Para cualquier subobjeto B 0l imagen inversa es un morfismo A fﬁ—[év] Q
definido por f~*[N]:= N.f .

Definicién 4.18 Imagen directa Para cualquier subobjeto A M0 defini-
M
mos la imagen directa de M bajo f como el mapa B ’U Q determinado por:

Sea el Pullback de los morfismos A Moq y 1l o

C n A
tc M
1 il 9)
Sabemos que existe un monomorfismo n y un epimorfismo q tales que f.m = n.q
CL
q n
m f
C A B
t M
1 L 9)

Sea B < Q el mapa caracteristico definido por el azioma del objeto clasifica-
dor:
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c =

A
to: Jcn
Q

1 T

Entonces definimos f[M] := c,.

Teorema 4.27 La definicion de imagen directa no depende de la descomposi-
cién de f, es decir sin.g= f =n'.q' entonces ¢, = c,/.

Demostracion 4.27.1 Sea A Moq y A I B morfismos y n ,n' monomor-
fismos y g’ y q epimorfismos tales que n.q = f = n’.q' consideremos el siguiente
diagrama:

o
J y
A 1 C n B
tc Cn
1 il Q

Sabemos que por ser 1 objeto terminal se cumple tc.q = tor.q' entonces T.tc.q =
Tt .q', pero T.tc = c¢,.n entonces c,.q = T.te.q" pero n.qg = n'.g' entonces
cnn'.q = T.tor.q' pero q' es epimorfismo, entonces c,.n' = T.tc: entonces te-
nemos el siguiente diagrama:

C/

—_
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Entonces por la propiedad universal del pullback existe un morfismo z tal que el
stquiente diagrama conmuta:
C/

tc Cn

1 il Q
entonces n' = n.z entonces n' C n entonces ¢y C Cp,.
Andlogamente cambiando n por n' tenemos que ¢, C ¢, entonces ¢, = Cp
entonces por la observacion 3.9 resulta que ¢, = ¢y . UJ

Observacién 4.8 Sea A 25 Q y el diagrama definido por el axioma del objeto

clasificador:
C m A
M
1 il Q
y el morfismo C <0 definido por el diagrama:
C < C
c
1 L 9)

el cual identificaremos por C, entonces se cumple que m[C] = M.

Demostracion 4.8.1 Si m.C = n.q donde q es epimorfismo y n monomorfis-
mo, entonces por definicion m[C] es el mapa caracteristico de n pero vimos que
no depende de la descomposicion, y m es monomorfismo y C es epimorfismo
por lo tanto m[C|] es el mapa caracteristico de m. O

La siguiente definicién tienen una importancia principalmente técnica.

Definicién 4.19 Imagen universal
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Sea A L5 B morfismo y A M0 subobjeto definimos la imagen universal de
M bajo f como f < M >:= B — f[A— M]

Definicién 4.20 Sea A 5 B morfismo y 1 — A elemento global de A,
definimos f(x) := f.x.

Los siguientes resultados muestras que la imagen y la preimagen se comportan
de manera similar a sus comtrapartes conjuntistas.

Proposicién 4.27.1 Sixz € M entonces f(z) € f[M].

Demostracion 4.27.1.1 Como © € M entonces M.x = T entonces por la
propiedad universal del pullback existe un morfismo h tal que m.h = x.
1

= A

C
th M
1 il 9)
Sean los morfismos C' ™ B monomorfismo y C —— C* epimorfismo, C' len g
que intervienen en la definicion de f[M], entonces f.m = m'.q y f[M].m' =

T.ter, entonces f[M].f.x = f[M].f.m.x = f[M].m'.q.h = T.tcr.q.h =T enton-
ces f[M].f.x =T entonces f(x) € f[M]. O

Proposicion 4.27.2 Sea A JB morfismo, A 20, A M0 subobjeto de A,
y € f[M] entonces existe x € M tal que f(z) =vy.

Demostracién 4.27.2.1 Consideremos los morfismos C' = B monomorfis-
mo y C —% C" epimorfismo, C' leny que intervienen en la definicion de f[M],
entonces f.m =m'.q y f[M].m' = T.tc

Como y € f[M] entonces f[M].y = T entonces por la propiedad universal del
pullback existe h que hace conmutar el diagrama siguiente
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to f[M]

1 il 0

Como q es epimorfismo entonces es sobreyectiva sobre elementos globales, en-
tonces existe 1 — C tal que h = q.z, entonces f.m.z = m'.qz = m'.h =y
tomando x := m.z tenemos el resultado. O]

Proposicion 4.27.3 Sean A JB morfismo, B EANYo) subobjeto de B enton-
ces ¥ € f[N]~! sii f(x) € N.

Demostracion 4.27.3.1 :Simplemente observar la igualdad 1 —— A i> BN
o=-50.0

Proposicién 4.27.4 Sean A Mo y B ANYo) subojetos entonces se cumple:
a) f[M]C N & M C f~[N].
b) NCf<M>& fUN]C M.

Demostracion 4.27.4.1 a):(directo) Sea x € M entonces f(z) € f[M] en-
tonces f(x) € N entonces v € f~1[N].

(reciproco) Sea y € f[M] entonces existe x € M tal que f(x) = y entonces
x € f—1[N] entonces f(x) € N entoncesy € N.

b) (directo) Sea x € f~1[N] entonces f(x) € N C f < M > entonces f(x) €
B—f[A—M] perox € A—M ox €M entonces x € M.

(reciproco) Sea y € N, siy ¢ f < M > entonces y ¢ B — f[A — M] en-
tonces y € f[A — M| entonces existe x , x € A — M tal que f(x) =y entonces
J7HN] € M absurdo. O

Proposicién 4.27.5 Sean A I B , B 25 C morfismos y A M, Q,C EANYo)
subobjetos entonces:

a) i) (9-f)[M] = g[f[M]].

i) (9.f/) <M>=g< f<M>>.

iii) (9-f) ' N = f =g [NV]].

b) i) ida[M] =M =ida < M >.
ii) id;1[N] = N.



84 CAPITULO 4. TEORIA DE TOPOS

¢) Si f es monomorfismo entonces f~f[M]] =M = f71[f < M >].

d) Si g es epimorfismo entonces glg ' [N]] = N = g < g '[N] >.

Demostracion 4.27.5.1 a)i) Sea z € (g.f)[M] entonces existe x € M tal
que (9.0)(z) = = pero (9.£)(@) = (9.f)x = 9.(f-) = 9(fx) = g(f(x)) pero
f(z) € fIM] entonces z € g[f[M] entonces (g.f)[M] C g[f[M]].

Sea z € g[f[M]] entonces existe y € f[M] tal que z = g(y) y existe x € M tal
que y = f(z) entonces z = g(f(z)) = g.(f.x) = (9-f).x = (9.f)(x) entonces
z € (9-f)[M] entonces g[f[M]] C (g.f)[M] entonces (g.f)[M] = g[f[M]].

a) i) Por definicion (9.f) < M >=C — (g.f)[A-—Mlyg < f < M >>=
C —g[B — f < M >] entonces alcanza con probar que (g.f)[A — M] = g|B —
(B—f[A—DB)] lo cual es inmediato del hecho que B—(B— f[A—M]) = f[A—M].

a) i) x € (9.f)"Y[N] sii (9.f)(x) € N sii g(f(x)) € N sii f(x) € g 1[N]
sii v € f~g L[N

b) ida[M] = M observar el siguiente diagrama:
C

1

ida < M >=M : sz <M >=A—(A— M) entonces tenemos el resultado.
i) id;' [N] = N.idc = N.

¢) Sea f monomorfismo Sea x € f~1[f[M]] entonces f(x) € f[M] entonces exis-
te y € M tal que f(x) = f(y) pero f es monomorfimo entonces x =y entonces
reM
Si x € M entonces f(x) € f[M] entonces v € f~'[f[M]] entonces f~'[f[M]] =
M.
Sea x € f7Yf < M >] entonces f(z) € f < M >= B — f[A — M] entonces
f(x) ¢ flA— M) perox € A ox € A— M entonces x € M.
Sea © € M entonces f(x) € f[M] pero como f es monomorfismo no pue-
de existir un y ¢ M tal que f(x) = f(y) entonces f(x) ¢ f[A — M] entonces
f(x) € B—f[A—M] entonces x € f~1[f < M >| entonces f~L[f < M >] = M.
d) Sea g epimorfismo , x € glg~'[N]] entonces existey € g~1[N] tal que g(y) =
pero g(y) € N entonces x € N.
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Sea © € N como g es epimorfismo existe y € B tal que g(y) = x entonces
y € g Y[N] entonces x € glg~![N]] entonces glg~'[N]] = N.

Sea x € g < g '[N] > entonces existe v € C — g[B — g '[N]] entonces
x ¢ g[B—g t[N] pero como g es epimorfismo existe y € B tal que g(y) = x pero
Y no puede estar B — g~*[N] entonces y € g 1[N] entonces g(y) € N entonces
x € N entonces g < g~ '[N]=N.O

4.3.3. Teorema de Beck-Chevalley

El siguiente teorema es muy importante en la teoria de topos en general.

Teorema 4.28 ( Beck-Chevalley) Sean los morfismos A EEN B, A LN B,
B: 2% C |, By 5 C tal que el siguiente diagrama es un pullback:

A f2 By
f1 g2
B 7 C

Entonces se cumple :
1) fAlf ' =91 g2l
2) i< fy ' []>=g1"g2 <. >

Demostracion 4.28.1 1) Sea x € fi[f, '[M]], donde M es un subobjeto de

By entonces existe y € fy '[M] tal que fi(y) = = entonces g1(x) = g1(f1(y)) =

92(f2(y)) pero faly) € M entonces x € gy ‘g2[M]] entonces filfy [M]] C
=y

91 lg2[M]].

Sea x € gy '[g2[M]] entonces gi(x) € go[M] entonces existe y € M tal que

91(z) = g2(y)-

entonces eziste un unico mapa h que hace conmutar el siguiente diagrama

1

h Y
f:
x A : BQ
f1 g2
B ” C

entonces x = f1(h) , y = fa(h) entonces h € fy[M] entonces x € fi[fy ' [M]],
entonces gy ' [g2[M]] € filfy ' [M]] entonces fi[fy ' [M]] = g1 ' [g2[M]].
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2) Seax € fi < fy '[M] > entonces x € By— f1[A—fy *[M]] entonces x ¢ f1[A—
f3 ' [M] entonces g1(z) € C — go[By — M], de lo contrario gi(z) € g2[Bz — M],
entonces existe y € Ba — M tal que g1(x) = ga2(y), entonces nuevamente exis-
te h que hace conmutar el diagrama anterior, por lo tanto fo(h) =y entonces
f2(h) € By — M entonces h ¢ fy*[M] entonces h € A— f5*[M], pero x = f1(h)
entonces x € fi[A— fy ' [M]] absurdo entonces fi < fy '[M] >C gy '[g2 < M >].
Sea x ¢ fi < fy'[M] > entonces xnot € By — fi[A — f5 '[M]] entonces
x € filA — fy'[M]] entonces existe y ¢ fy'[M] tal que fi(y) = x enton-
ces g1(f1(y)) = g1(z) entonces ga(f2(y)) = g1(x) pero f2(y) ¢ M entonces
f2(y) € Bo— M entonces g1(x) € ga[Ba — M] entonces g1(x) ¢ C—ga[Be— M) =
g2 < M > entonces x ¢ g1—1[gs < M >] entonces g1—1[ga < M >] C f1 <
fy M) >

entonces g1—1[ga < M >] = f1 < fy '[M] >.0

Definicién 4.21 (M N N) B 25 0 y B 25 Q subobjetos, Sea E -+ B
ecualizador de M y N definimos M N N := k[M.k].

Proposicion 4.28.1 Sean B Moa y B Ny Q) entoncesz € MAN siize M
yx €N.

Demostracion 4.28.1.1 (directo) Sea x € k[M.k] entonces existe y € M.k tal
que x = k.y pero M.k.y = T entonces M.x = T entonces x € M, cambiando
M por N obtenemos x € N . (reciproco) Sea x € M y x € N entonces M.x =
N.x = T entonces por la propiedad universal del ecualizador existe un morfismo
h tal que K.h = x entonces M.k.h = M.x = T entonces h € M.k entonces
x € k[M.k]. O

Observacion 4.9 M NN =NNM.

Definicién 4.22 (M UN) Sea B 50, B-5 0, yB2 0, B Q sus
complementos relativos respectivamente, definimos MUN como el complemento
relativo de M’ N N'.

Observacion 4.10 MUN =NUM.

Proposicion 4.28.2 Sean B Moq ,y B N Q, subobjetos. Entonces x € M N
N siizxe M ox e N.

Demostracion 4.28.2.1 Si x € M UN entonces v ¢ M' N N’ entonces o
x¢ M ox ¢ N entoncesx € M ox € N. [

Definicién 4.23 : Sea A objeto y el objeto Q4 dado por el axioma de existencia

de potencia definimos PA := Q4.

4.4. Operadores internos

Veamos una manera de representar a la imagen directa, imagen inversa, e
imagen universal como operadores.
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Definicién 4.24 (Operadores internos) Sea A objeto definimos ey como el
morfismo A x PA = Q definido por el azioma de existencia de potencia.

Sea A 1B morfismo ,el axioma existencia de potencia nos dice que :Dados
dos objetos A y B existe un objeto B y un mapa A x B4 = B llamado mapa
evaluacion de B tal que : Para cualquier mapa de la forma A x X i> B existe

un unico mapa X Iy pA que verifica la ecuacion e. < Py, Px.h >= f donde
los mapas Pa y Px son proyecciones del producto A x X.

Si aplicamos este axioma para ” A’ igual a B ”B” igual a Q " X” igual a PA
y 7 f” igual a (f x PA)lea] : PA X B :— Q entonces existe un morfismo

PA -5 PB tal que ep.(B x h) = (f x PA)[ea] a este mapa h lo llamaremos
Pf.

Si aplicamos el axioma de existencia de potencia con las mismas hipdtesis pero
con” f” igual a (f x PA) < e, > a el morfismo h lo llamaremos Py f.

Ahora aplicamos el axioma de existencia de potencia con ”A” igual a A 7 X"
igual « PB 7 B” dgual a Q y” f igual a ep.(f X PB) a la h la llamaremos P*f.

Resumiendo: Dado un morfismo A L. B definimos tres morfismos:

PA L PB, PA ™ pp y PB Py PA, como los unicos morfismos que satis-
facen las siguientes ecuaciones:

(B x Pf)~'en] = (f x PA)[ea]

(B x Pyf) ep] = (f x PA) < e >

(Ax P f)~ea] = (f x PB)™[es]

Proposicién 4.28.3 Sean A J.B , A Mo , B EANYo) o1 M py (nombre
de M) 1 M pB (nombre de N ) entonces se cumple:

CL) (Pf)Me = f[M]e
b) (PVf)~Me =f<M>..
c)(P*f).Ne = f~'[N]e.

Demostracion 4.28.3.1 a) Sabemos que f[M]. es el inico morfismo que ve-
rifica eg.(B X f[M].) = f[M].Pp.

Veamos que eg.(B x (Pf.M.)) = f[M].Pg.

Sabemos que ep.(B x (Pf.M,.)) = ep.(B.B) x (Pf.M.)) = ep.((B x Pf).(B x
M,)) = (ep.(B x Pf))-(B x M) = (f x Paleal)(B x M,) = (B x M,)"(f x
Paleal)). Ahora aplicando el teorema de Beck-Chevaley al siguientes diagrama:
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Ax1 M Ax PA
fx1 fxXPA
Bx1 BxMe B x PA

Tenemos que (B x M)~ ((f x PA)feal) = f x 1(A x M)~ [ea]) = (f x
Dlea.(A x M,)] = f|M].PB.

b) Sabemos que f < M > es el inico morfismo que verifica eg.(B X f < M >,
))=Pp.f <M >.

Veamos que eg.(B x (Pyf.M.)) = Pg.f < M >.

Sabemos que ep.(B x (Pyf.M.)) = ep.(B x Pyf).(B x M.)) = (ep.((B x
Pof)).(B x M,)) = ((f % PA) < eA >).(B x M,) = (B x M.)"\((f x PA) <
ea >) Aplicando el teorema de beck chevaley al diagrama anterior tememos
(Bx M) YH(f x PA) <ea>)=(fx1) < (Ax M) el >

(fx1) <(Ax M) Yea]l >=(f x1) <ea.(Ax M,) >.

Falta probar que (f x 1) <es.(Ax M) >=f <M > .Pg.
(fx1)<esa(AxM,)>=Bx1—fx1[Ax1—es.(AxM)yf<M>.Pg=
P3\(B - flA— M),

Sea z€ Bx1—fx1[Ax1—ea.(Ax M),

Sabemos que Pg(z) € f[A— M] o Pg(z) € B — f[A— M].

Si Pp(z) € fl[A— M] entonces existe un x € A — M tal que Pg(z) = f(z)
consideremos el siguiente diagrama:

A A A
x M
TA TA
1 X1 Ax1 AXMe A pa—— A 2q
) T TpPA
1 Me PA

Entonces t x 1 € (Ax1—es.(Ax M,))
recordando el siguitente diagrama :
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A B

™ B

\
kS

x1 fx1

/
2
2

1 ! 1

tenemos que f x (x x 1) = z absurdo, entonces
Bx1—fx1[Ax1—es.(Ax M) CPz'[B~ fl[A—M].

Sea z € P5*[B — f[A — M]] entonces Pp(z) € B — f[A—M]. Siz € f x 1[A x
1—ea.(A.M.)] entonces existe y € A x —ea.(A x M,) tal que

A A A

\
<
3
kS
3
kS
g

B

x 1 DM AxPA— S0

—
3
h
3
v
kS

1 Me PA

Donde = := Pa(y) , * € A — M entonces Pg(z) € f[A — M] absurdo. por
lo tanto
PZ'UB—fIA=M])]CBx —fx1[Ax1—ea(Ax M), lo cual prueba b).

c)Debemos probar que es.(A x (P*f.N,)) = f~Y[N].P4.

ea-(A x (P*f.N.)) = ea.((A.A) x (P*f.N.)) = ea.(A x P*f).(A x N,) =
(f x PB)"!eg].(A x N.) = ep.(f x PB).(Ax N,) =ep.(f.A) x (PB.N,)) =
ep.(f x Ne)): ep.((B.f) x (Ng,1)) = (ep.(B x N.)).(f x 1) = N.f.P4 lo que
demuestra c). [

Teorema 4.29 Sean A i> B,B-%LC morfismos entonces se cumple:

a) i) P(g.f) = P(g)-P(f).
it) P(ida) = idpa.
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b) i) Py(g.f) = Py(9)-Py(f)-

i) Pyidy = idpa.

c) 1) P*(g.f) = P*(f).P*(g).
it) P*ids = P*idpa.
(Es decir P y Py son funtores covariantes y P* es un funtor contravariante).

Demostracion 4.29.1 :a) i) Veamos que se cumple (C x P(g.f)) tec] =
(C % (Pg.Pf))]ec).

(C x P(g.f)) Yec] = ((g:f) x PA)fea] = ((g-f) x (PAPA))ea] =
PA).(f X PAY)lea] = (9 x PA(f x PAeal] = (9 x PA(B x Pf)~
aplicando el teorema de beck chevaley al siguiente diagrama:

((g x
'esl]

B x PA BxPT B x PB
gxPA gxPB
C x PA Py C x PB

tenemos que (g x PA)[(B x Pf)~!eg]] = (C x Pf)~1(g x PBleg]) = (C x
Pf)~H(C x Pg)~Hec]) = ((C x Pg).(C'x Pf)) " ec] = (C x (Pg.Pf))*|ec].

a)ii):Simplemente observar que (A x Piq,)~! = (ida x PA)[ea].

b)i): Veamos que (C x Py(g.f)) ec] = (C x (Pyg.Pyf) Lec]

(C x Py(g.f))"Hec] = ((9-f) x PA) < ea >= ((g x PA).(f x PA)) < eq >=
(gx PA) < (f x PA) <ea >>= (g x PA) < (Bx Pyf)"!ep] >

Aplicando el teorema de beck chevaley al siguiente diagrama:

BXPvf
BxPA——— > BxPB

gxPA gxPB

CxpA—
tenemos que (g x PA) < (B x Pyf)7lles] >= (C x Pyf)~t[(g x PB)
ep >] = (C x Puf)7H(C x Pyg)Hec]] = ((C x Pug).(C x Pyf))""[ec]
(C x (Pyg.Pyf) ec].

b)ii): (A x PvidA)fl[eA] = (ida x PA) <es >= (ida x PA)lea].

C x PB

A

c)i) Veamos que (A x P*(g.f))"ea] = (A x (P*f.P*g)) " lea].

(Ax P*(g-f)) " eal = ((9-f) x PC)~*ec] = ((g x PC).(f x PC))~[ec] = (f x
PC)~H(Bx Pxg)~'[ep]) = (Bx Pxg).(f x PC)) " [ep] = (f x Pxg)~'|ep] =
((f.A)x (PB.P+g))~![ep] = ((f x PB).(Ax P*g))"![ep] = (Ax Pxg) " ((f x
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PB)~tep]) = (Ax P*g) ' ((Ax P*f)~tea]) = (Ax P*f).(Ax P*g))"*[ea] =
(A x (P*f.P*g))""[ea].

c)ii) Simplemente observar que (A x P*ida)"1[ea] = (ida x PA)"tea] . O

Teorema 4.30 a) Sea A L.B monomorfismo entonces:
P*f.Pf =1idpa , en particular Pf es monomorfismo y P*f es epimorfismo

b) Sea A I B epimorfismo entonces Pf.P*f = idpp , en particular Pf
es epimorfismo y P*f es monomorfismo.

Demostracion 4 30.1 a) Veamos que (A x (P*f.Pf))"ea] = eA.

(A x (P*f Pf)~ea] = ((A x P*f). (A Pf)~ea] = (A x Pf)'[(A x
Prf)Heal] = (A x Pn- H(f x PB)Hep]] = ((f x PB).(Ax Pf))~'[ea] =
((f.A) x (PB.Pf)) [ep] = (fXPf)_l[e | =(B.f)xPf.PA” Hen] = ((B x
Pf).(f x PA)~ep] = (fx) (B x Pf)~Hep]] = (f x PA)7'[(f x PA)lea]]
Como f y PA son entonces f x PA es monomorfismo entonces (f x PA)~!

PA)[@AH = €A .a

Observacién 4.11 Para cualquier f ( no necesariamente monomorfismo)se
cumple ea C (A x P*f.Pf)tea] ya que ea C (f x PA)7[(f x PA)[ea]].

Demostracion 4 11.1 b) Veamos que (B x (Pf.P*f)) ! eg]
(B x (Pf.P*f)) " ep] = ((B x Pf).(B x P*f))"![es] = (B
Pf)tes]] = (B x P*f)~1[(f x PA)lea]].

Consideremos el siguiente diagrama

AxPB— 2 A« pPB

X ||
“Um

NIB x

fxPB fxXPA

BxPB—2  _pypa
Entonces por beck chevaley (B x P*f)7[(f x PA)[ea]] = (f x PB)[(A x
P*f)"Yeal] = (f x PB)[(f x PB)~![eg]] como f y PB son epimorfismo en-
tonces f x PB es epimorfismo entonces (f x PB)[(f x PB) " ![eg]] = ep .0

Teorema 4.31 Sea m monomorfismo, entonces: Si el diagrama

B——2 D

A ! c

es un pullback entonces el siguiente diagrama también
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pB— "  _pp

Pn Pm

pA— " pc

Demostracion 4.31.1 Como P(m.g) = Pm.P.g y P(f.n) = Pf.Pn entonces
el diagrama anterior conmuta.

Sean E —» PD y E - PA morfismo tales que Pm.v = Pf.u demostremos
que existe un morfismo y tal que v = Pg.y y u = Pn.y.

Sea y := P*n.u. Veamos que (A x u)~1ea] = (A x (Pn.P*n.u))_l[eA]

Por la observacidn anterior sabemos que ea C (A x P*n.Pn)~tea] entonces
(Axu) Lea] € (Axu) (Ax P*n.Pn)~ e ]] Pero (Ax (Pn.P*n.u)) " tea] =

((Ax Pn.Pxn).(Axu) tea] = (A x u) L[(A x PnP xn)"tlea]] entonces

(A xu)"tea] C (A% (Pn.P*n.u)) tea] .

Probemos la otra inclusion:(Ax (Pn.P*n.u)) " ea] = (Ax Pn).(Ax P*n.u))"tea] =
(A x P*nu)~[(A x Pn)"tea]] = (A x P*n.u)~[(n x PB)eg]] = ((A x
P*n).(Axu))"tnx PBleg]] = (Axu)"[(Ax P*n)~1[(n x PB)[eg]].Aplicando

Beck-Chevaley al siguiente diagrama

BxPA— 2" p.pB

nxPA nxPB

AxPA—2" 4w pB
(Axu) L [(Ax P*n)"(nx PB)leg]] = (Axu)"t[(nx PA)[(Bx P*n)"teg]] =
(A xu)"t(n x PA)[(n x PA)~t[ea]].Pero (n x PA)[(n x PA)"tea]] Cea en-
tonces (A x (Pn.P*n.u))"ea] C (A x u)~'[ea]
Entonces se cumple u = P*n.u.
Veamos que se cumple (D x v)~t[ep] = (D x (Pg.P*n.u))"[ep]
(Dx(Pg.P*n.u))"tlep] = (DxPg).(DxP*n).(Dxu)) tlep] = (Dxu)~t[(Dx
P*n)7[(D x Pg)~tlep]]] = (D x u)"[(D x P*n)~t[(g x PB)eg]]].Aplicando
beck-chevaley al siguiente diagrama

BxPA— 2" _p.pB

gxPA gxPB

DxPA— 2" pypB

tenemos que (D x u)~[(D x P*n)~1[(g x PB)[eg]]] = (D xu)~*[(g x PA)[(B x
P*n)~Yegl]] = (D xu)"t[(g x PA)[(n x PA)~![ea]].Aplicando beck-chevaley al
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siquiente diagrama

BxPA—"PY  _AxPA

gxPA fxPA
Dx PA—""0 . CxPA

(D x )[( AK PA)~eal] = (D x u)~![(m x PA)"![(f x PA)[eal]] =
((m x PA).(D x u)7H[(f x PA)feal] = (m x u)7![(f x PA)lea]] = (m x
u)” 1[(0>< Pf)~ecll = (€ x Pf).(m x u)~Hec] = ((C.m) x (Pf.u)) " [ec] =
(m x (Pm.v))[ec] = ((C.m) x (Pm.v))™ 1[ ] ((C x Pm).(m xv))~[ec] =
(Txv) [(Cdx Pm)~ec]] = (mxv)~t[(mx PD)[ep]].Aplicando Beck-chevaley
al siguiente diagrama

DxE—2%  _DxPD

DXxE mXxXPD

mxuv

D x FE C x PD

tenemos (m x v)~1[(m x PD)lep]] = (D x E)[(D x v)"tep]] = (D x v)"L[ep]
Entonces v = Pg.y.

Ademds como m es un monomorfismo y por ser el primer diagrama un pullback g
también es un monomorfismo, entonces por el teorema anterior P*g.Pg = idpD
entonces P*g.v = P*g.(Pg.y) implica que y = P*g.v lo que prueba la unicidad
del morfismo y .0

Definicién 4.25 Sea A 5 Q morfismo y el diagrama definido por el axioma
del objeto clasificador

c i A

1 il 9)
Como el operador P preserva monomorfismo tenemos que PC P PA es mo-
nomorfismo,sea el morfismo N definido por el diagrama
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Pm

PC PA .

T

1
Definimos P[M] := N.
Observar que no es otra cosa que la imagen directa.

Q

Teorema 4.32 Sean A —» B y B 24 Q morfismos. Entonces P[f~[M]] =
(Pf)~HPM]].

Demostracion 4.32.1 Consideremos el diagrama

D - A
f
C - B
tp
tc M
1 il )
Como el diagrama de mds abajo es un pullback existe un morfismo y tal que
D “ A
Yy f
c—" -8B
tp
tc M
1 il Q

Entonces tenemos los siguientes pullback
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D - A c—"——=B .
Y f to JM
C m B 1 il Q
tc M
1 il 9)
Entonces el siguiente diagrama es un pullback
D n B .
y f
C = Q

Entonces por el teorema anterior el siguiente diagrama es un pullback

PD Ln B
Py Pf
PC Pm PB

Entonces el siguiente diagrama es un pullback
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Pn

PD PA
Py Pf
PC Pm B
tpc P[M]
1 T Q

lo que demuestra el teorema.l]
Proposicién 4.32.1 Sea A 25 Q, entonces M. € P[M]

Demostracion 4.32.1.1 Sea el diagrama : C d A

M

T

1 Q
por la observacion 3.10 m|C| = M entonces M, = (m[C]). = Pm.C,
Entonces P[M].M., = P[M].(Pm.C.) = (P[M].Pm).C. = Plm~'[M]].C. =
P[C].C.
Pero observemos el siguiente diagramas:

pc—FP¢ . pc

P[C]

1 il 0

entonces P[C|.C. =T . O

Proposiciéon 4.32.2 Sean A M0 y A NYo! , entonces N C M sii P[N] C
P[M]
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Demostracion 4.32.2.1 (directo) Sean ym tales que N y M son sus mapas

caracteristicos respectivamente, ¢ —————— A D - A .
JM M
1 il Q 1 il )
entonces n C m entonces existe d morfismo tal que m.d = n entonces Pm.Pd =

Pn entonces Pn C Pm entonces P[N] C P[M].
(reciproco) Si P[N] C P[M] entonces como N, € P[N] tenemos que N, € P[M]

L . h
entonces por definicion N, € Pm entonces existe un morfismo 1 — PC tal

que No = Pm.h, pero sabemos que h es el nombre de alguien,sea C 550 tal
que S, = h entonces N, = Pm.S. = (m[S]). entonces N = m[S] entonces si x
elemento global es tal que x € N entonces x € ml[S] entonces existe y tal que
T = m.y entonces x € m entonces x € M entonces N C M .U

Proposicién 4.32.3 Sea A -5 Q y A 25 Q| entonces N, € P[M]sii N C M

Demostracion 4.32.3.1 (directo) Consideremos los diagramas:

D— ™ A C— " A

T T

1 Q 1 Q

Si N. € P[M] entonces por definicion N. € Pm entonces eziste 1 Ny %6
tal que Pm.h = N, sabemos por la observacion 2.2 que h es el nombre de un

morfismo C -2 Q entonces N = Pm.S, = (m[S])e entonces m[S] = N pero
m[S] esta dado por el siguiente diagrama:

' 1
o m.l T
o’ l c m A il 0
S
1 il Q

pero m[S] = N entonces tenemos el diagrama:



98 CAPITULO 4. TEORIA DE TOPOS

m.l T

1 m[S]=N

C
JS
1 il Q

Entonces tenemos el diagrama:
D

O/

A m[S]=N 0

Entonces por la propiedad del pullback existe un unico morfismo d tal que n =
m.l.d entonces n C m.

(reciproco) Si N C M entonces por la proposicién anterior P[N] C P[M], y
como N, € P[N] entonces N. € P[M] . O

TPAXPA

Definicién 4.26 (N4) Sean los mapas A x (PA x PA) ——— PA x PA ,
PAxPA ™% pa , PAxPA T2, pA , Ax(PAxPA) ™% A, consideremos
r1=(AXxma,),ro=(AXma,)

Definimos el morfismo PAx PA D45 PA como el tinico morfismo que satisface
el diagrama
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A A A

AXNa eA

Ax (PAx PA)—204 . Ax PA

ot [EA]ﬁTz_l[eCA/r

Na

PAx PA PA

Definicién 4.27 (U4) Sean los mapas A x (PA x PA) Z22P4, pA x PA |

PAxPA2 PA, PAxPA 22 PA Ax (PAxPA) ™ A, consideremos
T1:(A><7TA1) s T‘2=(A><7TA2).

Definimos el morfismo PAx PA “45 PA como el tinico morfismo que satisface
el diagrama

A A A

AxXUg eA

Ax (PAx PA)—2294 . Ax PA

Ua

PAx PA PA

Definicién 4.28 (P4) Consideremos los morfismos PAx PA 22y PA y PAx
pA 2 PA,sea E Y PA x PA el ecualizador de NA Y Ta,, definimos el

P Lo L
morfismo PA — PA como el unico morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama:
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idpa

PA PA
TAy
idpAXPA €A
PA x PA PAx PPA—=(Q

71'A2

Py

PA PPA

donde cy, es el mapa caracteristico de k.

Teorema 4.33 Sean A 25 Q y A oo subobjetos ,entonces se cumple:
1. Nag. < Mg, N, >= (M N N)e.
2. Ug. < Mg, N, >= (M UN)..

3. Pa(M.) = (P[M])e.

Demostracion 4.33.1 1. Veamos que conmuta el siguiente diagrama:
A 4 A
MNN
Ax(Na.<M.,N,
Ay DOSMN) y o pg Q

mA-<Me7Ne> PA

eA.(A X (ﬂA. < M., N, >)) = eA.((A X ﬂA).(AX < M., N, >)) =
(ea.(AxNa)).(Ax < M., N, >) = (r] *[ea] N7y *[ea]).(Ax < M., N, >
)= (Ax < M., N, >)"ri teal Nyt = (Ax < Mo, N >)7Hriteal]l N
(Ax < Mo, Ne >) " Hrytea]] = (r1.(Ax < Mo, Ne >))"Yea] N (r2.(Ax <
Me, Ne >)""[ea]

sabemos que r1.(Ax < M., N, >) = (A X wa,).(AX < M., N, >) =
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(A X (ma,. < Mg, Ne >)) = (A x M,).

Andlogamente ro.(Ax < Mo, N. >) = (A X m4,).(AX < M, N, >) =
(A X (ma,. < M, N, >)) = (A X N).

Entonces e4.(Ax (Na. < Mg, Ne >)) = (A x M) Hea]N(Ax N.)teal.
entonces © € (A x M.) tea]l N (A x N.)"tea] sii x € (A x M) [ea]
yx € (A X N.) tea] sii Tax € M y ma.x € M, entonces tenemos el
resultado.

2. de la misma manera que lo anterior cambiando Ny por Usq y N por U
A

A A
MUN
Ax ] XOasMNz) p pa a2

Ua.<M.,N.>
1 = PA

eA.(A X (UA. < M., N, >)) = eA.((A X UA).(AX < M., N, >)) =
(ea-(A X Un)).(Ax < M., N, >) = (r]'[ea] Ury *[ea]).(Ax < M., N, >
) = (Ax < Mo, N, >)"riHea] Uryt] = (Ax < Mo, N >) " Heal] U
(Ax < Mo, Ne >)"Mrytea]] = (r1.(Ax < Mo, Ne >)) "' ea] U (ra.(Ax <
M., N, >)71[6A]

sabemos que r1.(Ax < M., N, >) = (A X 74,).(AX < M., N, >) =
(A (ma,. < Mg, Ne >)) = (A x M,).

Andlogamente r9.(AX < M, Ne >) = (A X wa,).(AX < M., N, >) =
(A X (ma,. < Mgy Ne >)) = (A X N).

Entonces ex.(Ax (Ua. < Mg, Ne >)) = (A x M) Hea]U(Ax N.)teal.
entonces * € (A x M,)"ea] U (A x No)"tea] sii x € (A x M) ea]
ox € (Ax N,) Yen] sii ma.x € M o ma.x € M, entonces tenemos el
resultado.

3. Veamos que conmuta el siguiente diagrama:
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PA idpa PA
P[M]
TA
id Pas.M.
PAx 1 e PaMe) py ppA__ A 2q

Pa.M,

1 PA
tenemos que epa.(idpa X Py.M.) = (epa.(idpa X PA)).(idpa x M.) =
Ck.(ipA X Me).
Sea 1 5 PA x 1 elemento global de PA x 1, si probamos que cy.(idpa x
M,).x = P[M].wmpa.x entonces habremos probado el teorema.
Ahora bien © =< ma.x,m >=<74,1> , pero 1 =23 PA es el nombre de
alguien,entonces existe un morfismo A N Q tal que wa.x = N, entonces
x =< N, 1> entonces ci.(idpa X M.).x = ¢i.(idpa X M.). < Ney M, >=
Cr. < Neg, M >.
ademds P[M].ma.x = P[M].wa. < Ne, M, >= P[M].N,
Supongamos que c,. < N, M, >= T entonces el siguiente diagrama con-
muta:

<Ne,Mc>

EF—— > PAxPA

1 il 0

Entonces pro la propiedad del pullback existe un morfismo y tal que <
Ne, M, >= k.y entonces como Na.k = ma,.k tenemos que Na.k.y =
A, -ky entonces Ny. < NeyM, >= ma,. < Ney,M, > entonces (N N
M), = N, entonces NN M = N entonces N C M entonces por la propo-
sicion 3.33.8 N, € P[M] entonces P[M].N, = T.

Reciprocamente si P[M].N, = T entonces N, € P[M] entonces por la pro-
posicion 3.33.3 N C M entonces NNM = N entonces (NNM), = N, en-
tonces Ng. < Ney, Mo >=m4a,. < Ne, M, > entonces por la propiedad uni-
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versal del ecualizador eziste un morfismo y tal que < Ng, M, >= k.y en-
tonces cx. < Ney Mo >= c.k.y = T.tg.y = T entonces cx. < N, M, >=
T sit PIM].N. = T entonces ci. < Ng, M. >= P[M].N. lo que demuestra
el teorema. [J

Definicién 4.29 (A4 ) definimos Ay como el dnico mapa que hace conmutar
el siguiente diagrama:

A

TA

A— s Ax A

TA

A
Observacién 4.12 A4 es mono

Demostracion 4.12.1 Sea Ap.x = Aa.y entonces ma.Ap.x = ma.Apy en-
tonces x = y.

Definicién 4.30 (Mapa singleton) Sea ca, el mapa caracteristico de A 4.

A 24 Ax A

T

1 Q

Sabemos por el axioma de la potencia que existe un unico morfismo A Iy pA
tal que e4.(A X h) = ca,, a ese h lo llamaremos mapa singleton ({}).

Definicién 4.31 ({z}) Sea 1 —*> A elemento global de A, por el azioma del
subobjeto clasificador existe el mapa caracteristico ¢, definimos {x} := c;.

Observacién 4.13 Sea 1 — A ,1 %5 A elemento globales, entonces y € {x}
SiL T =Y.

Demostracion 4.13.1 Sea y € {x} entonces tenemos el siguiente diagrama:
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T =4

1
J {=}

l— >0

Entonces por al propiedad del pullback existe un unico mapa 1 L1 tal que
l.z =y entonces x = y.
O

Proposicién 4.33.1 Sea 1 - A, entonces {}.x = ({x}).

Demostracion 4.33.1.1 Debemos probar que e.(A x {}.x) = {z}.74.
e(Ax{}z)=e(Ax{}).(Axz)=ca,.(AXx)

veamos que ca ,.(Ax x) = {x}.ma: Sea 1l L5 Ax 1 tal que ca,.(Axz)y=T,
entonces tenemos el siguiente diagrama:

1

(Axz).y

A— s Ax A

CAA

1 T Q

Entonces existe z tal que Ay.z = (A X ).y entonces z = x A4y = x en-
tonces ca - Ap.x =T entonces ca,.Ax = {x} entonces {x}.may=T.
Reciprocamente si {x}.ma.y = T entonces ma.y € {x} entonces xt = mwa.y
entonces (A x x).y = Ay.x entonces ca,.(A X x).y = ca,.Aa.x entonces
ca,-(Axa)y=T entonces tenemos el resultado.r]

4.4.1. Morfismo relacién

Dado un objeto A podemos intersectar y unir subobjetos de el, esto es lo que
a veces se llama una ”Teorfa local de conjuntos ” pero para poder construir un
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modelo de la teoria de conjuntos necesitamos poder intersectar y unir subojetos
los cuales a priori no tienen porque ser subobjetos de un objeto comtun. Para
resolver esta limitacién introduciremos la idea de relaciéon desde un punto de
vista categorico, lo que nos permitird "embeber ” a dos suobjetos en otro, y
asi poder realizar operaciones conjuntistas en toda generalidad.

.« oo r . .,
Definicién 4.32 1. Sea A — PA morfismo decimos que es una relacion
extensional sobre A si es un monomorfismo.

2. Decimos que r es bien fundada sii para todo N C A A A Qs r~[P[N]] C
N entonces N = A.

. . . g .
8. decimos que r es recursiva si para todo morfismo PB —— B existe un

unico morfismo A i> B que llamaremos rec,(g) tal que es siguiente dia-
grama conmuta:

A ! B

Pf

PA PB

4. r es un objeto-conjunto-transitivo (o.c.t) sii es extensional y recursivo.

Definicién 4.33 Sea A — PA y B —= PB mapas, un mapa A i> B se

. ., f . L .
llama una inclusion de r en s (r = s) si conmuta el siguiente diagrama:

A ! B

PA s PB

En ese caso decimos que r C s

Definicién 4.34 Sea C —» PC monomorfismo definimos PC, ety Cy como
te = X(’idc, ch.t)

c ¢ PC Fie PC,,

C jc o
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Teorema 4.34 Sea A — PA relacién recursiva y B — PB extensional
entonces:

. f . . .. Lo .
a) Si A —— B es un inclusidn de r en s sii conmuta el siguiente diagrama:

A ! B 5 Ba (jB-f =rec(sa))
r Sel
PA ) PB FPiz PB,,

. . Lo . .. f .
b)Sir C s entonces eziste una unica inclusion r — s (in(r, s))
¢) Sir Csyrys son oct entonces in(r,s) es monomorfismo.

Demostracion 4.34.1 a) (directo): Por ser f inclusion tenemos el diagrama
f

iB

de la izquierda y por definicion de s¢; el de la derecha A B B
T S Sel
P Pj
PA ! PB 7z PBy
Como Pjg.Pf = Pjp.f entonces tenemos el resultado.
(reciproco): Consideremos el siguiente diagrama:
A
PBcl
Sel
B jB Bcl

Entonces por la propiedad del pullback existe un unico morfismo h que hace con-
mutar el diagrama:
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A

B

JiB

PB

Bcl
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Entonces h = f entonces Pjg.s.f = Pjp.Pf.or pero Pjp es mono entonces
s.f =Pfr. Sir Cs como jp.f = rec.(sq) entonces otra h inclusion verifica

jB-h =rec,(sq) entonces jp.h = jp.f y como jp es monomorfismo h = f.

¢) Sean r y s oct tal que r C s sea in(r,s) la dnica inclusion de r en s por la
parte b) y como r es oct entonces es mono entonces existe ro y como s es oct

entonces es recursivo sea recs(re) entonces tenemos el siguiente diagrama:

A ! B g A
T S Tel
Pf Pj
PA ! PB Iz PAy
pero por definicion de . tenemos el diagrama
A JA Acl

T Tel
P
PA 4 PA,

como ja es mono f es mono. ]

entonces jo = rec(re) = g.f entonces ja = g.f y

Observacion 4.14 La relacion de inclusion entre relaciones es un preorden
(transitiva y refleziva).
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Demostracion 4.14.1 rCr A A

PA
PA——— > PA
. . . . f g
Sir C s Cn entonces existen inclusiones r — s s — n entonces tenemos el
siguiente diagrama

f g

A B C

PA utl PB P9 PC

y como Pg.Pf = Pg.f entonces r 2 on 0

Observaciéon 4.15 Sean r y s o.c.t entonces sir C s s C r entonces 1 = s.

Demostracion 4.15.1 Por teorema sabemos que existen unicas inclusiones
in(r,s) in(s,r) y por la observacién anterior r C r pero ida = in(r,r) pero
in(r, s).in(s,r) es inclusion de r en r entonces in(r, s).in(s,r) = ida del mismo
modo tenemos in(s,r).in(r,s) =idg .0

Teorema 4.35 Sir o.c.t entonces r es bien fundada.
Demostracién 4.35.1 Sea A —— PA o.ct y A ELNNY) subobjeto tal que

r~YP[M]] C M, veamos que M = A :
Seam el mapa definido por el axioma del objeto clasificador: B - A

tp

1 Q
Sea (C,n,s) el pullback de Pm yr C 2 A
n Pm
A . PA

Consideremos el diagrama:
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C 2 PB 1
n Pm T
A r PA il

Como los dos diagramas son pullback entonces el diagrama grande es pullback,

entonces n es el mapa caracteristico de r~[P[M]] y como r—1[P[M]] C M en-
. k

tonces n C m. Entonces existe B — C' tal que m.k = n y como m es mono Pm

es mono entonces n es mono entonces k es mono. Entonces comon Pm yr son

mono entonces s es mono entonces Pjg.s es mono entonces sea g = x(k, Pjg.s)

entonces tenemos el siguiente diagrama:
s Pjp

c B PB,,
k g
PA is By,

Sea me; el mapa definido por el axioma del mapa clasificador me = x(j5, m)

Consideremos los siguientes diagramas:
Pjy

C 5 PB PBcl
k g

B JiB By,
m Mel

A Acl

ja
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Pjy

C u PB PB,
k g
A r PA Fia PA,,
m Tel
A N Acl
JA

Entonces re.Pme = me.g = x(n, Pjp.s) , sea f = rec,(g) entonces tenemos
el siguiente diagrama:

A ! Bcl et Acl
T g Tel
PA il PB,— '™ pa,
Entonces me.f = rec.(re) = ja
Sea (D,l, z) el pullback de jp y f D d B
z jB

f

A——Bqy

Entonces tenemos el siguiente diagrama:
D l B m A
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Perome;.f = ja entonces el siguiente diagrama es un pullback D ml A
z Jja
A JA Acl

Entonces ja.m.l = ja.z pero m.l = z entonces tenemos el siguiente pullback:
D U A

m.l ja

A 4,

Consideremos el siguiente diagrama: A

m.l Jja

Jja
A Ay
. .o h .
Entonces por ser pullback existe un inico morfismo A — D tal que m.l.h = id s
entonces m es epi pero era mono, entonces m es isomorfismo. [

Proposicién 4.35.1 Sea A —— PA bien fundada, entonces existe a lo mds

una funcién A 1B tal que conmuta el diagrama: A ! B

Pf

PA PB

Demostracion 4.85.1.1 Sean [ f' tales que hace conmutar al diagrama an-
terior veamos que f = f'
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Sea E %5 A el ecualizador de fyf yM el mapa caracteristicos dek E . |

1 Q
Probemos que r~1[P[M]] C M: Sea z € r~[P[M]] C M entonces r(z) € P[M]

entonces r(x) € Pk entonces existe 1 s PE tal que Pk.y = r.xz como f.x =
g.Pfrae=g.(Pf.Pk)y=g.(Pfk)y=g.(Pf'k)y=gPf Pky=qgPf rax=

f'.x entonces f.x = f'.x entonces pro la propiedad universal del ecualizador:

existe un z tal que conmuta el diagrama: FE b A i) B
z
x
1
Entonces x € k entonces ¥ € P[M] entonces r~[P[M]] C M y como r es bien
fundada M = A entonces como r~[P[A]] = A f y f’ coinciden en elementos

globales entonces f = f' .00

Teorema 4.36 Sean A — PAyB >+ PB y s 5 1 inclusion. entonces:

1. Sir es bien fundada = s es bien fundada

2. Si i es monomorfismo entonces r es o.c.t = s es o.c.t.

Demostracion 4.36.1 1. Sea B 2 Q tal que s~Y[P[N]] C N , conside-

remos la imagen universal de N por i A =3 Q. Probemos que r[Pli <
n >|] C i < N >. Ahora esto es equivalente a probar (por prop) que
i~ r~t[Pli < N >]] C N, pero como i es inclusién r.i = Pi.s enton-
ces i Yr~Pli < N >]] = s7YPi [Pli < N >]] pero Pi"'[P[i < N >
] = Plim[i < N >]] como i es inyectiva i [i < N >] = N entonces
s7Pi7'[Pli < N >]] = s7![P[N]] C N entonces i [r=[P[i < N >
]l € N entonces r='[Pli < N >]] Ci < N > y como r es bien fundada
i < N >= A entonces B =i '[A] =i7[i < N >] C N C B entonces
N = B entonces s es bien fundada.

2. Por 1 s es bien fundada, y v es recursiva por ser o.c.t , sea PC' 5 C en-
tonces eziste un mapa f = rec,(g) tal que g.Pf.r = f y como i es inclusion
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B i

N

tenemos el siguiente diagrama:

Pi Pf

PB PA

Sea h = f.i entonces dada g encontramos una h tal que g.Ph.s = h y
es unica por el teorema anterior entonces s es recursiva y como i es mono
y Pi.s =14 yr es mono entonces s es mono entonces s es o.c.t . [

Teorema 4.37 Sean A —— PA y B -2+ PB ambas o.c.t. Entonces existen
rUs rUs

ANB — P(ANB) y AUB — AU B ambas o.c.t tales que 7 N's es el infimo
de {r,s} con respecto a la relacion de inclusion y rU s es el supremo de {r,s}
con respecto a la relacion de inclusion.

rMNs

Demostracion 4.37.1 AN B — P(AN B): Vamos a construir el siguiente

. d2
diagrama:

PC

PC

d1

Pjp

Pf

PA PB,
Sea [ = rec.(re) ,AN B,dy,ds) el pullback de f y jp como jp es mono
di es mono,ademas el pullback de abajo viene dado por la prop?. Entonces
(se1.Pfr).dy = fdy = jp.d2 = 5¢.Pjp.s.da y como s¢.Pjg.s =jp yjs Pjg y
s es mono entonces s¢; es mono entonces Pf.r.dy = Pjg.s.ds entonces tenemos
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el siguiente diagrama: AN B

S<d2
Pd
s P(ANB) : PB
Pd1 PjB
PA ) PB,,

Entonces existe un inico morfismo que llamaremos rNs tal que conmuta el dia-
grama: ANB

rNs s.da
Pd
s P(ANB) : PB
Pdq Pjp
PA ) PB,

FEntonces

PdirNs=rdi=rNscCr

PdyrnNs=sdy=rNsCs

y como di es mono entonces por prop? rNs es o.c.t.

Veamos que r N s el infimo de {r,s}: Sea C - PC' tal que.

t Cr ytCs entonces existen | y n morfismos tales que:
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c : B C n A
t s t T
PC o PB  PC I PA
Entonces tenemos los diagramas siguientes:
C l B JiB B.,
t K Scl
Pl Pjp
PC PB PB
C n A ! B
t T Sel
PC P PA ) PBy

Entonces reci(se) = f.n = jp.n, entonces tenemos el siguiente diagramas:

do

B ANB B
dy JiB
A ! B

Entonces por al propiedad del pushout existe un unico h tal que di.h = n enton-
ces (Pdy.r N s).h = (r.dy).h =r.(dy.h) =rn.

y Pdy.Ph.it = Pn.t = r.n pero Pdy es mono entonces r N s.h = Ph.t entonces
t i> rns.
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AUB™S P(AU B): Veamos primero los siguientes lemas:

Lema 4.1 Sean A B morfismo y 1 — B elemento global de B tal que
x €img(f) v (G, k,1) pullback de f y x entonces G 2 0.

Demostracion 4.1.1 Como x € img(f) entonces existe y tal que f.y = x en-
tonces tenemos el siqguiente diagrama: 1

f

A——B

Entonces existe 1 — G entonces G 2 0 sino violaria la condicién well-pointed.

Lema 4.2 Sea el siguiente diagrama un pushout: G — L -8B

A f

y 1 =5 P elemento global de P, entonces z € img(f) o z € img(g).

P

Demostracion 4.2.1 Recordemos la construccion del pushout tomdbamos los

morfismos B -2+ A+ By A % A+ By A+ B 25 P el coecualizador de
ia.k yip.l entonces tentamos que f = d.ia y g = d.ig como d es epimorfismo
entonces es epi sobre elementos globales, por lo tanto existe x tal que d.x =y con
1 =5 A+ B pero sabemos que x €i4 0 x € ig entonces tenemos el resultado.

Ahora construyamos r U s: Tomemos (AU B,v1,va) el pushout de dy y da los

da B

mismo morfismos que la parte 1) AN B

AUB
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Pdo>

Entonces tenemos el diagrama: PANPB

Pd, Puva

PA fo P(AUB)

Entonces Pvy.(r.dy) = Pvi.(Pdy.rNs) = (Pvy.Pdy).r Ns = (Pve.Pdy).r N
s = Puy.(Pday.r N's) = Puva.(s.da) , entonces tenemos el siguiente diagrama:
da

ANB B
dq v2
A v1 AUB Puvsy.s
Puvy.r

P(AUB)

Entonces por la propiedad del pushout existe un tnico morfismo A U B —»
P(AU B) tal que z.v1 = Pvy.r y z.vg = Pug.s, definimos rU s := z.

rUs

Veamos que AU B — P(AU B) es recursiva:

Sea PC —L5 C' morfismo , como r y s son recursivas existen fi y fo tales que:
f1 f2

A B B C
r g s g
pa— " . pc pe—" . pc
Consideremos los siguientes diagramas: AN B 4 A i B
s r g
P(AnB) — PA rh PC
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ANB a2 B f2 e,
rNs s g
Py
P(ANB) — "% PAB ik PC
Entonces f1.d1 = rec,ns(g) = fa.da entonces tenemos el siguiente diagrama:
ANB de B
dy V2
A AUB f2
f1

c

Entonces por la propiedad del pushout existe un unico morfismo AU B BLINYG
tal que kv, = f1 y k.vg = fo entonces Pk.Pvy = Pf, y Pk.Pvo = Pf

Sea g.Pk.(r Us.vy) = g.Pk.(Pvy.r) = g.(Pk.Pvy).r = g.Pfi.r = f1

y g.Pk.(r Us.wg) = ¢g.Pk.(Pvs.s) = g.(Pk.Pvy).s = g.Pfa.s = fo entonces
k=g.PkrUs.

Unicidad de k: Sea AU B - C tal que h.vy = f1 y h.va = fo entonces por las
mismas cuentas tenemos que h = g.Ph.r Us entonces h.vy = g.Ph.r U s.vp =
g.Ph.(r Us.w) = g.Ph.(Pvi.r) = f1 entonces h.vy = rec,(g9) = f1.
Andlogamente h.vy = fo pero la inica que cumplia eso era k entonces probamos
la unicidad. Entonces v U s es recursiva.

r es mono: Vamos a construir el siguiente diagrama
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pb(wi, v2)
Z2
pb(xiv Ul) 2 1 Y2
Ty
” ANB dz B M B
I I
d I |
| g | i
I I
A | U1 A UB w% Bcl
: rMNs ‘ s s
I
I I
I I
Y Pds \' Scl
. P(ANB)— — — — — — |22 _ _ sPB———————|-———— > PB
~ Phd
- ~
P - rUs P -
_ 7 Pdy _ 7 Puy Pjg
# - Puy £ Pw
PA P(AUB) PBy

Sean 1 2% AUB y 1 =2 AU B tales que (rUs).x; = (r Us).zo vamos a

probar que x1 = xs.
V2

Consideremos w = x(idp, v2) B——= AUB
idp w
B i Bu

Ahora (jp.idg).de = (su.Pjp.s).ds = sq.(Pjg).de = $q.(Pw.Pvg).s.dy =
Se1-Pw.(Pvg.s).dy = $¢.Pw.(r U s.v3).dy = 8q.Pw.r U s.(ve.ds) = $q.Pw.r U
S.(Ul.dl).
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da B

Entonces tenemos el siguiente diagrama: AN B

AUB i

Sei-Pw.rUs. vy

Bcl
Entonces por la propiedad del pushout existe un unico z tal que z.vo = jp pero
el Unico es w entonces w.vy = Sq.Pw.rUsv; y wos = jp = sq.(Pjp).s =
Sel-(Pw.Pvg).s = S¢j. Pw.(Pva.s) = s¢. Pw.r U s.vy
Entonces tenemos las ecuaciones :
w.v1 = S Pw.rUs.vy
wW. Vg = S Pw.r U s.vy
. . d
Entonces tenemos el siguiente diagrama: AN B = B
dq V2
A “ AUB w-vz
w.v1
Bcl

Entonces por la propiedad del pushout existe un unico morfismo k tal que k.v, =
w.vy y kwp = w.wy entonces w = Sq. Pw.rUs entonces w = recyys(Ser)

Tomemos (G, z2,y2) pullback e x1 yva G vz B

AUB
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Entonces tenemos el siguiente pullback G = B

idp w

B JiB By,

Pero w.r1 = w.xo entonces tenemos el pullback G = B

Y2 To

idp w
B js B,
Entonces el siguiente también es pullback G = B
y2 s
B—2 > AUB

Entonces x1,v2) y x2,v2 comparten el pullback de za,y2 que llamaremos pb(x;, vs).
Repitiendo exactamente el mismo argumento cambiando la w = x(idp,v2) por

w = x(ida,v1) concluimos que existexy,vy y x2,v1 comparten un pullback que

llamaremos pb(x;,v1) lo que termina de construir el diagrama del comienzo.

Ahora por el lema 3.2 x1 pertenece a la imagen de v1 o a la imagen de vy su-

pongamos que es a la de vy entonces por el lema 3.1 tenemos que pb(x;,v1) 2 0

entonces z, es epimorfismo, pero xri.z1 = T2.z1 entonces x| = To .

rUs es supremo: Sea t tal que s Ct yr Ct entonces existen n yl tal que:
t Cr ytCs entonces existen | y n morfismos tales que:
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B l c A n c
s t s t
PB Pl PC  PA o PC
Entonces tenemos los diagramas:
ANB a2 B l C  ANB @ A n
rNs s t rMs r
P(AnB) — % PB Pl PC  P(ANB)— 1% PA Pn
Entonces l.dy y n.dy son inclusiones de rNs ent pero son t.o.c entonces l.dy =
n.dy, entonces tenemos el siguiente diagrama: AN B & B
dq V2
A = AUB !
C

Entonces por la propiedad del pushout existe un unico k tal que kvy = n y
k.UQ =1

Queremos ver que Pk.rUs = t.k; Tomemos 1 —— AU B elemento global,ya
vimos que x € img(v1) o x € img(va), supongamos que x € img(v1),entonces
existe y tal que v1.y = x.

Entonces Pk.(r U s).x = Pk.(r Us)w.y = Pk.(Pvir)y = (Pk.Pv).y =
(Pn).ry = (Pn.or)y = (t.n).y =t.(n).y = t.(k.v1).y = t.k.x entonces Pk.rUs =

t.k entonces rU s i) t. O

Teorema 4.38 Sea A —— PA o.c.t entonces PA 25 PPA es o.c.t, yr esla
inclusion

Demostracion 4.38.1 Como r es mono Pr es también mono,sea PB B
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morfismo, como T es recursiva existe un unico morfismo f tal que : A ! B
T g
P
pa—" . pp
., . Py
Entonces también tenemos el diagrama: PA PB
Pr Pg
PP
ppA— "7 ppp
P
entonces tenemos el diagrama siguiente: PA ! PB J B
Pr Pg 9
PP P
PPA ! PPB L PB

Para ver que recp.(g) = g.Pf veamos que Pr es bien fundada:

Sea PA 2L Q subobjeto tal que Pr=Y[P[M]] C M , sabemos que Pr='[P[M]] =
P[r=Y[M]] entonces Plr~1[M]] C M entonces r—*[P[r~[M]]] C r~1[M] y como
r es bien fundada r~*[M] = A entonces M = PA entonces Pr es bien fundada

entonces hay una dnica recp,(g) entonces Pr es recursiva entonces Pr es o.c.t
. O

Proposicién 4.38.1 0 — PO es o.c.t "minimal” (esta incluido en cualquier r

)

Demostracion 4.38.1.1 Sea A — PA o.c.t

como de 0 — PA hay un unico mapa ,tomemos 0 — A el unico mapa de 0 a

A entonces el siguiente diagrama conmuta. 0 ! A

Pf

PO PA

0 — PO es extensional:
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Dado PB -%5 B existe un tinico morfismo 0 s B tal que 0

Ppo— P . pB



Capitulo 5

Construccion de un modelo
de ZFC en Teoria de Topos

5.0.2. Nociones de r-elemento y r-pertenencia

Como ya adelantamos necesitamos embeber los suobjetos en otros objetos
con el fin de poder efectuarles operaciones conjuntistas en toda su generalidad,
por lo tanto necesitaremos una nueva nocién de pertenencia e inclusion.

Definicién 5.1

(r-elemento) Sea A —+ PA relacién extensional, decimos que un subobjeto

M L
A = Q es un r-elemento, si existe 1 — A tal que M, = r.z, como r es exten-
sional existe un unico x que verifica lo anterior, lo notaremos como (M | r).
Dado z al subobeto M tal que M, = r.x lo notaremos como (x | r).

Definicién 5.2 (r-pertenencia) Sea A ELNYo! y A IANYo! subobjetos, decimos
que M €, N sii M es un r-elemento y (M | r) € N.

Proposicién 5.0.2 Sean A —— PA y B - PB relaciones extensionales,

1 = A elemento global, A M0 y A 0 subobjetos, 1 — s inclusion
entonces se cumple que :

1. (i.x|s) = i[(x|r)].

2. Si M es un r-elemento entonces i[M] es un s-elemento y i.(M | r) =
(@[M] | ).
3. 8t M €, N entonces i[M] € i[N], si i es mono vale el reciproco.

Demostracion 5.0.2.1 1. si.x = (i.x | 8). entonces si.x = Pirax y
rax = (x| r)e entonces (i.x | s)e = Pi.(x | r)e = i[(z | 7)]e entonces

(i | 8) = il(x | 7).

125
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2. Si M es unr elemento entonces existe 1 — A tal que M, = r.x, sabemos
que i[M], = Pi.M, = Pi.r.x = s.i.x entonces i[M| es un s-elemento, y co-
mo x = (M | r) entonces s.(M|r) = i[M]. entonces i.(M | r) = (i[M] | s).

3. Si M €, N entonces M es r-elemento entonces i[M] es s-elemento y (M |
r) € N entoncesi.(M | r) € i[N] pero por 2i.(M | r) = (i[M] | s) entonces
i[M] €5 i[N]. Si i[M] €5 i[N] entonces existe y tal que i[M]. = s.y con
y € i[N] entonces existe z € N tal que i.z = y entonces i|M], = s.i.z =
Pi.r.z, y sabemos que i[M]. = Pi.M. entonces Pi.r.z = Pi.M. entonces
si i es mono Pi es mono entonces M, = r.z entonces M es r-elemento y

Me, N.O

5.0.3. Objeto conjunto

Ahora definiremos nuestro primer candidato a representar a los conjuntos
en nuestra teoria.

Definicién 5.3 Sea A — PA o.cty A M Qen Al par (r, M) perteneciente
a dom(A) x dom(A) le llamaremos objeto-conjunto

Definicién 5.4 (~) Diremos que (r, M) ~ (s, N) si las inclusiones r — rUs.
s — r Us verifican in(r,r U s)[M] = in(s,r U s)[N].

Proposicién 5.0.3 Sean A > PA y B - PB o.c.t y A 25 Q y B 25 Q
subobjetos, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) (r, M) ~ (s, N).

b) Ezxiste t o.c.t tal quer Ct , s Ct yin(r,t)[M]=in(s,t)[N]

¢) Para todo t o.c.t tal que r Ct , s Ct entonces in(r,t)[M] = in(s,t)[N].

Demostracion 5.0.3.1 a) — b) Tomamost =1r U s.

b) — a) Sear C t,s Ct, entonces comor C s es el supremo de {r,s}
con respecto a la inclusion, existe r U s — t inclusion, entonces

in(r,t) =in(rUs,t).in(r,r Us)
in(s,t) =in(ruUs,t).in(s,r Us)
Entonces in(r,t)[M] = in(rUs, t)[in(r, rUs)[M]] y in(s, t)[N] = in(rUs, t)[in(s, rU

$)[N]] entonces in(r U s, t)[in(r,r Us)[M]] = in(r U s, t)[in(s,r U s)[N]] y como
in(rU,t) es mono tenemos que in(r,r U s)[M] =in(s,r Us)[N].

a — c: Todo o.c.t verifica:

in(r,t)
in(s,t)

in(rUs,t).in(r,rUJs)
in(rUJs,t).in(s,rUs)

é/ siin(r,r U s)[M] =in(s,r U s)[N] entonces in(r,t)[M] = in(s, t)[N].
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¢) = a) En particular t =rUs .0

Observacién 5.1 Sean (r,M) , (r,N) objetos-conjuntos, entonces (r, M) ~
(r,N) sit M =N

Demostracion 5.1.1 Por la parte c) del proposicién anterior t = r = s
in(r,r)[N] =in(r,r)[M] siit M = N. O

Proposicion 5.0.4 Sean r,s,t o.c.t tales que v Ct , s Ct y M r-elemento ,
N s-elemento entonces (r, M) ~ (s, N) sii in(r,t).(M|r) = in(s,t).(N | s)

Demostracion 5.0.4.1 (r,M) ~ (s,N) sii in(r,t)[M] = in(s,t)[N] , ahora
n(r,t).(M | r) = in(s,t).(N | s) sii tin(r,t).(M | r) = tin(s,t).(N | s) sii
Pin(r,t).r. (M | r) = Pin(s,t).s.(N | s) sii Pin(r,t).M, = Pin(s,t).N. sii
(in(r, t)[M])e = (in(r,t)[N])e st in(r,t)[M] =in(s,t)[N]. O .

Relacion de pertenencia entre objetos conjuntos

Definicién 5.5 Sean (r, M), (s, N) objetos-conjuntos decimos que
(r,M) € (s,N) sii existen objetos-conjuntos (t, M') , (t, N') tales que (r, M) ~
t.M'), (s,N)~ (t,N') y M' €; N'.

Proposicién 5.0.5 Sean (r, M) y (s, N) objetos-conjuntos, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

a) (r,M) € (s,N) (observar que € NO es necesariamente la pertenencia con-
Juntista).

b) Existe un s-elemento K tal que K €, N y (r,M) ~ (s, K).

b) in(r,r U s)[M] €,us in(s,r U s)[N].

Demostracion 5.0.5.1 a) — b): Si (r, M) ~ (t, M') entonces existe t' tal que
in(r,t)[M] = in(¢, t')[M'].

Y si (r,N) ~ (t, N') entonces existe t" tal que in(s,t")[N] = in(t,t")[N’]

M’ €; N’ entonces M. = t.x , x € N’ entonces existe y € N tal que in(s,t").y =
in(t,t").x. Sea K tal que K., = s.y entonces t".in(s,t").y = t".in(t,t").x =
Pin(t,t").t.x = in(t,t').M‘c = (in(t,t")[M'])e yt".in(s,t").y = Pin(s,t"). K, =
(in(s,t")[K])e entonces (in(s,t")[K])e = (in(t,t"")[M‘]). entoncesin(s,t")[ K] =
in(t,t")[M].

Ahora in(r,t Ut")[M] = in(t', ¢ Ut")an(r,t')[M] = in(t', ¢’ Ut").in(t,t")[M] =
in(t, ' Ut")[M'] = in(t”, 'Ot Yin(t" ' Ut ).in(t, t")[M'] = in(t”,'Ut").in(s, t")[K] =
in(s,t’ Ut")[K].

b) — ¢): Como K €, N entonces K es s-elemento y como (r,M) ~ (s, K)
entonces existe t tal que in(r,t)[M] = in(s,t)[K], K es s-elemento entonces
in(s,t)[K] es t-elemento por prop* entonces in(r,t)[M] es t-elemento entonces
como in(r,t) es mono M es r-elemento entonces existe v € N tal que K, = s.x
y existe y tal que M, = r.y entonces por prop in(r,t).y = in(s,t).z.

Ahora (in(r,rUs)[M]). = Pin(r,rJs).M, = Pin(r,rUs).r.y = (rJs).in(r,ru
s).y=(rus)in(s,rUs).x, con z € N entonces in(r,rUs).x € in(s,r U s)[N]
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entonces in(r,r U s)[M] €,ys in(s,r U s)[N].

¢) = a): (in(r,r U s)[M))e = (rUs).x con x € in(s,r U s)[N] entonces existe
y € N tal que x = in(r,rUs).y entonces (in(r,rUs)[M]). = (rUs).in(s,rUs).y =
Pin(s,rUs).s.y.

Sea K tal que K, = s.y entonces (in(r,rUs)[M]). = Pin(s,rUs).K, = (in(s,rU
$)[K])e entonces in(r,r U s)[M] = in(s,r U s)[K]| entonces (r,M) ~ (s,K),
(s,N)~ (s,N) y K €5 N, entonces tomandot =s M‘=K y N' = N tenemos
el resultado. O

En las siguientes proposiciones veremos que esta nueva pertenencia es compati-
ble con las aproximaciones anteriores.

Observacién 5.2 Sean (r, M) , (r, N) objetos -conjuntos, entonces se cumple:
(r,M)e (r,N) siit M €. N.

Demostracion 5.2.1 (r,M) € (r, M) sii in(r,r Ur)[M] €0 in(r,r Ur)[N]
s M e, N.O

Observacion 5.3 La relacion ~ es de equivalencia.
Demostracion 5.3.1 * (r,M) ~ (r, M): in(r,r Ur)[M] =in(r,r Ur)[M]

*(r,M) ~ (s, N) entonces (s,N) ~ (r, M), obvio”

*Si (r,M) ~ ( N) y (s, N) ~ (t,L) entonces existe h tal que r C h s C h
in(r, h)[M] in(s, )[N] y existe h' tal que s C b/, t C K, in(s,h)[N] =
in(t,h' = [L].

Ahora in(r,h U B')[M] = in(h,h U h').in(r, h)[M] = in(h,h U R').in(s, h) [N] =
in(s, hAUR)[N] = in(h', hUR').in(s, ' )[N] = in(h', hUK').in(t, h')[L] = in(t, hU
h)[L] entonces (r, M) ~ (t,L). O

Observacién 5.4 Sean (r, M) (r',M’), (s,N) , (s, N') objetos-conjuntos tal
que (r, M) ~ (r, M), (s, N) ~ (s', N'), entonces:
(r. M) € (s, N) sii (', M') € (s/, N').

Demostracion 5.4.1

5.1. Construccion de la estructura M 4

Supongamos que WT es consistente, entonces por el teorema de completitud
tienen un modelo A,

Definicién 5.6 Sea M 4 la estructura definida de la siguiente manera dom(M 4) =
OC/ ~, donde OC es el subconjunto de dom(A) formado por los objetos-
conjuntos, y la pertenencia podemos definirla por la observacidn como (r, M) €
(s, M) sii (r,M) € (s, M).

Definicién 5.7 Sean (r, M) y (s, N) objetos -conjuntos, decimos que (r, M) C
(s, N) si para todo x objeto-conjuntos x € (r, M) entonces x € (s, N).

Definicién 5.8 Andlogamente definimos (r, M) C (s, M).
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Observacién 5.5 FEs claro que por la obs 5.4 tenemos que (r, M) C (s, M) sii
(r,M) C (s,M).

Proposicién 5.0.6 Sean (r, M) y (s, N) objetos-conjuntos, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:
a) (r,M) C (s,N).

b) in(r,rUs)[M] Cin(s,rUs)[N].
¢) Eziste (s, K) objeto-conjunto tal que K C N y (r, M) ~ (s, N).

Demostracion 5.0.6.1 Sea x € in(r,r U s)[M] entonces existe y € M tal que
in(r,rUs).y = x entonces (rUs).x = (rUs).in(r,rUs).y = Pin(r,r Us).ry,
sea K tal que K. = r.y entonces (rUs).x = Pin(r,rUs).K, = (in(r,rUs)[K]).
entonces in(r,r U s)[K| €.us in(s,r U s))[N] entonces existe z € in(s,r U s)[N]
tal que (in(r,r U s)[K])e = (rUs).z pero (in(r,r U s)[K]). = (r U s).x entonces
como U s es mono x = z entonces x € in(s,r U s)[N].

b) — ¢): Sea K = in(s,r U s)"in(r,r U s)[M]] como in(s,r U s) es mono
entonces K C N.

in(s,r Us)[K] =in(s,7Us)[in(s,r U s) Lin(r,r Us)[M]] Cin(r,r Us)[M] en-
tonces in(s,r U s)[K] Cin(r,r U s)[N].

Sea x € in(r,r U s)[M] C in(s,r U s)[N] entonces existe y € N tal que © =
in(s,m U s).y entonces y € in(s,r U s) " [in(r,r Us)[M] entonces z € in(s,r U
s)[in(s,r U s)"in(r,r U s)[M]]] entonces x € in(s,r U s)[K] entonces in(r,r U
$)[M] Cin(s,r U s)[K] entonces in(r,r U s)[M] = in(s,r U s)[K].

¢) — a): Sea (t,L) € (r, M) entonces existe H tal que H, = r.m con m € M
con (t,L) ~ (r,H) y como (r,M) ~ (s,K) ,K C N entonces existe k € K C
N tal que in(r,r U s).m = in(s,r U s).k. Sea D tal que D. = s.k entonces
(r,H) ~ (s,D) entonces (t,L) ~ (s, D) ,DinsN entonces (t,L) € (s, N) enton-
ces (r,M) C (s,N). O

Observacién 5.6 (r, M) ~ (s, N) sii (r, M) C (s, N)A(s,N) C (r, M)
Demostracion 5.6.1 (r,M) ~ (s,N) sii in(r,r U s)[M] = in(s,r U s)[N] &

in(r,rUs)[M] C in(s,rUs)[N]Ain(in(s,rUs)[N] Cin(r,rUs)[M] < (r,M) C
(s, N)A(s,N)C (s,N) C (r,M). O

5.2. My es modelo de ZFC

Veamos que nuestra estructura es la que buscabamos.
Observacion 5.7 En el modelo vale el axioma de extensionalidad.

Demostracién 5.7.1 Para todo (r,M) y (s,N) por la observacion anterior
para todo (t,L) ,((¢t,L) € (r,M) «> (t,L) € (s, N)) = (r,M) ~ (s,N). O

Proposicién 5.0.7 Sea 0 2% Q tal que conmuta el diagrama:
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1— 20

Entonces (0 2o, PO, D) es el conjunto vacio en el modelo, y en particular
esto muestra que el axioma de existencia de conjunto vale en el modelo.

Demostracion 5.0.7.1 Ya vimos que 0 — PO es o.c.t

Sea (r, M) € (ro,®o) entonces existe K tal que K €., ®o y (r, M) ~ (ro, K).
Six = (K|rg) entonces x € g entonces existe y tal que hace conmutar el
siguiente diagrama:

1

Yy x
0 0
1 il 0

Pero no puede existir un morfismo 1 -5 0 porque es well-pointed. O

Proposicién 5.0.8 Sea (r, M) objeto-conjunto, entonces r[M] es un Pr-elemento
y (r, M) ~ (Pr,r[M]).

Demostracion 5.0.8.1 Sabemos que v es la inclusion de r a Pr y que Pr es
o0.c.t porque 1 lo es. Consideremos el siguiente diagrama:
in(Pr,rUPr)

A r PA AUPA

T Pr rUPr
Pin(Pr,rUPr

PA Pr ppA_ TmETTOPD ba G pA

Entonces (r U Pr).an(r,r U Pr)[M] = (r U Pr).in(Pr,r U Pr)[r[M]] enton-
ces como r U Pr es mono in(r,r U Pr)[M] = in(Pr,r U Pr)[r[M]] entonces
(r,M) ~ (Pr,r[M]) y (r[M])e = Pr.M, entonces r[M] es Pr-elemento. O
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Proposicion 5.0.9 FEl axioma de par vale en el modelo.

Demostracion 5.0.9.1 Sean (r, M) y (s, N) objetos-conjuntos, sea t = Pr U
Ps consideremos el siguiente diagrama:

r in(Pr,PrUPs in(t,r
A PA FrProPs _ pAUPB ) AUPAUPB .
T PrUPs PrUPs rut
Pin(Pr,PrUPs Pin(t,r
pA— P ppy_ DmERPOPY) ppaupp— PO pALPAUPE

Entonces si M' = in(Pr, PrUPs).r[M] entonces in(r,rUt)[M] = in(t,rUt)[M’]
entonces (r, M) ~ (t, M').

Andlogamente si N' = in(Ps, PrU Ps)[s[N]] entonces in(s,sUt)[N] = in(t,sU
t)[N'] entonces (s,N) ~ (t,N').

Pero por la proposicién anterior (t, N) ~ (Pt,t[N]) y t[N] = Pt.x

(t, N') ~ (Pt,t[N']) y t|N'] = Pt.y

Sea C' = PPAUPB entonces t|N] es Pt-elemento y x € C, t[N'] es Pt-elemento
cony € C.

Entonces (Pt,t[N]) €pt (Pt,C) y (Pt,t[N‘]) €pt (Pt,C) entonces (Pt,t[N]) €
(Pt,C) y (Pt,t[N‘]) € (Pt,C) entonces (r,M) € (Pt,C) y (s,N) € (Pt,C). O

Proposicién 5.0.10 Sea (r, M) objeto-conjunto, entonces (Pr, P[M]) es el con-
junto potencia de (r, M) en el modelo, an particular vale el axioma de la poten-
cia.

Demostracion 5.0.10.1 Sea (t,K) € (Pr,P[M]) entonces existe K' €p,
P[M] tal que (t,K) ~ (Pr,K') , con K. = Pr.x, v € P[M] entonces sea
N, tal que N, = x entonces N C M entonces K, = Pr.N, = (r[N]). entonces
K' = r[N] entonces (t, K) ~ (Pr,r[N]).
Consideremos el siguiente diagrama:
in(Pr,rUPT)

A r PA AUPA

r Pr rUPr
Pin(P: Pr

PA Pr ppA IO bAG pa

Entonces in(r, PrU Pr)[N]| = in(Pr,r U Pr)[r[N]] entonces (Pr,r[N]) ~ (r,N)
sii (t, K) ~ (r,N) con N C M entonces (t,K) C (r, M).

Reciprocamente si N C M tomando K* = r[N] tenemos que (¢, K) € (Pr, P[M]).
O

Proposicién 5.0.11 Sean (r, M) y (r,N) objetos-conjuntos entonces (r, M —
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N) es el complemento relativo en el modelo,es decir x € (r, M—N) siix € (r, M)
yx ¢ (r,N).

Demostracion 5.0.11.1 Sea (t,K) € (r, M —N) entonces existe H €, M — N
tal que (t,K) ~ (r,H) y H, = r.x,x € M—N entonces x € M entonces H €, M
entonces (t, K) € (r, M).
Si (t,K) € (r,N) entonces existe L tal que L, =r.y, y € N con (t,K) ~ (r,L)
entonces (r,H) ~ (r,L) entonces in(r,v).(H | r) = in(r,r).(L | ) entonces
x =y entonces y ¢ N absurdo.
Reciprocamente (t,K) € (r,M) y (¢, K) € (r, N) entonces existe h tal que H €,
M entonces H, = r.x conx € M ,(t, K) ~ (r,H) como (t,K) ¢ (r, N) entonces
x ¢ N entonces x € M — N entonces (t,K) € (r, M — M). O

N)

Proposicién 5.0.12 Sean (r,M) y (s, objetos conjuntos, entonces existe
(h, D) objeto-conjunto tal que x € (h,D) <> z € (r,M) ANz ¢ (s,N), es decir
(h, D) es el complemento relativo ((h, D := (r, M) — (s,N)),

Demostracion 5.0.12.1 Sea M’ = in(r,r U s)[M] y N’ = in(s,r U s)[N]
entonces (t, M') ~ (r,M) y (t,N') ~ (s,N) donde t = rUs porque in(t,tUr) =
in(rUs,rUs) entonces por la proposicidn anterior (t, M'— N') cumple lo pedido.
O

Proposicion 5.0.13 El axioma de fundacion vale en el modelo.

Demostracién 5.0.13.1 Sea (r, M) objeto-conjunto ,A —— PA

Si existe (t, N) tal que (t,N) € (r, M) entonces existe K €, M tal que (t,N) ~

(r,K) entonces K, = r.x ,x € M entonces A—M # A y como r es bien fundada
“[P[A-M]] ¢ A—M entonces existe y tal quey € v~ [P[A—M]] ,y ¢ A—M

entonces 1.y € P[A — M].

Sea K tal que K, = r.y entonces k C A— M entonces como y ¢ A— M tenemos

quey € M ,(r,K) ~ (r,K), ademds (r, K)N(r, M) =0 ya que (r,M)—(r,K) =

(M —K)=(r,A—A)=0.0

Definicién 5.9 Decimos que un objeto-conjunto (r, M) es transitivo si para
todo (s,N) ((s,N) € (r, M) — (s,N) C (r, M)).

Proposicién 5.0.14 Para todo A —— PA o.c.t (r,A) es un objeto-conjunto
transitivo.

Demostracion 5.0.14.1 Sea (s,N) € (r, A) entonces existe K tal que K €, A
y (s, N) ~ (r,K), pero K C A entonces (s, N) C (r,A) .00

Observacion 5.8 Todo objeto-conjunto estd incluido en un objeto-conjunto
transitivo.

Demostracién 5.8.1 Sea (r, M) objeto-conjunto A —— PA entonces (r, M) C
(r, A) y por la proposicién anterior (r, A) es objeto-conjunto transitivo. O

Proposicion 5.0.15 En el modelo vale el axioma de la union.

Demostracion 5.0.15.1 Sea (r,M) objeto-conjunto, sabemos que existe T
objeto-conjunto transitivo tal que (r, M) C T.
Entonces para todo x € (s, N) € (r, M) C T tenemos que x € T. O
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La teoria WT no es lo suficientemente potente para poder construir a partir
de ella un modelo de ZFC, para poder construir una estructura que verifique
los axiomas restantes de ZFC, debemos agregarles nuevos axiomas, para ello
definiremos una traduccion entre el lenguaje conjuntista y el lenguaje de topos.

Definicién 5.10 Consideremos las formulas del tipo A —— PA, como nues-
tro lenguaje es numerable existe {r;} una numeracién, andlogamente para las

formulas del tipo A M, q.

Definiremos una funcion ® : Form(Lget) — Form(Leop) de la siguiente ma-
nera:

Y = (x; = x;) entonces ®(Y) = in(ry, r; Ur;)[M;] = in(r;,r; Ur;)[M;].

Y = (z; € z;) entonces ®(¢) = in(r;,r; Ur;)[M;] ErUr; in(ry,ry Ur;)[M;].
¥ = () entonces ®(¢p) = =P ().
= (1 A ¢2) entonces D(v)) = B(1) A D(¢o).

P = (Vz;0) entonces ®() = V[r;, M;] — ®(o).

Proposicién 5.0.16 Para toda ¢ € Form(Lget) se cumple que :
A D(6) sii My =

Demostracion 5.0.16.1 Sea 1) = (x; = ;) entonces A |= ®() sii para todo
riy Ty My, My (ri, My) ~ (rj, Mj) sii (ri.My) = (rj, My) sii Ma = (zi = ;).

Si Yy = (x; € x;) entonces A = ®(¢) sit para todo r;,r;, My, M; (r;, M;) €
(Tj,Mj) sit Mg ': (xl S iEj).

= ®(—¢) entonces A = ~D(¢) sii no A= ®(P) sii no My = ¢ sii My E .

1/1 = ¢1 /\¢2 entonces A ': ¢(¢1 /\(7252) sit A ': q)(¢1) Yy A ': (I)((ﬁz) St MA ': (7251
y Ma |= ¢2 sii Mg = ).

b = Vzig entonces A = ©(Vx;¢) sii para todo ri o.c.t, M; A = ®(¢) sii para
todo ’I“i,Mi MA ': ¢ St MA ': w U

Axioma de reemplazo en WT Sea ¢ € Form(Lse) tal que ¢ = Reemplazo
entonces llamamos axioma de reemplazo en topos a ®(reecemplazo).

Axioma del infinito en WT Sea ¢ € Form(Lse), tal que ¢ = axioma del infinito en Set,
entonces llamamos axioma del infinito en WT a ®(¢).

Axioma de eleccién en WT Sea ¢ € Form/(Lg.t) tal que ¢ = axioma de eleccién en Set,
entonces llamamos axioma de eleccién en WT a ®(¢).

Observacion 5.9 FEn caso que la teoria formada por los axiomas de topos +
axioma de reemplazo en topos + azxioma del infinito en topos + axioma de
eleccion en topos tenga un modelo A, tenemos un modelo My de los axiomas
anteriores mds reemplazo
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Demostracion 5.9.1
Evidente de la prop anterior.

Podemos concluir entonces que M4 F ZFC.



Capitulo 6

Equiconsistencia entre ZFC
y WTL

Debemos verificar que los axiomas que le agregamos a WT sean consistente
respecto a ZFC.

6.1. La consistencia de ZFC implica la consis-
tencia de WT

Vamos a probar que la consistencia de ZFC implica la consistencia de WT.

Sea (U,¢) E ZFC, definimos las siguiente funciones:

) _ f[dom(z) six es funcion
D:U—U, D(:c){ x en otro caso

cod(z) six es funcion

C:L{—)U,C(f)—{ T en otro caso

Sea K C U x U x U la relacién ternaria definida como (a,b,c) € K sii a,b,c
funciones y ao b = c.

Teorema 6.1 (U,C,D,K) =C.

Demostracion 6.1.1 (U,C,D,K) = Axl : Sean x1,x2,23,24 € U tal que
(z1,29,23) € K y (x1,22,24) € K, entonces x1 0 X9 = XT3 Yy T1 © Ty = T4,
entonces por definicion de composicion de funciones es claro que x3 = x4.

U,C,D,K) = Az2 : Sean x1, 2,235 € U tales que (x1,x9,23) € K, enton-
ces x1 0 X9 = x3, entonces es claro que dom(xs) = cod(x3).

(U,C,D,K) |E Ax3 : x1,29,23 € U tales que (x1,z2,23) € K, entonces
x1 0 g = x3, entonces dom(xz) = dom(xs), cod(xz) = cod(z1).

135
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(U,C,D,K) | Azx4 : Sean x1,x2, 13,24, %5, 76 € U tales que (x1,22,24) €
K, (zo,x3,25) € K, (x4,23,26) € K y (x1,25,27) € K, entonces x1 0 xo = x4,
To 0Ty = Ty, T40T3 = Tg, L1 0T5 = Ty, entonces tenemos que T10Ta) 0Ty = Tg
y x1 0 (x5 0x3) = x7, Yy como la composicion de funciones es asociativa resulta
que 7 = Tg.

(U,C,D,K) = Az5: Sean x1, x4 conjuntos si Morf(x1) A Morf(x3) enton-
ces 1 # D(x1) Nz # C(x1) entonces por al axioma de fundacion tenemos que
x1 es funcidn, andlogamente xo es funcion, y si C(x2) = D(x1) entonces existe
x3, tal que K(x1,xa,x3) simplemente componiendo x1 con xo, T3 = T1 0 Ta.

U,C,D,K) = Ax6: Como cualquier conjunto en ZFC tiene identidad, en
particular los conjuntos que nos son funciones.[]

Sea 0 = (), 1 = {0}, tomemos Q@ = {0,1}, y T : 1 — Q, definida como
T(0) = 1.

Teorema 6.2 (U,C,D, K, T,Q)F WT.

Demostracion 6.2.1 Existencia de objeto terminal: Probemos que 1 es objeto
terminal. Sea B € U, si B = ), entonces existe una tnica f : B — 1, f =0,
Dchx1.

Si B # 0, la vunica funcién es f(x) = 0 para todo x € B.

Existencia de objeto inicial: Sea B € U la idnica f : 0 — B es claramente
f=0.

Ezistencia de producto: Sean A, B € U, tomemos P = A x B el producto car-
tesiano, * = wa, y = wpg, definidas como wa : A X B — A, wa(a,b) = a,

7 :AXx B — B, ng(a,b) =b. Sean C L+ B yC -4 B.
A

TA

C Ax B

B
Es claro que z : C — A x B, definida como z(z) = (f(z),g(x), es la dnica
funcidn que hace conmutar al siguiente diagrama:
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A

TA

B

B

Ezistencia de coproducto: Sean , tomemos P = A+ B = A x {0} U B x {1}
(unién disjunta)
ia:B— A+ B, is(z)=(2,0), ip: B— A+ B, ig(x) = (z,1).
Sean f: A—, g: B— D
A

iA

A+ B D

iB

B
definimos z : A+ B — D, z(a,b) = {f(a) sib=0

gla) sib#0
Es claro que z es la unica que hace conmutar el diagrama:
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A
. f
iA
A+B—= D
iB f
B

Ewistencia de ecualizador: Sean A L B, A% B.
Definimos E = {z € A : f(x) = g(x)}, tomemos k = idg, es claro que
fk=g.k.
E b A————=38
Sea u : X — A tal que f.u = g.u, entonces es claro que existe una Unica
funcion z tal que ko z = u, esa es z = u.
f
B
g

E b A

X
Ewistencia de coecualizador: Sean A —» B, A % B, E como antes, defini-
mos q: B — f(E) como q(x) = f(x), entonces

5 g
A 5 B E
Sea u : B — X tal que u.f = u.g, entonces es claro que z = u/f(E) es la
unica funcion que hace conmutar el siguiente diagrama:

f
A————=8B : f(E)

g

X

Eristencia de potencia: Sean A,B € U, y BA = {f € Ax B : f funcion},

A x BA %5 B, tal que e(a, f) = f(a). Sea A x X EEIN B, queremos demostrar
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que existe una tnica h - X — B4 tal que eo (idy x h) = f, en el caso de que
existiera cumpliria que e o (ida X h)(a,z) = eo (a,h(x)) = h(z)(a) = f(a,x),
por lo tanto definiendo h de esa manera queda probado.

Eristencia de objeto clasificador: Sea A =5 B monomorfismo, definimos c,, :
1 sizem[B]

B Q, como e (x) = 0 en otro caso’

Entonces coom =T ota, conty: A— 1.

A " B
ta Cm
1 L 9)
SeanXLl , yXi>B tales que
X
f
g A - B
tAJ/ Cm
1 il Q

Sea D = g(X)Nm(A), m™' : D — A, entonces = = m~' o g es la tinica
funcion que hace conmutar al diagrama
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A—— B

ta Cm

1 T 0

Ezistencia de mapa clasificador: Sea A € U, existe x € U tal que x ¢ A, de
lo contrario U = A, entonces U € U absurdo.
definimos Ay := AU{x}, yja: A— Ay.

Sea A = B monomorfismo, y A 1. B funcion cualquiera, definimos la si-
guiente funcion x : C — A, como

isofom (a sta € m|B
X(a):{jA fac () en otro c[as]o

Entonces es claro que xom = jao f

B U C

A0 4,

Verifiquemos que es un pullback: Sean f1 : D — A, y fo : D — C fun-
ciones tales que
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D

f2
h 3 C
f X
A A

Entonces fo(D) C m(B), sea 2 = m~' o fa, es una funcién tal que mo z = fo
y no hay otra, ademds foz=fom ™ o fo=j oxofo=j,"0jaofi = fi,
por lo tanto existe una unica z tal que conmuta el diagrama

D

z f2
f B ¢
f X
A ja Ay,

Entonces el primer diagrama es un pullback.

Es Well-Pointed : Es claro que 0 22 1, por lo tanto es no degenerado, ademds
todo elemento terminal es de la forma {x}, por lo tanto , si dadas f : A — B,
y g :— B funciones tales que f.x = g.x para todo {x} —~ A implica que f = g,
por definicion de igualdad de funciones.

6.2. La consistencia de WT implica la consisten-
cia de ZFC

Teorema 6.3 Seall |= ZFC, (U,C, K, T,Q) =EWT, y My,c k1,0 el mode-
lo de ZFC asociado, entonces
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U=Mau,ck 1,0

Isomorfismo de estructuras.

Demostracion 6.3.1 Vamos a probar que la relacion

(A5 PAA M, Q) «— M~Y(1) en un isomorfismo de estructuras.

Observacion 6.1 Sea A — PA o.c.t, por el teorema del colapso de Mostowki
existe un unico isomorfismo de orden w : A — T, donde T es un conjunto

transitivo. Entonces se cumple que (r, M) ~ (T = PT, z[M)]).

Demostracion 6.1.1 Por Mostowk: tenemos el diagrama

A—— " S PA

T— € . pT

Entonces tenemos el siguiente diagrama:
in(€,rUE)

A il T AUT
r S rue
PA P PT PAUT

Por lo tanto in(r,rJ €) = in(€,rU €).7, entonces
in(r,rJ €)[M] =in(e,rJ €)[n[M]], lo que demuestra la observacion.

Por lo tanto podemos restringirnos a los o.c.t de la forma (€, M).

Observacion 6.2 Sean T, T' conjuntos transitivos, y T M, Q1 Moo
subobjetos. Entonces se cumple que

(e1T,M)~(elT',N)& M=N.

Esto es la relacion que definimos es una funcion y ademds es inyectiva.
Demostracion 6.2.1 (1 T,M) ~ (€1 T',N) < in(e| T,€1 TU €1 T")[M] =
in(e] T',€] TU €] T")[N], pero €] TU €] T' =1 T UT’, entonces
(e1T,M)~ (el T',N) & in(e] T,e] TUT)[M] =in(e] T',e] TUT")[N] &
M =N.

Observacion 6.3 Sean T -5 Q yT s Q. Entonces

Mcagr N& MceN
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Demostracion 6.3.1 Observemos que si 1 Mo PT es el nombre de M, enton-
ces M.(0) = M, ya que M, es el inico mapa que cumple e.(Tx M)(t,0) = M(t),
ye. (T x M) (t,0) = M.(0).

Por definicion M €cir N sii eziste 1 =5 T tal que M, =€] T.z, con x € N,
pero £(0) = M sii M € N, lo que demuestra la observacidn.

Observacion 6.4 La funcion que definimos es sobreyectiva.

Demostracion 6.4.1 Sea M conjunto, sabemos que existe T conjunto transiti-
. . L ) M
vo tal que M C T consideremos su funcion caracteristica asociada a T, T — €,

entonces (€1 T,T M, Q) es una preimagen de M bajo la funcidn que definimos,
por lo cual probamos la sobreyectividad.

Falta probar que es morfismo, es decir (€] T,T M, 0)eE1 1,7 N, Q) &
M e N.

Pero (€] T,T 5 Q) € (1 T/, 7" 25 Q) & in(e] T,€] TU €] T)[M] €]
TUT'in(e] T',€1 TU €] T")[N] pero por la observacion anterior la dltima
tgualdad se cumple siv M € N lo que demuestra el teorema.l]

Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 6.4 ZFC es consistente sit WT + Azioma del infinito en topos + el
Azioma de eleccion topos + Axioma de reemplazo en topos es consistente.

Demostracion 6.4.1 Ya probamos el reciproco.

(Directo) También probamos que sild = ZFC, entonces (U,C, K, T,Q) = WT,
falta ver que U,C, K, T,Q) E Azioma del infinito en topos +Axioma de reem-
plazo en topos + Azioma de eleccion en topos.

Sea ¢ = Azioma de eleccidn, tenemos que ver que (U,C, K, T,Q) IF ®(p), pero
por la proposicion 5.016 sabemos que (U, C, K, T,Q) E ®(p) & My c.k,10) F

©, pero por el teorema anterior U = M(U7C’K’T79), entonces U )= (=4 M(U,C,K,T@) |=

©.
Cambiando ¢ por los restantes axiomas tenemos el resultado. [J
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(M | r), 125

A = B, relacién de equivalencia en-
tre términos de C, 45

Auto(f), automorfismo de categorias,
46

Inj(x,y), inyeccién de z e y, 46

2 Uy unién de los conjuntos z e y, 7

interseccién de subobjetos, 86
lenguaje, 21

PROP, lenguaje proposicional, 23
rango del conjunto z, 17

Sup, supremo de un conjunto, 11
supremo de un ordinal, 11

términos equivalentes por la relacién

~, 37

7 axioma de existencia, axioma de
extensionalidad, axioma es-
quema de comprensién, axio-
ma de par, axioma de la
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unién, axioma esquema de
reemplazo, axioma de la po-
tencia, axioma de fundacion,
5

ZF, 7 + axioma del infinito, 7

ZFC, ZF + AC, 9

ZFC, ZF 4axioma de eleccién, 9



