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Introduccion

Los procesos estocésticos son sucesiones de eventos gobernados por leyes probabilisti-
cas. Muchas aplicaciones de los procesos estocasticos aparecen en fisica, ingenieria, bi-
ologia, medicina y otras disciplinas asi como también en otras ramas de la matematica.
El objetivo de estas notas es presentar un conjunto de nociones y resultados tutiles para
trabajar con procesos estocasticos. La presentacion que se hace no utiliza teoria de la
medida sino que adopta un punto de vista “constructivo”.

Como es conocido, las cadenas de Markov son procesos de corta memoria en el sentido
de que solo “recuerdan” el dltimo estado visitado para decidir cual serd el proximo. En
términos formales, el proceso {X,}n,en con espacios de estados E es una cadena de
Markov si

PXpi1=9y|Xn=2an,...,. X0 =20) = P(Xp+1 =9 | Xpn = )

donde y, xg, ..., x, € E. En procesos con “larga memoria” el valor que toma el proceso en
cada paso depende de todo el pasado. Este tipo de procesos fue introducido por Onicescu
y Mihoc bajo el nombre de cadenas con conexiones completas en 1935. El primer capitulo
de este trabajo es una introduccién a este tipo de procesos en donde se encuentra una
construccion posible de los mismos y algunos resultados.

En el tercer capitulo se introducen las cadenas de Markov de tiempo continuo y se
demuestran resultados importantes de este tipo de procesos. Para el desarrollo de este
capitulo se necesita un previo estudio de los procesos de Poisson, el cual se hace en el
segundo capitulo de estas notas. En dicho capitulo no solo se definen los procesos de
Poisson y se estudian sus propiedades basicas, sino que también se introduce el concepto
de proceso de Poisson bi-dimensional. Este tipo de procesos es usado en el desarrollo de
las restantes secciones para construir procesos homogéneos uno-dimensionales. La con-
struccién de procesos de Poisson realizada en el segundo capitulo es un caso particular
de la construccién propuesta por Neveu (1977). La construccién de procesos de dimen-
sién menor como proyeccién de procesos de dimensién mayor fué introducida por Kurtz
(1989). La mayor diferencia que hay entre cadenas de Markov de tiempo discreto y ca-
denas de Markov de tiempo continuo es que las primeras saltan de un estado a otro en
tiempos enteros 1,2, ... y las de tiempo continuo lo hacen en tiempos aleatorios 71, 7o . . ..

El cuarto capitulo tiene como finalidad mostrar algunas de las aplicaciones que existen
para los procesos descriptos en los capitulos anteriores. Se mostraran ejemplos relaciona-
dos con la biologia pero dichos procesos tienen muchas aplicaciones en otras areas como
ser economia, sociologia, fisica, etc.



Para terminar se han anexado al final de este trabajo dos apéndices. El primero de-
scribe cierto tipo de proceso utilizado en el desarrollo de estas notas y algunas propiedades
del mismo. En el segundo apéndice de definen las funciones generatrices y se presentan
algunas de las propiedades de éstas que son utilizadas en el capitulo 4.
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Capitulo 1

Cadenas con conexiones
completas

En este capitulo comenzaremos introduciendo la nociéon de especificacion y en la
segunda seccién veremos como construir un proceso estocdstico que sea “compatible”
con una especificaciéon. En la udltima seccidén veremos algunos resultados para este tipo
de procesos. El concepto de especificacién es utilizado en Mecéanica estadistica.

1.1. Especificaciones

Consideremos E un espacio de estados finito. Sean N* =N — {0} y —N* = {—i:7 €
N*} los conjuntos de los nimeros enteros positivos y negativos, respectivamente.

Definicién 1.1.1. Decimos que una funcion P : Ex E™N" — [0, 1] es una especificacion
si satisface que para cada w = (W_1,wW_3,...) € EN:

1. P(y;w) >0 para todoy € E
2. ZyeEp(%M) =1

Proposicién 1.1.2. Dada w = (w_1,w_s,...) € E™N" una configuracion arbitraria del
"pasado”, es posible construir un proceso estocdstico {th :t € Z} en E con la propiedad

de que para todo n > 0 y valores arbitrarios xg,x1,...,T, € E se cumple que:
n
P(X{r=m:t=0,...,n| X =w; i€ -N*) = [[ Play; my) (1.1)
t=0
donde wy = (x¢—1,...,T0,w) = (Te—1,...,T0, W—1,W_2,...)

Demostracion. En primer lugar observemos que es posible construir una familia de par-
ticiones del intervalo [0, 1]

{{By;w):y e E}:we BN} (1.2)

que satisfaga las condiciones:



Capitulo 1. Cadenas con conexiones completas 6

L [B(y;w)| = P(y; w)
2. UyeEB(y;M) = [0,1]

para todo w € E~N". Para ello alcanza con “ordenar” los elementos de E y luego con-
catenar intervalos de longitud P(y;w). La propiedad (2) en la definicién de especificacién
nos permite hacer esta construccién.

Una vez construida la familia de particiones (1.2) definimos la funcién F : E=N" x
[0,1] — E tal que:

F(w;u) := Z Y LueB(yw)} (1.3)
yeE

y definimos X" = F(w; Up) y para t > 1
X{F=F(X;2,..., X5 w; Up) (1.4)

donde {U,, : n € Z} es una familia de v.a.i.i.d. distribuidas uniformemente en el intervalo
[0,1]. Queda ver que el proceso {X;* : t > 0} verifica la condicién (1.1). Sean n > 0y
o, ..., Ty € F.

PX{"=z:t=0,...,n| X" =w;:i € -N*) =
PF(X%,,... . Xy w;Up) =2 :t=0,...,n| X" =w; : i € —N*) =

P( Z Y l{UteB(y;XZﬂip-n,Xoﬂvw)} =2:t=0,...,n| Xi& =wiii€ _N*) -
yek

n

HP( Z Y 1{UteB(y;Xﬁ1,...,X0”,w)} =Tt ’Xz& =w;:1€ _N*) =

t=0 yek
n
H P( Z YL eByx® X2 X)) = 7) =
t=0 yekE

n

[P ienx, xixs, oy = 1) =
t=0

n
H |B(x; -1y -y X, W_1,...)| =
t=0

n

H,P(l't;xt—lg ey, Loy W1, .. ) =
t=0

n

[P wr)

t=0

donde Wy = (z¢—1,..., 20, W_1,W_2,...) € BN t=0,...,n. O
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Introduciremos a continuacién algunas notaciones y veremos una manera particular
de construir las particiones B(-;-) para la especificacién P.

Dados ke N,y € FEywe E~N" definimos:
ap(y;w) == inf{P(y;w_1,...,w_p,2): z2€ BTN} (1.5)

donde (w_1,...,w_g,z) = (wW_1,...,W_p,2-1,2—2,...). Observar que
ao(y;w) := inf {P(y;2) : z € E=N"} y por lo tanto no depende de w. Dado k € N defini-

‘ ap = inf (Z ar(y;w)) (1.6)

yerR
Para m € N, sea:
m
Bm = H ag (1.7)
k=0
y
B:= lim B, (1.8)
m—-+00

Definicién 1.1.3. Una especificacion P se dice de conexiones completas si ag > 0.

Definicién 1.1.4. Decimos que una medida v en E% es compatible con la especificacion
P si:
V(X € B?: Xp = y| Xntj =w; : j € —N*) = P(y;w) (1.9)

para todon € Z, y€ E yw = (w_1,w_2,...) € BN,

1.2. Una construccion

En esta seccién veremos una construccion del proceso establecido en la proposicion
1.1.2. Asumamos que el espacio de estados E' = {1,2,..., g} para algin ¢ entero positivo.
Dado w € E~N", definimos para y € E by(y; w) := ao(y; w) y para k > 1 definimos:

bi(y; w) = ak(y; w) — ak—1(y; w)
Para cada w € E™N" sea {By(y;w) : y € E,k € N} una particién del intervalo [0, 1] con

las siguientes propiedades:

1. Paray e Ey k>0, Bi(y;w) es un intervalo cerrado por izquierda y abierto por
derecha con medida de Lebesgue by (y; w).

2. Los intervalos estan dispuestos en orden lexicografico crecientes con respecto a y y
a k de tal manera que el extremo izquierdo de un intervalo coincide con el extremo
derecho del anterior:

By(1;w), Bo(2;w), ..., Bo(q;w), Bi(1l;w), ..., Bi(g;w),...

sin intersecciones.
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Mas precisamente, llamando L(A) :=inf{zx : x € A} y R(A) :=sup{z : x € A}, A€ R
la construccién anterior requiere que:

1. L(Bo(1,w)) = 0.
2. R(Bily;w)) = L(Brly+ Liw)) siy=1,...q— L.
3. R(Bu(g;w)) = L(By1(Liw)).

Definimos :

B(y;w) == | Br(y; w) (1.10)
k>0

Las propiedades anteriores implican que:

1. R(Bp(q;w)) = ZyEE ap(y; w).

Demostracion. Debido a la construccién de la particién del intervalo [0, 1] se tiene
que:

R(Bi(q;w)) =

D (ailfw) — aia(yiw)) + ) ao(y; w)
j=1

q k q
- ZZ (ai(j;w> - az‘—l(%&)) + Zao(y;y)

= " (ar(Giw) —aoljiw)) + D ao(j;w)

j=1 j=1

2. limpjoo R(By(q;w)) = 1.
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Demostracion. Utilizando el resultado de (1) se tiene que:

lim R(B(q; = I ;
Jim R(By(g;w)) m > a(y;w)

donde la dltima igualdad es porque P es una especificacién. O
3. [B(y;w)| = P(y; w)

Demostracion. Se deduce de las propiedades de la particién hecha que:

Byiw)l = | Brly;w)
k>0

= ) By w)|

k>0

= > b(yiw)

k>0
- Z (ar(y; w) — ap—1(y; w)) + ao(y; w)
k>1

= 1, .
JJm ap(y;w)

< Py;w)
Por otro lado sabemos que:
1=> " |B(yiw)| <Y Plyw) =1
yekr yeE

Entonces
|B(y; w)| = P(y; w) (1.11)

Demostracion. Utilizando que los intervalos son disjuntos y la propiedad (3) se
tiene que:

U Byw)| = Y IB(yw)

yek yekE

= Y Pyw)

yek
= 1
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donde la dltima igualdad es porque P es una especificacién. O

Definimos para [ > 0:

Bi(w) = | Bily; w)

yerR

Observacién 1.2.1. 1. Observar que By(y;w) no depende de w para todo y € E, ya
que es un intervalo de longitud by(y; w) = ao(y; w) lo cual no depende de w. Esto
implica que By(w) tampoco depende de w.

2. Se deduce de la definicion de ay(y; w) que tanto By (y;w) como Bi(w) solo dependen
de las primeras k coordenadas de w ya que son intervalos de longitud by (y; w) =

ar(y; w) — ap—1(y; w).

Hasta aqui hemos construido una particién con todas las propiedades necesarias.
’ —N* . .o
Veamos ahora como construir el proceso buscado. Sea w € E~N" una condicién de borde
. . . . .’ . .7 p— *
arbitraria. Para dicha condicién definimos la funcién F': E~N" x [0,1] — E tal que

F(@, u) = Z Yy 1{u€B(y;g)} (1‘12)
yeE

Sea U := {U,}icz una sucesion de v.a.i. uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 1].
Definimos finalmente el proceso como Xy := F(w,Up) y para t > 0

X = F(XE ., X5 w Uy) (1.13)

Lema 1.2.2. El proceso X;~ definido por 1.13 tiene distribucién 1.1, es decir, la dis-
tribucion es compatible con la especificacion P y con la condicion de borde w.

Demostracion. Por la proposicién 1.1.2 solo hay que verificar que los intervalos tienen
las longitudes correctas, lo cual queda probado por la propiedad (3) de la particién,

|B(y; w)| = P(y; w)
O

Veamos ahora algunas propiedades que nos serdan ttiles mas adelante. Observemos

primero que
k

0,a) € | ) Bi(w) Ywe BN (1.14)
=0

Debido a la construccion de la particion, para probar 1.14 alcanza con ver que:
1. L(Uj,Bi(w)) <0

2. ar < R(UF, Bi(w))



Capitulo 1. Cadenas con conexiones completas 11

Ahora, por un lado tenemos que:

k
L( U Bi(w)) = L(Bo(w))
1=0

= L(Bo(1;w))
=0
Por otro lado:
k k

R(UBiw) = R Biy;w)

1=0 1=0 yeE
= R(Bi(g;w))

= > alyw)

yek

donde la tltima igualdad se debe a la propiedad (1) de la particién. Ahora utilizando
la definicién de a; se tiene que:

ar = ian*(Zak(y;w))

lo cual termina la prueba. Observando 1.14 obtenemos que si u < aj entonces para
saber el valor de F'(w;u) solo necesitamos tener en cuenta w_j,w_g,...,W_ ya que
u € [0,a] C Uf:o Bj(w). Mas precisamente, de 1.14 podemos deducir que si w,v € E?
son tales que w; = v; Vj € [—k, —1] entonces se cunple que:

[0, ar] N By(w) = [0, ar] N B(v) (1.15)
De esta manera tenemos que :
u < aj, implica que F(w;u) = F(v;u) (1.16)

para todo w,v € E~N" que verifiquen que w; =vj Vj € [—k,—1], y u e [0,1].
Esto implica que si U; < aj, entonces es suficiente mirar k coordenadas en el pasado para
calcular X;”.

1.3. Resultados

Veremos en esta seccién algunos resultados validos para la construcciéon hecha en las
secciones anteriores.
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Para cada w,v € E~N" gea:
™Y :=inf{n >0: X;* = X, Vk>n} (1.17)

Es claro que en principio 7%% puede ser infinito. Sin embargo existen ciertas condiciones
bajo las cuales ese tiempo es casi seguramente finito. La siguiente proposicién establece
dicho resultado.

Proposicién 1.3.1. Si szo ap > 0 entonces para todo w yv en E~N" se cumple que
» P(ret=n)=1 (1.18)
n>0

Demostracion. Observemos que la propiedad 1.16 implica que

n>0:Uppr <apVk>0}C{n>0: X = X, Vk>n}
y por lo tanto tenemos que
7% <min{n > 0: Upyx < ar Yk > 0} (1.19)

En otras palabras 7%% esta dominado estocasticamente por el 1iltimo tiempo de retorno
al origen en el proceso “casa de cartas” con transiciones

Qkk+1)=ar ; Q(k0)=1-a (1.20)

y estado inicial 0, k& € N (ver Apéndice A). Ahora por el lema A.0.3 la condicién de la
hipétesis [[,~gar > 0 es equivalente a la transitoriedad del proceso “casa de cartas”,
lo cual significa que el proceso puede visitar el origen solo una cantidad finita de veces.
Esto implica que el tltimo retorno debe ser en tiempo finito con probabilidad 1, lo cual
prueba la proposicion. O

Para —o0 < s < t < +00 definimos:
7[s,t] := max{m < s: Uy < af—m ,¥ k € [m, ]} (1.21)

Observar que 7[s,t] puede ser —oco. Notaremos 7[n] = 7[n,n| := max{m < n : Uy <

k—m ,V k € [m,n]}.

Observacién 1.3.2. 1. Fijado —oco < s < +00 se cumple que T[s,t] es no creciente
con t, ya que s1t < t se cumple que :

{m<s:Up < ag—m ,V k€ [m,t/]}

{m <s:Up < ag—pm ,V k € [m,t]}

{m < s: Uk < agem ,V k€ [m,+o0]} C
-

Luego tomando el maximo de cada conjunto tenemos que :
7[s,+oo] < 7ls,t] < 7[s, 1] (1.22)

como quem’amos ver.
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2. Fijado —oo < s < 400 se cumple que T[s,t] es no decreciente con s, en el sentido
que
[s,t] C[7[s,t],t] implica que T[s ,t]> T[s,t] (1.23)

Esto se debe a que como T]s,t] < s <t <t entonces
méx{m < s : Uy < ap_m .,V k € [m,t]} > méx{m < s: U < ag_m ,¥ k € [m, ]}

porque max{m < s : U < ag—pm ,V k € [m,t]} < sy sim es tal que Uy < ap_m
para todo k € [m,t] entonces también se cumple que Uy, < aj_n, para todo k € [m,t]
porque t <t.

3. Observar también que T[s,t] es un tiempo de parada a izquierda para U con respecto
a [s,t] en el sentido que

{7[s,t] < j} solo depende de los valores{U; : i € [j,t]} (1.24)
para j < s.

Lema 1.3.3. Si ) -, 0m = 00 entonces para cada —oo < s < t < 400 la variable
aleatoria 7[s,t] es una v.a. “honesta”, es decir que:

ZP(T[s,t] =i)=1 (1.25)

St [Tiegar > 0 entonces para cada —oo < s la variable aleatoria T[s,+o0| es honesta, y
entonces:

> P(r]s,+oc] = i) =1 (1.26)

i€z

Demostracion. Por la definicién 1.21 de 7, tenemos que para j < s

T[s,t] <j <= Vmecl[js],Ine[mt]: W l=0
— VYmeljs],Inelst]: W t=0
< mix{m<s:Vne st ,W'>0}<j—1
— Anelst]:Wit=0

0; - . D
donde W, es el estado n-ésimo del proceso “casa de cartas” con matriz de transicién
Q= (Q(z,9))zyer tal que

Qg st y=xz+1
Qz,y) = l—a;, si y=0
0 en otro caso

que empieza en tiempo m en el estado 0. Se cumple entonces que

7[s,t] = 14+ méx{m < s: WO >0 ,Yn € [s,1]} (1.27)
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Entonces si m < s se tiene que:

{rls,t) <m}c |J W) =0} (1.28)
1€[s,t]

Ahora por invariancia bajo traslaciones se tiene que:

P wrm =0y = P(J W2, =0}

i€[s,t] i€][s,t]

2 P =0)

IN

= ZP(WS i = 0)

Utilizando la hip6tesis y el lema A.0.3 (a) sabemos que la cadena WiO;0 es recurrente no

positiva, entonces cada uno de los términos P(Wf Om +; = 0) tiende a 0 cuando m — —oo.
Entonces:
—S
§ . 00
ml_1)r£1ooP(T[s, t]<m) < mg@mZP W =0)

t—s
0;0
— Zmlim PW., . =0)
—

o
(2
= 0

y por lo tanto se cumple que

> P(rls,t]=i)=1

i€z
Veamos ahora la segunda afirmacién del lema. Observemos que:

e}

P(r[s,c0) <m) < P( | J (W’ =0})< Z woe L =0) (1.29)

i=s—m-+1 i=1

Pero como la cadena es trascendente por hipotesis entonces cada término de la derecha
en 1.29 tiende a cero cuando m — —oo. De esta manera:

Y P(r[s,00] =) =1

i€Z

Sabemos por resultados anteriores que:

[0, ax) U By(w) = [0, a(y;w)) Ywe BN (1.30)
yeE
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Como consecuencia de esto tenemos que :

[0,ar) N Bi(w) =¢ YI>k (1.31)

Definimos entonces
Bl;k(w,l,.‘.,w_k) = [0, ak) ﬂBl(Q) (1.32)
By (y;w-1,...,w_) := [0,a;) N By(y; w) (1.33)

que por 1.31 tiene sentido para todo I,k > 0. Similarmente a 1.21, para u € [0, l]z
definimos
T[n)(w) := max{m <n:u; < aj_,Vj € [m,n]} (1.34)

Proposicién 1.3.4. Sea yo un elemento arbitriario de E. Definimos la funcion ® :
[0,1]4 — E# tal que ®(u) = z recursivamente para j = T[n](u) hasta j = n de la
siguiente manera: notamos T := 7[n|(u) y definimos:

Tr =Yy l{u.cBo)

yer

Tr+l = Z Y 1w 1€Bo(y)UBL (y5r)}

yerR
Tn = Z Yy 1{une5;.:g Bjin—r (YiTn—1,,77)} (1.35)
yeE
si T[n|(u) es finito, y x, = yo si T[n](u) = —oo (observar que cada suma en la definicion

anterior se reduce a un solo término). Entonces
1. @ estd bien definida y es medible.

2. Para cadan € Z la componente n-ésima de ®(u)que notaremos ®(u),, depende solo
de los valores u; en el intervalo [T[n],n] si 7[n|(u) > —oco y de {u; : i < n} en otro
caso.

3. Si P(t[n](U) > —o0) = 1 para todo n € Z entonces la ley p de ®(U) es compatible
con la especificacion P.

Demostracion. Sea
Ay ={uec[0,1)%: 7[n](u > —o0)}

1. En el conjunto A,, la consistencia de la definicién 1.35 se debe a los siguientes
hechos:
(i) por definicién, 7[n] < 7[j] para todo j € [r[n],n] y
(ii) como vale 1.30 entonces esto muestra que el evento {U,, < ax} se cumple, luego
solo hay que mirar los valores x,,_1, ..., Z,_; para obtener el valor de z,,.Estos dos
hechos implican que para todo valor k € [T[n],n] el valor xj, calculado usando 1.35
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con k en lugar de n es el mismo valor que el que se obtiene como parte del calculo
recursivo 1.35 para x,. La F(U; : i < n)-medibilidad de x,, se debe directamente a
la definicién 1.35. Como los conjuntos A,, son F(U; : i < n)-medibles los mapas
contintan siendo medibles luego de “juntarlos”. Concluimos entonces que el mapa
®(u) = (x, : n € Z) esta bien definido y es medible.

2.  Se deduce directamente de la definicién de la funcion.

3. Cuando se cumple A,, 1.31 implica que 1.35 sea

Tn = Z Y 1{unesk20 Bk(y;xn,h.“,:ﬂn,k)} (136)
yeE

y esto implica que

P(®U)n =y|Ui:i<n;Ay) =P(Uy € | Be(: @W)n-1,. -, @U)ni)|Ui i < 5 Ay)
k>0
(1.37)
Como @(Qj) es F(U; : i < j)-medible y cada U, es independiente de F(U; : i < n),
si A, tiene medida total entonces 1.37 es igual a

U B @@n1s -, @Wni)| = D [Brly; U)n-1, -, 2(U)nt)|
k>0 k>0

= P(y, (D(Q)n—ly ceey (I)(Q)n—k)
En otras palabras:
P@U)n =y|Ui:i<n) =Py ®U)i:i<n) (1.38)

Como el lado derecho de 1.38 solo depende de ®(U); con i < n, entonces el lado
izquierdo tambien depende solo de esos valores, por lo tanto la ley de ®(U),, dado
{®(U); : i < n} sigue siendo dada por P, entonces la distribucién p de ®(U) es
compatible con P.

O]



Capitulo 2

Procesos de Poisson

En este capitulo comenzaremos con una definicién constructiva de un proceso de
Poisson. En la cuarta seccién veremos algunas propiedades de dicho proceso que nos
serviran para probar en la seccién 6 que el proceso construido verifica las definiciones
clasicas de proceso de Poisson. En las secciones 7 y 8 definiremos procesos de Poisson
bi-dimensionales y veremos como construir un proceso de Poisson uno-dimensional a
partir de uno bi-dimensional. En las dos iltimas secciones introduciremos la nocién de
superposicion de procesos de Poisson y procesos no homogéneos.

2.1. Procesos Puntuales

Sea E un subconjunto de un espacio euclideo (para nosotros sera suficiente suponer
que E esta contenido en R%, d > 1). Queremos distribuir puntos aleatoriamente en el
conjunto E y tener una notacién conveniente para la funcién que cuenta el nimero
aleatorio de puntos que caen en un subconjunto acotado A C F.

Sean {X,}nen elementos aleatorios en el conjunto E que representan puntos en el
espacio de estados E (i.e. X, : Q@ — E, Vn € N). Definimos €x,, : @ x P(E) — {0,1} de
la siguiente manera:

o 1 si Xpw)e A
ex, (w, A) == EXn(w)(A) = { 0 si Xp(w)dA
donde P(E) = {A C E} es el conjunto de los subconjuntos de E.
Definimos la medida de conteo

N:QxP(E)—N

tal que:
N(w, A) =) €x,@w)(4) (2.1)

neN

De esta manera N(A) : @ — N es una variable aleatoria que cuenta el nimero de puntos
que caen en A. Llamamos a N : Q x P(E) — N proceso puntual y a {X,, },en puntos.

17
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Observacién 2.1.1. Para facilitar la notacion suprimiremos la dependencia que el pro-
ceso tiene con w.

Ejemplo 2.1.2. Supongamos que queremos modelar el tiempo y la ubicacion en los que
ocurren los terremotos. En este caso una posible eleccion del espacio de estados podria ser
E =[0,00) x R2, y el proceso puntual podria ser representado por:

NG = €Ly L) ()

neN

donde T,, representa el tiempo del n-ésimo terremoto y (Ly,, Ly,) representan la latitud
y la longitud en las que ocurre el n-ésimo terremoto.

Parat >0y B C R?, N([0,t] x B) podria ser el niimero de terremotos ocurridos hasta
el tiempo t en la region B. Si quisieramos ser mas precisos en la identificacion de los
terremotos, le podriamos agregar por ejemplo, la intensidad con la que éste ocurre. En
este caso el espacio de estados podria ser [0,00) x R? x [0,00), y el proceso puntual seria

NC) =D €Tlny Lng) i) ()

neN

donde I,, indica la intensidad del n-ésimo terremoto.

Notar que la notacién es lo suficientemente flexible como para poder hacerle suaves
modificaciones si queremos modelar procesos con miltiples puntos en un solo lugar. Por
ejemplo, consideremos como antes { X, },,en una sucesién aleatoria de elementos en E (los
cuales podrian ahora representar “sitios”), y sea {(, }nen una sucesién de valores enteros
no negativos que representan el nimero aleatorio de puntos que hay en el sitio aleatorio
X,,. Luego el proceso puntual con miltiples puntos en sus sitios puede ser representado

| N =3 Guex, ()

neN

Luego para una region A C F tenemos que

N(A) = 3 Guex, (4)

neN

representa el nimero de puntos en A, ya que estamos contando el nimero de puntos en
cada sitio de A.

Veamos un ejemplo. Supongamos que a cierto lugar arriban émnibus de acuerdo con
un proceso puntual con puntos {X,}, es decir que el n-ésimo 6mnibus llega en tiempo
X,,. Si (, representa el nimero de pasajeros que llega en el n-ésimo émnibus, el total de
pasajeros que llegan en tiempo t es:

3™ Cuex, (0,1)

neN
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Definicién 2.1.3. Sea N : Q x P(E) — N un proceso puntual. Definimos la media o
intensidad de dicho proceso como: u: P(E) — R tal que

w(A) :=E(N(A)) VA C P(E)
En otras palabras 1(A) es el nimero esperado de puntos en la region A.

2.2. Procesos de Poisson

Sea N un proceso puntual con espacio de estados E. Sea £ C P(F) una o- dlgebra en
E, es decir

1. E#¢
2. Si A€ & entonces A€ € &£

3. Si{An}nen C & entonces (J, oy An € E.

Definicion 2.2.1. Decimos que el proceso N es un proceso de Poisson con media i Si
verifica las siguientes propiedades:

1. Para todo A € £ se cumple que :

k .
P(N(A) = k) = 7“(;3) e HA) g u(A) < oo
0 en otro caso.

2. SiAj,..., A son subconjuntos de E en & disjuntos, entonces N(A1),...,N(Ag) :
Q — N son variables aleatorias independientes.

En otras palabras N es un proceso de Poisson si el niumero aleatorio de puntos en el
conjunto A, o sea N(A) : Q — N tiene distribucion de Poisson con pardmetro u(A), y el
numero de puntos en regiones disjuntas son v.a. independientes.

Observacién 2.2.2. 1. Cuando E =R la propiedad (2) de la definicion anterior se

llama propiedad de incrementos independientes, ya que implica que si t1 < to <

. <ty cont; € RYi =1,...,k entonces {N((t;,ti+1]),i = 1,...,k — 1} son
variables aleatorias independientes.

2. Cuando la media es un maltiplo de la medida de Lebesgue (es decir que es la longitud
cuando E = R,el drea si E = R?, el volumen si E = R3, etc)decimos que el proceso
es homogéneo.

Veamos ahora una definicién constructiva de un proceso de Poisson. Comencemos
considerando {A;};cz C P(R) tal que A; = [l;,l;4+1) con l; < l;11Vi € Z una particién
de R. Para cada i € Z llamamos |A;| := l;11 — l; a la longitud del intervalo A;, y dado
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A€ R, XA >0 le asignamos a cada intervalo A; una variable aleatoria Y; : £ — N con
distribucién de Poisson con pardmetro A|4;|, es decir que:

1k
p(v; = k) = QA i

Asumimos que {Y;,i € Z} es una familia de variables aleatorias independientes.
En segundo lugar asignamos a cada i € Z una sucesién de v.a.i. {U; ;,j € N*} donde la
variable U; ; con j € N* tiene distribucién uniforme en el intervalo A; , es decir:

AN A

,VACR

Definimos 5 : 2 — R el conjunto aleatorio dado por:
S:=JS
i€z
donde S; : 2 — R con ¢ € Z esta definido por:

g Wiyilsj<Y} si Yi>1
R si Y, =0

(omitimos la dependencia con w en todas las notaciones).
Finalmente sea {5y, } ez la sucesién ordenada de los puntos de S, donde :

Si=min{s >0:s€eS}
es el primer punto de S que esta a la derecha del origen y

3 ml’n{s>§n_1:365’} st n>2
"] méx{s < Spy1:5€8} si n<0

Definimos ahora

Ng: QxR —N (2.2)

tal que:

Ng(w, A) := Z 1{Sn(w)eA}
neN

para todo A C R, y entonces Ng(A) es el nimero de puntos que hay en el conjunto SN A.
Cuando no se preste a confusion escribiremos N(A) en lugar de Ng(A) cuando nos este-
mos refiriendo a la variable aleatoria Ng(A) : 2 — N. Al proceso definido anteriormente
lo llamaremos proceso de Poisson.
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2.3. Definicion formal de un proceso puntual

En esta seccion analizaremos con mas detalle el espacio de estados de nuestro modelo
y veremos que hay ciertos conjuntos en dicho espacio que determinan la distribucién de
un proceso puntual.

Sea FE el espacio donde viven los puntos de nuestro modelo (en nuestro caso E' serd un
subconjunto de R? con d > 1 como dijimos en la primera seccién de este capitulo) y
supongamos que £ es una o-algebra en E (por ejemplo podemos considerar la o-dlgebra
generada por los conjuntos abiertos de F o lo que es equivalente, la generada por los
“rectdngulos” de E). Una manera de modelar una distribucién aleatoria de puntos en E
es dar { X, }nen elementos aleatorios en E y luego decir que el proceso puntual estocéstico
es la funcién de conteo que a la region A € £ le asigna el niimero de elementos aleatorios
{X,} que estdn en A, como hicimos en la primer seccién de este capitulo. A continuacién
repetiremos dicha construccién de una manera mas formal. Dados ¢+ € Ey A € &
definimos la medida delta de la siguiente manera:

1 si z€A

%(A)::{ 0 si z¢A

Una medida puntual en E es una medida de la forma

m = Zexi (2.3)

i

donde z; € E y toda regiéon acotada A contiene solo una cantidad finita de puntos x;.
Luego m(A) es el nimero de x; que estan en le regién A. Denotemos por M), := My(E)
al conjunto de todas las medidas puntuales en £ y consideremos los subconjuntos de M,
de la forma

{me M, :m(I)=k}

donde k > 0 e I es un rectangulo acotado en E. Llamaremos M, := M,(E) a la menor
o-algebra que contiene dichos conjuntos (donde k e I varian). Podemos ahora definir un
proceso puntual como un elemento aleatorio de (M, , M,), es decir, dado un espacio de
probabilidad (€2, F, P) donde F es la o-dlgebra de los eventos, N es un proceso puntual
si es un mapa medible N : (Q, F) — (M, , M,), lo cual significa que para todo A € M,
se cumple que

N1A) ={weQ:Nw)eA}eF

En particular, si N es un proceso puntual entonces
(NI)=k}=N"'{me M,:m(I)=k}) cF

yva que {m € M, :m(I) =k} € M,.
Consideremos ahora un proceso puntual:

N:(QF)— (M,, M,)
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y P una medida de probabilidad en (2, F).

La distribucién de N es la medida Po N~! = P(N € (-)) en (M,,M,). Luego, la
probabilidad de un evento que depende de N puede ser determinada si conocemos la
distribucion de N. Definimos las distribuciones de dimensién finita de N como la coleccion
de funciones:

on,.. 1. (n1, .., ng) = P(N(1) =nq,...,N(i) = ng)
donde I, ..., I; son rectangulos acotados y ni,...,nx son enteros no negativos.

Teorema 2.3.1. Las distribuciones de dimension finita de un proceso puntual N deter-
minan de manera tinica la distribucion Po N~ de N.

Demostracion. Dados k > 0 e I un rectangulo acotado en E consideremos los conjuntos
Epr:={meM,:m(l) =k} (2.4)

Sea G la clase de las intersecciones finitas de conjuntos de la forma 2.4, es decir

n
g .= { ﬂ Ey. 1, k1,...,k, € N, I rectdngulo acotadoVi=1,...,n,n € N}
i=1

Luego como G es cerrado bajo intersecciones finitas y genera a la o-algebra M, se tiene
que una medida en M, estd tnicamente determinada por los valores que toma en G
(Billingsley, 1986 pag. 38). En particular, P o N~! es una medida definida en M,, y sus
valores en G estan dados por las distribuciones de dimension finita.

O

2.4. Propiedades

El objetivo de esta seccion es probar que efectivamente la construccion realizada en
la seccién (2.2) es un proceso de Poisson, es decir que el proceso definido por 2.2 verifica
la definicién 2.2.1. Comenzaremos viendo algunas propiedades de las variables aleatorias
con distribuciéon de Poisson que seran ttiles para lograr el objetivo planteado.

Lema 2.4.1. 570 < p; < 1 para todo i > 0 entonces:
1. limy_ o Hfiopi =0<= > 200 =D ool —pi) =0
2. J[Zopi >0 > T0ai =321 —pi) < o0

Demostracion. Decimos que a, ~ b, cuando n — 00 si lim, . Z—” = 1. Entonces si
n

an ~ by se cumple que Y\ an < 00 =) by < 00.

Equivalentemente podemos decir que para cada € > 0 se tiene para todo n suficientemente
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grande que (1 — €)b, < a, < (14 €)by,.
Utilizando lo anterior y que —log(1l — ) ~ x cuando  — 0 tenemos entonces que

ﬁp¢>0 = i—log(l—qi)<oo
i=0 i=0

o0
<~ Zqi < 00
=0

Notar que tanto » .o —log(l — ¢;) < oo como y ;2 ¢; < oo implican que ¢; — 0 O

Lema 2.4.2. 1. Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes con distribu-
cion de Poisson de pardmetro X\;,i = 1,...,n respectivamente. Se cumple que
la variable aleatoria X1 + ... + X, tiene distribucion de Poisson de pardmetro
MA .o+ A

2. Sea {X,}nen una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucion
de Poisson de pardmetro A, respectivamente. Si ) .\ An < 00 entonces la variable
aleatoria ), .\ Xn tiene distribucion de Poisson con pardmetro )\ An.

Demostracion. 1. Haremos induccion en la cantidad de variables aleatorias n.
Caso n=2: Sea k € N. Usando la férmula de la probabilidad total tenemos que

[e.e]
P(X1+Xo=k)=P(X1=k—X3) =) P(X1=k—hXy=h)
h=0

Como X7 y Xs son independientes y tienen distribucién de Poisson, y observando
que X; > 0 tenemos que lo anterior es equivalente a

k k
hZOP(Xlzk—h)P(ngh) = hzo(k_h)!e Tre

(A1+X2) )‘7]{ (A1 + >‘2)k
k! Ak

()\1+)\2) ()\1 + )\Q)k
k!

= 67

= e_

con lo cual queda probado que X7 + X5 es una variable aleatoria con distribucién
de Poisson de pardmetro A1 + Ao.
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Supongamos ahora que el resultado se cumple para n variables. Entonces utilizando
nuevamente la férmula de probabilidad total y la independencia entre las variables
tenemos que:

n+1
P (Z X; = k:> =
=1

P (znjx =k —Xn+1>
k = n

yor <ZXZ~ =k—h,Xny1 = h>
h=0 ]

k
P <Z X;=k— h> P(Xp41=h)
=1

3 |l
—

h=0

Aplicando la hipétesis de induccion y utilizando que X, es de Poisson con
parametro A,y1 obtenemos que lo anterior es:

k n _
Z (Z:(i]::l )\;L))]: h e—(P?:l i) A:;:.:.l €—>\n+1 —

k—h
(Z/\> At A

h=0

p k
67( n+1 Z
h=

0

(Z;‘:_ll )‘Z)k e—(P?:f Ai)
k!

con lo cual queda probada la parte (1) del lema.

2. Definimos las variables Y,, : @ — N conn € N tal que ¥;, = X; + ...+ X,,. Sea
Y : Q — NU {400} tal que Y(w) = >,y Xi(w).
Consideremos el conjunto Ao = {w € Q2 : Y(w) = oo} y la variable Y : Q\As — N
donde Y = Yo\ 4, . Observar que si P(Ax) = 0 entonces las variables Y e YV’

tienen la misma distribucién. Consideremos ahora para cada k € N y cada n € N*
los conjuntos:

Qn,k:{wGQ:ZXi(w) =kyXn(w)=0sim>n} (2.5)

Qoo = {w e Q: Y (w) =k} (2.6)

Observemos que €, . € €, 11 1 para todon € Ny que UneN Q1 = Qoo k- Entonces
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utilizando la parte (1) del lema tenemos que :

P(Qoo,k:) = lim P(Qn,k)

n—oo
P A
, e~ ieNM
= lim |[———— M\ +...+ M)

n—o0 k!
P
e~ ieNM
= ——— lm A+ NP

ieN i

- = N

€N

donde la tltima igualdad es valida por la continuidad de la funcién f(z) = z*.
Esto implica que la variable Y tiene distribucién de Poisson de pardmetro ) .y Ai.

Luego para demostrar el lema solo queda probar que la P(Ay) = 0.

P(Ax) = PHweQ:Y(w) =oo))
P({w € Q: X;(w) # 0 para infinitos ¢ € N})

Consideremos los conjuntos
Ay ={weQ: X,(w) #0}

Entonces

Y PA) =) P(Xp#0)=> 1—e (2.7)

neN neN neN

P
Por otro lado sabemos que ) Ay < 0o entonces [[,cn e =7 nenAn > Q)
y usando el lema 2.4.1 deducimos de 2.7 que »_ .\ P(A,) < oo. De esta manera
concluimos usando el lema de Borel-Cantelli que P(As) = 0 terminando asi la
demostracién del lema.

O

Proposicién 2.4.3. Para cada intervalo A C R acotado, la variable aleatoria N(A) :
Q — N tiene distribucion de Poisson con media \|A|.

Demostracion. Observemos en primer lugar que como los intervalos A; con i € Z son
disjuntos , entonces los intervalos A N A; también lo son. Esto implica que las variables
aleatorias N (AN A;) son independientes puesto que, dados i # j en Z y k,h € N tenemos
que:

P(N(ANA) =k NANA)=h)=P | Lig canay =k > 116, cand;j=h)
n>0 n>0

P(G3ny,...,np €Z: S, € ANANL=1,... k;3my,...,my € Z: S, € ANA;Nr =1,...,h)
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P(El?"l,...,T‘kENZUi,Tl EAQAZ‘VZ:1,...,k;§|51,...,5hGNIUjvst GAﬂAj,\V/t:L...,h)

Ahora teniendo en cuenta que las variables U; ; son independientes obtenemos que lo
anterior es:

P(Uiﬂ EAﬂAi,VZZI,...,k>P(Uj75t EAﬂAj,Vt:L...,h)Z

+00 oo
P (Z L, eAna} = k‘) P (Z L, ,eana;y = h) =

r=1 r=1
P(N(ANA;) =k)P(N(AN Aj) =h).
Entonces {N(A N A;) }iez son variables independientes.

Sea k € N. Particionando el espacio segin los posibles valores de la variable Y;
tenemos que:

P(N(ANA) ZP N(ANA;) =Fk) (2.8)

Observemos ahora que si h < k e Y; = h < k entonces en SN (AN A;) van a haber a lo
sumo Y; = h puntos (por la definicién de S;) y por lo tanto N(A N A;) no puede tomar
el valor k. Entonces 2.8 resulta ser:

+00
ZPY h,N(ANA;) = k) ZP Yi=h > Lw,,eanay =k (2.9)
h=k 7=1

Teniendo en cuenta que solo caen en el conjunto S los U; ; con 1 < j <Y, y que las
variables U; ; son independientes de Y; 2.9 es:

400 h
Z P 1/1 =h 72 1{U¢,j€AﬂAi} =k =
h=k j=1

400 h
h=k

J=1

Afirmacién (1): 1y, ;eana,) es una variable con distribucién de Bernoulli con pardmetro
[ANA;|
‘AZ| . 7 * 7
demostracién de la afirmacién (1):

|[AN A

Vj € N*
| A

ya que las variables U; ; son uniformes en el intervalo A;.
Ademds las variables {1(y, .cana,}}jens son independientes ya que las U; j lo son.
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Afirmacién (2): Z?Zl 1(y, ;e An4,} es una variable aleatoria con distribucién binomial

. |AQA¢|
con parametros h y AT

demostracién de la afirmacién (2):
h
P(Zj:l l{Ui,jEAﬂAi} = k) =
P(3j1,..., 5k €{1,...,h}: Uij € ANAVi=1,...k yUij ¢ ANA;sij € N\{j1,...,7k})
Entonces, una vez elegidos los ji, ..., j; en N*:

P(Ui,jl GAﬂAZ'Vl:l,...,k', Ui7j¢AﬂAi SijEN*\{jl,...,jk}):

k
HP(UZ'JI S AﬂAZ) H P(UZ'J‘ Qé AﬂAZ) =
=1 je{l,m,h}\{jl,...,jk}

k
|AN Al AN A
<H A I o=
=1 J€{1,....hI\{J1,--Tk }
(LArwAﬂ)k (1_|AfwAi>hk
| A | A

Para terminar con la afirmacién observar que tenemos C,i’ maneras diferentes de elegir
los j1,...,Jk € {1,...,h} por lo tanto:

h k h—k
ANA; ANA;
P\ e =k =d ( 4] |) <1‘| 4] ’>
j=1 (2 T

con lo cual queda probada la afirmacién (2).
Aplicando ahora la afirmacién (2) 2.10 resulta ser:

+oo k h—k
AN A | AN A
PY,=h n(] 1— 2.11
2 et (M) (P 24

y como Y; ~ Poisson(A|A;|) lo anterior es:

oo k h—k
3 (A[A])" oAl h! [AN A L AN
! =l \ |4 4,

h=k

e (|AmAi>’“ S A A (1_ |AnAi\>h"“

B\ Al ) & k) A

e AT AN A\ R Atk |4,k L AnAN
k! | A4 | Ail

u!
u=0
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e AL AN AN e TR A4 |AN A\ "
= H < A > AT 2= (1‘ A >

u=0

|k
_ Al M Ve AUA—1AN A

AANADF 3 anay)
o ©

Entonces N(A N A;) ~ Poisson(AAN A;|) Vi € Z.

Por tltimo observar que N(A) = >, N(AN A;) en virtud de que los A; son disjuntos,
por lo tanto N(A) es suma de v.a.i. con distribucién de Poisson de media A\|A N A;].
Luego, como |4, A; = R entonces (), ,(ANA;) = Ay por lo tanto ) .., [ANA;| = |Al.
Aplicando finalmente el lema 2.4.2 queda probado que N(A) ~ Poisson(\|A]) como
queriamos. ]

Proposicién 2.4.4. Para cada familia finita de intervalos disjuntos By, ..., By, las vari-
ables aleatorias {N(B;)}£ | son independientes y tienen distribucion de Poisson con me-
dia A\|By|,l =1,..., L respectivamente.

Demostracion. Sea i € Z fijo y veamos que dado N(A4;) = h; las v.a. {N(B;NA4;) : 1l =
1,..., L} tienen distribuciéon multinomial, es decir que para valores enteros k;; > 0 tales
que Zlel ki = h; y valores reales b;; > 0 tales que ZlL:1 by; = 1 se cumple que:
L bkl',i
P(N(BiNAj) = kil = 1,..., LIN(A;) = hy) = hy! ——40 (2.12)
Hl:l Ky i!

Definimos
L C
BL+1 = (U Bl) (213)
=1

y consideramos

. ‘Bl ﬁAZ‘

bj;;=—— V1<I<ZL 2.14
)2 ‘A1| ( )
L
bririi=1- by (2.15)
=1
Sean k;; > 0,1 =1,...,L + 1 enteros arbitrarios tales que Zlell ki ; = h;, entonces

P(N(BlﬂAl):k‘lﬂ,lzl,,L—i—l‘N(AZ):hz):

PI(N(BiNA) =kl =1,....L+1, N(A;) = hy)
P(N(4;) = h;)

(2.16)

Observemos que

L+1

L
I=1 =1
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donde esta ultima igualdad es por la definiciéon de B 1.
Luego si N(B;NA;) =ki; ,Yl=1,...,L+ 1 entonces

L+1 L+1
N(A) =) N(BinA) Z kii = hy (2.17)
=1
Debido a 2.17 tenemos que 2.16 es:

P(N(BZQAZ’):]{M,l:1,...,L—|-1)
P(N(Ai) = hi)

(2.18)

Como los intervalos {B; N A;}i=1,..r+1 son disjuntos resulta que las variables aleatorias
{N(B;NA;i)}i=1,.1+1 son independientes, luego teniendo en cuenta esto y la proposicién
2.4.3 resulta que 2.18 es:

L+1 L+1

[] 2B A) = ki) hi! HefMBmAMMBm—W
o POV = ki) e AT bl
L+1 )
M vt o T T T IBO AL
Ahi |A1|hl XL
=1 ’
L+1
_ h; ! i bkl,i
— 7L+l 1,i
H kll lzl

como querfamos probar. Luego como las variables { N(A;)}icz son independientes se de-
duce de 2.12 que {N(B;NA;)l =1,...,L,i € Z} son variables independientes y que
N(B; N A;) ~ Poisson(A|B; N A;).

Para terminar solo queda observar que dado [ = 1,...,L se verifica que N(B;) =
YiczN(Bi N Ay) y que Y i, ABy N Al = ABy| con lo cual el lema 2.4.2 nos dice
que:

N(By) ~ Poisson(A|By|)VI=1,...L
O
Proposicién 2.4.5. Para todo intervalo A la distribucion condicional de los puntos en

SN A dado N(A) = n es la misma que la de n v.a.i. distribuidas uniformemente en el
intervalo A.

Demostracion. Usaremos el teorema 2.3.1. Sean By, ..., By una particiéon de A y sean
ni,...,ny enteros no negativos tales que ny + ...+ ny = n. Por 2.12 sabemos que:

n! L |Bl| ™
PIN(B) =mi,1 =1, LIN(A) =n) = o ] <|A|>
gt L
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Entonces, por el teorema 2.3.1 es suficiente probar que si Uy, ..., U, son v.a.i. uniforme-
mente distribuidas en Ay M(B) = }_; 1y,ep) se cumple que

O VAL
P(M(Bl):nl,lzl,...,L):MH(’A‘>
gt

Pero teniendo en cuenta que las variables aleatorias M (B;) son v.a. binomiales con

pardmetros n y % (esto se debe a la afirmacién (2) hecha en la proposicién 2.4.3)

tenemos que:

P(M(B)=n;:l=1,...L) =
C;;LlP(UnZ € B1Vi= 1,...,n1).CZ;n1P(Um GBQVi:n1+1,...,n1—|—n2)...

Leptmtne ) p e B Vi=ny+ ... 4 np_,...,n) =

n) BN (n—mny) |By|\ "
(n—n1)lng! \|A] “(n—mn1 —ng)ng! \|A]

(n—nl—...—nL_l)! ’BL| nL:
' np! |A|

(B
nl!ngl .. .nL! -1 ’A‘
O

Observacion 2.4.6. De las proposiciones 2.4.4 y 2.4.5 se deduce que la construccion
del proceso 2.2 no depende de la eleccion de los intervalos A; que conforman la particion

de R.

2.5. Resultados

En esta seccién presentaremos una construccién alternativa de un proceso de Pois-
son uno-dimensional que utilizaremos luego para probar ciertos resultados acerca de la
distribucion de los tiempos entre eventos sucesivos de un proceso de Poisson.

Sean T) una variable aleatoria con distribucién exponencial de pardmetro A y Nj(-)
un proceso de Poisson con parametro A, independiente de la variable T7. Definimos el
proceso N (-) por:

N(A) = Yreay + Ni(A-Th) (2.19)

para A C R, donde A —t = {z € R: 2+t € A}. En otras palabras, el proceso N(-) es
obtenido fijando el primer evento segin la v.a. T} y agregando luego de ese instante un
proceso de Poisson independiente.

El siguiente resultado nos asegura que el proceso definido antes verifica las propiedades
de proceso de Poisson.
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Teorema 2.5.1. FEl proceso definido por 2.19 es un proceso de Poisson.

Demostracion. En virtud del teorema 2.3.1 es suficiente ver que el proceso 2.19 verifica
la proposicion 2.4.4. Por lo tanto tenemos que calcular:

P(N(B) =k :1=1,...,L) (2.20)

donde Bji,..., By, son intervalos arbitrarios en R, ki,..., ks valores enteros no nulos,
L > 1. Para facilitar la notacién, probaremos el caso L = 1y B} = [a,c] y se deja como
ejercicio la generalizacién al caso L > 1.

Condicionando el valor del proceso a los valores que toma la variable T; tenemos que:

P(N([a,c]) =k) = P(N(la,c]) =k, T1 <a)
+ P(N([a,c]) =k, Th € [a,c]) + P(N([a,c]) = k,T1 > ¢)(2.21)

Veamos primero el caso k = 0. En este caso los términos de 2.21 resultan ser:

P(N([a,c]) =0,T1 <a) = /a e MP(Ny(Ja —t, ¢ — t]) = 0)dt

0

= /a e AMe=Ae—a) gy
0

— / )\e—)\(c—a—i-t)dt
0

= e Mema)(1 — N9 (2.22)

Por otro lado
P(N([a,c]) =0,T} € [a,c]) =0 (2.23)

ya que por la definicién del proceso N (+) el hecho de que T € [a, ¢] implica que N([a, c]) >
1. Por ultimo tenemos que

P(N([a,c]) =0,T1 >¢) = /00 e Mt

= e (2.24)

ya que como 17 > ¢ entonces Nj([a — ¢, ¢ —t]) = 0. Luego en el caso k = 0 obtenemos
sumando 2.22 , 2.23 y 2.24 que:

P(N([a,c]) = 0) = e =) (2.25)

como queriamos ver.
Veamos ahora el caso k > 0. Estudiando cada caso, andlogamente a lo hecho para el
caso k = 0 tenemos que:

P(N([a,c]) =k,T1 <a) = /a Ae MP(Ny(Ja —t,c—t]) = k)dt

0
a k k
— / )\e—)\te—)\(c—a) A (C — (1) dt
o k!
k(.  \k
_ Ale—af e~ Me=a) (1 _ g=Aa) (2.26)

k!
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Para calcular el valor del segundo término de la derecha de 2.21, observemos que como
Ty € [a, c] entonces a —t < 0 para todo ¢ € [a, c], y entonces:

P(N([a,c]) =k, T} € [a,c]) = /c Ae MP(N{([0,¢—t]) =k —1)dt

c k—1
_ at,—Ae—ty Ale =)™
/a e Ve = 1) dt

—e (c—a) (2.27)

Por ltimo, el dltimo término se anula ya que como 77 > ¢ entonces [a — t,¢ —t] C
(—00, 0] para todo t > c. De esta manera concluimos que

ke — g)F
P(N(la,d]) = k) = Mk!)e—A(c—w (2.28)

para todo k£ € N, con lo cual queda probado el teorema. O

Corolario 2.5.2. Sea N(-) un proceso de Poisson uno-dimensional de pardmetro .
Consideremos S1,Ss,...los tiempos ordenados de ocurrencia de los eventos del proceso.
Entonces las variables aleatorias Ty, := S, — Sp_1, n > 2 son independientes e identica-
mente distribuidas con distribucion exponencial de pardmetro .

Demostracion. El teorema 2.5.1 nos dice que un proceso de Poisson Ny(-) se puede
construir colocando el instante del primer evento segin una v.a. exponencial 77 y a
continuacién un proceso de Poisson Nj(-) independiente de T;. De la misma manera, el
proceso Ni(-) puede ser construido con una v.a. exponencial T y un proceso de Poisson
N3 () independiente. Iterando esta construccién tenemos que los instantes entre eventos
sucesivos es una sucesiéon de v.a.i. 11,15, ... distribuidas exponencialmente. ]

2.6. Propiedad de los estadisticos de orden

Como vimos, una manera de construir un proceso de Poisson en una regién acotada

)
A es “salpicar” una cantidad de Poisson de v.a.i. con distribucién uniforme sobre A.
Luego vimos que condicionados a que en la region A hayan n puntos, esos puntos estan
distribuidos como n v.a.i. uniformemente distribuidas en A. En esta seccién supondremos
que el espacio de estados E es [0, +00) y veremos algunos resultados vélidos en este caso.

Definicion 2.6.1. Sean X1,...,X, v.a.i.i.d. en un espacio ). Definimos nuevas vari-
ables aleatorias Xy, ..., X(,) con dominio 0 que llamaremos estadisticos de orden de
las variables X1, ..., X, de la siguiente manera:

X1y(w) == min{X;(w),..., Xn(w)}
X)) = min({X1(w),..., Xp(W)} \{Xq)(w),.. . X_1)(w)}) sii=2,...n
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Veremos ahora cual es la densidad conjunta de los estadisticos de orden cuando las
v.a son uniformes en el intervalo (0,¢) C R.

Lema 2.6.2. Sean Uy, ...U, v.a.i.i.d. con distribucion uniforme en el intervalo (0,t), y
sean Uy, ... Uy los estadisticos de orden asociados. Entonces la densidad conjunta de
los estadisticos de orden es:

n! .
_J @ st O<u <...<up <t
Tty ey (15 - tn) { 0 en otro caso (2:29)
Demostracion. Sea Il := {f : {1,...,n} — {1,...,n} : f es funcién biyectiva} la familia
de las permutaciones de n elementos. Si w € Il entonces (Uyy, - .- Ugyy) = (Urys - - - Urn))
en el conjunto {Ur) < ... < Upgy}. Luego para cada funcién acotada g(ui,...,un)

tenemos que

E(g(U(l)a SR U(n))) = Z E(g(Uw(l)a s Uﬂ(n))) 1{U,r(1><...<U,r(n)}

mell
Como la densidad conjunta de Uy (yy, ... Ur(n) es:
S0y Uy (U5 un) = fuy 0, (U, ug)
y Uy, ..., Uy, son uniformes tenemos que
A st (w,...,u,) €[0,1]7
wa(1)7---U7r(n) (Uty .. yup) =

0 en otro caso

y entonces

E(g(Uay,--,Up))) = g(uy,...,up) —duy ...duy,

/{0<u1<...<un<t}

mell
n!

= / g(ul, ey un) <n1{ul<---<un}(u1’ e ,un)> dU1 e dun
01" t

lo cual muestra que la densidad de (U(l), ce U(n)) es como queriamos probar
n!
tin 1{u1<...<un}(u17 ) un)

g

Probaremos ahora que un proceso de Poisson homogéneo en [0,+o00) verifica la
propiedad de los estadisticos de orden, lo cual significa que, condicionado a que hayan n
puntos en (0, ¢] las ubicaciones de esos puntos estan distribuidas como los estadisticos de
orden de una muestra de n v.a. distribuidas uniformemente en el intervalo (0, t).
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Teorema 2.6.3. Si N es un proceso de Poisson homogéneo en [0,+00) con media A
entonces, condicionado a que N((0,t]) = n, la cantidad de puntos del proceso en el
intervalo [0,t] en orden creciente esta distribuida como los estadisticos de orden de una
muestra de tamano n de v.a. uniformemente distribuidas en el intervalo [0,t], es decir

que la distribucion condicionada del vector (S1,...,S,) dado que N([0,t]) = n es la
misma que la ley de (U(l), e U(n)), donde esto ultimo son los estadisticos de orden de
las variables (Uy, ..., Upy) uniformemente distribuidas en [0, t].

Demostracion. Supongamos que a1 < by < as < by < ... < a, < b, <t, entonces
P(S; € (ai,bi],i=1,...,n|N((0,t]) =n) =
Pla; < S; <b;,Vi=1,...,n, N((0,t]) =n)
P(N((0,t]) =n)

Ahora, concentrandonos solamente en el numerador de 2.30 y aplicando la proposicion
2.4.4 tenemos que dicho numerador es:

(2.30)

P (N((O,al]) =0, N((a1,b1]) ﬂ ((biyaiv1]) = 0, N((ais1,bir1]) = 1], N((bn, t]) = 0)
n—1
_ e—)\al e—)\(b1—a1) A(bl _ al) H e—A(ai+1—bi) e—)\(bi+1—ai+1) )\<bi+1 _ ai+1)] e—/\(t—bn)
=1

n
= G_At )\n :l_J:(bZ — ai)
i=1
Entonces 2.30 resulta ser:

n n
—\t n' . n'
=1 =1
Dividiendo por el término [[i;(b; — a;) que aparece en 2.31 y haciendo b; | a; Vi =
1,...,n, el lado izquierdo de la ecuacién 2.30 se convierte en la densidad condicional

dado N((0,t]) = n, entonces:
n!
Is1, SN (O, (@15 - -y an) = o

que por el lema 2.6.2 es lo que queriamos probar. O

2.7. Definiciones alternativas de procesos de Poisson

Al comienzo de este capitulo vimos una definicién cldsica de un proceso de Poisson.
Inmediatamente después dimos una definicién constructiva del mismo. En esta seccién
queremos comparar la definicién constructiva con la clésica.

Consideremos procesos puntuales definidos en toda la recta real R. Notaremos N (¢)
para N ((0,t]).
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Definicién 2.7.1. 1. Decimos que un proceso uno-dimensional N (-) tiene incremen-
tos estacionarios si la distribucion de la variable N([s,t]) es la misma que la de la
variable N([s+r,t+7]) Vr € R.

2. Decimos que el proceso N(-) tiene incrementos independientes si para A, B C R
tales que AN B = ¢ se verifica que las variables N(A) y N(B) son independientes.

Definicién 2.7.2. Sea f : R — R una funcion. Decimos que la funcion f es un o(h) si:

lim M

h—0

=0
Daremos a continuacion dos definiciones de proceso de Poisson y probaremos que son

equivalentes.

Definicién 2.7.3. Decimos que un proceso N(-) : Q@ x P(R) — N es un proceso de
Poisson de pardmetro \ si:

1. N(0)=0
2. El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes.

3. Las variables aleatorias N([s,t]) : Q@ — N tienen distribucion de Poisson de pardmetro

At —s).

Definicién 2.7.4. Decimos que un proceso N(-) : Q@ x P(R) — N es un proceso de
Poisson de pardmetro \ si:

1. N(0)=0

2. El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes.
3. P(N([t,t+h]) =1) = Ah+o(h).

4. P(N(t,t+h]) >2) =o(h).

Observacion 2.7.5. Cada una de las definiciones anteriores define univocamente un
proceso como consecuencia del teorema 2.3.1 (ya que se esta diciendo cual es la distribu-
cion de los intervalos [s,t]).

Proposicién 2.7.6. Las definiciones 2.7.3 y 2.7.4 son equivalentes.

Demostracion. Veamos primero que 2.7.3 implica 2.7.4.
Sabemos que la variable N([t,t + h]) tiene distribucién de Poisson con pardmetro \h
debido a la proposicién 2.4.3. Luego:

P(N([t,t+h]) =1) = Ahe ™ = \h (1 + i (_j,hy) (2.32)
i=1 )
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usando el desarrollo en serie de e~*. Luego si notamos f(h) = A\h Y2 1 " tenemos
que:

lim M =0

h—0 h

y por lo tanto f es un o(h) concluyendo que:
P(N([t,t+ h]) =1) = Ah + o(h)

Haciendo un razonamiento analogo tenemos que:

0

P(N([t,t +h]) >2) = ZP ([t,t + h]) = k)

o0

_ Shemln
k=2
o )\k:hk—Z

— ef)\h h2 Z o

k=2

Luego tenemos que:

P(N > 2 o AFpk—2
g POV AD 2 ):h’me_’\thz)\ LA
h—0 h h—0

y por lo tanto
P(N([t,t+ h]) > 2) =o(h)

Queda ver ahora que 2.7.4 implica 2.7.3. Notemos N (t) el nimero total de eventos
ocurridos hasta el tiempo t y sea P,(t) = P(N(t) = n). Podemos deducir una ecuacién
diferencial para Py(t) de la siguiente manera:

Pyt +h)=P(N(t+h)=0) = P(N(t)=0,N(t+h)— N(t) =0)
= P(N(t) = 0) P(N(t + h) — N(¢) = 0)
= Py(t)[L — M+ o(h)]

donde las dos tltimas igualdades se deben a las condiciones (3) y (4) de la definicién
2.7.4. Luego:

Po(t +h) — Po(t) —AhPy(t) — Po(t)o(h)

Him, h = o h
) o(h)
= lim [ =Py (8) + Py() Y
i (-Am(0) + () %)
= —ADy(t)

Por lo tanto hemos deducido que :

Py(t) = —APy(t)



Capitulo 2. Procesos de Poisson 37

lo cual es equivalente a :

Integrando obtenemos que:
In(Py(t)) = =Mt +c

para cierta constante ¢ € R y entonces
Py(t) = ke
donde k € R. Como FPy(0) = P(N(0) = 0) = 1 entonces tenemos que
Py(t) = e M (2.33)

Andlogamente, para n > 1 tenemos que:

Pu(t+h) = P(N(t+h)=n)
— P(N(t)=n,N(t+h)— N(t) = 0)
+ P(N(t)=n—1,N(t+h) - N(t)=1)
+ P(N(t+h)=n,N(t+h)— N(t)>2)

Observemos ahora que :
P(N(t+h)=n,N(t+h)—N(t)>2)=P(N(t+h)=n,N(h) >2) < P(N(h) > 2)
Entonces, aplicando la condicién (4) de la definicién 2.7.4 tenemos que:

P(N(t+h)=n,N(t+h)—N(t) >2) <

I
hli% h -
P >
lim —(N(h> >2) =0
h—0 h

y entonces concluimos que P(N(t + h) = n,N(t + h) — N(t) > 2) es un o(h). Luego
usando la independencia entre los incrementos del proceso obtenemos que
P,(t+h) = P(N(t)=n)P(N(t+h)— N(t)=0)
+ P(N({t)=n—-1)P(N(t+h)—N(t)=1)+o(h)
= Pu(t)(1 = Ah) 4+ Po—1(t) AR + 0(h)

con lo que deducimos que

iy PRI i (om0 a0+ %)

h—0 h
— AP() + APy (1)

Entonces
P (t) = =AP,(t) + AP,_1(t)

n
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o equivalentemente

M (p,;(t) + )\Pn(t)) = MAP, 1 (1)
lo que es lo mismo que:

% (eAtPn(t)> =eMAP, (1) (2.34)

Ahora por 2.33 tenemos que

d
4 (e’\tPl(t)) — MAP () = A
dt
Entonces
Pi(t) = (Mt +¢)e™ M
con ¢ € Ry como P;(0) = P(N(0) =1) = 0 entonces
Py (t) = Me M
Razonaremos ahora por induccién para probar que

P,(t) = (A;') e ¥YneN

Supongamos entonces que la igualdad anterior es valida para n — 1. Por 2.34 sabemos
que

% (MPut)) = AP (1)

entonces por hipétesis de induccién resulta que

% (e)‘tPn(t)) - m

Integrando obtenemos que

At)"
NP, (t) = GO
n!
con ¢ € R. Recordando que P,(0) = P(N(0) = n) = 0 obtenemos que
_ ()"
P,(t) = e

como queriamos ver. Resulta entonces que el nimero de eventos en cualquier intervalo

de longitud ¢ tiene distribucién de Poisson con parametro At lo cual completa la prueba.
O

Teorema 2.7.7. El proceso
N(): QxPR)—N

definido en 2.2 es un proceso de Poisson.

Demostracion. Por la proposicién 2.4.3 sabemos que la distribucién de los puntos en el
intervalo [s, t] es de Poisson con pardmetro A(t—s) y por la proposicién 2.4.4 sabemos que
el proceso tiene incrementos independientes y estacionarios, por lo tanto dicho proceso
verifica las propiedades de la definicién 2.7.3. O
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2.8. Procesos de Poisson en dos o mas dimensiones

En esta secciéon vamos a construir un proceso de Poisson en dos dimensiones. Esta
construccion serd Util en los siguientes capitulos para construir procesos de Poisson uno-
dimensionales no homogéneos y superposicién de procesos de Poisson.

Construiremos de manera andloga a lo hecho en dimensién uno, un conjunto aleatorio de
puntos en R2. La misma construccién que haremos a continuacién sirve para construir
procesos en R? con d > 2.

Recordemos la constuccion realizada en las primeras secciones de este capitulo. Comen-
zamos considerando una particiéon de R? en rectdngulos finitos 4; (a modo de ejemplo, A;
podria ser [n,n+ 1] X [m,m+ 1] con n,m € Z). Denotamos por |4;| el drea del rectangu-
lo A;. A cada i € Z le asignamos una variable aleatoria Y; : £ — N con distribuciéon
de Poisson de pardmetro \|4;| para cierto A € RT y asumimos que estas variables son
independientes. Luego, para cada i € Z consideramos una sucesién de v.a.i. {U;;};j>1
distribuidas uniformemente en el rectdngulo A;. Definimos a continuacién el conjunto
aleatorio

Y;
Sq=J | (Ui}

iez \j=1

con la convencién de que U?:l{Ui,j} = ¢. En otras palabras lo que hacemos es colocar
en cada A; una cantidad Y; de puntos distribuidos de manera uniforme. Hasta ahora
repetimos el procedimiento hecho para dimensién uno. La diferencia ahora es que no hay
una manera satisfactoria de ordenar los puntos en R?, pero eso no serd importante. Sea
ahora A C R? un conjunto medible. Definimos el proceso de Poisson bidimensional :

M:Qx PR?*) —N (2.35)
tal que:
M(w, A) = Mg(,)(A) := cantidad de puntos en el conjunto S(w) N A

Entonces M (A) :  — N cuenta la cantidad de puntos en el conjunto SN A. Para evitar
confusiones usaremos la letra M para los procesos de Poisson bidimensionales y la letra
N para los uno-dimensionales.

Las siguientes propiedades se prueban con las mismas ideas usadas para el caso uno-
dimensional, por lo cual omitiremos sus demostraciones.

Proposicién 2.8.1. Para cada conjunto finito A C R? medible, la variable aleatoria
M(A) : Q — N tiene distribucion de Poisson de pardmetro \|A|.

Proposiciéon 2.8.2. Para cada familia finita de conjuntos disjuntos medibles By, ..., Br
en R? las variables aleatorias M(B;) : @ — N con | = 1,..., L tienen distribucion de
Poisson con parametro A By| y son independientes.
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Proposicién 2.8.3. Para cualquier conjunto medible A C R? la distribucion condicional
de los puntos de S N A dado M(A) = n es la misma que la de n v.a.i. distribuidas
uniformemente en el conjunto A.

Ejemplo 2.8.4. Dada la construccion en 2 dimensiones podemos calcular la ley de la
variable aleatoria

V:Q—=R

definida por
V(w) :=inf{|z| : z € S(w)}

que mide la distancia del punto que esta mas cerca del origen.
Sea B(0,b) := {(x,y) € R? : /22 + 42 < b} la bola de centro el origen y radio b € RT.

Entonces:

P(V >b)=PweQ:V(w) >b}) (2.36)

Observemos ahora que pedir que V' > b es pedir que el infimo de las distancias de los
puntos de S(w) al origen sea mayor que b € RT, lo cual es equivalente a pedir que en
B(0,b) no haya puntos de S(w). Entonces 2.36 es equivalente a :

P(M(B(0,b)) = 0)

Pero sabemos que la variable M(B(0,b)) : Q — N tiene distribucion de Poisson con
pardmetro \(drea(B(0,b))) = \b?m. Entonces resulta que :

P(V >b) =e M

2.9. Proyecciones

En esta seccién mostraremos una forma de construir procesos de Poisson uno-dimensionales
a partir de procesos bidimensionales.

Sea M(-) : 2xP(R?) — N un proceso de Poisson bidimensional con pardmetro A = 1.
Queremos construir un proceso de dimensién uno N(-) : @ x P(R) — N con pardmetro
A como funcién de M(-). Definimos para cada intervalo I C R :

N(I):Q — Ntal que N(I) := M(I x [0,]]) (2.37)

Entonces el nimero de puntos del proceso N(-) en el intervalo I es el nimero de puntos
del proceso M(-) en el rectdngulo I x [0, A].

La siguiente proposicién muestra que el proceso definido por 2.37 es efectivamente
un proceso de Poisson de dimensién uno.

Proposicién 2.9.1. El proceso N(-) : Q x P(R) — N definido por 2.37 es un proceso de
Poisson uno-dimensional de pardmetro .
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Demostracion. Observemos en primer lugar que la variable aleatoria N([a,b]) : @ — N
tiene distribucién de Poisson con pardmetro A(b — a) por la proposicién 2.8.1. Veamos
en segundo lugar que el proceso tiene incrementos independientes. Sean I, J C R tal que
INJ = ¢. Entonces como el proceso M(-) es de Poisson (por lo tanto tiene icrementos
independientes)y (I x [0,A]) N (J x [0, A]) = ¢ tenemos que:

P(N(I)=k,N(J)=h) = P(M( x[0,A]) =k, M(J x[0,\]) =h)
= P(M(I x[0,A])=k)P(M(J x[0,A]) =h)
= P(N({I)=k)P(N(J)=h)
lo cual significa que tiene incrementos indepedientes.

Para terminar veamos que tiene incrementos estacionarios. Sea [a,b] C R un intervalo y
k € N, entonces:

P(N([a,0]) = k) = P(M([a,0] x [0,A]) = k) =

Ab—a))*
(A( - )" A-a) (2.38)

donde esta ultima igualdad se debe a la proposicon 2.8.1.
Por otro lado, dado r € R, haciendo un razonamiento andlogo tenemos que:

P(N(Ja+rb+7])=k) = P(M([a+rb+7r] x [0,\]) = k) =

(A(b— a))k o~ A(b—a)

i (2.39)
Luego, como 2.38 y 2.39 son iguales, el proceso tiene incrementos estacionarios. De esta
manera se verifica para el proceso N(-) la definicién 2.7.3. O

Una pregunta que puede surgir es si dos puntos de un proceso bidimensional pueden
ser proyectados en un mismo punto de un proceso uno-dimensional. La respuesta a dicha
pregunta esta dada en el siguiente lema.

Lema 2.9.2. Sea I C R un intervalo finito. El evento “dos puntos de un proceso de Pois-
son bidimensional son proyectados sobre un mismo punto del intervalo 1”7 tiene proba-
bilidad 0.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que I = [0, 1]. Particionamos I

n=[lg]

en intervalos de longitud § < 1: IS := ((n—1)8,nd]. Entonces {IJ}, _,°" es una particién

de I. Ahora tenemos que:
P(dos puntos sean proyectados en un mismo punto) <

P(dos puntos pertenecen al mismo intervalo Ifl) =

h 1
1]

P UM < [0,N) > 2} (2.40)
n=1
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Aplicando la proposicién 2.8.1 y usando que el drea de Ig x [0, A] es \d para todo n
tenemos que 2.40 estd acotada superiormente por:

h i
1]

e 0o . ) .

o (A0 s\ THIT as s (A8)
Do = e
n=1 \j=2 J: j=2 J:

Sea ahora f : R — R tal que f(6) = e *° ;;Og A9 ge cumple entonces que

il
lims_.q %‘5) =0y por lo tanto f es un o(J). Luego tenemos que:

P(dos puntos sean proyectados en un mismo punto) < u 0(0) — 0 cuando 6 — 0

lo cual termina la demostracion. O

Observacién 2.9.3. La construccion de procesos unidimensionales a partir de bidi-
mensionales tiene la ventaja que mos permite construir simultdneamente procesos con
diferentes pardmetros, de tal manera que uno tenga siempre mayor o igual cantidad de
puntos que el otro, como se ve en el siguiente lema.

Lema 2.9.4. Sea M(-) un proceso de Poisson bidimensional, y sean A1, Ao € R tales
que A1 > Aa. Definimos los procesos de Poisson N; con i = 1,2 tales que :

N;(I) = M(I x [0,\])
para t = 1,2 y para todo I C R. Entonces se cumple que:
Ni(I) > No(I)VICR

Demostracion. Por la definicién 2.37 es claro que N7 proyecta mayor o igual cantidad de
puntos que Ns. ]

2.10. Superposicién de procesos de Poisson

Supongamos que a un banco llegan clientes hombres de acuerdo a un proceso de
Poisson de pardmetro Ap y clientes mujeres de acuerdo con un proceso de Poisson de
pardmetro \(1 —p) para cierto 0 < p < 1. Una manera de modelar el proceso de llegadas,
distinguiendo los arribos segin sexo es construir un proceso de Poisson bidimensional
M (-) y definir los procesos Ny(.) y Na(-) de la siguiente manera:

Ni(I): 2 — Ntal que Ny(I) :== M(I x [0, \p]) (2.41)

No(I) : Q@ — N tal que No(I) := M (I x [Ap, A]) (2.42)

para todo I C R. De esta manera los puntos que estan en la faja R x [0, A] son proyectados
e indican los instantes de llegada de los clientes, independientemente del sexo de cada
uno, los puntos que provienen de la faja R x [0, Ap] los marcamos con 1 y determinan
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los momentos de llegada de los clientes hombres, y los puntos que provienen de la faja
R x [Ap, A] los marcamos con un 0 e indican los momentos de llegada de los clientes
mujeres. El proceso N(-) tal que N(I) := Ny(I) + No(I) lo podemos escribir como
N(I) = M(I x [0, A]), por lo tanto es un proceso de Poisson de pardmetro A.

Sean S, con n > 1 los tiempos de llegada de los clientes independientemente del sexo,
es decir S7 es el tiempo de arribo al banco del primer cliente y S, es el tiempo de
arribo al banco del n-ésimo cliente. Cada uno de los puntos anteriores tiene una marca
que es 0 o 1 dependiendo de si es hombre o mujer respectivamente. Sean las variables
G(Si): 2 — {0,1} con i > 1 tal que

G(S;) = 1 si S; estd marcado con 1
Y1 0 si S; estd marcado con 0

(2.43)

Proposicién 2.10.1. Las variables aleatorias G(S;) : Q@ — {0,1} son i.i.d. con ley :
P(G(S;)=1)=p P(G(S;)=0)=1-p

para todo i > 1.

Demostracion. Construiremos para empezar n v.a.i.i.d uniformes en el rectdngulo [0, t] x
[0, A]. Sean {V, }>1 ¥ {Wh }n>1 dos sucesiones independientes de v.a. uniformemente dis-

tribuidas en el intervalo [0, 1] e independientes entre si. Para cadan, seam, : {1,2,--- ;n} —
{1,2,--- ,n} una funcién biyectiva (es decir que m, es una permutacién de n elementos)
definida por: para¢=1,--- ,n — 1 se cumple que

Vi) < Vi)

En otras palabras, si ordenamos de manera creciente las primeras n variables Vy,--- |V,
entonces 7, (i) es el subindice de la i-ésima variable.

Para cada n fijo, construimos una sucesién de v.a. en [0, ] X [0, A] de la siguiente manera:
definimos U; : © — [0,¢] x [0, A] tal que

Ui := (Ve iy, AWi) Yi=1,---,n (2.44)

Veamos que las variables {U;}i=1 .. » son independientes y distribuidas uniforme-
mente en el rectangulo [0,¢] x [0, A]. Como las variables V; y W; son variables indepen-
dientes tenemos que:

P(U; € [a,b] x [e,d]) = P(tVy ) € [a,b], AW; € [c, d])
= P(tVM(i) S [CL, b]) P()\Wz S [C, d})

a b c d
= P(=< <o) Pl=<W, <=

Luego, como conocemos la distribucién de las variables V; y de las W}, es facil ver que :

U; ~ Uniforme([0,¢] x [0,\]) Vi=1,---,n
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Queda por ver que son independientes, lo cual se deduce facilmente del hecho de
que {Viti>1 y {Wj};>1 son familias de v.a.i. que ademds son independientes entre si.
Entonces construimos {U;}i=1.... , una familia de n v.a.i.i.d. uniformes en [0, ] x [0, A].
Observar que si ordenamos las variables {U;}i—1.... » de manera creciente de acuerdo con
la abscisa (V;,(;)), entonces W; es la ordenada del i-ésimo de los Uj.

n

Sea ahora L € N fijo y para 1 < k < L sean a; € {0,1} arbitrarios. Definimos el
conjunto Ay, := {G(S1) = a1, -+ ,G(SL) = ar}. Usando una versién discreta del teorema
2.3.1, para probar que las variables G(S;) con i > 1 tienen distribucién de Bernoulli de

parametro p alcanza con probar que :
P P
P(Ap)=p " (1—p) U7

Sea t > 0 fijo. Entonces
“+o0o
P(AL) =Y P(AL,N((0,t) =n) + P(AL,N((0,t)) < L) (2.45)
n=L

Ahora
P(AL, N((0,t)) =n) = P(AL|N((0,1)) = n) P(N((0,t)) = n)

Por definicién N((0,t)) = M([0,¢] x [0, A]) y por la proposicién 2.8.3 la distribucién de los
puntos en ese rectangulo dado que M ([0,t] x [0, \]) = n es la misma que la distribucién
de n v.a.i.i.d. uniformes en el rectangulo. Para 1 < k < L sean

I 0,pA] st ap=1
k= [PAMA] sioap=0
Entonces, usando la construccion 2.44 y la proposicién 2.8.3 tenemos que:
P(ALIN((0,%)) =n) = P(AL|M([0,t] x [0,A]) =n)
= P(an(k) €0,t] x I, 1 <k <n)
= P|1(>)‘Wk Gfkpl <k<n)
= p w(1-p) G

donde la dltima igualdad se debe a que :

Ikl p st oap =1
P(AWkEIk)_T_ 1—p st ap=0
luego como esta igualdad no depende de n tenemos que:
T p P
P(Ar) = Y p “*(1—p) U™ P(N((0,1) = n)+ P(AL, N((0,t)) < L)
n=L
P P I
= p “(1—p) U7 Y P(N((0,1)) = n)+ P(Ar, N((0,1)) < L)
n=L

_ e (1—p) - PIN((0,8)) > L) + P(AL, N((0,)) < L)



Capitulo 2. Procesos de Poisson 45

Por la ley de los grandes niimeros para un proceso de Poisson uno-dimensional [1] se
cumple que:
N((0, 1))

; converge a A

por lo tanto tenemos que:

tli+m P(N((0,t)) >L)=1y tligl P(AL,N((0,t)) < L)=0
Luego P P
P(A)=p “(1—p) U7

como queriamos ver. Concluimos entonces que las variables G(.S;), ¢ > 1 son i.i.d. con
distribuciéon de Bernoulli de pardmetro p. O

Anélogamente a lo hecho en la seccién (2.5), veamos ahora una construccién alternati-
ca de un proceso de Poisson bi-dimensional M () con pardmetro 1 en la faja [0, 0o] X [0, A].
Esta construccién sera utilizada en la prueba del siguiente teorema.

Sean 717 una v.a. exponencial de parametro A, W; una v.a. uniforme en el intervalo
[0,1] ¥ M;(-) un proceso de Poisson bi-dimensional con pardmetro 1 definido en la faja
[0, 00] % [0, A]. Asumimos independencia entre 77 , Wy y M;(-). Definimos el proceso M (-)
como:

M(A) := 1y weay + Mi(A—T) (2.46)

donde ACR?y A—t={(z,y) €eR?: (z +t,y) € A}.
Argumentos similares a los utilizados en el teorema 2.5.1, el corolario 2.5.2, y la proposi-
cion 2.10.1, prueban el siguiente teorema.

Teorema 2.10.2. Sea M(-) un proceso de Poisson bidimensional con parametro 1. Sean
{Si}i>1 los tiempos ordenados de ocurrencia de los eventos en la tira [0, A] y sean {W; }i>1
las seqgundas coordenadas de dichos eventos. Entonces {Siy1 — Si}ti>1 son v.a.i.i.d. dis-
tribuidas exponencialmente con pardmetro X y {W;}i>1 son v.a.i.i.d. con distribucion
uniforme en [0, \]. Mas ain {Siy1 — Si}i>1 y {Wi}i>1 son independientes.

2.11. Procesos no homogéneos

Sea A : R — R una funcién no negativa y derivable a trozos. Supongamos que para
cada intervalo finito I C R la funcién A tiene una cantidad finita de discontinuidades
en I. Queremos construir un proceso puntual con incrementos independientes y “tasa
instantanea” A(t), esto significa que queremos un proceso N(:) : 2 x P(R) — N tal que
en los puntos de continuidad de la funcién A se verifique que:

P(N([t,t + h)) = 1) = hA(t) + o(h) (2.47)

P(N([t,t + h]) = 2) = o(h) (2.48)
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Para eso, consideremos un proceso bidimensional M(-) :  x P(R?) — N y definimos
el proceso uno-dimensional N(-) : Q x P(R) — N tal que

N(I) := M(F(I)) VI C R (2.49)

donde F(I) := {(x,y) € R2:2 € 1,0 <y < Ax)}. De esta manera N(-) es el proceso
que proyecta los puntos de M (-) que estdn “por debajo” de la funcién .

Lema 2.11.1. El proceso 2.49 verifica las condiciones 2.47 y 2.48

Demostracion. Sea t € R un punto de continuidad de la funciéon A. Por la definicién de
N(-) se cumple que:

P(N([t,t+h])=1)=P(M(F(t,t+h]))=1)

Sean
yo :=yo(t,h) = inf{\(z) : z € [t,t + h]}

y1 :=y1(t, h) =sup{A\(z) : z € [t,t + h|}

Entonces es claro que:
Mt + h] x 0,0]) < M(F([t,t + h)) < M([t, ¢ + h] x [0, 1))
Por otro lado, como la funcién A es continua en ¢ tenemos que :

it t,h) = At 1i t,h) = At
hl_)D%yo(» ) ) vy hli%yl(v ) (t)

Ademads por derivabilidad yi (¢, h) — yo(t,h) = O(h), donde O(h) indica una funcién de
O(h)

h tal que limj, o =5~ estd acotado superior e inferiormente. Tenemos entonces que:
P(M([tt +h] x [0,31]) = M([t, ¢ + k] x [0,y0]) > 1) = o(h)

De esta manera
P(M(F([t,t+h])) =1)
P(M(F([t,t +h])) = 1, M([t,t + h] x [0,51]) — M([t,t + k] % [0,y0]) = 0)+
P(M(F([t,t +R]) =1, M([t,t + h] x [0,51]) — M([t,t +R] x [0,50]) > 1)  (2.50)

El primer término de 2.50 es igual a :
PM ([t ¢+ h] x [0,50]) = 1, M([t,t + h] < [0,31]) = M([t,t + h] < [0, 30]) = 0)
y como el proceso M (-) tiene incrementos independientes eso nos da:
P(M([t,t + h] x [0,y0]) = 1) P(M([t,t + h] x [0, 91]) = M([t, + ] x [0, 40]) = 0) =

hyo(t, ) e Mo®h) (1 — o(h)) =
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hyo(t, h) €00 — hyo(t, h) e M0R) o()
El segundo término de 2.50 esta acotado por :
P(M([t,t + 1] x [0,31]) = M([t, ¢ + 1] x [0,g0]) > 1) = o() + h(y1 — o)
Entonces:
P(M(F(t,t+h) = 1)) = hyo(t, k) e~ _hyq (2, h) M0 o(R)+h(y1 —yo) = hA(E)+o(h)
O

Observemos ahora que el proceso de Poisson construido anteriormente tiene la propiedad
de que el nimero de eventos en un intervalo cualquiera es una variable de Poisson con
pardmetro igual al drea por debajo de la funcién A(¢) en ese intervalo, es decir que

POV((0,) = ) = 0 L0

n!
donde u(t) = fot A(s)ds. Esto es facil de ver ya que
P(N((0,1]) = n) = P(M(F([0,1])) = n)

y sabemos que M (F'(]0,t]) es una variable de Poisson con pardmetro el area de la regién
F([0,¢]) lo cual no es otra cosa que f(f A(s)ds.

Andlogamente a lo establecido en la observacion 2.9.3; la definicién 2.49 tiene la
ventaja que nos permite construir conjuntamente dos o mas procesos con tasas diferentes
v la siguiente propiedad:

Proposicién 2.11.2. Sean \1(t) y \a(t) dos funciones continuas a trozos que satisfacen
la condicion
)\1(75) S)\Q(t) VteR

Entonces es posible construir conjuntamente procesos de Poisson no homogéneos Ni(-)
y No(+) de tasas A\ (t) y \a(t) respectivamente tales que para cada intervalo I C R se
cumpla que

Ni(I) < No(I)

Demostracion. Se deduce directamente de la definicién de proceso no homogéneo. O



Capitulo 3

Cadenas de Markov de tiempo
continuo

En este capitulo consideraremos cadenas de Markov de tiempo continuo. Al igual que
en el caso de las cadenas de tiempo discreto, éstas estan carasterizadas por la propiedad
Markoviana de que dado el estado presente, el futuro es independiente del pasado.

En las primeras secciones definiremos cadenas de Markov de tiempo continuo y ver-
emos como construir un proceso con dichas propiedades. En la cuarta seccién estable-
ceremos dos conjuntos de ecuaciones diferenciales -backward y forward equations- que
describen la ley de probabilidades del sistema. El resto del capitulo estd destinado a
mostrar resultados y ejemplos interesantes de la teoria.

3.1. Procesos de Markov de salto puro

Definicién 3.1.1. Sea {X;}+>0 un proceso estocdstico de tiempo continuo (es decir t €
[0,T] con T € R fijo), que toma valores en un conjunto numerable E. Decimos que el
proceso { Xt }+>0 en una cadena de Markov de tiempo continuo si¥ s,t > 0yV i,j,x, € E
con 0 <u <s se cumple que

PXips=j|1Xs=i, Xy =2, V0 <u<s)=P(Xpys = j| Xy = 1) (3.1)

En otras palabras, una cadena de Markov de tiempo continuo (CMTC) es un proceso
estocastico que verifica la propiedad markoviana, es decir, que la probabilidad condicional
de un futuro estado en el tiempo t + s, dado el estado presente en el tiempo s y todos
los estados pasados, solo depende del presente estado y en independiente del pasado.

Definicién 3.1.2. Si {X;}1>0 es una CMTC y ademds verifica que
P(Xpys = j|Xs = 1) (32)

es independiente de s entonces se dice que la CMTC tiene probabilidades de transicion
estactonarias u homogéneas.

48
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A continuacién construiremos un proceso {X;} con t € R a valores en un espacio F
numerable y veremos luego que dicha construccién resulta ser una CMTC.. Supongamos
entonces que el espacio de estados F es un conjunto numerable. Sea g : F X ' — R una
funcién tal que g(z,y) > 0 para todos z,y € E ,z # y. Llamaremos a ¢(x,y) velocidad
de transicion del estado z al estado y. Queremos construir un proceso con la propiedad
de que la velocidad de salto de un estado = a otro y sea ¢(z,y). En otras palabras el
proceso debe verificar

P(Xiyn =yl Xy =) = hg(z,y) +o(h) Yz #y (3.3)

Sea ¢ : E — R tal que ¢(z) := > cpq(z,y) la velocidad de salida del estado z.
Supondremos que las tasas de salida estan uniformemente acotadas, es decir que

A :=sup Z q(z,y) = sup q(z) < +o00 (3.4)
xEEyeE. el

(Observar que si el espacio de estados E es finito, entonces esta condicién se satisface
automdticamente). Para construir el proceso, introducimos un proceso de Poisson bidi-
mensional M () : Q x P(R?) — R con pardametro 1. Para cada x € F particionamos el
intervalo I* := [0, ()] en intervalos I(x,y) tales que |I(z,y)| = q(z,y). De esta forma,
tenemos que {I(z,y)},er C R verifica que:

L. ’I(xvy)‘ = Q(xvy)
2. Wyepl(z,y) =17 =[0,q(z)]

Sea zp € E y supongamos que Xy = . Sea 7j el primer momento en que un evento
del proceso M (-) aparece en el intervalo I*°. Entonces :

71 :=inf{t > 0: M([0,t] x I*®) > 0} (3.5)
Definimos 1 = y donde y es el Unico estado que satisface que
inf{t > 0: M([0,t] x I"®) >0} =inf{t > 0: M([0,t] x I(xo,y)) > 0} (3.6)

(observar que x; estd bien definido, ya que como los {I(x,y)}ycr son una particiéon del
intervalo [0, ¢(z)] entonces el estado y que verifica 3.6 es Unico).

Supongamos ahora que tenemos determinados 7,1 y Z,—1. Definimos entonces de man-
era inductiva:

T = Iinf{t > 7,1 : M([Tp—1,t] x I*™""*) > 0} (3.7)

y x, =y donde y es el Uunico estado que verifica que

inf{t > 71 : M([Tp—1,t] x I"*=1) > 0} = inf{t > 7,1 : M([Tp—1,t] X I(xp_1,y)) > 0}
(3.8)
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Definicion 3.1.3. Definimos
Too i= SUDP Ty, (3.9)

n

y el proceso Xy : Q — E cont € [0,7) tal que
X; =z, siempre quet € [Ty, Tnt1) (3.10)

De esta forma 7, es el tiempo en el que ocurre el n-ésimo salto del proceso, y x,, es
el n-ésimo estado visitado por el proceso {X¢}ie(0,r.0)-

Ejemplo 3.1.4. Veamos como hacer la construccion anterior para un proceso con 3
estados. Supongamos que tenemos un sistema con 2 servidores, que no tiene lugar de
espera para clientes no servidos, es decir, los clientes que llegan cuando los dos servidores
estdn ocupados se van del sistema automdticamente. Supongamos también que los clientes
llegan al sistema de acuerdo con un proceso de Poisson de tasa A y que los servidores
atienden con una distribucion exponencial de pardmetro 3. FEs claro que este sistema
tiene 3 estados posibles: no hay clientes en el sistema; hay un cliente en el sistema;
hay 2 clientes en el sistema. Sea entonces E = {0,1,2} nuestro espacio de estados.
Calculemos ahora cuales son las velocidades de transicion entre los estados.

1. Si el sistema esta en el estado 0, es decir que mo hay clientes, solo puede haber
transferencia al estado 1 cuando llega un cliente, lo cual se produce con tasa .

2. Sien el sistema hay un cliente, entonces el estado siguiente puede ser que hayan 2
clientes (en el caso en que llegue un nuevo cliente al sistema, lo cual se produce con
tasa ), o puede ser que el sistema vuelva al estado O(en el caso de que el cliente
que esta siendo atendido se retire antes de que llegue el nuevo, lo cual se produce
con tasa 3).

3. Si en el sistema hay 2 clientes entonces solo se puede pasar al estado 1 cuando
un cliente termina de ser atendido, lo cual sucede con tasa 20 ya que hay dos
servidores atendiendo, cada uno con taza (3.

Entonces tenemos que

1. q(0,1) =X
2. q(1,2) =\
3. q(1,0)=p
4. q(2,1)=2p

y las otras velocidades de transicion son 0. Observar que las velocidades de salida de los
estados estan acotadas por max{\ + (3,203}.
El siguiente paso es particionar los intervalos [0, q(x)] para cada © € E en intervalos
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I(z,y) de longitud q(x,y). Hagamos uno como ejemplo, los otros son andlogos. Sabemos
que

2
g(1) = a(l,y) = q(1,0) +q(1,1) +q(1,2) = S+ A
y=0

Entonces, una posible eleccion de los intervalos podria ser la siguiente: como |1(1,2)] =
q(1,2) = X entonces elegimos I(1,2) = [0,A]. Por otro lado sabemos que |I(1,0)] =
q(1,0) = B y [I(1,1)| = 0 entonces definimos I(1,0) = [\, \+ 5] y I(1,1) = ¢. Siguiendo

con este razonamiento los intervalos elegidos pueden ser:
I1(0,1) = 1(1,2) = [0, A]
I(1,0) = [\, A+ ]
I1(2,1) = [0,20]
1(0,0) + 1(0,2) = I(1,1) =1(2,0) + 1(2,2) = ¢

Luego, de acuerdo con un proceso de Poisson M(-) bidimensional y los intervalos ante-
riores se construye el proceso { Xi}ie(0,r.0)

Veamos a continuacién que el proceso definido en 3.10 verifica la condicién 3.3.

Proposicién 3.1.5. El proceso {Xi}ie(o,r..) definido por 3.10 verifica la propiedad
P(Xipn =y| Xy = x) = hq(z,y) + o(h) Yz #y
Demostracion. Por la definicién del proceso, es claro que:
[Xeon = y1Xo = o} € {M((t,t + h) x I(z,y)) = U {M((6, £+ B] x [0,9(2)]) > 2}
Luego, se cumple que:
P(Xepn = ylXs = a) = POM((L ¢4+ B x I(@,y) = )+ P(4)  (3.11)

donde A C {M((t,t + h] x [0,q(x)]) > 2}.
Por otro lado, como ¢(x) estd acotado, aplicando la proposicién 2.8.1 tenemos que:
P(M((t,t+h] x I(z,y)) =1) = h|I(z,y)le ")
= hg(x,y)e "Y)
= hq(z,y) + o(h)

P(M((t,t+h] x [0,q(z)]) >2) = 1—P(M((t,t + h] x [0, q(x)]) = 0)
— P(M((t,t+h] x [0,q(x)]) = 1)
— 11— ¢ hal@) _ hq(x)e—hq(a:)
= o(h)
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donde la ultima igualdad en cada ecuacién se deduce usando el desarrollo en serie de la
funcién exponencial. Utilizando el resultado anterior, para terminar solo hay que observar
que como A C {M((t,t + h] x [0,¢(x)]) > 2} entonces

P(A) < P(M((t,t + h] x [0, q(2)]) = 2)

Luego
m LA g, PO 2+ R < [0,9(2)]) = 2)

1f =0
h—0 h—0 h

P(A)
h
por lo cual P(A) es un o(h). Volviendo a 3.11 concluimos entonces que

P(Xipn =yl Xt = ) = hg(z,y) + o(h)

para todos z,y € E diferentes, como queriamos probar. ]

3.2. Propiedades

En esta seccién veremos que el proceso {X;} construido por 3.10 es una cadena de
Markov de tiempo continuo, es decir que, dado el presente, el futuro y el pasado son
independientes.

Proposicién 3.2.1. El proceso { Xt}ie(o,r.) definido en 3.10 satisface la siguiente condi-
cion:

PXiyis=ylXi =2, Xy =2, V0 <u<t)=P(Xiys =yl Xy = 1) (3.12)
donde x,y,x, € F ,V0<u<t.

Demostracion. Por la construccién hecha, el proceso después del tiempo tg solo depende
del proceso bidimensional M (-) en la regién (tg, +00) x R y del valor que toma X; en
el tiempo tg. Luego, dado el valor que asume la cadena en el tiempo tg, el futuro es
independiente del pasado. O

En los préximos dos resultados veremos que:

1. dado que el proceso X; se encuentra en el estado x € E en el tiempo 7,, el tiempo
transcurrido hasta el siguiente salto es una v.a. con distribucién exponencial con
media —.

q(x)

2. cuando el proceso decide saltar de un estado x € E a un estado diferente y € E lo

hace con probabilidad p(z,y) := %-

Teorema 3.2.2. Sea un proceso de Markov de tiempo continuo tal que las velocidades
de salida de los estados q(x) estan uniformemente acotadas por X > 0. Entonces vale
que:

P(Tpy1 — o >t Xy, = x) = e 1@ (3.13)
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Demostracion. Sea M(-) : Q x P(R?) — N el proceso de Poisson bidimensional de
parametro uno. Sean S, con n € N los tiempos ordenados de ocurrencia de los even-
tos en la banda [0, A], y sean W,, con n € N las segundas coordenadas de esos eventos
(como en el teorema 2.10.2). Por el teorema 2.10.2 sabemos que

1. {Siy1 — Si}i>1 son v.ad. distribuidas exponencialmente con pardmetro A

2. {W;}i>1 son v.a.i. distribuidas uniformemente en el intervalo [0, A]

3. {Sit1 — Si}i>1 vy {Wi}i>1 son independientes.

Es claro que el conjunto {7, }n>0 C {Sn}n>0. De hecho, dado z¢ € E podemos definir:

T :=min{Sg > 7p—1: Wi < q(zp-1)} (3.14)
K, :={k: Sk =1} (3.15)
xni={y€e E: Wk, €1(xpn-1,y)} (3.16)

La distribucién de 7,41 — 7, condicionada a que X, = x es

P(tpy1—m >t, X, =x)

P(Tpi1—m >t X;, =2) = PX. = 1)
Tn —

(3.17)

Condicionando a los posibles valores que K, puede tomar, tenemos que
P(TnJrl_Tn >t, Xs, :1') :ZP(Tn+1_Tn>ta X, =z, Kn:k)
keN
lo cual, utilizando la definicion de K, es lo mismo que

> Pt — Sk >t, Xg, =, K, = k)
keN

Utilizando ahora la definicién 3.14 y los resultados (1), (2) y (3) acerca de las variables
{Si+1 — Siti>1 y {Wi}i>1 enunciados al comienzo de la demostracién, tenemos que lo
anterior es:

> (Z P(Spi1 = Sk > 6, Wigr > q(@), ..., Wipio1 > qlz), Wi < q(w))) P(Xs, =a,Kn=k) =
keN \leN

=e N " P(Xg, =2, K, = k)
keN

Entonces tenemos que
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P X e P(X K,=k
- t = == —_— = =
(Tn+1 Tn > | Tn ZL’) P(XTn _ x) ];\l ( Sk T, Np )
e—ta(@)
= PX, =x,K,=k
P(Xm_x)% (X, =2, K, = k)
eftq(x) P X
— o ta(®)
como queriamos probar. O

Definicion 3.2.3. Definimos el proceso de tiempo discreto Y, : & — N con n € N de
manera que Yo, = X, V n € N. A este proceso lo llamaremos el esqueleto del proceso de
tiempo continuo {X¢}i>o.

Teorema 3.2.4. El esqueleto {Y,, }nen de un proceso de tiempo continuo {X;}i>0 es una
cadena de Markov con probabilidades de transicion {p(z,y) : z,y € E} dadas por

q(z,y)
q(x)

p(l‘,y) =

Demostracion. Queremos probar que P(Y,, 11 = y|Y,, = z) = p(x, y) lo cual es equivalente
a probar que P(X,, ., = y|X;, = z) = p(x,y). Usaremos nuevamente las construcciones
3.14 , 3.15 y 3.16. Partiendo el espacio segin los valores que puede tomar K, tenemos
que:

P(Xp =y, Xp,=2)=) P(X,,, =y, Xp, =2, K, =k) (3.18)
keN
Observemos ahora que como K, = k entonces se cumple que el conjunto {X;,  , =

y, X, =z, K, =k} es

U{WkJrl > Q(IL'), s .,Wk+l,1 > Q(x)a Wk+l € I(xay)7XSk =z, K, = k}
I>1

Utilizando lo anterior junto con la independencia entre {W;};en v {S;}ien tenemos que
3.18 es

DN PWiit > (@), ., Wigio1 > (@), Wiy € I(z,9)) P(Xs, = 2, Ky, = k)
keN i>1

Como {W;}ien son independientes tenemos que

ZP(WkJrl >q(x), .., Wigu—1 > q(2), Wiy € I(2,y)) =
>1
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Y PWigr > q(@) ... P(Wipi—1 > q(2) P(Wiy € I(2,y)) =

>1

A=q@)\'"" Izy)  alz,y)
Z( A > A q(z)

donde las dos tultimas igualdades se deben a que {W;};>1 son v.a.i. distribuidas uni-
formemente en el intervalo [0, A], ¢(x) < Ay |[I(z,y)| = ¢q(z,y). Por otro lado tenemos
que

>1

PY,=2) = PX,, ==

= Y P(X,, =x,K,=k)
k>0

= Y P(Xs, =2,K,=k)
k>0

Entonces tenemos que:

P(X7n+1 = y’ XTn = x)

P(Yp1=ylYn=12) =

P(X,, =x)
_ q(z,y) K= 1
) kZZOP(XSk_ A
_ 4=y
q(x)
= p(:l:,y)

3.3. Explosiones

La costruccién hecha en 3.10 define el proceso {X;} hasta el tiempo 7o := sup,en 7n.-
Si Too = 00 entonces el proceso estd definido para todo tiempo ¢ € [0, 00). Sin embargo,
Sl Too < 00 nO tenemos en principio definido el proceso para tiempos mayores que Too.
En esta seccién veremos como tratar estos casos y daremos una condicién necesaria y
suficiente para que 7o, = 0.

Definicion 3.3.1. Sea {Xt}te[o%o) definido por 3.10. Decimos que el proceso explota si

P( lim Tn<OO> >0
n—-+0o00

es decir que el proceso explota cuando un numero infinito de transiciones ocurren en tiem-
po finito. De esta manera, después de un tiempo finito T el proceso no estd formalmente
definido. Definimos el proceso explosivo agregando un nuevo estado que llamaremos oo
con velocidades de transicion q(oco,x) = 0 para todo x € E.
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La siguiente proposicién nos da informacién acerca de la distribucién exponencial que

nos sera util mas adelante.

Proposiciéon 3.3.2. Sean X e Y wv.a.i. con distribucion exponencial con pardmetros \ y
B respectivamente donde A > 0 y 3 > 0. Entonces:
1. Propiedad de pérdida de memoria: Para s,t > 0:

P(X >t+5sX >s)=P(X >t)=e M

2. Notemos el minimo entre dos numeros x e y mediante x N\ y. Entonces la variable
aleatoria X N'Y tiene distribucion exponencial con parametro A+ 3, es decir

P(XAY >2)=e M2 2>

3. Se cumple que

g

4. Supongamos que {X,}nen son v.a.i. exponencialmente distribuidas tal que X, ~
Exp(\,), es decir que

P(X,>xz)=e ™" >0, \, >0, neN

Entonces se cumple que

Demostracion. 1. Calculando tenemos que:

PX>t+s,X>5s)
P(X >s)
P(X >t+5s)
P(X > s)
o~ A(t+s)

PX>t+s|X>s) =

ef)\s
e—/\t

= P(X >1)

2. Debido a que {X AY >z} ={X >2,Y > 2} tenemos que

P(XANY >z) = P(X>zY >x)

_ e—)\x e—ﬁx

_ 6—(/\+ﬁ)az
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3. Integrando tenemos que
PX>Y) = // e Be= PV dudy
{(u,v):u>v>0}

+oo +oo
= Be P (/ )\e_’\“du> dv
0 v

4. Observar que si ) .y Xn < 0o entonces para todo s > 0 se cumple que

0 <E(e”® nENXn = [ E(e**)

A s
neN N n

Luego, aplicando el lema 2.4.1 tenemos que:

() =T

neN

Esto implica que lim,, oo %Jrs = 0 y entonces lim,, .o Ay, = 00. Luego si n — oo
n

s s
M ts A

P DI
neN )\n TS neN )\
como queriamos probar.

Reciprocamente ,si ) -y % < oo entonces y NE(X,) = E(Q oy Xn) < 00
Luego como ), -\ Xn > 0 tenemos que ) -y Xp < 00

por lo tanto

O]

El siguiente resultado nos permite enunciar una condicién necesaria y suficiente para
que un proceso no tenga explosiones.

Teorema 3.3.3. Dado el proceso { Xi}ico,r..) s€ cumple que

P(75 < 00) = P (Z

neN

X < oo) (3.19)

y entonces el proceso no tiene explosiones si y solo si

1
P(Zq(Xn)<oo>:0

neN

En particular se cumple que
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1. Siexiste ¢ > 0 tal que q(x) < ¢ V x € E entonces la cadena no tiene explosiones.
2. Siel espacio de estados E es finito entonces la cadena no tiene explosiones.

Demostracion. Condicionado a la secuencia de estados {X,,} tenemos que 7, es suma
de variables aleatorias independientes exponenciales de parametros ¢(X,,) es decir

ﬂx>::§£:(7n+l_'7n)::ZZ:E%
neN neN
donde las S,, son v.a.i. con distribucién exponencial de pardmetro ¢(X,). Luego por la
proposicién 3.3.2 tenemos que, condicionado a {X,}
. 1
1 s2 ZHEN m < 0
P(Too < 00) =
. 1
0 st ZnEN m = O

Tomando esperanzas concluimos que

P(75 < 00) = P (Z

neN

! < 0
q(Xy)

Para (1) observemos que si g(x) < ¢ para todo = € E entonces

1 1
Zq(Xn)szzoo

&
neN neN

entonces el proceso no tiene explosiones.
Por otro lado si el espacio E es finito entonces ¢(z) < méxyep q(y) = ¢ < oo entonces
aplicando (1) obtenemos (2). O

3.4. Ecuaciones de Kolmogorov
De ahora en adelante utilizaremos las siguientes notaciones:
1. @ denotara la matriz real cuyas entradas son

q(z,y) = pég(ca’g) siT#y
q(z,x) == —q(z) = — Zy#x q(x,y) en otro  caso

2. P, denotara la matriz con entradas
pe(z,y) == P(Xy = y|Xo = 7)

Teorema 3.4.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Dados t,s > 0 se cumple
que
P s = PP, (3.20)
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Demostracion. Utilizando las definiciones correspondientes y las propiedades de una ca-
dena de Markov de tiempo continuo (homogénea) tenemos que:

prvs(®,y) = P(Xigs = y[Xo = 1)

= > P(Xeys =y, X, = 2/Xo =)
zeF

_ ZP(XtJ,_S:y,XS:Z,XO:fL')
zeE P(XO - iU)

P(Xs=2Xy=1x)

Z ( t+8 y‘ S Z, 0 x) P(XO — x)
z€R

= > P(Xeys = y|Xs = 2)P(X, = 2|Xo = 2)
zeF

= > ps(x,2)pe(z,y)
zel

Esto muestra que el elemento de la matriz P45 que esta en la fila z y columna y se
obtiene haciendo el producto de la fila x de la matriz Ps; con la columna y de la matriz
P;, con lo cual queda probado que

PtJrs:PsPt

O]

Observacion 3.4.2. Observemos que fijados x ey en E, podemos considerar la funcion
py(x,y) - RTU{0} = R

tal que
t— pi(z,y) = P(Xy = y[Xo = 2)

Notemos entonces por:

pilz,y) = %(pt(:v,y))

a su derivada (respecto de t). En el siguiente teorema daremos dos ecuaciones que vincu-
lan P| con P, donde P} indica la matriz de entradas p)(z,y). Antes del teorema veamos
un lema que nos serd de utilidad.

Lema 3.4.3. Se cumplen:

1. limy_o l_ptf(m’r) =q(z)

2. limy_ M =q(z,y) six#y
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Demostracion. 1.
pe(z,z) = P(X¢ = 2| Xo = x) (3.21)

Como }_ p P(X; = y|Xo = ) = 1entonces P(X; = z|Xog =2) = 1=}, P(X; =
y|Xo = ).
Luego utilizando 3.3 tenemos que

pi(z,x) = 1= (tq(z,y) +o(t))

Entonces

2. Utilizando nuevamente 3.3 tenemos que si x # y se cumple:

i Py o P& =ylXo =)
t—0 t t—0 t
_ gy f9(2,y) +o(t)
t—0 t
o(t)
= I =
lim <q(:v,y) + = ))
= q(z,9)
O
Teorema 3.4.4 (Ecuaciones de Kolmogorov). Para todo t > 0 se cumplen
P/ = QP, Backward equations (3.22)
P/ = P,Q Forward equations (3.23)

Demostracion. Probaremos 3.22 ya que 3.23 se demuestra razonando de manera anéloga.
Utilizando las ecuaciones de Kolmogorov-Chapman:

pren(,y) = pu(, 2)pu(z,y)
zeE
Entonces
pran(@,y) —pi(,y) = D pa(w, 2)pi(z,9) + pale, 2)pi(2,y) — pi(@,y)
zF#x

= > ol 2)pu(z,y) — pulz,v) (1 — pr(, 7))
2F#x
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Entonces, si vemos que en las condiciones que estamos podemos intercambiar limite con
sumatoria, tenemos que:

_ 1
lim Peen(@) ZP@y) g thwz (2,3) - pila, ) S 2nE ) p2($’x))

h—0 h h—0
z#T

h—0
zF#T

= > a@,2)pi(zy) — (@ y)q()
Z2F#x

= Y ql@,2)pi(z,y)

zeE

= > g (25 ) (o 22D

donde la peniltima igualdad se deduce del lema 3.4.3. De esta manera, para completar
la prueba solo queda ver que se pueden intercambiar el limite y la sumatoria.
Fijado N tenemos que

hmlnfzph 2,2) z,y) > hmlnf Z ph (z,9)
zF#x z#x,z<N
= > ql@2)pi(z)
z#x,z<N
Como N es arbitrario entonces
hmmfzph z,2) (z,y) > Z x, 2)pe(2,y) (3.24)
z#£xT z#£x
Reciprocamente si N > z , como py(z,y) < 1:
hmsupzph (z,y) < limsup ph z,2) (z,y) + Z Ph(@ z) (3.25)
h—0 h—0 h
zF#x z#x,z<N z2>N
Observar que
> pn(mz) = 1= palx,2)
z2>N Z<N
= 1- Z ph(ﬂj‘,Z) —ph(l’,$)
z<N,z#x
Entonces 3.25 resulta:
1—
lim sup Z phazz zy)+7phxx— Z phxz =

h—0 zF#x,2<N z#x,2<N
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> a@ pzy) +a@) - > glx,2)

z#x,2<N z#x,z<N

Esto es verdad para todo N > x entonces haciendo N — oo tenemos que

lm > q(x,2) =) qlx,2) = q(x)

N=oo zF#x,2<N Z2F#x
Entonces: (.2)
, brlzx, 2z
limsup Y == pi(2) <Y a(e, 2)pi(z,y) (3.26)
h—0 zF#x zF#x

De esta manera, 3.24 y 3.26 muestran que

., Pn\T, 2
}llli)% h(h)pt(z,y) = ZQ(va)pt(zhy)
z#T

completandose asi la prueba del teorema.

3.5. Clasificacién de estados y medidas invariantes

En esta seccién daremos algunas maneras de clasificar los estados de una cadena de

Markov de tiempo continuo y definiremos cadena irreducible y medida invariante para
una CMTC.

Definicion 3.5.1. Sea
T :=1inf{t > 7 : X{’ =y} (3.27)

el primer momento en que el proceso que comienza en el estado x alcanza al estado y.
Observar que en la definiciéon pedimos ¢ > 71 para evitar que T*~% = (
Definicion 3.5.2. Decimos que el estado x € E es
1. transitorio: si P(T*7% = o0) > 0
2. recurrente nulo: si P(T* 7% =o00) =0 y E(T*7") = 00
3. recurrente positivo: si E(T* %) < 0o
4. recurrente: si es recurrente nulo o recurrente positivo.

Dicho en palabras, un estado es transitorio si la probabilidad de que la cadena no
vuelva a visitarlo en el futuro es positiva, es recurrente si el estado es visitado infinitas
veces con probabilidad 1, y es recurrente positivo si el tiempo esperado de retorno al
estado es finito.
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Definicién 3.5.3. Decimos que el proceso { X }1>0 es irreducible si para todo x,y € E la
probabilidad de alcanzar el estado y saliendo del estado x en un tiempo finito es positiva,
es decir si

P(T"7Y < c0) >0 (3.28)

A continuacién daremos las definiciones de medida invariante para cadenas de tiempo
discreto y de tiempo continuo.

Definicién 3.5.4. Sea {X,,}nen una cadena de Markov de tiempo discreto con espacio
de estados E numerable y matriz de transicion Q es decir Q(z,y) = P(X; = y|Xo = )
(Q: ExE —|[0,1] tal que ZyeEQ(x,y) = 1). Una medida de probabilidad 1 definida
en E se llama invariante respecto de @ si verifica que:

wlx) = u(2)Q(z,x) (3.29)

zeE

Definicion 3.5.5. Decimos que una medida de probabilidad en E que llamaremos 7 es
invariante o estacionaria para el proceso continuo {Xi}>o si verifica que:

Q=0 (3.30)

es decir

> w(x)q(z,y) =0 Yy e E (3.31)
el

> w(x) =1 (3.32)

zelR

donde Q es la matriz definida al comienzo de la seccion 3.4.

3.6. Esqueletos

Asumamos en esta seccion que el proceso { X }+>0 y su esqueleto {Y}, }nen definido por
3.2.3 son irreducibles y recurrentes positivos. Sabemos que una medida v es invariante
para la cadena discreta {Y,}, en si satisface

> v(@)p(z,y) = v(y)

zeFE

Por otro lado, una medida 7 es invariante para el proceso continuo {X;}:>0 si satisface

> m(x)g(x,y) = 7(y)a(y)

zel

El siguiente resultado nos muestra la relacién que existe entre una medida invariante
para el proceso discreto y una medida invariante para el proceso continuo.
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Proposicién 3.6.1. Sea v una medida de probabilidad en E, y consideramos la medida

w definida por B
() = A2 (Z ”(Z)> (3.33)

z€E

Entonces se cumple que v es invariante para {Yy, }nen st y solo si la medida w es invariante
para el proceso { X }>0.

Demostracién. Supongamos que v es invariante para {Y), },en, entonces

v(y) = > vix)p(e,y)

el
_ NG
B erE (=) q(x)

Luego

—1 —1
om o\ ()
2 a ey (Z q<z>> @ (Z q<z>>

lo cual, aplicando la definicién de la medida 7 es equivalente a

> w(@)g(x,y) = 7(y)a(y)

zeE

y por lo tanto 7 es invariante para {X;}>0.
Reciprocamente, sabemos que

> @)z, y) = 7(y)a(y)

zeFE

luego usando la definicién de la medida 7 tenemos que

-1 —1
V(@) (= 12) ) (=)
2 <Zq<z>> W)= 0y) (Z q<z>> )

zelR zeFE

Simplificando obtenemos que

> v(@)p(z,y) = v(y)

zel

y por lo tanto v es invariante para el proceso {Y, }nen. O

Corolario 3.6.2. Siq(x) = q(y) para todo z,y € E entonces w(z) =v(z) ¥V z € E.
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Demostracion. Sea q(z) = q € R para todo x € E, entonces

-1
_ v(=) 3 v(z)

Entonces

3.7. Procesos de nacimiento y muerte

Los procesos de nacimiento y muerte representan el crecimiento o la extincién de la
poblacién de cierto sistema. El valor de la variable X; representa el niimero de individuos
que hay en el sistema en el tiempo ¢. Las velocidades de nacimiento y muerte dependen
solamente de la cantidad de individuos que hay en ese momento, es decir:

gz, +1) =7 y qlz,z—1)=A;

donde {\}}ier v {\, }zep son familias de pardmetros no negativos. A continuacién
usaremos las ecuaciones de balance para encontrar condiciones bajo las cuales el proceso
admite una medida invariante.

Como el espacio de estados F es numerable supondremos que es N para facilitar
la notacién. Queremos encontrar un vector m = {m(z)},en que satisfaga las siguientes
condiciones:

m(0)> q(0,2) = 7(y)a(y,0) (3.34)

zeN yEN
m(@)) qlz,2) =) w(y)a(y,z) (3.35)
zeN yeN

Sustituyendo en cada caso las velocidades de transicién correspondientes 3.34 y 3.35
implican que

m(0)g(0,1) = 7(1)gq(1,0) (3.36)
7(@) (w7 +1) + gl — V)] = 7z — Da(w — 1,2) + 7(o+ Dz + 1L,z)  (3.37)
donde la ultima ecuacién es para todo x > 1.
Operando con las ecuaciones anteriores no es dificil concluir que

+

m(z+1) =7(z) Vo>0

z+1
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entonces
x—1 )\+
m(x) = H ~—7(0) Yz >1 (3.38)

i=0 )‘i+1

De esta manera, por construccién se cumple que m = {7(z) }.eN verifica las ecuaciones
de balance. Falta pedirle que satisfaga ) . m(z) = 1. Para esto es necesario que 7(0) > 0
en virtud de la ecuacién 3.38, luego si

NAF L,

T = <X
=1 ALAS A
tenemos solucién, definiendo
4y -
(0) = )\0_)\1_.../\%1
=1 AT Ay A

y 7(z) inductivamente por 3.38.



Capitulo 4

Aplicaciones en Biologia

Todos los sistemas biolégicos comparten la propiedad del crecimiento de sus individ-
uos, por lo tanto a la hora de estudiar poblaciones (por ejemplo de plantas o animales)
la existencia de una teoria acerca de procesos de crecimiento es extremadamente desea-
da y necesaria. En este capitulo veremos algunas de las aplicaciones al crecimiento de
poblaciones que los procesos estocasticos estudiados en los capitulos anteriores de este
trabajo poseen.

4.1. Modelos estocasticos simples para el crecimiento de
poblaciones.

4.1.1. Procesos de Nacimiento y Muerte.

En esta seccién comenzaremos considerando procesos de nacimiento y muerte, que
son procesos {X; : t > 0} donde la variable aleatoria X; que indica el tamafno de cierta
poblacién en tiempo t puede experimentar saltos positivos como negativos. Las carac-
teristicas de estos tipos de procesos son:

1. Sien el tiempo t el sistema se encuentra en el estado z (x = 1,2, ...) la probabilidad
de transicién al estado = + 1 en el intervalo de tiempo (t,t + At) es \; At + o(At),
es decir

2. Sienel tiempo t el sistema se encuentra en el estado x (r = 1,2,...) la probabilidad
de transicién al estado x — 1 en el intervalo de tiempo (¢, ¢+ At) es u, At + o(At),
es decir:

P(Xiinr =2 — 1| Xy = x) = pa At + o(At) (4.2)

3. La probabilidad de transicién de un estado a otro que no sea vecino es o(At) es

decir:
P(Xiint =yl Xe =2) =0(At) siy¢ {x—1,z+1} (4.3)

67
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4. La probabilidad de que no se produzca cambio en el estado del proceso es 1 — (A, +
o)At + o( At).

5. El estado £ = 0 es absorbente

donde los coeficientes A, p, son funciones del estado x. Notemos P, (t) := P(X; = x),
entonces las propiedades anteriores implican que:

Po(t + At) = Agm1 Po_1 (DAL + i1 Past (DAL + (1 = Ay + 1) APy (t) + 0(At) (4.4)

De esta relacion se deduce facilmente que para todo x =1,2,... :

81?;@) = No—1Poe1(t) + pos1 Pot1 (1) — (Mg + 1) Pa(t) (4.5)
y para x =0 : op
5= A »

puesto que A_1 = A9 = po = 0 ya que el estado 0 es absorbente. Si asumimos que en
tiempo cero el sistema esta en el estado z = xg con 0 < xg < oo entonces las condiciones
iniciales del sistema estan dadas por:

1 si x=ux
P = = .
#(0) = Oy { 0 si x#
A continuacién hallaremos la distribucién P, (t) para el caso particular de los procesos
de nacimiento y muerte simples o lineales en los que A\, = Ax y pu, = px para todo x € N
y donde A, x> 0. Con este objetivo, introducimos la funcién generatriz(ver Apéndice B)

F(s,t) = Py(t)s" (4.7)
x=0

De las ecuaciones 4.5 y 4.6 es facil ver que la funcién generatriz anterior verifica la
siguiente ecuacién diferencial:

OF (s,t) /| o OF (s,t)
La solucién general de 4.8 es
F(s,t)=f <"1__2‘96—(A—#>t> (4.9)

donde f(-) es una funcién arbitraria. Si asumimos que Xy = z¢p = 1 entonces tenemos

que F(s,0) = s o sea
B W= As
= ()
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y de esta manera

fQ)=5— (4.10)

Luego obtenemos que

(1 — Pty — (X — peP=mt)g
p— AeP=mt — X\(1 — e(A=p)t)s

F(s,t) = (4.11)

Si expandimos 4.11 como serie en potencias de s, los coeficientes de s* dan P,(t) que es
lo que queremos encontrar. Entonces:

Pr(t) = (1 — (b)) (1= B(1) [B(1))*! (4.12)
parax =1,2,...y
Py(t) = a(t) (4.13)
donde ( ) )
pu(eA=mt —1
olt) = oo,
APt — 1)
B(t) = N,

Generalmente en las aplicaciones de los procesos de nacimiento y muerte no son las
probabilidades P,(t) las de mayor interés sino los momentos de X; y la probabilidad
de extincién de la poblacién. Obtenemos entonces diferenciando la funcion generatriz y
procediendo segtin B.1.1 y B.1.2 las siguientes expresiones para la esperanza y la varianza
de la variable X;:

E(X;) = X1t (4.14)
var(Xy) = 2 H Ot et _ 1 (4.15)
A—p
De esta manera vemos que:
0 st A<p
th’m EXy)=<¢ 1 si A=pu
e 00 St A>

lo cual nos dice que si las velocidades de muerte y nacimiento A, p son iguales, entonces
la velocidad esperada de crecimiento de la poblacién es cero y el tamano de la poblacién
es estacionario.

Otro dato importante que se deduce de los resultados anteriores es la probabilidad
de extincién de la poblacién Py(t), es decir la probabilidad de que la poblacién ”desa-
parezca”en tiempo t:
p(eP=mt — 1)

Po(t) = a(t) = NeOt—

(4.16)
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Entonces la probabilidad de que la poblacién se extinga en algiin momento es :

. 1 s A<y
tl}inoopo(t)_{f\‘ st A>

y entonces vemos que como es natural de pensar, la poblacién se extinguira con probabil-
idad 1 si la velocidad de muertes en mayor que la velocidad de nacimientos, pero cuando
la velocidad de nacimiento es mayor que la de muertes la probabilidad de extincién

‘ I
esta dada por %.

4.1.2. Procesos de Nacimiento y Muerte no homogéneos.

Procesos de nacimiento y muerte més generales fueron estudiados por Kendall [7], en
los cuales las velocidades de nacimientos y muertes son funciones arbitrarias del tiempo
y no funciones lineales de la variable estados como hemos asumido hasta ahora. Estos
procesos estan caracterizados por la siguiente ecuacién diferencial:

813575@) = At)(x = 1)Pe1(t) + pu(t)(x + 1) Poyr(t) — (M(E) + p(t))zPe(t) (4.17)
parax =1,2,...y
61;()t(t) = A () (4.18)

donde P, (t) = P(X; = z) con z € Ny X; denota el tamano de la poblacién en tiempo t.
Andlogamente al razonamiento hecho en la seccién anterior se ve que la solucién de este
sistema con condicién inicial

Px(o):{ 1 si z=1

0 si z#1
Py(t) = (1 — a(t))(1 = B)[BE)]* ! (4.19)
parax =1,2,...y
Po(t) = alt) (4.20)
donde
alt)=1- B (4.21)
( () |
1
plt)=1- =0 (4.22)
10 = [ () = A (4.23)
y

w(t) =e W (1 + /0 tﬂ(f)e%ﬂm) (4.24)
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Como se dijo anteriormente, lo interesante de estos procesos es el comportamiento de
los momentos y la probabilidad de extincién de la poblacién. De la misma manera que
se hizo en la seccidn anterior, no es dificil de ver que:

E(X,) =e® (4.25)

var(X;) = e 20 / t()\(T) + p(r)e’Mdr (4.26)
0

De esta manera dados A(t) y u(t) podemos saber explicitamente las expresiones para
la esperanza y la varianza de la variable X; y estudiar su comprotamiento, como por
ejemplo se estudio el caso lineal en la seccién anterior. Por otro lado, debido a 4.19 y a
la definicién de «(t) vemos que en este caso general la probabilidad de que la poblacién
se extinga en tiempo t es:

t ()
w(T)e\"dr
PO (t) _ fO -
1+ [y u(r)erdr
Observar que en el caso de que Xy = zg > 1, la independencia entre los individuos de la

poblacion implica que la probabilidad de extincién de la poblacién se obtiene elevando
4.27 a la zg-ésima potencia.

(4.27)

Consideremos ahora el “proceso acumulativo” asociado con cierto proceso de nacimien-
to y muerte. De esta manera, ademas de la v.a. X; que representa el nimero de individuos
que hay en la poblacién en tiempo t, introducimos una nueva variable Y; que representa
en numero total de nacimientos que se produjeron en la poblacién hasta tiempo t. En-
tonces, Y; es un proceso de “nacimiento puro” en el sentido de que un cambio en Y; es
inducido por un nacimiento en la poblacién, es decir por un incremento en una unidad
en la variable aleatoria X;.

Sea entonces {Xy,Y; : t > 0} el proceso acumulativo, y notemos

Poyt)=PXy=2,Yy=y) Ve=0,1,... (4.28)
Para poder estudiar el proceso bi-variable anterior introducimos la funcién generatriz
o o0
G(r,s,t) = ZZPw’y(t)rxsy Ir| <1,]s| <1 (4.29)
=0 y=0

y sea F'(r,t) la funcién generatriz asociada al proceso {X}+>0. Sabemos por la seccién
anterior que se verifica

OF(r,t) 9 OF(r,t)
- — -7 4.
™ (A2 — (A + p)r + ) B (4.30)
y observando que Y; solo comparte con X; los saltos “positivos”, se prueba que:
oG t 0G t
gﬂ = (Ar%s — (A + p)r + ) (g;f’) (4.31)



Capitulo 4. Aplicaciones en Biologia 72

En virtud de que el objetivo de este capitulo es presentar algunas aplicaciones de la
teoria expuesta en los capitulos anteriores, analizaremos a continuacion la solucién de
la ecuacion diferencial 4.31 y algunos otros resultados para el caso particular en que las
velocidades de nacimientos y muertes son constantes, y cuando las condiciones iniciales
son Xy = Yy = 1. Nos interesa entonces hallar los momentos de las variables X; e Y;, v
para ello introducimos la funcién generatriz “acumulativa” K (u,v,t) = log G(e*, e, t).
De la ecuacion 4.31 se deduce que:

0K (u,v,t)
ot

0K (u,v,t)

= (A" =1)—p(l—e) ™

(4.32)

y sabemos por otro lado que:

2 2
K(u,v,t) = uE(X;) + vE(Y;) + %Var(Xt) + wwCov{ Xy, Y;} + %var(Yt) +... (4.33)

Expandiendo ambos lados de la ecuacién 4.32 en potencias de u y v e igualando coefi-
cientes se obtienen expresiones que relacionan los momentos de las variables, y resolviendo
dichas ecuaciones obtenemos que:

E(X;) =e7® (4.34)

var(X;) = e 20 /0 t()\(T) + p(r)e’Mdr (4.35)
E(Y;) =1+ /0 t e Y DN(r)dr (4.36)
Cov{X;,Y;} = e W /Ot <1 + m> A(7)dr (4.37)
var(Y;) = /0 C[E(X.) 1 2Cou{ X, YN A(r)dr (4.38)

Para el caso especial en que \(t) = Ay u(t) = p sabemos por los resultados obtenidos
en la primera seccién de este capitulo como es el comportamiento limite de los primeros
momentos de la variable X;. De las ecuaciones anteriores podemos también estudiar
dichos momentos para la nueva variable Y; obteniendo los siguientes resultados:

lim E(Y;) = —— 4.39
Jm B =5 (4.39)

lim var(Y;) = (A + p)

lim STy (4.40)

th’m Cov{X:,Y:} =0 (4.41)
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4.1.3. Procesos simples de Nacimiento, Muerte e Inmigracion.

El tipo de proceso de nacimiento y muerte que es de interés en diversas aplicaciones
es el proceso de nacimiento, muerte e inmigracién. Las caracteristicas de estos procesos
son las mismas que las de los procesos simples de nacimiento y muerte, con la propiedad
adicional de que en el intervalo de tiempo (t,¢ + At) la probabilidad de que el tamafo
de la poblacién aumente una unidad debido a la inmigraciéon desde fuera de la poblacién
es VAt + o(At), donde v > 0 es la velocidad de inmigracién. Observar que aunque la
inmigracién aumenta el tamano de la poblacidn, el efecto de la velocidad de inmigracion
v difiere del de la velocidad de nacimientos A en el sentido de que es independiente del
tamano de la poblacién.

Sea Fy(s,t) la funcién generatriz asociada a este proceso. Entonces se cumple:

OF7(s,t)

OF7(s,t)
ot

= (" = (At s+ )4

+v(s—1)Fi(s,t) (4.42)

Se puede ver [8] que la ecuacién 4.42 se puede escribir de la forma:

0F](S, t)

o, = vEi(s,t) (F(s,t) = 1) (4.43)

donde F'(s,t) es la funcién generatriz asociada al proceso de nacimiento y muerte. Si
Xo = 0 entonces 4.42 o 4.43 seran resueltas con la condicién inicial Fr(s,0) = 1. La

solucién de 4.42 es:
—v/A
A=)t _q
1-s (Aeﬂ si A\ p (4.44)

)\ _ 'u/ ll/)\
Ae(A—m)t — I

Ae(A—p)t _ I

Fi(s,t) = (

Fi(s,t) = (14 M —Xs) ™/ si A=p (4.45)

Derivando las ecuaciones de arriba obtenemos la siguiente expresién para la esperanza
del tamano de la poblacién en tiempo t:

OF1(s,t) L (eXM 1) si N #
7 —E(X,) = A—p
ot Joms (X2) vt si A=p
Entonces: .
1fm E(Xt):{ xS A
t—+o00 00 st A>p

4.2. Modelos estocasticos para el crecimiento de poblacion
por sexos.

En las secciones anteriores hemos restringido nuestra atencién al crecimiento de pobla-
ciones constituidas por una sola clase de individuos. En muchos problemas que son de
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interés en el estudio del crecimiento de la poblacién humana por ejemplo, no es el niimero
total de individuos lo que es de princial interés, sino el crecimiento de cada sexo en la
poblacion general. En esta seccion presentaremos modelos estocdsticos para el crecimien-
to de poblaciones segin sexos.

Sean las variables aleatorias X; e Y; que representan respectivamente el nimero de
hembras y machos que hay en cierta poblacién en tiempo ¢, y sea P, ,(t) = P(X; =
x,Y; = y) con z,y > 0 la distribucién conjunta de X; e Y;. Asumimos que la poblacién
se desarrolla de acuerdo al siguiente mecanismo:

1. Las poblaciones generadas por dos individuos son independientes.

2. Una hembra viva en tiempo t tiene probabilidad ApAt + o(At) de reproducir otra
hembra y probabilidad AgAt + o(At) de reproducir un macho en el intervalo de
tiempo (t,t 4+ At), donde A >0y p+¢q=1.

3. Una hembra viva en tiempo ¢ tiene probabilidad pAt+o(At) de morir en el intervalo
(t,t + At) y un macho vivo en tiempo ¢ tiene probabilidad ,u,/ At + o(At) de morir
en dicho intervalo de tiempo, donde p, u’ > 0.

De las condiciones anteriores se ve que el proceso estocastico de crecimiento de poblacién
seglin sexos es un proceso bivariable del tipo de nacimiento y muerte. Considerando el
caso en que en tiempo t = 0 la poblacién estd compuesta solo por una hembra y traba-
jando de la misma manera que en secciones anteriores (utilizando funciones generatrices)
se obtienen ecuaciones diferenciales que vinculan los diferentes momentos, y resolviendo
dichas ecuaciones se puede estudiar facilmente cual es el comportamiento asintético de
dichos momentos [9]. Ahora lo interesante en estos casos es también estudiar el com-
portamiento asintdtico del cociente entre el nimero esperado de machos y hembras de
la poblacién. Teniendo en cuenta entonces que las expresiones que se obtienen para los
primeros momentos de las variables son:

E(X;) = er—1t (4.46)
E(Y;) = Y _A/j vy (e(AP—“)t - e_“/t) (4.47)

se tiene entonces que en el caso en que (A\p — p + ul) > 0:

OB(X) _ p—ptp)
1 = 4.48
e E(Y}) Aq (4.48)

De esta manera si la probabilidad de muerte de las hembras en igual a la de los machos,

es decir p =y entonces:
E(X
fm DX _p (4.49)
t—+o00 E(Y}) q

Otro punto que puede resultar interesante en este modelo es considerar la distribucién
de las hembras en la poblacion. De las caracteristicas de la definicién de este proceso y de

’
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la expresién del niimero esperado de las hembras en la poblacion se ve que el crecimiento
de las hembras sigue un proceso simple de nacimiento y muerte.
Sea

Py(t) := P(X; = z) = ipx,y(t) z2=0,1,... (4.50)
y=0

De las ecuaciones diferenciales validas para Py ,(t) (ver ref. Bharucha-Reid )se obtiene
que:

a%t(t) = —(\p + )z Pu(t) + Ap(x = 1) Ppoy(t) + p(x + 1) Pepa(t) ©=1,2,... (4.51)
y
813;@) = nh(t) (4.52)

Las condiciones iniciales son

De la teoria expuesta en las primeras dos secciones de este capitulo sabemos que:

Po(t) = (1 - a(t) (1 - BO) BOF ™ z=1,2,... (4.53)

Po(t) = a(t) (4.54)

donde
,ul(e(Ap_,U‘)t J— 1)

- Ap e(Ap—p)t _ 7
Ap (ePp—mt _ 1
Blt) = )Z\)( (Ap—p)t )
p e PTIE —

Se tiene entonces que la probabilidad de extincion de la poblacién es:

1 si Ap<
tﬁinoopo(t):{ by apon
= i p>p

a(t) (4.55)

(4.56)

Los modelos que hemos estado describiendo a lo largo de las secciones de este capitu-
lo son algunos modelos importantes a la hora de estudiar crecimiento de poblaciones,
pero existen muchos mas. Ademas de éstos, modelos de crecimiento de poblacién de gran
importancia en ecologia por ejemplo son aquellos que describen el crecimiento de pobla-
ciones constituidas por 2 o mas clases de individuos que interactiian entre si (ver por
ejemplo [10] o [11]), o modelos de migracién de poblacién en los cuales individuos de una
region pueden migrar a otra. También hay procesos que modelan el desarrollo de cierta
epidemia en una poblacién, o modelos para el crecimiento de poblaciones heterogéneas
donde un tipo de organismo puede “mutar” en un organismo diferente. En general son
muchas las aplicaciones que los procesos estocdsticos de tiempo continuo tienen en la bi-
ologia pero estas aplicaciones no se restringen solo a dicho campo sino que estos procesos
tambien son de gran ayuda en fisica, quimica, teoria de colas, etc. Por mas aplicaciones
citamos por ejemplo [9].



Apéndice A
Proceso Casa de Cartas

En esta seccion daremos la definicién y veremos algunas propiedades de un proceso
estocastico que ha sido utilizado en el transcurso de estas notas. Este proceso, al cual
hemos llamado Proceso Casa de Cartas, posee espacio de estados el conjunto de los
nimeros naturales N y se define de la siguiente manera. Consideremos una sucesion
creciente {ax}ren C [0, 1], tal que verifica que

lim ap =1
k—oo K
Definimos la familia de cadenas {{W" : n > m} : m € Z} de manera que W? := 0y

para n > m:
Wit = (Wi +1) L <o ) (A1)

donde {U,}nen es una sucesién de variables aleatorias independientes uniformemente
distribuidas en el intervalo [0, 1]. De esta manera W denota la posicién en el tiempo n
de la cadena que empieza en tiempo m en el origen.

Observacion A.0.1. El nombre Casa de Cartas dado al proceso refleja el hecho de que
una vez que la cadena esta en el estado n puede en el siguiente instante saltar al estado
n + 1 o puede volver al estado inicial 0, como cuando se arma una casa con cartas,
agregando una a una una nueva carta en cada paso.

Dados «,y € N dos estados posibles del proceso, veamos a continuacién como son las
probabilidades de transicion de este proceso. Dividimos el estudio en tres casos:

1. Sabemos que el proceso puede saltar de un estado x al estado = + 1 o volver al
origen, por lo tanto es claro que si y ¢ {0, + 1} entonces:

p(z,y) = PW" =y | W'y =2) =0 (A.2)

2. Supongamos ahora que y = = + 1, entonces en este caso, debido a la definicién del
proceso y a la distribucion de las variables aleatorias U,, tenemos que:

plr,z+1)=PW=x+1|W, =2)=PU, < a;) = ag (A.3)
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3. Por ultimo

p(z,0) =P(W =0|W, =2)=P(U, >a;) =1—a, (A.4)

Entonces concluimos que:

Qy st y=zxz+1
p(z,y) = l—a; si y=0
0 en otro caso

Observaciéon A.0.2. Observemos que el hecho de que ap /' 1 implica que:
Wm>Wkvm<k<n (A.5)
por lo tanto W = 0 implica que W,’f =0 para todo m < k < n. Se cumple entonces que:
Wh=0=W"=WFvVvm<k<n<t (A.6)

El siguiente resultado describe el comportamiento del proceso en funcién de sus prob-
abilidades de transicién.

Lema A.0.3. Sea {W)" : n > m} una cadena de Markov con valores en N con matriz
de transicion Q = (Q(2,y)), ,en tal que:

ag st y=x+1
Q(w,y)z 1—(11 st y:O
0 en otro caso

Entonces:
1. La cadena es recurrente no positiva <= Y <o [1r g ak = 00

2. La cadena es transitoria <= [[,2,ar >0



Apéndice B
Funciones Generatrices

El método de funciones generatrices es una herramienta importante en el estudio de
procesos estocdasticos con espacio de estados discreto. En este apéndice se reunen algunos
resultados concernientes a las funciones generatrices que son ttiles para el desarrollo del
capitulo 4 presentado en este trabajo.

Definicion B.0.4. Consideremos la sucesion de nimeros reales oo, 1,... . La serie de
potencias:

F(s) = ngisi (B.1)
i=1

puede ser considerada como la transformacion que lleva la sucesion {p;}ien en la funcion
F(s). Si dicha serie de potencias converge en cierto intervalo —k < s < k entonces la
funcion F(s) es llamada funcion generatriz de la sucesion {¢;}ien-

Consideremos ahora el proceso estocastico {X;}+>0 y la sucesién de probabilidades
P,(t) := P(X; = x) donde el parametro de tiempo ¢ puede ser discreto o continuo. Sea

F(s,t) =Y Pu(t)s” (B.2)
=0

la funcién generatriz de las probabilidades P,(t) con x = 0,1,.... Observar que como
las probabilidades P,(t) estdn acotadas para todo x y para todo t y > 7 P.(t) =1
para todo t > 0, comparando la serie B.2 con la serie geométrica vemos que B.2 converge
uniformemente con ¢, al menos para |s| < 1.

B.1. Algunos teoremas y propiedades.

Teorema B.1.1. El valor esperado de la variable X; estd dado por:

OF (s,t)

E(Xt) - Os ]s:l
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Teorema B.1.2. Si E(X?) =% 2%P,(t) < oo, entonces:

2 S S
B(X?) - [a F(s.t) , OF( ,t)] )

052 0s

y por definicidn de varianza se tiene entonces que:

0?F(s,t) N OF (s, 1) <8F(S,t))2] (B.5)

var(Xi) = 0s? Os Os

s=1

Teorema B.1.3. Sean Xi(t) y X2(t) dos variables aleatorias independientes con dis-
tribuciones Py(t) y Qx(t) y funciones generatrices Fy(s,t) y Fa(s,t) respectivamente.
Sea Y(t) = X1(t) + Xao(t) y sea G(s,t) la funcion generatriz de las probabilidades
Ry(t) := P(Y(t) = y). Entonces G(s,t) estd dada por:

G(s,t) = Fi(s,t)Fa(s,t) (B.6)

Para terminar presentamos a continuacién un resultado que es de utilidad en muchos
de los problemas que utilizan funciones generatrices.
Si F'(s,t) es analitica en s = 0, entonces se puede escribir F' como la serie de Maclaurin:

Pls,t) = F0.0 + 3 0

s (B.7)

=1
ez . o0 € .
Entonces por comparacion con las series F(s,t) = > 72 P.(t)s"” se tiene que:

Po(t) = F(0,4) (B.8)
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