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Resumen

Sea M una variedad Riemanniana completa, simplemente conexa y de
curvatura negativa. Si I' es un grupo de isometrias de M que actia con
accion libre y discontinua, entonces el cociente de la accién de I' en M
es una variedad Riemanniana de curvatura negativa (méas ain, cualquier
variedad de curvatura negativa se obtiene como un tal cociente).

Nuestra variedad M posee un borde, M, intuitivamente, formado
por los puntos finales de los rayos geodésicos en M. La accion de I' puede
extenderse a M. En la dindmica de de este grupo encontramos el conjunto
limite, que es el minimo cerrado invariante, este conjunto también puede
definirse a partir de las érbitas de puntos de M.

En este trabajo se vera como construir una densidad conforme asociada
ala accion de I' en el borde de M. Una densidad conforme es el objeto mas
natural para comprender las propiedades métricas del borde de M: para
cada punto de M se define una medida p, en el borde de M soportadas
en el conjunto limite. Estas medidas, que son mutuamente absolutamente
continuas, tienen la siguiente propiedad de invariancia respecto de I': para
cada v € 'y z € X, vale que v* iy = pyz. La construccion de estas
medidas se debe a Patterson y Sullivan; sus aplicaciones y relaciones con
las diferentes estructuras geométricas asociadas a la accion de I' seran
desarrolladas en este trabajo.



Indice

1. Introduccion

2. Variedades de Curvatura negativa
2.1. Preliminares . . . . . . . . . . . e
2.2. Borde alinfinito . . ... . ... ... . ... . 0
2.3. Funciones de Busemann y métricas de Gromov . . . . ... ...

2.4. Sombras

3. Isometrias

3.1. Clasificacion . . . . . . . . . . . ..
3.2. Grupos discontinuos de isometrias . . . ... ... ... ... ..
3.3. Seriede Poincaré . . . . . . . .. ...

4. Densidades conformes
4.1. Medidas de Hausdorff . . . . . . .. ... ... ... .......
4.2. Existencia . . . . . . . ..

4.3. Unicidad

4.4. Grupos convexos CoOCOmMPACtOS « . « « v v v v v v u e
4.5. Limite Radial . . . . . . . . .. .. ... o

5. Aplicacion: Medidas de Bowen-Margulis

A. Apendice: Espacios Hiperbdlicos
A.1. Transformaciones de Mdbius n-dimensionales . . . . . . ... ..

A.2. k-esferas

A.3. Geometria de H™ . . . . . . . ...

27
27
28
39
41
46

50



1. Introduccién

Sea M una variedad Riemanniana simplemente conexa. Si I' es un grupo de
isometrias de M decimos que actta discontinuamente si dado un punto x € M
su estabilizador Stabr(x) y existe un entorno U de x tal que:

1. vU =U Vv € Stabr(z)
2. yUNU =0Vy el — Stabr(x)

A lo largo de este trabajo diremos que el grupo es discontinuo para simplificar la
redaccion. Si ademas la accién es libre podemos considerar el cociente X = M/T’
y darle una estructura de variedad Riemanniana que hace de la proyeccién una
isometria local. Lo interesante es que esta construccién puede hacerse a la inver-
sa, si tenemos una variedad Riemanniana X podemos considerar su cubrimiento
universal IT: M — X, podemos definir una métrica Riemanniana en M de for-
ma tal que II es una isometria local y las transformaciones de cubrimiento son
isometrias de M. Luego tenemos que el grupo de cubrimiento I';y actia libre y
discontinuamente y M /T’y es isométrico a X. Es decir que todas las variedades
Riemannianas se obtienen mediante el cociente de una variedad simplemente
conexa por la accién un grupo de isometrias. Esta cuestiéon da una gran im-
portancia al estudio de estos grupos y ha sido fundamental para comprender la
geometria, la topologia y el analisis en las variedades en muy diversas formas.

Las variedades Riemannianas simplemente conexas y completas son simples
del punto de vista de la topologia diferencial, el teorema de Hadamard nos dice
que si nuestra variedad Riemanniana M es completa y de curvatura negativa
entonces es difeomorfa a R™, y por lo tanto a la bola unitaria en R™. Esto nos
permite definir de forma natural un borde en M al que llamamos OM. Nota-
remos M a la unién M U @M. Si miramos M como la bola abierta con cierta
métrica Riemanniana tenemos que las geodésicas orientadas tienen un limite
positivo y otro negativo en el borde de la bola. El borde de M puede verse
también como el cociente de el conjunto de rayos geodésicos por la siguiente
relacion: r1 y ro son equivalentes si d(r1(t), r2(t)) estd uniformemente acotado.

Es claro que una isometria de M se extiende a OM, y que es un difeomorfismo
de la variedad con borde M U dM. Sin embargo, la distancia inducida por este
difeomorfismo en S™ ! no es invariante respecto de la accién de una isometria.
Para obtener buenas propiedades de invariancia en el borde de M, se introducen
las distancias de Gromov: para cada punto x € M se define una distancia en
OM. Estas distancias generan la topologia usual en S™~!, pero a diferencia de
ésta, gozan de propiedades de invariancia respecto de las isometrias de M. Para
definir estas métricas necesitamos las funciones de Bussemann, dado £ € OM y
una geodésica o con limite £ consideramos

be(21,) = limy s pocd(z, o (1)) — d(y, o ()
donde z,y € M.



Un concepto fundamental es el de conjunto limite de un grupo I' de isome-
trias de M, definido como el subconjunto del borde de M formado por aquellos
puntos que son acumulados por Orbitas de I', y que se denota Ar. Equivalen-
temente, un punto 7 estd en Ar si y solo si es un punto de acumulacion de
{yz : ~ €T}, independiente de cual sea el punto x € M. Este es compacto e
invariante por la acciéon de I'. Ademaés tiene interior vacio o coincide con OM.
Diremos que I' es elemental si Ar es finito. Dentro de Ar esta el limite radial
de T', definido como el conjunto de puntos £ € Ar tales que una geodésica que
termina en 7n estd a distancia acotada de infinitos puntos de una érbita. Este
conjunto, denotado A} juega también un papel importante en el estudio de las
propiedades métricas de la accién de T'.

Una propiedad importante de los grupos de isometrias es su exponente de
crecimiento o critico, este es el infimo de los s > 0 tal que la serie

Z efsd(x,'y:v)

yell

converge. Notaremos por dr al exponente critico del grupo I'. Si la serie para
s = 6p converge diremos que el grupo es de tipo convergente, de lo contrario
diremos que es de tipo divergente. Esta condiciéon es determinante en la dindmica
del flujo geodésico del cociente X = M /T". Ademés tendremos

1
or = limsup 5 log(card{y € T : d(z,vz)})

r—+00

Lo que indica que ér indica como crece con respecto a r la candidad d puntos
de una orbiba dentro de una bola de radio r.

Se denota por M(9M) al conjunto de medidas positivas de Radon definidas
en el borde de M. La primera observacién es que salvo algin caso trivial, no
existe una medida en en el conjunto limite que sea invariante por todos los
elementos de I'. Para estudiar las propiedades métricas y ergédicas de la accién
de T en el conjunto limite, se introducen las densidades conformes. Consideramos
un grupo discontinuo I' de isometrias de M y un real 5, una I'-densidad conforme
de dimensién £ es una funcién

x €M — pu, € M(OM),
que cumple las siguientes propiedades:
1. vValte = pye Paratodoyen I'y x € M.
2. Dados z,y € M se tiene p, << fiz y

iy

— o~ Bbe(y,x) M
dum(f) e VE€d

3. Para todo x € M la medida pu, estd soportada en Ar.



La construccion de densidades conformes en el disco hiperbolico se debe
a Samuel Patterson ([13]), quien tenia el objetivo de calcular la dimension de
Haussdorff para algunos conjuntos limites de grupos Fucshianos. Dennis Sullivan
([15]) lo generaliza a espacios hiperbélicos de dimension arbitraria y por lo tanto
a variedades de curvatura negativa constante. En el articulo de Chengo Yue
([17]) se generaliza aun mas esta construccion, es a este nivel que lo haremos en
el capitulo 4, parte central de este trabajo, mostrando el siguiente teorema:

Teorema. Sea I' un grupo discontinuo no elemental de isometrias de M. En-
tonces existe una I'-densidad conforme de dimension or.

También veremos que dr es la minima dimensiéon que puede tener una I'-
densidad conforme. Sobre la unicidad de I'-densidad conforme de dimensién 8
veremos que es equivalente a que la accién de I' sea ergddica con respecto a
cualquiera de las medidas p,.

Una clase especial de grupos de isometrias discontinuos es el de los con-
vexos cocompactos, este caso serd interesante para nosotros ya que tendremos
solo una densidad conforme cuya dimension sera la dimension de Hausdorff del
conjunto limite HD(Ar) para las métricas de Gromov, es decir que tendremos
HD(Ar) = or.

Toda esta teoria tiene una aplicacién muy importante y es que nos da in-
formacion sobre la dindmica del flujo geodésico de la variedad X = M/T. Si
tenemos una I'-densidad conforme de dimensién 8 podemos definir la medida
de Bowen-Margulis asociada v* en X, que es invariante por el flujo geodésico.
Decimos que un punto z € X es disipativo para el flujo geodésico G si para todo
compacto A C X existe tg tal que G¢(x) ¢ A para todo t > tg, de lo contrario
diremos que es conservativo. Diremos que el flujo geodésico es conservativo o
disipativo con respecto a una medida en el caso de que el conjunto de puntos
conservativos tenga medida total o cero respectivamente. El resultado principal
del capitulo 5 es el siguiente:

Teorema. Sea 11 una I'-densidad conforme de dimension 3. Entonces tenemos
1. G es disipativo o conservativo con respecto a v*.
2. G es conservativo con respecto a v* si y solo si I es de tipo divergente.

Este sorprendente resultado refuerza nuestra afirmacion sobre el gran interés
que tiene el estudio de grupos discontinuos.

Finamente se incluye un anexo donde se construye con detalle el espacio hi-
perbolico n - dimensional, ejemplo de curvatura constante negativa, y el célculo
explicito de las distancias de Gromov en dimension 2.



2. Variedades de Curvatura negativa

En esta monografia se trabajard con variedades Riemannianas completas,
simplemente conexas de curvatura seccional negativa acotada en —b < k < —1.
Un ejemplo clasico de estas variedades es el del plano hiperboélico que tiene cur-
vatura -1 y dimensién 2. En el Apéndice se hace un estudio completo de los
espacios hiperbdlicos, una generalizacion de la variedad mencionada anterior-
mente.

Consideremos T*M = {(x,v) : ¥ € M,v € T, M} el fibrado tangente uni-
tario de M, para cada (z,v) € T'M existe una tinica geodésica o que cumple
((0),0'(0)) = (z,v), luego definimos el flujo geodésico g : R x TYM — T*M
por gu(w,v) = (o (), o' ().

2.1. Preliminares

Para comenzar daremos algunas definiciones y resultados de geometria Rie-
manniana sin dar las demostraciones. La lectura puede complementarse consul-
tando el libro de DoCarmo [6]. El objetivo de esta seccion es simplemente tener
presente las particualaridades que tienen las variedades Riemannianas con las
que vamos a trabajar.

Definicién 2.1. Una variedad Riemanniana M es geodésicamente completa si
para todo p € M el mapa exponencial estd definido en todo T}, M.

Teorema 2.2 (Hopf-Rinow). Sea M wuna variedad Riemanniana y p € M.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

~

exp,, estd definido en todo T),M para algin p € M.
Los cerrados acotados en M son compactos.
M es completa.

M es geodésicamente completa.

St o

Existe una subsucesion creciente de compactos K,, C M tal que | J,, K, =
M y si g, ¢ K, Yn € N entonces d(p, ¢,) — +oc.

6. Yq € M existe una geodésica vy que une p con q con long(y) = d(p, q).
Corolario 2.3. Si M es compacta entonces es geodésicamente completa.

Si M es una variedad completa (o geodésicamente completa) entonces tene-
mos que las geodésicas estan definidas en todo R, llamaremos rayo geodésico a
la restriccion de una geodésica al intervalo [0, +00).

Teorema 2.4 (Hadamard). Sea M una variedad Riemanniana completa, sim-
plemente coneza con curvatura seccional K(p,0) < 0 Vp € M, Yo C T,M.
Entonces el mapa exponencial en todo punto es un difeomorfismo. En particular
M es difeomorfa a R"™ donde n = dim(M).



Consideremos ahora una variedad M en las hipétesis del teorema de Hada-
mard, notemos que dos puntos de M definen una unica geodésica. Esto sucede
porque dados dos puntos x,y € M el mapa exponencial exp, lleva biyectiva-
mente las rectas en T, M que pasan por 0 en las geodésicas de M que pasan por
z, luego como hay una sola recta que lleva 0 en exp~!(y) existe una sola geo-
désica que pasa por z e y, teniendo en cuenta que consideramos geodésicas solo
a las parametrizadas por longitud de arco. Ademas esta geodésica, llamémosle
o, es globalmente minimizante por el teorema de Hopf-Rinow y resulta ser una
isometria, es decir que cumple d(o(t),o(s)) = |t — s|.

2.2. Borde al infinito

El plano hiperbolico (o disco de Poincaré) tiene un borde como subvariedad
de C, en el caso de H" el borde puede ser visto como la frontera del conjunto
visto en una esfera n-dimensional, pero esto no es claro en el caso general. Los
teoremas anteriores nos permiten generalizar este hecho y definir un borde en
una variedad Riemanniana en las hipoétesis del teorema de Hadamard.

Definicion 2.5. Consideramos el conjunto de rayos geodésicos en M parame-
trizados r : [0, 4+00) — M. Decimos que dos rayos 1 y 79 son asintdticos si la
funcion ¢ — d(r1(t),r2(t)) es acotada. Notaremos por dM al cociente de esta
relacion. Dada una geodésica o : R — M definimos sus puntos limites en OM
como o4 y o_ las clases de equivalencia de los rayos geodésicos r; y ro respec-
tivamente, donde r1(t) = o(t) y r2(t) = o(—t). Es decir que o4 = lim;— 400 (t)

y o4 = lim;, o o(t). Notaremos por M a la union M U OM.

Ahora consideramos en M la topologia cuya base esta formada por los si-
guientes conjuntos

U(x,&,Rye) ={2€ M :2¢ B(z,R),d(0,.(R),0.¢(R)) <&}

Donde o, . indica la geodésica tal que 0, ,(0) =2y 0, .(T)=2zcon T >0y
05 la geodésica tal que 0,¢(0) = x y tiene limite positivo €. Se puede probar
que si dejamos x fijo entonces también tenemos una base de la topologia (ver
del libro de Ballman Lema 2.2 de [1]).



s

Veremos otras dos formas de construir la compactificacion de M, ambas son
equivalentes a las anterior, esto ultimo puede leerse en el Capitulo IT de [1].

Observamos que para cualquier variedad diferenciable M de dimensién n el
espacio tangente 1, M es difeomorfo a la bola unitaria abierta en R™ ya que R®

lo es por el mapa x EN %\zl Entonces si M esta en las hipotesis de Hadamard
es difeomorfo a una bola. Observamos entonces que todas las variedades de esta
forma son isométricas a la bola con cierta métrica Riemanniana para la cual
los diametros son geodésicas. Esto nos permite construir una compactificaciéon

natural de M dada por el encaje de M en B(0,1).

Hay dos hechos que hacen que esta definicién del borde se corresponda con
la anterior por una biyeccién natural. El primero es que dados dos geodésicas
o1y o9 la funcion f(t) = d(o1(t),02(t)) es convexa (Corolario 5.6 de [1]), por
lo que si dos rayos parten del mismo punto entonces se separan, es decir que no
son asintéticos. El segundo es que dado un rayo geodésico 1 y un punto x € M
existe un rayo geodésico ro asintotico a r tal que ro(0) = = (Lema 2.1 de [1]).
Juntando estas cosas tenemos que el conjunto de rayos geodésicos que parten de
un mismo punto es un conjunto completo de representantes de M, lo que nos
da una biyeccion entre la esfera de direcciones en un punto de M y las clases de
equivalencia de rayos geodésicos. Luego es facil ver que la topologia es la de la
bola cerrada.



Otra forma de construir la compactificaciéon es un poco menos intuitiva. Pero
nos servird para introducirnos a las funciones de Busemann.

Definicién 2.6. Consideramos la funcion de Busemann b: M x M x M — R
definida por b(x,y, z) = d(x, z) — d(x,y).

Fijemos un punto y € M y tomemos el mapa b¥ : M — C'(M) definido por
b (x)(a') = b(x,y, ')

Consideramos en C(X) la topologia de convergencia uniforme en compactos.
Decimos que {x, }nen converge a infinito si d(y, x,) — +oo y b¥(z,) converge
en C(M) para algin y € M. Dos sucesiones {z, }nen ¥ {2, }nen son equiva-
lentes si lim,, b¥(x,) = lim, b¥(z),) para algin y € M. Se puede ver que todo
esto es independiente de la eleccién de y. El borde es el conjunto de clases de
equivalencia de esta relacion. El borde de M se corresponde con la frontera del
conjunto bY(M) en C(M), esto da una topologia en M = M UM que no de-
pende del punto y. Con respecto de esta topologia la funcién de Busemann se
extiende a una funcién continua b: M x M x M — R.

Consideremos dos puntos &,7 € dM, cabe preguntarse cuantas geodésicas
existen con estos limites o mejor dicho, bajo que hipétesis tenemos una tnica
geodésica con estos limites. Observamos que oy = ¢4 y 0— = ¢_ si y solo si
d(o(t),s(t)) esta uniformemente acotado para todo t, luego el caso de R™ esto
lo cumple cualquier par de rectas paralelas, por lo tanto no nos alcanza con cur-
vatura no negativa. Sin embargo en curvatura negativa si tenemos la unicidad
buscada, es decir que dos geodésicas diferentes siempre se separan para el futuro
o el pasado, esto también es consecuencia del corolario 5.6 de [1].

Como ya dijimos, nos interesa estudiar las isometrias de M, una observacién
importante que podemos hacer en este punto es que se extienden naturalmente
a homeomorfismos en M. Esto es porque las isometrias llevan geodésicas en geo-
désicas, luego si £ € OM y ~y es una isometria de M podemos definir 7§ = (o) +
donde o es una geodésica tal que o = £. Esta definicién no depende de la elec-
cion de la geodésica o ya que ¢y = o quiere decir que d(o(t),<(t)) esta acotado
para t > 0, luego como v es una isometria también estd acotado d(vyo(t),ys(t)).
La biyectividad es clara, mientras la continuidad se puede deducir de la conti-
nuidad de la funciones que inducen en la bola cerrada.

Lema 2.7. Si {zn}nen y {7, fnen son dos sucesiones en M tal que d(zn,},)
estd acotada y x, — & en M entonces x, — & en M

Demostracion. Supongamos que no es asi, entonces a menos de tomar subsuce-
siones podemos suponer que z), — 1 € 9M ya que no puede haber subsucesiones
acumulando en el M porque de otra forma habria subsucesiones de z,, conver-
giendo en M. Ahora tomemos los triangulos de vertices 0, z,, y ...
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Usaremos la siguiente desigualdad: ¢2 > a2 + b2 — 2a,b,cos6,,. La prueba
de esta puede leerse en [6] (Lema 3.1 del capitulo XII de [6]). Tenemos entonces
que como a,,b, — ooy v, acotada por abajo enteonces ¢, — oo, lo que es
absurdo porque ¢, = d(x,, z),). O

2.3. Funciones de Busemann y métricas de Gromov

Consideramos M variedad Riemanniana completa, simplemente conexa con
curvatura —b < k¥ < —1. Hasta esta seccién nos alcanzaba con curvatura menor
o igual a cero, pero veremos en el resto del capitulo que estas hipétesis seran
necesarias.

Dado ¢ € OM definimos b : M x M — R por be(z,y) = bY(§)(z) es decir
que si x, — £ entonces

Usaremos también la siguiente expresion be (z, y) = lim— 4 ood(x, 0(t))—d(y, (%))
donde o es una geodésica tal que oy = €.

Proposicion 2.8 (Propiedades de la funcién de Busemann). Sean z,y,z €
M &€ oM.

11



1. be (z, y)| < d(z,y)

2. be(x,z) = be(x,y) + be(y, 2).

3. be(x,y) = —be(y, ).

4. Si vy es una isometria entonces bye(vx,vy) = be(x,y).

5. Si o es una geodésica tal que o4 = § entonces be(o(t),o(s)) =t — s.
Demostracion. 1. Es claro a partir de la desigualdad triangular.

2. Sea ¢ una geodésica con o4 = &, entonces

bf('r’ y) + bf(ya Z)

= lim_d(z,0(t) — dly. o) + lim_d(y,0(0)) - d(z,0(0)

t——+oo

= lim d(z,0(t)) —d(y,o(t)) +d(y,o(t)) —d(z,0(t))

t——+oo

= lim_d(z,0(t) — d(z,0(t)) = be(y, 2)

t—+4o0
3. Es claro a partir de la definicién.

4. Si o es una geodésica que termina en £ entonces yo es una geodésica que
termina en ¢, luego

bre(,y) = Jim_d(z,70(t)) - d(y,10(1))

= lim_d(y"'z,0(t)) = d(y" 'y, 0 (1)) = be(y '@y y)
5. be(o(t),0(s)) = lim, 400 d(o(t),0(r))—d(o(s),o(r)). Pero parar > maz{t, s}
tenemos d(o(t),o(r))—d(o(s),o(r)) = (t—r)—(s—r) y entonces b¢ (o (t), o(s)) =
lim, 4ot —7)—(s—7r)=t—s. -

Definicion 2.9. Sean z € M y £ € OM, la horoesfera por x centrada en £ es
el conjunto he(z) = {y € M : be(z,y) = 0}.

Fijemos x € M, si o es una geodésica que termina en & consideramos y sobre
ésta.Tenemos que limy_, 1o be(z,0(t)) = limy—yoobe(x,y) + be(y, 0(t)) = —o0,
de la misma forma lim;—_obe(z,0(t)) = 400, luego la imégen de be(x,.) es
todo R. En conclusién tenemos que toda geodésica que termina en ¢ intersecta
a toda horoesfera centrada en el mismo punto. Sean z,y € M, tomemos una
geodésica o que termina en &, sean o(t) y o(s) los puntos de corte de la imagen
de o con las horoesferas centradas en & que pasan por x e y respectivamen-
te, luego be(x,y) = be(x,0(t)) + be(o(t),o(s)) + be(o(s),y) = t — s. Entonces
ahora para un punto x € M consideramos los conjuntos He(z) de los pares
(p,a’(0)) € T*M donde p esté en la horoesfera de centro & que pasa por x y o

12



es la geodésica que termina en ¢ y cumple (0) = p. Si g es el flujo geodésico
entonces tenemos He(y) = gi, (y,0) (He (7))

Otra cosa a observar es que si v es una isometria de M entonces preserva
el conjunto de horoesferas, es méas, si « € M y £ € OM entonces {yy € M :
be(z,y) =0} ={z € M : bye(yz, z) = 0}. Esto es consecuencia de la propiedad
4 de la funcién de Busemann.

Lema 2.10. Sean x € M y &,( € OM, entonces be(x,y) + by(x,y) es constante
para y en la geodésica de extremos £ y 1.

Demostracion. Sea o la geodésica de puntos limites £ y 7.
be(x,y) + by(z, y)
— it poo(d(, 0 (1)) = d(y, 0(8))) + limy oo (d(, o (8)) — d(y, (1))
= limi—4ood(z,0(t)) + d(z,0(—t)) — d(o(t),o(—t))
Como este limite existe y no depende de y deducimos la tésis. O
El lema anterior nos permite hacer la siguiente definicion:

Definicion 2.11. Sea x € M. Definimos el producto de Gromov centrado en x
entre dos puntos distintos de M como (£|n), = % (be(w,y) + by(z,y)) donde y
es un punto en la geodésica de extremos £ y 7.

La importancia que tiene para nosotros el producto de Gromov es que con
él podemos definir una familia de métricas {d, }.ca en el borde de M por

do(gm) = e -

para £ 10y d.(£,€) = 0 para todo &,n € OM.

Teorema 2.12. Si M tiene curvatura menor a —1 entonces d, es una distancia
para x € M.

Puede leerse la demostracion del teorema anterior para espacios CAT(—1)
en el articulo de Bourdon [2] (teorema 2.5.1). Para ver que efectivamente M
con las hipdtesis que estamos considerando es CAT(—1) puede leerse el libro
de Bridson y Héfliger ([3], teoremas 1A.6 y 4.1). Estas métricas tienen algunas
propiedades interesantes que pueden verse a continuacion.

Proposicion 2.13. Para x € M la distancia de Gromov d, cumple con las
siguientes propiedades:

1. dy(&,n) = exbe@v) (@) g, (€ 1) Yo,y € MVE,n € OM.

2. Si~v es una isometria de M entonces do(v€,vn) = do (&, 1) y luego dy(v€,vn) <
el d,, (€,m).
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Demostracion. 1. Sea z en la geodésica de limites £ y 7, luego

d,(€,n) = e FOWAnw2) _ =B 0ely ) Hbe(@2) o (y,2) by (2:2)
— e Hbew )ty (0.2) = B be (@2 400 (2.2)) — (3 belwm tba ) g (¢ ).

2. Sea nuevamente z en la geodésica de limites £ y 7, entonces vz esta en la
geodésica de limites v y 7.

e (Y€, ) = e~ 3 (bye (Y2, 72) +byn (v2,72)) _ o= 5 (be(2,2) by (2,2)) _ de(&,m)
Luego dy(v6,vn) = dy-1,(6,n) = e3Ce@r D@0 g, (e ) Tuego

por la parte 1 y la primer propiedad de la funcién de Busemann tenemos
d (€, 7m) < "1 d, (€, ).
O
Recordemos que dados dos puntos z e y en M tenemos —d(z,y) < bg(x,y) <
d(z,y) para todo £ € OM, luego tenemos

~d(z,y) < 5(bely) + by(2,9)) < dlay)

y por lo tanto e~ 4@) < ¢3(Ce(@y)+ba(@v)) < ¢d@) y por lo tanto tenemos que
para todo par de puntos &, € OM

e~V d, (&) < dy (€m) < "V d, (E,m)

Es decir que todas las distancias d, son equivalentes.

Definicién 2.14. Dados dos puntos £ y 7 en OM y x en M definimos L, (&, )
como la distancia de z a la geodésica de limites £ y 7.

Mas adelante veremos que la topologia inducida por estas métricas es la
usual en la esfera. Antes veamos otros resultados, una prueba para el siguiente
lema puede encontrarse en el libro de Ghys y de la Harpe [10] (Lema 17 del
capitulo 2).

Lema 2.15. Sea x € M entonces existe una constante A > 0 tal que para todo
par de puntos £ y n en el borde se cumple que |L.(&,n) — (§]n)z] < A.

Proposicion 2.16. Sea x € M. Entonces se cumple lo siguiente:

1. Para todo v > 0 eziste € > 0 tal que si d,(£,m) < € entonces la geodésica
de extremos & y n no corta B(x,r).

2. Para todo k > 0 existe v > 0 tal que si d.(&,m) > k entonces la geodésica
de extremos & y n corta B(z,T).
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Demostracion. Probemos el punto 1, tomemos &, € OM e y un punto en la
geodésica D con limites en estos puntos. Luego

da(€,m) = e~ 2 (be(@y)+by(2y) > o—d(@y)
Entonces d.(&,n) > e~4®.D) Si tomamos € = e~ " entonces tenemos que si
d.(€,n) < € luego e~ ¥®P) < =" y entonces d(x,S) > r. Es decir que la geodé-
sica de extremos £ y 7 no intersecta a la bola B(z,r).

La parte 2 sale del lema anterior, podemos tomar r suficientemente grande
para que las geodésicas que no cortan B(z,r) cumplan (£|n), > log(k) donde
¢ y n son los limites. Entonces si una geodésica con estos limites no corta a la
bola se tiene

do(€,m) = e” M < elosk) —

Lo que es absurdo.
O

Dados x € M y dos puntos £, € OM definimos Z.(£,7n) al angulo formado
por los rayos geodésicos que unen x con £ y x con 7. La siguiente propiedad es
conocida como axioma de visibilidad y puede leerse en el articulo de Eberlein y
O’Neill [7]

Proposicion 2.17. Sea x € M y ¢ > 0, entonces existe r > 0 tal que si
&,m € OM cumplen que la geodésica con limite § y n no corta a la bola B(x,r)
entonces Z,(§,m) < €.

Lo anterior nos permite probar lo que ya anunciamos:

Proposicion 2.18. d, es compatible con la topologia heredada de la topologia
del borde de la bola unitaria en R™.

Demostracion. Sabemos que las métricas d, son equivalentes entre si, por lo
tanto es suficiente probar que la métrica dy induce la topologia del borde de
la bola. Recordemos que estamos identificando M con la bola unitaria cerrada
y los rayos geodésicos que salen de 0 son radios de la bola, luego es suficiente
comparar la distancia dy con la distancia angular /.

Sea ¢ > 0y r > 0 el determinado por el axioma de visibilidad, usando la
parte 1 del lema 2.16 tenemos que existe § > 0 tal que si d.(£,7) < J la geodé-
sica de limites £ y 1 no corta a B(0,r) y entonces Zo(&,n) < €.

Lo que necesitamos para probar la otra parte es ver que si el angulo Zo(&,n)

es chico entonces el producto de Gromov (£|n)o serd grande. Por el lema 2.15

alcanza con ver que si el angulo es chico la geodésica que une los dos puntos

en el borde esta lejos de 0. Esto se deduce de lo siguiente: la geodésica que une

dos puntos del borde con cierto angulo estd mas lejos de cero que en el caso de
curvatura constante K. Esto puede verse en [4].

O
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2.4. Sombras

A continuaciéon vamos a introducir un concepto que serd importante mas
adelante.

Definicién 2.19. Sean z,y € M y r > 0, definimos la sombra O,.(z,y) C OM
como el conjunto de puntos limites de los rayos geodésicos con origen en x que
intersectan B(y, ).

e

O/(x,y)

Veamos algunos lemas que nos resultaran muy ttiles en los siguientes capi-
tulos.

Lema 2.20. Sean z,y € M, r >0 y £ € O,(x,y). Entonces

d(z,y) —2r < be(z,y) < d(z,y)

Demostracion. sea o : [0,+00) — M un rayo geodésico de forma tal que o(0) =
xyor=E&yseaz=o(ty) un punto en este rayo geodésico tal que d(z,y) < r.
Para t > tg tenemos

d(y,o(t)) < d(y,z) +d(z,0(t)) = d(y, z) + d(z,0(t)) - d(z, 2)

< 2d(y, 2) +d(z,0(t)) — d(z,y) < 2r +d(z,0(t)) - d(z,y).

Y luego be(z,y) = limy—syood(x,0(t)) — d(y,o(t)) > d(x,y) — 2r. La otra de-
sigualdad es clara. O
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Lema 2.21. Sea x € M. Para todo y € M — {x} sea 1, el limite del rayo
geodésico con origen en x que pasa por y. Para r > 0 consideramos f(x,r) =

sup{dz(&,my) 1y # x,§ ¢ O,(y,x)}. Entonces se tiene

limp— oo f(z,7) =0

Demostracion. Supongamos que no es cierto, entonces existe € > 0, r, — 0
y dos sucesiones {yn oy en M y {&,}nn en OM tal que &, € OM — O, (yn, T)
y dz(&,my,) > €, para simplificar notaremos 7, = 1, . Por la parte 2 de la
proposicién 2.16 tenemos que si n es suficientemente grande la geodésica de
extremos { — n y n,, intersecta a B(x,r,) lo que contradice el hecho de que

§¢Orn(yn;x) O
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3. Isometrias

Consideremos una variedad Riemanniana X y su cubrimiento universal II :
M — X. El cubrimiento nos permite definir una estructura diferenciable en M.

Si g es la métrica Riemanniana en X podemos definir una métrica Rieman-
niana en M por

- (g)q(v7 w) = 911(q) (qu(U)7 qu(w))

Con esta métrica IT es una isometria. Consideremos I'y el grupo de cubrimiento,
dada v € I'ry tenemos

I (9)q(dgy(v), dgy(w)) = gﬂ(vq)(dwqﬂ 0 dgy(v), dygll o dgy(w))

= QH(q)(dqu(U)y dyI(w)) = 11" (g) 4 (v, w)

Por lo tanto el grupo de cubrimiento I';; actia por isometrias.

Dado un espacio topologico T' diremos que un grupo I' < Homeo(T') actta
discontinuamente en z € T si el estabilizador Stabr(z) es finito y existe un
entorno U de z tal que:

1. v(U) =U Vv € Stabr(z)
2. y({U)NU =@ Vy €T — Stabr(z)

Diremos que la accién es discontinua si lo es en todos los puntos de T, tam-
bién diremos en este caso que el grupo es discontinuo. Es claro a partir de la
definicién de cubrimiento que el grupo I';; de arriba actta discontinuamente y
ademés de forma libre, es decir, el estabilizador de todo punto es trivial.

Si ahora consideramos M una variedad Riemanniana simplemente conexa
y I es un grupo de isometrias de M que actua de forma libre y discontinua,
entonces M/T" admite una estructura natural de variedad diferenciable, si g es
la métrica de M podemos definir una métrica en M/T. Para esto observemos
que IT: M — M/T es un cubrimiento, luego sip € X = M/T'seaqe X, U y
V entornos de p y ¢ respectivamente tal que II|y, : V' — U es un difeomorfismo.
Luego definimos

9 = (MG (@)p(v, w)

Veamos que esta bien definido, si ¢’ es otra preimagen de p por II entonces existe
~v €T tal que v(q) = ¢, luego si V' es un entorno de ¢’ tal que |y : V! — U
es un difeomorfismo y (V) = V'.
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Ahora tenemos
(Ty1)* (@)p (v w) = Gor (dp|37 (v), dpTT[ (w)
= g’yq(dp('Y o H|\_//1)(v)7 dp(7 © H‘\_//l)(w))
Gra(dy (113 (0)), dgy (dp T (w)))
= Gra(dpTT[5 (), dpTI[5H (w) = (T3 * (),

Observamos que las propiedades métricas locales como la curvatura se pre-
servan por el cubrimiento, ademas el grupo I resulta ser el grupo de cubrimiento
del mapa cociente II. Entonces tenemos una relaciéon entre ciertos grupos de iso-
metrias de una variedad Riemanniana simplemente conexa y las variedades que
son cubiertas por esta. Esta serd nuestra principal motivacién para estudiar los
grupos discontinuos.

3.1. Clasificacion

Definicion 3.1. Decimos que una isometria v de M es:
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1. FEliptica si fija un punto en M.
2. Parabélica si fija exactamente un punto en OM.
3. Hiperbolica si no es eliptica y fija méas de un punto en OM.

Toda isometria pertenece a exactamente una de estas clases, para probar
esto hay que ver que toda isometria fija un punto en M y no puede ser eliptica
y parabdlica al mismo tiempo. Lo primero es consecuencia del teorema del punto
fijo de Brower ya que M es homeomorfo a una bola cerrada. Si v € Isom(M)
fija un punto en = € M y fija £ € OM entonces fija la geodésica que pasa por
x y tienen limite £, luego fija también el otro extremo de la geodésica y por lo
tanto no es parabdlica. Una propiedad importante de las isometrias parabélicas
es la siguiente:

Proposicion 3.2. Siy es una isometria parabolica de M con punto fijo & en-
tonces estabiliza toda horoesfera centrada en el punto &.

No daremos una demostracion de esto pero puede leerse en el capitulo II de
[1]. En esta seccién centraremos nuestra atencion en las isometrias hiperbolicas.

Lema 3.3. Sea~y € Isom(M), z € M yr > 0. Entonces para &, € O, (y 'z, x)
tenemos

dy(v€,ym) < e M), (€, m)

Demostracion. dy(v&,vn) = d-1(§,n) = e2(be(@a™ ) tba@y ™ 2 g (¢ ).

Por el lema 2.20 tenemos be(y 'z, z),b,(y 'z ,z) > d(y lz,z) — 2r =
d(z,yz) — 2r, luego be(z,v~'z), by(z, v 'z) < 2r — d(z,vz). Por lo tanto

dy(v€,ym) < ¥ M=), (& )
O

Definicién 3.4. Dada « una isometria de M definimos su largo de traslaciéon
como

I(y) =inf{dx,vz) :x € M}

Proposicion 3.5. Sea v una isometria hiperbolica de M, £ # n dos puntos fijos
de v en OM y x un punto de la geodésica D con extremos £ y n. Entonces (%)
se alcanza en D y no depende del punto x elegido en D. Ademds dado k > 0
™ converge uniformemente a £ fuera de B,(n, k). En particular £ y n son los
inicos puntos fijos de v en OM.

Demostracion. - induce una isometria en D, como ademas los extremos son fijos
sabemos que dicha isometria preserva orientacion. Es facil verificar que las tni-
cas isometrias de R que preservan orientacién son traslaciones, luego como D y
R son isométricas tenemos que y induce una traslacién en D que no es trivial ya
que v no es eliptico, luego esta claro que () > 0 y no depende del punto elegido.

20



Consideramos y € M, es claro que la funcion = — be(y,z) definida en
D tiene imégen (—oo,+00) y es continua, por lo tanto existe z € D tal que
be(y, z) = 0, ademas este es tnico ya que para todo otro punto 2z’ € D se tiene
be(y, 2") = be(y, z) + be(z, 2') # 0. Luego tenemos

be (Y, 7y) = be(y, 2) + be(2,72) + be(v2,7y)

Como v fija § entonces be(vz,vy) = be(z,y) = 0y por lo tanto be(y,vy) =
be(z,72) = d(z,72) = 1(7)-

Finalmente por el lema 2.21 tenemos que existe r > 0 tal que OM —B,(n, k) C
O, (y ™a,x), por el lema anterior tenemos que para todo ¢ € O, (y "z, x) se
tiene

de(7"C, €) = du(v"¢, 7€) < 2710, (¢, €) = 2 A, (¢, €)
O

La propocisién anterior nos dice ademéas que la sucesién v converge a &
exponencialmente. Ademéas tomando v~ ! se ve que el otro punto fijo es repulsor
para . Notaremos por v y v~ al punto fijo atractor y repulsor respectivamente
cuando vy es una isometria hiperbélica.

3.2. Grupos discontinuos de isometrias

Como dijimos anteriormente trabajaremos con grupos de istometrias con
accién discontinua sobre M.

Proposicion 3.6. Si ' < IsomM es discontinuo entonces es numerable.
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Demostracion. Tomamos una bola B(x,r) tal que v(B(z,7)) N B(z,r) = 0,
luego es claro que la érbita de x no tiene puntos de acumulaciéon. Como M es
separable entonces toda orbita es numerable. Ademas como el estabilizador de
todo punto es finito el cardinal de I" debe ser igual al cardinal de cualquier orbita
(en el caso de que sea infinito). O

Definicién 3.7. Sea I' un grupo discontinuo de isometrias de M. Definimos el
conjunto limite como Ap = I'e N dM. Diremos que el grupo I es elemental si el
conjunto limite es finito.

Es claro por el lema 2.7 que la definicion no depende de x ya que los elementos
de T" son isometrias. Si miramos la seccién anterior podemos observar que el
grupo generado por una isometria hiperbélica es elemental y su conjunto limite
consiste en el punto atractor y el repulsor de dicha isometria.

Proposicion 3.8. Sean g y h isometrias hiperbdlicas de M sin puntos fijos
comunes, x € M. A menos de cambiar g o h por potencias de si mismos tenemos
que el grupo T' generado por g y h es libre, discreto y existe un real positivo
k < min{d(z,gx),d(x, hx)} tal que siy €T esy = g1...gn en su descomposicién
reducida como palabra en g y h se tiene

d(xz,vz) > d(z, g12) + ... + d(x, gnx) — nk

Demostracion. Fijamos € > 0 tal que las d,-bolas de radio € centradas en los
puntos fijos de g y h son disjuntos y su unién no cubre todo M. Sabemos que
g "z — g, luego el extremo del rayo geodésico de = a g~ "x esta tan cerca de
g~ como se quiera para n suficientemente grande, por el lema 2.21 tenemos que
a menos de cambiar g por una potencia de si mismo O, (¢~ "z, x) contiene todos
los puntos de 9M — B, (g, €) para todo n. Nuevamente a menos de cambiar g por
una potencia de si mismo podemos suponer I(g) > 2r y g(OM — B,(97,¢)) C
B.(g",e) y seguimos teniendo OM — B,(97,e) C O,(¢g 'x,z). Haciendo lo
mismo con ¢g~',h y h™! tenemos

OM — B,(g9",¢) C O.(g9x,2), OM — B.(h™,e) C O,.(h™ z,x)
y OM — B, (h",¢) C O,(hz,z)
y por otro lado
971 (OM = Bi(g*,¢€)) C Bu(g™€), MOM — By(h™,¢)) C Bo(h™,¢)
y h™Y(OM — B,(h",¢)) C By(h™,¢)
Ademaés I(h) > 2r.

Sea~y = g1, ..., g, una palabra reducida en g y h. Tenemos que probar que v #
Id. Tomamos £ € M fuera de la unién de las d,-bolas de radio € y centros en los
puntos fijos de g y h. Luego g, £ esta en la bola centrada en el atractor de g,,, por
inducciéon v¢ estd en la bola centrada en el atractor de g1, por lo tanto v€ # £

22



y por lo tanto v = id. Ademas en cada paso tenemos Git1---gné € O,,(g;lac,:r)
y luego por el lema 2.20 by, ., 4. ¢(g; 'z, x) > d(g; 'z, x) — 2r = d(z, giv) — 21 y
luego

d(z,vz) = d(y 'z,x) > be(y 'z, 2) be g e, gt g )

Zbg7+1 gnelg; :v:c >degl

Como d(x,~vx) estd acotado inferiormente lejos de cero podemos decir que Id
no es un punto de acumulacién de I', esto implica que I' no tiene puntos de
acumulacion, es decir, es discreto. O

Proposicion 3.9. Sea I' un grupo discontinuo no elemental de isometrias de
M. Entonces T' tiene isometrias hiperbélicas. El conjunto Ar es la clausura del
conjunto de puntos fijos de elementos hiperbdlicos de T y es el minimo cerrado
no vacio I'-invariante de OM .

Demostracion. Sea © € M, & € OM y {Vn}nen una sucesion en I' tal que
Ynx — &. Para cada n sea &, el limite del rayo geodésico que va de = a v, y
1y, el limite del que va de z a v, 'z. Luego tenemos &, — £ y a menos de tomar
una subsucesion podemos suponer 7, — 1 € M ya que OM es compacto.

n,

S

Podria pasar que £ = 7, si es asi consideramos f € I' que no fija £ (esto
lo podemos hacer porque I' es no elemental), luego cambiamos ,, por 7, f 1.
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Es claro que v, ftr = £y (vof 1)t = fyle — fn # & por lo tanto
supondremos £ # 1. Sea € € (0, £d,(&, 7)), por el lema ?? existe 7 > 0 tal que
para todo y # x OM —O,.(y, x) esta contenido en la d,-bola de radio € con centro
en el limite del rayo geodésico que va de x a y. Luego para n suficientemente
grande OM — O,.(v, 'z, z) C B.(n,2¢) y OM — O, (y,z,7) C B,(£,2¢). Por el
lema 2.20 ademds tenemos que para todo par de puntos (1, (e € O, (v, tx,z) se
cumple

Ay (Y1, YnCo) < 2@ MBI (¢, G)

Es decir que 7, es e*~4@m2)q (¢;, ¢)-Lipschitz. Como &, € O, (z,v,) =
YOy (7, 12, ) tenemos que para n suficientemente grande tenemos B, (£,,¢) C
B.(&,2¢) y yn contrae lo suficiente para llevar el didametro de O,(v,, 'z, ) a ¢,
entonces tenemos que 7, es una contraccion en M — B, (n,2¢) que es com-
pleto, luego por el teorema del punto fijo tenemos que -, tiene un punto fijo
atractor en B, (¢,2¢). De la misma forma probamos que ~,, ! tiene un atractor
en B.(n,2¢). Luego 7, es hiperbdlico por tener dos puntos fijos en el borde y
ademas d;(v,+,&) < €, de donde se deduce que Ar es la clausura de los atrac-
tores de los puntos fijos de los elementos hiperbélicos de T'.

Vamos a probar lo que falta, sea F' # () un cerrado I'-invariante en OM y
sea v un elemento hiperbdlico de T', sea £ € F. Luego existe f € IT' tal que
f€ # ~~. Luego tenemos 7" f¢ — v+, luego vT estéd en F. Entonces los puntos
fijos atractores de todos los elementos hiperbélicos de I" estan en F' y luego por
lo que probamos anteriormente Ar C F. O

3.3. Serie de Poincaré

Es interesante entender como crece card{vy : d(x,vyx) > r} con r donde
x € M. Veremos que esto esta relacionado con la siguiente serie:

Definicién 3.10. Sean z,y € M y s > 0, consideremos la serie
Uy(z,y) =Yy e )
yel’

para I' un grupo discontinuo de isometrias, llamamos a esta serie la serie de
Poincaré de T'. Es claro que si la serie converge para sy entonces converge para
todo s > sg.

Podemos notar que

por lo que

e 5d(2Y) gsd(x:2) > o—sd(yy) > o—sd(,2) o —sd(2,7Y)

por lo que las series Us(z,y) es de la misma clase que ¥(z,y), en particular
la convergencia no depende de la primera coordenada. De forma similar vemos
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que tampoco depende de la segunda coordenada:

d(x,vy) — d(vy,vz) < d(z,vz) < d(vy,vz) + d(x,v2)
y entonces

e 3 @72) e5d(7y,72) > gmsd(wyy) > o—sd(z,72) g—sd(vy,v2)

Como 7 es isometria tenemos

e s @2) sd(y,2) » o—sd(zyy) » —sd(2,72) g —sd(y,2)

Luego podemos hacer la siguiente definicién

Definicién 3.11. Definimos el exponente critico de la serie como ér = inf{s €
R : U (z,y) converge}.

Vamos a asumir que dr es finito. Este hecho en curvatura constante se debe
al crecimiento exponencial de vol(B(0, R)), utilizando el teorema de compara-
cion de Rauch puede concluirse para el caso de curvatura entre dos constantes
negativas. En el exponente critico la serie puede converger o diverger, este hecho
serd importante mas adelante.

Definicion 3.12. Decimos que I es de tipo convergente si la serie de Poincaré
Vs (z,y) converge, de otra forma diremos que es de tipo divergente.

Ahora vamos a calcular el exponente critico or.

Proposicion 3.13. Fijemosx ey en M. Para k € N definimos Sy, = card(T'yN
(B(z,k) — B(z,k — 1))), entonces or es igual a § = limsup + log(Sk)-

Demostracion. Si vy € B(x,k) — B(z,k — 1) entonces e~ < e=sd@) <
e=*=1) Tuego U, (z,y) es de la misma clase que la serie

Z Ske_Sk.
k

Entonces para conocer ér solo debemos saber para que valores de s converge
esta serie.

Si s < 0 entonces existe una sucesion estrictamente creciente {ky}nen tal
que s < ﬁlog(Skn) Vn € N y por lo tanto
Sk e~ Skn > Sy 6710g(skn) =1.

Entonces >, Sk, e **» diverge y luego también lo hace Y, Spe™**.

Si s > 0 entonces existe € > 0 y kg tal que s > %log(Sk) + e Vk > ko, lo que
implica que
k
Ske—sk < Ske—log(Sk)—ek — <1)

e
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Luego nuestra serie converge por estar acotada por una geométrica de razén
menor que 1.

En conclusion el exponente de crecimiento de ¥y(z,y) es d. 0
Proposicién 3.14. ép = limsup ; log(card{y € I'/d(z,vy) < k}) con k € N.

Demostracion. Observamos que card{y € I'/d(z,vy) < k} = Zle Si.

Es claro que 6r < lim sup %log(card{v € I'/d(z,vy) < k}) porque %log(Sk) <
Llog(XF | 5)) Vk e N.

Si lim sup %log(Sk) < C entonces existe kg tal que Vk > ko se cumple que
+log(Sk) < C, es decir Sy, < e“*. Luego

k k
1 1 i 1 . log(k) Ck
2 2 : <2 E: ci| cky _ tog(k)  CF
klog (i_l SZ> < klog (i_l e ) < klog (ke ) - + ? —C

Por lo tanto limsup + log(3F_, 8;) < C'y luego lfim sup +log(Sk) < limsup log(3F_, S)).
]

Corolario 3.15. 6p = limsup,_, . 2log(card{y € T/d(z,vy) < r}) con
r € R.

Demostracion. Hay que probar que

lim sup %log(card{’y el/d(z,vy) < k}) =

1
lim sup . log(card{y € T'/d(z,vy) <r}) =L

r—4o0

Es obvio que ér < L. Tomamos r,, — +o0o tal que

1
limsup — log(card{y € T'/d(z,vy) < rn}) = L
3

Tn
Observamos que
L og(eard{y € T/d(z,y) < r}) <
—F— log(car x, rn}) <
[rn] + 1 g v 7Y
]+ 1 log(card{y € I'/d(z,vy) < [rn] +1})

El limite superior del primer miembro de la desigualdad es L mientras que el
limite superior del segundo es dr, por lo que L < dr. O
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4. Densidades conformes

Las ideas que se desarrollaran en este capitulo fueron introducidas por Pat-
terson ([13]) para estudiar propiedades del conjunto limite de un grupo Fuch-
siano en el plano hiperbélico H? y luego generalizadas por Sullivan ([15]) en
dimension arbitraria pero en curvatura constante —1. Aqui trabajaremos en
un entorno ain mas general, consideramos variedades Riemannianas comple-
tas, simplemente conexas con curvatura acotada entre —b y —1. Recordamos la
definicién de densidad conforme:

Definicion 4.1. Consideramos I' un grupo discontinuo de isometrias de M no
elemental y sea 8 un ntmero real no negativo. Sea M(9M) el conjunto de las
medidas de Radon en M. Una T'-densidad conforme de dimensién § es un
mapa p: M — M(OM), x — u,, que cumple:

1. Es I'-equivariante, es decir que iz = fty¢ paratodo yen I'y x en M.
2. Para todo par de puntos x e y de M se cumple pz << iy ¥ oy << [z, ¥

dity

_ o Bhe(y)
@ =¢ Ve € OM

3. Para todo x € M la medida p, estd soportada en Ar.

Observamos en la definicién anterior que como las medidas son mutuamente
absolutamente continuas pedir que todas estén soportadas en Ar es equivalente
a que exista z € M tal que p, esté soportada en Ap. Otra cosa importante a
aclarar es que como las medidas estan soportadas en el conjunto limite podemos
ver las densidades conformes como medidas en este conjunto y no en todo el
borde de M. El resultado principal de este capitulo es el que fue anunciado en
la introduccién, es decir, la existencia de I'-densidades conformes de dimensién
or para I' un grupo discontinuo no elemental de isometrias de M.

4.1. Medidas de Hausdorff

Vamos a introducir ahora los conceptos de medida de Hausdorff y dimen-
sion de Hausdorff, que seran importantes a lo largo del capitulo. No es nuestra
idea dar demostraciones de las propiedades bésicas, para mas detalles puede
consultarse el libro de Mattila [12]. El estudio de conjuntos limites de grupos
Fuchsianos en el plano hiperbdlico fue lo que llevé a Patterson a desarrollar he-
rramientas para calcular o aproximar la dimensiéon de Hausdorff de los mismos,
sin embargo los conceptos que veremos a continuacién tienen una importancia
mucho mas que histérica en el desarrollo de esta teoria.

Definicién 4.2. Sea (X, d) un espacio métricoy S > 0. Sea A C X. Parae >0
consideramos

Hg(A,E) = inf er A C UB(acj,rj),rj <egz;j€A
Jj=1 J

27



La medida de Hausdorff de dimension 5 de A es definida como

HY(A) = lim H(Ae)

Teorema 4.3. Hg es una medida de Borel reqular en X.

Notamos que en principio H 5 no es una medida de Radon en X ya que no
tiene por que ser finita en compactos, sin embargo si tenemos un subconjunto
A de X con medida finita entonces la medida de Hausdorff restricta a A es una
medida de Radon.

Proposicion 4.4. Para 0 < < § < 400 y A C X entonces
1. H3(A) < 0o = H3(A) = 0.
2. HY(A)>0= HY(A) = o
Este teorema nos permite hacer la siguiente definicion:

Definicion 4.5. La dimension de Hausdorff de A es definida como
HD(A) = inf{3: H(A) = 0} = sup{ : HY(A) = o0}

Es importante observar que la dimension de Hausdorff no es un invariante
topoldgico pero si métrico. Veamos algunas propiedades que son claramente
deseables para un concepto de dimension.

Proposicion 4.6. La dimension de Hausdorff tiene las siguientes propiedades:
1. Si AC B C X entonces HD(A) < HD(B).

2. Si A; C X coni €N entonces HD(J, .y Ai) = sup;enHD(A;).

i€N
3. HD(R™) = n y la medida de Hausdorff de dimension n en R™ es la medida
de Lebesgue a menos de una constante.

Luego de habernos familiarizado con estos conceptos vayamos a estudiar las
densidades conformes asociadas a grupos discretos.

4.2. FExistencia

Luego de definidas las densidades conformes es natural preguntarse acer-
ca de la existencia de estas para una dimensién determinada. Veremos que la
respuesta es afirmativa para la dimensién el exponente critico dr definido en
la seccion 3.3, para esto construiremos nuestra densidad conforme utilizando
propiedades topoldgicas del espacio de medidas M (M). También veremos que
or es la dimensiéon mas pequenia que puede tener una densidad conforme. Aqui
aparecerd un resultado que serd fundamental tanto en este capitulo como en el
siguiente: El lema de las sombras. Este nos dara una estimacién para la medida
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de cierto tipo de sombras.

Antes de todo esto utilizaremos las medidas de Hausdorff y la dimensién de
Hausdorff para aproximarnos al problema de la existencia. Para esto necesitamos
métricas en el conjunto limite, estas serdn exactamente las distancias de Gromov
definidas en el capitulo 2. Veamos antes que la dimensiéon de Hausdorff del
conjunto limite para la métrica d, no depende del punto z.

Lema 4.7. Sid y e son dos métricas en X y C > 0 tal que
Ce(z,y) <d(z,y) Ve,y € X
entonces CHP (A) < Hg(A) para todo A C X y 8 > 0.

Demostracion. La desigualdad nos da una relacién entre las bolas con estas
métricas

By(z,r)={ye X :d(z,y) <r} C{y € X : Ce(z,y) <r}
r r
={ye X :e(z,y) < 6} = B.(z, 6)
Luego
{er A C UBd(xi,ri),xi €A r; <e}

C{Xi:r ACUB a:,,c) x; € Ay <€}

Por lo que

mf{z B . ACUBd zi,1i), 15 € A,y < €}

> mf{Zr A C UBE(mi,é),aci e Ar <e}

:inf{Cﬂng :ACUBe(xi,a) z; € A, 5 < 5

B
— OB i . T b
=C mf{;Cﬁ'ACLiJBe(x“C’) xzeA L < }
Luego tomando limites obtenemos la desigualdad buscada. O

Luego podemos concluir que la dimensién de Hausdorff asociado a una mé-
trica es igual a la asociada a otra métrica equivalente y entonces la dimensién de
Hausdorff de cualquier subconjunto del borde de M es independiente de la mé-
trica d,. Otra consecuencia del lema es que dos medidas de Hausdorff asociadas
a métricas que cumplen la hipotesis son mutuamente absolutamente continuas.
El siguiente lema muestra que la familia de medidas de Hausdorff {H 51 Yeens s
Isom(M)-equivariante.
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Lema 4.8. Sea v una isometria de M y B > 0, entonces ’y*ng = ng.

Demostracion. Sabemos que d., (£, 1) = di(v"1€,77 1), luego tenemos
Ba,,(§€) ={n: dyu(én) <} ={n:ds(v 16,77 ) <e}

={y:do(y 'Em) <e} =vB.(v ¢ )

Luego usando la definicién de la medida de Hausdorff concluimos la prueba:

HY (A)=limeoinf{y vl AC|JByu(&,ri) & € Ary < e}

o s . “lg N £ ,
_gg%mf{z:ri ~ACUVB:c(’Y &,1ri), & € Ay < e}
o s . PN ,
= ;%an{ E Tyt AC Y - Bm(’y €Z7TZ)751 €A r < 5}

o B -1 N P
—g;r%znf{zri.v ACUBI(W &, 1),y & €T A <€}

HY (v7'A) = ~.H} (A)
O

Teorema 4.9. Sea I' un grupo discontinuo no elemental de isometrias de M.
Supongamos que ng (Ar) es finita y positiva para © € M, definimos p,(A) =
H,; (ANAr) para todo A C OM boreliano. Entonces {ptz }zex es una I'-densidad
conforme de dimension J.

Demostracion. Es claro que las medidas p, estdn soportadas en Ar y son de
Radon, ademés el lema anterior prueba que la familia es equivariante. Solo
falta verificar el punto 2 de la definicién 4.1, ya sabemos que las métricas d, son
todas equivalentes y por lo tanto las medidas de Hausdorff ng son mutuamente

. HJ
absolutamente continuas dos a dos. Tomemos z,y € M, supongamos que H%* =

f, lo unico que queda es probar que f = e~ (z:v),

Supongamos que son diferentes, entonces existe € > 0 tal que el conjunto
{€€OM : (f(£)5—e @) > ) oel conjunto {€ € M : e 0@V —(£(£))5 > ¢}
tienen medida Hgy positiva, supongamos que el primero tiene medida positiva ya
que el otro caso resulta analogo. Podemos tomar un compacto K C {{ € OM :
(f(€))7 —eb=¥) > £} de medida positiva por la regularidad de la medida. Para
cada £ € K existe una bola B¢ centrada en £ tal que para todo par (,n € B

tenemos

e~ 3 c(@y)+by(@v)) _ g=be(zw)| o~ £

2
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Como estas bolas cubren K entonces existe una de medida Hgy positiva, llame-

mosla Be. En esta bola tenemos que dy(¢,n) < (e7%@¥) 4+ £)d, (¢, n). Por el
lema 4.7 tenemos

be(ma) . Enme
Hj (Bg) < (e e®) +3) "HY (Be) < : fdH],
3

lo que es absurdo, por lo tanto concluimos la igualdad. O

Notamos que una I'-densidad conforme de dimensién O es constante y como
es '-equivariante es invariante por la accién de I'. Entonces el caso de dimen-
sién cero es simplemente el de una medida I'-invariante. Podemos preguntarnos
entonces acerca de la existencia de densidades conformes de dimension 0, la
respuesta no requiere mucho esfuerzo y se da en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.10. No existen medidas U'-invariantes en OM para T' un grupo
discontinuo no elemental de isometrias de M.

Demostracion. Sea v € T hiperbélico (debe existir ya que estamos consideran-
do T no elemental) y sean v, y y_ sus puntos fijos. Supongamos que p es una
medida finita ['-invariante. Sea A =0M —~v_ y B=0M — ~

Por la proposicion 3.5 tenemos que 7" (A) C "' (A) y ademés (e 7" (4) =
{4}y que v™"(B) €y H(B) ¥ Myen 77" (B) = {7-}, luego tenemos

p({v+}) = lim p(y"(A)) = p(A)

y

p({r-}) = lim p(y~"(B)) = u(B)
Por lo que el conjunto {v_, 74} tiene medida positiva. Como p es I-invariante y
las orbitas I'y4 y I'y_ son infinitas (porque I' es no elemental) entonces p debe
ser infinita lo que es absurdo. O

Nuestro objetivo més proximo es probar la existencia de I'-densidades con-
formes de dimensién dr para cualquier grupo discontinuo I'. Para esto vamos a
poner una topologia al espacio de medidas de Radon en M, a la que llamaremos
topologia débil. Esta serd descrita por la convergenca débil. Decimos que una
red {f1q}aep en M(M) converge débilmente a i si

[ fina [ gauvs e ot

donde Cy(M) denota el espacio de funciones reales continuas con dominio M.

El teorema de representacién de Riesz junto con el teorema de Banach-
Alaoglu implican el siguiente lema que serd util més adelante.

Lema 4.11. Los subconjuntos de M(M) de la forma {u € M(M) : C; <

w(M) < Cs}, donde Cp,Cs son constantes no negativas, son compactos con la
topologia débil.
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Veamos algunas otras propiedades de la convergencia débil:

Lema 4.12. Sea {Mn}n_eN una sucesion de medidas de Radon que comverge
débilmente a p. Si A C M es abierto y i, (A) — 0 entonces u(A) = 0.

Demostracion. Sea K C A un compacto. Por el lema de Urysohn existe f :
M — [0,1] continua que vale 1 en K y 0 fuera de A. Luego [ fdu, — [ fdpu.
pero 0 < [ fdu, < pn(A) por lo que [ fdu, — 0y por lo tanto [ fdu =0y
como [ fdp > p(K) entonces pu(K) = 0. Luego como las medidas de Radon son
regulares por dentro en los abiertos se tiene p(A4) = 0. O

Lema 4.13. Si {in }nen y {Un}nen son dos sucesiones de medidas de Raddn
en un espdcio topoldgico M tal que:

1. v, — v débilmente.
2. py << Uy
3. %: = fn es continua.

4. {fn}nen converge uniformemente a f.

Entonces p.,, converge débilmente a p y Z—’; =f

Demostracion. Hay que probar que [ gdu, — [ gfdv, Vg € C(M).

’/Qdun —/gfdl/ = ’/gfndvn —/gfl/
< ‘ [ ssutvn~ [ asdva| + ] [ssan [ asav

El segundo sumando converge a 0 con n, estudiemos el segundo:

‘ / Gfudn — / ofdv,

Como g es continua y X es compacto entonces g estd acotada y por lo tanto
9(fn — f) converge a cero uniformemente, y como v, converge débilmente en-
tonces v, (M) = J 1dv,, converge por lo que esa acotada superiormente por una
constante C, tenemos que

- ‘ [ ot~ pyav,

0< ]/gun = Fdva| <190 — PllC = 0

O

Para construir nuestra densidad conforme estudiaremos por separado los
casos en que el grupo sea de tipo divergente o convergente. Para el segundo caso
necesitaremos el siguiente lema:
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Lema 4.14. Sea T' un grupo discontinuo de isometrias en M de tipo conver-
gente, y € M. Eziste una funcion continua h : Ry — R% tal que:

1.3 er h(d(z,vy))e =) tiene exponente critico Op.
2. La serie diverge para s = dr.
3. Dados z,2' € M la funcion f: M — R definida por
h(d(z,2)) :
£lz) = hda’ ) SPZ€ M
1 sizeoM
Es continua.

Demostracion. Para simplificar llamemos A a la medida > .
De esta forma podemos escribir la serie de Poincaré de I" como

/ NG

Consideremos una sucesion de reales positivos {e, }nen convergiendo a 0. Vamos
a contruir h por induccion, para esto empezamos tomando hg(t) = e y ty = 0,
tenemos

Dd(z’,),y) en R+.

/ho(t)e"sftdA(t) = /e*(5F*ED>tdA(t) = 400

porque dr — g < dr. Luego existe t; > 0 lo suficientemente grande para que
/ ho(f)e="rtdA(t) > 1
[to,t1)

Definimos entonces h en [tg,t1) como hg|y, +,)- Supongamos ahora que tenemos
to < t; < ..<ty,y lafunciéon h definida en [tg,¢,) de forma tal que

/ h(t)e°Ttd\(t) > 1 Vk € {1,...,n}
[th—1,ti)

Sea h,, la funcién que tiene logaritmo afin con pendiente &, tal que hy,(t,) =
lim,_,,~h(t). Esta funcion es hy, (t) = lim,_,,~ h(t)+e*!=") en [t,,, +00). Luego

/ (lim,_,,~h(t) + esn(t=tn))e=0rt g\t < g=entn / e~ Or=en)tdat = 400
tn;+00) " tn7+OO)

por lo que existe t,41 > t, tal que
/ B (e~ tdN(t) > 1
[tnvtn-%—l)

y entonces extendemos h a [tg,tn+1). Luego por inducciéon queda h continua
definida en todo Ry de forma que

S hdta e e = [(t)e5rtare) = +oo

yel’
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Para ver que se cumple 1 repetimos lo hecho en la seccién 3.3 y tenemos que
el exponente critico de la serie es § = limsuplog(h(k)S}). Probemos entonces
que § = or

1 1 1
limsup Elog(h(k)Sk) = limsup z (log(h(k)) + log(Sk)) = limsup Elog(h(k:))—i—ép

Tenemos que dado para todo € > 0 existe kg tal que Vk > kg se tiene h?k(f)l) <
1 + ¢, luego tenemos que h(k) < (14 )*~1h(1). Por lo tanto

1 1
limsup Elog(h(k)) < limsup Elog((l + )k 1h(1))

1 1
= limsup : log(1 + &) + limsup %log(h(l)) =log(l+e¢)
De donde se deduce la igualdad.
Para probar 3 observemos primero que para todo d > 0 se tiene que hglr(i)d )

1 cuando r — +o0. Esto es porque si r € [t,,t, + 1] entonces

1log(h(;(ﬂ;)d)

: ) = S(og(h(r + ) ~ log(h(r)) <

Cuando r — 400 tenemos que n — +oo. Luego h(hr(f)d) — 1.

Es claro que f es continua en M y 0M. Consideremos una sucesion {z, } nen
tal que z, — & € OM. Queremos ver que f(z,) — 1. Como h es creciente
tenemos

h(d(z, zn))
h(d(z,z") + d(z, z,))

h(d(z,z") + d(2', z,,))
h(d(z', zp))

< flzn) <

Por lo observado anteriormente es claro que los extremos de la desigualdad
convergen a 1 ya que tanto d(z, z,,) como d(z’, z,,) tienden a +oo con n. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar la existencia de I'-densidades
conformes de dimension dr para I' un grupo discreto no elemental. El siguiente
es el teorema central del capitulo.

Teorema 4.15. Sea I" un grupo discontinuo no elemental de isometrias de M.
Entonces existe una I'-densidad conforme de dimension dr.

Demostracion. Supondremos primero que I' es de tipo divergente. Fijemos un
punto y € M. Para s > 0y € M consideramos la serie de Poincaré ¥ (x,y)
definida en 3.4. Para s > dr definimos

. 1 J
pe = —— Z e~sd@mp,
Vs(y,y)
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donde D,y es la medida de Dirac asociada a vy.

Consideramos una sucesion {s, },en decreciente a dr, como la sucesion {4, }nen
esta en el espacio de medidas de probabilidad en M y este es débilmente compac-
to existe una subsucesiéon que converge con la topologia débil. Para simplificar
le llamaremos de la misma manera.

Vamos a probar que dados dos puntos x, a2’ € M las sucesiones {us" }pen y
{p57 }nen cumplen con los puntos 2, 3 y 4 del lema 4.13, por lo que si una con-
verge débilmente la otra también y tendremos la derivada de Radon-Nikodym.
Ademaés si esto se cumple como vimos que para y la sucesion converge débilmente
estard probada la convergencia para todo punto.

s 1 —snd(z,vY)
pin = Z e sndl@wp
Vs, (y,9) 2%

1 / '
= Z e~ sn(d@y)=d@' W) gmsnd@ ) p_

Uy

1 —Spbyy(z,2")  —snd(z’ ,vy)
= — e nOvy(:T ) o= sndlTYY) 1)
T, (y.y) ; "

Es decir que
g (A) = / e_s”b'(x’w/)du‘;”f V A boreliano
A

’ . .
Es claro que e~*"?(#:%") es continua. Ademés tenemos que b (x,2’) es acotada
por ser continua en un compacto, entonces

0<Cy<et@=2) <C,vee M

y luego )
0 < Cfn0r < g (Bn=0n)ba(@a’) < Con=0r vy e M

4 . _ ’
Asi que e~ (sn—0r)b.(z.27) converge uniformemente a cero, por lo que e snb.(z,2") _

’ ’ .

e 0rb.(22") — o=0r (¢=(sn=0r)b.(z,2) _1) converge uniformemente a cero y en con-
., —_ ’ . — ’

clusion e~*m0 (") converge uniformemente a e~ort- (=)

Ya tenemos que se cumplen todas las hipotesis del lema 4.13. Por lo tan-
to podemos concluir que para todo par de puntos z,z’ € M las sucesiones de
medidas convergen débilmente a u, y pgr, estas medidas son mutuamente ab-

. o ’
solutamente continuas y % = ¢~ 0rb.(z,27)

Como T' acttia discontinuamente en M se tiene que para todo r > 0 hay
finitos elementos de la orbita de y en B(z,r). Luego como ¥4(z,y) — —+oo
entonces para todo r > 0 tenemos que pir (B(X,r)) — 0. Por el lema 4.12 te-
nemos que (i, (B(x,r)) =0 Vr > 0 y entonces la medida est& concentrada en el

borde. Ademas tenemos que p3"((I'y)¢) = 0 ¥r > 0, nuevamente usando el lema
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4.3 tenemos que p,((T'y)¢) = 0y entonces el soporte de p, estd contenido en Ap.

Definimos entonces la densidad conforme {p;},cnr restringiendo al borde
las medidas construidas. Vamos a probar que es I'-equivariante, para esto sea
el yze M.

Sn —snd(z,yy _ —snd a:,O_l'yy _ —spd(0z,yy _ .8
Oupz = E € ( )D(My = E :e ( )D“fy = € ( )D“/y = Koz

vel yeT vel

Luego 0. pusr — pg,. Ademés

[ o0y = [ goatu) ~ [ g00du) = [ gd(o.1us) ¥ < (i)

lo que quiere decir que 0, u’" — 6,1, débilmente, como la topologia débil es de
Hausdorff tenemos la igualdad buscada.

Lo tnico que nos falta probar para este caso es que el soporte es Ar. Es claro
que para todo x € M la medida pu, es I'-cuasi-invariante, es decir, para todo
v € T se tiene que p,(A) = 0 si y solo si u,(vA) = 0. Luego si A = sop(u,)
entonces vA también tiene medida total y por lo tanto A C vA, peroy 'AC A
también tiene medida total, por lo que concluimos que YA = A, es decir que el
soporte de pu, es I-invariante. Como Ar es el menor cerrado invariante tenemos
que para todo z € M Ar C sop(u,) por lo que el soporte de p es Ar.

Ahora hay que estudiar el caso en el que ¥;.(x,y) < +00. El lema anterior
nos da una funcién h : Ry — R% tal que la serie

y(z,y) = Y h(d(x, vy))e >4
yel’

diverge para s = dp. Luego definimos

1
b= g 3 h(dwy))e 4D
@4 (y,y) % "

Vamos a proceder de la misma forma que antes, asi que consideramos nueva-
mente {s,},en decreciente a dr. Otra vez p;» — p, débilmente (o tomamos
una subsucesiéon convergente).

1
1y = gy D hd(w, yy))em D
P, (v, ) ; Y
1 h(d(z,~y)) e
= h(d(z,yy)e (@) =d@ ) g=snd(@ 9 )
(PSn(yvy) '726;‘ h(d(x’j'yy) ( ( ) »
1 i o
- m Z Fyy)h(d(z',vy)e snb (z,2") p—snd(z ’W)Dw

yel’
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Luego para todo A boreliano se cumple

pg (A) = / femont @) dysy
A

Como fe*S"b-(xvml) es continua para todo n y estas funciones convergen
uniformemente a fe~%r?(*%) tenemos que para 2’ = y se cumplen las hipo-
tesis del lema 4.13 por lo que {pui"},en converge débilmente a p,, ademas

g"f = fe~9rb.(=.2") Lyego para todo par z,z’ € M se cumple que fiy y ftar SOD
Y
mutuamente absolutamente continuas y i fe—orb.(za)

dptgs

La prueba de que el soporte de estas medidas estan en el conjunto limite
es andloga a la del caso anterior. Luego definimos nuestra densidad conforme
restringiendo estas medidas al borde. Observar que como f es constante 1 en
el borde la derivada de Radon-Nikodym de dos de estas medidas es lo que
queremos que sea. Resulta anadlogo probar que es ['-equivariante y que el soporte
es exactamente el conjunto limite. O

Probamos la existencia de densidades conformes de dimension dr, por otro
lado habiamos probado que no hay densidades conformes de dimensién 0, en
conclusion tenemos lo que habiamos anunciado antes:

Corolario 4.16. SiT' es un grupo discontinuo de isometrias de M no elemental
entonces ér > 0.

No solamente no existen densidades conformes de diemensiéon 0 si no que
ademaés no existen de dimensiones menores a dr, vamos a avanzar en esa direc-
cién.

Lema 4.17 (de las sombras). Sea T' un grupo discontinuo no elemental de
isometrias de X, p una I'-densidad conforme de dimension B y x € M. Luego
existe rog > 0 tal que para todo r > rg existe C' > 0 tal que para todo v € T se

tiene 1
56—/%(3:7%) < 1 (0, (2, y2)) < Ce™Pdl@n®)

Demostracion. Como I' es no elemental el soporte de p, no es finito. Sea
& € OM, tenemos g ({£}) < pe(OM). Entonces por la regularidad de p, existe
ge tal que py(OM — By(§,e¢)) > €, donde Bg(,e¢) es la bola de centro & y
rédio ¢ para la métrica d,. Como el borde es compacto podemos cubrirlo por
finitas bolas By (§1,€¢,),-..s Ba(§k,€¢, ). Si ahora p es un nimero de Lebesgue
para el cubrimiento podemos tomar e < § y ¢ < ¢, Vj € {1,...,k} para el cual
se cumple p, (OM — B, (€,€)) > e VE € OM.

Por el lema 2.21 existe ro tal que Vr > rg, Yy € M se tiene que OM —
B(ny,€) C O, (y,x) por lo que p;(O,(y,x)) > €. Ademas tenemos

pz (O (2,72)) = pa(vOr (v, 1)) = sz(or('Y_lx?x))
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= / e—ﬂbs(vflzw)dux(f)
O, (y~tz,x)

Por el lema 2.20 V¢ € O,.(y 'z, z) se tiene d(y~'z,z) — 2r < be(y o, z) <

d(y 1z, ), luego si 8 > 0 se cumple

[ et < [ e 0T g
O, (ylz,x)

O, (v~ tz,x)

[ g
O, (ylz,x)

Luego
e_’Bd(’flx’gc)Mz(Or(’y_lx,33)) < b (O (z,yz)) < e_ﬁ(d(“’ilx’w)_”)um(O,«(’y_l:mx))
Por lo tanto

ce~ B w2) < e (Op(z,yz)) < Mz(@M)egﬁre_ﬁd(flx’x)

Y podemos tomar C' > 0 tal que & < ey C > 1, (OM)e?s", con lo que finaliza
la prueba para este caso.

Para el caso 8 < 0 es similar, tenemos

J - ) g ) < e PO dp ()
O, (v lz,x) O,(v~'z,z)

< €Oy (€)
O, (v 'z,x)

Entonces
ee?? =PI < 1 (04 (2,72)) < pra(OM)e PO 0n)

Nuevamente es facil conseguir el C' adecuado. Sin embargo mas adelante veremos
que el caso 8 < 0 nunca se cumple. O

Antes nos habiamos preguntado para que valores de /3 existen densidades
conformes de dimensién S, habiamos comentado que sin importar el grupo I’
no existen densidades conformes de dimension cero. El siguiente teorema es una
aplicaciéon del lema de las sombras da otro paso en esa direccion.

Teorema 4.18. Si existe una I'-densidad conforme de dimensidn 5 entonces
B > or (consideramos I' con las hipdtesis de siempre).

Demostracion. Sean x € M, rq,C > 0 como en el lema anterior. Para n € N
consideramos I', = {y € T : n — 1 < d(x,yz) < n} recordamos que llama-
mos S, al cardinal de I'y, luego tenemos op = limsup +log(S,). Sean v y 0
en I',, y supongamos que £ € O,(z,yz) N O.(x,0x) con r > ry. Entonces el
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rayo geodésico de x a & tiene un punto y tal que d(y,vx) < r y otro z tal que
d(z,0z) <r,luego como n —1 < d(x,vz) <nyn-—1<d(z,0x) <n entonces
secumple n—1—r < d(z,y) <n+ryn—1—r <d(z,z) <n+r. Como ambos
puntos estan en el mismo rayo geodésico se tiene d(y,z) < 1+ 2r, y usando la
desigualdad triangular concluimos d(vx,fz) < 1+ 4r.

Ahora definimos p = card{y € T, : d(z,yx) < 1+ 4r}, entonces para todo
& € OM se tiene card({y € T, : £ € O,(z,vx)}) < p. Luego

1 1
/u'm(aM) > Mm( U Or(x,'yx)) = /U pd/im > 2;/ Z XOT(:C,’)/QC)dN“I

p O, (z,vx)

yEl, RSN yel'y
_ 1 Z ,U"(O (.23 ’W)) > L Z e—ﬁd(m,'yz) > e*ﬁnS
p xr T b - pC - C n

YE RISIEY

Entonces S,, < pCu,(OM)e™ de lo que se deduce que dr = limsup %log(Sn) <
limsup Llog(pCp,(0M)eP") = . O

Como dijimos al demostrar el lema de las sombras la dimensién de una den-
sidad conforme siempre es positiva, esto implica que el segundo caso discutido
en dicha demostracién nunca sucede. Volvamos ahora a la prueba y observemos
que el tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.19. Eziste ro > 0 tal que para todo r > 1y y v € I' tenemos

112(O (2, 7)) < iz (OM )Pz ym) 20

4.3. Unicidad

Es natural a esta altura preguntarse por la unicidad de la densidad conforme
definida, veremos que esta depende de la ergodicidad. Nos meteremos entonces
en este terreno con el propoésito de mostrar un resultado que pueda darnos
alguna respuesta.

Definicién 4.20. Una medida A es ['-cuasi-invariante si para todo conjunto de
medida cero A se tiene A(y(A)) = 0 para todo v € T.

Observamos que si tenemos una I'-densidad conforme p entonces las medidas
1o es ['-cuasi-invariante.

Definicion 4.21. Sea A\ una medida I'-cuasi-invariante en X donde I' es un
grupo actuando en X. Decimos que la accién de I' es ergddica si los conjuntos
medibles T-invariantes tienen medida cero o medida total, es decir, v(A) =
A Vv €T implica que A(A) =00 A(A°) =0.

Proposicion 4.22. Sila accion de T en X es ergddica para X finitay f : X — R
es medible T'-invariante, entonces f es constante ctp (en un conjunto de medida
total).
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Demostracion. Consideramos los conjuntos Ay = f~1([k,k + 1]) que son I'-
invariantes. Luego como X = |J; o, A ¥ la accion es ergddica entonces solo uno
de estos conjuntos tienen medida total, el resto tienen medida cero, lamemos
a este conjunto Ay,. Ahora consideramos {P, } ey una sucesion de particiones
del intervalo [k, k + 1] tal que P,, C P,4+1 y la norma de P, tiende a cero con
n. Por un argumento anélogo al anterior para cada particién hay un intervalo
cerrado I, tal que f~!(I,) tiene medida total, de esta forma se define una
sucesion de intervalos cerrados encajados cuyo didmetro tiende a cero, luego
Nnen f71 = {c} y por lo tanto f~*({c}) tiene medida total. O

Corolario 4.23. Si f es invariante ctp entonces es constante ctp.

Demostracion. Sea g = f ctp tal que g es I'-invariante, luego g es constante ctp
por lo que f también lo es. O

Definicién 4.24. Diremos que la accion de I' en OM es ergddica para la T'-
densidad conforme si lo es para alguna de las medidas p,.

Como todas las medidas p, son absolutamente continuas entre si tenemos
que los conjuntos con medida cero son los mismos para todo x en M, es decir
que si la accién de I' es ergddica para p,, lo es para p, Vo € M.

Proposicion 4.25. sea {{iztzenms una T-densidad conforme de dimension .
Entonces toda otra T'-densidad conforme {v, }cnr de dimension  es un miltiplo
escalar de la anterior si y solo si la accion de T’ en OM es ergddica con respecto

a {phz fzenr-

Demostracion. Probemos primero (<). Definimos para cada x € M la medida
1 L . . . .

0r = 5(tz + Vz), es facil verificar que estas medidas definen una I'-densidad

conforme de dimension 3, ademés es claro que u, es absolutamente continua

con con respecto a o, consideremos la derivada de Radon-Nikodym Zﬁf = f,

probemos que es [-invariante para casi todo punto segin .

| rdo. - / fda) = / fd0r) = oe(A)) = ic(4) = [ fa,

Esto prueba que f es I'-invariante para casi todo punto con respecto a o,, como
Ly << 0, tenemos que u también es I'-invariante segin u.. Por la ergodicidad
de la accion f es constante para casi todo punto segin p, y por lo tanto p, = ko,
con k constante, ademés k no depende x porque para todo A boreliano tenemos

ay(4) = /A e PPV dg, = /A e PP WD kdp, = kpuy (A)

b [ O, o (4)

Lo que termina la prueba del reciproco.

40



Ahora probemos (=), supongamos que la accién de T' no es ergodica con
respecto a {f.}ren, entonces existe un boreliano T'-invariante A C OM tal
que pz(A) > 0y p(A°) > 0 Vo € M, esto sucede porque las medidas p,
son absolutamente continuas. Definimos entonces o, (F) = u,(E U A), hay que
verificar estas medidas definen una densidad conforme de dimensién S y no es
multiplo de la anterior. Observamos que

E E

ENA

y por lo tanto o, << oy y — e Bb.(z,y)

do,
doy
1:05(E) = 04(071(E)) = po (v (B)NA) = pia (v (ENA)) = py0(ENA) = 010 (E)

Para ver que o, no es multiplo positivo de p,, basta con observar que o,(A¢) =0

Y a(AC) > 0.
O

Corolario 4.26. Sean p y v I'-densidades conformes de dimension 3 que cum-
plen que existe xg € M y constantes C1,Cy > 0 tal que para todo boreliano
A C Ar se tiene

Cl/'LIO (A) < Vg (A) < 02/1'300 (A)

Entonces p = v y es la 1inica densidad conforme de dimensidn [3.

Demostracion. Probemos que la accion de I' es ergodica para v,,. Suponga-
mos que no lo es, entonces existe un boreliano A C Ar I'-inveriante tal que
Vo (A), Ve (A°) > 0, como vimos en el teorema anterior podemos definir otra
I'-densidad conforme o de dimension 3 por o, (E) = v, (ENA), esta cumple que
02, (A°) = 0, pero esto no puede ser ya que fiz,(A°) > % > 0y se tiene
que existe una constante C} > 0 tal que C|p, (A°) < gy (Aci. Esto es absurdo,
por lo tanto tenemos la ergodicidad y luego la unicidad. O

4.4. Grupos convexos cocompactos

Ya probamos la existencia de densidades conformes de dimensién dr para
cualquier I'" grupo discontinuo no elemental de isometrias de M, ademéas pro-
bamos una condiciéon necesaria y suficiente para la unicidad. En esta seccion
probaremos la unicidad bajo ciertas hipotesis para I', esto nos dice que en estos
casos las medidas que construimos en la seccién anterior son exactamente las
medidas de Hausdorff asociadas a las métricas d, de dimensién dr que resultara
ser la dimension de Hausdorff del conjunto limite.

Definicién 4.27. Dado un subconjunto A C M definimos su envolvente con-
vexa como el conjunto de los puntos en las geodésicas con ambos limites en
puntos de A. Notamos C(A) a este conjunto.

Observamos que el conjunto C(A) es I-invariante ya que Ar lo es y las
isometrias llevan geodésicas en geodésicas.
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Definicion 4.28. Un dominio fundamental para la accién de un grupo I' en
Z C M (Z es T-invariante) es un subconjunto D C Z que cumple:

1. D tiene representantes de todas las érbitas por I'.
2. Dos puntos de int(D) no tiene dos representantes de la misma orbita.

Definiciéon 4.29. Sea I' un grupo discontinuo de isometrias de M, decimos
que T' es convezo cocompacto si la accion restricta a C(Ar) tiene un dominio
fundamental compacto.

Vamos a preparar el camino para probar el resultado principal de esta sec-
cion. Primero necesitamos el siguiente lema

Lema 4.30. Sean {{y}zem una densidad conforme de dimension B, x € M y
A C Ar medible. Entonces para ji,-casi todo a € A se tiene:

tz(Bz(a,r) N A)
ta(Ba(a, 1))

Donde By (a,r) es la bola con la métrica d,. Estos puntos a son llamados puntos
de densidad.

limr*)() =1

La prueba del lema se deduce de resultados que pueden encontrarse en 2.8.
y 2.9. del libro de Federer ([8]), vamos a enunciar estos resultados y mostrar
que nuestro caso entra en las hipotesis. Antes necesitaremos definir algunos
conceptos.

Definicion 4.31. Sea X un espacio métrico. Una relacion de cubrimiento en
X es un conjunto C' C {(x,5):x € S C X}.Si Z C X definicmos

C(Z)={S:(x,5) €C conzeclZ}

Diremos que C es fina en z si inf{diam(S) : (z,S) € C'} = 0. Ahora conside-
ramos una medida de borel i en X. Una p-relacion de Vitali es una relaciéon de
cubrimiento V' tal que:

1. V esta incluida en la o-algebra de Borel.
2. V es fina en todo punto de X.

3.8 C CcV,Z cC Xy C esfina en todo punto de Z entonces C(Z) tiene
una subfamilia disjunta numerable que cubre un subconjunto de medida
total de Z.

Definicién 4.32. Dado X un espacio métrico, 4 una medida de Borel en X y
C' una relacion de cubrimiento en X, f : C'(X) — R. Definimos

(O)limsupg—o f(S) = lime_ o+ (sup{f(S) : (z,5),diamS < e})

De forma anéloga definimos (C)limin fs_,. f(S) Si los limites superior e inferior
son iguales definimos decimos que existe (C)limg_,, y vale (C)limin fs_, f(S) =
(C)limsups—a f(5).
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Teorema 4.33. Sea X un espdcio métrico, i una medida de Borel en X, V
una relacién de Vitali y f : V(X) — R una funcion medible tal que

[ 11 < o
E
para todo E boreliano acotado, entonces

fs fdu _
1(S)

La prueba de este teorema puede leerse en [8], ahora utilicémoslo para probar
el lema:

(Mlimgs—, f(x) para casi todo x

Demostracion(Lema 4.30). Primero hay que observar que V = {(¢, B, (&, 7)) :
r > 0} es una relacion de Vitali en M.

Tomamos la funcién y 4 luego tenemos que para casi todo €& € OM se cumple

: pa(SNA) . fs Xadpy
Wims=e = gy — Wlims=eT, (g~
Es decir que para casi a € A tenemos
. e (S N A)
Vlimg_g————+— =1
R )

Es claro que este limite es igual a limrﬁ()% y con esto termina la

prueba. O

La demostracion del siguiente lema puede leerse en el articulo de Coornaert
[5].

Lema 4.34. Sea {{i5}zenm una densidad conforme de dimension 5, x € C(Ar).
Entonces existen constantes C1,Cy > 0 tales que

Mz (B:r (&, 7“))

C; <
1S B

<Cy Vr>0

Lema 4.35. Sea X un espacio métrico separable y ¢ > 0. Podemos elegir un
cubrimiento de X por bolas {B(x;,€)}ien de forma tal que las bolas B(x;, 5)
son disjuntas dos a dos.

Demostracion. Sea F la familia de familias de bolas de rédio § disjuntas, es claro
que cada elemento de F' es numerable porque X es separable. Ordenamos esta
familia por inclusion. Si C' es una cadena en F entonces es facil observar que | C
es una cota superior. Luego existe un elemento maximal en F' y si aumentamos al
doble el radio de las bolas de este elemento maximal obtenemos un cubrimiento
del espacio porque de otra forma se contradice la maximalidad. O
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Teorema 4.36. Sea I" convezo cocompacto, entonces la dimension de Hausdorff
de Ar con respecto a d, es el exponente critico dr. Ademds existe una inica I'-
densidad conforme en OM con soporte en Ar y coincide con la densidad de
Hausdorff en el limite.

Demostracion. Supongamos que {i,}zen es una I-densidad conforme de di-
mension Sy « € C(Ar). Sea A C Ar y By, B, Bs, ... un cubrimiento por bolas
centradas en puntos de A de radios r;, por el lema 4.34 tenemos

65 N HalBi) 1 B)> - B; 5 Ha(4)
2ol =T = g B 2 goneUB) = 5

i

Y por lo tanto tenemos ng (A) > ”T( ) en particular Hﬁ (Ar) > “Téfsr).

Ahora tomemos ¢ > 0 y Bj, Bg, Bs,... un cubrimiento de Ap por bolas
centrados en puntos de Ar y radios ; < € tal que las bolas con los mismos centros
y radios 3 son disjuntas dos a dos (podemos hacerlo por el lema anterior). Luego
tenemos

B

T 2
ZT —2ﬁ2< ) _CIZM C/J’l UB Cl,uz(AF)

En conclusién tenemos H. 51 (Ar) < é—ﬁum(Ap), es decir que u;(Ar) esta acotado
por abajo y arriba por miltiplos constantes de la medida de Hausdorff de di-
mensiéon S de Ar para la métrica d,, pero esta solo puede ser finita y positiva
para S = HD(Ar).

Ademas sabemos que existe una I'-densidad conforme de dimensién dr por
lo que concluimos 8 = HD(Ar) = or. y la medida de Hausdorff de dimension
or es finita y positiva. Concluimos por el teorema 4.9 que {Hgg}zeM es una
densidad conforme.

Nos falta probar la unicidad, para esto usaremos el lema 4.30. Tomemos
A C Ar sabemos que para casi todo a € A se tiene que limrﬁo% =1,

llamaremos L(a,r) al cociente %. Fijamos € > 0 y definimos los

conjuntos A, = {a € A:Vr' <r L(r',a) > 1 — €}. Si consideramos ahora una
sucesién r, — 0 entonces tenemos A, C A, para todo n, ademas (J, A,
tiene medida total en A, por lo tanto

o (A) = ,U:c(U Arn) = limp, (Arn,)

Podemos concluir entonces que para todo € > 0 existe A’ C Ay r, > 0 tal que
pe(A— A" <ey L(a,r) > 1— ¢ para todo r < 7.
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Tomemos ahora una familia de bolas By, Bo, ..... centradas en puntos de A’
de radios r; menores que rg tal que las bolas con los mismos centros y radios
% son disjuntas dos a dos. Luego definimos las bolas B}, By, ..... centradas en
los mismos puntos pero con radios 3, estas son disjuntas dos a dos por lo que

tenemos:

20r

o 5 25F .
Yot G < g R < g B = g

Luego podemos concluir que H(SF (A < %uz (A). Esto todavia no es lo

que queremos, para terminar necesitamos probar que H I' << pg, utilizaremos
un argumento que a esta altura no debe resultar nada novedoso Supongamos
que X C Ar de medida p, nula, como estamos trabajando con medidas de radén
tenemos regularidad por fuera, asi que tomamos un abierto X’ tal que X C X’
y pz(X’) < e, ahora tomamos una familia de bolas By, Ba, ..... como antes, por
el mismo argumento tenemos

20r 20re
e (X)) <
a (X" a

HyH(X) < Hyb (X') <
Esto es para todo € por lo que ng (X)=0.

Si ahora consideramos una sucesion {e,},en que decrece a cero, tenemos
asociada una sucesion {4, },en tal que

1. A, CA
2. u(A—A,) <en

3. Hgi(A ) < a 261“)01 fa:(A)

Ademas es claro que podemos tomar los A,, crecientes. Entonces p, (A—A,) — 0
implica p,(A —U,,(An)) = 0 por lo que Hg: (A -, (An)) lo que implica que
Hgi (A,) — H‘SF (A). Por lo tanto si tomamos limites en el punto 3 tenemos

Hgi (A) < - i T 1z (A). Aplicando el corolario 4.26 tenemos que existe una Gnica
densidad conforme de dimension Ir. O

Corolario 4.37. Si ' es convexo cocompacto entonces Ar tiene dimension de
Hausdorff mayor a cero.

Definicién 4.38. SiT es un grupo discontinuo de isometrias de M decimos que
es cocompacto si tiene un dominio fundamental compacto.

Vamos a ver que los grupos cocompactos son convexos cocompactos, ademés
veremos otra particularidad de estos grupos que tendra que ver con la siguiente
definicion.
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Definicion 4.39. Definimos la entropia volumétrica de M como

1
dp = limsup - log(vol(B(z,1)))

r—00

Proposicion 4.40. Asumimos dp; < +00.Sea I' es un grupo discontinuo de
isometrias de M. Entonces r < 6y < +o0o y si I' es cocompacto entonces
(51“:(5]\4 yAF:(’?M

Demostracion. Fijemos z, sea s > 0 tal que si B(yx,s)N B(x,s) # 0 = vy = .
Sea n = card(Stabr(z)), para r > 0 tenemos

card{y € T : d(yz,x) < r}vol(B(z,s)) < nvol(B(z,r + s))
Entonces tenemos
1 1
3 log(card{y € T : d(yz,z) < r}val(B(z,s))) < - log(nvol(B(z,r + s)))

Tomando limite superior de ambos lados nos queda

or < limsup 1 log(nvol(B(x,r + s))) = dm

r—+oo T

Si I" es cocompacto existe s > 0 tal que M = |
r > 0 tenemos

ver B(yz, s). Luego para
B(z,r) C U B(yz, s)
yel,d(yx,z)<r+s

y entonces
vol(B(z,r)) < card{y € ' : d(yz,z) < r + s}vol(B(z,s))
De donde se deduce que dy; < dr y luego la igualdad.

Solo falta probar Ap = OM. Sea £ € IM y {x,}nen una sucesion tal que
Tn — & Como tenemos un dominio fundamental compacto podemos afirmar que
dado x € M existe para cada n un elemento v, € I tal que d(v,(x),z,) < K
para K constante. Luego tenemos que la sucesion {7, (z)}nen converge a £ por
lo que este estd en OM. O

4.5. Limite Radial

Ya estudiamos el conjunto limite asociado a un grupo discontinuo de iso-
metrias, ahora estudiaremos un subconjunto de este que tiene propiedades in-
teresantes. Més tarde serd crucial para estudiar el flujo geodésico del cociente
M/T en el caso de que T sea libre. Recordemos que estamos trabajando con
I" un grupo discreto no elemental de isometrias de M, donde M es completa,
simplemente conexa con curvatura entre —by —1.

46



Definicién 4.41. Para T" grupo discontinuo de isometrias de M definimos el
limite radial como el conjunto A de puntos £ € Ar para los cuales existe x € M
y € > 0 tal que £ € O.(z,vyx) para infinitos v € T.

Proposicion 4.42. SiI' es discontinuo y no elemental entonces Al es no vacio,
I'-invariante y denso en Ar.

Demostracion. Para ver que es no vacio tomemos v € I" hiperbdlica, luego si x
esté en la geodésica de extremos v~ y 4T entonces para cualquier ¢ tenemos que
vt € O (z,7"z) ¥n € N, entonces v+ esta en el limite radial. Ademas como los
atractores de los elementos hiperbdlicos de I' son densos en Ar es claro que AL
también.

Veamos que es [-invariante. Tomemos vy € I' y £ € A}, sean z y € como en
la definiciéon. Como O (yox,voyx) = 0O (z, yz) entonces existen infinitas de
estas sombras a las cuales pertenece £ y por lo tanto v§ € AT. O

Teorema 4.43. Sea p una I'-densidad conforme de dimension 5. Si I' es de
tipo convergente entonces i, (AL) =0 para xz € M.

Demostracion. Escibimos T' = {v, }»en. Dado € > 0 existe N tal que

3 e fdlema) <
n>N

Por el lema de las sombras existen C > 1y ry > 0 tal que para todo r > rg

Z /u':c(or(fv ’)/nx)) < CGQTBE
n>N
y para 0 < r < rg tenemos

Z pz(Or (2, ynz)) < Z :uz(oro (2, ymx)) < Ce®Pe
n>N n>N

Luego para r > 0 tenemos

ua( () U Or(a 7)) =0

NeNn>N

F=UN U or@ )

r>0 NeNn>N

Observamos que

y luego estd probada la tesis. O

Proposicion 4.44. Una T'-densidad conforme no tiene dtomos en el limite
radial.

47



Demostracion. Supongamos que existe £ € AL con p,(§) > 0.

Primero supongamos que existe un elemento hiperbélico v € T' tal que £ =
4. El lema de las sombras nos dice que existe ro > 0 tal que para todo r > rg
existe C' > 1 tal que

1 n n
—_ e Bd(z"x) < iz (O (z,4"x)) < Ce—Bd(z ")

Esto implica p, (O, (z,y"x)) — 0, pero como & € O, (z,y"x) tenemos que
to(Or(z,y"x)) > pyp(§) > 0 1o que es absurdo.

Existe una sucesion {v, }nen de elementos de 'y z € M tal que lim e be(@me) —
+00. Si £ es un punto parabélico luego Stabr (&) preserva las horoesferas cen-
tradas en &, entonces podemos tomar todos los 7, tal que dos no pertenezcan a
la misma coclase de I'/Stabr(§). Luego tenemos

Z e_ﬁbﬁ(mﬁn Z M 'Yng ,Uac(aM) < 00

neN neN po(€) 7 a(E)

Pero esto es absurdo porque Y, e #be(@7i%) = 400,

Si € no es punto fijo ningtin elemento de I" tenemos

Zefﬂbg(a: YT Z Pz ,-YE < Hx(aM) < 00
Ser yer /~Lar Mx(f)

Lo que nuevamente es una contradiccién. O

Teorema 4.45. Sea ;1 una I'-densidad conforme de dimension 5. Si A C AL
es T invariante entonces p,(A) =0 o p(A) = pu,(OM) para x € M.

Demostracion. Supongamos que p,(A) > 0. Para cada punto de densidad £ € A
existe un C' > 0 y una sucesion {1z };en que converge a ¢ tal que ¢ € O,.(z,yx)

y
pa (O (, ’Yr:lx) NA)
112(Or (2,77 @)

La existencia de estos puntos de densidad se prueba igual que en el lema
4.30. Como A es invariante tenemos lo siguiente:

Pt (Or(@ 7 2) N A) 1, (Or (@, 7,1 0) — 1, (O (2,7, 1) — A)
1y, (O (2,70 ) fy1 4 (O (2,7 1))

fOr(m,“/;lz) Aeiﬁbf(z”y;lm)dﬂx(f)
ot oy © P a0

T Yn T)

1—
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Por el lema 2.20 tenemos que si £ € O,.(z,7, 'z) entonces d(z,v, ') —2r <
be (2,7, ') < d(x, 7, '), luego

e~ Bd@n @) < o= Pbe(wy7) < o= Bld@y ' 2)=2r) e ¢ O, (z,7 1)

Es decir que existe una constante C7 > 0 tal que

O ) 1 A) (0, (e n) — A
— Z 1= WU —
Mvglx(or(JJ‘,'Yn 1$)) Mm(OT(xa’}/nlm))

Luego como
po (Or (2,7, ') N A)

= 1
112 (O (2,77 )
tenemos o . 4
pa (O (2,7, fz— ) o
,ua:(or(xvf)/n -T))
Y entonces para n suficientemente grande
1 (Op(z, 7, tz) N A
popta(Orla e} 0 )

/’L'y;lw(or(x’ ’y;lx))

Sea myg es la medida del 4tomo més grande de . Por el lema 2.21 tenemos
que para todo £ > 0 si r es suficientemente grande entonces

101, (0 (2,7, 2)) = p12 (1 O (2,7, ) = 12 (O (Y, @) 2> 1 (OM ) —mo—e

Combinando esto con lo anterior tenemos

pa(A) 2 pa(Or (@, 2)NA) = (1=E)lg =1 (4 1y = (176) (e (OM) —mo —¢)

Y entonces

fz(A) = pa(OM) —mo
Si p. tiene algiin dtomo v con p,(v) = mq entonces pi (V) = py-1,(V) =
e’b”(flz“)um (v), es decir que yv también es un atomo de p,. Por la desigualdad

anterior alguno de los puntos v o yv estan en A, lo que contradice la proposicién
anterior. O

Corolario 4.46. Supongamos que eziste una I'-densidad conforme p de dimen-
sion B tal que py,(AL) > 0 entonces:

1. pa(AT) = pa(OM).

2. T es de tipo divergente.
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5. Aplicacién: Medidas de Bowen-Margulis

Las densidades conformes en dM nos pueden dar informaciéon acerca del
flujo geodésico en M /T = X con I' actuando libremente en M. Sea g; el flujo
geodésico en el fibrado tangente unitario T'M. Es facil ver que la accién de I’
conmuta con el flujo geodésico: Sea o una geodésica tal que o(0) = x 'y 0’(0) = v,
luego o es una geodésica y yo(0) = vz y (v0)'(0) = dy,y(v), entonces

9:7(x,v) = g:(70(0), (v0)'(0)) = (o (1), (v0)' (1))

= (Y0 (1), dyoyv(0” () = (0 (t), 0" (1)) = vge(2, v).
Luego tenemos lo siguiente:
Proposicién 5.1. T'M/T es el fibrado unitario de X y si Gy es el flujo geodé-

sico en T X entonces G411 = lg;, donde I1 : T*M — TYM/T es la proyeccion
al cociente de la accion de T.

Demostracion. Sea Il : M — X la proyeccion al cociente . Para prbar lo primero
vamos a definir un mapa F : T*M — T X por F(p,v) = (II(p), dpll(v)). Es cla-
ro que F es invariante por la accion de I' y al pasarlo al cociente resulta biyectivo.

Observamos que haciendo esta identificacion TI(p, v) = (II(p), d,I1(v)). Aho-

ra sea (p,v) € T'M, & la geodésica determinada por este punto, o = II5 es la
geodésica determinada por II(p, v).

Gi(Il(p,v)) = (a(t),0"(t) = (L5(1), (115)' () = (IL(5(1)), dpT1(5"(¢)))

=T1(5(t), 5 (t)) = Mg (p, v)
O

Observemos que el conjunto orientado de geodésicas en M puede ser identi-
ficado con el conjunto 9*?M = OM x OM — A donde A = {(£,€) : £ € OM} y
de esta forma darle una topologia.

Tomemos una medida A en %M, consideramos ahora la medida A=A®@dt
en T'M. Esta medida es invariante por el flujo geodésico.

Si X es invariante por la accién de I' entonces podemos considerar una medida
Aen T'M/T donde si A € T*M/T es tal que yAN A = () Vy € T entonces
A(A) = A(A), donde A es un levantado de A. Ademés si A € T*M/T es un
conjunto como antes

MG1(A)) = NG(T1(A)) = A(TT(g:(A)) = A(g:(A)) = A(4)
Es decir que A es invariante por el flujo geodésico G.
Consideremos ahora p una I'-densidad conforme de dimension 5. A partir de

esta vamos a construir una medida en 7' M/T" invariante por el flujo geodésico
utilizando lo visto anteriormente, para esto veamos la siguiente proposicién:
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Proposicién 5.2. La medida de Radon d;*Pd(p, @) en 0> M es I'-invariante
y no depende de .

Demostracion. Veamos que es I'-invariante

/ dI_QBd(Mw@/J/x):/ (o (€, m) "> d(1(€) ® pa(m)) =
(4)

~7(4)
/A (de(¥€' ;1) 2P d(ps (7€) @ pa(ym')) =
[ a2 0 e T D, (€)@ )

[ et s T e 4 (¢ ) e 0 eI O D 1y (€)  ) =
A

/ (Ao (€, 7)) P d(j12(€) ® pial)) = / 45 d(j1y ® 1)
A A

Ahora que no depende de x

/ d;%d(ﬂy ® py) = / (dy (&, n))_Qﬁd(My(i) ® iy (1))
A v(A)

/A (e2elenToalew) g, (¢, )P e P2 =002 11, (€) @ pua(m)) =

/ dx_Qﬁd(Mz ® fiz)
A

Definicion 5.3. La medida de Bowen-Margulis asociada a u es la medida
vt = (d P d(pe @ pa))

definida en T*M/T. Usaremos la misma notacién para la medida (d;?’d(u, ®
fha))-

Definicion 5.4. Consideramos T : R x X — X un flujo continuo en un espacio
topologico. Decimos que z € X es disipativo si para todo A C X compacto
existe to tal que Ti(x) ¢ AVt > to, de otra forma decimos que x es conservativo.
Denotamos por CT y DT a los conjuntos de puntos conservativos y disipativos
respectivamente. Diremos que el flujo 7' es conservativo con respecto a una
medida A si A(DT) = 0, diremos que es disipativo si A(CT) =0

Observar que ser disipativo para una medida A no implica ser conservativo
para .

Proposicién 5.5. El conjunto conservativo de Gy en T'X es el cociente por T’
de (OM x A} — A) x R.
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Demostracion. (z,v) € T'X un punto conservativo, o geodésica en X tal que
o(0) = 2y ¢/(0) = v, sea ¢ un levantado de o en M. Como (z,v) es con-
servativo existe un compacto K C T'X y una sucesion ¢; — +4oo tal que
(o(t;),0'(t;)) € K. Sea ahora K C T*M tal que II(K) = K un entorno compac-
to de (5(0),5'(0)). Luego para cada i existe v; € T tal que (5(t;),5'(t;)) € v K.
Si tomamos 7 tal que B(5(0), ) incluye la proyeccion de K sobre M. Entonces el
rayo positivo de o intersecta a las bolas B(v;(c(0)),7) y por lo tanto o™ € A},
es decir que con la identificacion que habiamos hecho el punto (z,v) esta en
(OM x AT —A) xR/T.

Tomemos ahora (z,v) en (OM x Al — A) x R/T', es decir que si o es la
geodésica en X determinada por (z,v) entonces todo levantado de o a M tiene
limites en OM x Ap. — A. Esto quiere decir que existe un puntox € M, r >0y
una sucesion {7y, tnen de elementos de I tal que la imagen de un levantado & de
o intersecta a las bolas cerradas B(yz,r) = vB(x,r). Es decir que existe una
sucesion t; — +oo tal que o(t;) € U(B(z,r)). Luego (o(t;),0'(t;)) € T*B(z,r)
que es un compacto de T'X. Por lo tanto (z,v) es conservativo. O

Proposicion 5.6. Si i es una I'-densidad conforme de dimension 3 con u,(AL) >
0 entonces GG es conservativo con respecto a la medida v".

Demostracion. Por el corolario 4.46 se tiene i, (A}) = p, (0M). Es claro que el
conjunto disipativo tiene medida nula porque

/ 477 (€ e €) © () = 0
(AL)exAr—A

O

El siguiente lema es una versiéon general del lema de Borel-Cantelli, sera
utilizado en la prueba del teorema central del capitulo. Es probado por Sullivan
en [16].

Lema 5.7. Sean P una probabilidad en un conjunto Z y { Ay, }nen una sucesion
de sucesos tales que:

1. ¥, P(A,) =
2. Eziste C > 1 tal que P(A, NA,;,) < CP(A,)P(A,) paran #m
Entonces P(limsup A,) > 0.

Teorema 5.8. Sea p una I'-densidad conforme de dimension 5. Entonces te-
nemos

1. Gy es disipativo o conservativo con respecto a v*.

2. G es comservativo con respecto a v* si y solo si I' es de tipo divergente.

92



Demostracion. Supongamos v*(C%) > 0 entonces
/ 4726 e €) © pa(4) > 0
(OMxAL—A)

y luego
(1o © ) (DM x Af — A) > 0

y entonces p,(A}) > 0. Por la proposicion anterior G es conservativo con res-
pecto a v* y luego 1 estd probado.

SiT es de tipo convergente entonces el teorema 4.43 nos dice que i, (A}) =0

por lo que
(pz @ pz)(OM x AT — A) =0

y luego v#(C%) = 0, es decir que G es disipativo. La parte dificil de la prue-
ba es ver que si I' es de tipo divergente entonces el flujo geodésico es conservativo.

Fijemos un punto x € M, sea ty la medida del &tomo mas grande de p,.
Consideremos Cy = 1 (p,(OM) —to) y

Al(va) = U OR('Z"I)

z€B(y,R)
Por el lema 2.21 tenemos que existe R > 0 tal que para todo y € M se tiene
pa(A1(y, R)) > Ch

Sabemos que hay finitos v € T" para los cuales yB(z, R)N B(x, R

,R) # (. Con-
sideremos entonces el conjunto I'y = {y € I : vB(z, R) N B(z, R) }.

)
0
Ahora consideremos el conjunto

As(y,R)= | Orl(zy)
z€B(z,R)
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Ay R)

Ayly, )

Notamos que para v € I'y tenemos Aj(y 1z, R) = v 1As(yx, R), luego
pz (v Az (yz, R)) > C;. Tenemos también

pa (Do (v, R)) = piy-15(y ' Az(yz, R)) = / e P e g (6)
Y185 (v, R)

Por el lema 2.20 sabemos que si z € B(y~'z,R) y £ € Og(z,z) entonces
d(z,x) — 2R < be(z, x). Entonces tenemos

d@,y @) -3R < d(w, 7 "0)—d(z,y " 2) 2R < be(z,2) = be(y ", 2)~be(7 2, 2)

Y entonces bg(y 'z, ) > d(x, v 'z) — 4R. Esto implica

Cre~Bd@r2) < f12(Ao(yz, R)) < ’uz(aM)e[MRe—ﬂd(x,’yx) Vy el

Consideremos ahora O = T'B(z,R) y O = II(O). Tomemos v € I'y, las
geodésicas determinadas por los vectores de OﬂG‘d(”C”“”)(vON) tienen sus limites
en A;(yz, R) x Ag(yz, R) — A). El largo de los segmentos geodésicos en O esté
acotado por Cy > 0, ademés d(Az(vyz, R), A1(yz, R)) > 0. Luego tenemos

(O Nng 11 (v0)) < Cy / A d(pe @ pi) <
Ay (yz,R)XAs(yz,R)—A
Cad(Asz(z, R), Ar(z, R))pa (A1 (v, R))pa (A2 (v, R)) =
Cod(Ag(z, R), Ay (2, R))C pig (OM )ePAEe=Pd@nw) — Oy e=hd(@aa)

Aumentando R si es necesario tenemos por el mismo argumento de arriba
que existen constantes C3, Cy > 0 tal que

Cae™ P17 < iy (As(ya, R/6)) < Cse™ P17 vy €T
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iz (A1(y, R)) > C
5

Ahora tenemos que el largo de las geodésicas que pasan por O =T'B (x, %
estd acotada por abajo por %. podemos observar que las geodésicas que tienen
sus limites en Aq(yz, R/6) x A1 (yz, R/6)— A quedan determinadas por vectores
de O’ N g=4=72) (4O"), luego

> / d;2Pd(py @ pa) >
2 JAs(va,R/6)x Ay (var,R/6)—A

5 Diam(OM) " 1, (83 (v, B/ (1 (17 7/6))

 Diam(OM) = Cae= P00y = o P10
En conclusién tenemos
Coe P1@™) < (O N g~ =77 (70)) < Cge =77 vy €Ty

Ahora tenemos que existe una constante K > 1 tal que si d(z,vx) € [n,n)
con n € N entonces tenemos

K1~ Bd(zyx) < Vu((j mgfn(,YON)) < Ke—Bd(zz)

Como T es de tipo divergente tenemos

> v(0ng "(y0)) =+

n=1

Ademaés observemos que si N = card{y € T : yB(z, R) N B(x, R)} entonces
vi(A) < Nv#(TI(A)) para todo A boreliano en T*M. Por lo tanto también
tenemos

i V(O NG(0)) = +oo

Definimos una probabilidad P en O como P(A) = Zigég y notamos E, =

O N g~ "(0), este conjunto es interpretado como el evento de volver a O en
tiempo n. Luego tenemos

P(En) _ I//"’(O N an(O)) < yl‘«(o N gfn(l-wé))

V“(O) - NV“(O)

Recordamos que P(E,+m N E,) = P(E,)P(E,+m|E,), usando la desigual-
dad

ay+az + ... +ag a; .
<maxr{—=:1<j<k
by +ba+ ...+ by — {bj =J= }
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tenemos

iP(En+m|En) < v (O N g7"~(FO~) N g*f’m(FO)) _ (IO N g"~(é) N gjm(FO))
N v(0ONg—(T0)) v(TONgn(0))
V0 Ng"(0)ng ™(r0) _ v*(ONg"(y'0)ng "(I0))
a vi(vO N g™(0)) vH(ONgn(y10))

Donde v es el elemento que maximiza el cociente.

Sea ahora Ty = {a € T : O N g"(y'O N g~ (a0)) # 0}. Por un argumento
como el de arriba podemos encontrar una constante C7 > 0 tal que para todo
a € I's se tiene

1. v*(0ONg™"(v'ONg~™(a0))) < (g™ (v 10)Ng~"(a0)) < Cre~Blntd(w.ax),
2. (0N g"(y10))) > C7te P,

Luego tenemos

Hon gn(,}/lé N g_m(FO))) < Z Cre—Bnt+d(@ax)

acly
< Cre™™P Z e Pd@ar) < oL e P Z (0N g~ ™(a0))
acls aecl'y

< CrKNe ™ (0N g ™(0)) < CrKNe "Pui(Ong~™(0))
< CKN?e ™ (0N G~™(0)) < CrKN?e "PuH(ONG~™(0))P(E,,)
Y entonces
CrKN2e="Pu (O N G~™(0))P(E,,)
C;tenb
Es decir que P(E,+m N E,) < CP(E,)P(E,,) para una constante C > 0.

Por el lema anterior la probabilidad de que se den infinitos F,, es mayor a cero.
Por lla parte 1 el flujo geodésico es conservativo.

= C2KN?P(E,,)

1
~P (B En)

O
Corolario 5.9. p;(A]) = pz(Ar) si y solo si I' es de tipo divergente.

Demostracion. Ya teniamos por el corolario 5.6 que si p, (A}) = pg(Ar) enton-
ces I' es de tipo divergente.

Si T es de tipo divergente entonces G es conservativo, es decir que v*(C%) >
0 entonces
(e ® pz)(OM x Ap — A) >0

Y entonces p;(A]) > 0, por lo que p(A]) = py (OM). O

Del teorema 5.8 podemos concluir que los grupos cocompactos son de tipo
divergente ya que M/I" es compacto.
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A. Apendice: Espacios Hiperbélicos

Consideramos el conjunto H" = {z = (21, ...,2p-1,t) € R"/t > 0}. Escri-
biremos z = (x,t) y llamaremos altura de z a t. Ponemos en H" una métrica
Riemanniana, a la que llamamos métrica de Poincaré, de la siguiente manera

<v,w >

Pz, (v, w) = e

Llamamos a H"” el espacio hiperbdlico de dimensién n. Este es un ejemplo de
variedad completa, simplemente conexa y con curvatura negativa, mas precisa-
mente con curvatura constante —1, la prueba de esto ultimo puede leerse en [6].
Al igual que en el caso de dimensién 2 nos interesara ver H"™ como subconjunto
de R" = R" U {o0} = S™ la compactificacién del espacio euclideo.

A.1. Transformaciones de Md6bius n-dimensionales

Definicién A.1. Definimos el grupo de Mobius (n — 1)-dimensional M"™ como
el grupo de difeomorfismos de R™ generado por:

1. Traslaciones: (z,t) + (z +a,t) con a € R*™! y oo+ oo.
1. Rotaciones: (x,t) — (r(x),t) con r € Q"1 y 0o + o0,
1. Homotecia: z +— Az con A > 0y A # 1. 0o — 0.

1v. Inversién: z — ﬁ, 0 ooy oo+ 0.

Donde Q™! es el grupo de operadores ortogonales en R" 1,
Observacion A.2. H" es invariante por M"™.
Proposicion A.3. M" actia en H™ por isometrias.

Demostracion. Alcanza con ver que los generadores son isometrias.

El diferencial de una traslacion es la identidad, ademas la traslacion preserva
la altura, por lo tanto es claro que es una isometria. Algo similar es lo que pasa
con la rotacién, esta es lineal por lo que es igual a su diferencial. Ademés es
ortogonal y preserva altura, por lo tanto es una isometria.

Veamos que las homotecias actian por isometrias. Sea A > 0,A # 1y f la
homotecia por A\, como es lineal f es igual a su diferencial en cualquier punto.
Verifiquemos que es uns isometria:

Av, A
1o (V). F(w) = =T = by (v, )
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Veamos ahora que la inversién f es una isometria, primero hallamos el diferen-
cial. Consideremos f = (f1,..., fn) v © = (21, ..., ), entonces tenemos

afm( ): (Slcim . 22T,

Iy > faf
donde Ogp, = 1sik = my Op, = 0si k # m. Luego si v = (v1,...,0,) ¥
w = (w1, ..., w,) son dos puntos de R™ entonces

< dyf(v),dp f(w) > 2|t

2
Th

pf(z)(da:f(v)’ dwf(w)) =

Tenemos

<A f(0), o f(w) = (30 (2L - By NS (i 2
i — =1

.

- di1 2x;x1 - din 2x;n
Sy B B
i=1 =1

n

2:513:1 Up "\ 2w,
< (G ~ 2 (o e Tz = 2 (oo

i=1

n n
w1 2x;x1 Wy, 22,2,
— = E iy ey 5 — E ;) >
(p ~ 2 (e o — 2 )

=1 i=1
" 2x;x1 ~ 2, 1
(or = 3 (s wn = 2 (gt > 7
i=1 =1
i 2x;T a—_ 2z,
_| |4(<v,w> ZZ(W)“}“)’C ZZ( |z[2 Jviwi
k=11i=1 k=1 i=1
L L L VR T
ey
imh=1im1 F
_ [ ik G (22 4 4 22)
| |4(<v,w>—422(‘ E )wlvk+4zz o w;vk)
k=1i=1 k=1 i=1
= W < v, w >
Entonces py () (dz f(v), do f(w)) = % = pz(v,w). O
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Definicién A.4. Sea f es un difeomorfismo de R™. Decimos que f es conforme
en p € R el diferencial D, f es un miltiplo escalar de una matriz ortogonal. f es
conforme en oo si fj es conforme en 0 donde j es la inversién, y f es conforme
en f~1(c0) si jf lo es. Decimos que f es conforme si lo es en todo punto.

Es claro que si f es conforme entonces preserva dngulos, la siguiente pro-
piedad muestra que al igual que los elementos del grupo de Mdbius preservan
angulos como lo hacen las transformaciones de Mobius clasicas.

Proposicion A.5. Los elementos del grupo de Mdbius son conformes.

Demostracion. Basta probarlo para los generadores.

Las traslaciones, rotaciones y homotecias son claramente conformes en R™.
En la proposicién anterior se ve que la inversién tiene diferencial maltiplo de una
matriz ortogonal en R™\{0}, ademas es evidente que la inversion es conforme
en 0y co. Si f(00) = co entonces f es conforme en co si jfj lo es en cero. En el
caso de f es una rotacién tenemos que conmuta con j por lo que f es conforme
en oo si lo es en cero. Para f homotecia tenemos lo siguiente:

S-S D D V- | S
]f]<Z)_jf(W)_](‘Z|2)_ |Z‘2 >\2|Z|2 - A

Es decir que la conjugada de una homotecia por la inversién es otra homotecia
y por lo tanto conforme en cero.

Solo falta ver que las traslaciones son conformes en co. Sea g(z,t) = (x +
a,t) con a = (ay,...,an—1), queremos ver que jgj es conforme en cero. Sea
gr(x,t) = (x + (0,..,0,a,0,.,0),t), tenemos que ¢ = ¢1g2...gn—1 y entonces
j9j = jg1j...jgn_1J por lo que alcanza probar que jgij es conforme para todo
k.

Sea P; el plano generado por e y e, vectores de la bése canénica de R”.
Luego gr v j dejan Py invariante. Sea T : R™ — C la transformacion lineal
ortogonal que lleva {ey,e,} en {1,i}, la funciéon i : C — C definida por

¢

h(¢) = Tjgri(T|p) "' () = i1

tiene derivada 1 en cero y por lo tanto el diferencial de jgj|p, es la identidad en
cero. Como el mapa actia como la identidad en las otras direcciones tenemos
que Do(jgrj) = Id y entonces g es conforme en oco. O

Podemos considerar la accion de M™ en R"~! ya que el borde de H" es
invariante por el grupo. De esta forma M? es el grupo generado por las trans-
formaciones de Mobius en C y la conjugacion.

Hay una inyeccién natural de M™ en M"*!. Si g es la traslacién por a =
(a1, ...,a,_1) en M™ podemos definir ¢’ en M"** como la traslacién por (ay, ...a,_1,0).
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Si es una rotacion (x,t) — (r(z),t) entonces ¢’ es (x, Ty, t) — (r(x), z,,t). Para
g homotecia o inversion la definicion de ¢’ es la obvia.

Podemos ver que la restriccién de ¢’ al borde de H"*! es g. Ademas ¢’
preserva H"*!. También podemos decir que g # Id = ¢’ # Id y ademas (Id)" =
Id ya que es la identidad en R™ y preserva H"*1,

A.2. k-esferas

Definicion A.6. Una k-esfera en R™ es una esfera de dimensién k en R™ o
un plano de dimensién k unido a co. Una 0-esfera es simplemente un conjunto

{z,y}.

Proposicién A.7. Los elementos de M" preserva la familia de k-esferas en
R para k=0,...,n — 2.

Demostracion. Nuevamente lo probaremos para los generadores, ademaés es su-
ficiente probarlo para £ = n — 2 ya que para dimensiones menores las esferas
son intersecciones de esferas de dimensién mayor.

Por ser isometrias las traslaciones y rotaciones preservan en R”~! preservan
hiperplanos e hiperesferas. Es fécil ver que las homotecias también. Falta pro-
barlo para la inversion.

Un hiperplano que pasa por el origen es el conjunto de puntos = (z1, ..., Tp—1)
que satisfacen ), ., . | @m@y, = 0, este es mapeado por la inversion en si mis-
mo. Un hiperplano cualquiera es determinado por la ecuacién

Z AmTm =bconb #0

1<m<n-—1

es mapeado por la inversion en la hiperesfera determinada por la ecuacién

b Z xfn— Z AT = 0.

1<m<n-—1 1<m<n—1

Una hiperesfera que pasa por el origen determinada por

Z (T — a)? =12

1<m<n-—1

donde

es mapeada en el hiperplano



y la hiperesfera dada por

Z (T — a)? =12

1<m<n-—1

es mapeada en la hiperesfera determinada por

(r? — Z az)|x* + 2 Z ATy —1 =0

1<m<n—1 1<m<n-—1
O

Definicién A.8. Un nido o conjunto anidado de esferas en R ™! es un conjunto
de esferas Sy C S7 C ...S,, —2 donde Sj es una esfera de dimensién m y divide a
Sk+1 en dos discos. Decimos que el conjunto estd orientado si Vk € 0,...,n — 2
uno de los discos es elejido como el hemisferio positivo, ademés uno de los puntos
de S es elegido como positivo y el otro como negativo. Vamos a denominar par
orientado a un par (S,x) tal que S = {Sy, ..., S,—2} es un conjunto anidado de
esferas orientado en R”~! y = un punto en el hemisferio positivo de S; — Sp.
Decimos que f € M" es un isomorfismo entre los pares orientados (S, z) y (T, y)

si f(Sk) =Tk y f(z) =y.

Observamos que {0,00} C R C ... C R"~2 es un conjunto anidado de esferas
en R"~! al que llamamos E. Es claro que lo podemos orientar eligiendo H* como
el hemisferio positivo de R* y el punto 0 como positivo. Vamos a ver que dados
dos pares orientados existe un tnico isomorfismo entre ellos.

Lema A.9. Sea P es un plano en R™. Si f : P — P es un difeomorfismo con-
forme que fija el cero entonces es una rotohomotécia eventualmente compuesta
con una simetria azial.

Demostracion. Sea T : P — C un operador ortogonal, luego f: TfT1':C—
C es un difeomorfismo conforme. Si f preserva orientacién entonces es holomorfo,
si no lo componemos con la conjugacién y tenemos que esta composicién es
holomorfa. Sabemos que los automorfismos de C son polinomios de grado 1,
como ademas fija el 0 tenemos que es una rotohomotecia. Luego si f es holomorfa
entonces f es una rotohomotecia, si no f es una homotecia compuesta con una
simetria axial. U

Usaremos el lema anterior para probar el siguiente:

Lema A.10. Si f € M" es un isomorfismo de pares orientados de (E,1) en si
mismo entonces g es la identidad.

Demostracion. Sin = 2 entonces como f fija {0, 1,00} y luego f es la identidad.
Ahora supongamos n > 3. Vamos a estudiar el diferencial dgf. Como f pre-

serva R el vector (1,0,...,0) es un vector propio, ademas debe estar asociado a
un valor propio positivo porque preserva la orientacion. Como f preserva R? y
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el diferencial en el origen preserva angulos entonces (0,1,0,...,0) es un vector
propio que ademés tiene valor propio positivo porque dy f preserva orientacion.
Continuando podemos ver que dyf es diagonal con entradas positivas. Como f
es conforme entonces dyf debe ser un multiplo positivo de la identidad.

Tenemos que f(0) = 0y f(oco) = oo, luego f preserva la familia de rec-
tas a través del origen ya que estas son l-esferas. Se puede ver que ademés
f preserva cada rayo ya que dgpf es un multiplo positivo de la identidad, en-
tonces preserva la familia de hiperesferas euclideas centradas en cero. Como
f(1,0,...,0) = (1,0,...,0) entonces f preserva S"~2 y como preserva cada rayo
tenemos que f|gn—2 es la identidad.

Si P es un plano por 0,1 y oo tenemos que f(P) también lo es ya que f
preserva las 2-esferas y fija co, ademas f(P) pasa por 0. Como S" 1N P es un
conjunto de puntos fijos de f entonces f(P) = P. Usando el lema anterior y
que f|p tiene un circulo de puntos fijos ademas de 0 y oo entonces f|, es la
identidad. Concluimos entonces que f es la identidad. O

Lema A.11. Dado un par orientado (S,z) existe un inico elemento del grupo
de Mobius n-dimensional f que es un isomorfismo de pares orientados entre

(S,z) y (E,1).

Demostracion. Si n = 2 consideramos Sy = {y, 2z} donde y es el positivo y z
es negativo, es claro que podemos encontrar f € M? que cumple f(y) = 0,

f(z) = ooy fl) = 1.

Supongamos que n > 3, si S,_» es una hiperesfera euclidea en R*~! hacemos
lo siguiente:

1. Lo trasladamos para que pase por 0.

2. Invertimos para obtener un hiperplano.

3. Trasladamos nuevamente para que el hiperplano pase por 0.
4. Rotamos para llevarlo a R"~2.

5. Si el hemisferio positivo de R"™! — S, _5 no es llevado a H" ! entonces
componemos con una simetrfa (z,t) — (z,—t) con x € R"~2.

Si S,,—2 es un hiperplano euclideo entonces empezamos en el paso 3. Luego
de esto tenemos f; € M" tal que f1(S,_2) = R""2 y lleva el hemisferio po-
sitivo de R"™' — S,,_5 en H”!. De la misma forma que antes podemos en-
contrar fo € M"~! que mapea fi(S,_2) en R"3 y el hemisferio positivo de
f1(Sn_2) — g1(Sn_3) en H"~2. Podemos extender fo a M" y luego la compo-
sicion fof; lleva S,_o en R""2, S, _3 en R"3 y los hemisferios positivos de
R —8S, 5y Sp_2—S,_3 en H*~! y H"2 respectivamente.

62



Continuamos asi hasta entonces f’ € M™ que mapea Sj en R para k > 2
y para k > 2 lleva el hemisferio positivo de Sy, — Sx_1 en H* (y R"~! — S, _»
en H"!). Es claro ademés que podemos encontrar en R?2 = C g € M? que
lleva f'(Sy) en {0, 00} respetando orientacion, y x en 1. Esta g también mapea
1/(S1) en IR, si es necesario componemos con una conjugaciéon para que lleve el
hemisferio positivo de f’(S) — f/(S1) en H2. Luego g a M" y tenemos que gf’
es el mapa buscado. O

Proposicion A.12. Dados dos pares orientados (S,z) y (T,y) existe un tinico
isomorfismo entre ellos.

Demostracion. Sabemos que existen unicos f y g isomorfismos entre cada uno
de estos pares y (E, 1), luego fg~* es el isomorfismo que buscamos.

(S, z) - (T, y)

e

(E,1)
Si h es un isomorfismo entre (S, z) y (T, y) entonces hace conmutar el diagra-
ma anterior y por lo tanto ghf~! es un isomorfismo y por el lema A.10 debe ser
la identidad por lo tanto fg~! es el tinico isomorfismo entre (S,z) y (T,y). O

Proposicién A.13. Sea S una hiperesfera en R"~'. Luego eziste un unico
f € M" tal que f|s = Id y que intercambia las dos partes positivas de R"~1\S.
Llamamos a [ reflexion en S.

Demostracion. La transformacion (z,t) — (z,—t) es una reflexion en R”~2,
Sabemos que existe un elemento de M™ que lleva S en R"~2. Luego existe una
reflexion en S que resulta de conjugar la primera por la segunda.

La unicidad se puede deducir de la proposicién anterior eligiendo un nido orien-
tado So,...,Sn_QZS. O

Observaciéon A.14. Sij es la reflexion en R"~! entonces j conmuta con todos
los elementos de M™ porque el conjugado de j es siempre una reflexion en R™ 1
y como vimos anteriormente ésta es unica.

Veamos ahora como consecuencia de lo anterior una propiedad importante
de la accién de los grupos de Mobius.

Proposicién A.15. El estabilizador de H" en M+ es M™.

Demostracion. Es facil ver que M" C Stabypn+1(H") = G. Si g € G por la
proposicion 77 existe h € M" tal que hlgii: = g|giii. Luego k = gh™! es la
identidad R"—1, y preserva H". Por la unicidad de la proposicién A.13 k es la
identidad en R". Luego M™*1. O
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A.3. Geometria de H"

En esta seccién estudiaremos la geometria de H". Para esto observaremos

que H" es homeomorfo por un elemento de M™+! a B™ la bola de centro 0 y
radio 1 en R”.
Este mapa lo podemos construir explicitamente, comenzamos con z — 3, segui-
mos con la traslacion (z,t) — (z,t+3), luego hacemos una inversion. La imagen
de B™ por esta composicién es el semiespacio de R™ dado por ¢t > 1 donde ¢ es
la dltima coordenada, por lo que al componer con (z,t) — (z,t — 1) nos queda
H”. Llamamos ¢ : R® — R™ a la inversa de esta composicion, es claro que ¢ se
extiende a un elemento de M™*! en R,

Definiciéon A.16. El grupo de isometrias hiperbélicas en B™ es definido como
P" = gM"q~ L.

Observacién A.17. P" es el estabilizador de B™ en M™t!. La inclusion de M™
en M1 induce una inclusion de P en P*T1.

Proposiciéon A.18. P” actia transitivamente en B".

Demostracion. Observamos que QO™ C P™ ya que sabemos que los elementos de
P" dejan invariante a B y P™ es el estabilizador de B™. Por lo tanto es suficiente
con probar que podemos mapear cualquier punto de la forma (z,0, ...,0),z > 0
al origen.

Para n = 1 la transformacién p(t) = =2

1—tx
transformacién de P! a P™ por medio de sucesivas extensiones como las de antes

preserva B"™ y mapea (z,0, ...,0) al origen. O

cumple con esto. La extension de esta

Proposicion A.19. P" actia transitivamente en el fibrado tangente unitario
de B™.

Demostracion. Sea (z,v) € T'B". Existe p € O™ que lleva z en 0, ademés sea
r € O™ que lleva w = D, p(v) en e;. Entonces pq lleva (z,v) en (0, e;), de lo que
se deduce la transitividad. O

Observacion A.20. Es claro a partir de lo anterior que M™ actia transitiva-
mente en TTH".

Proposicion A.21. En H" las geodésicas son los arcos de circunferencia orto-
gonales al borde.

Demostracion. Sean x 'y x’ dos puntos en H", usando la transitividad de M™ en
el fibrado tangente podemos suponer x = (0,...,0,1) y que 2’ cae en la misma
semirrecta vertical que = con altura mayor, es decir ' = (0, ...,0,a) con a > 1.
Si a(s) = (1(8),...,an(s)) es cualquier curva de x a x’ parametrizada por el
intervalo unitario. Calculamos la longitud hiperboélica de «:

PVl o) [T ans)
J 2 | oy

an(s) an(s)
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La expresién de la derecha es la longitud hiperbélica del segmento Euclideo que
une a z con z’, la igualdad se da solo en el caso de que . (s) = 0 pra todo k # 0,
es decir que un segmento geodésico es de esta forma. Luego por la transitividad
de la accién de M™ tenemos la tesis. O

Proposicion A.22. Sea x € H" y L un subespdicio de dimension k de T,H".
Entonces existe un unico k-plano hiperbolico que pasa por x cuyo espdcio tan-
gente en x es L.

Teorema A.23. M" es el grupo de isometrias de H™.

Demostracion. Vamos a probarlo para B"™. Sea g una isometria de B™. Si g(0) #
0 luego existe un elemento f; € P con f1¢(0) = 0. Como f1g es una isometria
preserva las hiperesferas centradas en el origen de donde sigue que el diferencial
en el origen preserva el largo de los vectores tangentes, es decir que Do(f19) es
ortogonal. Existe un elemento fo € O™ con Dy(f2f19) = id. La isometria faf1g
preserva los rayos que salen del origen y la esfera centrada en el origen, luego
es la identidad. En conclusién g = fflfz—l e P, O

De la demostracion anterior se deducen los siguientes corolarios:
Corolario A.24. El estabilizador del origen en P™ es Q™.
Corolario A.25. Sig € P" fija (0,1) € T'H" entonces es la identidad.

Por ultimo vamos a calcular la distancia visual en el caso del espacio hiper-
bolica.

Proposicion A.26. Sean x € H", £, € OM tal que el angulo formado por los
rayos geodésicos que unen x con & yn es 0. Entonces

1 — cos(0)

d(§,m) = 3

Para esto usaremos los siguientes resultados:

Proposicion A.27 (Ley del coseno hiperbolico). Dado un triangulo como el
de la figura en H" tenemos la siguiente igualdad:

cosh(b) = cosh(a)cosh(c) — senh(a)senh(c)cos()
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Demostracion(Proposicion A.26). Sea o una geodésica de limites £ y 7, y el
punto de esta geodésica que minimiza la distancia a x, podemos parametrizar
o de forma tal que o(0) = y. El producto de Gromov es

(€ln) = 5 (Be(. ) + byl ) = limes s, 0(0) — 8

Tomemos r = d(x,o(t)), pongamos el angulo 6(t) en funcién de r, para no
complicar la notacion pongamos (). Calculemos el tercer lado del triangulo en
funciéon de r usando la ley del coseno hiperbélico de la siguiente forma:

r = arcosh(cosh?(a)—senh?(a)cos(0(r))) = arcosh(cosh®(a)—(1—tanh?(r)cos(6(r))))
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Observamos que lim,_qocarcosh(r) — log(r) = log(2) ya que arcosh(r) =

log(r +vr? — 1), luego

M)z = limy—qoor — %arcos(coshz(r)(l — tanh?(r)cos()))

1 1
= limy— oot — ilog(coshz(r)(l — tanh®(r)cos(0))) — §log

1 1
= limy— oot — log(cosh(r)) — ilog(l — tanh?(r)cos(0))) — ilog

Observemos lo siguiente:

€T —T

limy— 4 0or — log(cosh(r)) = lim,_ 4 oclog(e”) — log(%) =log(2)
Y por lo tanto

Es decir que

O

De esto se concluye que dy induce la topologia usual en el borde y luego esto
también es verdad para d, para todo x € H".
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