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Resumen

El principal objetivo de este trabajo monografico es estudiar las relaciones que existen entre
una bidlgebra y las categorias de modulos y comddulos sobre ella.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera.

En el primer capitulo presentamos las categorias y las principales construcciones en
categorias. Definimos categorias monoidales, trenzadas y rigidas. A modo de ejemplo,
mostramos que la categoria de espacios vectoriales, Vect, es monoidal trenzada y la categoria
de espacios vectoriales de dimensién finita, Vect s, es rigida.

En el segundo capitulo definimos las dlgebras y los mddulos sobre un algebra. Dada un
algebra, estudiamos la categoria de médulos sobre ella.

En el tercer capitulo dualizamos las construcciones del Capitulo 2. Es asi que definimos
las codlgebras y los comddulos sobre una codlgebra. Dada una codlgebra, estudiamos la
categoria de comdédulos sobre ella.

En el cuarto capitulo, combinamos las estructuras de los dos capitulos anteriores, defi-
niendo las bidlgebras. Los principales resultados de este capitulo son el Teorema 4.2.2, donde
se prueba que la categoria de modulos sobre una bidlgebra es monoidal, y el Teorema 4.2.3,
que es un reciproco parcial del anterior. De igual importancia son los resultados analogos
para comodulos estudiados en los Teoremas 4.2.5 y 4.2.6.

En el quinto capitulo presentamos las dlgebras de Hopfy sus propiedades bésicas. En los
Teoremas 5.2.2 y 5.2.3 estudiamos la rigidez de la categoria de médulos de dimension finita
y de la categoria de comoddulos de dimensién finita sobre un algebra de Hopf.

En el sexto capitulo, definimos bidlgebras cuasi y cocuasitriangulares. En los Teoremas
6.1.6 y 6.1.7 probamos que una bidlgebra es cuasitriangular si y solo si la categoria de sus
moédulos es monoidal trenzada. En los Teoremas 6.2.7 y 6.2.8 probamos que una bialgebra
es cocuasitriangular si y solo si la categoria de sus comédulos es monoidal trenzada.

En el capitulo final, presentamos la ecuacion de trenzas y vemos que la trenza en la
categoria de médulos sobre una bidlgebra cuasitriangular, es solucién de la ecuacién de tren-
zas. Andlogamente, vemos también que en la categoria de comdédulos sobre una bidlgebra
cocuasitriangular, la trenza genera soluciones a la ecuacién. Siguiendo las construcciones
presentadas en [Doi93], dados un espacio vectorial V' de dimensién finitay S € End (V@ V)
una solucién invertible de la ecuacién de trenzas, construimos una bidlgebra cocuasitriangu-
lar, M(V,S), de forma que S sea un morfismo en la categoria de comédulos sobre M (V,S).
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Capitulo 1

Conceptos basicos de teoria de
categorias

En este capitulo introduciremos conceptos basicos de la teoria de categorias que son nece-
sarios para los siguientes capitulos. En particular se presentan las nociones de categoria
abeliana, monoidal, rigida y trenzada. La presentaciéon es sélo a modo de introduccién; una
presentacién més detallada de estos temas puede encontrarse, por ejemplo, en [Mac98] y
[Wei94].

1.1 Categorias, functores y transformaciones naturales

Definicién 1.1.1. Un grafo es una cuaterna G = {Og, Ag, domg, codomg} donde Og y Ag
son clases y domg, codomg : Ag — Og son funciones.

A Og le llamaremos los objetos del grafo y a Ag las flechas o morfismos. Si f € Ag con

dom(f) = ay codom(f) = b escribiremos f:a —boa Lo

Definicién 1.1.2. Sean f,g € Ag. Diremos que f y g son componibles si dom(f) =
codom(g). Llamaremos A xg A= {(f,g9) € Ag x Ag : f y g son componibles}.

Definicién 1.1.3. Una categoria es una séxtupla C = {O¢, A¢, domc, code, oc,id¢} donde:
{O¢, Ac,domc, codomc} es un grafo, oc : A x¢ A — Ac yide : Oc — Ac son tales que, si
notamos ide(a) =id 4 y oc(f,g9) = foc g,

1. idg:a—a Vae€ O¢.
2. codom(f oc g) = codomf 'y dom(f ocg)= domg.
3. focidy=idpoc f=f, VYf:a—0D.

. Si(f,9)y (g,h) € Axc A, entonces (focg)oh = fo(goch).

S

Si a,b € Oc, escribiremos Hom ¢(a,b) al conjunto de las flechas de a en b. También
escribiremos a,b € C en lugar de a,b € O¢, cuando sea claro que a y b son objetos de la
categoria. A oc¢ la llamaremos composicion de C y, cuando no exista lugar a confusidn,
escribiremos simplemente o. A id le llamaremos identidad de C.

Ahora veremos algunos ejemplos clasicos de categorias.

Ejemplo 1.1.4. Llamaremos Set a la categoria cuyos objetos son todos los conjuntos, sus
flechas son todas las funciones entre conjuntos, y el dominio, el codominio, la identidad y la
composicién son los usuales.



Ejemplo 1.1.5. Sea K un cuerpo fijo. Llamaremos Vect a la categoria cuyos objetos son
todos los espacios vectoriales sobre K, los morfismos son las transformaciones lineales y el
dominio, el codominio, la identidad y la composicién son los usuales. Si V, W son espacios
vectoriales, escribiremos Hom (V, W) al conjunto Hom peet(V, W).

Ejemplo 1.1.6. Si C y D son dos categorias, entonces
CxD ={0¢ x Op, Ac x Ap,dom, codom, o,id } donde dom(f, g) = (dome(f), domp(g)),

codom(f, g) = (codome(f), codomp(g)) , (f,9)o(f',9") = (fof',gog’) eid (ap) = (ida, ids),
es una categoria. A esta categoria la llamaremos categoria producto de C y D.

Definicién 1.1.7. Sean C y D dos categorias, un functor covariante F' : C — D es
F = (Fo,F4)donde Fp : Oc — Op y Fa : Ac — Ap son funciones tales que:

1. FA(idC) = idFO(C), Ve € Oc.
2. Fo (dom(f)) =dom (Fa(f))y Fo (codom(f)) = codom (Fa(f)), Vf € Ac,
Fa(f)

="' Fo(b).

3. Si gy f son dos flechas componibles en C, entonces F4(g) y Fa(f) son componibles
en Dy se cumple Fa(go f) = Fa(g) o Fa(f).

. .
es decir que si a — b con a,b € O¢, entonces Fp(a)

Definicién 1.1.8. Sean C y D dos categorias, un functor contravariante F : C — D es
F = (Fo,Fa)donde Fp : Oc — Op 'y Fa:Ac — Ap, tales que:

1. Fa(id,) = id g (), Ve € Oc.

2. Sia - b con a,b € Oc, entonces Fo(b) = Fad Fo(a).

3. Si gy f son dos flechas componibles en C, entonces Fa(f) y Fa(g) son componibles
en Dy se cumple Fa(go f) = Fa(f)o Fa(g).

De ahora en mas, cuando decimos functor estaremos diciendo functor covariante. Cuando
no produzca confusion, escribiremos Fo(c) = F(c) y Fa(f) = F(f).

Ejemplo 1.1.9. Sea C una categoria cualquiera. Sea Zd : C — C dado por:
Ido(c) =c Vcée Oc¢ e IdA(f) = f, Vf € Ac.
Entonces Zd es un functor covariante y lo llamaremos functor identidad.

Ejemplo 1.1.10. Seal : Vect — Set donde Up (V) es el conjunto V' 'y Ua(f) es la funcién
f. Entonces U es un functor covariante.

A este functor se le llama functor de olvido ya que lo que hace es “ olvidarse ” de la
estructura adicional que tienen los conjuntos y las funciones. Este es simplemente un ejemplo
de functores de olvido, ya que el dominio de U puede ser cualquier categoria cuyos objetos
sean conjuntos y cuyos morfismos sean funciones.

“

Ejemplo 1.1.11. Definimos d : Vect — Vect por do(V) = V* = Hom (V,K) y da(f) = f*,

donde si V' -5 W entonces W* 5 V* siendo fY(T)=To f,VT € W*. Entonces d es un
functor contravariante.

Definicién 1.1.12. Sea C una categoria y a L b un morfismo en C.
1. f es invertible si existe b £, a tal que gof=id, y fog=id,.
2. f es un monomorfismo si Vg1,g2 : ¢ — a tal que fogy = f o gs, se tiene que g1 = go.

3. f es un epimorfismo si Vg1,g2 : b — c tal que g1 o f = g2 o f, se tiene que g1 = go.



Observar que tanto en Sets como en Vect los monomorfismos son los morfismos inyec-
tivos, los epimorfismos son los morfismos sobreyectivos y los morfismos invertibles son los
biyectivos.

Definicién 1.1.13. Dada una categoria C = {O¢, A¢, dom¢, codome, oc,idc}, una subca-
tegoria de C es una categoria C’' cuyos objetos son objetos de C y sus flechas son flechas en
C, de forma tal que si restringimos el dominio, el codominio, la identidad y la composicién
de C a C’, obtenemos el dominio, el codominio, la identidad y la composicién de C’.

Definicién 1.1.14. Sean F,G : C — D dos functores.
1. Una transformacion natural 7 : F' — G es una funcién 7 : O¢ — Ap tal que:
(a) Sic es un objeto de C, entonces 7(c) : F(c) — G(c).

(b) Sic L d es una flecha en C, el siguiente diagrama (en D) conmuta :

Es decir que G(f) o7(c) =7(d) o F(f),V ¢ La.

2. Una transformacién natural 7 : F — G es un isomorfismo natural si 7(c) es invertible
para todo ¢ objeto de C.

A veces escribiremos 7(¢) = 7. y 7 : F' — G : C — D para establecer en una misma notacién,
tanto el dominio y codominio de 7 como el dominio y codominio de F'y G.

Ejemplo 1.1.15. Sea d : Vect — Vect el del Ejemplo 1.1.11. Entonces d od = d? :
Vect — Vect es un functor covariante. Sea 7 : Zd — d? dado por: 1 : V — V** siendo
(v (v)) (f) = f(v). Entonces 7 es una transformacién natural.

Si en el dltimo ejemplo, tomamos en vez de Vect, la categoria de los espacios de dimension
finita (Vect s, ), entonces 7 es un isomorfismo natural.

Definicién 1.1.16. Sea C una categoria.

1. Un objeto terminal en C es t € O¢ tal que # (Hom (¢, t)) = 1, Ve € O¢. Es decir que

si ¢ es un objeto de C, entoces 3! ¢ Lt

2. Un objeto inicial en C es i € O¢ tal que # (Hom (i,¢)) = 1, Ve € O¢. Es decir que si ¢

es un objeto de C, entonces 3! i Le
3. Un objeto cero en C es un objeto terminal e inicial.

4. Sea z un objeto cero en C y a,b dos objetos en C. El morfismo nulo de a en b es
la composicién de los morfismos ¢ — 2z y z — b. A este morfismo lo escribiremos
0 :a—0.

Ejemplo 1.1.17. En Sets, los objetos terminales son los conjuntos unitarios y el tnico
elemento inicial es el conjunto vacio. Por lo tanto en Sets no hay elementos cero.

Ejemplo 1.1.18. En Vect el tinico objeto terminal es el espacio vectorial nulo, que también
es inicial. Por lo tanto este espacio vectorial es un objeto cero de la categoria. Dados dos
espacios vectoriales V' y W, OXV : V' — W es la transformacién lineal nula.



1.2 Construcciones en categorias

En esta seccién introduciremos los productos, coproductos, nicleos y contcleos en una
categoria C, que generalizan dichas construcciones en espacios vectoriales. En toda esta
seccién trabajaremos con una categoria C fija.

Definicién 1.2.1. Sea X = {z;:j € J} una familia de objetos en C. Decimos que

X admite un producto si existe un objeto ij € C y una familia de morfismos en C
jeJ

i H xj — x;,1 € J p tal que para todo otro objeto ¢ y morfismos {f;: ¢ — z;,i € J}
jeJ
existe un Unico morfismo f : ¢ — H x; tal que los siguientes diagramas conmutan Vi € J:
jeJ

Ji

cC——T; .

f@/

[

JjeJ

Definicién 1.2.2. Sea X = {z;:j € J} una familia de objetos en C. Decimos que

X admite un coproducto si existe un objeto H xz; € C y una familia de morfismos en C
jeJ
2 Xy — H zj,i € J ) tal que para todo otro objeto ¢ y morfismos {f;, : x; —¢c,j € J}
jeJ

existe un tUnico morfismo f : H x; — c tal que los siguientes diagramas conmutan Vi € J:
jeJ

2 .
[l

JjeJ

Ejemplo 1.2.3. Cualquier familia X = {V; : j € J} en Vect admite productos y coproduc-
tos. Especificamente:

1. H V; es el producto usual de espacio vectoriales y p; : H V; — Vi es la proyeccién
jeJ jeJ
pi ((vj)jes) = vi.
Dado W un espacio vectorial y una familia de mapas {f; : W — V; i € J}, el mapa
f:W—»HVj dado por
jeJ

flw) = (fj(w)jes. YweW
cumple que p; o f = f;, Vi e J.
2. ]_[V7 = @V] y 4u:Vi— @VJ es la inclusién 2;(v) = (vj)jes donde v; =

Jje€J jeJ jeJ
0, Vj#iywv =nw.



Dado W un espacio vectorial y una familia de mapas {f; : V; = W i € J}, el mapa
f@VJ — W dado por
jeJ
F()jer) = Y fiv),  Y(v)es PV
jeJ jeJ
cumple que fo; = f;, Vi e J.
Definicién 1.2.4. Sea C una categoria con objeto cero z y f : @ — b un morfismo en C

1. f tiene nicleo si existe k : s — a € C tal que:

(a) fok=0;
(b) sih:t— aestal que foh =0}, entonces existe un tinico morfismo b’ : t — s tal

que koh’ = h. En tal caso, diremos que k : s — a es un ntcleo de f y se lo nota
kerf.

2. f tiene un concleo si existe p: b — ¢ € C tal que

(a) pof=0¢

(b) si h:b— destal que ho f = 0%, entonces existe un tnico morfismo b’ : ¢ — d
tal que h' o p = h. En tal caso diremos que p : b — ¢ es un conticleo de f y se lo
nota cokerf.

Ejemplo 1.2.5. Veamos estas construcciones en Vect. Sean V' y W dos espacios vecoriales
y T : V — W una transformacién lineal. Entonces T': V' — W tiene ntcleo y contcleo;
especificamente:

Un nicleo de f es la inclusién 2 : S — V donde S = {v € V tal que T'(v) = Ow }.

Un contcleo de f es la proyeccién « : W — %

Con estas construcciones ya estamos preparados para definir categorias con un poco més
de estructura.
Definicién 1.2.6.

1. Una categoria C es una Ab-categoria si Hom (a,b) tiene estructura de grupo abeliano
Ya,b € O¢ y si notamos con + a la operacién, se cumple que
fo(9g+h)ok=fogok+ fohok, Vf,ghkeAc.

2. Una Ab-categoria es aditiva si tiene objeto cero y productos finitos.
3. Una categoria aditiva C es abeliana si:
(a) existen kerf y cokerf,V a Ly e Ac,
(b) si f es un monomorfismo, entonces existe g € A¢ tal que f = kerg,
(c) si f es un epimorfismo, entonces existe g € Ac tal que f = cokerg.
Observaciéon 1.2.7. SiC es una categoria aditiva con objeto cero z, entonces un morfismo f

es un monomorfismo si y sélo si dom(kerf) = z y es epimorfismo si y sélo si codom(cokerf) =
z.

Definicién 1.2.8. Una categoria abeliana es completa si admite productos y es cocompleta
si admite coproductos.

Ejemplo 1.2.9. Vect es una categoria abeliana completa y cocompleta, donde dados V' y
W dos espacios vectoriales, la estructura de grupo de Hom (V, W) es la siguiente:

(f +9)(v) = f(v) + g(v) y el neutro es o(v) = Ow, VveV.

Observar que con la multiplicacién por escalares dada por (kf)(v) = kf(v) Yk € K, f €
Hom (V, W), v € V, Hom (V, W) resulta un espacio vectorial.



1.3 Categorias monoidales

Definicién 1.3.1. Una categoria monoidal es una séxtupla (B, ®, e, a,r,l) donde B es una
categoria, ® : B x B — B un functor, e un objeto, a, r, [ isomorfismos naturales tales que si
escribimos ®(¢,d) = c® d
1. los dominios y codominios de las transformaciones naturales son agpe:a® (b ® ¢) —
(a@b)®c,rq:e®@a—ayl,:a®e—a,Va,b,céeOg,
2. vale r, = I,

3. los siguientes diagramas conmutan:

a®(b®(cod) 2L @eb)ocod—(wob)©c)ed ,
’Lda®ab,c,dl Taa,b,c®idd
a® ((b®c)®d) pv— (a@(b®c))®d

a®e®c)—>(a®e)®c

la®id
M l a®ide

a®c

YV a,b,c,d € Op; (diagramas pentagonal y triangular respectivamente).
A « le llamaremos restriccion de asociatividad y a r y [ les llamaremos restriccion de

unidad a derecha e izquierda respectivamente. Cuando estos tres isomorfismos naturales son
identidades, la categoria se llama monoidal estricta.

Ejemplo 1.3.2. La categoria Vect es monoidal definiendo ® como el producto tensorial sobre
Ke=K apyw:UVW)=UV)W, esavywu® (vl w)) =(u®v)w,
Vu € U,v € V,w € W, y las restricciones de la unidad son:

rv :VRK—->V esry(v®k)=kv,VveVkeKy

ly : KV -V esly(k®@v)=kv,VveV kekK

Ahora generalizaremos la existencia de duales en Vect, a categorias monoidales cuales-
quiera.

Definicién 1.3.3. Sea (B,®,e,a,r, 1) una categorfa monoidal.

1. Diremos que B es rigida a izquierda si Va € Op existe un objeto Va y dos morfismos
Veve: Va®a — ey Veoev, : e — a® Va tales que los siguientes diagramas conmutan

Vae Og:
7‘;1 VeoevaRidg v ;(11 idva®vcoeva v
G—e®a—a® 'a®Ra ) a a®e a®a® ‘a
ida®Y evq VeveRidg
It .
a®e e® Va

)



A Vev la llamaremos evaluacion a izquierda y a ¥ coev coevaluacion a izquierda.

2. Diremos que B es rigida a derecha si Va € Op existe un objeto a¥ y dos morfismos

ev) ta®a¥ — ey coev) : e — a¥ ® a tales que los siguientes diagramas conmutan

Vae Og:

a v TV coev: ®id,v
G—>a®ece—>a®a’ ®a , a e®a " ®a®a
levl ®idg h lidav ®ev:
lav
e®a a¥ ®e

\

A evY la llamaremos evaluacion a derecha'y a coevV coevaluacién a derecha.

3. La categoria B es rigida si es rigida a izquierda y a derecha.

Proposicién 1.3.4. Sea Vecty;, con la estructura monoidal vista en el Ejemplo 1.3.2.
Entonces Vect es rigida con la siguiente estructura:

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y V* su espacio dual. Tomemos YV =
VvV =Vv*

Definimos las evaluaciones a izquierda y derecha de la siguiente forma:
Vevy : V* @V — Kes ev(a,v) = a(v) net (a,v), YweV,ae V¥
not

evy VRV —=Kesev(v,a) =al) = (v,a), YweV,aeV™.

Sea {e1, €2, ...,6,} unabasede V' y {el, e, ..., e"} su base dual. Definimos la coevaluacién
a izquierda y derecha de la siguiente formas:

n
Veoevy : K — V @ V* es la transformacién lineal tal que ¥ coevy (1) = Z e ey
=1

n
coevy, : K — V* @V es tal que coevy, (1) = Zei ® e;.
i=1
DEMOSTRACION: Es claro que ambas evaluaciones son transformaciones lineales. Veamos
que los dos diagramas de rigidez a izquierda conmutan (los otros son anélogos):

(id ®" evy) o (Yeoevy @id)or t(w) = (id ®" evy) o (Yeoevy ®id)(1 ® v)
= (id ®" evy) <Z e ®e'® v)
i=1
= e1® <ei,v>
i=1
= vl
— I"'(v), VoeevV
y
(Vevy ®id) o (id ®" coevy) ol (o) = (Vevy ®id)o (id ®" coevy)(a ® 1)

= (Vevv®id)<2a®ei®ei>
i=1
= Z<a, ei> ®ei

i=1

)



En una categorfa monoidal (B, ®, e, a,r,1), definimos ®°? : B x B — B como ®°P(a,b) =
®(b,a) =b®a, Ya,b € Oy @°P(f,9) =®(g,f) =9g® f, Vf,g € Ag. Es claro que ®°? es
un functor de C x C en C.

Definicién 1.3.5.  Una categorfa trenzada es una estructura (B,®,e,a,r,l,¢) donde
(B,®,e,a,m,1) es una categoria monoidal y ¢ es un isomosfismo natural ¢ : ® — ®°P :
B ® B — B (es decir que ¢, : a ® b — b® a) tal que los siguientes diagramas hezagonales
conmutan:

(a®b)®cﬂc®(a®b) , a®(b®c)m§(b®c)®a )
a® (b®c) (c®a)®b (a®b)®c b® (c®a)
ida®cb,cl lcc,a@db ca,b®idcl lid@cc,a
a®(c®b)m>(a®c)®b (b®a)@c—=b®(a®c)

Apa,c

Ya,b, ce Og.
Al isomorfismo ¢ se le llama una trenza en B.

Observar que si o = id, entonces los diagramas hexagonales se traducen a:
(ldb ® Ca,c) o (Ca,b & id c) = Ca,b®c y

(Ca,e ®1dp) 0 (id g ® Cbe) = Cagbe Ya,b,c € Og.

Ejemplo 1.3.6. Vect con la estructura monoidal del Ejemplo 1.3.2 y trenza 7 la trasposicién
(t(v ® w) = w ® v), es una categoria trenzada.

Proposicién 1.3.7. Sea (B, ®, e, a, 1,1, ¢) una categoria trenzada con a = id y sean a,b, y
c objetos de B. Entonces vale

(ide ® cap) © (Ca,e ®idp) 0 (id g ® b ) = (Che ®id ) 0 (id @ co.c) © (Cap ®1id ().

DEMOSTRACION: Consideremos el siguiente diagrama:

ida®cCp,c
aRQbRc——=a®c®b

Ca®b,c
Ca,b®idcl \ lca,c®id

ba®ece cRa®b

id®ca,cl \ \Lid@ca,b
Ch®a,c

b®c®amc®b®a

Ambos diagramas triangulares son el segundo diagrama hexagonal tomando o = id, y por
lo tanto conmutan. El diagrama central conmuta por naturalidad de la trenza. Por lo tanto,
el diagrama externo conmuta. O



Capitulo 2

Algebras y modulos

A partir de esta secciéon K es un cuerpo fijo. Todos los espacios vectoriales y todos los
productos tensoriales, a menos que se indique lo contrario, seran sobre K. El isomorfismo
A~ A®Kes ar— a® 1l cuyo inverso es a ® k — ka y andlogamente para A ~ K ® A.
Cuando escribimos a ® k ~ ka nos referimos a este isomorfismo. Un mapa entre espacios
vectoriales querrd decir transformacion lineal. El mapa 7 =1y : VO W — W @V es
T(v®@w) =w®v. Si V es un espacio vectorial, f € V* y v € V a veces escribiremos (f , v)
a la evaluacién de f en v. Una referencia para este capitulo es [Mon93].

2.1 Algebras

Definicién 2.1.1. Un dlgebra es una terna (A,m,u) donde A es un espacio vectorial y
m: AR A— Ay u:K — A son mapas tales que los siguientes diagramas conmutan:

m@id

AQARA—— = AR A, AR A
I
AR A A x /
m A

(diagramas de asociatividad y unidad respectivamente). A m le llamaremos multiplicacidn
y a u unidad. Escribiremos m(a ® b) = aby u(1x) = 14, (luego u(k) = k14, V k € K). Con
esta notacion, los diagramas de asociatividad y unidad se traducen a:

(ab)e =a(be) y ala = 1laa = a, Va,b,c € A.
Cuando no haya lugar a confusién, diremos el dlgebra A en lugar de (A, m,u).

Definicién 2.1.2. Sea A un dlgebra e I C A un subespacio de A,
1. I es un ideal a izquierda de A si AI C 1.
2. I es un ideal a derecha de A si IA C I.
3. Si I es un ideal a izquierda y a derecha de A diremos que I es un ideal bilateral de A.

Definicién 2.1.3. Sean (A,ma,ua)y (B,mp,up) dos dlgebras. Un mapa f: A — B es
un morfismo de dlgebras si los siguientes diagramas conmutan:
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AoA-LLpenB, K —

A \Z

A—7 5

oseasi f(ad') = f(a)f(a'), Va,a' € Ay f(1a) = 1.

Ejemplo 2.1.4. El cuerpo K con su multiplicacién y unidad u = ¢dg es claramente un
algebra.

Ejemplo 2.1.5. Si (G, #,¢e) es un grupo y consideramos

KG:= {Zkzgzkl EK,giGG,mEN}ydeﬁnimosm:KG@KGHKGyu:K—»KG

i=1
por

m(geg)=(g9+g)yul)=e Vg9 €G
(v extendemos a K G por linealidad) , entonces la terna (K G, m,u) es un algebra y se llama
dlgebra del grupo G.

4
I’

Ejemplo 2.1.6. Si (A, m,u) es un &lgebra e I es un ideal de A, entonces (%,m, %) es un

dlgebra, donde 1 y @ son las inducidas por m y u. Especificamente: 7 (@ ® 5) =m(a®b)
Va,be Ay a(l)=1a.

Ejemplo 2.1.7. Sea V un espacio vectorial, entonces End (V) = {T : V — V tal que T es lineal}
es un algebra con la siguiente estructura:

m(f®g) = foyg, Vfg€End(V)
y
’U,(l) = id V.
Ejemplo 2.1.8. Es facil ver que si (4, m,u) es un algebra, entonces A°? = (A, m°P, u) es

también un algebra, donde m°” = mor.

Ejemplo 2.1.9. Sea V un espacio vectorial. Consideremos T(V) = Z T™(V)donde T°(V) = K
=0

T"(V)=V ®: - ®V. Defini T(V)@T(V) - T(V) y u: K — T(V) por:
yT"(V) =V &---®@V. Definimos m : T(V) @ T(V) = T(V) y u: K — T(V) por

m((vl®"'®Um)®(dl®"'®dn)):Ul®"'®vm®dl®"'®dnu
MmkR(11@-@vp)) = m((V1 @@y )QK) = k(v1@+Qu,), ¥V (11QQvy), (d1®@--®d,) € T(V)

y
u(k) =k, VkeK.

Entonces la terna (T (V'), m, u) es un élgebra y se llama dlgebra tensorial sobre V.

Proposicién 2.1.10. Si (A,ma,uas)y (B,mp,up) son dos dlgebras y definimos
magp: (ARB)® (AR B) > AR By uagp: K— A® B como

(a®b)(d ®@b) = ad @bV
y
lagp = 1la®lg,

entonces (A ® B,magnB,uagp) €s un algebra.

11



DEMOSTRACION: Observar que magp = (ma ® mp) o (ida ® Tg.4 @ idp) y que uagpp =
(ua ® up) o ¢, donde @ es el isomorfismo K — K ® K. Por lo tanto magp v tagp son
lineales.

Veamos que magp €s asociativa:

[(a®b)(d @V)](a" @b") (aa’ @ bb')(a" @ b")
(aa')a” @ (bb')b"
= a(dd”) @b(b'b")
(a®b)[(d @V)(a" @V")], Va,d,ad" €A bl b €B.

Veamos ahora la conmutatividad del diagrama de unidad:

lagpla®@b) = (1a®1p)(a®b)
= l4qa®1pb
= a®b
= (a®b)(1a®1p)
= (a®b)lags.

O

De ahora en adelante, la estructura de dlgebra de A® A serd la de la proposicién anterior.

2.2 Modbdulos sobre un algebra

Definicién 2.2.1. Sea A un dlgebra, un A-mddulo a izquierda es un par (M, p), donde M
es un espacio vectorial y p es un mapa p : A ® M — M tal que los siguientes diagramas
conmutan:

Ao A M™% A M, Ko M—2% A0 M.
id®pl \Lp le
AR A A M

P
A un mapa p en las condiciones anteriores se lo llama accion.
Notacién 2.2.2. Escribiremos p(a ® m) = a - m.

Con esta ultima notacién los diagramas de arriba se traducen a:
a-(b-m)=(ab)-mylsg-m=m Va,be A, m € M.

Definicién 2.2.3. Andlogamente, un A-mddulo a derecha es un par (M, p), donde M

es un espacio vectorial y p es un mapa p : M ® A — M, p(m ® a) = m - a, tal que:

(m-a)-b=m-(ab) ym-14 =m, VYa,be A, m e M.

A menos que se indique lo contrario, un A-mddulo serd un A-médulo a izquierda.

Definicién 2.2.4. Dados (M, par) v (N, pn) dos A-médulos, un mapa f: M — N es un
morfismo de mddulos si el siguiente diagrama conmuta:

12



Ao M2 0

oy |

A®NPN—>N

osea, si f(a-m)=a-f(m), Vme M,a € A.

Observar que si f : M — N es un morfismo de médulos biyectivo, entonces f~!: N — M
es también un morfismo de médulos.

Definicién 2.2.5. Sea (M, ppr) un A-médulo y N C M un subespacio de M. Decimos que
N es un A-submddulo de M (a izquierda) si A- N C N,oseasia-n€ N,Vn € N, a € A.

Observacién 2.2.6. Si N es un A-submdédulo de (M, p), entonces (N, py = p |agn) €s un
A-médulo y la inclusién ¢ : N — M resulta un morfismo de A-médulos

Observacion 2.2.7. Si A y B son dos algebras, M es un A-mdédulo y N es un B-mddulo,
entonces M ® N es un (A ® B)-mddulo con la accién dada por

(a®b)-(m®n)=a-m®b-n, YVacA beB, meM, neN.

En particular M ® M es un (A ® A)-médulo. Ademds, si f : A — B es un morfismo de
algebras, entonces N es también un A-médulo definiendo

a-n=f(a)-n, Va€eA neN.

Ejemplo 2.2.8. Si (A,m,u) es un &lgebra, entonces A es un A-médulo con accién m.
Observar que los diagramas de accién se transforman en los de asociatividad y unidad.

Proposicién 2.2.9. Sea (M, p) un A-médulo y N un A-submddulo de M. Entonces existe
un mapa p: A® % — % tal que (%,ﬁ) esun A-méduloy 7 : M — % es un morfismo de
modulos. Explicitamente,

plaem) = pla®@m), Yae A,m e M.

DEMOSTRACION: Sean m,m’ € M tales que @ = m/, i.e. m —m/ € N, y sea a € A.
Entonces
a-m—a-m =a-(m—m')EN

y por lo tanto

a-m=a-m.

3

Luego tiene sentido definir p: A ® % — % mediante p(a ® M) = @-m, es decir definimos

a-m:=a-m, Ya € A,m € M.

Veamos ahora que los diagramas de la Definicién 2.2.1 conmutan para p:

a-(b-m)=a-b-m=a-(b-m)=(ab)-m=(ab)-m, Va,be A, me M

ly-m=1p-m=m, Vme M.

Claramente 7 resulta ser un morfismo de médulos. O

Definicién 2.2.10. Llamaremos 4 M a la categoria cuyos objetos son los A-mddulos y
cuyas flechas son los morfismos de A-moédulos. Si M, N son dos A-mddulos, escribiremos
Hom 4 (M, N) al conjunto de los morfismos de A-médulos de M en N.

13



Observacién 2.2.11. Sea @ = {0k} el espacio vectorial nulo. Entonces (0, p) es un A-
médulo, donde p(a ® Og) = Ok, Va € A. Este A-mé6dulo es un objeto cero en 4 M.

Observar que como 4 M es una subcategoria de Vect, entonces dados M y N dos mddulos,
Hom (M, N) tiene estructura de grupo como en el Ejemplo 1.2.9, ya que f+g es un morfismo
de médulos para todo f,g € Hom (M, N).

Observacion 2.2.12. La categoria 4 M tiene productos. Especificamente,

1104, p0) = (M, p)

icl

donde M = HMl como espacio vectorial y p(a @ (m;)icr) = (pi(a @ m;))ier. Es fécil
iel
ver que (M, p) es un médulo y que dado N otro médulo y una familia de morfismos de
médulos {f; : N — M, ,i € J}, el mapa f: N — H M; construido en el Ejemplo 1.2.3 es
jeJ
un morfismo de médulos.

Por lo tanto, de estas tltimas observaciones, se concluye que 4 M es aditiva.

Observacién 2.2.13. Sea f € Hom 4(M,N). Entonces es ficil ver que Ker f es un
submédulo de M y que Im f es un submoddulo de N, por lo tanto como la inclusién y la
proyeccién son morfismos de médulos, 4 M tiene niicleos y contcleos.

Como los monomorfismos, epimorfismos, nicleos y contcleos de 4 M, lo son también en
Vect, tenemos que 4 M es abeliana completa.
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Capitulo 3

Coalgebras y comdédulos

En este capitulo, dualizamos las construcciones del Capitulo 2, (i.e. cambiamos el sentido
de las flechas en los diagramas de las Definiciones 2.1.1 y 2.2.1), definiendo codlgebras y
comédulos. Algunos temas de este capitulo pueden encontrarse desarrollados con mayor
profundidad en [DNRO1] y [Mon93].

3.1 Coalgebras

Definicién 3.1.1. Una codlgebra es una terna (C, A, e) donde C es un espacio vectorial y
A:C—-C®Cye:C — K son mapas tales que los siguientes diagramas conmutan:

C ceC /C\ ;
A AR®id K®C A C oK
:Qak %

(diagramas de co-asociatividad y co-unidad respectivamente).
A A le llamaremos comultiplicacion y a € counidad.

Notacion de Sweedler.

Tenemos que A(z) = 3,2} ® b donde #} y b € C'y #I < oo,

Escribiremos A(z) = Z T(1) ® T(2)-
()
A veces escribiremos 295(1) ® x(2) en lugar de Zx(l) ® T(2)-
(z)

Proposicién 3.1.3. Consideremos A, : C — C® ---® C, n € N, dados por:
—_———

n+1
A=A Y A, = (A ®idc®nfl) [¢) Anfl, Vn > 2,
entonces
A, =({dcer ® A®id gen-1-p) 0 Ap_1, Y >2, pe{0,---,n—1}

DEMOSTRACION: Probemos la igualdad por induccién en n.
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Si n = 2, tenemos que probar que probar que (A®id)o A = (id ® A) o A, y esto es
cierto pues A es coasociativa. Supongamos que vale A,, = (id cer @ A @ id gen—1-») 0 Ay _1,
Vpe{0,---,n—1}, veamos que Apt1 = (id cer @ A®id gen-») 0 Ay, ¥V p € {0, -, n}.

El caso p = 0 es cierto por definicién de A, 1. Sea p € {1,---,n}, entonces
(idcer ® A®id C®n—p) oA, = (id cor @ A®id gen-p) 0 (id cor-1 @ A®id gen—p) 0 Ap_q

= (ld cor-1 (ld [ A) oA ®id C®n—p) o An,1
= (dcer-1 @A o (id ® A) ®id cen-») 0 Ay
= (ld cop—1 & A ®id C®n+1—p) o (ld cop—1 & A ®id C®n7p) ¢} An,1
= (id cor-1 ® A ®id C®n7(p71)) o A,.
Por lo tanto tenemos que

(ld cor @A ®id C®7l*p) oA, = (1d cor—1 ® A ®id C®n—(p—l)) oA,, Vpe€ {0, .- -,n}.

Tomando p = 1, del lado derecho de la igualdad obtenemos A, 11; por lo tanto, por induccién
en p, tenemos que

(idC@’P®A®idc®n*P)OAn:An+1, Vpe{o,,n}

Notacion 3.1.4. Siguiendo con la notaciéon de Sweedler, Vn > 1 escribiremos
Z) =Y 1) ® - @ Tny1).
(z)
Observacion 3.1.5. Con la Notacién de Sweedler el diagrama de co-unidad se traduce en
ZE(I(l))x(g) = Zx(l)s(x(g)) =z, VreC.
(z) (z)

Definicién 3.1.6. Sea (C, A, ¢) una coélgebra e I un subespacio de C,
1. I es un coideal a izquierda de C'si A(I) CC® 1.
2. I es un coideal a derecha de C'si A(I) C I®C.
3. I'esun coideal de Csi A(I) CI®C+C®Iye(l)=0.

Definicién 3.1.7. Sean (C,Ac¢,ec) v (D,Ap,ep) dos codlgebras. Un mapa f : C — D

es un morfismo de codlgebras si los siguientes diagramas conmutan:

c-2% cec, o1

I e \lj

D—A>D®D
D

)

0 sea si

> flaa) ® flre) = Y f@)a @ f@)e yec) =ep(f(z), Vo e C.
(z) (f (=)

Ejemplo 3.1.8. El cuerpo K con comultiplicacién A(k) = k ® 1k y counidad ¢ = idg es
una coalgebra.

Ejemplo 3.1.9. Sea (G, *,e) un grupo y KG el dlgebra de grupo asociada. Sean A : KG —
KG® KGye: KG — K las extensiones por linealidad de g — g® gy g— 1, V g € G.
Entonces (KG, A, €) es una codlgebra.
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Ejemplo 3.1.10. Si (C, A, €) es una coélgebra e I es un coideal de C, entonces (%, AE) es
una coalgebra donde A y € son los mapas inducidos por A y e. Especificamente:

A@ = ) mmewm,
(e)
g = ¢(e), YeeC.

Ejemplo 3.1.11. Es facil ver que si (C, A, €) es una coélgebra, entonces C°? = (C, A°P ¢)
es también una codlgebra, donde A°? = 70 A.

Ejemplo 3.1.12. Sea (A, m,u) un dlgebra de dimensién finita. Entonces A* = Hom (A, K)
es una codlgebra con la siguiente estructura:

A(f) = D> fo®fe <= > (fa),a){fe),b)=flab), Va,be A,
(f) (f)
e(f) = (f,1la), V[ eA.

Observacién 3.1.13. Si V' es un espacio vectorial de dimensién finita, como vimos en el
Ejemplo 2.1.7, End (V) es un dlgebra de dimensién finita. Por lo tanto End (V)* es una
codalgebra definiendo:

=

S~

~—
Il

SNtn®fe = Y. (fuy. o) {fe). B) = f@oB), Vo, B € End (V),
@ @
e(f) = {f.idv), V feEnd(V)".

Ejemplo 3.1.14. Sea (C,A¢,e¢) una codlgebra, entonces el dlgebra tensorial sobre C
admite una estructura de coélgebra definiendo A : T(C) - T(C) @ T(C) y e : T(C) — K
mediante:

Al ® - ®c") = Z @ ®@c"1)® (@@ @),
(e1),m(em)
Alg) = 1x® Ik,
e @0 = e(c)---e(c")
E(lK) = Ik,

para todo ¢! ® - - - ® ¢ en T"(C), n > 0.

Proposicién 3.1.15. Sean (C,A¢,ec) y (D,Ap,ep) dos codlgebras.
Sean Aggp : C®D — (C®D)R(C®D)yecgp: K— C® D dadas por:

Acgp(c®d) = (cqy ®d(1)) ® (c2) ® d2)),
c),(d

(d)
ecep(c®d) = ec(c)ep(d).

—

Entonces (C ® D, Acgp,ccep) €s una codlgebra.
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DEMOSTRACION: Veamos la conmutatividad del diagrama de co-asociatividad:

(Acep ®id) o Aggp) (c®d) = (Acpp ®id) | D (cay ®d)) @ (c) @ d(z))
(e)-(d)
Z Acep(ca)y @dy) @ (c2) ® d(2))
(©)-(d)
= Y (le@)m @ [@a)m @ ((ca)e @ ([da)e)) @ (¢@) @ de)
(©)-(d)
= ) (e @d) @ (¢e) ® dz) ® (c(3) @ ds)
(©)-(d)

= Y (e ®@d) @ () @ [d2)m) @ ((c@)e © ([de)e)
(e, (d)

= (id ® Acgp) Z (0(1) & d(l)) ® (C(g) ® d(g))
(¢),(d)
= ((id ® Acgp) o Acgp) (c®d), VeceC,deD.

Veamos ahora que el diagrama de co-unidad conmuta:

Z (c®d)q) ®ecep ((c@d)@e) = Z ¢y ® dy ® ecap (¢) ® d2))
(e),(d) (©),(d)

= Y e @dy ®ec (c) ep (d)
(e, (d)

= > ecle@) ey ® Y ep (da)dy @1
@ @
= ¢c®d®1l, Vce(C,deD.

El otro diagrama de co-unidad se demuestra de forma analoga.
O

De ahora en adelante la estructura de coalgebra de C ® C' serd la de la proposicién
anterior.

3.2 Comoédulos sobre una coalgebra

Definicién 3.2.1. Sea C' una codlgebra. Un C-comddulo a derecha es un par (M,0) donde
M es un espacio vectorial y 0 : M — M ® C es un mapa tal que los siguientes diagramas
conmutan:

M ! sMec , M—YtMeC .
5l lid@A X lid@a
MC — MCxC MK

6®id
A un mapa ¢ en las condiciones anteriores se lo llama coaccidn.

Notacion de Sweedler.
Escribiremos
d(m) = Zm(o) ® m(yy (con m(py € My myy € C).
(m)
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A veces escribiremos ) mgy ® myy) en lugar de Z m(gy @ my)-
(m)

Anélogamente se pueden definir un C-comddulo a izquierda como un par (M, ) donde m es
un espacio vectorial y § : M — C' ® M es un mapa tal que

(A®idpy)od = (ddc®d)od

y
(e®idp)od)(m) = 1®@m, Yme M.

De ahora en adelante a un C-comoédulo a derecha le diremos C-comédulo, o simplemente
comoédulo cuando no halla lugar a confusion.

Observaciéon 3.2.3. Con la notacién anterior los diagramas de coaccion se traducen a:

25 m@) ©@ma)y = > me) ®A (ma)) =D me) ®@ma) @ me)
(m) (m)

Zm(o)a (m(l)) =m, VmeM.

Definicién 3.2.4. Dados (M,d) y (N,n) dos C-comédulos, un mapa f : M — N es un
morfismo de comddulos si el siguiente diagrama conmuta:

M——N

o lsN

M®C’ N®C’

)

o sea si Zf m(o) ®m1)—Zf )(0) ® f(m))
(m) (f(m))

Observar que si f : M — N es un morfismo de comédulos invertible, entonces f~!: N — M
es también un morfismo de comdédulos.

Definicién 3.2.5. Dada una codlgebra (C,A,¢) llamaremos M a la categoria cuyos
objetos son los C-comddulos y cuyas flechas son los morfismos de C'-comoédulos. Si M, N son
dos C-comédulos, escribiremos Hom ¢ (M, N) al conjunto de los morfismos de C-comédulos
de M en N.

Definicién 3.2.6. Sea (M, d) un C-comédulo y N un subespacio de M. Decimos que N
es un C-subcomddulo de M si § (N) C N® C.

Observacién 3.2.7. Si N es un C-subcomdédulo de (M, §), entonces (N, oy = d |n) es un
C-comodulo y la inclusion ¢ : N — M resulta un morfismo de C-comédulos.

Ejemplo 3.2.8. Si (C,A,¢) es una codlgebra, entonces C es un C-comddulo con coaccién
A. Observar que los diagramas de coaccién se transforman en los de co-asociatividad y
co-unidad.

Observacién 3.2.9. Si C'y D son dos codlgebras, (M, dpr) es un C-comédulo y (N, d0n) es
un B-comddulo, entonces M @ N es un (C' ® D)-comédulo con la coaccién dada por

Z (m®@n)e)®@(Mmen)q) = Z (M) @ ny) ® (M) ®ney), YmeM, neN.
(m@®@n) (m),(n)

En particular M ® M es un (C' ® C)-comédulo. Ademés, si f : C — D es un morfismo de
codlgebras, entonces (M, §) es un D-comddulo siendo 6 = (id ® f) o dpy.
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Ejemplo 3.2.10.
Si (V,6) es un C-comédulo, entonces (V,6) es un T(C)-comédulo donde § estd dada por:

v—>VeC .
lid@l
FERN
VeT(C)
siendo 7 la inclusién.

Proposicién 3.2. 11 Sea (M d) un C-comédulo y N un C-subcomédulo de M. Entonces

existe un mapa  : M - M tal que (¥ ;) es un C-comédulo y 7 : M — X es un

morfismo de comédulos. Exphmtamente es
d(m) =D ) @ ma-
(m)
DEMOSTRACION: Sea ¢ dada por:
M—>MeC
l”@d
) N
M
NoC

~ Como N es un subcomédulo de M, resulta N C Ker d. Entonces existe un tinico mapa
0: % — % ® C de forma tal que el siguiente diagrama conmuta:

M—>6 %@C;

2|§ (2‘_
(=11
AN

es decir 0(m) = > (m) o) ® M1y, Vm € M.

Veamos que § es una coaccion:

(Goid)od)m) = (eid) Zm(()@m(l

= Z M(0)(0) ® M(0)(1) ® M(1)
(m),(m(0))

= Y M) ®@may @ me
(m)

= (id ® A) Zm(o)@)m
- ((id ®A)o5) (m)

> mgemay) = > mema))
(m) (m)
= m, Vme M.

21



Observar que el siguiente diagrama conmuta

M
|
M
Mg Ce T®id N ® ¢
y por lo tanto 7 es un morfismo de comdédulos. O

Observacién 3.2.12. Sea @ = {0k} el espacio vectorial nulo. Entonces (&, §) es un comédu-
lo, donde 6(0x) = Oggc. Este comédulo es un objeto cero en M.

Observar que como MY es una subcategoria de Vect, entonces dados M y N dos comédu-
los, Hom (M, N) tiene estructura de grupo como en el Ejemplo 1.2.9 ya que f + g es un
morfismo de comddulos para todo f, g € Hom ¢ (M, N). Més atn, se tiene que Hom (M, N)
es un subespacio de Hom (M, N).

Observacién 3.2.13. La categoria M¢ tiene productos finitos. Especificamente:

(M,bp) X (N,6n) = (M x N,§) donde §(m,n) = Z(m(o), 0) ® m) —I—Z 0,71(0)) ® N1
(m) (n)

Es facil ver que (M x N,d) es un comédulo y que dado W otro comédulo y un par de

morfismos de comédulos fay : W — M, fy : W — N, el mapa f: W — M x N construido

en el Ejemplo 1.2.3 es también un morfismo de comédulos.

Por lo tanto, de estas tiltimas observaciones se concluye que M es aditiva.

Observacién 3.2.14. Sea f € Hom (M, N). Es facil ver que Ker f es un subcomédulo de
My que Im f es un subcomddulo de N. Como la inclusién y la proyecciéon son morfismos de
comédulos, dada f € Hom (M, N), el nicleo y contcleo de f en Vect son también nicleo
y conticleo de f en MC. Por lo tanto M tiene nicleos y conticleos.

Hemos probado entoces que M es abeliana.
Observacién 3.2.15. La categoria MY tiene coproductos. Explicitamente

[T 4,6 <@ M, 5)

iel el

donde si Zmi IS @Ml entonces § (Z ml-) = Z d;(m;) pensando M; C @Mj, iel.

i€l i€l i€l i€l jeI

Es féacil ver que (@ M;, 5) es un comoédulo y que dado otro comédulo N y una familia
i€l

de morfismos de comédulos {f; : M; — N ,i € J}, el mapa f : @ Mj; — N construido en el

JjeJ
Ejemplo 1.2.3 es un morfismo de comdédulos.

Por lo tanto M€ es co-completa.
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Capitulo 4

Bialgebras y categorias
monoidales

En este capitulo combinaremos las estructuras de los Capitulos 2 y 3 definiendo las bidlge-
bras. En particular, veremos que las categorias de médulos y de comddulos sobre una
bidlgebra son monoidales. Dos referencias para este capitulo son [Kas95] y [Mon93].

4.1 Bidalgebras

Definicién 4.1.1. Una bidgebra es una quintupla (B, m,u, A, ¢) tal que:
1. (B, m,u) es un dlgebra.
2. (B, A, ¢€) es una codlgebra.

3. A y e son morfismos de algebras.

Observacion 4.1.2. La ultima condicién nos dice que:
A (bb/) = Z b(l)b/(l) ® b(g)b/(g), 9 (bb/) =& (b) € (b/) y Vb, b €B
(ORCY;
A(l)=1®1, (1) =1,

lo cual es equivalente a que m y u sean morfismos de codlgebras.

Ejemplo 4.1.3. El cuerpo K con las estructuras de algebra y codlgebra presentadas en los
Ejemplos 2.1.4 y 3.1.8 es una bidlgebra.

Ejemplo 4.1.4. Si (G, *,e) es un grupo y tomamos sobre KG las estructuras de algebra y
codlgebra como en los Ejemplos 2.1.5 y 3.1.9, entonces K G es una bialgebra.

Ejemplo 4.1.5. Es facil ver que si (B,m,u,A,¢) es una bidlgebra, entonces B®P =
(B,m,u, A ¢), B°? = (B,m,u,A, &)y B®?P = (B,m°, u, A°? ¢) son bidlgebras.

Ejemplo 4.1.6. Si (C, A¢, ) es una coalgebra, entonces el dlgebra tensorial sobre C, T(C),
es una bidlgebra con las estructuras vistas en los Ejemplos 2.1.9 y 3.1.14.

Definicién 4.1.7. Sean (B,m,u, A, &)y (B,ﬁ@,ﬂ, A,é) dos bidlgebras. Un mapa f: B —

B es un morfismo de bidlgebras si es morfismo de algebras y morfismo de coalgebras. Un
bi-ideal de B, es un ideal de B que a su vez es un coideal de B.

24



Las siguientes proposiciones son faciles de probar.

Proposicién 4.1.8. Sea (B, m,u,A, ) una bidlgebra e I un co-ideal de B. El ideal
bilateral generado por I es un bi-ideal de B.

Proposicién 4.1.9. Sea (B, m,u,A,¢) una bidlgebra e I un bi-ideal de B. Entonces
(%,m,ﬂ,A,é) es una bialgebra con las estructuras de dlgebra y coalgebra vistas en los
Ejemplos 2.1.6 y 3.1.10.

4.2 Moébdulos y comodulos sobre una bialgebra

Ahora veremos que si B es una bidlgebra, entonces pM es una categoria monoidal, siendo
la restriccién de la asociatividad la identidad, y las restricciones de la unidad las naturales.
Veremos también un reciproco parcial, probando que si B es un algebra, g M es monoidal
y se cumple una hipétesis adicional, entonces B es una bidlgebra. Probaremos también los
resultados analogos para M5,

Observacién 4.2.1. Si (B,m,u,A,¢) es una bidlgebra y M, N € pM, en vista de la
Observacion 2.2.7, M ® N es un B ® B-médulo, y como A : B — B ® B es un morfismo de
algebras, M ® N resulta ser un B- médulo con la accién

b(m@n):Zb(l)m@)b(g)n, Vbe B, me M,n &€ N.
©)

Teorema 4.2.2. Si (B,m,u,A,¢) es una bidlgebra, entonces (pM,®,K,a, 1) es una
categoria monoidal donde (M, ppr) ® (N, pn) = (M ® N, ppgn) siendo

prmenN = (pp @ pn)o (dy @ 7B RidN) o (AR id pen),

es decir
b(m®n):Zb(1)m®b(2)n, Vbe B,meM,neN,
(b
a,r y [ son los mismos que en Vect.
DEMOSTRACION: Vimos en la Observacién 4.2.1 que dados M, N €egM, M @ N €g M con

la accién del enunciado. Ahora veamos que K es un B-médulo. Sea px : B ® K — K dada
por p(b®@ k) =¢e(b)k Vbe B, k€ K. Veamos que pj es una accion:

(ab) - k = e(ab)k = e(a)e(D)k = e(a)(b-k) =a- (b-k), YVa,be B, k € K.

1-k=e(Mk=1k=k, VkeK
Ahora veamos que r : K@ M — M y I : M ® K — M son morfismos de médulos:

r(b-(m®k)) r Y by m@be) -k

(b)

r Z b(l) me E(b(Q))k
(b)

= Za(b(g))kb(l)-m
(b)
= kb-m
= b-km
= b-(rlm®k), VbeB meM, kek.
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De forma andloga se prueba que [ es un morfismo de moédulos. Resta ver que o es un
morfismo de médulos. Sean M, N, P médulos y (m®n)®@p € M @ N® P, b € B, entonces:
b-(a((men)®p)) = b-(me(nep))

= > bay m® (b - (n@p))
(b)

= > by m® | > baya) n®@bae P
(b) (b(2))

al XY DD by mebaye) n | ®be -p
(®  \((1))

= « Zb(1)~(m®n)®b(2)-p
®)

~ a(b-(m&n)@p)).
La conmutatividad de los diagramas pentagonal y triangular son triviales. O

Teorema 4.2.3. Sea (B, m, u) un dlgebray A : B — B®B un mapa tal que (s M, ®,K, o, 7, 1)
es monoidal donde (M, ppr) ® (N, pn) = (M ® N, ppgn) siendo

pren = (pv @ pn) o (idy @ Tpm ®id n) o (A ®id Mgn),

y a,r y [ los mismos que en Vect.
Entonces existe un mapa ¢ : B — K de forma tal que (B, m,u, A, ) es una bidlgebra.

DEMOSTRACION: Como K € g M, tenemos una accién pg : BOK — K. Seae: B — K
dada por:

e(b) = pr(b®1)
b-1, VbeB.

Veamos que (B, A, ¢€) es una codlgebra. Para esto escribiremos A(b) = Z b(1) ® b2y y por

(b)
lo tanto tenemos que

b-(m@n) = > buy-m®be-n, YbeB,meMmneN, M,NE pM.
(b)

Como pM es monoidal, la restriccién de asociatividad o : (M @ N) @V - M @ (N@ V) (
(m®n)®v — m®&® (n®wv)) es un morfismo de médulos para todo M, N,V € pM y como B
es un algebra, el propio B resulta un médulo sobre si mismo. Tomemos M = N =V = B,
entonces el siguiente diagrama conmuta:

P(BR®B)®B

B®(B®B)® B (B®B)®B.

id@al l

B® B® (B® B) B® (B®B)

PBR(B®B)
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Luego:

(o pepes) b®(1®1)®1) (PBoBop) o (id®a)) (b (101)®l) =

Zb(l)'(1®1)®b(2)'1 = Zb(1)~1®b(2)-(1®1) =
(©) (b

S b @ ba)e | @b = D> bay® | > (be)a @ be)a) |, YbeB
(6)  \(b(1)) (b) (b(2))

Por lo tanto A es co-asociativa.
Comor: K@M — Myl: M®K — M son morfismos de médulos para todo M € g M,
tomando M = B tenemos que:

"o pPBK = pBO(ld®T)
y
lopkgs = ppo(id ®I)

por lo tanto, aplicando estas igualdades a b ® 1 ® 1 tenemos que:

r Zb(1)®5(b(2)) = b-1
(b)
y
l Za(b(l)) ® b(a) = b-1
(b)
es decir que
Zb(l)g(b@)) = b
(b)
y
Ze(b(l))b(g) = b, Vbe B.

©)

Por lo tanto € hace conmutar el diagrama de co-unidad y (B, A, €) resulta una coélgebra.
Para ver que (B, m,u, A, ¢€) es una bidlgebra, queda probar que A y € son morfismos de
algebras. Como B € g M, tenemos que B ® B € g M con la accién

b-(cwd) =Y buc®bzd ¥bedeB.
)

Entonces de

a-b-(1®1) = (ab)-(1®1), Va,be B
y
1-191) = 191
se deduce,
Z a(l)b(l) X a/(2)b(2) = Z(ab)(l) (024 (ab)(g), Va,be B
(a)(b) (ab)
y
Al = 1@1.
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Por lo tanto, A es morfismo de algebras.
Como pk es una accién, tenemos que

a-(b-1)=ab-1,Va,beByl-1=1 =

e(a)e(b) = e(ab), Va,be Bye(l) =1.

Por lo tanto € es un morfismo de algebras. o

Veamos ahora los resultados andlogos para comédulos sobre una bidlgebra.

Observacién 4.2.4. (B, m,u,A,¢) es una bidlgebra y M, N € M%, en vista de la Obser-
vacién 3.2.9, M ® N es un B ® B-comddulo, y como m : B® B — B es un morfismo de
codlgebras, M ® N resulta ser un B-comoédulo con la coaccion

d(men)= Zm(o) ®ny ® muynay, YVmeMmneN.

Teorema 4.2.5. Si (B, m,u,A,¢) es una bidlgebra, entonces (MB,®,K,a,r, l) es una
categoria monoidal donde (M, ) ® (N,dn) = (M ® N,dpen) siendo

5M®N: (idM®N®m)o(idM®TB,N®idB)o(5M®5N),

es decir
Y (m@n)g @ (men)q =Y me) @ ng) @ mayna),

y a,r y I los mismos que en Vect.

DEMOSTRACION: En vista de la Observacion 4.2.4, tenemos que dados M, N € MB M ®
N € MPB con la coaccién del enunciado. Ahora veamos que K es un B-comédulo: Sea
dx : K = K® B dada por éx(k) =k ® 1, V k € K. Veamos que dx es coaccién:

(g ®id)odg) (k) = (r®id)(k®1p)
= k®R1p®1p
= k®A(lp)
= (d®A)(k®1p)
— (@A) os) (k) ¥

(id®e)odk) (k) = (id®e)(k®1p)
k®e(lp)
k®1

k, VkeK

Ahora veamos que r : K@ M — Myl : M ® K — M son morfismos de médulos
VYV M € MP. Veamos que el diagrama de la Definicién 3.2.4 conmuta para r y I:

(r@id) odgem) (k®@m) = (roid) (me(o) ®m(1))

= Z km gy @ m1)

= kdp(m)

= dnm(km)

— Guor)(kem) ¥
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((@id)odyex) mok) = (oid) (Y meokemny)
= > km) @mq)
= (bpol)(m®k),
VkeK, meM, MeM-B
Veamos ahora que « es un morfismo de comédulos. Sean M, N, P comédulos, (m®n)®p €
(M ® N) ® P, entonces:
dmeepr)(a((men)@p)) = 6(me (n®p))
= Z mo) ® (n @ p) oy ® ma)(n @p)a)
= > mo) ® (o) @ p(oy) @ ma) (nypa))
= (a®id) (Z(mm) ® n(o)) @ p(o) @ (m(l)nu))p(l))
= (a®id)(Omenmer(m@n) @ p).

La conmutatividad de los diagramas pentagonal y triangular son triviales.
O

Teorema 4.2.6. Sea (B, A, ¢) una codlgebray m : B® B — B un mapa tal que (MZ, ®,K)
es monoidal donde (M, dpr) ® (N,dn) = (M ®& N,dpen) siendo

dmen = (idugn ®@m) o (idy ® 7,8y ®id B) o (dm ® ON),

a,r y [ son los mismos que en Vect. Entonces existe un mapa u : K — B de forma tal que
(B,m,u, A, ¢e) es una bidlgebra.

DEMOSTRACION: Como K € MP tenemos una coaccién dx : K — K® B que puede escribirse
como Ok (k) = 1 ® u(k), siendo v : K — B un mapa. Definimos 1p = u(l). Veamos que
(B,m,u) es un élgebra.

Como M?B es monoidal, la restriccién de asociatividad o : (M @ N)@V — M @ (N V) (
(m®n)®v — m® (n®v)) es un morfismo de comédulos para todo M, N,V € M y como
B es una coalgebra, B resulta un comoédulo sobre si mismo. Tomemos M = N =V =By
escribimos m(a ® b) = ab,

5B®<B®B)oo¢ = (O&®id)05(3®3)®3.

Sea (b®c)®d € (B® B)® B, entonces:

5B®(B®B) (b ® (C & d)) = Z (Oz ® id) ((b(l) ® C(l)) & d(l) (39 (b(g)C(g))d(g),
(5):():(d)
D> by ® () @dm) @by (cde) = Y, bay @ (cq) ®day) © (bace)de)
(®):().(d) (5):(),(d)

aplicando e ® e ® e ® id a ambos lados de la iltima igualdad, obtenemos:

191010bcd) = 1910910 (bo)d =
bled) = (bc)d, Vb, c,de B.

29



Por lo tanto, m es asociativa.
Como r y [ son morfismos de comédulos, se cumple que

dpor = (reid)odkgm

y
Spol = (I®id)odyex, VMe MP.

Tomando M = B y b € B tenemos que:
(Aor)(1®b) = (r®id)odkes(l®b)

<

(Aol)(b®1) = (I®id)odpgr(b®1).

Entonces

Zb(1)®b(2) = (T@id) Zl@b(l)@le(Q) Z(l®id) Zb(l)@)l@b(g)lg ,
(b) (b) (b)

luego
Z b(l) & b(2) = Z b(l) & 1Bb(2) = Z b(l) & b(2)1B.
(d) (b) (d)

Aplicando € ® id en los tres términos, obtenemos:
b =1pb=0blp, Vbe B.

Luego, (B, m,u) es un dlgebra.
Para ver que (B, m,u, A, €) es una bidlgebra, resta ver que € y A son morfismos de algebras.
Como B € MPB, tenemos que B ® B es un comédulo con la coaccién

dbc) = Z b(l) ®ca) ® b(g)C(g) ,
(b),(c)

por lo tanto § hace conmutar los diagramas de la Definicién 3.2.1, es decir:

b@c®l = ((id ®e)od) (b®c)

(id ®¢) Z by ® ¢(1) @ beayc(2)
(b),(c)

> by @c) @¢ (beew)
(b),(0)

y aplicando € ® € ® id y utilizando que ¢ es lineal, obtenemos

e(be) = e(b)e(e) Vb, c € B.
Ademas,
(id®A)od)(b®c) = ((®id)od)(b®e) =
d @A) | Y bay®cay@bece) | = @®@id) [ D bay@cq) @bayce =
(0),(c) (b),(c)
Y by ®@ey @A (bpe) = Y bay ®cn) ®bece @ bece);

(b),(c) (0),(c)
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aplicando € ® e ® id a ambos lados de la igualdad obtenemos

A(bc) = Z b(l)C(l) ® b(g)C(g) VbceB.
(6),(c)

Por lo tanto, sélo nos resta probar que (1) = 1y que A(1) = 1® 1. Veamos ésto: como dg
es coaccién tenemos

(id ®e)odg) (1) = 1®1
y
(b ®id) o dg) (1) = ((id ® A)odg) (1),
es decir,
(dees)(lelp) = 1®1
y
(5K®id)(1®13) = (id®A)(1®1B) =
8(13) = 1
y
1p®1p = A(lB)
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Capitulo 5
Algebras de Hopf y rigidez

En este capitulo definiremos las dlgebras de Hopf. Veremos ejemplos y propiedades de estas
algebras y estudiaremos las categorias de médulos y comédulos de dimensién finita sobre
un algebra de Hopf. Existe una numerosa fuente bibliogréfica en el tema de dlgebras de
Hopf, como por ejemplo [DNRO1], [Mon93] y [Sch95]. El contenido de este capitulo se basa
esencialmente en las fuentes antes mencionadas.

5.1 Algebras de Hopf

Definicién 5.1.1. Sea (A,m,u) un dlgebra y (C,A,e) una codlgebra, el producto de
convolucion es la funcién conv : Hom (C, A) ® Hom (C, A) — Hom (C, A) definida por:

conv(f @ g) "2 frg:=mo(f@g)oA, VfgeHom(C, A);o sea,

(f+g)@) =Y f(zw)g(z@), Vo eC.
@)

Es facil de probar que conv es asociativo y que u o € es un neutro para conv, luego
(Hom (C, A), conv,1 = uoe€) es un édlgebra.

Por lo tanto si (B, m,u, A, ¢) es una bidlgebra, entonces Hom (B, B) es un édlgebra con
la estructura recién mencionada. A partir de este momento cuando decimos el algebra
Hom (C, A), nos referimos a (Hom (C, A), conv, u o g).

Si (B, m,u,A,¢) es una bidlgebra, idp es invertible en Hom (B, B) si y sélo si existe un
mapa S : B — B tal que S xid =id *S = u oe. Es decir que

ZS (1) :17(2)—2:6 1)8 I(g))—t’:‘( )13, VzxeB.
(2)

A un mapa S que cumple la igualdad anterior, se le llama una antipoda en B. Claramente,
si existe una antipoda en (B, m,u, A, ¢€), es Unica.

Definicién 5.1.2. Un dlgebra de Hopfes una estructura (H, m,u, A, e,S) donde (H, m,u, A, ¢)
es una bidlgebra y § : H — H es una antipoda en H.

Ejemplo 5.1.3. El cuerpo K con la estructura de bidlgebra del Ejemplo 4.1.3 y antipoda
S =id es un algebra de Hopf.

Ejemplo 5.1.4. Si (G, *, e) es un grupo, entonces el dlgebra de grupo K'G con la estructura
de bidlgebra del Ejemplo 4.1.4 y antipoda la extensién a KG de g — ¢!, es un dlgebra de
Hopf.

Proposicién 5.1.5. Si (H,m,u,A,e,S) es un algebra de Hopf, entonces:
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1. La antipoda es un antimorfismo de dlgebras, i.e. S(hk) = S(k)S(h), Vh,k € Hy S(1) =
2. La antipoda es un antimorfismo de codlgebras, i.e. AoS=70(S®S)oAyecoS =¢;

es decir que :
> S(x)a) @ S D S(a) @ S(zq))
(z) (z)

e(S(x)) = e(x), VeeH

DEMOSTRACION:
1. Sean v,p: H ® H — H dadas por

vz ®y) =3Sy)S()y plz@y) = S(xy), v,y € H.
Es fécil probar que p*xm = m* v = uoe. Por lo tanto tenemos p = p* (uoe) =
prm*v = (uoe)*v=uv;es decir
S(xy) = S(y)S(x), Va,y e H.

Alicando la igualdad id * S(z) = uoe(x) en x = 1, obtenemos que S(1) = 1.

2. Para probar que A0S = (§®S8) o A veremos que AoS = (S§®S) o A°P. Sean ahora
v=(8§®8)oA?yp=AoS. Comov, p: H— H® H, para probar que v = p basta
ver que

P A=Axv=uggyoe.

Veamos ésto:

(pxA)(z) ZA (z(1))) Az(2))

A (Z S(:v(l))x@))
(z)

= A(g(x)1)
= (upgmoe)(z), VaeH

(Axv)(z) = Y Am)SeS)(zm @ z0)
()

= D (2 @32)(S(x4) @ S(x(3))
(z)

= > 21)S(x) ® 12)S(x(3))
(z)

= Z x(l)S(:v(g)) X E(,T(Q))l
(@)

= Z.’L‘(US(I@)) ®1
(z)

= ex)l®l
= (uggmoe)(z), VzeH.

Veamos ahora que e o0 S = &:

e(S(x)) =¢ (S (Z 5(:0(1))50(2))) = (Z :c(l)S(:zr(g))) =e(z), Ve € H.
(z) (z)

33



O

Proposicién 5.1.6. Si (H,m,u,A,e,S) es un dlgebra de Hopf y S es invertible (respecto
a la composicién) con inversa S, entonces

1. S7! es un antimorfismo de lgebras y codlgebras.

2.
ZS_I(x(Q))x(l) = E(x)
()
y
Zx(g)Sfl(x(l)) = E(I), VoeH.
(z)
En particular, H°? = (H, m,u, A°,¢) es un algebra de Hopf con antipoda St
DEMOSTRACION:

1. (a) Veamos que S~ es un antimorfismo de &lgebras:
SHay) = SHSSH(2)SSTH(y))
= STIS(STH(y)ST (@)
= §'WS(2), VayeH
y ST =871(s(1) =1.
(b) Veamos que S™! es un antimorfismo de codlgebras:
(ro(S7'@8 M oA)(2) = (r0(ST'®S ) oA) (SS7(z))

= (ro(ST'®@S8 ) oro(S®S)0A) (S ')
= A(S™(2))

<

e (887 (x))
e(z), VoeH.

€ (S_l (x))

Y S Map)ray = D8 Hawe)S N (S(za)
(=) (=)

— 871 ZS(I(l))x(g)
(z)

= S8 '(e(@)
= ¢e(x), VzeH.

La otra igualdad se prueba de forma andaloga.

5.2 Moébdulos y comdédulos sobre un algebra de Hopf

Sea (H,m,u,A,¢,S) un dlgebra de Hopf. Escribiremos g M f;, a la categoria de H-mddulos
de dimensién finita y Mfm a la categoria de H-comédulos de dimensién finita. En esta
seccién, fijada un dlgebra de Hopf (H, m, u, A, ¢, S), estudiaremos la rigidez de las categorias

HMin y MY, .
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Observacién 5.2.1.

Como (H,m,u,A,¢€) es una bidlgebra, como vimos en los teoremas

4.2.2 y 4.2.5, las categorfas yM y MH son monoidales. Ademés si M y N € gMpin,
claramente M ® N € gM¢;y,. Por lo tanto g M ¢;y, es una subcategoria monoidal de y M

H

y andlogamente M,

Teorema 5.2.2.

es una subcategoria monoidal de M.

1. Si (H,m,u,A,¢,S) es un algebra de Hopf, entonces g M ¢, es rigida a izquierda defi-
niendo ¥ (M, p) = (M*, p) donde p(h ® o) = h - a viene dada por:

(h-a,m)={(a,Sh)-m)y, Voe H a e M*, me M

y la evaluacién y coevaluacién a izquierda son las mismas que en Vect fin,.

2. 5i ademéds S es biyectiva, entonces pM s, es también rigida a derecha definiendo
(M, p)" = (M*, p) donde j(h ® o) = h - a viene dada por:

(h-a,my={(a,S8 " (h)-m), Vhe H ae M*, me M

v la evaluacién y coevaluacién a derecha son las mismas que en Vect pi,.

DEMOSTRACION:

1. Sea M € yM 4y, veamos que (M*, p) es un médulo. Observar que si h € H, a € M*,
entonces h-a € M*. Veamos que p es una accién:

(h-(-a),m) =

por lo tanto
h-(l-a)

Ademis

(1-a, m)

por lo tanto

(l1-a,S(h)-m)

(a, S(1) - (S(h) - m)

{a, S(HS(h) - m)

(ac, S(hL) - m)

(W) - o, m), Vhile H ae M*, me M,

= (W) q, VhileH ae M.
= (o, S(1)-m)

{ar, m) YaeM*, meM,
a = a, Yae M.

Resta ver que Yev y Vcoev son morfismos de médulos, es decir que los siguientes dia-

gramas conmutan:

HeoM o M —"" - Mo M, HoK o K .
id®vevl lvev id®vcoevl lvcoev
H&K - K Ho MM ———— M@ M*
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Calculamos:
Vev(h-(a®@m)) = VYev Zh(l) ~a®hgy-m
(R)

= > (hay-a, hg-m)

(R)

= <a, ZS(h(l)) . (h(z) m)>
(h)
- <a’ > S(hay)he) 'Tn>
(h)

(a, e(h)m)
g(h) (a, m)
h-Y ev(a®m), Vhe H ae M*, me M.

Sea {e1, €2, ..., e, } una base de M y {el, e .., e"} su base dual. Identificando M ® M*
con Hom (M, M) tenemos:

(prrsnr- o (id @ coen)(h © 1)) (m) = (h DICE ) (m)

(Veoevopg)(h ®1)) (m) = <£(h) Z e; ® ei> (m)

= ¢(h) Z <ei , m> e;
i=1
= e(h)m, Vhe H meM.
Por lo tanto

(prmronr- o (id ®Y coev))(h®1) = (Yeoevo px)(h® 1), VheH.

2. Sea (M,p) € gMyy,. Observar que en la parte anterior, cuando probamos que p
es una accién, lo que se utilizé fue que p es accion y que S es un antimorfismo de
4lgebras. Ahora estamos en la misma situacién ya que S™! es también un antimorfismo

36



de dlgebras. Por lo tanto (M*,5) es un médulo. Resta ver que ev¥ y coevV son
morfismos de mdédulos, es decir que los siguientes diagramas conmutan:

He Mo M " o Mo M*, HoK o K
id®@ev" J/ levv id®coev” J/ lcoevv
HoK o K H®M*®MW>M*®M
Calculamos:
evV (h-(m®a)) = ev’ Zh(l) "m®h o

(R)

= > (b -, ha)-m)

(R)

:< ZS (h(2)) - (hq) - )>
= < > S Hh)hay 'm>

(h)
(a, e(h)m)
e(h) (a, m)
= h-ev'(m®a), Vhe H ae M*, me M.

Sea {e1,ea, ..., e, } una base de M y {el, e, ..., e"} su base dual; identificando M* ® M

con Hom (M, M) tenemos:
<h Ze ®el>
Zzh W€ @he e | (m)
- z": hay -, m) h) - e
= Zh<z> Z LS (hy) -m) e

((par-gar o (id ® coev”))(h @ 1)) (m)
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= ¢(h) Z <ei , m> €;

i=1

<€(h) doew ez‘) (m)
=1

= ((coev” o px)(h ® 1)) m, VheH meM.

Por lo tanto

(prr-onr o (id @ coevY))(h®1) = (coev” o px)(h ® 1), VheH.

Ahora veamos los resultados andlogos para la categoria /\/l?m

Teorema 5.2.3.
1. Si (H,m,u,A,e,S) es un algebra de Hopf, entonces M;Im es rigida a izquierda defi-
niendo ¥ (M, §) = (M*,6) donde é(a) = Za(o) ® o) es tal que

> gy, myagy =Y {a,m@) Sm)), Ym e M

y la evaluacién y coevaluacién a izquierda son las mismas que en Vect f4n,.

2. Siademads S es biyectiva, entonces M’;Im es también rigida a derecha definiendo (M, §)" =

(M*, 5) donde p(a) = Z (o) ® a1y es tal que

D Alagmyany =Y (a,me) S (m), ¥m eM

y la evaluacién y coevaluacién a derecha son las mismas que en Vect fs,.

DEMOSTRACION:

1. Tenemos que probar que ¥ (M, d) € leim, VM € ./\/l?m, y que los mapas Yev y Vcoev

son morfismos de comédulos. La conmutatividad de los diagramas de rigidez ya la
vimos en la Proposicion 1.3.4.

Sea M un H-comdédulo de dimensién finita. Observar que M* ® H ~ Hom (M, H)
como espacios vectoriales, donde

(a®h)(m)=(a,m)h, VmeMaecM" heH.

Para todo o € M* consideramos & € Hom (M, H) definida por
a(m) =Y {(a,m@)) S (mq))-

En vista del isomorfismo anterior, sabemos que existe un tinico elemento Z apy®@any E MR H
tal que

Z <a(0),m> o) = Z <a,m(0)> S(m(l)), Ym € M.

Luego la férmula del enunciado define un mapa § : M* — M* @ H. Veamos que 0 es
una coaccién.
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Ahora identificaremos M* ® H @ H con Hom (M, H ® H)

(X tew)o ® (@) ®an)) (m)

= > {(@©)©:m) (a©)m ®aq)

= Z<a<o>,m<o>> (m) ® aq)

= > S(mw) @ {a@,mo) o)

= > S(me) @ (ame)S (mu)

= > S(mw) @ {ame)S (my) @
= A (X (ame) S (mw))

= A (X (a@m)aw)

= > (a@:m) (aw) 0) ® (a@) @

= (X awe® ) w @ (ew) @) m)

((G@id) 2 d) (a)) (m)

= (((id ® A)03d) (@) (m)
y
<Z€(a< ) ) > = Y () (), m)
= (S e m)an)
= 5( <avm<0>>5(m<1>))
= Y (am)e (S (mw))
= > {amo)e(mu)
= (a,m), VYaeM' meM.
Por lo tanto
(6®id)os = ([d®A)os
y
Zf(am)a(m = o VYaeM”.

Veamos que Vev y Ycoev son morfismos de comddulos.
Tenemos que probar que los siguientes diagramas conmutan:

v ev v coev

M*®@ M K , K M@ M* .
5M*®Ml/ llﬂ]« 6Kl léM(X)Z\/I*
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(g oY ev)(a®@m) = & ({a,m))
{a,m) ®1

<

(Vev®id)odrrgum) (@@m) = (Yev®id) (Z () ® m(o) @ a<1>m<1>)
1© Y (@) mo) amma)
= 18) (a,mq))S(ma))me)

= 1Y {a,m)e (mm)1

= {a,m)®1, Vae M* me M.

Para probar que coev es un morfismo de comédulos, fijemos una base {e1, e, ..., e, }
del espacio vectorial M y {el, e ..., e"} su base dual. Sea

n
Zej@tji’ tjiEH, iZl,...,TL

Entonces, como § es una coaccién, tenemos que

(ld ® A)od)(e;) = ((0®id)od)(e;), Vi=1,...,n. =
(id ® A) Zq@tﬂ = (0®id) Zq@tﬂ =
Z e; ® Alty) = Z Z er @ tr; @ty
j=1 J=1 k=1
= Z P ® thk ® thi.
j=1 k=1

Por lo tanto
n
Ztik@)tkj, Vi, j=1,...,n

Ademés,

Yoeltie; = Y eleiw) i

j=1
= € =
e(tij) = dij, Vi, j=1,...,n
Anélogamente podemos escribir:
n
s(e') = Zej@)sji, sjieH, i=1,..,n =

Z <ej,m> Sji = Z <ei,m(0)>8(m(1)), VmeM,i=1,...,n
j=1
tomando m = eg, tenemos

edep) sy = el e, S(tjk), Vi,k=1,..,n =
j 3 j
j=1

Ski = S(



Por lo tanto tenemos que d(e’) =

21

ej ®S(tij), Vi= 1, ceey N

Entonces, identificando M ® M* ® H con Hom (M, M ® H), obtenemos:

((Onr@ar- o coev) (1)) (m)

<5M®M* (Zn: e ® ei>> (m)

n

S ej@et@tS(ta) | (m), Yme M.

ij,k=1

Luego, tomando m = ey, tenemos que

((6rr@nr+ o coev)(1)) (en)

((Veoev ®id) o &k) (1)) (en)

Por lo tanto
Snrenrs o coev

. Sea (M, 9) € ./\/l?m,
férmula del enunciado define § : M* —

también un antimorfismo de codlgebras.

ver que ev y coev son morfismos de comédulos, es decir que los siguientes diagramas

conmutan:

\4
ev

M@ M* K

6M®1W*l/ l(;K

n
Z e; ® ek & tjiS(tik) (eh)
i,J,k=1
n
<€k s €h> e ® tjiS(tik)
ijk=1

Z e; ® tjiS(tih)

ij=1

n
ZEj ®
j=1

Z ej Q¢ (tjn)l
j=1

Vh=1,...n

> tin)Stine)

(tjn)

ep®1,

((Yeoev @id ) (1 ® 1)) (en)

Zei Re® 1) (en)

=1
= Z ei,eh>ei®1
i=1
= e, ®1, Vh=1,..,n.

(Yeoev ®id ) o k.

entonces de forma andloga a la parte anterior, se prueba que la

M* ® H. Observar que en la parte anterior,
cuando probamos que J es una coaccién, lo que utilizamos fue que § es coaccién y que S
es un antimorfismo de codlgebras. Ahora estamos en la misma situacién ya que S~! es

Por lo tanto | M*, 5) es un comodulo. Resta

: K coev M*® M '
JKl llsM*@M
K® H > M*oM®H
coev”’ ®id
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(bgoev)(m®@a) = o ((a,m))
= (a,m)®1

((ev®@id) o dpgpm+) (MR @) = (ev@nd)(Za )®m()®m(1)a(1))
= 1@ {a@,mo)mman)
= 1@} {ame)meS (mu)

1®Z a,m(o) € m(l))l

= {a,m)®1, Vae M* me M.

Ahora tomemos una base {e1, e, ...,e,} de M y {el, e, ..., e"} su base dual. Anéaloga-
mente a la parte anterior, se prueba que si

5(61) = Z €; ® tji, tji cH
j=1
entonces
5(e’) = Y8 ), Vi=1,..,n.
j=1
Veamos que
((coev ®id) o 6g) (1)(en) = (Oprem © coev) (ep), Vh=1,..,n.
((6ar-@ns 0 coev)(1)) (e) = Z e; @ ek @S tu)tyi | (en)
i,5,k=1

= Z e] ®S” ( k)i
i,7,k=1

= Z e; ® S
i,j=1

= ZBJ ® Z St Jh(g)
J=1 (tin)

= Zej ®E(tjh) 1
j=1

= ep®1, Vh=1,..,n

y
(((coev ®@id) o dg) (1)) (en) = ((coev ®id)(1® 1)) (en)

= < ei®ei®1> (en)
i=1

= i ez®1

i=1
= e,®1, VYh=1,..n

<.
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Por lo tanto

gm0 coev = (coev ®id) o dk.
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Capitulo 6

Bialgebras cuasi y cocuasi
triangulares y categorias
trenzadas

En este capitulo dada una bidlgebra (B, m,u,A,¢) presentamos condiciones necesarias y
suficientes para que g M y MP sean categorias trenzadas. Dos referencias para este capitulo
son [Kas95] y [Mon93].

6.1 Bialgebras cuasitriangulares

Definicién 6.1.1. Una bidlgebra (B, m,u, A, ¢€) es cuasi-coconmutativa si existe un ele-
mento R € B ® B invertible, tal que:

A°P(x) = RA(z)R™', Yz € B,

donde A% (z) = Zx(g) ®@x(1) = (ToA)(x). Es decir que si R = ZR} ® R?,
() i

> Rlzqy® Rizp) = Y z@Rl®@zwRl, VzeB.
(x), (z),i

A una bidlgebra de tal forma la escribiremos (B, m, u, A, &, R). Observar quesi R = 1®1
entonces (B, m,u, A, ) es coconmutativa.

n
Notacién 6.1.2. Seaz € B® B, x = in ®a?, xf,2? € B. Escribiremos:
i=1

:v12:Zx}®xf®13:R®1,x13:Zx}@lB@)xfyx%:ZlB@)x%@w?:l@R_

i=1 i=1 i=1
Definicién 6.1.3. Una bidlgebra (B, m,u, A, e, R) cuasi-coconmutativa es cuasitriangular
si
(A X ZdB) (R) = Ri3Rs3 ¥y (’LdB X A) (R) = Ri3R1o.
Proposicién 6.1.4. Sea (B,m,u, A, e, R) una bidlgebra cuasitriangular, vale:
1. RiaRy3R23 = RogR13Raa.
2. (E@idB) (R) =lggp ¥ (id3®€) (R) = lpgk.

44



DEMOSTRACION:
1.
RisRizRog = Rio(A @id)(R) = Y (R® 1)(A(R}) ® R}) = Y | RA(R}) ® R}

2

y como RA(z) = A°P(x)R, Yx € B, tenemos

Ri2R13R23 Z A°(R})R® R}

(A7 ©id)(R) o
((t,p®id) (A®id)) (R)R12
= (185 ®id) (Ri3R23)R12

= Ra3Ri3Rs2.

2. Aplicando e®id ®id a la igualdad (A®id )(R) = R13Ra3 , obtenemos R = (¢®id )(R)R
y como R es invertible
(e®id)(R) = 1.

Aplicando id ® id ® € a la igualdad (id ® A)(R) = R13R12, obtenemos

(id ® ¢)(R) = 1.

Observacién 6.1.5. Si (B,m,A, ¢, R) es una bidlgebra cuasitriangular, entonces
R™'A?(z) = A(z)R™', VaxeB.
Por lo tanto (B®?, R™') y (B°?, R™!) son bidlgebras cuasitriangulares.

Teorema 6.1.6. Sea (B, m,u, A e, R) una bidlgebra cuasitriangular. Entonces (M, ®,K)
es una categoria trenzada de la siguiente forma

el functor ® es el mismo que en el Teorema 4.2.2 y dados M y N dos B-médulos,
euN :MRON —- N®M es

cM,N(m(X)n):ZR?-n@R}-m, Vme M, neN.

3

DEMOSTRACION:Recordar que M ® N es un (B ® B)-mdédulo con la accién dada por:
(bR ) - (m@n)=b-mxV -n.

Entonces tenemos que cyy(m@n)=7(R-(m®mn)), Ym € M, n € N. Veamos primero
que cpr,n es un morfismo de médulos. Tenemos que probar entonces que:

cMN©puMeN = pnem o (id ® e N), VM,N e pM.
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Sean M, N € gpM, m € M, n € N, b € B, entonces:

eunNb-(m®n)) = cun Zb(1)~m®b(2)®n
(b)

= ZRf < (biz) - 1) ® R} - (b(ry - m)
(b),i

= ZR?b(g) -7’L®Rl-lb(1) -m
(b),i

= Zb(l)R? '7’L®b(2)R} -m
(b)i

b-(ZRf-n@R}-m)

= b-eynimen).

Veamos que ¢,y es invertible para todo M, N € pM.
Si escribimos R~ = ZTJ-I ® Tj2, sea dy,y: N®M — M ® N dada por:
J

da,n(n®@m) :Zjle -m@T?-n

=Rt (m®n) = R 7(m®n)Entonces:
(ecunodun)(n®@m) = cun(R™-(men))
= 7(R-(R™'- (m®n)))
= 7(m®n)

= n®m, VnemeNQM =

cuNodyn = idyem
y de forma analoga se prueba que
dM,N [¢] CM,N = idM®N.

La naturalidad de c es trivial. Veamos que ¢ hace conmutar el diagrama hexagonal.
Como la restriccién de la asociatividad es la identidad, tenemos que probar que:

(idy @ cuw) o (cuy @idw) = cuvew
y
(cow@idw)o(idy ®cv,w) = cugvw, YU V,W € M.

Observar que si U, V,W € M, entonces U@V ® W es un (B ® B ® B)- médulo, con la

accién:

(a@b®c)- (VW) = a-ub-VvRc-w.
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Seau®@v@weU®V ®W, entonces:
(idy @cyw)o(cuy @idw) (u@vew) = (idy ®@cyw) <ZR§-U®R} -u®w>

= > R} v®R}-w@R,- (R} u)
ik

= 7B,BoB (Ri3R12) - (v @ w ® u)

= 7B.Be5 ((ild ® A)(R)) - (v@w )

= ZARz (v@w)® R} -u
= ZRZQ (v@w)® R} -u

= CU,V®W(U RV w)

(cow@idw)o([dy @cyw) (URVRW) = (CU,W®idW)<U®ZR?-w®Ri1-v>
= ZR2 (R?-w)®R.L-u®R! v
= 7TBeB,B (Ri3Ra3) - (W @u®v)

= 7TepB(A®id)(R)) - (wBu®R W)
= ZRf cw® AR} - (u®wv)

= ZR%-w@R}-(u@v)

= cuev,w(u® v w).
O

Teorema 6.1.7. Sea (B, m, u, A, £) una bidlgebra tal que (M, ®, K) es trenzada con trenza
c. Entonces (B, m,u, A, ¢, R) es cuasitriangular, donde

R=7pp(cgp(l®1)).

DEMOSTRACION: Sean M, N dos médulos, m € M, ne Ny f: B —- M,g: B — N
morfismos de médulos dados por:

f@)=z-my gla) =z -n.

Entonces, por naturalidad de la trenza, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

BoB—"-BeB ,

f®gl lg@f

entonces

cun(m@n) = (9@ f)oepp)(1®1)
(9® f)(7B,B(R))

= mun((f®9)(R))

= 7(R-(m®n)).
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Veamos que R es invertible. Sea T' = cng(l ®1). De forma anédloga a la prueba anterior,
se ve que

CMN( n@m)=T-(m®n)=T-71(n®m), VYM,N¢e€pgM,me M,ne N.
Tenemos entonces que

RT = 7(7(RT))
7(cp,B(T))
7(cp,p(cpp(1©®1)))
— f1e1)

= 1®1

TR = Tr(cpp(1®1))
= c¢pplea(1@1))
- 121,

y por lo tanto R es invertible con R~ =T.
Veamos que (B, m,u, A, e, R) es una bidlgebra cuasitriangular. Sea x € B, entonces

AP’(x)R = RA(z) =
(

A(x)T(R) = 7(RA(2)) =
A(I)0313(1 ® 1) = cByB(A(x)) <
r-cpp(l®1) cpe(z-(1®1))

y la dltima igualdad es cierta pues cp p es un morfismo de B-médulos. Veamos ahora que
(id ® A)(R) = R13R12. Como c es una trenza, entonces los diagramas hexagonales conmutan;
y como la restricciéon de la asociatividad es la unidad, tenemos que:

cg,Bep = (idp®cpp)o(cpp®idp) =
cpe(l®1®1) = (idp®cppB) (ZR?@R}@l) =
i=1
TB,B B (Z RI®R!-(1® 1)) = > RormsRRel) =
i=1 i=1
TB,B®B <ZR11 ®A(Rf)> = ZR2®TBB <ZRkR1®R2> =

i=1 =1 k=1

S RIoA(R]) = > RRI®R®R; =

i=1 ik=1

(id ® A)(R) = RizRu.

De forma andloga, utilizando la conmutatividad del otro diagrama hexagonal se prueba que

(A®id)(R) = Ri3Ros.
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6.2 Bialgebras cocuasitriangulares

Definicién 6.2.1. Una bidlgebra (B, m,u, A, ) es cuasi-conmutativa si existe un elemento
r € Hom (B ® B, K) invertible (respecto al producto de convolucién), tal que:

mPxr=r*xm
donde m®?(a ® b) = m(b® a).

A una bidlgebra de tal forma la escribiremos (B, m,u, A, e,r). Observar que si r = epgp
entonces (B, m,u, A, €) es conmutativa.

Observacién 6.2.2.

1. m° xr = r xm nos dice que:
Yy (nee @ye) =Y (nea ©ya) seye, Yo,y e B.
2. El hecho de que r sea invertible en Hom (B ® B,K) nos dice que existe ¥ € Hom (B ®
B,K) tal que: r*7 =7 *r = epgp, es decir que
> () @) (7o) @ ye) =c@el) ¥
Z <f7$(1) ® y(1)> <7”, ZT(2) ® y(2)> =¢e(v)e(y), VYa,y € B.

Notacidén 6.2.3. Sea a € Hom (B ® B, K), escribiremos:

a2 = a®ep :B®B® B —K,
a3 = ep®a :B®B®B—K,
a3 = (EB(X)CY)(TB)B(X)idB) :B B® B — K.

Definicién 6.2.4. Una bidlgebra (B, m,u, A, e,r) cuasi-conmutativa es cocuasitriangular
si
TO(m@idB):’l”lg*’l”Qg y ro(idB®m):r13*T12,

es decir, siT, zyQRz = Z<r, x®z(1)> <T, y®z(2)>yr, TQYz = Z<T, (1) ®z> <r, T(9) ®y>,
Vx,y,z € B.

Proposicién 6.2.5. Si (B,m,u,A,&,r) es una bidlgebra cocuasitriangular, entonces:
T12 *¥ T13 * T23 = 23 * 113 * T'12.
DEMOSTRACION: Sean z,y, 2 € B, entonces
T2 %713k T3(T QY ®z) = rip*x(ro(meid))(z®y 2)

= Y (e ®ya) @ 2q)(ro (m@id))(z@) ® ye) © 2(2)
= D (r 2 @yw) ezw) (s 1Y) © 22)
= D _(r 3 @yw) (1 2@y @ 2)
= D (r 3 @yw) (1 2@ @ 20) (7 Yo © 2)

roz x 13k r12(T QY ®z) = regx(ro(id @m))(z®yQ 2)
= Zrzs(x(l) @Yy ® zy)(ro (id @ m))(z2) @Y@2) @ 2(2))
= > (rym ®z)elen) (7, 22 @ Y@)2@)
= > (r v ®z)
= D> (ryo®z)
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Veamos que

D (e ®ya)) (rs 2@ ® 20)) (T Y@ © 2@2)) =
D (riya @zm) (r wa) © 22) (r) 7@ Q@) -

D e @y (r 2@ ® 20) (r ye @ 2@) = (1 o) ©y) (1, soye) © 2)
Y (r {2 ®y) seye @ 2)
Y {r{r 2 ®ye) yara) @ 2)
> (rwe @ye) (o yare @ 2)
Dy ®@2)) (1 20y @ 22) (1) 22) ©y(2)) -

O

Proposicion 6.2.6. Si7: B®B — K es la inversa de r respecto al producto de convolucioén,
entonces:

1. Los mapas 712,713 ¥ 723 son las inversas respecto al producto de convolucién de 712,713
y ro3 respectivamente.

2. Vale 7« m°? = m x T, es decir que

Y Pz @y et = (T 2@ @ye)raye, Yoy EB.

DEMOSTRACION:
1.

T12 % T12(2 QY ® 2)

D (e ®ya))eza) () 2@ ®Y@) e(2@)

e(@)e(y) Y elzm)e(z)
= e(x)e(y)e(z), Vaz,y,z€ B.

Las otras igualdades se demuestran de forma anéloga.

2.
mPxr = r*m =
T+xmPxrx7 = Txrsxmx*rT =
T+*m? = mxT.

O

Teorema 6.2.7. Sea (B, m,u, A, ¢, 7) una bidlgebra cocuasitriangular. Entonces (M?, ®,K)
es una categoria trenzada de la siguiente forma:

el functor ® es el mismo que en el Teorema 4.2.5 y dados M y N dos B-comodulos
cMN  MOIN — N®M es

emn(m@n) = Z<r,m(1) ®n(1)>n(0) ®@my, VmeM,neN.

DEMOSTRACION: Veamos primero que ¢y y es un morfismo de comédulos. Tenemos que
probar entonces que

(cun ®id)odpuen = Onemocun  VM,NeMP.
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Sean M,N € M®B, m € M, n € N, entonces:

((cary ®@1d) 0 bpan) (m®n) = (caun ®id) (Z M) @ n(oy ® m(l)n(1)>
= Y {(rnmay ®nay) ne) @ me) ©mene
= > ®me) @ (r,ma) ©nay) mene)
= > ®me) @ (r,me) ©ne) nma)
= Y (rnme ®@ne) (o) @ me) ®nmma))
= awanr (D (romay @0y noy @ me) )

= (OnvgmocmN)(m®@n).

Veamos ahora que cps, v es invertible para todo par M, N de comédulos. Seady v : NOM —
M ® N dada por:

dun(n®@m) = Z<f7m<1>®”<1>>m<o>®”<o>v

donde 7 es la inversa de r respecto al producto de convolucién. Entonces:

emNodun(n®m) = cunN (Z (F.may ®ny)me) @ ”(0)>

= > (Fme @) (rma) @ nay) ng) ® m)

= Y elmay)e(na))ne) ® m)
n®m, VnomeN®M =

cunvoduyn = idyegm
y de forma andloga se prueba que
duynocun = idyen.

La naturalidad de c es trivial. Veamos que ¢ hace conmutar el diagrama hexagonal.
Como la restriccién de la asociatividad es la identidad, tenemos que probar que:

(idv @ cuw)o(coy ®idw) = cuvew

<

(coow@idw)o (idu ® cv,w) = cugv,w, YU, V,W e M-B
Seau®@v@weU®V ®W, entonces:
(idv @ cow) o (cuy ®idw) (U@ v @ w)
= (dv®@cuw) (Z <7°, Uy ® U(1)> V() @ Uy @ u})
= D (rue ®vay) (rua) ® wa)) ve) @ we) @ u)

= Y ({rug) @ vaywa)) ve) ® we) @ u()
= cyvew(U®vw)
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(cow@idw)o (idy @cyw) (u®@v @ w)
_ (CU,W ®1dw) (U®Z<T,’U(1) ®’LU(1)>U1(0) ®’U(0))
= > {rog) @we) (rum) @ way) we) ® ) © v)

= > ({rupva) ®wa) we) ® i) ® v
= cugv,w(u®vw).

O

Teorema 6.2.8. Sea (B, m,u, A, €) una bialgebra tal que (M, ®, K) es trenzada con trenza
c. Entonces (B, m,u, A, e,r) es cocuasitriangular, donde

(r,a®b) = (mxoepgpocpp)(@®b), Va,beB.

DEMOSTRACION: Veamos primero que r es invertible respecto al producto de convolucidn.
Definimos
(F,a®b) = (mK 0 EBwB oc§713> (b®a), Va,beB.

Sean V, W dos comédulos y v € V., w € W. Veamos que con r y 7 asi definidas, se cumple
que:

cvwvew) = Y (rvm ®wa)we @)
y
cowwev) = Y (F, va) @wa))ve) ® w)-

Dado f € V*, observar que el mapa oy : V — B,

ap(v) = > {f,v) v

es un morfismo de comoddulos. Sean f € V* y g € W*. Entonces, como la trenza es una
transformacién natural, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

VoW —Swev .
af®agl lag(@af
B®BT,B>B®B
Entonces
(9@ flocvw)(vow) = (e®e)o(ag®@ay)ocyw)(v@w)
= (e®e)ocppo(ar®ay))(vew)
= (c®9)0cp) (X (f,00) v © D (9. w0) w)
= Z< (9, wey) (e ®e)emu(vay @ way)

Q

V()
> _{g.w©) (f vo>><7° V() @ w())
(92) (D (rs vy @ we)we @ v ) ;

Q

es decir que

(g@flocvw)(vew) = (g®f)(Z@”,v(1)®w(1)>w(o)®v(o))7 VeV geWr
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entonces
cvw(v@w) = Y (r, v @ way) we) V).
La otra igualdad se demuestra de forma andloga. Entonces,
r«f(a®b) = Z <r, any ® b(1)> <F, ag) @ b(2)>
(rs (7, am) @ by) agy @b )
= (r.cgpbea)

= (m]KO(E@E)OCB’B) (CE}B(Z)@)G))
= ¢(a)e(b), Va,beB

<

7xr(a®b) > (7, aq) @bay) (1, a@) @ b))

(7, D (r s a) @by ) agy @b )
(r, 7(cs,B))

= (mK o(e®e)o c§713> (CB,B(a®b))
= 5(@)5(1)), Va,be B.

Por lo tanto rx 7 =7+ r =ug oepgp.

Veamos que 7 * m = m°? xr. Como cp g es un morfismo de comddulos, tenemos que

(c,p®id)odpgr = OJpgBOoCBB =
Y ennlEn) @yn) @reye = Open (Z<7‘=$<2>®y<2>>y<1>$<1>) =
D (rre @ye) vy @rw @rEye = Y (hee @) yo) @0 Y@L, Y,y € B;

aplicando a ambos lados € ® € ® id e identificando K ® K ® B con B obtenemos

Yo (nem @yn)teye = Y (nte @ye)yoza, YeyeB =
rxm = mPxr.
Veamos ahora que r o (id ® m) = ri3 * r12. Como cp p hace conmutar los diagramas

hexagonales, tenemos que:
(id®cpp)o(cgp®id)(z®@y®2) = cppep(z@YR z),
luego
(id ® 0313) (Z <’I”, Z(2) ® y(2)> Y(1) ® Z(1) ® Z) =

D (rae ®yeze)ye @z @ra) =

D (rae @) (hre ® 2@) yo) @ 20) @) =
D (ree) @yeze) Yo © 20 ® 2),
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y aplicando € ® € ® £ obtenemos

Z<r,x(g)®y> <T‘,£L'(1)®Z> = (rnz®uyz), Va,y,2z €B.

Por lo tanto r o (id ® m) = r13 * r12. También tenemos que:

((CB,B ® id) oid ® CB,B) (!E Y& Z) = CB®B,B(CL' RY R 2),
luego
(cB,p ®id) (Z T ® (1Yo ®2@2) 20) @ y(l)) =

D (nr@ue ® 2@) 20) ®Ta) @ ya)

D (Y@ ® 2@) (nee ® 2@) 20) ® 1) @ Ya) =
D (rreye ®2e) 2q) @) ®Yq)

y aplicando € ® € ® £ obtenemos

Y (ry®zp)(re®zy) = (nwyez), Vaoyzeb
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Capitulo 7

Ecuacion de trenzas y
bialgebras cuadraticas

En este capitulo, presentamos la ecuacion de trenzas y mostramos cémo en la categoria
de médulos sobre una bidlgebra cuasitriangular, y en la categoria de comddulos sobre una
bidlgebra cocuasitriangular, las respectivas trenzas son solucién de dicha ecuacién. También,
basdndonos en la construccién descrita en [Doi93], dada una solucién de la ecuacién de
trenzas, construimos una bidlgebra cocuasitriangular, de forma tal que en la categoria de
sus comddulos se recupera dicha solucién.

Definicién 7.0.9. Sea V un espacio vectorial, y S € End (V ® V); S verifica la ecuacion
de trenzas si

(S@idy)o(idy®S)o(S®idy) = (idy®S)o(S®idy)o (idy & S).

Recordar que si (B, m,u, A, e, R) es una bidlgebra cuasitriangular, entonces g M es una
categoria monoidal trenzada (ver Teorema 6.1.6). Dado un B-médulo V, tomando a = b =
¢ =V en la Proposicién 1.3.7, resulta que la trenza cy v es solucién de la ecuacién de trenzas
enVeV.

Andlogamente, si (B, m,u,A,e,r) es una bidlgebra cocuasitriangular, entonces MPB es
una categoria monoidal trenzada (ver Teorema 6.2.7). Dado un B-comédulo V', tomando
a =b=c=1V en la Proposicién 1.3.7, resulta que la trenza cy,y en solucién de la ecuacién
de trenzasen V ® V.

Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita y S € End(V®V) una solucién invertible
de la ecuacién de trenzas, construiremos una bidlgebra cocuasitriangular B(V, S) de forma
tal que Ve MBS y § = cy,v en dicha categoria. La primera construccién en este
sentido fue la bidlgebra de FRT, presentada por L.Fadeev, N.Reshetikhin y L.Takhtajan en
[FRT90]. A continuacién desarrollamos la construccién descrita en [Doi93], que generaliza
la construccién de FRT.

Definicién 7.0.10. Sea (C,A,¢) una codlgebray o € (C @ C)*. Sea J, C T(C) definido
por

Jo = K{> (0,20 ®ym) 2) @ ye) — vy @ 21) (0 72) @Y} 2,y € C

donde si A es un conjunto, KA = {Z kia; - k; €K, a; € A, n € N}.
i=1
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Entonces J, es un co-ideal de T(C), y luego [J,], el ideal bilateral generado por J,, es
un bi-ideal de T'(C). Por lo tanto tenemos que

M(C,o) =

es una bidlgebra. A esta bidlgebra la llamaremos bidlgebra cuadrdtica asociada a (C, o).

Definicién 7.0.11. Sea C una codlgebray o € (C'® C)* invertible. Decimos que o es una
forma de Yang-Baaxter si

Yo oz ®@ya)) (0, 2@ ®20)) (0, Y2 © 22)) =
(@):@):(2)

> oy @zm) (0, 70 @ 22)) (0, 1@ Qy@), Vz.y,2 €C;
(2):@):(2)

es decir si
012 ¥ 013 ¥ 023 = 023 * 013 * 012.
A un par (C, o) en las condiciones anteriores, se le llama codlgebra de Yang-Bazter.

Observacién 7.0.12. Si 07! es la inversa de ¢ respecto al producto de convolucién, como
vimos en la Proposicién 6.2.6, 01}1, 0531 y 01—31 son las inversas de 012, 023 y 013 respectiva-
mente. Por lo tanto si ¢ es una forma de Yang-Baxter, se cumple que

-1, —1 -1, —1
0923 %019 * 03 = O3 %019 *023
y
-1, —1 -1, —1
013 *0'23 *x012 = 012 *0’23 *0'13 s
es decir que

> {oymy @za)) (0T a@) ®ye) (07 10 @ 2@2)) =
(m),(y),(z)

> (o ham @zw) (07 e ®ya)) (0. Y@ © 2@2)
(2):).(2)

> (o ham zw) (07 ya) @ 2@) (0,70 Q@) =
(2):).(2)
> Aoz @y (o hye ®2q) (0 re @29), V,y,2€B.
(m),(y),(z)

Teorema 7.0.13. Sea (C, o) una codlgebra de Yang-Baxter, entonces M (C, o) es una bidlge-
bra cocuasitrianguar.

DEMOSTRACION: Tenemos oy 0! : C®C — Ky queremos definirlas en M (C,0)2M (C, o).
Primero extendemos 0,0~ a 7,01 : T(C)®T(C) — K. Observar que para esto, basta con
definirlas en elementos de la forma (z®@y)® 2z y @ (y ® z), y luego extender por induccién
y linealidad. Definimos entonces:

@ oy = Y (0, 20z20)(0, y®2y)
()

T,z @Hy®z2) = Z<a,x(1)®z><a,x(2)®y>
()
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<F,(w®y)®2> = D (o7 yeza) (ot e ® )
@

<F7 xR (y® Z)> = Z <o'71 ) Z(1) ®y> <071 y T(2) @ Z>
(2)

Como M(C,o0) ® M(C,0) = [L}@ggggfgggg@k] veamos que
[J,]@T(C)+T(C)®[J,] C Kerd.

Tenemos que
7([J]@TC)+TC)®[J]) = 0

si y sélo si

<57 D (o, 20) @y) Te) Y@ — Y1) @ T (0, T2 O Yw) | © Z> =0 y
(@), (%)

<Ev 2@ | > {0, 50 ®20) ¥ © 22 — 20) © 20) (0, Y2) @ 2(2)) >—0, Va,y,z€C,
),()

siy sélo si

> (o 20y @yn) @, (2@ ®ye) ®2)—(F, (yo) @20)) ®2) (0, 22) ®Y@) =0 ¥
@)

Y (o vy @20)) (T, 2@ (o) @ 22))) — (T, 2® () ®2(2))) =0, Va,y,2€C,
(=)
si y sélo si

Yo oz ®@ya)) (0, 2@ ® 20)) (0, Y2) © 22)) =
(@):@)(2)

Yo {ovvw@za) (0,20 ®29)) (0, 12 ®Yp), Yo,y2€C
(@):),(2)

siy sélo si o es una forma de Yang-Baxter.
Por lo tanto existe un tinico mapa ¢ tal que el siguiente diagrama conmuta:

T(C)@T(C) —=K;
M(C,o) ® M.(C, o)
es decir,
@, 70y = (@, 20y)
= (F.z2®y), Vaz,yeT(C).

Veamos ahora que



o N ([JL]eTO)+T(C)® L) = 0 <+

<ﬁ’ Z (0, 201) @Y(1)) T(2) @ Y2) = Y1) ®T(1) (0, T(2) DY) | ® Z> =0 vy
(2),(v)

<F, v [ D {0,y ®@20) ¥ @ 2@ — 20) @y0) (0, Y@ ® 2@)) > =0,
(=)

Vz,y,z € C;siy sélo si

> (o @y) (77, (@) Bue) ©2)~(@, (o ©aw) ©2) (0, 26) B ye) =0,
@)

> (o @) (0T 28 (ye) @ 2) )~(7 T, 2@ (20) ®yw) ) (74 vy © 2)) = O,
Xe)
Vz,y,z € C;siy sélo si
093 * 01}1 * Uf31 = 01},1 * 01}1 * 023
y

-1 —1 -1 -1
013 *0’23 * 012 = 0'12*0'23 *0'13

y estas dos ultimas igualdades las vimos en la Observacién 7.0.12. Por lo tanto existe un
unico mapa o~! tal que el siguiente diagrama conmuta:

T(C) e T(C) =K

7

R fat

es decir,

P
Q‘ )
8|
&
<Y

~_—
Il

(o1, 757)
= <F,w®y>, Va,yeT(C).

Veamos ahora que M (C, 5) es una bidlgebra cocuasitriangular. Recordar que (M (C,7), A, )
es una bidlgebra donde si A, e son las estructuras de bidlgebra de T'(C'), entonces

A@) =A) =) Tq 0T
(@)

g(z) = e(x), VazeT(O).

Primero veamos que o~ ! es la inversa de & respecto al producto de convolucién. Para probar
que

oX0 T = EM(Co)@M(Co)

basta probar que si z,y, z € C' entonces

—

cxo (TR (Y®2))

EME(Y®2)

<

—

gxo-l ((z@y)@2) e(r®y)E()-
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Veamos ésto:

cxo (TR (Y®z2))= Z <3, T ® (Y ®2) (1)> <0_1 T2y @ (Y ® 2) (2)>
(@),(y®2)

- Y Goawmelean) (o Tmebee)
(@ 7w 2y 8 20) (7, Tm © Ve ® 2a))
@ 20 @ ) ©2)) (7T 22 © () @ 2(2))

= > o,z ®za)) {0, 2@ ®ya)) (0", 23 @ye) (07, Tu) @ 2@)

= Z ec(y) <0’, T(1) ® 2(1)> <071 y T(2) @ Z(2)>

)
= 5C(x)€c(y)50(z)
= e(r)e(y ® 2)
= E@E(Y®2)

De forma anéloga se pruebe la otra igualdad, y que

07l %xG = enmCo)oM(Co)
SiueT™(C),veT™(C),weT(C), es trivial ver que:

(G, uvew = Y (7.90W) (7, T0W)
(w)
y
(@ weun) = Y (3,Wwe7)(7, U @)

(w)

yaque uv = u @ v.
Por definicién de [J,] es facil ver que

Y. (@ um @) ueve = Y (F ue @) vauw, Y u,v € M(Co0).
(w)-(0) (w),(0)

O

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita y S € End (V ® V) . Entonces tenemos
que C' = End (V)* es una codlgebra (ver la Observacién 3.1.13). Como End(V @ V) =~
End (V) ® End (V'), podemos pensar que S € End (V) @ End (V') y por lo tanto escribir

7S = Y R'®R;  Ri,R €End(V).
i=1

Sea og : C ®@ C — K dada por
(05, a®p) = (a®p,75)

es decir

(os,a®B) = Y (o,R)(B,R), Va,BeC=End(V)".

i=1
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Proposicién 7.0.14. Si S € End(V ® V) es una solucién invertible de la ecuacién de
trenzas, con inversa S~! entonces o = og es una forma de Yang-Baxter.

DEMOSTRACION: Primero veamos que o es invertible respecto al producto de convolucidn.
Si escribimos

Y TieT;,  T;,T7 € End(V),

como S~ !'ro78 =id y 75 0 S~!7 = id, tenemos que

YN T'R'®@TjR: = Y R'T’®RT;
2% 4,J
= id ®id.

Sea pg : C ® C' — K dada por:

(ps, a® B) = (a®pB,S7'7)
es decir

(ps,a®p) = > {a,TI)(B,T), Ya,feEnd(V).

=1
Entonces:

psxo(a®p) = Z (ps.ap) @ Bay) (o, ap) @ Ba))
(),(B)

= ZZ awy, T7) (Bay, Tj) (e » B') (B, Ri)

5,J (a),(B)
= Y (o, T'R7) (3, T;R;)

.3

= <a®ﬁ,ZTjRi®TjRi>
0J

= (a®f,id ®id)

= e(a)e(B), Va,8 €End(V)".

De forma andloga se prueba que

oxps(a®pP) = ela)e(p), YV a, € End (V)*.

Sea R = 75, entonces

TS(u®v) = ZRi(u)@)Ri(v) =
Suv) = iRi(v)(X)Ri(u), Vu,veV,

N
Il
-
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entonces:

(S®id)(id ® S)(S®id)(u®v®w) = (S ®id)({id @ 9) <2Rk ) ® RF( )®w>

= (S®id) ZRk (w) ® R'R*(u)

- ZRR )® R'R(v) @ RR*(u), Yu,v,weV,

i,5,k=1
y

(id ® S$)(S ®@id)(id @ S)(u®v@w) = (id ® S)(S ®id) <Zu®Rk ) ® R*(v )>

= (id®S) | Y RjRi(w)® R (u) @ RF@)
7,k=1

= Y RjRi(w)®R;R*(v)® R'R/(u) Yu,v,weV.

i,4,k=1
Por lo tanto
> RR@RR®RR' = > RRz®RR'@RR =
i,5,k=1 i,5,k=1
> (., RiR;) (B, R'Ri) (v,R'R*) = > (a,R;Ri) (B, RiR*) (v, R'R’) =
i,5,k=1 i,5,k=1

> (o ® By R) (a2 ® 1), R) (@) @ Ba), R) =
(0).(B0o()

> Bw@va)R) (o) @702, R) (B2) @72, R) =
(0),(3),()

> {o,am) @ Bay) (0,02 @701)) (05, B) ©72)) =
(0).(B)()

Z (0.81) @ v1y) (0, 01) @ Y(2)) {0, a2) ® By), Y, B,7 €End(V).
(@),(8),(7)

O

Observar que la proposicién anterior implica que M (C,og) es una bidlgebra cocuasi-
triangular, siendo C' = End (V))*. Por lo tanto MM(€:95) es una categorfa trenzada.

Teorema 7.0.15. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, S € End (V' ® V') una
solucién invertible de la ecuacién de trenzas, entonces:

1. Existe una bidlgebra cocuasitriangular (M (V,S),r) de forma tal que V € MMV:5),

2. El mapa S es un morfismo en MM(V:5) y ademés se cumple que:
Suv) = Z<T‘,U(1)®U(1)>U(O)®U(O), Vu,veV.
Es decir que si ¢ es la trenza inducida por 7 en MM(V:9) se cumple que

S = Cv,v.

62



DEMOSTRACION:

1. Sea (M(V,S),r) = (M(C,0g),55) donde C' = End (V)*. Entonces por el Teorema
7.0.13 y la Proposicién 7.0.14, (M (V,S),r) es una bidlgebra cocuasitriangular.
Veamos ahora que V € MMV:5)  Tenemos que V € MC de la siguiente forma:

5(v) = > v @va) €V @End (V)
de forma tal que
Z <v(1) , a> vy = av), VaeEnd((V), veV.

Es facil ver que 6 estd bien definida y que es una coaccién (de hecho, estamos dualizando
la accién natural de End (V') en V). Por lo tanto como vimos en el Ejemplo 3.2.10, (V, )

es un T(C)-comédulo donde § = (id ® 1) 0 8. Sea 6 : V — M(V, S) dada por:

3

V- VeT(C)

A lid o
TN
Ve M(V,S)

Es inmediato ver que S es una coaccién, y por lo tanto Ve MM(V:8),

2. Veamos que S(v® w) = Y w(g) ® V() <r, W@w(1)>, Vo,weV.

D wey ®ve) (r, T OWE) = Y wo) @) (5, Ta) @ W)
= Y we) ®v) (05, va) @w))
= Y wo) ®v() (va) @wy, TS)

- Z Z(w(o) ® v(0)) vy (R w1y Rs
1=1

= Z Ri(w)R'(v)
i=1

(v@w).

I
N

Por lo tanto S es cy v, la trenza inducida por r en MMV:5) "y Tuego (ver el Teorema
6.2.7), S es un morfismo de comédulos.

O

63



Bibliografia

[Doi93]

Yukio Doi. Braided bialgebras and quadratic bialgebras. Communications in Alge-
bra, 21(5):1731-1749, 1993.

[DNRO1] S.Dascélescu, C.Nastasescu, S.Raianu. Hopf Algebras : An Introduction . Mono-

[FRT90]

[Kas95]
[Mac98]

[Mon93]
[Sch95)

[Wei94]

graphs and textbooks in Pure and Applied Mathematics, New York, 2001.

L.Fadeev, N. Reshetikhin, L.Takhtajan. Quantization of Lie groups and Lie alge-
bras. Leningrad Journal of Math, 1: 193 - 225, 1990.

Christian Kassel. Quantum Groups. Springer-Verlag, New York, 1995.

Saunders Mac Lane. Categories for the working Mathematician. Springer-Verlang,
New York , 1998.

Susan Montgomery. Hopf Algebras and Their Actions on Rings. American Mat-
hematical Society, EEUU, 1993.

Hans - Jiirgen Schneider. Lectures on Hopf Algebras. Trabajos de Matemadtica,
Universidad Nacional de Cérdoba, 31, 1995.

Charles A. Weibel. An introduction to Homological Algebra. Cambridge University
Press, Cambridge, 1994.

64



