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Resumen

Esta monografia estd basada en el articulo "Thermodynamics of Spacetime: The Einstein
Equation of State", escrito por T. Jacobson. El objetivo es realizar una exposicién detallada del
articulo en cuestién y demostrar la equivalencia entre la ecuacién de gravitacién de Einstein y
un enunciado termodinamico, del estilo de la relacién de Clausius dQ = T dS. Comienza con
una introduccién a la geometria pseudo-Riemanniana, repasando las principales definiciones y
resultados que se utilizardn a lo largo del trabajo. En particular, se expone el comportamiento
de la expansién de una congruencia de geodésicas temporales y nulas. Luego, se definen las 1-
formas diferenciales de calor y entropia. En el niicleo del trabajo, se establece la equivalencia de
la ecuacion de Einstein cldsica con el comportamiento termodindmico de los horizontes nulos.
En el dltimo capitulo, se plantean argumentos que validan la eleccién de las 1-formas de calory
entropia y se comenta el concepto de temperatura, en un espacio-tiempo relativista. Estos argu-
mentos, junto con el resultado que se presenta en este trabajo, son parte de la profunda relaciéon
entre gravitacién y termodindmica que se ha observado en los tltimos cuarenta afnos.

Abstract

This monograph is based on the paper Thermodynamics of Spacetime: The Einstein Equation
of State, by T. Jacobson. Our aim is to present a detailed exposition of that paper, and to pro-
ve an equivalence between Einstein’s equation for gravity and a thermodynamic statement, in
the form of Clausius relation dQ = T'dS. First, we give an introduction to pseudo-Riemannian
geometry, studying the definitions and main results that we use throughout this work. In par-
ticular, we study the behaviour of the expansion rate for null and timelike geodesic congruen-
ces. Then, we give precise definitions for entropy and heat differentials 1-forms. The core of our
work is chapter 3, where we prove the equivalence of Einstein’s equation with an statement of
the thermodynamic behaviour of the local null horizons. In the last chapter we show a series of
arguments that support our election for entropy and heat differential forms, and is shown the
concept of temperature in a relativistic spacetime. This arguments, together with the result we
present, are part of the deep relation between gravitation and thermodynamics that has been
observed during the last forty years.
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Introduccién

Larelacion entre las ecuaciones de la termodindmica y las ecuaciones de gravitacion de Eins-
tein tiene su origen en la investigacién en agujeros negros, iniciada a mediados de la década de
los setenta por S. Hawking, J. M. Bardeen, B. Carter, J. D. Bekenstein, J. Wheeler, entre otros.

Las cuatro leyes de la mecédnica de los agujeros negros fueron un resultado puramente clésico,
es decir, deducido a partir de la ecuacién de Einstein [2] clésica:

1 8nG
Rap— ERgab = TTub

donde G es la constante de gravitacién de Newton y ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

Escritas de una manera especial, estas leyes nos muestran una sorprendente analogia con las
leyes de la termodindmica. Sin entrar en detalles, veamos cémo se enuncian las primeras tres
leyes de la mecdanica de los agujeros negros:

Ley 0. La gravedad superficial « del horizonte de eventos de un agujero negro es constante.

LeyI. En un agujero negro estacionario se cumple:

KAA =81 (AM—-QA]J)

donde A es el drea del horizonte, M la masa, J el momentum angular y Q la velocidad
angular del horizonte de eventos.

Ley II. El area A del horizonte de eventos de un agujero negro no decrece con el tiempo:

0A=0

Estas leyes estdn en clara correspondencia con las leyes de la termodindmica clésica:

Ley 0. La temperatura es una clase de equivalencia respecto al equilibrio térmico. En otras pala-
bras, si un cuerpo A estd en equilibrio térmico con los cuerpos By C, entonces By C estan
en equilibrio térmico.

Leyl. Secumple larelacién fundamental de la termodindmica:

dU=TdS-)_ X;dx;+) pjdN;
i i

donde X;, x; son variables termodindmicas conjugadas (por ejemplo, la presién y el volu-
men) y uj, N; son el potencial quimico y el nimero de particulas correspondientes a la
i-ésima especie de sustancia, respectivamente.

LeyIl. Laentropia S de un sistema aislado no decrece en el tiempo:

05=0
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La correspondencia entre las leyes induce a pensar que la gravedad superficial se comporta
como una temperaturay el rea del horizonte de eventos se comporta como la entropia.

No es tan clara la correspondencia ([35]) con la tercera ley de la termodindmica; ella establece
(entre las multiples formulaciones que posee tomaremos el Principio de Nernst) que el valor de
la entropia tiende a cero cuando la temperatura tiende a cero, pues puede ocurrir que k — 0, ala
vez que el drea se mantiene constante ([34], capitulo 12). En [I]}, por ejemplo, se discute sobre la
tercera ley de la mecanica de los agujeros negros; en [7] se discuten varias definiciones de .

Con el descubrimiento de la radiacién de Hawking, [13], se entendi6 que un agujero negro
emite particulas, debido a efectos cudnticos, con la misma distribucién de energias que un cuer-
po negro a temperatura (G = ¢ = i = kg = 1, donde 7 es la constante Planck reducida y kg es la
constante de Boltzmann):

LS
2

Es decir, a menos de un factor multiplicativo, la gravedad superficial es igual a la temperatura
que deberia tener un cuerpo negro emitiendo particulas como el agujero negro. Esto significo
que la analogia vista entre los conjuntos de leyes era més profunda de lo que se pensaba.

En 1976, W. G. Unruh describe [31] el proceso por el que un detector de particulas acelerado
en el vacio estdndar de un campo cudntico, en el espacio de Minkowski, se comportard como
si estuviera en un bafo térmico de particulas. Este barfio térmico de fondo, que experimenta el
detector, tiene una temperatura caracteristica que depende de la aceleracion a del detector, en la
proporci()nE]

_ ha
" 2nckg

La similitud de las expresiones de la temperatura de Unruh y de Hawkings, es parte de la
profunda relacién entre termodindmica y gravedad.

En mecdnica estadistica, el calor es el flujo de energia entre los grados de libertad de la es-
tructura microscépica de la materia, como es el caso de la conduccién térmica en un cristal. Bajo
esta perpectiva, el hecho que un objeto macroscépico pueda ser calentado es un indicio de que
contiene una estructura microscépica subyacente. Es decir, el solo hecho de poder definir una
temperatura sobre un objeto, nos permite inferir la existencia de una estructura microscépica
(tal como hizo Boltzmann al proponer que el calor es una forma de movimiento de los &tomos en
la estructura de la materia) (ver [21] para més informacion).

Lo visto anteriormente (temperatura de Hawking y de Unruh), nos indica que podemos ca-
lentar una porcién del espacio tiempo, ya sea colapsando materia hasta formar un agujero negro
o acelerando un detector de particulas. Esto, interpretado bajo la visién mecanoestadistica, su-
giere que el espaciotiempo debe tener una estructura microscépica.

Sin embargo, no es necesario conocer en detalle la estructura microscépica de un sistema pa-
ra obtener informacién del mismo; como es sabido, las ecuaciones termodindmicas no contienen
informacién sobre los detalles de la composicién microscopica, pero nos dan el comportamiento
macroscopico del sistema, a través de una o varias ecuaciones de estado.

En 1995, T. Jacobson publicé el articulo ([15]) sobre el que estd basada esta monografia; en
él propuso lo siguiente: cambiar el sentido de la légica y, en lugar de obtener ecuaciones ter-
modindmicas de las ecuaciones de gravitacion, la idea fue deducir ecuaciones de gravitacién de
las ecuaciones termodindmicas. En particular, Jacobson propone utilizar la relacién de Clausius
(que relaciona las variaciones infinitesimales de calor y entropia en procesos reversibles)

dQ=TdS

para deducir la ecuacién de Einstein clésicaE] En este sentido, la ecuacién de Einstein surge
como una ecuacion de estado del espacio tiempo, considerando la minima cantidad de variables
macroscopicas: entropia y energia.

1Cabe destacar que los intentos por medir el efecto Unruh atin no han sido satisfactorios. Esto se debe al pequefio valor
de la constante que acomparna a la aceleracién: Si un detector estd en caida libre cerca de la superficie de la Tierra, su ace-
leracion es 9,8 m/s2, lo cual implica que deberia observar, en el vacio, una temperatura de Unruh de aproximadamente
4x10720 g

2La relacién de Clausius la podemos considerar como un caso particular de la Primera Ley de la Termodindmica,
cuando la funcién de entropia solo depende de la energia del sistema, S(E).
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A partir de la publicacién del articulo de Jacobson, han sido escritos infinidad de articulos
resultado de la investigacion de sus ideas, en diferentes contextos (entre ellos [35], [9], [26], [32],
1241, 1171, 139D).

En este trabajo demostraremos que la ecuacién de Einstein sobre una 4-variedad lorentziana
es equivalente a una condicién sobre la evolucién de los horizontes nulos locales, expresada en
términos termodindmicos.

Esta condicién termodindmica es més restrictiva que pedir que se cumpla la relacién de Clau-
sius para los horizontes locales de Rindler, como hace Jacobson. Lo fundamental serd considerar
una definicién de proceso cuasiestético en el contexto de nuestro trabajo, que serd aplicada en la
version de la Primera Ley de la Termodindmica que usaremos. Esta definicién, y su vinculacién
con la definicién en termodindmica, serd tratada en el capitulo final.



Geometria pseudo-Riemanniana

Este capitulo es una introduccién a la geometria pseudo-Riemanniana, donde definiremos
los principales objetos de estudio.

En las primeras dos secciones se fijan las definiciones y la notacién que usaremos. En la ter-
cera seccidn, estudiaremos las dos ecuaciones de Raychadhuri, para el caso temporal y para el
caso nulo, y veremos una férmula para la expansién de una congruencia de geodésicas nulas en
términos del drea transversal. En la cuarta seccidn, veremos un caso particular de congruencias,
las que son ortogonales a hipersuperficies, y enunciaremos el teorema de Frobenius.

No daremos un tratamiento profundo de los temas, sino solamente mencionaremos propie-
dades y fijaremos la notacién que utilizaremos. Para un desarrollo completo, recomendamos al
lector las referencias bibliogréficas [8], [18], [201, [28], [33], [34] y [38].

1.1. Preliminares

1.1.1. Notacion tensorial

Definicion 1.1.1. Sea M una n-variedad diferenciable. Notaremos T, M al espacio tangente a M
enp,y T; M al espacio cotangente a M en p.

Definici6én 1.1.2. Fibrados tangentes y cotangentes:

™ := || T,M
pEM

"M = || T,M
peEM

cada uno de estos fibrados tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensién 2.

A un campo de vectores lo podemos definir como una seccién diferenciable de T'M, al igual
que a una 1-forma como una seccion diferenciable de T* M:

= un campo de vectores diferenciable, X, es una funcién diferenciable X : M — T M tal que
mo X =idy, con & la proyeccién canénica del fibrado a la variedad. Haremos el abuso de
notacion X(p) € T, M.

= Una 1-forma diferencial w es una funcién diferenciable w : M — T* M tal que mow = id ;.
Igual que antes, haremos el abuso de notacién w(p) € T; M.

Definicién 1.1.3. M4s en general, sobre T, M podemos definir

l k
TFT,M) = {T: [17;Mx[] T,M—RTes multilineal}
i=1 j=1

A partir de esta definicién, podemos definir el fibrado de mapas multilineales:

4
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Definicién 1.1.4.
TiM:= || 71,0
pEM

este fibrado tiene estructura de variedad diferencial, de dimensién n + n*+?,

Utilizaremos la siguiente definicién de tensor:

Definicién 1.1.5. Un tensor de tipo (k, I) es una seccién diferenciable del fibrado leM . Al con-
junto de los tensores de tipo (k, I) lo notaremos f/—lk (M). Al igual que antes, haremos el abuso de
notaciéon de considerar los valores del tensor sobre lek (TpyM), yno en le M.

La nomenclatura usual es llamar a los subindices como indices covariantesy alos supraindi-
ces como indices contravariantes. También es usual la siguiente notacién:

X (M) := T3 (M)
Q' (M) := 7 (M)
y notar C*°(M) al conjunto de las funciones f : M — R suaves.

De esta forma, estamos explicitando que los (1,0) tensores son campos vectoriales, y los (0, 1)
tensores son 1-formas.

Lanotacién que usaremos para trabajar con tensores serd la de [34]: las letras griegas (u, v, 0, p, ...

en un tensor indican que estamos trabajando con sus componentes en algin sistema de coorde-
nadas, mientras que letras latinas (a, b, ¢, d, ...) indican que estamos trabajando con el tensor de
manera abstracta (se la denomina notacién de indices abstractos, ver también [27]).

Veamos esto con mas detenimiento.

Si {0} es el referencial local asociado a alguna parametrizacion y {dx*} su base dual, o co-
referencial, entonces a un tensor T de tipo (k, /) lo podemos escribir, en el entorno coordenado,
como:

n
= H---Hk 1 @... i
T = ) 1T v 0y @ ®0, ®dx" ®---®dx
H1)-0V=

Sin embargo, podemos dejar explicito el cardcter de tensor de tipo (k, I) escribiendo

_ ay...ag
r=rT by..by

La ventaja de esta notacién es ser muy ttil a la hora de la manipulacién algebraica de los
tensores, sin necesidad de introducir referenciales locales. Por ejemplo, la contraccién C} de un
tensor de tipo (k, [) la notamos:

ay...aj-1¢aj4q...ag
d br.bj1chisoby (1.1)

En coordenadas, deberiamos escribir (usando el convenio de sumacién de Einstein):

i H1efi-1Hi+1--Hk _ M1 Hi-10 iyl Mk
C](T) V1eVji1Vig1..V] =T V1.Vj-10Vit1...V]

Dos operaciones que se realizan habitualmente con tensores son la simetrizacién y la antisi-
metrizacion:

Definicién 1.1.6. Sea T € 7,0(M). Entonces

1

Tap = E(Tab+ Tpa)
1

Tiap) = E(Tub_Tha)

)
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Mads en general, si T € E‘TIO (M):

1
T(al...al) ﬁ Z Tn(al)...n(al)
L]

1
T[ul...all = ﬁzsg(ﬂ) Tﬂ(al)...ﬂ(lll]
b/

Si solo queremos hallar la componente simétrica de un tensor para algunos indices, entonces se
divide con una barra |. Por ejemplo

1
Tiay\aslas...ap) *= m Z Tr(aagnas)..n(ap)
T

Podemos multiplicar dos tensores, ambos de tipo (k, ) y (s, ), obteniendo un tensor de tipo
(k+ 5,1+ r). Esta multiplicacién no es conmutativa, como podemos ver a partir de su definicién:

Definicién 1.1.7. Sean T € %k(M),S € 9 (M). El tensor T ® S estd definido en coordenadas
como

(T ® S)I‘l-uﬂlﬁs — T.Ulu-Ukv

Hk+1 i+
WV S '

V1eVigr 1 Vit1-Vitr

Haremos uso de la notacién abstracta para multiplicar tensores de la siguiente manera:

Tﬂ]...ak Sal...us — (T® S)al.,.akﬂ

by..by by..by* by..bys,

Por ultimo, veamos algunas definiciones més.

Definicién 1.1.8. Si dim(M) = n, y k < n, definimos el espacio de las k-formas diferenciales co-
mo:
ok = {we E‘Tko (M) :wa,..ar = Olay...an)}

Es decir, una k-forma diferencial es un tensor de tipo (0, k) totalmente antisimétrico.

Definicién 1.1.9. Si tenemos dos formas diferenciales, no necesariamente del mismo tipo, las
podemos multiplicar y obtener otra forma diferencial, de grado igual a la suma de los grados de
las dos iniciales. Pero esta operacién no es ®, pues es facil ver que el producto de dos tensores
antisimétricos no necesariamente es antisimétrico. Para evitar esto, introducimos el producto A,
definido como sigue: si w € Qk(M), peq! (M), entonces

(k+D!

(wA e)al...akak+l...ak+l = W (we® 0)[a1...akuk+1...ak+l]

Observacion 1.1.10. De la definicion anterior, tenemos que en T, M podemos construir una base
del espacio vectorial de los (0, k)-tensores totalmente antisimétricos:

{dx*' A~ ndxF 1<y < < pp < n}
que tendrd dimension k,(+lk),

A partir de la definicién anterior, tenemos varias formas de expresar la misma k-forma:

n
M. Hi
Z Wy g, AXT @@ dx
e fige=1

Z Opy iy AXFY A A d xHE
l=spy<--<pgn

S
I

1 n
= T Z lsg(ul...uk)wm._.”kdxﬂl/\...,\dxuk
PP =

Definicién 1.1.11. Sea M una n-variedad diferencial. Definimos dos tensores muy importantes:
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1. Delta de Kroenecker: es un (1, 1) tensor en T, M que cumple:

pYa. 1 sipu=v
YTl 0 siu#v

O, en forma algebraica, es el (1,1)-tensor asociado al mapa identidad de T, M. Sobre la
variedad, lo notaremos 6% e EN coordenadas locales,

§=0x09dx"+--+0x,®dx"

2. Tensor de Levi-Civita: es un n-tensor en T, M tal que cumple:

Epuy.pin = SE(H1 ... tn)

donde sg(u; ... 1,) es el signo de la permutacion (y; ... i), y vale 0 si hay algtin valor repe-
tido. Es decir, en coordenadas locales,

e=dx'A---Adx"

Definici6én 1.1.12. Sea w € QF(M), y v un campo vectorial en M. El producto interior de w con
vesla (k—1)-forma t,w siguiente:

ll/w(p)(yly---) Vk—l) = w(p)(v(p)) Ulyeoos Uk—l)yvp € M,Vyl,... V-1 € TPM
Ahora introduciremos la nocién de pullbacky pushforward.

Definicién 1.1.13. Sean My N dos variedades, y sea ¢p: M — N un mapa C*. De manera natural,

a una funcién f € C*°(N) la podemos “tirar” hacia C*°(M), simplemente componiendo con ¢:

fo¢: M — R. Esto se denomina el pullback de la funcién f mediante ¢, y se nota ¢* f.
También podemos llevar una 1-forma de Q! (N) a Q! (M), como sigue:

(@*w)(p) (V) = w(P(P)(dd,(v),VpeM,ve T,M

En general, el pullback se define para tensores covariantes generalizando la definicién ante-
rior:

Definiciéon 1.1.14. Si T € 37',3(N) y v; son vectores en T, M,

@"T(P)(v1,..., v5) = T(G(P)(dpp(v1),...,dpy (Vi)
Asi, ¢* T € T.2(M)

Para vectores contravariantes, no alcanza con pedir diferenciabilidad, pues es necesario que
el mapa ¢! esté bien definido. Para poder “empujar” hacia Typ) N vectores tangentes en T, M,
tenemos la siguiente definicién

Definici6én 1.1.15. Sea ¢ : M — N un difeomorfismo. Sean v € 5‘701 (M) un campo vectorialy g €
N. El pushforward de v mediante ¢ es el siguiente campo vectorial sobre N:

P v(q) = dpyr ) WP~ (@))€ TyN,Yge N

Ahora que tenemos las definiciones de pullback y de pushforward, podemos transportar ten-
sores mixtos de f]'kl(M) a PTkl (N), o viceversa.

Definicién 1.1.16. Sean ¢ : M — N un difeomorfismo, T € PT/‘(M),S € 37"(N), Vi, W; campos
vectoriales en My N respectivamente, y w,6; 1-formas diferenciales en M y N respectivamente.
Sean p e My g € N. Entonces:

G*S(P)(W1(P), ..., vk (P), w1 (P), ..., w1 (D)) = S(B(P) (P v1(P), ... 05 Vi(P), (P ) 01 (P),..., (d"H*wi(p)

o T(@) (W1 (q), .., w(q),01(q),....01(q) = TP (@) (@ w1 (@,... 07w vic(@), P  01(q), ..., »" w1 ()
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1.1.2. Integracion sobre variedades

No entraremos en detalle sobre la teoria de integracién sobre variedades, solo enunciaremos
algunas definiciones y resultados. Para ver las demostraciones, el lector puede consultar la bi-
bliografia que dimos al inicio del presente capitulo.

Definicién 1.1.17. Sea M una variedad, w € Q" (M) una n-forma. Sea, ademds, {p;} una particién
de la unidad subordinada al cubrimiento por cartas locales {¢; (U;)}. Definimos

w:= *(pw)
Jyo=x ], o
Teorema 1.1.18. Teorema de Stokes

Sea M una k-variedad compacta con borde orientada, y consideremos 0 M con la orientacion
borde; sea w € QK1 (M) una (k —1)-forma diferenciable. Entonces

fdwzf w
M oM

Teorema 1.1.19. Derivacion de una integral
Sea D una k-variedad, M una n-variedad, con k < n; sea (a, b) c R novacio, y¢: (a,b)xD — M
una funcién C*®. Si x € D, sea v(t) una familia de campos vectoriales tales que v(t)(P(t,x)) =
do.x(1,0,...,0) = %. Seaw(t) : (a,b) — QF(M) una familia suave de k-formas diferenciables.
Entonces:

i (f w(t)) =f iw(t)+f tv(dw(t))+f Ly (1)
dt \Jp(,p) oD dt ®(1,D) a(t,D)

Demostracion. Para un desarrollo completo de la demostracién, remitimos al lector al articulo
[12]. O

Observacién 1.1.20. El teorema anterior es una generalizacién de la regla de Leibnitz para la de-
rivacién de una integral de la forma

h(x)
fx, ndt
g(x)
Cuando k = n = 3, el resultado anterior se reduce al teorema de transporte de Reynolds, utili-
zado en mecdnica de medios continuos.

1.1.3. Métrica

Definicién 1.1.21. Sea M una variedad diferencial. Una métrica en M es un tensor g € ,.OTZO(M)
simétrico y no degenerado, de signatura constante.

De manera mas explicita, si tomamos una parametrizacion ¢ : U — M alrededor de un punto
p, {0,} es su referencial local asociado y {dx*} su co-referencial, entonces la métrica en U se
escribe

g:=) gudx*edx’
ITRY

Diremos que g,y son los coeficientes de la métrica en las coordenadas de ¢, que cumplen
8uv = g(ayr dy).

Por otrolado, como g,y es invertible en cada g € U, podemos definir, en cada punto, al inverso
dela métrica, que lo notamos g"”. De esta forma, definimos sobre la variedad al (2, 0)-tensor, g”h ,
que en cada entorno coordenado cumple

glmg;w = 5Uv

P by —
O, en notacioén abstracta, g%’ gp. = 0%,.
Veamos tres ejemplos bésicos:



Capitulo 1

= R”: este espacio es R” munido con la métrica diag(-1,...,—1,1...,1), donde la cantidad de
—lesv.

= Espacio de Minkowski: es un caso particular del ejemplo anterior, cuando v = 1. A la métri-
ca de este espacio la notaremos 7,y.

s S? c R3: parametrizada por coordenadas esféricas (6, ¢), la métrica de la esfera unidad es
diag(1,sin?(9)).

La métrica nos permite definir un isomorfismo lineal entre 7, M 'y T,, M para cada p € M, via
v — g(—, v). Observar que g(—, v) significa la contraccién Cz1 del tensor g ® v, pues pertenece a

T; M. En nuestra notacién, esto lo escribimos como g, b,

Es decir, estamos mapeando v al covector g,;, v”. Es usual escribir a este tiltimo como v,.

De esta forma, cuando escribimos w%v,, estamos simbolizando g(w, v), pues calculamos el
valor de la funcién g(—, v) en el vector w.

En general, g,;, nos ayuda a construir isomorfismos lineales entre 37/“(]\/[) y T k-1(M). De

I+1
igual manera, g?? induce isomorfismos lineales entre Fj‘lk(M) y ffl’f{l (M). Por eso, siempre que

elevemos o bajemos indices, estos isomorfismos estardn implicitos.

Definicién 1.1.22. Sea 0 # v € I, (M), y sea {3,,} el referencial local. Tenemos dos vectores duales
asociados a v, que en general no coincidiran. Uno lo introducimos arriba, y serd v, = g5 v?. Este
covector tiene la ventaja que no depende de la base utilizada.

El otro vector dual asociado a v es el siguiente. Al ser v # 0, podemos suponer que 3% base
de T, M tal que v € 8. Entonces, definimos v* como el vector dual asociado a v en la base %.
Para expresarlo en coordenadas de {dx“}, hacemos el cambio de coordenadas correspondiente,
desde %8 a {0,,}.

Por tanto, una vez fijada una base que contenga a v como elemento, el vector dual v* estd
bien definido.

Observacién1.1.23. Dadauna n-variedad pseudo-Riemanniana (de Riemann o de Lorentz) (M, g),
la forma de volumen € € Q" (M) cumple

e(p) =/ det(g(p)e

donde ¢ es el tensor de Levi-Civita en T, M.

Definici6én 1.1.24. Cuando integremos contracciones de tensores, para no introducir entornos
coordenados y recargar la notacién, a veces usaremos la siguiente convencién: cada indice mudo
de integraciéon de una k-forma lo notaremos con -. Por ejemplo, si tenemos una hipersuperficie
espacial Z de dimensién 3y codimension 1, y queremos calcular su volumen, tomamos su normal
n“y calculamos la integral de volumen:

vol(Z) :=ftn(e)=f ne,..
s s

donde € € Q*(M) es la 4-forma de volumen sobre la variedad.

1.1.4. Conexiony derivada covariante

Definici6on 1.1.25. El corchete de Lie [,] es un mapa de & (M) x X (M) — & (M), tal que a dos
campos X, Y € X (M) les asigna el campo [X, Y] b dado por

X, V)P = X%,Y" - v%,Xx"

Definicién 1.1.26. Una conexién en una variedad diferencial M es una funcién V : & (M) x
X (M) — Z (M) tal que

IHay que remarcar que cuando notamos d, nos estamos refiriendo a la derivada covariante que consiste en tomar
las derivadas parciales ordinarias. Por ejemplo, v4d,gp. en coordenadas corresponde a Y., v#d,gvp, donde d;, es, por

abuso de notacioén, la derivada ﬁ.
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s VxY es C®°(M)-lineal en X.

= VxY esR-linealenY.

s VxfY=fVxY+(X(f)Y,V[feC®M).

Se dice que Vx Y esla derivada covariante de Y respecto de X en la conexién V.

Definici6én 1.1.27. = Diremos que la conexién es compatible con la métrica si

Z(XYa) = (VzX)"Ya+ X“(VzY)a

paratodos X,Y, Z € Z (M).

= Una conexién V se dice libre de torsién si
VxY-VyX=[X,Y]
paratodos X,Y € Z' (M)
Recordamos el Teorema Fundamental de Geometria pseudo-Riemanniana (ver [20]):

Teorema 1.1.28. Sea M una variedad pseudo-Riemanniana. Entonces existe una tinica conexion
V libre de torsion y compatible con la métrica, que llamamos conexion de Levi-Civita.

Observacion 1.1.29. = Los simbolos de Christoffel Fj. k asociados a una conexién son las fun-
ciones que cumplen:

Vo, 0xj = Ffjaxk

En el caso de la conexién de Levi-Civita, los simbolos de Christoffel se expresan en funcién
de la métrica por la siguiente férmula

1
IV =5 28" (0v8op +0p8vo — 00 8vp)
(o

= Si V es la conexion de Levi-Civita, también diremos que la derivada covariante Vx es de
Levi-Civita.
Dado X € & (M), la derivada covariante Vx se puede extender a una derivada tensorial Vx
(ver [20] para una exposicién mds detallada), que cumple la propiedad de ser, ademads, C*°(M)-
lineal en X. Esto nos permite hacer la siguiente definici6n.

Definicién 1.1.30. Dada una conexién V, el diferencial covariante de un tensor T € f/‘lk (M) esel

k
tensor VT € ST(HU (M) tal que

(VT)al...akb V(; — (VVT)al...akb

]...b]L‘ 1--~bl
donde Vy T es la derivada tensorial de T respecto a Vy.

ay...ag
by..by

ay...ay

Esusual notar V. T by..b

en lugar de (VT) e Observar que con esta notacion,

VxV)? = x%v,Y"?

y vinculamos la conexién con el diferencial covariante.

Se suele denominar al operador “diferencial covariante” como derivada covariante, pues ge-
neraliza al concepto de derivada covariante de un campo vectorial respecto a otro. Nosotros uti-
lizaremos esta convencion.

El teorema fundamental de Geometria pseudo-Riemanniana lo podemos reformular en tér-
minos de la derivada covariante:

10
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Proposicion 1.1.31. Si g, es la métrica de la variedad, entonces existe una tinica derivada cova-
riante, libre de torsién, V que satisface
Vaghc=0
Ademds, la conexion asociada a esta derivada covariante es la de Levi-Civita.

Observaciéon 1.1.32. A partir de ahora, la derivada covariante que usaremos serd la de Levi-Civita.

Daremos a continuacién una férmula que sirve para calcular derivadas covariantes de tenso-
res arbitrarios. La demostracion se puede encontrar en [34].

Proposicion 1.1.33. Sea T € I,*(M). Entonces

(1.2)

k l
b ...by. _ b ...by. b; by...d...by d by...by
VaT c1.c; — 0aT C1...C| + Zi Fud T cr.cp z‘,lracj T cr..d...cy
i= Jj=

Definicién 1.1.34. Sea w € QF (M). La derivada exterior d es un operador d : Qk (M) — Qk+1 (M),
tal que ala k-forma w le asigna dw, con

dw:=(k+1)V(qwga..ay

Definicién 1.1.35. Diremos que una k-forma diferencial w es cerrada si dw = 0, y que es exacta
si existe una k — 1-forma diferencial 7 tal que dn = w.

Observacién 1.1.36. Es sencillo demostrar que d?> = dod = 0.

1.1.5. Transporte paralelo y Geodésicas

Definicién 1.1.37. Sea a una curvay ¢t su vector velocidad. Un campo de vectores sobre la curva
es transportado paralelamente a lo largo de a si

Vo =0
0, equivalentemente, si en cada entorno de coordenadas se cumple
u v pv 5,0 _
Houv” + T ;v =0

., . 2, . 2 v
Observacion 1.1.38. Sila curva estd parametrizada con el pardmetro s, entonces t#0,v" = dd”s .

Definicién 1.1.39. En las hipétesis de la definicién anterior, un (k, I) tensor T arbitrario es trans-
portado paralelamente a lo largo de a si

tava Tbl ...bkCI " =0

Las geodésicas son aquellas curvas que en las que la velocidad es transportada paralelamente.
Es decir:

Definici6én 1.1.40. Sea a(t) = (x1(¢),...,x,(f)) una curva con vector tangente . Diremos que «
es una geodésica si
v, 1" =0

En coordenadas locales, donde ## = x*, tenemos que la ecuacion de geodésicas es
BTl 2Vx =0 (1.3)
Definicién 1.1.41. Dada una geodésica a(t), al pardmetro ¢ lo denominaremos parametro afin.

Observar que el pardmetro afin de una geodésica estd definido a menos de una constante
multiplicativa. Si queremos fijar uno, imponemos las siguientes condiciones:

4+rh V2 = 0 (1.4)

iH0) = v (1.5)

es decir, fijamos la velocidad inicial. Esto lo haremos en el capitulo siguiente, cuando fijemos
un vector en un punto y construyamos la geodésica con velocidad igual a ese vector.

11



Capitulo 1

1.1.6. Tensor de Riemann
Definici6én 1.1.42. El tensor de Riemann o tensor de curvatura R es el siguiente (1,3) tensor:
para X,Y,Z e Z (M),

R(X,Y,Z)= V[X,Y]Z_ VxVyZ+VyVxZe X (M)

Siendo V la conexién de Levi-Civita de la variedad.
Verificar que esto es un tensor es una cuenta sencilla. En un referencial local, vemos que en
cada punto del entorno coordenado vale:

R=R,,, dx’ ®dx"®dx" &0,

donde R, ,” son las componentes del tensor de Riemann en las coordenadas de la parame-
trizacion.
Por definicion, las componentes estdn dadas por:

Ry, =dxP (R(0y,0,,0,)) = Toow =Topu+ Tiolva =T e

En notacién de indices abstractos, al tensor de Riemann lo notamos Ra bcd.
Proposicion 1.1.43. El tensor de curvatura cumple las siguientes propiedades:

; d_ _ d

L Rabc - Rhac '

ii. SIR R, .8, entoncesR , =R, ..

. e
abed '~ "abc

iii. Primera identidad de Bianchi: R[a bc]d =0.
. . , , . e
iv. Segunda identidad de Bianchi: V, aBpaa’ =0
Demostracién. Se pueden encontrar en [34] y [20]. O

Operando con la derivada covariante

R, XYY 26 = (XVYP-YV, X)WV, 20 - XV, (YPV 2 + XV (XY . 2%
véxbv,v,z%-x*yv,v,z%
XYY (VY =V, Z¢

podemos deducir que

R, 476 =(VV,=V,V,) 2%

abc
Utilizando las propiedades enunciadas anteriormente, y bajando el indice d, reescribimos la
ecuacién anterior como

RopacZ° = (VaVy=VuVa) Zg (1.6)

A partir del tensor de Riemann, podemos definir varios objetos que contienen informacién
acerca de la curvatura de la variedad.

Definicién 1.1.44. Sea n = dim(M), g, la métrica (Riemanniana o pseudo-Riemanniana). Defi-
nimos los siguientes tensores:

1. Tensor de Ricci (la tinica contraccién no trivial del tensor de Riemann):

— c_ pC
Rab‘_ Racb =R ach

2. Curvatura escalar:
R:=R,*

(no confundir R curvatura escalar con R el tensor de Riemann. Para evitar esto, siempre
notaremos al tltimo como Rabcd).

12
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3. Tensor de Weyl:

2
Cabea = Rape 8ed = 77— (gu[cRd]b - gh[cRd]a) T D=2 BacBai

4. Tensor de Einstein: 1
Gab = Rab - ERgab

Observacion 1.1.45. El tensor de Einstein cumple, ademads, la importante propiedad de tener di-
vergencia nula, también llamada identidad de Bianchi:
V4G, =0

La demostracién puede ser encontrada, por ejemplo, en [34] y en [20].

1.1.7. Coordenadas Normales

En general, dadas coordenadas x* en un entorno de un punto p € M, la matriz asociada a
la métrica en p serd simétrica, con signatura (+---+) en el caso Riemanniano o (—+---+) en el
caso Lorentziano. Pero mds no podremos decir acerca de la estructura de la matriz, a menos que
tengamos mds datos.

Un referencial muy 1til, a la hora de hacer célculos, es el sistema de coordenadas normales.

Definicion 1.1.46. Dado p € M, w € T, M, escribiremos como 7y, a la geodésica que cumple

Yw(0)
Y w(0)

p
w

Como la ecuacién de geodésicas tiene solucién localmente en p (Teorema de Picard),
entonces la definicién tiene sentido.

La demostracion de la siguiente proposicién se puede encontrar en los libros de geometria
diferencial que mencionamos al comienzo:

Proposicién 1.1.47. Sea M una variedad con una conexion. Existe un abierto U c T M que contie-
neatodos los vectores nulos (p,0), sobre el que la aplicacion exp : U — M definida comoexp(p, w) =
Yw () es diferenciable.

El mapa exp se llama mapa exponencial de M. A partir de este mapa, podemos definir exp,,

como la composicién Un T,,ML> U—24M.

Se puede demostrar que dexp, = Idr,m, por lo que localmente exp,, es un difeomorfismo.
Las coordenadas normales son, por definicién, las que surgen de parametrizar a un entorno de
p, donde exp,, sea un difeomorfismo, por el propio mapa exp,,. A tal entorno se le denomina
entorno normal.

La siguiente proposicién nos muestra cémo son la métrica y los simbolos de Christoffel, en
las coordenadas normales. Para una demostracioén, ver [20], [33].

Proposicién 1.1.48. Sea p € M un punto, y consideremos la parametrizacién por coordenadas
normales de un entorno U de p. Se cumple:

gw(P) = Nuv
r9,(p = 0
dondenyy, = diag(-1,...,-1,1,...,1), con la misma signatura que la métrica.

Usaremos la siguiente aproximacién en coordenadas normales, en un entorno de un punto p
(no la demostraremos, pero se puede encontrar en [33]):

1 1
Suv =Ny — §R"‘“’ngxp 5 (V¢ Ropvp) ¥ x7 xP + o(] x %) (1.7)
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1.2. Campos de Killing

En esta seccién veremos los conceptos de derivada de Lie y de campo de Killing. Para un
desarrollo completo ver [38], [11], [16] y [34].

1.2.1. Derivada de Lie

Definicién 1.2.1. Sea Y € X' (M), ysea ¢: D — M, con M x {0} ¢ D € M x R un abierto, el flujo
generado por Y. Notaremos ¢ (x, 1) = ¢(x).Si T € 3’1’“ (M) es un campo tensorial, la derivada de
Lie de T respecto a Y se define como:

d
LyT(p)i=— (=), T(@:(p) =0 (1.8)

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de la derivada de Lie.

Proposicién 1.2.2. SeanY e X' (M), fe C*°(M), T € f‘/—lk(M), Se E/—lf‘/ (M), e Y; campos tensoriales
que puedan ser contraidos con T. Entonces:

L. Lyf=Y(f)

il. ZLy(SeT)=%y(S®T+S8ZLy(T)
iii. Ly(T(Yh,...,Yn))=2LyT(1,...,Yy) +Z;’=1 T(Y,...,%Ly(Y),..., Y.
iv. Férmula de Cartan para k-formas:

ZLxw =1xdw+ d(lxw)
En particular,

d(ZLxw)=%Lxdw=d(x(dw))
Proposicion 1.2.3. ZxY =[X,Y]
Demostracién. Tenemos que d f(Y) = Y (f), para toda f € C*°(M). Entonces, por la propiedad iv:

Zxdf(y)) = ZLxY()

Porii: Zx(df)(Y)+df(ZLxY) = ZLx(Y(f)
Poriyivid(Zxf)(Y)+(&xY) (/) = XY ()
YX(N+ (&) = XX

Por tanto, £xY =[X, Y]. O
Proposicién 1.2.4. Siw € Q'(M), (Lxw), = X Vv, +wpVaX?
Demostracién. Sea v® un campo vectorial arbitrario. Por un lado:

Lx(@av™) = X(0av) = X V(0,0 = XP oV, (0) + XP 0OV, (04)

Por otro lado:
Lx(wav?) = Lx (V) = Lx () (V) + 0(ZLx (V)

que en notacidn tensorial es v? £x (W), + w4 X, v]4. Uniendo las dos expresiones:
VI Lx (@) a+0alX, 0] = X 0oV (0 + X2 vV (04)

VA Lx () a+0aXPV vt — 00"V X = XPw V(0™ + XP vV (04)
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Asique
Ve Lx(@)a = XP vV (wa) + 0PV X ¢

Cambiando indices:
p (xx (@)a— X"V (wa) - waaXb) =0

Como la igualdad anterior se cumple para todo campo vectorial v4, y el producto interno es no
degenerado, tenemos que
Lx(@)a=X"Vpwa) + 0pVaX"

O

La siguiente proposicién nos indica c6mo calcular la derivada de Lie de un campo tensorial
arbitrario, y se demuestra de manera inductiva, siendo la base de induccién los dos casos proba-
dos anteriormente:

Proposiciéon 1.2.5. SiT € <7lk(M), entonces:

k 1
ap...ay _ yC ap...ay ap...c...dj a; ap...ay c
(&xT) by = X VeT by Zl T bty Ve XU+ Zl T bty VB XS (19)
1= ]j=

Como aplicacién de lo anterior, tenemos que si X es un campo, entonces Lx gap = XVegap+
VpXa+VaXp = ZV(a Xb).

1.2.2. Campos de Killing

Definici6n 1.2.6. Un difeomorfismo ¢p: M — M se dice isometria si ¢* g,p = gap-

Definicién 1.2.7. Un campo vectorial {* se dice que es de Killing si el flujo asociado ® da lugar a
una familia uniparamétrica de isometrias ¢; = ®(—, £).

Observacion 1.2.8. Para que ¢ sea un campo de Killing , es necesario y suficiente que se cumpla
2,5 8ap =0.

Proposicién 1.2.9. £% es un campo de Killing si'y s6lo siV (4¢p) = 0.
Demostracion. £Lxgap =2V a Xp), de donde se deduce el resultado. O

A continuacién demostraremos dos propiedades importantes de los campos de Killing:
Proposicién 1.2.10. Sea (¢ un campo de Killing. Entonces:
a. Siy curva geodésica con tangente u®, entonces & ;u® = cte a lo largo de la geodésica.
b. SecumpleV V¢, = —wadfd.
Demostracion. a.
ubv, (Equ®) = P UtV yE 4+ EqulVut
= ubuv,é,
= uubv,é,
= —uuPvyg,
Asi que uPVy, (& u®) =0, pues uPuvVyé, = —utulvyé,.
b. Por definicién del tensor de Riemann y por ser ¢ un campo de Killing: V,V ¢, = Rabcdfd +

VpVaée=R , %&;—-VVeE,. Entonces:

abc

VaVpéc+VpVela=R,, &q  (+)
VoVela+VeVabp = Ryey e (4) ¢ —29Ve€a= (Rype? + Ry = Ry éa
VeValp+VaVipée =R, %0 (=)

Utilizando la primera identidad de Jacobi, resulta:

2VpVela=—2R, ¢4
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Observacion 1.2.11. Calculemos los campos de Killing en el espacio de Minkowski de cuatro di-
mensiones:

Tenemos que gy (p) = diag(-1,1,1,1)Vp € M, por lo que Fﬁp = 0. Por tanto, la derivada cova-
riante de Levi-Civita es 9, i.e. la derivada parcial ordinaria.

Dela proposicién tenemos que 0(,¢,) = 0. Entonces:

O0uSy + 0,8y
O”Gufv

Donde usamos que g7V0,0vp, = 8" Ruvopé? =0, por ser el tensor de Riemann cero. La ulti-
ma ecuacion vale en todo M y su solucién es conocida: O¢, = 0 implica que
&y =NypxP +ay

Con A una matriz y a un 4-vector constantes.

La primera de las ecuaciones nos lleva a A,y = —A,. Esta condicién nos dice que A es anti-
simétrica.

De esta forma,obtenemos una base de campos de Killingen M = [R{‘l1 E}

= Cuatro campos de traslaciones independientes: d;,0y,0, y 0.
= Tres correspondientes a rotaciones espaciales: x0y — y0y, y0, — 20y y 20 — X0.

= Tres boosts: x0; + 10y, y0;+ 10,y z0; + 10;.

1.3. Ecuacion de Raychaudhuri

En esta seccion demostraremos uno de los resultados centrales que utilizaremos: la ecuacién
de Raychaudhuri. Esta ecuacidn relaciona la expansion de geodésicas préximas (temporales o
nulas) con el tensor de Ricci y otras cantidades. En el resto del capitulo, a menos que se diga lo
contrario, trabajaremos sobre una variedad Lorentziana, que llamaremos M.

Definicién 1.3.1. Sea M unavariedad, O c M un conjunto abierto. Una congruencia en O es una
familia de curvas {y.} , tales que Vp € O,3la: p € Im(yy).

Por tanto, si tenemos una congruencia en O, {y},, podemos tomar el campo de vectores
(no necesariamente continuo) X, tal que X(p) = 7, siendo y,, la tnica curva de la congruen-
cia que contiene a p. Llamaremos a este campo con el nombre campo vectorial asociado a la
congruencia.

Definicién 1.3.2. Diremos que una congruencia {yq} o €n O es suave si el campo vectorial X
asociado a la congruencia es suave.

Definicién 1.3.3. Sea {y,} ,, una congruencia suave en O, y sea X € Z'(0) su campo asociado.
Entonces:

= Si X(p) es un vector temporal Vp € O, diremos que la congruencia es temporal.
= Si X(p) es unvector nulo Vp € O, diremos que la congruencia es nula.

Por ultimo, estaremos interesados en aquellas congruencias en las que las curvas son geodé-
sicas:

Definicién 1.3.4. Decimos que una congruencia suave {yq} « €N O es geodésica si y, es una
geodésica Va.

2Fl subindice nos indica cudntos signos — tenemos en la signatura de la métrica.
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Figura 1.1: Esquema de la accion del operador 1, (p) sobre los vectores de T), M.

1.3.1. Caso Temporal

En lo que sigue, {yq} o Serd una congruencia geodésica temporal suave en un abierto O de la
variedad M. Para no recargar la notacion, la notaremos {y}, sobreentendiendo que es una fami-
lia de curvas. En la seccién siguiente, veremos la ecuacién de Raychaudhuri para congruencias
geodésicas nulas suaves.

Definici6én 1.3.5. El campo vectorial asociado a la congruencia de geodésicas serd X.

Observacion 1.3.6. Podemos parametrizar cada geodésica por sulongitud de arco, y, (7). Se llama
a esta parametrizacion tiempo propio de la geodésica. Por tanto, podemos suponer que X*X, =
-1.

Definicién 1.3.7. Sea B, € 3”20(0) el siguiente campo tensorial

Bap=VpXa (1.10)
Proposicién 1.3.8. Sea B, como en la deﬁnicién Entonces By, X? = 0= B, X%.

Demostracién. Como X* es el campo vectorial asociado ala congruencia de geodésicas, tenemos
XV X% =0, de donde se deduce la primera igualdad. Para la segunda, basta ver que X*X, es
constante igual a —1 alo largo de todas las curvas, implicando %Vb (X?X,) =0. O

Definicion 1.3.9. Sea h,) € 3"20(0) el campo tensorial
hab = 8ab + XaXp (1.11)
donde g, es la métrica de M (restringida a O).
A este tensor se lo denomina métrica transversal, debido a la siguiente
Proposicion 1.3.10. Eltensor h®, es la proyeccién en T, O = T, M sobre el subespacio X ( pt
Demostracién. Sea v* € T,, M. Calculamos
<hab Ub, Xc>g _ hab vbgMXc
= (g% + X Xp) v gac X"

= l)bgbCXC —Xbl/b
= VbXb —thb =0

Definicién 1.3.11. Definimos los siguientes tensores:
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" §=Bb hgap, expansion escalar.
= 04p =By — %Hhab, tensor de cizalla (shear tensor).
= wg,p = Bjap), tensor de vorticidad.

Esto es andlogo a lo que se hace en mecanica de fluidos o en fisica del estado sélido: una vez
que tenemos el tensor de estrés, lo descomponemos como suma de su traza, una componen-
te simétrica de traza cero y una componente antisimétrica. Cldsicamente, la traza es la tasa de
expansion del fluido o del sélido, la componente simétrica corresponde a las fuerzas cortantes
(perpendiculares a una direccién dada), y la componente antisimétrica se corresponde al mo-
mento angular del fluido.

Proposicién 1.3.12. Propiedades:
a. tr(hgp) =3.
b. tr(Bgp) =0.

c. tr(ogp) =0.

BN

_1
B, = §6hab +0gp+Wap-

Demostracion. a. tr(hap) = tr(gap) + tr(XaXp) = gap P + Xo X*=4-1=3.

b.
tr(Bgp) = Baa = Babgab
= B%(hap— XaXp)
= B%ha =0
donde en el paso del segundo al tercer rengl6n usamos el resultado
C.

1
tr(B(ap)) — §9tr(hab)
= tr(Bgy)—0=0

tr(o qp)

d. Bab = B(ab) + B[ab] + %Hhah - %ehub'

Proposicion 1.3.13. Se cumple la siguiente ecuacion:
1
X°V,.0 = —562—aubaab+wabwah—RabX“Xh. (1.12)
donde Ry, es el tensor de Ricci.
Demostracion. Utilizando la ecuacion[1.6] tenemos:

X°V¢Bap XVoVpXa

- X¢ (vbvcxa + Rygep X )

= Vp(XVeXa) — (VeXa) (VXE) + X Ragep X@
= 0-B,B , +Raach XX

donde nuevamente usamos que X°V.X” = 0. Contrayendo la ecuacién anterior:

X°V.B*, =-B*B°, +R*, X°X?=-B*B° -R",, X°X*

dac
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Veamos ahora el valor de B4, B, : aplicando varias veces la proposicién anterior,

1 1
B*.B°, = §9h”6+0“6+w“6) (§9h6u+aca+wcu

1 1 1
562h“0hca +(0% +0) (0 + ) + gGh“c (0 + )+ (0% +w?,) gﬁhca

1 1 1
592tr(hac) +(0%%+0) (0, —w,)+ g@huc (0.5 -0,)+ (0% +0%,) g@hca

1, 1
§9 +aacaac—wacw“0+gQ(Ztr(aab))

b

1
592 +0 50 - wgpw®

Por otro lado, R%,, X°X“ = Ry X°X? = RqX“X, por definicion de tensor de Ricci. Por tlti-
mo, por la proposicién|1.3.12} tenemos que B4, = 6. O

La ecuaci6on se puede escribir de manera maés clara, teniendo en cuenta que X°V, es el
operador % alo largo de las curvas y,, Vp € O. Entonces, resulta

ao

1
- = —592 050 + W™ — Ry X XP (1.13)
T

1.3.2. Caso Nulo

Sea {y} una congruencia geodésica nula suave, parametrizada por un pardmetro afin A. Sea
k? el campo de velocidades de la congruencia. Como son geodésicas, se debe cumplir:

KV, kP =0

Observacién 1.3.14. A diferencia del caso anterior, tenemos que k” € {k?}~, asi que es mas dificil
aislar la parte transversal pura de la métrica, que en el caso anterior hicimos mediante el tensor
Rap-

A continuacién, expondremos dos maneras de deducir la ecuacién de Raychaudhuri. El pri-
mer desarrollo que veremos serd el que estd presente en [34], que tiene la ventaja de ser abstracto
en su formulacion, y la desventaja de que no tenemos control sobre las cantidades geométricas
al hacer célculos. El segundo desarrollo que veremos serd el que usaremos en el capitulo 2] estd
expuesto en [29] y tiene la ventaja de ser muy ttil a la hora de hacer célculos.

Observacion 1.3.15. Para no recargar la notacion, en esta seccion notaremos V), al espacio tan-
gente T, M para p € M.

Definicién 1.3.16. Sea p € O,y sea Vp el subespacio perpendicular a k%(p). Tenemos que k%(p) €
17,,, asi que podemos tomar el cociente %, que llamaremos Vp (< kﬂ(p)> es el subespacio

generado por k%(p).). Sean: 17,, - Vp la proyeccién canénica.

Observaciéon 1.3.17. Es claro que dim(Vp) =3, y por tanto dim(Vp) =2.

Ahora veremos que a ciertos tensores en V), los podemos ver como tensores en V,, de manera
canonica.

Observacion 1.3.18. Si consideramos la restriccién de la métrica en el espacio V,, entonces no
seria un producto interno no degenerado en ese espacio, pues contiene una degeneracién co-
rrespondiente al vector nulo k%.

Definicién 1.3.19. *serd un operador que asocie ciertos tensores en V), con tensores en V), de la
siguiente manera:

a. SiteJy (V) y gan(p)(t, k) =0, entonces definiremos 7 € ;! (V},) como # = m(1).
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b. Siwe f’Tlo(Vp) y w(k) = 0, entonces definiremos i € 5‘710 Vp punto a punto como (D) =
w(v), donde v es un representante de la clase de equivalencia ¥ (i.e., v cumple el item
anterior).

c. Si T €9, (Vy)ycumple que
e T(wn,..., ki,..., Wn, ..., ") =0, Vi, Vi € ETOI(VP), wj € E’TIO(VP) tales que cumplen
a.yb..
o T(Wi,eoo, Wi, th. ko 1) =0,V j, Vi € TH(Vp), wj € T,°(V,) tales que cumplen
a.y b. respectivamente.
Entonces definiremos f’eﬂ’,,’j(Vp) como T(W1,..., W, T, eer bn) = TWL, ey Win, 1,y - -+, B

Proposicién 1.3.20. El operador* estd bien definido.

Demostracion. a. Si gap(p)(t, k) =0, entonces t € Vp. Por tanto, = n(f) € 3’01(17,,) esta bien
definido.

b. Siw(k) =0, entonces el vector asociado a w en V), pertenece a V,,, y es g%, (p) (w). Entonces,
la definicién punto a punto es:

WD) = gea(p) (8%, (p)(w), v)

Este valor no depende del representante que elijamos: si ? = ?’, entonces v = v’ + Ik, con
| € R. Entonces

WD) = gea(p) (8%, (P) (W), v) = gea(P)(g”), (P) (W), V' + 1k) = gea(p) (&%), (p) (W), V) = W(D")

c. Como hicimos en los items a y b, es sencillo verificar que no depende del representante
elegido.
O

La definicién |1.3.19| nos indica cudles son los campos tensoriales que podemos llevar me-
diante el cociente a V), para cada p. En particular, la métrica cumple el item c. de la proposicion,
pues, si t% € 37)1(0) ytk,=0:

Sapt“kP = 1%, =0 (1.14)

Entonces, existe g,5, que, para evitar confusiones, denotaremos h,j. Este campo tensorial
estéd bien definido en V), tal como vimos en la proposicién anterior.

Observacién 1.3.21. También es importante remarcar que dado un S € 9, nﬁ‘(f/p), lo podemos ex-
tender de manera natural aun §' € 9,/ (V}). Asu vez, a §' también tenemos una manera natural
de extenderlo a V),. De esta manera, el operador”es sobreyectivo.

Proposicién 1.3.22. f1,,,(p) es definido positivo en Vp.

Demostracién. Basta con probar que sin € 2 (R}) es un vector nulo en un espacio n-dimensional
de Minkowski, entonces {7} no contiene vectores temporales. Sea v tal que 77,y v#nY =0, enton-
ces en componentes:

0=—-vong+ A7)

Por Cauchy-Schwarz:
vong = U- 1 < |0| 7| = 0] nol

porque como n es nulo cumple que |7i| = |ngl|. Entonces |vy| < |7], de donde v es nulo o espacial.

En caso de valer la igualdad, tendriamos que |vy| = | 7], de donde deducimos que v es un vec-
tor nulo. Ademads, por la propiedad de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en una métrica eucli-
dea, si se da laigualdad, entonces las componentes espaciales de ny v, 7i y U, son proporcionales
en un factor, digamos a. Entonces:
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Vohg = ﬁ-ﬁ:alﬁlzzang

de donde vy = anyg, lo que implica que v = an.

Por otro lado, dim ({n}L) = 3, yrecién vimos que cualquier vector nulo en {n}* pertenece a (n).
Por lo tanto, al hacer el cociente por (n), estamos “eliminando” los eventuales vectores nulos. Si
we Vy:

0= A(p) (i, W) = g(p) (w, w)

entonces w es nulo o temporal, y como pertenece a {n}* (por la definicién|1.3.19), resulta que
w es nulo y ademads w € (n). Por tanto, por definicion de’, tenemos que 1w =0¢€ V).

Esto nos dice que & es definida positiva y, por tanto, la podemos considerar como una métrica
Riemanniana en V). O

Proposicién 1.3.23. El campo tensorial By, definido como B,y = Vyk,, puede llevarse en cada
p € O a un tensor en Vp mediante el operador*.

Demostracién. Como ya vimos en la seccién pasada:
kaab =0= By k"

La primera se deduce por ser una congruencia de geodésicas y la tltima por ser el producto
k%k, = 0 constante en todas las geodésicas de la congruencia.

Por tanto, al contraer k”B,j, 0 By, k® con cualquier vector dara cero. Esto nos implica que B,
entra en la condicion b. de la definicién[1.3.19 O

Aligual que antes, descomponemos B, en traza, componente simétrica de traza cero y com-
ponente antisimétrica:

Definici6én 1.3.24. Sea B,;, como antes. Entonces definimos

Observaciéon 1.3.25. Enla definicién de G, el cambio en el denominador del sumando que contie-
ne af de 3 a2 es debido a que la métrica & con la que trabajamos tiene signatura 2, y no 3 como
en el caso temporal.

La siguiente proposicién es andloga a la proposicién|1.3.12} pero aplicada al caso actual, y su
demostracion semejante.

Proposicion 1.3.26. Dados 6,64 ¥ @qp cOMo antes, tenemos:
a. trhgp) =2.
b. tr(Bap) =0.
c. tr(0qp) =0.
d. Bap=30hap+6ap+ G ap.

Proposicion 1.3.27. Sean 0,64 ¥ @qp como antes. Entonces:

~ 1.
k°v.0 = —592—&abaabmab@“b—z{abk“kb (1.15)
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Demostracién. En la demostracion de la ecuacion aplicada a los vectores k%, vimos que:
d
kV¢Bap = =By B ) — Racpakk
Contrayendo esta identidad, tenemos

c a _ b pc b crd _ b pc cr.d
k°V B, =-B".B° —R"  ,k°k" =-B" . B°) — R, ;k°k
Por la proposicion |1.3.23} B, se puede llevar naturalmente a B,;; lo mismo es aplicable a

B¢, . R, k°k? es un escalar, que queda invariante al hacerle actuar’, al igual que k°V.B%,.
b "cd . . a
La ecuacién anterior resulta:

ab B d
k°V.B“, =-B". B, —R_;k°k
Tenemos que 0 = tr(Bp) = Baph®? = Bapg® = tr(B). Asi que la ecuacion es:

A_ _pb A da
k°V.0 =B, B, — R, k°k

Usando los resultados de(1.3.26] de igual manera a como en la proposicién|1.3.13|utilizamos

1.3.12} deducimos el resultado.
O

Al igual que antes, k°V, es el operador derivada respecto al parametro afin con el que para-
metrizamos la geodésica. Reescribiendo el miembro de la izquierda, resulta la ecuacién de Ray-
chaudhuri para congruencias suaves de geodésicas nulas:

ao 1.,

1 =50~ 0a0" + 0ap®™ — Rapk" k" (1.16)

Ahora veremos la segunda forma de deducir la ecuacién[1.15 En este caso, en lugar de traba-
jar con el espacio Vp, tomaremos un campo auxiliar que sea linealmente independiente con k¢
en cada punto p € O.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

(k)
v, 5 R

En cada punto p € O, tomaremos un representante nulo de f 1=, que notaremos N%(p).
No es dificil ver que existen infinitas de estas congruencias (basta pensarlo para un espacio de
Minkowski [Rff o de mayor dimensién, ver la figura . Para cada eleccion, tendremos ciertos
valores para las magnitudes que construyamos. Sin embargo, la expansioén 8 no dependera de la
eleccién de N“.

Elegimos los N%(p) de manera que las componentes N* sean continuas. Esto es posible de-
bido a la continuidad de las funciones k* en cada entorno coordenado de Oy, por lo tanto, la
variacion continua de las coordenadas de los hiperplanos 77! (f~!(-1)) € V, al variar p € O.

Definicién 1.3.28. Sea N“ el campo tensorial en & (0) definido en los dos parrafos anteriores.

Definici6n 1.3.29. Sea h € PTZO(M) el campo tensorial definido como
hap = 8ab + 2k, N,

A este tensor lo denominaremos métrica transversal.
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Figura 1.2: en este figura vemos [R?, el espacio ‘7,, y, paralelo a él, el plano determinado por
! (f ’1(—1)). En un trazo mds grueso se muestra un segmento de la pardbola que describen
los vectores nulos en ! (f~1(-1)).

Observacion 1.3.30. La accién de h“, sobre un vector arbitrario en V), para algin p € O, es la de
proyectar sobre un espacio vectorial bidimensional, ortogonal a k% y N simultdneamente, como
se puede apreciar a partir de las siguientes igualdades:

hapk® =
hapyN® =

Por otro lado, tr(h,p) = hgp g“b = 2. Visto bajo la perspectiva de la demostracién anterior, po-
demos ver que el (0,2)-tensor h, restringido al espacio bidimensional S, = {N “(p)}L n {k“(p)}L,
es una métrica Riemanniana, siendo s, (p) un producto interno que, bajo la accién del operador
* es el producto interno 7 en Vp que definimos en la demostracién anterior.

Definicién 1.3.31. Aligual que antes, definimos B, = Vkg.

Ahora, en lugar de llevar un tensor de V), al cociente ‘7,, tomando By, consideramos el si-
guiente tensor:

Definicién 1.3.32. Sea B}, := hachdecd.

Observacién 1.3.33. Este tensor representa la parte transversal pura de By, pues al contraerlo
con dos vectores v?, w?, resulta:

gab v? wb = (l/ahac)(wbhbd)Bcd

y cada uno de los términos entre paréntesis es un vector ortogonal a ambas geodésicas.

A partir de su definicién, es facil verificar la siguiente ecuacion:

Bub = Bap + kaNBep + ki Bae N + k gk Bog NN (1.17)

Definici6én 1.3.34. Descomponemos B, en sus componentes simétrica de traza cero, antisimé-
tricay su traza:

0 = Eaa ZEabgabZBabhubZBaa
- 1
Oagh = (ab) ~ Eeh“b
Wap E[ab]

Observacion 1.3.35. La traza de B, o expansién, no depende del campo vectorial auxiliar N4,
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Proposicion 1.3.36. Se cumple la ecuacion de Raychaudhuri para el caso nulo.

Demostracion. Enla demostracion de la ecuacion|l.15/vimos que
c _ c cr.d
k“V¢Bap=—B, B + R, ., k°k

Esta igualdad es en general, no depende del tipo de vector que es k. Contrayendo los indices
ayb:

d
k°V.B%, = ~B,B“ - R, k°k
Por otro lado, de la ecuacién tenemos que BY, = B4, = 0:

d
KV = —B, B ~ R, kk

La misma ecuacién nos indica que B,;, B’ = B, B%?, asi que

Vo8 = —Bap B - R, K Kk“

Como B, B = —%92 + 0450 — 4w (la misma operacién que en[1.3.13), se deduce la
ecuacion[L15] O

1.3.3. Significado geométrico de la expansion 0

En esta seccién estudiaremos el significado geométrico de la expansién: demostraremos que
0= %kcvc p, siendo p la densidad de drea transversal a la congruencia {y}. Es decir, la expansion
es una magnitud relacionada con la tasa de cambio del 4rea transversal a la congruencia. Para un
desarrollo més detallado, remitimos al lector a [29].

Comencemos primero por fijar una geodésica, vy, y punto p € y € M, perteneciente al abierto
O de la congruencia. Notaremos por Y a la geodésica nula que contiene al punto x.

Supondremos que todas las geodésicas estan parametrizadas con un pardmetro afin, A, y no-
taremos A, = A(p).

Sea {B} la congruencia de curvas nulas auxiliar, de vectores tangentes N, parametrizadas
con un parametro y, de forma que p es constante sobre las geodésicas de {y}. También notare-
mos Uy = u(p).

Tomemos un entorno abierto U < O de p. El conjunto S, serd aquel de puntos g € U tales que

i YqeS, Iygefy}tyBqae{Bl
ii. Mq)=2p, u(q) = pp.

De esta manera, S, es un superficie bidimensional. En p, como consecuencia de la definicion
de Sy, tenemos que k“(p) y N%(p) son ortogonales a T),S,. De esta manera, como {k“(p)}l n

{N“(p)}l es un plano espacial (como ya vimos en la subseccién anterior), resulta que Sp enun
entorno suficientemente chico de p es una superficie bidimensional espacial.

Sobre S, introducimos coordenadas y!, y*.

Junto con los pardmetros A y y, estas coordenadas pueden ser usadas para parametrizar un
entorno de p como sigue: los puntos en Sy, son (Ap, p, y',¥%). A cada geodésica Y4 que pasa por
Sp la etiquetamos con las coordenadas y', y%. De esta forma, al variar el pardmetro A, estamos
transportando las coordenadas de la superficie, a lo largo de las geodésicas correspondientes a la
congruencia {y}. Lo mismo ocurre para el pardmetro y: transportamos las coordenadas sobre las
curvas nulas de la congruencia {f} (ver figura[l.3).

Asi, a cada seccion S, para q suficientemente cerca de p (i.e., g € U), le colocamos las coor-
denadas y', y°.

Por tanto, si las coordenadas locales iniciales son x%, ahora tenemos x*(A, y, y1 , yz).

Nombraremos e a los vectores tangentes a S;, con i = 1,2y g € U, asociados yley?

En coordenadas, tenemos las siguientes identidades:
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Figura 1.3: transporte de coordenadas de S, a todo un entorno de p.

A(x* (A, 1, y1, )

ka
oA
e 0Tyl yH)

Nos interesard el comportamiento de las superficies S al variar el punto p € y. Para no recargar
la notacién, nos referiremos a las superficies como S(A).

Definici6én 1.3.37. Consideremos el siguiente (0, 2)-tensor en 3’20 (SAA)):
Hjj = gapef'e]
Proposicion 1.3.38. El tensor H;; actiia como una métrica Riemanniana en cada superficie S(A).

Demostracion. SiV,W € T;S(A), entonces:

Y gpdx"®dx"(V,W) (v, w)
mv

ox"m . 0x¥ .
UZVgnv (; a—yl.dyl)éb(z ayi dy’

J

oxox\ .
= Zz(gmi.i.)dy’@dyf(v,m
ijnv\ 0y’ oyl

= Y Hjjdy' edy (V,w)
ij

Ademas, como cada S(A) es una superficie espacial, H;; es definida positiva. Por tanto, es una
métrica Riemanniana sobre S(1). O

Definicién 1.3.39. La densidad de 4rea transversal se define como p := v/det(H).
Enunciaremos la siguiente proposicién, sin demostrarla (ver [29]):
Proposicién 1.3.40. Sobre la geodésicay, se cumplen las siguientes igualdades:
i. Zrer=%rer=0.
ii. Hij= habe?e?.
iii. h® = H'lefe}.

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado que anticipamos al comienzo de esta
seccion:
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Proposicion 1.3.41. Sobre la geodésicay, se cumple

1 1dp
0=—k"Vap=——
) aP 0 dA

(1.18)
.. . dH[j . . e, .
Demostracion. Primero, calculemos T usando lo enunciado en la proposicién anterior:

dHij
daa

= kCVCHij

= k°V, (gube?e;’)

_ KV .e? b k¢ b\ a
= gab( cei)ej+gub vcej e;
= gap(e§Vck?) e]b- + gab (e]C-VCkb) el
= (efVckp) e? + (ejvcka) el

_ c b c a
= e Bbcej + ejBacel.

= ZB(ab)e?e?
Contrayendo con H'/:
. dH;j; .
ij J — a_ b 1]
H _dﬂ, = ZB(ab)ei ejH
= ZB(ab)hab
= 260
Por tanto,
0= lHif dHl'j
2 aA

Recordando la expresion de la inversa de una matriz expresada en los cofactores y el determi-
nante y operando, se obtiene

1 1 ddet(H)
T 2det(H) dA
Escrito de otra forma
0= ! d/det(th (1.19)
Vdet(H)  dA
como queriamos demostrar. O

1.4. Hipersuperficies y Teorema de Frobenius

En esta seccion comenzaremos por definir hipersuperfice, como se clasifican en el caso de
una geometria Lorentziana y enunciaremos el teorema de Frobenius, que nos servira para anular
el término de vorticidad en la ecuacién de Raychaudhuri.

La definicién de hipersuperficie y el enunciado del Teorema de Frobenius estdn extraidos de
[38]; el lector podréd encontrar un desarrollo méas completo.
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1.4.1. Hipersuperficies

Definici6én 1.4.1. Sea M una n-variedad, S una k-variedad. Sea 0 : S — M una inmersién inyec-
tiva. Diremos que (S,60) es una subvariedad de M. Una hipersuperficie es una subvariedad de
codimensién 1.

Observacion 1.4.2. Sea S una hipersuperficie, p € S. Entonces df : T, S — Ty(;) M es inyectiva, por
definicién de inmersion. Por tanto, dim(d6(T,S)) = n— 1; asi que para cada p € S existe n(p) €
TopyM, tal que gp(n(p),v) =0, Vv € dO(T,S). Al vector n(p) lo llamaremos vector ortogonal a la
subvariedad en p.

Observacion 1.4.3. La métrica en M induce una métrica en S, via el pullback 0.

La hipersuperficie S puede ser clasificada, segtin el tipo de vector ortogonal que esté definido
sobre ella.

Definici6én 1.4.4. Sea S una hipersuperficie en M, n un campo vectorial ortogonal a S. Diremos
que S es

= nula, si g*?n,ny, = 0 en todo punto de S.
= espacial, si g?n,ny, <0, en todo punto de S.

Es claro que en cada uno de estos casos, la métrica 6*(g,;,) degenerada y definida positiva,
respectivamente.

1.4.2. Teorema de Frobenius

En esta seccién enunciaremos el teorema de Frobenius en sus versiones més conocidas: para
vectores y para formas diferenciales. Las demostraciones de los resultados expuestos se puede
encontrar en [38].

Definicién 1.4.5. Sean M una n-variedad y k un entero tal que 0 < k < n. Una distribucién
k-dimensional 2 en M es una eleccion de espacios k-dimensionales 9(q) en T;M para cada
qgeM.

9 es suave si para cada g € M existe un entorno U de g y existen k campos vectoriales
X1,..., Xk de clase C*° en U tales que generena & en U.

Definici6én 1.4.6. Un campo X € & (M) estd contenido en 2 si X(q) € 2(q) Vq € M. Notamos
XeD.
Una distribucién suave 9 es involutiva si cada vez que X, Y € 9, entonces £Lx Y € 2.

Definicién 1.4.7. Una subvariedad (N, ) de M es una variedad integrable de una distribucién
D si

dy(TyN) = 2Ty MVg e N

La pregunta a la que da respuesta el teorema de Frobenius es la siguiente: dada una varie-
dad, y una distribucién sobre ella, ;cudndo es posible que exista una familia de subvariedades
integrables de la distribucién dada?. Por ejemplo, si tomamos un campo vectorial suave, estamos
haciendo una eleccién de subespacios de dimension 1 en los espacios tangentes de la variedad
inicial. Por el teorema de Picard, sabemos que hay curvas integrales de tal campo.

Teorema 1.4.8. Teorema de Frobenius: Sea9 una distribucion k-dimensional sobre una n-variedad
M, involutiva y de clase C*°. Sea p € M. Entonces, existe una subvariedad integrable de 2 que con-
tieneap.

Observacién 1.4.9. El teorema anterior es equivalente al siguiente enunciado:
Una distribucién admite una familia de subvariedades integrables si y sélo si es involutiva.
Este es el enunciado que usaremos en lo que sigue de la seccion.

Veremos ahora la versién del teorema de Frobenius para formas diferenciales, que luego apli-
caremos al caso particular de 1-formas.
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Definicién 1.4.10. Sea 2 un distribucién suave p-dimensional en M. Diremos que una g-forma
w anula a @ siparacadame M
w(m)(vy,...,vq) =0

sivy,...,vg € 2(m). Sea #(2) el conjunto
F(@):={weQ"(M):wanulaa?}
siendo Q* (M) el conjunto de todas las formas diferenciales en M.

Definici6én 1.4.11. Una coleccién w;,...,w;, de 1-formas en M es independiente si, para cada
m € M, forman un conjunto linealmente independiente en V..

Proposicién 1.4.12. Sea 2 una distribucién suave p-dimensional en M. Entonces:
= (D) esunideal en Q* (M).
= 9(D) es localmente generado por d — p 1-formas independientesﬂ

= Si.¥ cQ*(M) es un ideal localmente generado por d — p 1-formas independientes, entonces
existe una vinica distribucion 2 de dimension p en M tal que ¥ = ¥ (2).

Definicién 1.4.13. Unideal .# c Q* (M) es diferencial si es cerrado al tomar derivada exterior:
df)c s

Proposicién 1.4.14. Una distribucion suave 2 en M es involutiva si y sélo si el ideal .¥ () es un
ideal diferencial.

Definicioén 1.4.15. Una subvariedad (N , 1//) de M se dice variedad integral del ideal .# c Q* (M) si
paratodaw € ., ¥* (w) = 0. Una variedad integral conexa de un ideal .# es maximal si su imagen
no es un subconjunto propio de la imagen de otra variedad integral conexa de .#.

El siguiente teorema es la version dual del teorema de Frobenius.

Teorema 1.4.16. Sea . < Q* (M) un ideal diferencial localmente generado por d — p 1-formas
independientes. Sea m € M. Entonces, existe una tinica variedad integral conexa y maximal de .
en m, de dimension p.

Proposicién 1.4.17. Sea X% un campo vectorial. Es ortogonal a hipersuperficies en M si y sélo si
XiaVpXe =0.

Demostracion. Consideremos elideal ¢ = (X,;) = {Xa AW weEQ* (M)}. El campo X es ortogonal

ahipersuperficies siy s6lo sila distribucién que generan los planos perpendiculares es involutiva,

y esto es equivalente a que el ideal ¢ sea diferencial, por la proposicién anterior al teorema.
Como es un ideal diferencial, entonces existe w € Q* (M) tal que

dXg)=XgNw

Como X, esuna 1-forma, entonces w también es una 1-forma. La igualdad anterior se cumple
siy sélo si X, A d(X,) =0,y esto es equivalente a (recordando la definicién|1.1.34} que relaciona
la derivada exterior con la derivada covariante):

XiaVpXp =0
O

3No entraremos en detalle sobre la definicién de ideales localmente generados. Ver [38] para una exposicién detallada.
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Observacion 1.4.18. Veamos como usamos lo anterior para demostrar que w,p = 0, en el caso
nulo.
Si k? es ortogonal a hipersuperficies, entonces ki, Vkp) = 0. Por tanto:

1
0= g (kaB[bc] + khB[ca] + kcB[ab])

Contrayendo con N%:
B[bc] = khB[ca] N4+ kCB[ah]Na

Operando

B[bc] ka[ca] Na + kcB[ub] Na

1
5 (kpBcaN® = kpBac N + keBap N — ke Bpo N®)
= kipBealN®+ Bapke N®
= Blap) — Blap
donde la dltima igualdad se deduce de la ecuacién
Por tanto, 0 = Bj4p) = wgp.

Teorema 1.4.19. La ecuacién de Raychadhuri para una congruencia de geodésicas nulas, ortogo-
nales a hipersuperficies, es:

do 1
1= 50 0w - Rapk?k (1.20)
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Superficies admisibles

En este capitulo introducimos las coordenadas que utilizaremos en el capitulo siguiente y
definiremos dos 1-formas sobre geodésicas nulas, que serdn las formas de entropia y calor.

A menos que se indique lo contrario, M serd una 4-variedad lorentziana, con una métrica g,
de signatura (—, +, +, +).

En la primer seccién definiremos par admisible en p € M. Luego demostraremos que todo
punto de M admite pares admisibles y la demostracién nos conducird a las coordenadas que
usaremos en lo que resta del trabajo.

2.1. Superficies admisibles

En esta seccion fijaremos las coordenadas que utilizaremos en este trabajo, mediante la defi-
nicién de un tipo especial de 2-superficies X espaciales sobre la variedad.

Definicién 2.1.1. Como elementos iniciales tomaremos la 4-variedad lorentziana M y un punto
p € M. Diremos que un par (Z,y) es admisible en p si:

= X es una 2-superficie espacial que contiene a p en su interior (con la topologia relativa).

» {y} es una congruencia de geodésicas nulas en un abierto de p, tal que son ortogonales a
la superficie X.

= Laexpansion, 8, y la cizalla, o ,p, de la congruencia {y} son0en p.

Si (Z,7) es un par admisible, a la superficie la llamaremos superficie admisible.

Observacién 2.1.2. Si (Z,y) es un par admisible, y =’ < X tal que contiene a p en su interior (con
la topologia relativa de M), entonces (£',y) también es un par admisible.

Proposicién 2.1.3. Existencia de superficies admisibles
Dada M una 4-variedad lorentziana, p € M un punto, y ko € T, M un vector nulo, existe un par
admisible (2,y) en p tal quey ,(0) = p y7,(0) = ko.

Demostracién. Consideremos una superficie espacial de dimensién 2, ¥ c M, que sea la imagen
de una 2-bola espacial de radio 6 > 0 por el mapa exponencial exp,. Ademads, exigimos que la
2-bola esté contenida en el espacio perpendicular a ko en T, M y no contenga a ko (recordar
que esto es posible por la demostracién de la proposicién[1.3.22). Sea B un entorno normal que
contenga a la superficie Z; esto es posible, achicando eventualmente & (ver la figura[2.1).

Las coordenadas sobre X serdn y!, y? tales que 0,1y0,: son ortogonales en p.

Sea {y} una congruencia de geodésicas nulas en B, parametrizadas con parametro afin A, de
forma que X estd contenida en la hipersuperficie donde A = 0. Esta congruencia la construimos
como sigue.

Consideremos una hipersuperficie N espacial alrededor de p que contenga a X; para fijar
ideas, N es la imagen por el mapa exponencial de una 3-bola espacial de radio § que contenga a
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Capitulo 2

exp,,

Figura 2.1: En esta imagen vemos la superficie Z definida como la imagen por el mapa exponen-
cial de una bola de 2 dimensiones.

exp;,1 (). En un entorno suficientemente chico de p, existe una familia suave de vectores sobre
N que extiende a kj y que es perpendicular a X (por ejemplo, transportando paralelamente a kg
por las geodésicas espaciales sobre N que define el mapa exponencial). Al estar en un entorno
normal, consideremos la familia de geodésicas generadas por los vectores anteriores. Esta familia
es una congruencia de geodésicas, pues en un entorno suficientemente chico de p (reduciendo
eventualmente B) el flujo de las geodésicas es una familia de difeomorfismos que transporta a
N. La parametrizacion de la geodésica que contiene a p, que notamos y, es tal que y,(0) = p
y ¥p(0) = ko; con esto estamos fijando el parametro afin de la geodésica, que notaremos A. Los
parametros afines de las otras geodésicas los fijamos estableciendo que sobre N valgan 0.

Al ser una congruencia de geodésicas, genera un flujo local en B, que notaremos ¥. Como ya
dijimos, reduciendo B podemos suponer que ¥ es una familia de difeomorfismos, para valores
de tiempo del flujo entre [—€,€], con e > 0. Sea Z = VY (I, [—¢,€]), y £ = V(Z,[—¢,0]) (ver la figura
[2.2). A 7€ también lo llamaremos el horizonte local de Rindler, nombre que quedara mds claro
en el capitulo 4.

Figura 2.2: Esquema del comportamiento de las congruencias nulas en el entorno B de p. Se
observa la congruencia {y} y la congruencia de vectores tangentes . El horizonte local de Rind-
ler 7 se sefiala sobre la congruencia {y} (rayado). También se observa la hipersuperficie nula
6(2! [_e) 6])-

Consideremos ahora, sobre cada punto g de £ un vector I(g) que sea linealmente indepen-
diente con k(q), y tal que:

= /(@) esnuloVgeZ%.
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Capitulo 2

» g(l(q@), k(@) =-1,YqeR.
= [esperpendiculara X en p.

Por lo visto en el capitulo 1, seccién[1.3.3} estos vectores sobre 2 se pueden elegir de forma
que las componentes [# sean C*.

Para cada I(g), g € #Z, tomemos la geodésica que en q tiene velocidad /(q). La parametriza-
cion de estas curvas geodésicas la realizamos de manera que sobre & es constante. Al flujo local
en B de esta congruencia nula de geodésicas lo notaremos ©.

De esta forma, los pardmetros son: y', y?, las dos coordenadas correspondientes a la superfi-
cie 2, dadas por el mapa exponencial; A, el pardmetro afin de la congruencia de geodésicas {y};
y A_, el pardmetro afin de las curvas de la congruencia de velocidades /.

La parametrizacion, entonces, estard dada por ¢ : (a, b) x (c,d) x B2(0,6) — B< M, con

¢(t,5,x,y) = O(¥(exp, (x, ), 1),5)
Observacién 2.1.4. La primer componente serd la correspondiente a A, la segunda a 1_, y las
tltimas dos a las coordenadas de la superficie y!, y2.

Observar que como son congruencias nulas, para calcular la expansion, cizalla y la vorticidad
no es necesario usar al operador *, porque definimos a las congruencias linealmente indepen-
dientes entre si, tal como en El término de vorticidad correspondiente a la congruencia de
velocidades k es cero sobre la hipersuperficie £, por ser ortogonal a ella.

Proposicién 2.1.5. En p, se cumple que Vyk, = 0.

Demostracién. Sea v € T, M. Podemos descomponer al vector como una suma v* = w® + n4,
donde w? € T, N, la hipersuperficie espacial que contiene a Z, y n? € Ty, pues T,N & Ty, =
Ty M.

Entonces

vV akp = (W + n®)Vakp = wVakp + nVakp

El primer sumando es 0, pues sobre N transportamos al vector ky sobre las geodésicas espa-
ciales. El segundo sumando también es 0, por ser y, una geodésica.

Por tanto, en p, V, kp =0.

Recordando la definicién[1.3.34} 6(0) = ¢ (0) = 0. O

Por lo tanto, hemos demostrado que (Z,y) es un par admisible que cumple 7, (0) = ko.

Observacion 2.1.6. La métrica en p tiene la forma:

0 -1 0 O
T e O
EwiP=1 o 0 1 0
0 0 0 1
Ademds, tenemos que Vg € X:
0O -1 0 O
_ -1 *x ok
guv(Q)— 0 %
0 * *x %

es decir, aiin tenemos bastante informacién de la métrica sobre la superficie, con * indicando
los términos que no conocemos a priori. Los términos correspondientes a g33, 844 Y 834 Se pueden
deducir de la ecuacion[1.7]y de la definicién de ¢.

Observacion 2.1.7. Como para todo vector nulo existe un par admisible con las hipdtesis de la
proposicion[2.1.3} a partir de ahora, cuando hagamos referencia a los pares admisible, nos esta-
remos refiriendo a los construidos en la demostracién anterior. Ademas, a menos que se indique
lo contrario, asumiremos que las coordenadas que utilizamos son las de la demostracién ante-
rior.
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2.2. 1-formas de calory entropia

En esta secciéon definiremos las 1-formas de calor y entropia, que seran los objetos centrales
del capfitulo siguiente.

Definicién 2.2.1. Sobre la variedad M consideraremos dado un (0, 2)-tensor no nulo, que nota-
remos T,p, y que cumple las siguientes propiedades:

» Tiap) = Tap, i.€., €s simétrico.
= VT,, =0, i.e, T es de divergencia nula.

Observacion 2.2.2. La familia de los (0,2)-tensores que satisfacen la proposicién anterior es no
vacia, pues en particular la métrica cumple ambas hipétesis.

Definicién 2.2.3. Sean p € M un punto y (Z,y) un par admisible en p. ¥ es el flujo de la con-
gruencia {y}, y notamos ) = ¥(Z,1). La densidad de drea p serd la funcion p : [-¢,¢] — R que a
cada A le asocia la densidad de area de la superficie 2.

Definici6én 2.2.4. Sea T, un (0, 2)-tensor como en la definicién anterior, p € M un puntoy (Z,y)
un par admisible en p. Sea y,, la geodésica de {y} que contiene a p, parametrizada con pardmetro
afin A, y sea k“ el campo de velocidades de la congruencia {y}. Definimos la 1-forma diferencial
de calor dq € Q' (y,) como:

dq:=(-ATakk"p)dA
donde dA € Q!(yp) es el dual de k en Tpy,, (i.e., dA(k) = 1).

Definicién 2.2.5. En las mismas hipdtesis que la definicién anterior, la 1-forma de entropia ds €
Ql(y,)es:

ds:=nfpdA
donde 6 es la expansion de la congruencia {y} yn € R* es una constante.

Observacién 2.2.6. Podemos definir la funcién entropia como

s=np

que es una funcién C*(y,). La 1-forma de entropia, entonces, es la derivada exterior de la
funcién entropia. La definicion de s estd motivada por la proporcionalidad entre entropia y érea,
como veremos luego. Sin embargo, la formulacién en términos de la derivada de s es méas ade-
cuada para el siguiente capitulo.
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Ecuacion de gravitacion de Einstein

En este capitulo derivaremos la ecuacién de campo gravitatorio de Einstein, a menos de
una constante multiplicativa indeterminada 7. Primero, estableceremos la condicién para que
se cumpla la primera ley de la termodindmica sobre la variedad, en términos de dq y ds.

Definicién 3.0.1. Sea M una4-variedad lorentziana, T,;, un tensor simétrico de divergencia nula.
Diremos que se cumple la primera ley de la termodindmica respecto a T, si para todo punto
p € M y para todo par admisible (Z,y) en p, la resta dgq(A) — %ds(/l) = —f(A)dA cumple que

ar oy —
771(0)=0.
Observacién 3.0.2. La funcién f de la definicién anterior cumple f(0) = 0.

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado de Jacobson.

Teorema 3.0.3. Sea M una 4-variedad lorentziana conexa, y T, un (0,2)-tensor simétrico y de
divergencia nula. Se cumple la primera ley de la termodindmica respecto a Ty, siy solo sila métrica
gap de M cumple la ecuacién

1 2n
Rap - ERgab +Agap=—Tap 3.1
n
para alguna constante A € R.

Demostracion. Primero, probaremos el directo.

Para empezar, fijemos un punto p € My ko € T, M. Sea (Z,y) un par admisible en p tal que
¥p(0) = ko.

Tenemos

1 n
I — v L
dql) > ds(A) = (/ITWIC k p+2 Hp) dA

donde los indices p y v son indices del sistema de coordenadas de la demostracién [2.1.3}
asociado al par admisible (Z,y).

Por hipétesis, la funcion entre paréntesis de la expresion anterior tiene derivadanulaen A = 0.

Calculemos la derivada:

do d
ndo o ,dp
2ndA”  2m dA

A continuacién, usamos la ecuacién de Raychaudhuri y la ecuacién para sustituir
% y % respectivamente:

d
T,Wk“kvp+/1% (TuvkF k¥ p) +

d n 02 n
Ty kM p + A (Tuvk* k¥ p) - > Ruvk* k¥ + > +0%|p+ E6v2p (3.2)

Evaluamos en A = 0:
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2 u I
7 Tuvky kg’ oA kg =0

donde usamos que p(0) > 0, pues la densidad de area es positiva, y 8(0) = 0%(0) = 0, estas
igualdades se cumplen por estar trabajando con un par admisible.

Asique en p se tiene que (27” Ty - Rm,) kg ky =o0.
En la proposicién demostramos que para todo vector nulo existe un par admisible. Por
tanto, por hipétesis, tenemos que en p para todo vector nulo kg se cumple (27” Ty — R,W) kMY =

Entonces guy y (27” Ty - R,w) son formas bilineales simétricas no nulas que tienen el mismo

cono de vectores nulos (por hipétesis, Ty, es simétrico, y de las simetrias del tensor de Riemann
se deduce que Ry es simétrico, asi que una combinacién lineal de ambos es simétrica).

Esto implica que en p, la métrica g,y y el (0,2) tensor (27” Tyw— R,W) son proporcionales:
2m
7 Tyv — Ruv | = mguy

donde la constante de proporcionalidad m es un nimero real (puede ser cero). Realizando el
procedimiento que hicimos para p en todo punto de la variedad, resulta que la métrica g, y el

(0,2) tensor (27” Tap— Rab) son proporcionales en un factor multiplicativo m(p), que depende del
punto de la variedad:

21

? ab— Rap| = m(P)gab,VP eEM
Es claro que m es suave, pues:
1 (27
28 El ab— Rap|=m(p),VpeM

Al ser suaves los tensores del miembro izquierdo, m varia suavemente. Entonces

21
? ab— Rap| = Mgab

con me C* (M).
Tap, por definicién, cumple V4T, = 0, asi que calculamos la divergencia de la ecuacién an-
terior, usando la ecuacién de la observaciéon|1.1.45|

af2m a
\% ?Tab_Rab = V'mgau
-V = gabvam
1
-V (ERgab) = gaV'm
1
_Vb(ER) = Vym

Finalmente, tenemos que V, (%R +m) =0, asi que %R + m = A, una constante.
Por tanto, se cumple

2m 1
7 ab— Rap = A_ER 8ab

es decir

1 2m
Rap — ERgab +Agap= F ab
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completando la demostracion del directo.

Veamos ahora el reciproco.

Fijemos un punto p y tomemos un par admisible (Z,y), junto con una parametrizacion. Sea
feC®(M) tal que dg - %ds = —fdA. Queremos demostrar que la derivada respecto a A de la
funcién f es ceroen p.

1 _ ai.b n
dq(/l)—gds(ﬂt)——()LTabk k +§9)pd/1

Derivando la funcion anterior, volvemos a la ecuacion [3.2} evaluando en A = 0, volvemos a
obtener

T kKD %Rabkgké’ 3.3)

pues recordar que para las superficies admisibles teniamos que la expansion y la cizalla eran
cero en el punto p.
Ahora bien, la hipétesis es que sobre la variedad se cumple la ecuacién de Einstein

1 21
Rap— ERgab +Agap = ? ab

Al sustituir T, por el miembro izquierdo de la ecuacién anterior en la ecuacion 3.3 obtene-
mos:

1
0|5 R8ab+ Mgab | KKy

y esto ultimo es cero. Por tanto, % (0)=0.
Como p es arbitrario y existen pares admisibles en p asociados a cada vector nulo futuro en
Ty, M (proposicion|2.1.3), queda demostrado el reciproco. O
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Gravitacion termodinamica

En este capitulo realizamos la conexién entre lo expuesto en el articulo [I5] por Jacobson y lo
que hemos hecho en los capitulos 2 y 3.

El objetivo es dar una motivacién para las definiciones de las 1-formas dq y ds, basdndonos
en lo investigado en agujeros negros y en lo escrito por Jacobson. También, una vez motivadas las
definiciones anteriores, estudiaremos la versién que vimos de la primera ley de la termodindmica
sobre la variedad.

La construccién de los diferenciales de calor y entropia estdn fundadas en la investigacién en
agujeros negros, en donde un campo de Killing representa las simetrias del horizonte de eventos.
El campo de Killing permite definir magnitudes integrales sobre el horizonte y luego se estudia
cOmo se comportan estas magnitudes al perturbar el sistema (ver, por ejemplo, [35]).

La presencia de un campo de Killing, de direccién temporal, es importante para que la métri-
ca sea localmente estacionaria, permitiéndonos tratar a la materia, de forma aproximada, con la
termodindmica cldsica.

En nuestro caso, la variedad M no tienen ninguna simetria particular, por lo que no existe un
campo de Killing global sobre el que podamos trabajar. Necesitamos entonces un campo auxi-
liar, que llamaremos campo de Killing aproximado, que cumplird en p, hasta segundo orden, la
ecuacién de un campo de Killing.

4.1. Campos de Killing aproximados

Fijemos p € M, ko € T, M un vector nulo, y sea (,y) un par admisible tal que y,,(0) = ko. Sea k
el campo de velocidades de la congruencia {y}. A menos que se indique lo contrario, utilizaremos
la carta local definida en la demostracién dea lo largo del capitulo. Sea B = B(r,0) < T, M el
entorno alrededor de cero donde esta definida la parametrizacién ¢.

El plano tangente T, M con la métrica g,,(p) en p resulta ser un espacio de Minkowski, con

ejes ortogonales en las direcciones dy;,0y», k(p) + 1(p) y k(p) — L(p).
Definicién 4.1.1. Dado un vector nulo k € [R‘l‘, y un plano espacial V c et que no contenga a k,
a cualquier vector w € {k}* lo podemos descomponer como una suma w = v + Ak, donde v € V.
Ala funcién que asocia a cada w el correspondiente A la notaremos A : {k}- — R (es un abuso de
notacion, pero serd claro a partir del contexto en que se usa).

Llamaremos a esta funcién pardmetro del horizonte respecto de ky V.

Proposicién 4.1.2. Sea M = [R{‘I‘, el espacio-tiempo de Minkowski. Sea k un vector nulo futuro y
V < {k}* un subespacio espacial de dimension 2. Entonces existe un tinico campo de Killing y* tal
que en el horizonte generado por k sobre V, y*(x) = —A(x)k, siendo A el pardmetro del horizonte
respectodek yV.

Demostracién. Por la observacién [1.2.11} tenemos que y* es de Killing si y,(x) = a, + LyyxY,
donde L es antisimétrico.
Eno0, y, =0, entonces a, = 0.
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Sobre los puntos de V, y,(x) = L,“,xv = 0. Sea ej, e» una base de vectores en V. Entonces
Ly,ve;¥ =0. Esto implica que L,y es proporcional al bivector tangente a V contraido con la forma

(e vl .
de volumen, e} e, €,vpq:

— o plP 0]
Lyv=xe; e, €popv

Tomemos un punto v € {ko}l. Entonces serddelaformav=n+A(v)k,conneV:

Xu(0) = A(W) Ly kY

Contrayendo con k* nos da cero, pues L es antisimétrico. Asi que y,, se anula sobre {k}t, lo
cual implica que es proporcional a k.
La prueba termina fijando x de forma tal que L, k" = —k,,. O

El campo de Killing de la proposicién anterior asociado a la 2-superficie ¢~ () c TpM lo
notaremos y*.

Sobre B, definimos una funcién chichén §: B — [0, 1], de manera que existen 1 < r, < r tales
que ﬁ|B[r1,0) =Ly ﬁlB(r,O)\B(rz,O) =0.

Al campo de Killing y lo llevamos del plano tangente a la variedad mediante el pushforward
de la parametrizacién ¢ de la demostracién|2.1.3

e | GBI, siqeP(B)
@)= { 0, si g ¢ ¢p(B) (4.1)

De esta manera nos queda bien definido el campo ¢ € ' (M).

Definicién 4.1.3. El campo ¢ anterior es el campo de Killing aproximado en un entorno ¢(B) de
p.

Observaciéon 4.1.4. Se puede verificar que hasta segundo orden, en la expansion de Taylor de las
coordenadas del campo de Killing aproximado, se satisface la ecuacién V,¢,) = 0.

4.2. Meétrica de Rindler

Consideremos la métrica:

-x2 0
gyv(t, x) = ( 0 1 )

en R x (0,00); a esta variedad pseudo-Riemanniana la llamaremos espacio de Rindler.

El tensor de curvatura es 0, indicindonos que las coordenadas anteriores describen un espacio-
tiempo plano. Sin embargo, cuando x — 0, la métrica parece tener una singularidad: su determi-
nante se hace 0.

Se demuestra (ver [34]) que el espacio de Rindler y la region del espacio de Minkowski (T, X) €
[R%% determinada por la desigualdad X >| T |, estdn relacionados mediante las siguientes ecuacio-
nes:

‘/XZ—TZ

X =

= tanh ™} (T/X)
X = xcosh(?)
T = xsinh(?)

En la figura[4.1]vemos las curvas de ¢ y x constantes.
En particular, las curvas de x constante se corresponden en el espacio de Minkowski con las
curvas que describen observadores acelerados, con aceleracién constante i
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Figura 4.1: en esta figura vemos el cono de luz del espacio de Minkowski [R% y dentro de la regién
X >| T' | vemos las coordenadas de Rindler.

Observacién 4.2.1. Las coordenadas de Rindler son muy importantes para el estudio de la gravi-
tacién termodindmica:

Primero, las simetrias de traslaciéon temporal, en las coordenadas de Rindler, se corresponden
con simetrias de boosts en el espacio de Minkowski. Esto es importante en el andlisis termodina-
mico que se hace sobre los obsevadores acelerados, pues una simetria implica que las coordena-
das de la métrica no cambian segtin el observador. Es decir, tenemos una nocién de estaticidad.

Por otro lado, en los resultados de Hawking [13] y Unruh [31], trabajar con coordenadas de
Rindler permite estudiar de manera muy parecida los campos cudnticos sobre el horizonte de un
agujero negro y sobre el observador acelerado.

Definici6én 4.2.2. Dado un vector nulo k € [R%‘ll y un plano espacial V c {k}* que no contenga a k,
llamaremos horizonte de Rindler de k y V al conjunto

{veikit: A(v) <0}
donde A es el parametro del horizonte respecto de ky V

Definicién 4.2.3. El horizonte local de Rindler sera

JC:=D(Z,[-€,0])
donde, al igual que antes, ® es el flujo de las geodésicas de {y} del par admisible en p (Z,y).

Observacion 4.2.4.
A cp({ve kit Av)<0}nB)

Definicién 4.2.5. A partir de ahora, consideraremos el campo de Killing y* € Z (T, M) que surge
de considerar la proposici(’)n aplicada al vector nulo ky y al espacio V que contiene a ¢~ ().
Diremos que y“ genera al horizonte de Rindler de ko y V. £4 serd el campo de Killing aproximado
(construido a partir de y%) sobre la variedad.

Definici6én 4.2.6. El tiempo de Rindler es la coordenada temporal del espacio de Rindler. Dado
un observador uniformemente acelerado en el espacio de Minkowski, el tiempo de Rindler aso-
ciado a él es el correspondiente al espacio de Rindler que tiene como horizonte al del observador.

4.3. Superficies de aceleracion

Los observadores acelerados cerca de p los podemos describir utilizando la carta local ¢ y las
curvas integrales de los campos de Killing sobre T, M.
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Definicién 4.3.1. Sobre T, M definimos las hipersuperficies S, como
Sa:={veT,M: *()xu(v) = a®}
En otras palabras, son aquellas superficies que estdn a distancia a de N.

Estas superficies contienen la linea de mundo de un observador, en un espacio-tiempo plano,
experimentando una aceleracién constante é (esto ultimo lo veremos en la seccién siguiente).

Proposici6én 4.3.2. Los conjuntos{v € {koyt: AMw) < 0} y Sq son difeomorfos para cada a, median-
te el mapa que asocia a cada v € Sy un vector en {1/ € {ko}L A() < 0}, dado por rayos luminicos
paralelos que atraviesen ambas superficies. ([26]; [30])

Demostracion. El difeomorfismo es el que se observa en la figura[4.2] Para ver un esbozo de la
demostracion, ver [30]. O

{ko}™*

Figura 4.2: las curvas luminicas hacia el pasado son las que determinan el difeomorfismo.

La propiedad importante que cumplen las superficies de aceleracién, que no es dificil de pro-
bar, es que, en el limite a — 0, las superficies de aceleracién tienden al horizonte de Rindler. Bajo
la luz de la proposicion[4.3.2} en el limite a — 0 tenemos Sq — {v € {ko}* : A(v) <O}.

De manera mds precisa, tomando una superficie Sy, y una recta luminica paralela a I(p),
cuando a — 0 tenemos que el punto de interseccion de la superficie con el rayo luminico tiende
ala inteserccién del rayo con el horizonte de Rindler.

En cada una delas superficies S, hay una curva, C,, que en el limite ¢ — O tiende a {tky : t < 0}.
Esta curva la podemos construir tomando rectas luminicas paralelas a [(p), que contengan al
conjunto {tky : £ <0} y consideramos su interseccién con la superficie S, .

Sobre la variedad, definimos %, := ¢(Sq) Y € = ¢(Cy). Estas superficies cumplen que, cuan-
do a — 0, las curvas €, — yp(A < 0) (por continuidad de la parametrizacion).

Sobre cada hipersuperficie .#, consideramos la parametrizacién por las dos coordenadas es-
paciales y', y? y por A, de forma que la parametrizacién por A se corresponde con el difeomor-
fismo[4.3.21

Entonces, tenemos sobre %4, superficies bidimensionales espaciales, que llamaremos % ,,
que en el limite @ — 0 tiendena Z,.

En la figura[4.3|vemos un esquema de una superficie de aceleracién en el plano tangente.

4.4. Termodinamica de los horizontes
Los horizontes locales de Rindler, es decir, # = ¥ (Z, [—¢,0]), manteniendo la notacién del

capitulo 2, son los sistemas sobre los que trabajamos. La motivacién de las definiciones de dq y
dslaveremos a continuacion.
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ko

Figura 4.3: en esta figura se observa una superficie de aceleracién, S,, y la curva C, sobre ella.
Debajo de la superficie, se aprecia el horizonte de Rindler sobre el plano tangente, ¢! (A).

4.4.1. Temperatura

Veamos primero cémo asociarle una temperatura a una porcién del espacio-tiempo. Comen-
cemos explicando el efecto Unruh.

Este efecto consiste en que un observador acelerado en el vacio estdndar de un campo cudnti-
co en el espacio de Minkowski, con aceleracion propia a, estd en un bafio térmico de temperatura

3 ha
“" omckg

4.2)

En unidades del sistema geométrico, tenemos T = 5.

De manera mas especifica, un observador acelerado en el vacio estdndar de un campo cuén-
tico en el espacio de Minkowski, con un detector de particulas, detecta radiacién de cuerpo negro
correspondiente a la temperatura dada por[4.2]

Observacién 4.4.1. = La aceleracién a a la que hacemos referencia es la derivada de la velo-
du

cidad en tiempo propio del observador. Es decir, 7.

= Latemperatura de Unruh estd definida para observadores uniformemente acelerados, pero
no para observadores arbitrarios. En particular, a priori no tiene sentido definir la tempe-
ratura del horizonte local de Rindler, en el mismo sentido que la temperatura de Unruh. Sin
embargo, ya vimos que podemos aproximar el horizonte local de Rindler por trayectorias
de observadores acelerados tanto como queramos.

= Sea y* el campo de Killing que genera el horizonte de Rindler (a menos que se diga lo con-
trario, supondremos que es el de ko y V). La cantidad a := \/—xFx,, se suele usar en lugar
de la aceleracién. Demostraremos a continuacién que a = Lll Respecto a este pardmetro,
en unidades geométricas, la temperatura de Unruh es

Proposicién 4.4.2.

1
VA=
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2 . . 2 bt
donde a es el modulo de la aceleracion, %, del observador acelerado.

Demostracién. En el espacio de Minkowski, la trayectoria de un observador que experimenta una
aceleracion constante estd dada por

1 1
x(1) = (E sinh(ar), p cosh(ar), yo, z0)

donde 7 es el tiempo propio, y estamos suponiendo, sin pérdida de generalidad, que la acele-
racion estd en la direcciéon x. La primer coordenada la podemos pensar como la coordenada de
tiempo ¢ de un observador inercial y la segunda coordenada como la coordenada x medida por
ese observador.

El campo de Killing que genera estas 6rbitas es 0,x + 0, ¢ o algiin multiplo de éste. Si fijamos
queen (1,1,0,0) valga d; + 05 = (1,1,0,0), entonces la constante multiplicativa es 1.

La velocidad es:

u(t) = dax = (cosh(ar),sinh(at),0,0)
dr

y la aceleracién es

dx .
a(t) = P = (asinh(ar), acosh(ar),0,0)

verificamos asi que la aceleracion es a.
El campo de Killing en x(7) es el vector

1 1
(= cosh(ar), — sinh(ar),0,0)
a a

(observar que es un vector temporal).
O sea, el médulo del campo de Killing en x(7) es é, como queriamos demostrar. O

En unidades del tiempo de Rindler, la temperatura de Unruh es adimensionada, de valor
(31D

1
2n
Observacion 4.4.3. El postulado que realiza Jacobson es que en un espacio-tiempo curvo la tem-
peratura que observa un detector acelerado es, aproximadamente, la del efecto Unruh. Esta apro-
ximacidn se justifica cuando la aceleraciéon es muy grande, momento en que la radiacién, debido
al efecto Unruh, seria dominante sobre los efectos de la curvatura espacio-temporal.

4.4.2. Entropia

Un horizonte causal es una frontera entre dos zonas del espacio-tiempo, una accesible y otra
no, dependiendo esto tltimo del observador que se elija.

La justificacién que hace Jacobson de que la entropia del horizonte local de Rindler es pro-
porcional al 4rea, estd basada en que el horizonte separa el espacio-tiempo en dos componentes
respecto a un determinado observador. Si bien se observa que un agujero negro es un objeto ter-
modindmico (ver [3], [4] y [2]), donde el 4rea del horizonte de eventos se comporta como la entro-
pia, lo que importa, como menciona Jacobson, es la propiedad que el horizonte sea causal, y no
que en particular sea el horizonte de eventos de un agujero negro. La entropia de entrelazamien-
to cudntico, debida a la creacién de pares particula-antiparticula en el horizonte, es divergente si
las longitudes de onda son arbitrariamente chicas. Pero si hay una estructura microscépica sub-
yacente que desconocemos, es natural pensar en una longitud minima, /., a partir de la cual la
distribucién de longitudes de onda se hace cero. Considerando esto tltimo, la entropia de entre-
lazamiento no diverge y es proporcional al drea en unidades de [2 (si el radio de curvatura del
espacio-tiempo es muy grande comparado con I;).

De esta manera, tiene sentido asociarle entropia a un horizonte de Rindler.

La férmula de entropia para agujeros negros es ([2], [3])
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kb03
4Gh

Por tanto, a menos de una constante, que llamaremos 7, tenemos que S « A, donde A es el
area del horizonte.

Dada una seccién pequeiia del horizonte, por ejemplo una superficie admisible de un par
admisible asociado a un punto del horizonte, podemos asociarle una funcién entropia que sea

S=

S()=n a
Y(Z,1)

para f € [—€,¢€], donde ¥ es el flujo de las geodésicas del par admisible. Esta entropia es pro-
porcional al drea. Calculemos la derivada exterior como una 0-forma en y;, (usando el teorema

1.1.19):
d
— alk*
n(dt[wz,n )

n(f a+f ikda+f ika) k*
W(E,0) W(E,0) oW (Z, 1)

Analicemos cada sumando, utilizando las coordenadas de

dS(r)

" f‘P(Z 0 a es el cambio de la 2-forma de 4rea en el tiempo, sin variar el punto. Esto es cero,
pues la métrica de la variedad es fija, y, por tanto, la 2-forma de 4rea permanece constante
en cada punto.

¢*(ixda)

f ikda
V(1) G LY (E, t))

fl(\I’(Zt)) (@*trdyin yz))’”"

)d/l/\dy Ady? + P ( )d}L Ady' A dy? K

uvo

O (Y1) ( (0/1 0A_

)
dy nd
[p-‘(wz,r)) ¢ (0/1 yindy

donde en la dltima igualdad usamos que dA(k) = 1,dA_(k) = dy' (k) = dy*(k) =0

f ika
0¥ (Z,1)

f " (ixa)
L OY(E,0)

f (@* (dy' ndy?)"™ Kt =0
¢TLY(E, D)

por la misma razén que en el item anterior.

Por tanto,

das(r)

n(f ikda)k*

Y1)

e (51 na?)
7 e 1P \0A Y Y

n(f P Op)dy" A dyz) k*
¢7LY(E,0)
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En la tltima igualdad usamos la ecuacién 27 =0p.

Es decir,
dS(t)zn(f Ha) K (4.3)
¥, 1)

La 1-forma en Q! (yp) de entropia que definimos en es

ds(A) =nbpk*

Esta 1-forma es la densidad de dS, como se puede apreciar de la ecuacion [4.3] Es decir, ds
es una medida del cambio en la entropia por unidad de drea y por unidad de “tiempo” de la
superficie que estamos estudiando.

Incorporando el concepto de campo de Killing aproximado, podemos definir la 1-forma de
entropia sobre las trayectorias de observadores localmente acelerados con aceleracién constan-
te:

dSa(M) =n(E?VaA)dig

donde A es el area de las superficies #; 1 y tr el tiempo de Killing, y de igual manera trabajar
con la densidad de entropia sobre estas superficies. En [36], R. M. Wald propone que la entropia
es una forma de carga de Noether, derivada de las simetria locales del horizonte de los agujeros
negros. La generalizacién de la entropia de Wald, a horizontes en teorias de la gravitacién mads
generales que la de Einstein, ha permitido realizar el argumento de Jacobson de manera mas
sistemadtica, por ejemplo como hacen M. Parikh y S. Sarkar en [26]. Justamente, utilizar campos
de Killing aproximados es una pieza clave en ese articulo.

En el caso que nosotros estudiamos, la teoria de Einstein en 4-dimensiones, la variacion de
entropia de Wald para una hipersuperficie X es

1
68=— f R%¢qe),. (4.4)
4K Jy
Hay que resaltar que la variacién de la entropia de Wald es, a primer orden, la misma expre-
sion que se obtiene al integrar dS sobre la geodésica y, y sustituir por la ecuacion de Raychaud-
huri. Por tanto, a primer orden, ambas expresiones de entropia coinciden.

4.4.3. Calor

El calor es el flujo de energia entre los grados de libertad de los componentes microscépicos
del sistema (tal como se lo define en mecéanica estadistica).

Cuando un objeto, con contenido de materia-energia 6 E, esta cerca del horizonte{ﬂ éste trans-
fiere su contenido energético hacia la zona de la variedad inaccesible al observador acelerado. Su
interaccién con el horizonte se ve reflejada en el campo gravitatorio que genera, y, por ende, en
el comportamiento del horizonte.

Es decir, el flujo de materia-energia induce una perturbacion de la estructura del horizonte.
Es plausible, entonces, tomar el flujo de energia a través del horizonte como el andlogo al calor
en la ecuacién termodindmica.

Para un observador con velocidad u% el flujo de materia-energia hacia el futuro a través de
una superficie de normal n% es —T,,u®n”, donde T, es el tensor de stress-energia. En coorde-
nadas locales, para una superficie .4 ,, tiene sentido definir la 1-forma diferencial de calor para
un observador acelerado como

dQq(A) := (/ ~Twut'n’Bpdy, Ady.|dr
¢ HFa2)

donde 7 es el tiempo propio del observador.
Esta 1-forma estd en Q' (%), siendo C la trayectoria del observador en M.

1Al decir “cerca” nos referimos a unas pocas unidades de Planck, pues, en tiempo de Rindler, el objeto tarda infinito en
caer a través del horizonte
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Observacion 4.4.4. El tensor T,y es el que contiene la informacién de la distribucién de masa-
energia sobre la variedad. Es simétrico y la conservacion local de masa-energia implica que V4T, =
0. Por tanto, esta dentro de las hipotesis sobre el (0,2)-tensor de las definiciones([2.2.4]y([3.0.1]

Para independizarnos de los observadores acelerados, podemos trabajar con las coordenadas
locales de Rindler, usando que la simetria de traslacién temporal, en estas coordendas, es un
boost generado por el campo de Killing aproximado que construimos enf4.1] La definicién de la
1-forma de calor en estas coordenadas es:

anm):U —TahE“nba)dtR
ya,/l

donde a es la 2-forma de drea de las superficies y tr es el tiempo de Rindler.

4.5. Densidades y limite para grandes aceleraciones

En esta seccién veremos que cuando la aceleracién de los observadores cerca de p (es decir,
los observadores con aceleracion local constante) tiende a infinito, o, lo que es lo mismo, cuando
a — 0, entonces las densidades de las expresiones de calor y entropia anteriores coinciden con las
expresiones que definimos sobre y, en el capitulo 2. En la ﬁguravemos una representacion
en 2 dimensiones de un entorno coordenado del punto p en el plano tangente. El vector nulo ko
es el vector celeste, los vectores verdes son los del campo de Killing y* y en rojo se observan las
normales a las hipersuperficies S,.

Figura 4.4: en esta figura se ve una representacion en dos dimensiones del plano tangente en
p, junto con algunas de las curvas integrales del campo de Killing y* (tangente a ellas), y las
normales n* a las hipersuperficies S,. Como referencia mostramos a ky sobre el horizonte nulo.

Veamos el comportamiento de Ty dQ cuando a — 0, usando las definiciones que hicimos
para el tiempo propio del observador:

= Latemperatura T diverge.

= El término dQq(A):
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dQqA) = (f —T,Wu”nvﬁpdyl/\dyg)dt
¢ Fg1)

L, ot
- (p—l(ya'/l) (XZ LWA

- l(f AT S Body nd )xldr
R o) W pay: V2

A
u“%n"ﬁpdyl A dyg) %EdT

Esta udltima cantidad diverge.

Sin embargo, el cociente d(T)"‘ (1) converge a

2n( ~AT,, kbkca) dA
Zr

pues Sut — —kH, nt — kky 2dr — —d].
Ahora veamos qué ocurre si realizamos el limite segtin la definicién en las coordenadas de
Rindler, y pasamos a las coordenadas de ¢!

» Latemperatura es constante: T = %

= El término dS,(A): fijando A y tomando a — 0

dSq(A) n(EHV,A)dig
gt 1
— n(A(—k“)vaA)l(—d)L)zn(f ea) dxr
A )

donde A es el area de las superficies X, y en la tiltima igualdad utilizamos lo que vimos en
la subseccion4.4.2]

= Elcalor dQu(A):

1 A —a 1
-T,, *n"aldt = f -aT, A=t ——n" )—ﬂdt
(fy’m et a) K (ym @ /l‘f “a A A pree

1
— -A%T,, (k! k"a) —(—dA
UW(ZA) v (—KF) 7V

= (f ~AT,, k”k"a) dA
d~1ZD)

donde el factor a que aparece en la primer ecuacién es debido al cambio de coordenadas
de Rindler a coordenadas de Minkowski.

Las definiciones en y de dsy dg, son los integrandos de las 1-formas anteriores
(multiplicados por dA)

dq = (-AT, k"ka)dA
ds ndpdA

Aclaremos que no es necesario que dq y ds sean 1-formas para la demostracion del teorema
sélo es una manera de recordar que provienen de funciones definidas sobre curvas que, en
el caso de la demostracién del teorema|3.0.3} son geodésicas nulas.
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Es interesante notar que ds proviene de la derivada exterior de s = np, la densidad de drea
multiplicada por una constante. Esto es claro a partir de la definicién de S, y de ver a ds como la
densidad por unidad de 4rea de dS.

Para d g, tenemos que

d A
dqgA) = al. —xTu kM k" pdx
donde la integral esté calculada sobre las geodésicas yp, para algin ¢ fijo. Podemos interpretar
que

A
g =f —XTu kMK pdx
—€

es la densidad de calor.

Observar que s depende solamente de la superficie que elijamos, mientras que g, ademads,
depende de la evolucién pasada del sistema. Esto es andlogo a lo que sucede en termodindmica
clasica: la funcién “calor” depende de la historia del sistema.

4.6. Procesos Cuasiestaticos

Veremos ahora la nocién de proceso cuasiestatico que utilizamos para formular la primera
ley de la termodindmica sobre una variedad lorentziana.

En termodindmica, un proceso cuasiestatico es aquel que, al representarlo en el espacio de
configuraciones, es una curva sobre la hipersuperficie de estados de equilibrio; mds precisamen-
te, es un conjunto denso de estados de equilibrio (ver [6]).

Esta definicién no involucra consideraciones de tasas de cambios de magnitudes, ni veloci-
dades, ni tiempo. Es por esto que se suele decir que podemos considerar cualquier proceso real
como cuasiestético si se realiza suficientemente “lento”. En general, pedir que la derivada prime-
ra de la evolucién de un sistema en el tiempo sea nula en un instante, es semejante a pedir que
la evolucién del sistema alrededor de ese instante sea lenta: a primer orden, el sistema estd en
equilibrio.

En nuestro caso, un sistema es una 2-superficie espacial X, y un proceso dependerd de la
evolucioén de las 2-superficies X, al variar el pardmetro A. Por construccion, las geodésicas no se
intersectan en un entorno de A = 0 (ver la demostracion de[2.1.3).

Para definir un proceso cuasiestatico primero debemos ver cudles son los estados en equi-
librio. El sistema estd en equilibrio si la expansion de la congruencia de geodésicas es cero, es
decir, si los generadores del horizonte no focalizan. Esto es cierto en general solo para espacios-
tiempos en los que Rabcd = 0. Ahora bien, en una variedad en la que las entradas del tensor de
curvatura no sean todas nulas, podemos hacer uso de la parametrizacién dada por el mapa ex-
ponencial: en un entorno suficientemente chico de un punto, podemos aproximar la variedad
con un espacio de Minkowski R?, donde la curvatura estara incluida en la métrica alrededor p
en términos de orden |x*|? (recordar la expresic’)n. Esto nos permite llevar desde la variedad
al plano tangente horizontes locales de Rindler, y ver como se comportan en un espacio plano.
Como la aproximaciéon de la métrica es vdlida sélo en p, podremos estudiar la estaticidad del
proceso solamente cuando la congruencia pasa por p.

Al tomar 2-superficies X arbitrarias, aunque siempre dentro de un entorno normal, la aproxi-
macién mediante un espacio de Minkowski no es necesariamente buena, es decir, los efectos de
la curvatura en el horizonte no son despreciables. No estamos diciendo que queremos eliminar
los efectos de la curvatura en el horizonte, sino que queremos tomar una aproximacién en la que
la curvatura no sea el factor mds importante. Al estar tratando con 2-superficies, los efectos de la
curvatura en el horizonte en el punto p los podemos esquivar si tomamos el limite cuando el drea
tiende a cero: el drea es o(| x* |), al igual que los términos no constantes de la métrica alrededor
de p.

Por tanto, podemos caracterizar la evolucién del sistema en p al tomar el limite en el que
las superficies X se contraen a p. De esta manera, un proceso cuasiestatico en p seréd aquel que,
al tomar 2-superficies X cada vez mds cerca de p, tienda a un proceso cuasiestatico en 0 sobre
Ty M, via las coordenadas exponenciales. Es decir, la evolucién del horizonte es cuasiestatica en
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un punto p de la variedad si, sobre T}, M, la imagen del sistema por el mapa exp,, esté instantd-
neamente en equilibrio en el 0, en el limite cuando X se contrae a p. La ﬁguraes un esquema
de lo que acabamos de explicar: sobre la variedad, vamos tomando horizontes generados por su-
perficies cada vez mads cerca de p, que se corresponden con hipersuperficies sobre T, M, que a
su vez representan, al acercarnos a 0, procesos que tienden a ser estacionarios en 0.

r—=1{

Figura 4.5: en la figura se observa el limite cuando la superficie se contrae hacia p, sobre la va-
riedad y sobre el plano tangente en p, con las coordenadas dadas por el inverso del mapa expo-
nencial.

Una vez fijada la superficie = = ¢(B?(0, 1)), la funcién entropia (con el factor de temperatura
> incorporado) serd

P
S(r,x)=] ¢*(dS)
-€

y la energia absorbida por el horizonte (es decir, la energia que para un observador interior
entra al horizonte) serd

X
Ur,x)=| ¢*dQ)
—€

donde escribimos explicitamente la dependencia de estas funciones con el radio r. dSy dQ
son las 1-formas que resultan del limite que vimos en la seccién anterior.

La hipétesis fundamental sobre el sistema es que la entropia solo depende de la energia ab-
sorbida, i.e., S = S(U), funcién que es desconocida. Por tanto, dS = g—lsjd U, que es la ecuacion
fundamental. De aqui se obtiene la ecuacion de estado del sistema.

Durante el proceso, la version de la primera ley que usamos es (AU — TAS) = (% U- %8) Ax

en cada punto, donde T = % es constante.

Considerando lo anterior, para que el proceso sea cuasiestético en p, debe ser estacionario en
0en T, M,y esto selogra cuando la derivada del proceso es nula en 0. Es decir, si pedimos que f =
%U - T%S y su derivada sean o fs a) en p, estamos pidiendo que el proceso sea cuasiestdtico
en p:

0
=0 fo20,r) @
af
—=(0)
lim—%"" o

=0 [y 0,1 @

Recordar que nosotros trabajamos con densidades; debemos plantear la definicién de proce-
so cuasiestatico en términos de densidades. Para eso, usemos el siguiente resultado de célculo:
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Proposicién 4.6.1. Sean f,g : R" — R dos funciones continuas, con n un entero, y B, < R" una
bola en el origen de radio r. Supongamos que g(0) > 0. Entonces

oot
m

r—0 fBr g

=0
siy sélosi f(0) =0.

Demostracién. = Supongamos que f(0) > 0. Por continuidad, existen € > 0y r > 0 tales que

fx)=eg(x)Vx € B,

Asique

f f=ze| g
T By
I, f

de donde lim,_g T 2 # 0. El caso f(0) < 0 es andlogo.
Br

< Seae > 0. Por continuidad de ambas funciones, existe § > 0 tal que, si x € Bs:

|f ()| < gg(O)

g0
gx) > 2

Luego, | f(x)| < §g(0) < eg(x). Entonces

fBéf sz5|f|<fBaeg(x)

de donde se deduce que el limite es cero.

O

La proposicién anterior nos da la conexién necesaria para llevar nuestro concepto de proceso
cuasiestdtico a las densidades que definimos sobre las geodésicas nulas: si ahora dq — %ds =
—fdA, la condicién de proceso cuasiestatico es que la nueva funcién f cumpla f'(0) = 0.

4.7. PrimeraLey de la Termodinamica

Larelacién de Clausius TdS = dQ, como ya hemos visto, es un caso especial de la primera ley
de la Termodindmica, cuando las tnicas variables macroscépicas del sistema son la energia y la
entropia, y tenemos una de las funciones S(E) o E(S) (identificamos el flujo de calor con el flujo
de energia). Estos sistemas son los més simples con los que se puede trabajar.

En [15], la idea es deducir la ecuacién de Einstein asumiendo que se cumple una igualdad
del tipo TdS = dQ entre dos cantidades. Respecto a esto, podriamos decir que las ecuaciones
de Einstein se deducen de considerar el caso mas simple de sistema termodindmico, con la mi-
nima cantidad de variables posibles, s6lo la entropia y la energia. Esto guarda semejanza con la
deduccion clasica de la ecuacion a partir de la accién [ (R+ Zy)e.....

En la figura[4.6)vemos intuitivamente lo que significa la primera ley de la termodindmica, en
el contexto que estamos trabajando: el cambio en el flujo de energia a través del horizonte, que
determina la focalizacién de las geodésicas, es igual al cambio en el drea de las superficies X .

El tensor de stress-energia, en relatividad general, se asume simétrico y de divergencia nu-
la (esto ultimo debido a la conservacién local de energia). Por tanto, cumple las hip6tesis de la
definicion[3.0.1

Esto nos permite hacer la titlima conexién con el resultado de Jacobson: si en el teorema|3.0.3
sustituimos el tensor Ty, por el tensor de estrés-energia, el enunciado nos dice que la validez de
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AS>(0
23 AS <0

)

» Q>0 s, Q<0
Figura 4.6: vemos el efecto que tiene el paso de energia a través del horizonte. Observar que el
caso Q < 0 no es permitido si asumimos la condicién débil de energia, donde T, X*X? > 0 para

todo campo vectorial temporal X%, y que por continuidad vale para los vectores nulos.

la version de la primera ley de la termodindmica que adoptamos es equivalente a la ecuacién de
gravitacion de Einstein para la métrica:

1 21
Rap— ERgab + Agab = F ab

La constante cosmolégica aparece como una constante de integracién y no la podemos cal-
cular a partir de otras constantes.

Por tdltimo, un comentario respecto a la constante 7. Si tomamos como cierta en general la
relacion entre entropia y drea para el horizonte de un agujero negro, entonces

1
=7

de donde obtenemos la ecuacion clasica de Einstein:

1
Rap — ERgub + Agap =81 Typ (4.5)

4.8. Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado el articulo escrito por T. Jacobson, [15], con el objetivo de po-
der formalizar su deduccion de la ecuacion de Einstein clésica, a partir de la relacién de Clausius
dQ=Tds.

Antes de definir formalmente entropia y calor, introducimos el concepto de par admisible,
que nos llevo a definir coordenadas ttiles sobre las que operar en el resto del trabajo. Lo remar-
cable de los pares admisibles es que nos garantizan que para cada punto existen congruencias en
todas las direcciones nulas, tales que su expansién en p es cero.

Dimos una definicion diferencial de densidad de entropia, junto con una definicién diferen-
cial de densidad de calor, sobre la variedad. Las definiciones del capitulo 2 son sobre geodésicas
nulas que contienen a p, pero en la secciénf4.4} se muestra cémo esas definiciones provienen de
tomar el limite para grandes aceleraciones de magnitudes definidas para observadores unifor-
memente acelerados cerca de p.

En el capitulo 3 damos una equivalencia entre la ecuacién de gravitacion clasica de Einsteiny
la evolucién cuasiestdtica de ciertos horizontes nulos. Este resultado es el que propone Jacobson
en su articulo, demostrado de manera rigurosa.

Como podra comprobar el lector, si en lugar de pedir que dg — %d s sea cuasiestdtico, pedi-
mos que sea una identidad sobre las geodésicas nulas, entonces la deduccion de la ecuacién de
Einstein es igual a la presentada en nuestro trabajo, tomando f = 0. Sin embargo, para demostrar
el reciproco seria necesario que 8 sea cero en un entorno de p, sobre la geodésica que contiene a
p, para algunas congruencias, en todas las direcciones nulas; en espacios con curvatura no nula
esto, en general, no es cierto.
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Para poder demostrar el reciproco es necesario un limite en p, que seleccionara el compor-
tamiento de la expansién en ese punto. Para eso, consideramos el limite cuando la superficie
admisible se contrae hacia p, y pedimos que la derivada de la funcién dq - %d s, en cero, tienda
a cero més rapido que el 4rea de la superficie misma. Utilizando las densidades de los diferencia-
les de entropia y calor, simplificamos la parte operativa de la demostracién, como se comenta en
la seccion[4.6]

La ecuaci6n de Raychaudhuri juega un papel central en el teorema[3.0.3] Esta ecuaci6n ex-
presa la derivada de la expansién 8 de la congruencia nula en términos, entre otros, del tensor de
Ricci. Intuitivamente, nos muestra como acttia la geometria en la focalizacién de las congruen-
cias de geodésicas.

Es interesante notar que la constante cosmoldgica A se obtiene como constante de integra-
cién, dejando abierta la posibilidad de una constante cosmolégica no nula. Observar que su valor
no puede ser calculado en funcién de las cantidades con las que trabajamos.

En este trabajo las argumentaciones sobre la eleccion de las 1-formas dg y ds las expusimos
en la seccion 4.4} sin embargo, estd fuera del alcance del presente trabajo hacer una exposicién
completa de lo relacionado con la eleccién de las magnitudes utilizadas. Nos basamos principal-
mente en [15] y en diversos articulos: [2], [17], [19], [21]-[25], [26], [34] - [37] y [39].

En el caso de la deduccién en el articulo [15], la temperatura es la de Unruh para observadores
acelerados, que, como ya dijimos, es un efecto cuantico en el espacio de Minkowski (generaliza-
ble a espacio-tiempos curvos, ver [35]). El hecho que haya una nocién de temperatura justifica
la definicién de calor como un flujo de energia a través del horizonte. Para esto, lo mdas natural
es definir un flujo a partir del vector ¢ sobre la variedad. Por lo tanto, en lo que respecta a tem-
peraturay calor, no hay ambigiiedad en sus definiciones, al menos hasta sus segundas derivadas
(donde aparecen las ambigiiedades del campo de Killing aproximado).

Laidentificacién de la entropia como proporcional al 4rea, tiene origen en las investigaciones
en el comportamiento de campos cudnticos cerca del horizonte de eventos de agujeros negros
(12]), pero en [15] se intenta dar una base por fuera de los resultados demostrados, a partir de
las ecuaciones de gravitacion, invocando la entropia de entrelazamiento cudntico entre las dos
porciones que separa el horizonte local de Rindler.

Es esperable que teorias mds generales de la gravitacion (por ejemplo teorias con Lagrangeanos
v/—det(g) f(R) + £y, donde f(R) es una funcién suave de la curvatura escalar) necesiten defi-
niciones de entropia que generalicen las presentadas en este trabajo, e incluyan mds “variables
termodindmicas” en la ecuacion de la primera ley de la termodindmica (ver [10] y mds reciente-
mente [39]). Esto es tema actual de investigacion.

Por ultimo, mencionamos que el hecho que la ecuacién de Einstein sea equivalente a un
enunciado termodindmico es una indicacién mas de la existencia de una estructura microscopi-
ca del espacio-tiempo.
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