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Introduccion.

Fenémeno de Newhouse.

La monografia tiene como objetivo constructivo la demostracién de tres resultados
debidos a Sheldon Newhouse.

Estos resultados son la conclusién de los trabajos Non density of Aziom A(a) on
S? (IN,1970)), Diffeomorphisms with infinitely many sinks ([N,1973]) y The abundance
of wild hiperbolic sets and nonsmooth satble sets for diffeomorphisms ([N,1979]). Al

fenémeno dindmico que surge de tales trabajos le llamamos fenomeno de Newhouse.

El primero de los tres trabajos surge como respuesta a la conjetura de S.Smale que
afirma la densidad de los difeomorfismos llamados Azioma A (esto es, difeomorfismos
cuyo no-errante es hiperbélico y tiene puntos periddicos densos). La conjetura fue réapida-
mente negada en dimension n > 3 y topologia C" con r > 1, Newhouse en su trabajo la
logra negar en superficies con la topologia C” para r > 2. En superficies con la topologia
C'! es atin un problema abierto.

La técnica del trabajo se basa en lograr un abierto U de difeomorfismos (en la topo-
logia C" con r > 2) tal que sus elementos presenten tangencias entre variedades estables
e inestables de una misma pieza bésica, lo cual niega naturalmente la hiperbolicidad del
no-errante. Para lograr tal abierto surge naturalmente la necesidad de dar condiciones
para que dos conjuntos de Cantor se intersecten. A partir de tal necesidad Newhouse
introduce la nocion de espesura y a partir de ella el gap-lemma que nos da una condicion
suficiente para que dos conjuntos de Cantor se intersecten. Luego logra que la condi-
cion suficiente dada por el gap-lema se verifique en todo un abierto de difeomorfismos,
y asi consigue el abierto ¢ al cual naturalmente se le llama abierto con persistencia de
tangencias homoclinicas. El abierto U que se consigue esta formado por difeomorfismos
que presentan tangencia entre variedades de una misma pieza basica, donde la pieza

basica varia continuamente al variar el difeomorfismo.



Un segundo resultado de este trabajo es la no existencia en el abierto U de difeomor-
fismos Q-estables (esto es, hay un entorno del difeomorfismo donde todo elemento tiene
no-errante topolégicamente conjugado al del difeomorfismo considerado), lo cual niega
la densidad de esta clase de difeomorfismos. J.Palis y S.Smale habian conjeturado pre-
viamente que tales difeomorfismos eran exactamente los axioma A que no tienen ciclos.
La respuesta a esta conjetura en cualquier dimensién y la topologia C*, es dada por R.
Mane en [M,1988].

El segundo de los trabajos puede pensarse como una reflexion sobre el primer trabajo.
La negacién de la densidad de los difeomorfismos Azioma A que se encuentra en el primer
trabajo se basa en propiedades de la dinamica de la derivada. Surge de eso, el interés
de estudiar la naturaleza de la dindmica para difeomorfismos que se encuentran en el
abierto U hallado en el primer trabajo.

Como respuesta se obtiene el resultado del segundo trabajo, que afirma la existen-
cia de un conjunto residual R en el abierto U de difeomorfismos con infinitas érbitas

periddicas atractoras, o infinitas érbitas periddicas repulsoras.

El tercer trabajo afirma que si un difeomorfismo cualquiera presenta una tangen-
cia homoclinica, estard en la clausura de un abierto U con persistencia de tangencias
homoclinicas. Es a este fenémeno que se le llama ”Fenémeno de Newhouse”.

Estos abiertos implican la existencia de conjuntos basicos sillas cuyas prolongaciones
presentan tangencia, a tales conjuntos se los llama salvajes y por lo tanto el tercer
trabajo muestra que por cada difeomorfismo con tangencia homoclinica existe al menos
una conjunto salvaje.

El segundo trabajo junto al tercer trabajo concluyen que si un difeomorfismo pre-
senta tangencia homoclinica, entonces estd en la clausura de un abierto que contiene
un residual R de difeomorfismos con infinitas érbitas periddicas atractoras o infinitas

orbitas periddicas repulsoras.

Construccion matematica.

Las técnicas usadas en la monografia siguen el trabajo de J.Palis y F. Takens
[PT,1993]. Estas tienen como base las propiedades de la espesura para difeomorfismos de
superficies en la topologia C? y la renormalizacién de desdoblamientos genéricos. Este

ultimo se logra mediante un conjunto de cambios de coordenadas llamado scaling-maps.



Sobre la espesura no existe diferencia sustancial con los trabajos de Newhouse, se
intenta obtener los mismos resultados que aparecen en el primer trabajo de Newhouse y
aplicarlos de forma similar.

La segundo técnica mencionada es parte fundamental para llegar al segundo y tercer
resultado del fenémeno de Newhouse y no aparece explicitamente en los trabajos origina-
les. Este resultado muestra que para difeomorfismos que presentan tangencia homoclinica
de un punto disipativo, existen curvas de difeomorfismos arbitrariamente cerca de él, cu-
yos elementos tienen potencias C?-préximas a conjugaciones de la familia cuadratica en
entornos de la tangencia. Esto nos da propiedades dinamicas para perturbados del di-
feomorfismo original, las cuales nos permiten encontrar orbitas periddicas atractoras y

conjuntos salvajes para tales perturbados.

Dinamica genérica.

La dindmica genérica es la teoria matematica que intenta describir la “mayoria” de
los sistemas dindmicos. El desarrollo de esta teoria ha surgido a partir de conjeturas
como la de S.Smale (descrita anteriormente). Por lo tanto los trabajos de Newhouse

considerados en la monografia han influido fuertemente su desarrollo y estructuracion.

Por ejemplo, para superficies existe la conjetura de J.Palis ([PT,1993]) que afirma
para el espacio de los difeomorfismos (con la topologia C™ r > 1) que todo elemento es
acumulado por tangencias, y/o aquellos que son esencialmente hiperbdlicos. Este resul-
tado es cierto si consideramos la topologia C*, lo cual es un trabajo de E. Pujals y M.
Sambarino ([PS,2000]).

Otra pregunta muy natural que surge de los trabajos, es sobre la existencia de
abiertos con persistencia de tangencias homoclinicas en superficies con la topologia C*.
Esta pregunta esta atin abierta, pero sabemos por trabajos como el de R. Ures ([U,1995])
que las técnicas usadas por Newhouse para la construccién de tal abierto, no pueden ser
utilizadas en la topologia C*.

En el sentido de la dimensién, los trabajos de Newhouse encuentran generalizacién
en el trabajo de J.Palis y M. Viana ([PV,1994]).

Por ultimo decir que en dimensiones mayores a 2, ideas contenidas en el fenéme-
no de Newhouse son utilizadas en trabajos actuales donde se encuentran abiertos con
dindmicas muy ricas, en el sentido de obtener residuales dentro de los abiertos cuyos

difeomorfismos presentan infinita cantidad de repulsores, infinita cantidad de atractores



e infinita cantidad de clases homoclinicas. Esto iltimo se puede ver en el trabajo de C.
Bonatti y L. Diaz [BD,2003].

Monografia.

La monografia estd compuesta por 5 capitulos aparte de la introduccion.

El primero es es un resumen de teoria hiperbolica basico para el desarrollo de la
monografia.

El segundo capitulo define espesura, estudia algunas de sus propiedades y la relaciona
con los sistemas dindmicos C? en superficies.

El tercer capitulo introduce la renormalizacion sobre desdoblamientos genéricos, que
junto con la espesura son las herramientas claves de la monografia.

El cuarto capitulo contiene las pruebas de los dos primeros resultados de Newhouse.

El quinto y ultimo capitulo contiene el tercer resultado de Newhouse, donde se
demuestra que dado un difeomorfismo ¢ C? en alguna superficie, con tangencia homo-
clinica, se tiene ¢ en clausura de un abierto con persistencia de tangencias homoclinicas.

Con este resultado se llega al Fenémeno de Newhouse y se concluye la monografia.



Capitulo 1
Dinamica Hiperbdlica

En este primer capitulo se establecen resultados clasicos de lo que se conoce como
dindamica hiperbdlica. En estos resultados se apoya el desarrollo de la teoria presentada
en la monografia y su aplicacién sera por momentos implicita en las demostraciones.

La presentacion de los mismos seréa a través de resumidos enunciados, no habra de-
mostraciones ni ejemplos ya que se pretende que este capitulo sea una herramienta para la
monografia y no un capitulo ilustrativo de la teoria hiperbdlica. Demostraciones formales
de los resultados se pueden encontrar en [PT,1993], [Sh,1987].

1.1. Punto fijo hiperbdlico y érbita peridodica hiperbdli-
ca.

Definicién 1.1.1. Sea ¢ un difeomorfismo C” en una variedad diferenciable M. Diremos
que un punto fijo Fy es hiperbélico si los valores propios de dp,¢ tiene médulo distinto

a uno. Se clasifican ademas como:

Pozo si todos los valores propios tienen modulo menor a uno.
Fuente si todos los valores propios tienen médulo mayor a uno.

Silla si presenta valores propios de médulo mayor a uno y valores propios de médulo

menor a uno.

Definicién 1.1.2. Sea M una variedad diferenciable compacta. En el conjunto de los
difeomorfismos de clase C", 1 < r < 400, definimos la topologia C" donde una base de

entornos de un elemento ¢ es formada por U, definidos por aquellos difeomorfismos tales
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que ellos y todas las derivadas hasta orden r estén e-uniformemente cerca de ¢ y sus

derivadas, respectivamente. A este espacio topoldgico lo notamos por Diff"(M).

Teorema 1.1.1. Sea una variedad diferenciable M, ¢ € Diff"(M) y Py punto fijo
hiperbolico de ¢. Entonces existe un entorno C" de ¢ tal que todo difeomorfismo en
él presenta un punto fijo hiperbolico que se lo puede considerar como continuacion del

original. Ademdas estos serdn del tipo de Py (pozo, silla, fuente).

Los préximos teoremas buscan estudiar la influencia de los puntos hiperbdlicos en la

dinamica.

Teorema 1.1.2 (Hartman). Sea ¢ un difeomorfismo de clase C* definido sobre una
variedad diferenciable M y P € M punto fijo hiperbélico. Entonces existen U entorno
de P en M,V entorno de 0 en TpM y h : U — V homeomorfismo que conjuga a ¢ con
dpp, es decir hopoh™ = dpop.

Definicién 1.1.3. Sea M una variedad diferenciable y ¢ un difeomorfismo de Diff" (M),

definimos:

Dado e > 0 W2(p,P) ={z € M : Vn € N d(¢"(z),¢"(P)) < €}, a este conjunto
le llamamos variedad estable local de P respecto a .

Dadoe >0 W (p,P) ={x € M :Vn € Nd(p "(x), ¢ "(P)) < €}, a este conjunto
le llamamos variedad inestable local de P respecto a (.

We(p,P) = {x € M : lim, d(¢"(x),¢"(P)) = 0}, a este conjunto le llamamos
variedad estable de P respecto a .

Wu(p, P) ={x € M : lim, d(¢ "(x),p " (P)) = 0}, a este conjunto le llamamos
variedad inestable de P respecto ae.

Definicién 1.1.4. Sea M una variedad diferenciable, ¢ un difeomorfismo de Diff" (M)
y P € M. definimos E*® como el subespacio de TpM suma de autoespacios asociados
a valores propios de médulo menores a uno y E* como el subespacio de TpM suma de

autoespacios asociado a valores propios de médulo mayores a uno.

Definicién 1.1.5. Diremos que dos conjuntos A y B contenidos en una variedad dife-
renciable estan e-C" cerca si existe una funcién definida en A, C", biyectiva, cuya imagen

es B, y tal que estd en el entorno U, de i : A — M siendo ¢ la inclusion.



Teorema 1.1.3 (Variedad Estable). Sea M una variedad diferenciable, ¢ un difeo-
morfismo de Diff" (M) y P € M punto fijo hiperbolico. Entonces:

La variedad estable es una variedad diferenciable inmersa C”, que tiene la dimen-
sion de E* y tal que TpW*(p, P) = E*.

La variedad estable de P es un conjunto invariante para el difeomorfismo, o sea

p(W*(p, P)) = W?(p, P).

Dado un disco compacto contenido en W*(p, P) de dimension total, se tiene que
existe un entorno de ¢ en la topologia C" tal que dado un difeomorfismo en él
la continuacion del punto hiperbolico tendrda una parte compacta de su variedad

estable C" cerca al disco compacto.

Observacion 1.1.1. Para la variedad inestable se tiene el teorema analogo, basta consi-
derar ¢! y verificar que W*(p~ !, P) = W"(p, P).

Teorema 1.1.4 (M\-lema). Sea M una variedad diferenciable, ¢ € Diff"(M), Py € M
punto fijo hiperbolico silla de ¢. Sea D una variedad diferenciable C" difeomorfa a un
disco de la misma dimension que la variedad inestable, tal que intersecta transversalmente
a la variedad estable. Entonces, para todo entorno U de Py en la variedad inestable y
e > 0 existe n y un compacto V- en D tal que o™ (V') estd ,segin la topologia C", a menos

de € de U. Estos dos entornos se pueden considerar variedades diferenciables.

Definicién 1.1.6. Sea M una variedad diferenciable, ¢ un difeomorfismo de Diff" (M)
y P € M punto periddico, diremos que es punto periddico hiperbdlico de ¢ si es punto
fijo hiperbdlico de ¢ donde N es el periodo de P segtin .

Ademas se tienen la clasificacién de atractor, repulsor o silla conforme a la definicién

sobre puntos fijos. Para clasificar érbitas periddicas basta estudiar ¢ .

Observacion 1.1.2. Si un punto en alguna orbita periddica es hiperbélico entonces todos
los elementos de la érbita lo son. Ademas todos tienen la misma clasificacién y los
subespacios E* y E* son invariantes por la acciéon de la derivada en el fibrado tangente.

Esto ultimo nos permite hablar de orbitas peridédicas hiperbdlicas.

Para dérbitas periddicas se tienen los siguientes corolarios de los teoremas anteriores.
Corolario 1.1.5. Sea M una variedad diferenciable, ¢ € Diff"(M) y Py punto periddico
hiperbolico de ¢. Entonces existe un entorno C" de ¢ tal que todo difeomorfismo en

él presenta una drbita periddica hiperbolico que se la puede considerar C°-cerca de la

original. Ademas estas orbitas son del mismo tipo que la original.
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Corolario 1.1.6. Dada una drbita hiperbolica para un difeomorfismo ¢ € Diff" (M),

sea P un elemento de la orbita, entonces:

W4 (o, P) es una variedad diferenciable C™ inmersa y verifica TpW?*(p, P) = E*.

e(W=(p, P)) = W?(p, 0(P)).

Si consideramos un disco compacto contenido en W*(p, P) con dimension total,
se tiene un entorno de @ donde los difeomorfismos presentan puntos periddicos
hiperbolicos que son la continuacion de P, cuyas variedades estables tienen una

parte compacta C" cerca del disco considerado.

Observacion 1.1.3. Se tiene el enunciado andlogo al teorema anterior que trata sobre la

variedad inestable.

1.1.1. Foliacion estable e inestable.

Definicién 1.1.7. Sea M una superficie y P € M. En general una foliacion de un
entorno U se define como un difeomorfismo @ : [0,1] x [0,1] — U tal que ®(0) = P. La
diferenciabilidad de la foliacién queda dada por la diferenciabilidad de .

En este caso la foliacién del entorno queda caracterizada por el conjunto de hojas
F ={®({z} x [0,1]) }scpo,], 0 de otra manera F = {®([0, 1] x {z})}scp,1-

Teorema 1.1.7. Sea M superficie, ¢ € Diff3(M) y P punto fijo hiperbdlico silla.
Entonces existen dos foliaciones de un entorno U de P, F“ foliacion inestable y F/

foliacion estable tales que:

Si hg es una hoja de F* por q € M entonces hyq) C ¢(hq), donde hyq es la hoja
de F" por ¢(q). Mientras si hy es una hoja de IS por q se tiene hy-19) C ¢ *(hy),
donde hy-1(4) es la hoja de F* por p~*(q).

La diferenciabilidad de ambas foliaciones se puede considerar C1+e.

1.2. Conjuntos hiperbdlicos, piezas basicas del tipo

sillas.

Definicién 1.2.1. Conjunto hiperbdlico
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Sea M una variedad diferenciable y ¢ : M — M un difeomorfismo. Sea A un conjunto
compacto en M p-invariante. Diremos que es un conjunto hiperbdlico si para todo x € A
se tiene T,M = E¥ @ E3, C >0y 0 < A <1 independientes de x, tales que:

Para todo vector v € E¥ se tiene d,p(v) € E:;(x), por su parte para w € E? se tiene
dop(w) € EY .

Dado v € EY se tiene ||d,o " (v)|| < CA"™||v]|.
Dado w € E? se tiene ||d,¢"(v)|| < CA"||v]|.

Teorema 1.2.1. Sea M una variedad diferenciable y o € Diff" (M) tal que presenta un
congunto hiperbolico A,. Entonces dado ¢ > 0 eziste un entorno de ¢ en Diff" (M) tal
que para todo difeomorfismo 1 en el entorno se tiene un conjunto hiperbolico del mismo,
Ay, y un mapa iy : N, — Ny e-cerca de la inclusion (C° cerca) y tal que i;l OYoiy =1
sobre Ay,.

Teorema 1.2.2 (Teorema de la variedad estable). Sea M una variedad diferenciable
y @ € Diff" (M) tal que presenta un conjunto hiperbélico A. Entonces para todo x € A

se tiene:

We(p,x) es una variedad diferenciable inmersa tal que para todo y elemento de

We(p,z) N A T, W(p,z) = E;. Ademds o(W*(p, 7)) = W*(p, (x)).

Las respectivas variedades estables de elementos de A wvarian CT-continuamente
sobre partes compactas al variar los elementos en A. Lo mismo se tiene sobre las
variedades estables de las continuaciones de elementos de A para difeomorfismos

cercanos a .

1.2.1. Conjunto basico silla.

Definicién 1.2.2. Decimos que un subconjunto A de M invariante por ¢ € Diff" (M)

es localmente maximal si existe un entorno U de A tal que N,ez9*(U) = A.

Definicién 1.2.3. Sea M una variedad diferenciable y ¢ € Diff"(M), diremos que A

es un conjunto basico si verifica:

A es invariante e hiperbdlico.

A es transitivo (esto es, tiene una érbita densa en el conjunto).

11



A es localmente maximal.

Diremos ademas que A es atractor cuando existe un entorno U del conjunto tal que
Nuene™(U) = A, A es un repulsor si es un atractor de ¢~ y A serd un conjunto bédsico

silla si no es ni atractor ni repulsor.

Definicién 1.2.4 (Estructura de producto local). Sea M variedad diferenciable y
¢ € Diff" (M), se dice que un conjunto hiperbdlico silla presenta estructura de producto
local si existe e > 0y d > 0 tal que para todo par de puntos x,y en A que disten menos

que 9§ se tiene W2(p,x) N W(p,y) = {2} vy z estd en el conjunto hiperbdlico.
Teorema 1.2.3. Todo conjunto bdsico silla presenta estructura de producto local.

Teorema 1.2.4. Sea M una superficie, ¢ € Diff"(M) tal que A es un conjunto basico

silla de . Entonces A es perfecto con interior vacio.

Definicién 1.2.5. Sea ¢ € Diff" (M) con M superficie. Sea una familia de abiertos
conexos disjuntos dos a dos Uy, ..., U,. Decimos que admiten foliaciéon inestable si cada
entorno admite foliacién y dada una hoja su imagen por ¢ intersecciéon cada entorno es

una coleccién finita de hojas.

Teorema 1.2.5. Sea M una superficie, ¢ € Diff" (M) tal que A es un conjunto bdsico
silla de . Eriste un cubrimiento por finitos abiertos conexos disjuntos de A que admiten
foliaciones invariantes, estable e inestable, tal que las hojas por elementos de A son
subconjuntos de la variedad inestable y estable respectivamente. Ademds para r > 3, las

foliaciones se pueden considerar en la clase C*¢.
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Capitulo 2

Espesura y el espacio Diff?(M).

2.1. Introduccion.

En este capitulo se definira el concepto fundamental de esta teoria que es la espesura
de un conjunto de Cantor. La espesura sera un niimero no negativo del cual se desprende
una condicion suficiente para que dos conjuntos de Cantor se intersecten.

Para un conjunto de Cantor, dado un gap (con cierto tamano) se tiene sus puentes
que son los intervalos que van desde uno de sus bordes al borde del gap mas cercano con
tamano mayor o igual. La espesura se define como el infimo entre las razones formadas
por longitud del puente sobre longitud del respectivo gap.

Se tendra un lema (Gap lema) que afirma para dos conjuntos de cantor enganchados
con producto de espesuras mayor a uno, hay interseccion no vacia entre ellos.

Este lema nos permitira construir en el capitulo 4.1, un abierto de Diff?*(M) donde
todo elemento presente tangencia homoclinica. Para ello es necesario probar que la espe-
sura de conjuntos de Cantor dinamicamente definidos, varia continuamente en Di ff%(M).
Este serd el resultado principal del presente capitulo.

La teorfa desarrollada sera sobre superficies para difeomorfismos de clase C” con
r > 2. Las causas de no ser mas general (en el sentido de la diferenciacién no en el de la
dimensién) surgen de las técnicas utilizadas.

Generalizar en tal sentido las técnicas utilizadas es imposible. Esto 1iltimo no niega la
posibilidad de generalizar los resultados principales de la monografia, lo cual representa

hasta el momento un problema abierto.

13



2.2. Conjuntos de Cantor dinamicamente definidos

Esta seccion sera una herramienta en la teorfa. Definiremos conjuntos de Cantor
dinamicamente definidos y probaremos que a los conjuntos de Cantor A N W?*(P) N K
(A conjunto bésico tipo silla, P punto periédico de él y Kj intervalo conteniendo a P
contenido en la variedad estable de forma que efectivamente obtengamos un Cantor)
se les puede asociar conjuntos de este tipo. En las siguientes secciones nos centraremos
constantemente en estos conjuntos.

Recordamos que un mapa real es expansor si es derivable en su dominio y en cada

punto la derivada tiene médulo mayor a uno.

Definicién 2.2.1. Cantor dinamicamente definido.
Un conjunto de Cantor dinamicamente definido es un conjunto de Cantor K (con-
tenido en R) tal que existen intervalos disjuntos {K,}s—1. ., v ¥ mapa expansor C'*¢

definido en U?_, K tales que:
K C U, K; y los bordes de los intervalos K; estdn en K. Ademds ¥~ 1(K) = K.

Para cualquier ¢ entre 1 y n La imagen de K; por ¥ es la envolvente convexa de

una cantidad finita de intervalos de la familia {K}s—1. p.

Dado cualquier j entre 1 y k existe n; tal que W™ (K; N K) = K (esto implica W

topoldgicamente mixing).
A la upla (K7, ..., K,,) se le llama particién de Markov para el Conjunto K.

Observacion 2.2.1. Si K admite una particiéon de Markov, luego, admite particiones de
Markov con longitud de intervalos arbitrariamente pequenas.

La demostracion queda a cargo del lector.

Observacion 2.2.2. Si K es un Cantor dinamicamente definido:

definiendo In = K1 U ... UK, I; = [, NV~ (1y),....[; = [;_1 N0~ (1;_1)

se tiene K = N5 1;.

La demostracion no es dificil, se deja a cargo del lector.

Consideremos ahora ¢ € Diff?(M) donde M es una superficie, presentando un
conjunto basico tipo silla A y P punto fijo en él. Luego existe una reparametrizacién
a: R — W5(P) de clase C? que lleva el 0 en P y verifica que a0 p o a™! es una
contraccion lineal (simetricamente existe reparametrizacion de la variedad inestable que

genera una expansion lineal) ([PT,1993)).
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Recordamos que por ser el sistema dindmico de clase C® se tiene (para conjuntos
basicos silla) foliacion C', y por lo tanto la proyeccién 7 por hojas de foliaciones
inestables desde la variedad estable a la variedad estable es un difeomorfismo que se puede
considerar C''¢. Se anuncia ademéas en [PT,1993] (pdgina 60) que para difeomorfismos
C? aunque no se tenga foliacién C''*¢ las proyecciones (mapas de homlonomia) se pueden
considerar difeomorfismos C'*¢. La diferenciabilidad de la holonomia es el punto
que limita la teoria ya que si pedimos menos diferenciabilidad de ¢ no tenemos
la diferenciabilidad necesaria de la proyeccién, la cual es C'*°. Ademsds, la
holonomia tiene derivada acotada sobre el conjunto basico por ser este tltimo compacto.

Ahora estamos prontos para el teorema que hace a esta seccién:

Teorema 2.2.1. Sea ¢ € Diff*(M) presentando A conjunto bdsico silla, P punto pe-
riddico en A y « la reparametrizacion de W*(P) tal que «(0) = P y aopoa™ es una
contraccion lineal.

Entonces, existe Ky intervalo en R conteniendo el 0 tal que a=(A N W?*(P)) N Ky
es un conjunto de Cantor dinamicamente definido.

Se tiene un resultado simétrico para la variedad inestable.

La prueba de este resultado se puede encontrar en el apéndice de [PT,1993].

2.3. Espesura

En esta seccion damos la definicion de espesura original de Newhouse, luego se

vera una definicién equivalente que en algunos casos simplifica su céalculo.

Definicién 2.3.1. Dado un conjunto de Cantor K en R con intervalo minimal 7, una
presentacion de él sera una enumeracion de sus gaps, es decir una familia de intervalos
U = {U,}nen que contiene exactamente a los gaps de K. Fijada una presentacién U
para u € K borde de un gap U definimos 7(K,U,u) = % donde si U = U, en la
presentacién, C' es la componente conexa de I\ Uy U ... UU, que contiene a u (a C se le
llama puente).

Llamando B = {u € K : uw € OU con U gap de K} se define la espesura de K como:

7(K) = Supy{infuep{m(K,U,u)}}

Donde U varia en las posibles presentaciones.
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Observacion 2.3.1. Para calcular 7(K) basta considerar las presentaciones U tales que
numeran los gaps de forma que si n < m l(U,) > (Uy,).

Para ver esto consideramos un gap U y su respectivo puente P para la presentacion
enunciada. Si el puente llega a un borde, dada cualquier otra presentacion, para U la
razon puente,gap es menor que la nuestra. Si el puente esta entre dos gaps U y V, dada
cualquier otra presentacion si el puente para esta fuese mas largo, atraviesa este segundo
gap (que es de mayor tamano que U), y luego para esta nueva presentacién el puente
hacia U de V' es mas corto que P, por lo tanto la razoén entre el puente de V' y V es

menor que la que hay entre P y U.

Corolario 2.3.1. Como consecuencia de la observacion anterior se tiene que
7(K) = infy{L}
Ulg

donde ahora U es un gap del conjunto de cantor K y P es, elegido un borde de U, el
intervalo que une el borde de U con el gap mas cercano a U que tenga tamano mayor o

igual al de U (para el otro borde de U se tiene otro puente, y otra razén,).

Definicién 2.3.2. Decimos que dos conjuntos de Cantor estan enganchados si sus res-
pectivos intervalos minimales (aquellos cuyos bordes son minimo y méximo del conjunto)
se intersectan en un intervalo con interior no vacio y no se contienen uno al otro. De-
cimos ademas que los intervalos minimales estan solapados. En general lo decimos para
cualquier par de intervalos (abiertos o cerrados) que verifiquen la propiedad de estos

ultimos.

Lema 2.3.2. Gap lemma Dados Ky y Ky conjuntos de Cantor enganchados, si el produc-
to de las espesuras T(K;).7(Ks) es mayor que uno entonces Ky y Ky tienen interseccion

no vacia.

Demostracion. Supongamos que los conjuntos considerados no se intersecan. LLamamos
[a,b] al intervalo minimal que contiene a K; y [c,d] al intervalo minimal que contiene
a Ky, U, P nombraran gaps, puentes de K; y G, los de K5. Entonces por estar los
conjuntos enganchados se tienen que existe Uy y Gy que estan solapados.Ahora bien,
por ser el producto de espesuras mayor a uno se tiene que o bien Fy atraviesa a Gy o
Qo atraviesa a Uy (PyQo > UpGy). Luego si es (Qp quien atraviesa al gap Uy aparece un
nuevo gap (G; de tamano extrictamente menor al de Gy solapado con Uj que contiene un
punto de K7, y si Py atraviesa a GGy existe U; solapado con G de tamano menor extricto
al de Uy que contiene un punto de Ks. De esta forma, por recurrencia, se pueden crear

dos familias formadas por gaps {Uy,}, y {Gn}n con las siguientes propiedades:
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Para cada n € N U, estda enganchado con V,.
Ambas son infinitas.

La longitud de U, tiende a cero con n y lo mismo sucede con la longitud de V,.

Tales propiedades de las familias {U,,},, v {G,}, implican la existencia de un punto
x donde acumulan el conjunto de bordes de los intervalos U, y el conjunto de bordes de

los intervalos V,,. Por lo tanto x esta en K; N K.
O

Definicién 2.3.3. Dado un conjunto de Cantor K, definimos para un punto k de €l la

espesura local como:
Tioe (K, k) = lim._ sup{r(f() : K es un conjunto de cantor contenido en K N B(k,e)}

Observacion 2.3.2. Dado un conjunto de Cantor K y k € K se tiene que existen conjuntos

de Cantor arbitrariamente cerca de k con espesura arbitrariamente cerca de 7(K, k).

Observacion 2.3.3. Para todo conjunto de Cantor se tiene 7(K) < 7,.(K, k) cualquiera
sea el elemento k considerado.

Para probarlo basta elegir en cada B(k,¢) dos gaps U y U’ de forma que entre ellos
los gaps tengan tamafios menores que el miimo entre el de U y el de U’. Considerando K

como el intervalo que queda entre estos dos gaps intersectado con K, se tendrd 7(K) >

7(K) ya que todos los gaps-puentes considerados para K , son gap-puente de K.

Notacién: Dado K conjunto de Cantor y U un Gap de él, P(U) serd un puente apo-

yado en U. En ciertos contextos los nombres de los intervalos significaran sus longitudes.

Observacion 2.3.4. Sobre el comportamiento de la espesura y la espesura local de con-
juntos de Cantor, que son difeomorfos a un conjunto de Cantor K por un difeomorfismo

definido en todo el intervalo minimal se tiene:
7(f(K)) < 27(K) donde M y m son méximo y minimo de f.
7_loc([<7 k) - Tloc(f(K)u f(k))

Para probar la primer afirmacién consideramos U gap de K y P(U) uno de sus
puentes. Este puede terminar en un borde del intervalo minimal de K o sobre otro

gap de K que llamamos V. Para el gap de f(K) f(U), se tiene que si P(f(U))

PUWDY) o IPW) o M PW)

S T S . En caso contrario

esta contenido en f(P(U)) entonces
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P(U) no termina en el borde del intervalo minimal, y se tiene un gap V de K

tal que PS}Z%)) <! (f]z%/U))) < %Pg]) < %ng). De estas desigualdades se tiene que

7(f(K)) < 3ir(K).

La segunda afirmacion es corolario de la primera, radica en que en entornos muy

chicos de k y f(k) se tiene 2 y ™ muy préximos a 1.

Observacion 2.3.5. Consideremos un difeomorfismo definido sobre el intervalo minimal
de un conjunto de Cantor K. La espesura de f(K) se podra considerar cercana a la de

K conforme se tenga poco variaciéon de la derivada sobre el intervalo. Para ver esto basta

M m

usar la observacién anterior para f y f~! observando que £ ™ estén cerca de 1.
m M

Observacion 2.3.6. Sea f un homeomorfismo definido sobre el intervalo minimal de K,
tal que es C! sobre los gaps de K y los valores de la derivada varfan en (m, M). Luego
se tiene que es cierta la relacion entre las espesuras dada en la observaciéon 1.2.2 y por lo
tanto tiene sentido la observacion 1.2.3. La prueba de esto es analoga al caso estudiado

en tales observaciones.

2.3.1. El Tent map.

A continuacion encontraremos una familia de conjuntos de cantor dinamicamente
definidos en el intervalo [0,1] a través de la funcion Tent map. Se harda de tal forma
que se pueda conseguir espesura y espesura local arbitrariamente grande, y ademas se
buscara que sean conjuntos invariantes, transitivos e hiperbélicos con un punto periédico

con preimagenes densas en estos conjuntos.

Definicién 2.3.4. Definimos el Tent map como el mapa T : [0, 1] — [0, 1] definido por:

2v  si x€]0,3]
I(x) = . L
2—-2r si x€[31]

Observacion 2.3.7. En virtud de que la derivada de T es expansiva sobre en conjunto
(0,2) U (1,1) se puede probar que el T en el conjunto (0,2) U (3, 1) NUren{T*(3)} es
conjugado al Shift de dos simbolos (digamos 0 y 1) donde la correspondecia es dada por
el itinerario de cada punto, codificando con 0 al intervalo (0,3) y con 1 al (3,1). Esto
ultimo nos permite tomar puntos periédicos verificando cualquier itinerario periédico.

Teorema 2.3.3. Dado un natural m > 2, existe un conjunto de Cantor K,, contenido
en (0, %) U (%, 1) invariante por T' que verifica:
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Existe q,, € K,,, punto periodico de T tal que el conjunto de preimdgenes es denso

en K,,.
T tiene diferencial constante 2 sobre K,,.
T(Kp) =2"2 — 1 y Tioe( K,) no depende del punto y es mayor a 2™ 2 — 1.

Demostracion. Dado m consideramos una orbita periddica de periodo m tal que or-
denéndola segun las iteraciones se pueda indexar de forma que ¢o,...., ¢n_1 estén en
(0, %) Y Gm, Q1 €n (%, 1). Para tal 6rbita consideramos los puntos: ¢,,_1* preimagen de ¢;
en (0,3), y luego gs*, ..., g% de forma que T—*(g;*) N (0, 5) = ¢i—1* con i = 4..m. Se
considera el conjunto K' = [g2, ¢3%] U ... U [¢n—1, @m*] U [gm, q1]: a partir de el se define,
para todo natural n, K" = T-Y( K" 1) N K" ! asi K,, = NpenK™ tenemos un conjunto

de Cantor dinamicamente definido.

0 @ @*x g (M*% 4 @ 1

Figura 2.1: ¢;, ¢;* para m = 4.

La existencia del punto periddico con preimagenes densas en K, se tiene por cons-
truccion, y es ¢,,. La expansividad de la derivada y por lo tanto la hiperbolicidad se tiene
por construccion, ya que la norma del diferencial en cualquier punto de K, es 2.

En lo que queda nos concentramos en el calculo de la espesura y la espesura local.

para esto nos basamos en dos observaciones:

[92,93+4]
1 La espesura esta dada por [g3%,3]

[g2,93%] — 2m—2 -1
[g3%,g3]

A continuacion nos concentramos en la demostracién de 1. Llamamos configuraciones
a los pares (U, P(U)), las configuraciones iniciales son aquellas tales que U es un gap
del tipo (g;x,¢;) (o de otra forma J\ K' donde J es el intervalo minimal que contiene a

K,,). Consideremos diferentes casos:

Para un gap inicial (gi*,q;) = T 3((g3*,¢3)) con 3 < i < m — 1 se tiene el puente
de la derecha [q;, qiv1%] = T7"%([g2, q3%]) (en el caso de haber g5, no como en la

figura en la que igual se entiende la observacién), pero entonces la razén que nos
T°—([g2,93*])

T3 ((qsx,3) * >
(g3,94%)
(QS*,Q3)

dan estos gaps-puentes son es claro que todas estas proporciones

, que obviamente es mayor a 22 - A] considerar

quedan representadas por laoeaal”
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los gaps iniciales con sus puentes hacia la izquierda se tiene para un gap (g;*, ;)

l92,0i%] ~ [9i-1,0i%] _ [g2,93%]
(@) —  (q%a:) (a3*,q3)’

configuraciones iniciales, la razén que esta mas cerca de la espesura sera

el puente [go, g;*]. De ahi que por lo cual de todas las

[g2,93%]
(g3%,93) "

Para cualquier otro gap de K,, U, se observa que sus correspondientes puentes
no atraviesan los gaps iniciales, ademds, para U existe un primer natural ny tal

que Uy =T (U) es un gap inicial. Como 7™ es una funcién afin a una lineal de
PWU) _ T (PW) A se
U o, -

pendiente con médulo 2™ sobre U U P(U) se tiene que
tiene dos casos, si P(U) termina en otro gap no inicial V', se puede extender 7"V
sobre V' y concluir que 7"V (P(U)) = P(Uy). En el caso que P(U) termina sobre un

gap inicial Uy, se tiene que T™ (P(U)) se apoya entre los gaps Uy y U;, de donde
PU) _ TrU(P(U)) g2,93+]

U Uo < (qi*,z{s)' Con
[92,93%]
(q3*7q3) ’

revisando el parrafo anterior se puede concluir

estos dos casos se concluye que la espesura de K,, es 7(K,,) =

Corolario 2.3.4. El conjunto K,, del teorema anterior verifica para todo k en K,
Tioe( K, k) = 272 — 1.

Para la segunda observacién hacemos el cdlculo explicito de %

¥ =1—q = 5=, entonces go = 27, g3 = 4y y gs% = 21;_72. De ahi que 7(K,,) =

. Dado m, sea

1—v
lg2,a3%] _ 3m-2 27

(g3%,q3) 4y—

! 2 —
2 2my=14y 2

Por la observacién 1.2.6 se tiene que Tjpe(Kyn, k) > 7(K) > 2™72 — 1 y con esto se

1—y=2m~1y _ 2m-2m71-2 _ om-2 _ q

concluye la demostracion.
O

2.4. Espesura y topologia C?

Como se observo en la primer seccién de este capitulo, en caso de tener un sistema
dindmico ¢ € Diff?(M) que presente un conjunto hiperbélico bésico del tipo silla no
trivial A, y P, punto periddico en él, se tiene que A, N W*(p, P,) N I, es la imagen por
a:R — W*(p, P,) de un conjunto de Cantor dinamicamente definido, que llamaremos
K, (o depende continuamente de ¢); donde I, es un intervalo de P, en W¥(p, P,) v «
es una parametrizacién tal que a o poa : R — R es lineal. Recordamos ademés que
se tiene el resultado andlogo considerando la variedad inestable.

En esta secciéon se quiere considerar la dependencia de este conjunto de cantor dina-
micamente definido, al variar el sistema dinamico ¢ en el espacio de los difeomorfismos

C3; para luego controlar la variacién de la espesura de los mismos.
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Para esto recordamos los siguientes aspectos:

El conjunto A, varfa continuamente al variar el sistema dindmico, en el sentido de
que existe una homeomorfismo de A, a A, C° cercano a la identidad conforme a

la cercania de ¥ a ¢.

Por lo anterior se tiene P, cercano a Py, mas aiin sus respectivas variedades estables

e inestables varfan C'! continuamente sobre partes compactas.
a~lopoa varfa C! continuamente al variar (.

El par (C,¢) que define la Hélder-continuidad de la derivada de 7, (Holonomia de

¢) depende continuamente .

Las parametrizaciones « de las variedades, que ven como una funcién lineal al

difeomorfismo, varfan C' continuamente al variar este.

Teniendo esto en cuenta surge también (de la construccién que se hizo en la seccién 1)
que el intervalo I, también se puede considerar variando continuamente.

En base a esto damos la siguiente nociéon de cercania para conjuntos de Cantor en
R dinamicamente definidos.

Sean K y K conjuntos de cantor dinamicamente definidos, con sus respectivas fun-

ciones y particiones ¥, U y (K1, ..., K}), (K1, ..., Kp). Diremos que estan cerca conforme:

[ =m y K, este cerca a K; como conjunto.

U y U estén O cerca, y el par (C,¢) este cerca del par (C,€).
Observacion 2.4.1. La nocién anterior define una topologia en el conjunto de los conjuntos
de Cantor dindmicamente definidos. Para ver esto basta definir los entornos como se

desprenden de la tal nocién.

Observacion 2.4.2. Sea ¢ € Diff3(M) tal que presenta un conjunto hiperbélico del tipo
silla A, con mas de un punto y P, punto periédico en él. Sea K, su conjunto de Cantor
dinamicamente definido asociado. Luego existe U entorno de ¢ en Diff3(M) tal que
para todo sistema dindmico 1 en U se tiene K, uniformemente cerca, segin la topologia
definida en la observacién anterior, a K.

Para probar esto basta tomar la construccién de los conjuntos de Cantor echa en la

seccién 1 y considerar las propiedades enumeradas antes de la definicién.
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Lo que resta de la secciéon lo dedicaremos a probar que la espesura varia continuamente

al variar el sistema ¢ en algiin entorno U, de él.

Lema 2.4.1. (De distorsion acotada) Consideramos un conjunto de Cantor dinamica-
mente definido K mediante ¥ y la particion (K, ..., K;). Luego para todo 6 > 0 existe
C.(6) tal que si g1 y g son puntos verificando que ¥*(q,), Y*(qz) estin en un mismo K,
para todo k = 0..n, y [¥*(q1), ¥*(q)] tiene longitud menor que & para todo k = 0...n, se
tiene:

| In(| % (q)]) — In(| ¥ (g)])| < C-(8), con C-(6) — 0 cuando § — 0.

Ademds C.(6) para delta en un intervalo fijo varia uniformemente con € siendo

este ulttmo el exponente de la Holder continuidad de la derivada de V.

Demostracién. Basta probar la férmula para k = n. Se tiene para i = 1,2 In(|U"(¢;)|) =
([ (2" (ga))]- [ W92 (gi) ] [ W' (qa))-
Por lo tanto | In(| 0™ (q1)]) (0" (2) )] < 775" 1|111(‘1”(‘1”(%)))—1H(‘1”(‘1”(CI2)))|-
Se tiene ademds que por ser ¥ funcién expansora |U(q;) — ¥*(gs)| < —2= (con m el
minimo de la derivada) y [¥’(q12)| > 1, por lo cual |In(¥'(¥(g))) — In(¥' (¥ (g2)))| <
ClU(qr) — U {g2)|" < C(
Se tiene entonces S.—¢ ' [ In(W'(W(q1))) — In(W'(Vi(g)))| < Simn ' C C(=25) =
OOy (L) —055%(::1>5§C55 2 donde 0 = -

mE

mnz)
i=n—1

m

Tenemos calculada entonces C.(§) = 6’55 15; que tiende a cero cuando ¢ tiende a

cero, y fijado un intervalo para ¢ C; varia uniformemente con .
U

Notacién: A un intervalo con bordes a y b se le notard como ab = [a,b], ademds

haciendo abuso de notacién, en ciertos contextos ab serd la longitud del intervalo [a, b].

Corolario 2.4.2. Supongamos que estamos en las hipdtesis del lema anterior, notamos
g1 = a, g = ¢ y sea b un punto entre a y c. Entonces existe E. funcion continua de 6,
tal que para todo k <n si a = U*(a), 3 = Uk(b), v = U*(c) se tiene:

o~ ol < 5E0)

ab

Donde E.(0) tiende a cero cuando § tiende a cero y, fijado un intervalo para §, varia

uniformemente con €.

Demostracion. %——| < b ]1——]—22 1-

ik,Ep;;] con py € [a,b] y pa € [b,c].
Por su parte tenemos por el lema anterior:
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D () U (p1) —Ce(6) _
811—%@) > 0, entoncesl—\w(l) <1—e %0 =F ()

X K K
- < B e 1

entonces |1 — \pk’ (1) | < |E1(0)] 4 |E2(8)] = E-(5). Por lo tanto |% — §—g| < %FE.(0),
donde E.(0) tlende a cero cuando ¢ tiende a cero y fijado un intervalo donde varie 9 se

tiene E. variando uniformemente con €. ]

El préximo corolario serd un detalle técnico en la prueba del tltimo teorema de esta
monografia.

Corolario 2.4.3. Todo cantor dinamicamente definido tiene espesura positiva.

Demostracion. La prueba de este corolario surge de una aplicacion inmediata del lema
de distorsion. La dejamos a cargo del lector. O

Corolario 2.4.4. En las hipdtesis del lema anterior, consideramos L el intervalo definido

por q1 Yy qo. Sean I y J dos intervalos contenidos en L tales que J > 1 y W™ (1) > W"(J).

v ()

Entonces g7y € B(1, E.()), siendo E. La funcion hallada en el corolario anterior.

Demostracidn Trivialmente se obtiene g:—((f])) > 1. Por otra parte &((IJ)) < %é’:g
\I,’fl

\I'"’( de lo cual por el mismo calculo efectuado en el corolario anterior se tiene \\PI’: 8
1+ E (0). Esto completa la prueba.

—

<

~

O

Teorema 2.4.5. Dado un conjunto de Cantor dindmicamente definido K se tiene para
todo 6 > 0 suficientemente chico, un conjunto finito Es formado por pares (U, P) siendo
estos gap-puente de K, tales que para is = mf{g : (U, P) € Es} se tiene:

Si 01 < 09 entonces Es, C Es,.

|T(K) —is| < M(K)(5) donde M(K)(0) es una funcion continua de 6 que tiende
a cero cuando 0 tiende a cero. Ademds M(K) varia uniformemente (para & en
algin compacto) al variar el conjunto K, segin la topologia que se definié en los

conjuntos de Cantor dinamicamente definidos.

i5 varia continuamente al variar el conjunto de Cantor dinamicamente definido,

sequn la topologia considerada en el item anterior.

Demostracion. Sean Vi, ..., V,, los gaps del conjunto K que define su particion de Markov.
Consideramos A = {U;};—1.,, conjunto finito de gaps de K de forma que:
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A tiene como elementos a Vi, ..., V,,.

Para todo gap U que no esté en A, se tiene que su longitud es menor a la de todo

elemento de A.

Si definimos C' = I \ U;—;._,U; donde I es el intervalo minimal que contiene a K,

entonces sus componentes conexas tienen longitud menor a % con M el maximo
de la derivada de . Ademas pedimos que ¢ sea suficientemente chico de forma que
si U no estéd en A pero ¥(U) si,entonces W(U) no sea un elemento de {V1, ..., V,,,}.

O sea W(U) esta en el dominio de V.

Definimos entonces Es = {(U,P) : U € Ay P puente de U}. Sea is = min{% :
(U, P) € Es}, se tiene que 7(K) < is.

Consideramos F' otra familia de pares gap-puente tales que para (U, P) € F se tiene
L <7(K)+0.

Dado un gap-puente que esté en F' se demostrara que existe un par (U’, P') de Ej tal

que:

P~ P 1
52 ﬁm—%(@

Donde a(d) es mayor que uno y tiende a uno cuando § tiende a cero, b(d) es mayor que
cero y tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. Ademas se tendra ambas funciones variando
uniformemente al variar K segin la topologia que se dio en el conjunto de los conjuntos
de Cantor dinamicamente definidos.

De ahi se tendrd |7(K) —is| < [i(0) 535 — 20(8) —i(6)] < i(0)|1 — ;5] + 2b(3) <
M1 — $| +2b(8), donde M = maz{% : (U, P) € Es}. Se definird entonces M (K)(5) =
M1 — $| + 2b(0) y por lo anterior se tendra que tal funcién verifica la propiedad dos
enunciada en la tesis del teorema. La propiedad uno es trivial.

A continuacién demostraremos la afirmacion anterior, la demostracion se hard a
través del estudio de casos complementarios sobre el par (U, P). La tercer propiedad que
aparece en la tesis del teorema se demostrara al final.

Dado un par (U, P) € F nombraremos los intervalos mediante los bordes que lo
definen: U = aby P = be. Si (U, P) estd en Ejs la afirmacion es trivial, consideramos de
aqui en adelante que el par no es elemento de FEj.

Por la definicién de A se tiene ac contenido en alguna componente conexa de C'. Por
otro lado de la expansividad de la funcién ¥ se tiene que existe un primer natural n tal

que U™ (ab) = aff con aff € A. Discutimos segin dos grandes casos.
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1- Existe k < n y ns C be tal que U¥(ns) = né es un gap del conjunto A. Es facil ver

que tal situacién implica la existencia de un gap n’s’ con las siguientes propiedades:

Psi"t(n's') = /¢’ gap del conjunto A, ¥*(as’) no contiene ningtin elemento de
A para todo k = 1...n — 2.

Por las propiedades de A podemos definir " (n's") = ¥ (n'&) = n"¢", siendo este
ultimo gap en A.

En general se tiene en virtud del corolario 1.4.1 y la pertenencia al conjunto F' se
tiene: 2 > %’ > iiﬂ” — (7(K)+0)E.(5). Al valor (7(K) 4+ 6)E.(0) le llamamos b(J)
y es claro que como funcién tiene las propiedades anunciadas.

De aqui tomamos dos posibilidades:

P(ap)
af —b

Si por el contrario a8 > n”xi” se tiene en virtud del corolario 1.4.2 y de las

propiedades del conjunto A que n?‘,—?,, € B(1, E.(MJ)). Tenemos entonces 5 >

%—b(é) > %(HTI(M&)_I)((S) Definiendo a(d) = (l-i-Tl(Mé)) se tiene la afirmacién

para el caso considerado. Ahora consideramremos el segundo caso.

af < n"&" entonces % > (6) lo que aprueba la afirmacién.

2- Uk(ac) € C para todo k = 1..n — 1. Consideramos distintas situaciones del gap
cd.

Si Ui(cd) estd en A para 0 <1 <n, seay = ¥"(c)y yp gap en A. Si a3 < yp
se tiene en virtud del corolario 1.4.1 % > g—g —b(0) > %ﬂﬂ) — b(9) lo cual
verifica la afirmacion.

Por el contrario, si a8 > yp se verifica que en virtud de la definiciéon de Ejs

y los corolarios 1.4.1 y 1.4.2 % > g—g —b(6) > %ﬁ — b(6) y nuevamente

verificamos lo buscado, ya que en este caso 3y = P(vp).

Si W*(cd) no estd en A para ningin k& = 1...n. Consideramos en particular
cdd = ¥(ed), entonces consideramos U gap en Sd’ de mayor longitud posible
y si hay varios con esa longitud tomamos el mas cercano a (3. Luego su puente
estard apoyado en Sy (U, P(U)) esta en las condiciones estudiada para (ab, cd)
en el caso anterior. Entonces tenemos % > 2 > f—z —b(0) > % —b(9) >

P 1

T 2b(9), lo cual verifica la afirmacién.

El estudio de estos casos complementarios concluyen la prueba de las primeras dos

afirmaciones enunciadas en la tesis del teorema.
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El tercer resultado surge de que dado § podemos elegir un entorno de K de forma
que los conjuntos E(;(f( ) contengan pares que al unirlos estén arbitrariamente cerca (
con la nocién usual de distancia de conjuntos en la recta) para todo K en el entorno.
Tal afirmacion se demuestra facilmente a partir de la definicién de los entornos y la

construccién de los conjuntos de Cantor dinamicamente definidos.
O

Teorema 2.4.6. Consideramos el espacio de los conjuntos de Cantor dinamicamente de-
finidos con la topologia que venimos utilizando. Entonces la funcion que a cada elemento

K le asocia la espesura T(K) es continua.

Demostracion. Dado K conjunto de Cantor dinamicamente definido consideramos un
entorno U, tal que para todo par de elementos K y K en él se tenga || M (K,)—M (Ky)|| <
5 (la norma es la infinito).
Consideramos 0 de forma que M(K)(J) < 3 y un entorno Us tal que si K1 y Ko
estan en el [is(K7) —is(/K2)| < 5.
Por lo tanto se tiene para K en V = Uy NUy |7(K) — 7(K)| < |7(K) — i(6)(K)| +
[i(0)(K) = i(8) (K)| + |7 (K) —i(8)(K)| < M(K)(8) + M(K)(8) + [i(8) (K) —i()(K)| <
U

Este ultimo teorema nos afirma que la variacién de la espesura, de los cantors dinami-
camente definidos asociados a sistemas dindmicos C?, es continua respecto a la topologia
C3.

En referencia al titulo podemos decir lo siguiente: a lo largo del capitulo se utiliza la
hipétesis de regularidad C? ya que esto implica naturalmente foliacién C'*¢ y por lo tanto
holonom{a C'**¢. Como ya se dijo anteriormente en [PT,1993] se anuncia que al considerar
sistemas dindmicos C? se puede considerar la holonomia con diferenciabilidad C'*¢. Esto

tltimo valida todos los resultados para los difeomorfismos en el espacio Di ff*(M).
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Capitulo 3

Tangencias homoclinicas y la familia

cuadratica.

En este capitulo se consideran difeomorfismos de clase C?, que presentan una tangen-
cia homoclinica debida a un punto silla disipativo. Mediante técnicas de renormalizacion
del desdoblamiento de la tangencia, probaremos que arbitrariamente cerca de él (en la
topologia C?) se puede conseguir una curva de difeomorfismos cuyos elementos tengan
conjugaciones, en regiones arbitrariamente cerca del punto de tangencia, a elementos de
la familia cuadratica indexada en un intervalo real de tamano arbitrario.

Esto tltimo nos permitira asociar diferentes propiedades dindamicas sobre difeomor-
fismos de tales curvas, que representan perturbados del difeomorfismo original.

Con esta herramienta se accedera a la teoria de sistemas dindmicos genéricos.

3.1. Tangencias genéricas y familias de difeomorfis-

mos.

Definicién 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable, S7 y Sy variedades encajadas en
M tales que se intersecan en P punto de M. Diremos que la interseccion es transversal
si TpM = Tpsl D TPSQ.

Definicién 3.1.2. Sea M una variedad diferenciable y ¢ € Diff"(M). Una tangencia
homoclinica es un punto de intersecciéon no transversal entre la variedad estable y la

variedad inestable de un mismo punto silla.

Definicién 3.1.3. Sea M una superficie y ¢ € Diff"(M) con r > 2, Py punto silla

del difeomorfismo cuyas variedades, estable e inestable, presentan un punto de tangencia
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en ¢q. Decimos que es una tangencia cuadratica si en algin entorno de ¢ existe una
carta tal que W2(p,q) estd representada por una linea horizontal mientras W*(¢, q)

esté representada por una parabola tangente en ¢ a W?(¢p, q).

Figura 3.1: Tangencia homoclinica cuadratica.

Observacion 3.1.1. Considerando el subconjunto de difeomorfismos en Diff"(M) que
presentan tangencias homoclinicas, se tiene un subconjunto abierto y denso, relativo, de
difeomorfismos que presentan al menos una tangencia cuadratica.

La demostracion de esto es evidente, para la propiedad abierta se precisa de la

topologia C2.

Definicién 3.1.4. Consideramos una curva de difeomorfismos {¢,,},cicr C Diff*(M),
donde el elemento ¢y presenta en ¢ una tangencia homoclinica cuadratica. Diremos que
la familia desdobla genéricamente la tangencia en un entorno de ¢, si para un entorno
de ¢ se tiene una familia de cambios de coordenadas {a,},.cr tales que en el entorno ven
a la continuacién de la variedad estable representada por {(z,y) : y = 0}, mientras la
continuacién del intervalo de variedad inestable es representado por el conjunto {(z,y) :
y = —ax? + bu}.

Para una curva genérica de difeomorfismos de clase C* que desdoblen una tangencia
cuadratica se tiene desdoblamiento genérico. La regularidad de los cambios de coordena-

das a, es la misma que la del difeomorfismo ¢, para el detalle referirse a [NPT,1983].

Observacion 3.1.2. Sea ¢ € Diff*(M) tal que presenta una tangencia homoclinica cua-
drética en ¢. Luego existe una curva de difeomorfismos C? que desdobla la tangencia

genericamente, donde g = .
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W (Py) W#(F) W (Py)

RN !
W ()

W (F)

u<0 pw=20 >0

Figura 3.2: Desdoblamiento genérico de la Tangencia homoclinica cuadratica.

Demostracion. Consideramos una curva continua de difeomorfismos C* hy, : M — M,
con hg = Id, el soporte de los mapas contienen al entorno que define la tangencia
cuadrética y los mapas son tales que en tal entorno transforma al conjunto {(z,y) : y =
—z?} en el conjunto {(x,y) : y = —x® + p}. Si se considera el entorno suficientemente
chico, y con él los soportes de los mapas, al considerar la familia de difeomorfismos cuyos
elementos son ¢, = h, o ¢ se tiene una familia que desdobla genéricamente la tangencia

en q. 0

3.2. Coordenadas linealizantes.

Consideramos ¢ difeomorfismo en alguna variedad diferenciable de clase C", con
2 <r<oo.

Siendo P, un punto silla del mismo recordamos que existe un conjugacién C° local
entre ¢ y dp,¢ (teorema de Grobman-Hartman). En lo que sigue llamaremos h a la
conjugacion con dominio en el espacio tangente. Del resultado original se tiene que la
regularidad de h es por lo menos de clase C?, en el caso de los difeomorfismos C° en
[S,1958], se muestra que en un abierto denso de este conjunto se consigue cambio de
coordenadas C?.

Lo que se hard a continuacién es cambiar el dominio del cambio de coordenadas a
un conjunto distinto, extendiendo el cambio de coordenadas h teniendo en cuenta que el
difeomorfismo siga siendo, segiin este nuevo cambio de coordenadas, lineal.

Consideramos en el espacio tangente un cuadrado U centrado en el origen, contenido

en el entorno de definicién del mapa h. consideramos los conjuntos U; = dp,*(U) con i
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recorriendo los enteros. Ver figura 3.3.

I

Figura 3.3: Construccién del dominio de las coordenadas linealizantes.

Definimos la extension de h a la unién de los conjuntos U; que llamaremos h. Six
estd, para i > 0, en U; \ Uj—o_;_1U; se tendrd h(z) = ¢’ o h o dp,@~(z), mientras si z
estd, para i < 0 en U; \ Uj_is1.0U; se tendrd h(z) = @' o h o dp,p~"(x).

Dependiendo del difeomorfismo ¢ existen dos enteros 7 < 0 y & > 0 tales que
h Uf’:jUi — R? es un difeomorfismo sobre su imagen, que tiene como regularidad el
minimo entre la regularidad de ¢ y la regularidad de h. El dominio de las coordenadas

linealizantes sera Ui-“:j U;.

Ui

Us
Figura 3.4: En este ejemplo un posible dominio del cambio de coordenadas es definido

porj=—-1yk=1.

Si consideramos un punto (Z,7) en el dominio de las coordenadas linealizantes que
verifica que gp(ﬁ(i’, 7)) esté en el codominio de este, se tendra entonces hlopo ﬁ(i*, g) =

(AZ,07), de ahi la denominacién linealizantes.
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Sobre la regularidad del cambio de coordenadas tenemos que, tomando en cuenta su
construccion y el resultado de Steremberg [s]|, en un abierto denso de los difeomorfismos
O se puede tomar de clase C?.

Las siguientes observaciones no son dificiles de demostrar y forman la base del teore-
ma central de esta seccion. Sus demostraciones se basan en el A-lemma y en la continuidad

de partes compactas de variedades estables e inestables al variar el difeomorfismo.

Observacion 3.2.1. Sea p un difeomorfismo C'* de alguna superficie, que presenta una
tangencia homoclinica cuadratica en un punto g entre las variedades estable e inestable
de un punto F,. Luego existen coordenadas linealizantes cuyo codominio contiene en su
interior a Py, a ¢ y al intervalo de variedad estable que une F, con q. Ademés existe un

natural N y un punto 7 en el dominio de tales coordenadas, tales que ™ (r) = q.

Observacion 3.2.2. Sea {yp,} familia de difeomorfismos C* sobre una superficie, que
desdobla genéricamente una tangencia homoclinica de ¢y. Supongamos que @y = ¢
esta en las hipdtesis de la observacién anterior.

Luego para algin entorno (—v,7) se tiene para todo parametro p € (,7) coorde-

nadas linealizantes para ¢, tales que:

Para ¢q se tiene el cambio de coordenadas encontrado en la observacion anterior.

Para cada p el codominio de las coordenadas linealizantes varia continuamente
respecto de el del parametro, en particular se puede considerar que contiene un
entorno de ¢ cuya reparametrizacion es la definida por el desdoblamiento genérico

de la tangencia homoclinica.

Para cada p existe un punto r dentro del dominio tal que <pff (r) = v, siendo v
el vértice de la pardbola que define en cada u el desdoblamiento genérico de la

tangencia. Este punto r varia continuamente con el parametro.

3.3. Teorema central.

Definicién 3.3.1. Sea M superficie y ¢ € Diff"(M). Decimos que un punto fijo silla P

de ¢ es disipativo si dpp tiene valores propios A y o tales que A\.o < 1.

Teorema 3.3.1. Sea {¢,} una familia de difeomorfismos de clase C*° sobre una variedad

M de dimension 2, verificando:

Para todo valor de pardametro, p, existe P, punto silla disipativo (que es continuo

respecto del pardmetro).
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o presenta una tangencia cuadrdtica en q € W*(Py) N W"Fy que es desdoblada

genéricamente por la familia.

La curva de difeomorfismos estd en el abierto denso que asequra coordenadas li-

nealizantes C?

Entonces existe un natural N, tal que para cualquier otro natural n suficientemente

grande se tienen:

Mn : I, — R difeomorfismos (sobre sus respectivas imdgenes) afin al tipo lineal,

con {I,} intervalos convergiendo a R.

Yun @ D — V donde V' es algin entorno de ¢ en M y {D,} son rectingulos

conteniendo al origen, que tienden a R? cuando n tiende a infinito.
Verificando:

La sucesion de mapas (i, Z,7) — (Mn(f), Yun(Z,9)) es tal que fijado un compacto

de R3 su imagen por esta sucesion converge a (0,q).

Para todo compacto K de R?® existe un natural ny tal que para todo n > ny la
sucesion de mapas (fi, &, ) — (fi, Y7, © gpAN/[:?ﬂ) 0 Yun(T,9)) estd definida sobre K
y tiende C?-uniformemente sobre este compacto al mapa (fi,%,7) — (@, $z) con

@ﬂ(‘%wg) - (g7g2 + ﬁ)

DEMOSTRACION.

Para cada difeomorfismo ¢, podemos considerar al punto silla representado por el
(0,0), la variedad estable representada por el eje z, un punto r sobre la variedad inestable
representado por (0, 1) y el intervalo de variedad inestable que define el desdoblamiento
genérico representado por una parabola con vértice en el punto (1, ). Esto se puede hacer
en general mediante los cambios de coordenadas que define el desdoblamiento genérico.
Sobre tal reparametrizacion, para cada p, consideramos las coordenadas linealizantes
encontradas en la observacién 3.2.2.

Es claro que luego de este primer cambio de coordenada, dado (x,y) dentro de su
dominio se tiene al conjugar ¢, (x,y) = (Az,oy). De ahi que cada (z,y) que verifique que
N (@,y) = eV (N, 0My).
Luego, se considera ¢} (z, y+1) = (1,0)+(Hy(z, y, 1), Hy(x,y, 1)) y luego utilizando

su 6rbita hasta n quede contenida en tal conjunto se tenga ¢

el desarrollo de Taylor de las funciones coordenadas, escribimos gof)’ (x,y+1)=(1,0) +
(ay + Hi(2,y, 1), By* + p+vx + Ha(2, y, 1))
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Introducimos ahora nuestro primer cambio de coordenadas M,,. Sean 0 < A <1 < o
valores propios de dp, @, la reparametrizacién viene dada por M, (i) = UHW + o — A"
con dominios intervalos compactos (por definicién), tales que su imagen sea un conexo
por cero de forma que quede en los parametros considerados por las parametrizaciones
previas. De cualquier forma ya se puede ver que por ser aquellos parametros un intervalo
fijo, los dominios de estos mapas se pueden considerar compactos que tiendan a R.

Para la construccién de los cambios de coordenadas v ,, fijado un intervalo arbitrario

[a, b] observamos:

Para todo fi € [a,b] y todo natural n suficientemente grande existe B,, = [0,1 +
a] x [0,07"] tal que @}, () (Bn) estd contenido en el dominio de coordenadas linea-

lizantes para k = 1...n.

Para tales conjuntos B, existe V,, = [0,7,] X [l —&,,1 + &,] tales que wﬁn(ﬂ)(vn)
estd contenido en B,,. Ademas se tiene v, = ;0" y €, = can/ M, (f).

A continuacién se justifica la existencia de tales conjuntos. Introducimos la figura

3.5 en la que se apoya la construccion.

W (Fo)

Tj V.,

N
SOMn(M ‘ W (Py)

po /0

Figura 3.5: hy es el borde superior del dominio de las coordenadas linealizantes, y es

mayor a uno. Recordamos que segun nuestras parametrizaciones r = (0,1) y ¢ = (1,0).

Para construir B,, = [0,1 + a] x [0, hgo™"] basta tomar hy < 1 de forma que (0, hg)
esté en el dominio de las coordenadas linealizantes.

Construido B,, tenemos que asociarle V,,. Para esto se observa que para fi € [a, b se
tiene para n suficientemente grande M, (i) = o "(fioc""+1—~(c\)") positivo y menor a
hoo~™, mas aun se puede considerar hoo~" — M, (i) > co~". Esto nos permite construir

para los parametros en [a,b] y n suficientemente los conjunto V,, como se muestra en la
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figura 3.5. Ademaés utilizando la continuidad de las derivadas parciales se puede construir
Vi =[0,7.] X [1 —en, 1 +&,] con v, = 107"y e, = can/ M ().
Estamos ahora en condiciones de definir los mapas ¢y, : D, — R
r=0"r+1
y=o 4o

Donde Dy, = 171 (By).

Observamos, para lo que resta de demostracién, que fijado [a,b] dado cualquier
compacto K existe un natural n; tal que para todo natural n mayor a n; el conjunto
K queda contenido en los dominios D,,. Mas ain, se puede considerar SOTXM(g) o Ypn(K)
contenido en V,,, para todo fi € [a,b].

Para observar esto consideramos sin pérdida de generalidad K = [ x .J, entonces
tenemos @y, ) © VYun(K) = Ao x 07"J + 1. Por su parte para n suficientemente

grande tenemos:
n

Ao~ "] queda contenido en [0,7,] ya que el orden de infinitésimo de =, es c;o~

w[3

o~ "J queda contenido en [—¢,,&,] ya que g, = co0

Esto tltimo nos permite concluir que existe tal ny.
De la definicion de los mapas ya tenemos demostrada la primera parte del teorema.
Ahora estamos en condiciones de calcular el mapa sobre un compacto K de R?. La,
cuenta que se hard, como ya se aclaro, tiene sentido para todo natural suficientemente
grande
5O Parn(a) © V(T 9):

— n T Y —-n — ny T ny Y —n
Unh SO%Z )(U—+1a§+0 ) = Uy, 10PN () (A (;+1)70 (ﬂ‘FU )—1+4+1) (3.1)

n

donde sumo y resto uno para obtener gpﬁf (z,y + 1) quedando 5.1

= Yoy M4 1), L) = 9 (1,00 (a4 F (), B M)+ (A

o

Luego obtenemos

1/)77, IJ,OQOJZ&:?M Own,ﬁ (i‘7 g) -

(0" a(f) + 0" Hi(.), 0™ B(Z)* + o (Mu(t) = 0") + o™y (N"(Z + 1)) + 0*" H(.)))
= (af + 0" Hi(.), 85" + i +y\"0"T + 0™ Ha(.))
Consideraremos coordenada a coordenada y buscaremos su limite.
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Tomamos la primer coordenada f,(fi, #,§) = o + 0" H;(.). La funcién H,(.) tiene
un desarrollo de Taylor de forma que Hy(.) = Py(.) 4 Ra(.) con lim”(,)”HO% =0.
Para P; se tiene termino independiente, coeficiente en y y coeficiente en p nulos.
Luego fijada la terna (fi, T, ) se tiene que o™ Py(Mn(fi), \" (o "z + 1), 0" (07 y +
0~ ™)) tiende a 0 en n. Pues del primer diferencial el tinico término que no es nulo
es el termino en x y es claro que o™(\*(0 "z + 1)) tiende a cero por disipacién
del punto silla. Por lo tanto se tiene que fijado un compacto a partir de algin
n Pi(.) es uniformemente chico en él (pues cada monomio se puede acotar por
un valor maximo en un punto fijo, independiente de n). Para ver que pasa con
o™|Ry(.)| se considera o™||(.)||* ya que en algin entorno fijo de 0 (lldmese W) se
tiene |Ry(.)] < [|(.)]|?>. Y nuevamente por ordenes se tiene que tiende a 0, y sobre
compactos, a partir de algin n, se puede considerar uniformemente chico. Es asi que

sobre compactos dicha coordenada converge uniformemente a ag?.

Ahora se considera la segunda coordenada, dada por fo(ji,Z,9) = B9° + it +
Y\"o"F 4+ 0¥ Hy(.). Es claro que sobre compactos yA"o"# estard, a partir de algin
natural, cerca de 0. Lo que queda es estudiar 02”1-?2(.), para esto analogamente al
caso anterior escribimos Ha(.) = Py(.) + Rs(.) donde nuevamente el resto verifica
lim“(.)u_,(]% = 0. Para P»(.) se tiene que son nulos el termino independiente, el
diferencial primero, y los términos en xp y en yp ya que Hy, es constante. Es-
to asegura que fijado un compacto a partir de algin natural o**(P,(.)) se puede
considerar cerca de 0; su argumentacion es analoga a la anterior. Resta considerar
o?"|R3(.)|, para lo cual nuevamente se toma o2"||(.)|| (por la monotonia que se de
en algin entorno de 0 Wy) y se verifica por ordenes que sobre compactos tiene
a 0 cuando n tiende a infinito. Es claro que con menos velocidad que en el caso

anterior.

Esto prueba que los mapas definidos por (i1, Z,79) — (f, ;L o goj\]?;?ﬁ) o Yun(Z,7))

convergen uniformemente sobre compactos al mapa dado por (ji, T, §) — (fi, ag, By +ji).

llamando ahora 1, a nuestro cambio de coordenadas anterior compuesto con un

cambio deseable que no depende ni de ji ni de n se tiene que los mapas convergen sobre

compactos al mapa (ji, Z,9) — (@, 9, J* + ji)

La convergencia de las derivadas de orden uno y dos recorre las mismas ideas, por

lo tanto no se explicitara su demostracion.

O
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Observacion 3.3.1. Para un difeomorfismo ¢ C? de una variedad suficientemente dife-
renciable, que presenta una tangencia homoclinica, se tiene en todo entorno de él segin
la topologia C? una curva de difeomorfismos de clase C™ que desdoblan genéricamente
una tangencia homoclinica. Esta curva de difeomorfismos se puede considerar en general

verificando las hipdtesis del teorema 3.3.

Para el dltimo capitulo se demuestra el siguiente teorema, que surge de bifurcar
la prueba anterior. Este resultado intenta asegurar la existencia de una sucesién de
conjugaciones de difeomorfismos sobre la curva {¢,} del teorema 3.3.1, que converjan
a ¢o y estén uniformemente cerca del mapa cuadratico, sobre regiones (y esto es lo
importante) de tamano lo mas grande posible.

Previamente Definimos la familia cuadrdtica {H;}; donde Hyi(Z,9) = (9,9* + [i).

Siguiendo el teorema anterior, definimos ademas, &;,,(Z,7) = w;; o gpANJZ?ﬁ) © Yyn(Z,7).

Teorema 3.3.2. Dado € > 0 y un compacto K = I x J existe ng tal que para todo
o € [—10,10] se verifica:

g estd C? e-cerca de Hy sobre K.

Para todo natural | > 0 si K, = o'I x 02" se tiene 5,41 definido sobre K, y C*

e-cerca de Hp.

Demostracion. En la prueba se usa fuertemente los calculos hechos en la demostracion
del teorema 3.3.

La demostracién de la primer afirmacion se desprende directamente del teorema
anterior.

Para la segunda afirmacion bastaria probar:

1- wﬁ,no—&-l(Kl) C By, 90%211(;1) (?/Jﬁ,noﬂ(fﬁ)) C Vi1
2- &ingr1 C% e-cerca de Hj; sobre Kj.

Donde B,, y V,, son los conjuntos definidos en la prueba del teorema anterior.

En la afirmacién 1 se tiene naturalmente que ¥ no+1(K71) C Bpyt1. Por otra parte
ALy Wimg 1 (1)) = XoHlgmmo ] x gnot g2t g3 ] ] = ymotlg=na [ x g~ (mo+4) ),
mientras V11 = [0, Ymot1] X [1 = €ngs1, 1 + €ngs1] donde vy 11 = cro M0 y g, ) =

can/ Mpy+1(f1). Se tiene entonces para ng suficientemente grande:

Aotlg=mo [ [0, Ypee1] ya que Ao ™ supl < 7,, = ¢0 ™ y por lo tanto

Aol gup [ < ¢;o~ M0+ = 4, ) (esto tltimo por hipétesis de disipacion).
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o n0+1__ J C [ 5n0+175n0+1]:
Sabemos que o " sup.J < &,,, multiplicamos ambos miembros de la desigualdad
por o5 y obtenemos a’("°+%)supj < a’éeno.

Por otra parte tenemos ¢, = co/ M, i con M, i infinitésimos del orden de o~ ".

n0+1

1
Entonces = 0 2.a,, donde a,, se acerca a 1 cuando ny aumenta. Por lo tanto

70

existe ng tal que "U“

1 1
> ¢~ 3, por lo cual para tal ng €,,,41 > 0~ 3¢,,. Pero entonces

1
para tal ng se tlene o~ supJ < epg41.

Por lo tanto concluimos la primer afirmacion del teorema.

Para la segunda afirmacion basta dirigirse a los calculos hechos en la demostracion del
teorema 3.3.1 y observar que para algin d > 0 se tiene ||z 011 — Halloo < 607 diam(K))
( para todo i € [—10,10] ) y la misma cota para las distanciad entre la derivadas de
primer y segundo orden. De esto se deduce, eligiendo correctamente ng y el compacto K,
la segunda afirmacion del teorema.

[

3.4. Pozos y tangencias.

En esta seccién se demuestra que para un difeomorfismo que presenta una tangencia
homclinica en ¢, existen perturbados arbitrariamente chicos de él que presentan un punto

periddico atractor (pozo) en un entorno arbitrariamente chico de q.
Observacién 3.4.1. El endomorfismo H : R?* — R? definido por H(z,y) = (y,y* + %)
presenta un pozo en el punto P = (1 — \/g, 1— \/g)

Demostracion. Del sistema de ecuaciones (xo,y0) = H(zo,yo) surgen los puntos fijos

= 11— /L 1= /hy P'= 51+ /5 14 /5). Bl diferencial de H en P tienc a (1,0)
como vector propio asociado al valor propio 0, y la direcciéon tangente a la parabola es
un espacio propio asociado al valor propio (1 — %) que es de médulo menor que uno.
Por lo tanto P es un pozo de H. O

Teorema 3.4.1. Sea M una superficie y p € Diff?(M) difeomorfismo tal que presenta
una tangencia homoclinica en un punto q entre las variedades estable e inestable de
un punto Py disipativo. Entonces para todo entorno U de ¢ en la topologia C* vy todo
entorno V' de q existe un difeomorfismo en U que presenta un pozo en V. De ser Py un
punto no disipativo se puede asequrar un perturbado presentando un punto fuente en las

condiciones anteriores.
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Demostracion. Consideramos U entorno de ¢ y V entorno de ¢q. En las secciones ante-
riores se probd que se puede encontrar un difeomorfismo ¢ € U tal que una potencia
de él sea conjugado en una region contenida en V' a un difeomorfismo arbitrariamente
cerca, segin la topologia C?, de H ( endomorfismo considerado en la observacién ante-
rior) sobre un compacto arbitrariamente grande. Todo lo que hay que probar entonces
es que si se tiene un difeomorfismo definido en un compacto del plano, por ejemplo
K =[-10,10] x [—10, 10], que est4 suficientemente cerca de H, se tiene un pozo para el
difeomorfismo que es la continuacién del encontrado para H.

Consideramos un entorno B del pozo P (pozo de H) tal que

B es un producto de intervalos
H(B) C int(B)

Luego si f : [—10,10] x [-10,10] — R? est4 suficientemente cerca ( en la topologia
C') de H se tiene f(B) C int(B). Por el teorema de punto fijo de Brower se tiene P; € B
punto fijo de f, y por la cercanfa C! de f a H se tiene dp, f con valores propios reales
de moédulo menor a uno. Por lo tanto Py es un pozo para f, y es claro por construccion

que se lo puede tomar como la continuacion de P.

Figura 3.6: Construcciéon del pozo para perturbados de .

Para el caso no disipativo se o bien ¢! es disipativo y aplicamos lo anterior, o bien
p es perturbable a algo disipativo y se puede considerar la prueba anterior.
O
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Capitulo 4

Persistencia de tangencias y

espesura

4.1. Persistencia de tangencias y de tangencias ho-

moclinicas

Definicién 4.1.1. Sea M una superficie y ¢ € Diff?(M). Decimos que ¢ presenta
tangencia si para Ay y Ay conjuntos basicos silla de ¢, existen z; € Ay y x5 € Ay tales
que W*(p,z1) y W*(p, x5) presentan un punto de interseccion no transversal. Si A; = Ay

decimos que ¢ presenta tangencia homoclinica.

Definicién 4.1.2 (Persistencia de tangencias y de tangencias homoclinicas).

Sea M una superficie.

En general decimos que un abierto U C Diff?(M) presenta persistencia de tangen-
cias si existen dos mapas Ay y Ay definidos en el abierto U que asocian continua-
mente a cada difeomorfismo ¢ € U una pieza basica del tipo silla Ai(¢) y As(e)
de forma que para un conjunto denso de difeomorfismos en U haya una tangencia
entre Ai(p) vy Aa(p).

Se dira que el abierto U presenta persistenia de tangencias homoclinicas si A = Ay

(= A).

Observacion 4.1.1. En un abierto U que presenta persistencia en tangencias se tiene en
un conjunto denso de él que la tangencia se da entre variedades inestables y estables de
puntos periddicos, pero no puede ser asi en todo el abierto, ya que tales difeomorfismos

no son del tipo Kupka-Smale y es sabido que estos tltimos son densos en Diff?(M).
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Aclaramos que construiremos abiertos con persistencia de tangencias homoclinicas
de forma que en todo difeomorfismo de él se tenga tangencia entre la piezas, lo cual
es mas fuerte que lo que pide la definicién. Sobre tales abiertos tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 4.1.1. Sea M una superficie y U un abierto en Diff*(M) tal que todo ¢ en
U presenta tangencia homoclinica. Entonces todo difeomorfismo en U tiene no-errante

no hiperbolico.

Demostracion. Dado ¢ € U consideramos ¢ punto de tangencia de A pieza basica. Luego
es claro que ¢ es un elemento del no-errante de ¢ y por lo tanto este no puede ser

hiperbdlico ya que las variedades estable e inestable del punto ¢ son tangentes. O

El siguiente teorema muestra la complejidad de las dindmicas que se pueden encontrar
en abiertos con persistenica de tangendias homoclinicas. Esta es otra parte importante
en los trabajos de Newhouse y muestra que para estos abiertos, de tener todos los difeo-
morfismos un punto disipativo en la pieza bésica, existe un residual (dentro del abierto)

de difeomorfismos que presentan infinitos pozos (infinitas érbitas periédicas atractoras).

Teorema 4.1.2. Sea U C Diff*(M) un abierto que presenta persistencia de tangencias
homoclinicas, donde para cada ¢ € U se puede tomar P(p) € A(p) punto periodico
disipativo (|det(de®)ppy| < 1, con k el periodo del punto considerado). Entonces existe
un conjunto residual de difeomorfismos deU que llamaremos R donde todo difeomorfismo
en €l presenta infinitos puntos periddicos atractores (pozos). Si por el contrario se verifica

|det(do") p(p)| > 1 tales difeomorfismos presentaran infinitos puntos periodicos repulsores

(fuentes).

DEMOSTRACION. Sea U; = {¢ € U : ¢ presenta al menos 1 pozo }, es claro que U es
abierto en U. Sea ¢ € U, consideramos un perturbado (que seguimos llamando ¢) que
presente tangencia homoclinica entre las variedades de P(y). En virtud del teorema 3.4.1
tenemos que un perturbado que esta en U;. Por lo tanto U; es abierto y denso en U.

Sea ahora U,, = {¢ € U : ¢ presenta al menos n pozos }, es claro que este conjunto
es abierto.

Sea ¢ € U, por estar en U tenemos un perturbado de ¢ (que seguimos llamando )
tal que presenta n pozos y ademas presenta una tangencia homoclinica en un punto ¢
entre variedades de un punto disipativo. Consideramos un entorno V' de ¢ de forma que

este a una distancia d > 0 de la unién de las 6rbitas de los n pozos (es claro que ¢ no es
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un pozo). Luego por el teorema 3.4.1 existe un perturbado de ¢ que tiene n pozos cuyas
orbitas estan fuera de V' y un pozo en V', este perturbado estara en U, 1.

Esto demuestra que para todo natural n, U, es abierto y denso. Definiendo R = N,U,,
se tiene el residual de difeomorfismos con infinitos pozos.

Para el caso no disipativo basta considerar ¢!

4.2. Espesura y Persistencia de tangencias

En esta seccion se demostrara un teorema fundamental de la teoria, donde se asocia
la espesura de cantors estables e inestables de difeomorfismos C? con tangencia a la

persistencia de tangencias en un abierto de Diff?(M).

Definicién 4.2.1 (Espesura estable e inestable). Sea A un conjunto basico tipo silla
asociado a un difeomorfismo de clase C? y P € A punto periddico. Parametrizando las
variedades estables e inestables de forma que el difeomorfismo restricto a ellas se vuelva

lineal (parametrizaciones que en el capitulo de espesura las llamamos «) se definen :

Espesura inestable de P en A como 7%(A, P) = Tjoe(a; (AN W?H(P)) N 1,0)

Espesura estable de P en A como 7°(A, P) = 1i,e(a;, L (ANWH(P)) N J),0)

Donde [ y J son intervalos que contienen al origen de forma que los conjuntos con-
siderados sean efectivamente conjuntos de Cantor. Llamamos cantor inestable a K, =
a; '(ANW#(P)) NIy cantor estable a K, = o, '(ANW*(P)) N J.

Es claro que la definicién anterior no depende de los intervalos I, J.

Teorema 4.2.1. Continuidad de la espesura estable e inestable. Sea M super-
ficie y o € Diff*(M) un difeomorfismo en las condiciones de la definicién anterior.
Consideramos U entorno de ¢ tal que para todo ¢ se tenga las continuaciones de la
pieza A(P) y del punto periddico P(p). Entonces T*(A(@), P(@)) y 7°(A(@), P(@)) son

funciones continuas de .

Demostracion. Veamos la propiedad para 7%. Recordando que «y es la parametriza-
cién que ve al difeomorfismo lineal sobre la variedad estable, se tiene que 7j,.(a; (A N
W(P)) N I,0) = 7(a;' (AN W4(P)) N L) donde L es cualquier intervalo que defina

en esa interseccion un conjunto de Cantor. En el seccion 3 del capitulo 1 observamos
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que 7(a;'(A N W*(P)) N L) se puede considerar variando continuamente al variar el
difeomorfismo ¢. Esto tltimo concluye la prueba.
0

Presentamos otra definicion en la que se apoyaran los siguientes resultados.

Definicién 4.2.2 (Linea de tangencias). Se considera un difeomorfismo ¢ € Diff?(M),
Ay y As conjuntos bésicos silla, sea U; y Us entornos de las mismas con foliacion inestable

y estable respectivamente. Decimos que el conjunto L(p) es una linea de tangencias si:
L(p) c Uy NU;
L(¢p) es difeomorfo a un intervalo
las hojas de las foliaciones son tangentes sobre L(¢p)

Observacion 4.2.1 (Propiedades de la linea de tangencia).

Si el difeomorfismo considerado presenta tangencia cuadratica en g entre dos piezas,
existe una linea de tangencia y pasa por ¢q. Este resultado surge del teorema de
funcién implicita considerando una funciéon que en cada punto de un entorno de ¢

asocie el angulo entre las hojas de las respectivas foliaciones.

Para un difeomorfismo como el de arriba se tiene que en un entorno de él, todo
elemento tendrd linea de tangencia asociada a las continuaciones de los conjuntos
bésicos originales que dependen C'-continuamente de los difeomorfismos. Para esto
hay que usar que las variedades varian uniformemente sobre partes compactas en

la. topologia C?.

El siguiente resultado nos permite encontrar abiertos con persistencia de tangencias
y persistencia de tangencias homoclinicas, en este punto aparece el concepto de espesura
usado para asegurar tangencias entre variedades estables e inestables de difeomorfismos

en cierto abierto.

Teorema 4.2.2. Sea ¢ difeomorfismo de clase C? sobre una superficie M. Se considera
A1 y As conjuntos bdsicos sillas de @ tales que presentan puntos periddicos, Py y Py

respectivamente, verificando:
Tu(Al, Pl).TS(AQ, PQ) > 1
existe ¢ € W*(Py) N W#(Py) punto de interseccion no transversal.
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Luego ¢ esta en la clausura de un abierto U que presenta persistencia de tangencias.
Ademas las tangencias serdn debidas a las continuaciones de las piezas N1 y Ay, St

Ay = Ay ¢ estd en la clausura de un abierto con persistencia de tangencias homoclinicas.

Demostracion. Consideramos la tangencia como tangencia cuadratica (si no fuese origi-
nalmente asi, la perturbamos para que sea y le llamamos ¢ al perturbado). Tomamos un

entorno V de ¢ suficientemente pequeno de modo que:

se puede asociar continuamente a cada elemento @ Ai(@), A2(@), Pi(@) v Pa(P)
conjuntos basicos sillas y puntos periddicos en ellos continuaciones de los originales.

Esto define los mapas de la persistencia de tangencias.

para todo ¢ € V se tiene L(¢) linea de tangencias dependiendo C''-continuamente

de los difeomorfismos, donde L(y) contiene al punto g.

Para cada elemento ¢ € V se definen las proyecciones:
m(@) : as(1(9)) — L(P)
m2(@) - aw(1(9)) — L($)

Donde: I($) es un intervalo que contienen a 0 arbitrariamente chico, m 2(9) son las
proyecciones por las foliaciones de la variedad estable e inestable respectivamente a L(Q)
restrictas a los intervalos.

Aqui, por ser L(p) de clase C!, 71(@) v m2(@) se pueden considerar difeomorfismos
sobre sus imdgenes ya que tenemos foliaciones C' (por estar en Diff?(M)).

Se considera ademéas (@) : [0,1] — M parametrizacién de clase C! para la linea
de tangencias. Es claro que estas parametrizaciones se pueden considerar variando C'-
continuamente al variar el difeomorfismo.

Para cada ¢ € V consideramos las funciones 71(@) = B 'om oa, v 1(@) =
B~ omyoa, definidas sobre I(@). Estas funciones son difeomorfismos sobre sus imdgenes
que dependen C! continuamente de .

Por el teorema 4.2.1 existe V' C V tal que para todo ¢ € V' se tiene

TUA(R), P(9)).7°(A(@), P(p)) > 1. Para cada ¢ consideramos K, como el cantor
inestable maximal en /() y K, como el cantor estable maximal en I(). Si se considera

I() suficientemente chico de forma que:

1 7(Ky).1(K) > 1
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2 el rango de 7] »(p) se mantenga en un entorno fijo suficientemente chico de uno

por el resultado 2.3.5 del capitulo 1 se puede asegurar para todo ¢ € V'

() (K))m((@) () > 1.

Es claro que los intervalos I(p) se pueden considerar variando continuamente, y por
lo tanto los intervalos minimales de K, y K.

En V' definimos U como el conjunto de los difeomorfismos tales que para algin
intervalo (@) para el cual se cumpla 1y 2 se tengan v, (@)(Ky) = K1(@) v 12(@)(Ks) =
K;(p) enganchados.

Veamos que U es un abierto que presenta persistencia de tangencias homoclinicas:

que es abierto es obvio ya que los extremos de los conjuntos K; y K, varian

continuamente con los difeomorfismos.

para un difeomorfismo ¢ de U se tiene por el lema 2.3.2 (gap lemma) que K y
K se intersecan. Por lo tanto 5(K;) se intersecta con ((K3). Es claro que tales
intersecciones representan tangencias entre la variedad inestable de un elemente de
A1 (@) y la variedad estable de un elemento de Ay(p). Esto ultimo afirma que U
tiene persistencia de tangencias, y de ser A; = A5 se tiene persitencia de tangencias

homoclinicas.

Resta ver que U es distinto de vacio. Para ello consideramos ¢ y un entorno U
arbitrariamente chico de ¢ de forma que tenga foliacién inestable y estable que son
tangentes sobre L(p). Dado un entorno de ¢ existe un intervalo J en L(p) para el cual

se tiene una familia de difeomorfismos {¢}icpoq1) tal que:
Yo = ¥
{1 }iep,1) estd en el entorno de ¢ considerado.
¢ coincide con ¢ fuera del entorno U de gq.

Para cada t se puede considerar la foliacion estable de ¢; igual a la de ¢, la linea
de tangencia de ¢, igual a la de ¢ y ademas que esta ultima este formada por

tangencias cuadraticas.

Las hojas de foliacién inestable de ¢; en U se puede considerar variando continua-

mente (a partir de la foliacion de ).
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Si para cada t definimos J; como el intervalo sobre L(y;) de extremos definido por
las continuaciones de las hojas inestables que pasaban (para ¢) por los extremos
de J, se tiene Jy =Jy JyNJ = ¢.

Por lo tanto dado un entorno de ¢ consideramos I(p) de forma que m o as(I(y))
esté en J y mo 0 ay(I()) también. Luego para ¢; elemento de una familia como la que
se describié, se tendra K; y Ky enganchados.

Concluimos entonces que el abierto U es no vacio y que ¢ esta en su clausura.
O

Observacion 4.2.2. El abierto con persistencia de tangencias construido en el teorema
anterior verifica, como se habia anunciado antes, que para todo difeomorfismo del mismo

hay tangencias homoclinicas.

A continuacion demostraremos dos corolarios que permiten extender nuestro resul-

tado a situaciones mas generales.

Corolario 4.2.3. Sea M superficie, ¢ € Diff?(M). Supongamos que presenta:
Ay conjunto bdsico silla y Py punto periodico de el.
Ay conjunto bdsico silla y Py punto periodico de el.

P3 punto periddico silla tal que W*(Py) presenta corte transversal con W*(Ps) y
W*(Ps) presenta tangencia con W*(Ps).

Tu(Al,Pl).Ts(AQ, PQ) > 1

entonces ¢ esta en la clausura de un abierto U con persistencia de tangencias. Ademds

st Py = Ps tal abierto presenta persistencia de tangencias homoclinicas.

Demostracion. Basta aplicar el A\-Lema para observar que en un perturbando tan chico
como se quiera de ¢ presenta tangencia entre W*(P;) y W#(P,). Controlando, ademés,que
el producto de espesuras se mantenga mayor que uno se cae en las hipotesis del ultimo

teorema. L]

Corolario 4.2.4. Sea M una superficie, ¢ € Diff?*(M). Sean Ay pieza bdsica con Py

punto periodico, A pieza bdsica con () punto periodico y P punto silla tales que:

W"(P) intersecta transversalmente a W*(Fy), W*(P) intersecta transversalmente

a Wu(Po)
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W=*(Q) intersecta transversalmente a W*(P), W*(Q) intersecta transversalmente

a W*(P) y tiene una tangencia con W*(P)
TU(A(), Po).TS(A, Q) >1

Entonces p estd en la clausura de un abierto con persistencia de tangencias homoclinicas,

de la pieza Ay.

Demostracion. Por Ad-lemma podemos afirmar que un perturbado de ¢ (que seguiremos
llamando ¢) presenta tangencia entre la variedad estable y la inestable de @. Por el
mismo tipo de argumento podemos suponer para un nuevo perturbado, tangencia entre
la variedad inestable de Fy y la estable de Q).

Por continuidad podemos considerar para el perturbado 7%(Ag, Pp).7%(A, Q) > 1,
por lo tanto el teorema 4.2.2 nos afirma que ¢ esta en la clausura de un abierto & con
persistencia de tangencias debida a las continuaciones de las piezas Ay y A.

Podemos suponer que los difeomorfismos de este abierto estan en las hipotesis del
corolario. Esto nos permite asegurar, utilizando A-lema, que para un difeomorfismo en
el abierto se tiene que W#(Fp) intersecta transversalmente a W*(Q).

Por lo tanto, para un difeomorfismo del abierto que presenta tangencia entre la piezas
Ay y A tenemos un perturbado de este difeomorfismo que presenta tangencia de la pieza
A con si misma.

Concluimos entonces que U presenta persistencia de tangencias homoclinicas.

O

Esto finaliza la seccién con resultados que nos permitiran encontrar abiertos con

persistencia de tangencias y persistencia de tangencias homociinicas.

4.3. Construccion de un abierto con persistencia de

tangencias a partir de la herradura

En este capitulo se construye un ejemplo que verifique las hipétesis de los teore-
mas principales de las secciones anteriores. Este ejemplo podra considerarse como un
contraejemplo a la conjuetura de Smale mencionada en la introduccion.

Se considera una herradura lineal definida por la transformaciéon ¢ construida a
partir de la figura 4.1.
Considerando A = NM;cz¢'(R) se tiene un conjunto bdsico silla (conocido como la

herradura).
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Figura 4.1: Construccién de la herradura.

Nosotros estamos interesados en conseguir que A tenga espesura estable e inestable
respecto a O, de forma que su producto sea mayor a uno. Para ello considerando R =
[0,1] x [0,1] tomamos ¢ de forma que el valor propio contractivo sea A > % +egyel
valor propio expansivo o sea de forma que % > % + 9 para alguna constante positiva ¢.

Es claro que sobre el lado inferior del cuadrado se va formando un conjunto de Cantor
cuya espesura representa a 7%(A,0) mientras que sobre el lado izquierdo se formard un

conjunto de Cantor cuya espesura represente a 7°(A, 0).

Il

Figura 4.2: Construccion de herradura con el producto de la espesura estable y la inesta-

ble mayor a uno, el conjunto indicado por el color negro representa la interseccion entre

R, el primer iterado futuro de R y el segundo iterado futuro de RN ¢~ '(R).

Para este conjunto la espesura de ambos conjuntos de Cantor es mayor a uno. Por

ejemplo para 7%(A, 0), por suponer la herradura lineal, es claro que dado un gap se tiene
puente

vy = 9 > 1+ €. Por lo tanto nos aseguramos que 7*(A,0)7%(A,0) > 1.
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Para conseguir las hipétesis del teorema 3.1.2 haremos una modificacién de ¢ en la
topologia C? de forma que tenga el mismo conjunto invariante A con la misma dindmica
y ademds exista una tangencia homoclinica entre las variedades estable e inestable de
F.

En la figura 4.3 se considera un tramo de variedad inestable de F, que interseca
transversalmente a la variedad estable de F, y consideramos el conjunto B. Existe un
difeomorfismo &£ con soporte en B de forma que:

A es invariante hiperbélico de ¢ = £ o ¢, de hecho £ o |y = ¢

Se puede considerar W*(¢, By) y W*(@, Fy) como en la figura 4.4

Figura 4.3: Construccién del ejemplo en las hipdtesis del teorema 4.2.2; soporte de la

modificacion.

Observacion 4.3.1. El ejemplo construido se puede considerar como un difeomorfismo de
[—2,2] x [-2,2] C R? en si mismo.

Es claro que podemos considerar el punto P, disipativo, por lo tanto se tiene:

por el teorema 4.2.2 ¢ estd en la clausura de un abierto con persistencia de tan-
gencias homoclinicas donde se puede considerar que todo difeomorfismo ¢ € U

presenta tangencia homoclinica debida a un punto silla disipativo.

por el teorema 4.1.2 existe un residual R C U de difeomorfismos que presentan
infinitos pozos.
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Figura 4.4: Construccion de herradura con el producto de la espesura estable y la ines-

table mayor a uno, y las proyecciones de los conjuntos de Cantor enganchadas.

4.4. No densidad de los axioma A e infinitos pozos.

En esta seccion se demuestra que los difeomorfismos axioma A no son densos en
Diff*(M) para M superficie, ademds se construye un abierto U de Diff*(M) que pre-

senta un residual de difeomorfismos con infinitos pozos.

Definicién 4.4.1. Dado ¢ € Diff?(M) decimos que ¢ es axioma A si verifica:
© tiene no-errante hiperbolico
Los puntos periédicos son densos en el no-errante.

Al conjunto de los difeomorfismos axioma A los llamamos A(M ).

Observacion 4.4.1. Sea M variedad y U C M abierto con persistencia de tangencias
homoclinicas, tal que todos los difeomorfismo ¢ € U presentan tangencia homoclinica.
Entonces U N A(M) = ¢

Demostracion. Para probarlo basta aplicar 4.1.1. O
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Observacion 4.4.2. Sea M una superficie. Entonces existe 1) € Diff?(M) para el cual se
cumple h~! o 4) o h = ¢ donde:

h es un difeomorfismo de clase C? definido en el conjunto [—2,2] x [—2,2].
¢ es el difeomorfismo considerado en 4.3.1.
Corolario 4.4.1. Sea M wvariedad diferenciable. Entonces existe 1 € Diff?(M) tal que:

W presenta tangencia homoclinica de una pieza hiperbolica A entre las variedades

estable e inestable de F.

(A, Py).m°(A, Py) > 1.
Demostracion. El difeomorfismo v es el hallado en 4.4.2. O
Teorema 4.4.2. Sea M superficie. Entonces A(M) no es denso en Diff?(M).

Demostracién. Consideramos ¢ € Diff*(M) el difeomorfismo hallado en 4.4.1. Por el
teorema 4.2.2 existe U abierto con persistencia de tangencias homoclinicas y mas ain
por 4.2.2 podemos afirmar para todo difeomorfismo en U se tiene tangencia homoclinica.
Luego por 4.4.1 se tiene que A(M) no es denso en Diff*(M).

O

Observacion 4.4.3. Es claro que por construccion se puede considerar en el abierto U del

teorema anterior, un residual R de difeomorfismos que presentan infinitos pozos.

Esta prueba concluye el capitulo y con él se alcanzan los resultados de Newhouse
en [N,1970] y del trabajo de Newhouse en [N,1973]. Estos tltimos son los dos primeros

trabajos senalados en la introduccion.

50



Capitulo 5

Abiertos con persistencia de

tangencias homoclinicas en

Diff?(M).

En este capitulo se demostrard que en superficies todo difeomorfismo de Diff?(M)
que presenta una tangencia homoclinica asociada a un punto silla disipativo, esta en
la clausura de algtin abierto U C Diff?(M) que presenta persistencia de tangencias
homoclinicas y que, por lo tanto, se puede considerar que contiene un residual de difeo-

morfismos con infinitos pozos o fuentes.

5.1. Tent map, Logistic map y mapa cuadratico.

En esta seccion se demuestra que los mapas Tent, Logistic y cuadratico restricto a
un arco de parabola son conjugados topoldgicamente. Mas ain estas conjugaciones se
pueden considerar diferenciables salvo en los bordes de los intervalos que definen sus
respectivos dominios.

La aparente arbitrariedad en la traduccién o no de los nombres de los mapas esta apo-

yada en la subjetiva estética personal.

Definicién 5.1.1 (Tent-map, Logistic-map y mapa cuadréatico.). Se definen los

siguientes mapas:

Tent-map mapa del intervalo, dado por
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2—-2x si z€l;z,1]

Y

N[

T(:c):{ 20 si xE[O,?]

Logistic-map mapa del intervalo, dado por
L(z) =4z(1 — x)
mapa cuadratico mapa del plano, dado por:

H(z,y) = (y,9> - 2)

Observacion 5.1.1. Existe una conjugacion topologica entre el tent-map y el logistic-map
dada por la funcién h : [0,1] — [0, 1], con h(y) = —3 cos(wy) + 3. Para demostrarlo hay
que verificar que es un homeomorfismo del intervalo y que ho T’ = L o h.

Se tiene ademas que la funcion h es diferenciable en todo su dominio, mientras que

su inversa es diferenciable en el conjunto (0, 1).

Observacion 5.1.2. El logistic-map y el mapa cuadratico restricto a un arco de su imagen
(el conjunto caracterizado por y = z* — 2) que une los puntos (2,2) y (—2,2) son
conjugados. A este tltimo conjunto lo llamamos [.

Para su demostracion basta verificar que la funcién ¢ : [0,1] — [ dada por ¢(t) =
(4(t — 3),16(t — 3)* — 2) verifica Ho g = go L.

Observacion 5.1.3. Sea H : | — [ el mapa cuadrético, entonces para todo natural m
existe A,, conjunto de Cantor invariante con espesura local mayor a 2™ 2 — 1 que no

contiene al punto critico.

Demostracion. Para esto basta aplicar la conjugaciéon entre 7'y H al conjunto K, cons-
truido en 2.3.1.
O

Observacion 5.1.4. Sea A,, el conjunto hallado en la observacion anterior. Entonces existe
ng tal que para todo x € A,,, d, H™ expande uniformemente en la direcciéon tangente a

la parabola en x.

Demostracion. Para probar esto basta usar la conjugacién con el Tent-map en algin
entorno de K, donde tenga derivada lejos de 0 por una cantidad suficiente de iterados.
O
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En este punto es preciso introducir notacién que se usara durante todo el capitulo:

W, sera el conjunto de funciones f : D C R? — R? de clase C? tales que:
f esté e-uniformemente cerca de H sobre D.
el primer diferencial de f estd € uniformemente cerca de el de H.
El segundo diferencial de f estd e-uniformemente cerca de el de H.

Corolario 5.1.1. Ezxiste W. entorno C? de H, V entorno de A y {Cy(x)} conos definidos
en T,R? con x € V tales que para todo f € W y x € V se tiene d, f™ uniformemente
expansor sobre Cy(x). Ademds los conos se pueden tomar con dngulo uniformemente

lejos de 0.

5.2. Conjuntos hiperbdlicos con espesura estable gran-
de para difeomorfismos cercanos al mapa cua-

dratico.

Recordamos que del capitulo 3 se puede concluir que para difeomorfismos que pre-
sentan una tangencia homoclininca se tienen perturbados (tan chicos como se quiera)
con potencias conjugadas, en regiones cercanas al punto de tangencia, a difeomorfismos
arbitrariamente préximos al mapa cuadratico restricto a [—10, 10] x [—10, 10]. Esto ins-
pira a buscar conjuntos hiperbdlicos de espesura estable grande para tales perturbados,
ya que el mapa cuadratico como vimos presenta conjuntos de Cantor con espesura local
arbitrariamente grande.

Para esto si A, es el Cantor hallado para el mapa cuadratico H buscamos una
manera de redefinirlo a través de particiones de Markov de dimension dos.

Recordamos que A,, estd sobre el conjunto que se llamé [ y contenido en los intervalos
Iy, ..., I, que son su particiéon de Markov (que nacieron en la construccién de conjuntos
de Cantor dinamicamente definidos para el Tent-map). Ademas la dindmica de estos
intervalos es conocida: H(I;) = Iy41 si k <my H(Il,,) es el minimo intervalo que cubre
a todos los intervalos I, ..., I,,, (ver figura 5.1).

Este mismo conjunto lo interpretaremos como el conjunto maximal invariante que
contienen U,...U,, siendo estos, entornos como se muestran en la figura 5.2. Los bordes
superiores e inferiores son segmentos horizontales, y los otros dos lados son paralelos a

la parabola.
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(—2,2) (2,2)

qQ
q3
g2
qs
I3
CI4 q3>l<

Figura 5.1: Particion de A,, con m=4.

Veremos primero que A,, se puede definir a partir de este tipo de abiertos, y luego
que en general existird un entorno W,, de H en la topologia C? tal que para cualquier
f € W,, difeomorfismo se tenga (de manera analoga que para H) un conjunto bésico silla
en Uy U...UU,, con espesura estable cercana a la local de A,,. Esto se hara en diferentes
teoremas.

Para lo que sigue conviene definir los siguientes conjuntos:
Ko=UyU..UU,
Parai >0 K; = K;_, N H(K;_,)
Parai >0 K_; = f(,(i,l) N Hﬁl(f(,(i,l))
Teorema 5.2.1. Definiendo K = ﬂa”’of(i N ﬂa”’of(_i, se tiene K = A,,
Demostracion. Para demostrar este teorema haremos las siguientes observaciones

1) Kip1 C K,
2) K; es no vacio para todo i.
3) K—(i—f—l) C f(_i

4) K_; es no vacio para todo i.
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-22 22

Us

-2-2 2-.

Figura 5.2: Particion de dimensién dos para A,, con m=4.

Luego se vera que K es no vacio y por definicion serd maximal invariante en la unién
de los abiertos. Por tltimo se mostrara que K = A,,.

Continuando demostraremos las observaciones echas.

Las observaciones 1 y 3 surgen trivialmente de las definiciones.

Para la segunda observacion, precisaremos mas atin quienes son los entornos Us, ..., U,,

(para lo que sigue hay que tener en mente los intervalos Is, ..., I,).

Se elegird U, de forma que H(U,,) contenga a I, U...U I, 1 U (U, N1). Es claro
que esto se puede hacer ya que H(I,,) es el minimo arco que contiene los conjuntos

I5...1,,, luego basta controlar la altura de los segmentos horizontales que definen a

Un.

U; sera un entorno de forma que Us N1 ademas de contener a I5 esté contenido en

H(U,,). Su existencia es obvia.

Definimos Uy con 2 < k < m de forma que Uy N[ este contenido en H(U,,),

Uks1 N1 C H(Uy). Es claro que esta construccion se puede hacer.

Es facil ver que para todo i positivo f(i es exactamente U, NI U ... UU,, NI Por lo
tanto no solo se concluye lo observado sino también se tiene que el conjunto Ng K, esta

contenido en [.
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A la hora de considerar la ultima observacién aparecen dos caminos posibles: uno
es usar el conjunto A, que sabemos que existe y estd contenido en la interseccion de los
K_; y en [, el otro es no usarlo. Este ultimo es el que seguiremos, lo cual nos servira para
construir los conjuntos hiperbdlicos de difeomorfismos cercanos a el mapa cuadratico.

Usamos el mecanismo de induccién para probar la dltima observacién. Tenemos Ko
distinto de vacié, sea un natural ¢ > 0 para f(_i tenemos:

Existen Vi, ..., V,, disjuntos dos a dos con V;, = U; N H donde H es alguna franja
horizontal, tales que K_; = Vi U ... U Vin;- A priori los conjuntos V; pueden ser todos
vacios.

Tenemos para esta situacién la siguiente afirmacién: Si K_; contiene a V; en Uy, con
k = 3...m entonces H‘l(Vj) N U,, C V; con V; otra componente conexa de f(i.

Para demostrar la afirmacién utilizamos induccion. El caso particular por como se
eligié Us...U,, es K_., supongamos que K_; contiene a Vj en la hipétesis de la afirmacion.
Luego por definicién e hipétesis de induccién V; = V/ N H=(V], ). Entonces H~'(V;) N
Un=H V] H (V) NU, € H(V))NV/ = V. Y esto prueba la afirmacién.

La afirmacién anterior demuestra que para todo ¢, si K_; es no vacio entonces K_ ;1)
es no vacio:

Si K_; no vacio podemos suponer sin perdida de generalidad que tiene V; en las
condiciones de la afirmacién, luego por la afirmacién sabemos que H*(V;)NU,, C V] lo
cual implica que V; N H1(V}) # ¢ y por lo tanto f(_(iﬂ) + .

Demostradas las observaciones se tiene que K es no vacio ya que es interseccion
decreciente de cerrados no vacios (recordar que por como se consideré a U, con respecto
a los otros intervalos tenemos que NG K; = (U, U ... UU,,) N1). Que es maximal dentro
de la unién de los abiertos es obvio.

Resta ver que en este caso coincide con A,, para lo cual si usaremos el conjunto
A,,. Recordamos que A,, es la imagen de K, C [0,1] por la conjugacién h, por lo cual
como K, es invariante maximal en algin entorno de I5...I,, se tiene lo mismo para A,,.
Observando que Us...U,, se pueden tomar tan cercanos a I»...I,, como se quiere, se tiene

que se los puede considerar de forma que A,, sea invariante maximal en UsU...UU,,. [

Redefinimos los conjuntos K para poder crear conjuntos basicos a difeomorfismos

vecinos del mapa cuadratico:
ROIUQUUUm

Parat >0 f(l = f(i—l N f(Kz—l)
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Para i >0 K—i = }N(,(ifl) N fﬁl(K,(ifl))

Teorema 5.2.2. Sea D C R? que contiene a [—10,10] x [—10,10]. Para todo natural
m existe un entorno W,, = W., arbitrariamente chico, tal que para f : D — R2?

difeomorfismo sobre su imagen en W,, se tiene:

A (f) conjunto bdsico (no trivial) tal que:

para x € A, se tiene una intervalo de variedad estable e,, — C' cerca del segmento
x + [—10,10] x {0}.

Para el mismo punto se tiene un intervalo de variedad inestable €,, — C' cerca del

conjunto l (ver definicion en la observacion 5.1.2).
Existe Q(f) € A(f) punto periddico para el cual 75(A(f), Q(f)) > 2m~2 — 2

Para cada m se puede considerar W, contenido en Wi, 1.

Demostracion. La demostracion se llevara a cabo en tres partes, la primera es hallar al
conjunto A,,(f) desde un punto de vista topolégico, la segunda es estudiar sus propie-
dades dinamicas y la tercera es estudiar la espesura estable.

Consideramos los abiertos Us, ..., U, con los que venimos trabajando. Sus preimagenes
por f en cierto entorno VW de H seran conjuntos cerrados que aunque ya nos seran franjas
horizontales, se pueden considerar muy cercanas ( como se propone en la figura 5.2) a
estas por la cercania al mapa cuadratico H.

Con respecto a las primeras imagenes de estos abiertos por f si W es lo suficien-
temente chico se puede esperar, en virtud de como se eligieron los U, en el teorema
anterior y la cercania la mapa cuadratico, la figura 5.4. Luego por proceso de iteracion
se tendrd que Ng ©K; que serd un Cantor de lineas cercanas C'-préximas a [, ya que la
contraccién en la direccién horizontal es uniformemente grande.

Por lo tanto hay que estudiar que pasa con Ng *©K_;. Por construccién y suponiendo
a f suficientemente cerca de H, se tiene que la preimagen de U, interseccion U, serd una
franja (como se muestra en la figura 5.5), intersecciéon U,,_; serd también una franja, a
los demés entornos no los intersecta. Para Uy con 2 < k < m se tiene que su preimagen
interseccién U, es una franja e interseccién U,_; es otra franja, para cualquier otro k
es vacio. Por ultimo para U, su preimagen interseccién U, es una franja e interseccién
cualquier otro U}, es vacio

Luego por recurrencia es claro que se puede afirmar lo siguiente :

Ne*K_; es no vacio e intersecta a N§ < K;.
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Figura 5.3: Particién de dimensién dos para A,, con m=4, con las preimédgenes de los

elementos del cubrimiento.

(La prueba de esto recorre basicamente lo echo en las afirmaciones 3 y 4 de la prueba
del teorema anterior).

Ademas considerando los difeomorfismos suficientemente cerca de H, por el corolario
5.1.1 se tiene que ﬁar‘”f(i es un conjunto de lineas casi horizontales que localmente es
homeomorfo al producto de un intervalo por un Cantor.

Se concluye entonces que A, (f) = NF=K; NNF®K_; es no vacio, y es localmente
compacto y localmente un producto de dos conjuntos de Cantor. Ademads por construc-
cién es maximal invariante dentro del entorno Uy U...UU,,. Asi culmina la primera parte
de la prueba.

Para el estudio de la dindmica que presenta el conjunto A,,(f) estudiaremos su
correspondencia con el shift en el espacio {2,3, ..., m}%. De estas sucesiones consideramos

aquellas tales que verifiquen lo siguiente:

siempre que se tenga un 2 se debe tener antes un m y después un 3, es decir
...m23....

para 2 < k < m se debe tener antes o bien m, o bien £ — 1 y después un k£ + 1

siempre que se tenga m se debe tener antes m — 1 o m y después cualquier niimero

entre dos y m.
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f(Us)

Uy
f(Us)

Us

Us

i

Figura 5.4: Particiéon de dimension dos para A,, con m=4, con las imagenes de los ele-

mentos del cubrimiento para difeomorfismos cercanos al mapa cuadratico.

A este conjunto de sucesiones le llamamos R. Es claro que R es invariante para el
shift que llamaremos o.

Ahora definimos una funcién h : A — R de manera que a cada elemento le asocie
su itinerario por los abiertos Us, ..., U, (es decir, si en el paso n el elemento esta en Uy
la sucesién valdra en n k). Es claro que h es una funcién continua (con la topologia
producto), que de ser un homeomorfismo conjugard ambos sistemas dindmicos (f y o)
y de esto surgirdn las propiedades dindmicas de f en A, (f).

La inyectividad de h es simplemente por la expansividad uniforme que tiene una
potencia f en la direccién de la parabola dentro de los entornos Us, ...U,,, esto no per-
mitird que dos puntos tengan el mismo itinerario. La sobreyectividad es obvia por cons-
truccién. Luego tenemos un homeomorfismo de A,,(f) a R que conjuga a f con o.

Las propiedades dinamicas de ¢ sobre R son conocidas y solo las enunciaremos:

Tiene infinitos puntos periédicos, donde uno de ellos es el tinico de periodo m que
verifica que en los tiempos 0 y 1 estd en U,,, en tiempos 1 < k < m — 1 estd en Uj.
A este ultimo le llamamos Q y h™*(Q) = Q(f). El conjunto de todos los puntos

periédicos es ademas denso

También se tiene la existencia de érbitas transitivas.

Estas dos propiedades son, por lo tanto, ciertas para el sistema dinamico f sobre

A (f)-
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Figura 5.5: Particién de dimensién dos para A,, con m=4, con las preimédgenes de los

elementos del cubrimiento por f.

Para terminar la segunda parte de nuestra demostracion se estudiara la hiperboli-
cidad de f sobre A,,(f). Esta sale a luz (formalmente) a través de conos inestables y
estables. Para cualquier punto x en A,,(f) se puede tomar el cono inestable como se

muestra en la figura 5.6 y el estable como su complementario.

Figura 5.6: Conos para la hiperbolicidad de A,,(f). Aqui E; es la direccién paralela a
la de la parabola a la altura de z, y Ej es la direcciéon horizontal. Las direcciones que

definen al cono son fijas y aseguran la existencia de E; dentro de (), para cualquier x.

Entonces ,utilizando el lema 5.1.1 es claro que se verifica para ng suficientemente
grande D, f"(Cy(z)) C Cu(f™(x)) y para v € Cy(z) ||Dyf"(v)|| > ||v||.ac con o > 1
(esto ultimo es porque sobre Ej, hay un valor propio casi nulo, mientras sobre la direccién
de la pardbola se tiene una expansion acotada inferiormente por un nimero mayor a uno).
Por su parte D, [~ (Cy(z)) C Cs(f~™(x)) y para v € Cs(x) [|[Dyf"(v)|| > ||v]|.« con

60



a > 1. La existencia de estos conos aseguran la hiperbolicidad de A,,(f).

Se observa ademas que para el punto periédico que se llamé Q(f) se tiene la variedad
estable tendiendo a ser horizontal (conforme nos acercamos a H) y la inestable conver-
giendo al conjunto ! (de nuevo conforme nos acercamos a H), esta cercanfa se puede
considerar en partes compactas segiin la topologia C?. Esto 1ltimo aunque es un resul-
tado general, se ve observando que las variedades inestables son las lineas que definen
mgmfh y las estables las que definen ﬂaroof(,i.

Se tiene entonces el estudio de la dindmica de f sobre A,,(f), concluyendo que es
un conjunto basico del tipo silla. Estamos ahora en condiciones de hablar de la espesura
estable de Q(f) en A, (f).

Lo que se hard es demostrar que 7°(A,,,(f)) esta proximo a T(f(m), donde K,, serd un
Cantor dinamicamente definido cerca de K, (conjunto de Cantor asociado al Tent-map)
segun la topologia definida en el capitulo ??7. Luego aplicando el teorema 2.4.6 se tiene
la tercer afirmacion de la tesis.

Consideramos « : R — W*(Q(f)), parametrizacién utilizada en la definicién de
espesura estable. Se tiene que 7°(A,,(f),Q(f)) = 7(K])) donde K, es un conjunto de

Cantor dinamicamente definido por:

La particién de Markov {I;, = a (' N Uy)}, donde " es el menor intervalo de
variedad inestable de Q(f) que contiene a Q(f) e intersecta a los bordes horizontales

de los entornos U,,...Us.

U =alomoypoa, donde 7 es la proyeccién por alguna foliacién inestable de los
entornos U,...U,,.

Estd funcién estd C'-proxima a ser lineal, conforme se estd cerca de H (pues 7
se acerca a la identidad). Ademés se puede observar que 7’ tiene constantes de

Holder continuidad (C, ) con C' préximo a cero.
Sea ahora K, el Cantor dinamicamente definido a partir de:

La particion de Markov surge de aplicar ¢g; o go a la particion de Markov de K/,
siendo ¢1(x) = —x y go(x) = x + g con g el punto periddico a partir del cual se

construye K,,. Se tiene I, = gy o g2(1})

La funcion sera v, tendra derivada constante sobre cada intervalo de la particién
y cumplira:

W(ly) = I para k=2..m—1
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(1) = ce(ly...1,) (cépsula convexa)

Se tiene entonces por el teorema 2.4.6 e invariancia de la espesura por isometrias
que 7(K') estd préximo a 7(K,,) conforme lo estd f de H.

Probando que long(;) es préximo a long(I},) para k = 1...m conforme f estd proximo
de H, se tiene que K,, estd préximo a K, lo cual resuelve el teorema como se afirmé antes.

Tenemos [’ definido. Sea j el minimo arco de la imagen de H que intersecta a tods
los bordes horizontales de U,,...Us. Definimos ¢ : I’ — [ como la funcién continua tal que
a un elemento de I’ le corresponde el punto mas préximo en j. Es claro que t se aproxima
a la inclusion conforme f este cerca de H.

Siendo h la conjugacién entre el Tent-map y el mapa cuadratico se tiene (a™')(z)
préximo a (h~)(t(x)) conforme f estd préximo a H, esto nos asegura que long(l;) es
préximo a long(Iy) para k = 1...m. De lo cual se desprende la conclusion del teorema.

O

Para obtener mas informacion sobre mapas que presentan tangencias homoclinicas a
partir del teorema 3.3.2, presentamos el siguiente resultado y el paréntesis dentro de la

seccion que lo sigue.

Teorema 5.2.3. Erxiste un entorno C? de H, W = W., tal que para una funcion f :

I x J C R? — R? difeomorfismo sobre su imagen en W, que verifica:
[—10,10] x [—10,10] C I x J,

si P ={(z,y) 1y =a2*—2} entonces d(P,J x {a} UJ x {b}) > &g con [a,b] =1,

€0 una constante positiva.

se tiene:

Un punto fijo P silla como continuacion del punto (—2,2).

La variedad estable de P intersecta al conjunto b x J. Ademdas el segmento de
variedad estable que va de P hasta tal conjunto se tiene variando C*-continuamente

respecto al segmento horizontal que une (-2,2) con el mismo conjunto.

La variedad inestable de P tiene un segmento que une P con el conjunto I xXd siendo
d extremo superior de J. Ademds este segmento se puede considerar variando C'-

continuamente a partir del arco de P que une (—2,2) con I X d.
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Demostracion. Sea B un rectangulo cuyos lados verticales estan sobre los del compacto.
Si consideramos B de altura suficientemente chica su imagen por el mapa cuadratico
H serd un segmento de parabola como se muestra en la figura 5.2. Es asi que para f
suficientemente cerca de H se puede considerar f(B) como un rectangulo topolégico
cercano al intervalo de parabola. Considerando By = f(B), By = f(B N f(By)),....,B, =
f(BN B,_1), se tiene entonces por la forma del diferencial de f, que N9 B, = [; donde

[, serd un intervalo que se pude considerar C?-préximo del intervalo H(B).

H(B

I xJ

Podemos suponer ademds que B lo consideramos de forma que H ! (B) sea una franja
horizontal contenida en int(B), y que contiene al punto (2,2). Para f suficientemente
cera de H, se tendrd la misma propiedad (f~!(B) serd una franja topolégica). Definimos
A = Bn fY(B), A, = A,_1 N f1(A,_1), para esta sucesién de conjuntos se tiene
l, = NF29 A, que serd un intervalo préximo al intervalo horizontal en I x J que pasa por
(2,2).

Luego es claro que el punto fijo P queda definido por [; N[y, que sera un punto fijo
silla surge de la forma del diferencial de f estando en un entorno apropiado de H.

Para probar las propiedades anunciadas sobre las variedades estable e inestable de

P, basta observar que [y es parte de la variedad estable mientras [; lo es de la inestable.
O

5.2.1. Sobre la familia cuadratica.

Sea H, : R? — R? funcién definida por H,(z,y) = (y,y* + u), a la familia {H,},c;
con [ intervalo que contiene a —2 le llamamos familia cuadratica. Trabajaremos en
general con I = B(—2,6).

Observacion 5.2.1. Los teoremas 5.2.2 y 5.2.3 son generalizables a endomorfismos sufi-

cientemente cercanos a H, con la salvedad de que el conjunto N§> K _; no tiene por que
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ser, necesariamente, localmente un conjunto de Cantor por un intervalo (en direccién
de la pardbola), sino que puede ser simplemente un intervalo en la parabola. De echo
considerando la familia cuadratica suficientemente cerca de H (solo asi serd considerada
en esta monografia) se tiene exactamente el ultimo caso.

Se llamarda A,, al conjunto hiperbdlico que nos da el teorema 5.2.2 y P al punto fijo
del teorema 5.2.3.

Aparece ademés en A,, un punto periddico, de periodo m, que es la continuacion
del punto @ usado para la construccion del conjunto hiperbélico de H_5 (que antes
llamamos H) y de los difeomorfismos cercanos. A este punto le llamaremos, para los
mapas cuadraticos y para los difeomorfismos Q).

En funcién de el objetivo del capitulo nos centraremos en estudiar alguna relacion
entre las variedades estable e inestable de () y las estable e inestable de P, para difeo-
morfismos suficientemente cerca de H, con pp € (=2 —9,—2) y con p € (—2,—2+9).

Estudiemos estos casos por separado pero desde un mismo punto de vista. En lo
que sigue es importante recordar la construccion de A,, y () a partir de los entornos
Us,y ..., Upy.

Considerando primero difeomorfismos cerca de H,, con p1 € (—2,—2+0), para tal
H,, tenemos la figura 5.7.

Siendo V' el punto critico de H,,, al intervalo de parabola imagen de H,, que une a
P con H,, (V) le llamamos J.

Para un difeomorfismo f; cercano a H,, consideramos su punto periédico @) que
estard en U,, y muy cerca del punto periédico asociado al mapa H,, que esta sobre la
parabola y en U,,. Podemos considerar un intervalo I de la variedad inestable de () de
forma que esté en U,,, cerca de ser paralelo a los lados de este entorno, cortando los
segmentos horizontales que hacen de borde superior e inferior de U,, y cercano a J N U,
(conforme f; lo esté de H,,); esto ultimo se puede ver considerando que este conjunto
serd la componente conexa de N > K; que pasa por Q. Teniendo este intervalo I miremos
fi*(I), este dltimo se puede cercano al intervalo de pardbola que une P con H, (V)
(conforme I este cerca de J), atravesando a los entornos Us, ..., U,, por los segmentos
que definen sus bordes superiores e inferiores, conteniendo a I y cuya intersecciéon con
Uy, tiene al menos una nueva componente conexa distinta de I (esto dltimo se observa
iterando dos veces a I). Consideramos el extremo de I en el segmento superior de Uy,
y le llamamos a, seguimos por la variedad inestable de () desde a hacia el lado que no
contiene a () esto nos llevard a un nuevo primer punto b interseccién de la variedad

inestable de () con el segmento que define el borde superior de U,,. Esto tltimo se basa
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—2-2 2—:

Figura 5.7: H,, con p; > —2, observamos que el intervalo de pardbola que va de P
a H(V) (que es variedad inestable de P en el endomorfismo) solo corta a la variedad
inestable de P en P mismo. Se considera p; suficientemente cerca de —2 como para tener

la posicién que se muestra repecto los entornos Us, ..., U,,.

en una suficiente cercania de f, a H,, y por lo tanto de I a J, al intervalo en la variedad
inestable de () definido por a y b le llamamos L, y es claro que se lo puede considerar
tal que no intersecta a un segmente de largo fijo Ly de la variedad estable de P. Esto
ultimo es el tipo de relacién que buscamos, y se muestra en la figura 5.8.
El mismo tipo de anélisis se hard para difeomorfismos cerca de H,, con ps en

(=2 — 9, —2). Para este mapa tenemos la figura 5.9.

Siguiendo los pasos del andlisis anterior tenemos podemos considerar el intervalo
I, que para un difeomorfismo f, suficientemente cercano a H,, estard cerca de J N Uy,
(donde J es el intervalo de parabola de P a H,,(V)), de forma que f{"(I) sea un intervalo
cercano a J, que ademas atraviesa los entornos Us, ..., U, intersectando a todos los bordes
formados por segmentos horizontales y solo a estos. Por lo tanto el segmento f{"(I) se
puede considerar arbitrariamente cera del segmento J, con mas de una componente
conexa en la interseccion con U,,. Definiendo L de manera anédloga al lo hecho en el caso
anterior se tiene que para fy suficientemente cerca de H,,,, L intersecta transversalmente
al segmento de variedad estable de P considerado de largo, también, Ly como se muestra
en la figura 5.10.

Para fy iremos un poco mas a fondo. Recordamos que () es elemento de la pieza
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Figura 5.8: Para f; suficientemente cerca de H,, pu; > —2 observamos que el intervalo L

no intersecta a un segmento largo y fijo de variedad estable del punto P.

bésica no trivial A,, podemos considerar un segundo arco L; de W*((Q)) como se muestra
en la figura 5.11. La forma cuadratica que se les da a los arco es debida a la proximidad
del difeomorfismo al mapa cuadratico.

Finalizado el analisis anterior terminamos la seccién con un teorema que sera una

herramienta fundamental en el objetivo del capitulo.

Teorema 5.2.4. Existe un entorno C? de H_y W y un intervalo de pardmetros I =
B(—2,8) para los cuales, si{fz}zes €s una curva continua de difeomorfismos C? en W

tal que

Los dominios de las funciones contiene al conjunto [—10,10] x [—10, 10].

existen dos pardmetros [y y flo para los cuales [, estd lo suficientemente cerca
de H,, como para tener el comportamiento mostrado en la figura 5.8 y fu, estd lo

suficientemente cerca de H,, como para tener el comportamiento mostrado en las
figuras 5.10 y 5.11.

Entonces existe iy tal que para fz, se tiene:

Qiv ¥ Py continuaciones de los puntos Q) y P de las figuras 5.8 y 5.10.

tangencia cuadrdtica entre la variedad inestable de Q) y la estable de Py, .
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Figura 5.9: H,, con puy < —2, se observa que el intervalo de pardbola de P a H(V)
intersecta transversalmente a la recta horizontal que pasa por (2,2) (variedad estable de

P) en un punto cercano al (-2,2).

interseccion transversal entre la variedad inestable de Qi y la estable de Py, .

interseccion transversal entre la variedad estable de Qg y la inestable de Py, .

Demostracion. Para hallar iy recorremos los parametros de fi» hacia fi;. Si exigimos en

W que los difeomorfismos verifiquen:

Para P un intervalo de variedad estable e-cerca del conjunto (2,2)+ [—10, 10] x {0}
(ver teorema 5.2.3).

La variedad inestable de P debe contener un intervalo suficientemente grande e-

cercano a [.

La variedad inestable de @ debe contener un intervalo suficientemente grande e-

cerca del conjunto [ (ver teorema 5.2.2).

La variedad estable de () debe contener un intervalo e-cerca del conjunto @) +
[—10,10] x {0} (ver teorema 5.2.2).

Eligiendo € suficientemente chico, podemos asegurar la existencia de un primer parame-
tro para el cual habra tangencia cuadratica entre la variedad inestable de ) y la estable
de P. LLamando iy a ese parametro, podemos asegurar que se verifican las demas rela-
ciones homoclinicas. O
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Figura 5.10: Para f, suficientemente cerca de H,, ps < —2 observamos que el intervalo

L intersecta a un segmento de variedad estable del punto P.
L

I \

Figura 5.11: L y L; arcos de la variedad inestable de .

5.3. Localizacion de abiertos con persistencia de tan-

gecias homoclinicas en Diff?*(M).

En esta seccion se demostrara que dado un difeomorfismo ¢ que tiene tangencia
homoclinica ¢ entre W*(Py) y W*(F,), con P, disipativo, existe un abierto de Di ff*(M)
que presenta persistencia de tangencias homoclinicas cuya clausura contiene a . Este
resultado es el tercero de los tres trabajos de Newhouse que hacen a la monografia
(IN,1979]), v por lo tanto, el ultimo de la monografia.

La hipétesis sobre la disipatividad del punto P, se mantendra hasta al final donde
se mencionara la naturaleza en los otros dos casos.

Mediante perturbaciones locales como las que se han hecho en el capitulo 4.1 se tiene
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el siguiente resultado.

Teorema 5.3.1. Sea ¢ € Diff*(M) difeomorfismo que presenta una tangencia homo-

clinica cuadrdtica asociada a un punto periodico hiperbolico R. Entonces

1. FEuxiste g arbitrariamente cerca de ¢ que presenta una tangencia homoclinica cua-
drdtica ¢ = q(po) entre W*(Po(po)) y W*(Py(po)) donde Py y R = R(py) pertene-
cen a un conjunto bdsico A(po) no trivial. Podemos suponer ademds que las hojas

inestables de Py acumulan a ambos lados de si misma (ver figura 5.12).

2. Existe una curva de difeomorfismos {¢,}, que desdobla genéricamente la tangencia
homoclinica q de @y (en las condiciones del teorema 3.3, capitulo 3). Podemos su-
poner sin pérdida de generalidad que esta curva de difeomorfismos fija la variedad
estable de Py(p,) en un entorno de q (es decir x = 0) y el efecto del desdoblamien-
to sea una traslacion por p en la direccion vertical de las hojas inestables. (ver

observacion 3.1.2).

q1
W*(F)
/./:\‘\ WS(PO)
H1 q H2

W (R)

Figura 5.12: Perturbado arbitrariamente chico de ¢, observamos que el dibujo se puede

suponer en un entorno arbitrariamente chico de q.

Sea, ahora, ¢ = g el perturbado del original que nos permite el teorema anterior.
Este difeomorfismo presenta un conjunto bésico silla Ag(p) = A(py) que contiene a Py,
Hy y H,, y por lo tanto tiene sentido 7%(Ag(¢), Pp). Ademas se tiene 7%(Ay(¢), Py) > 0
segln se vio en el capitulo 2.

Para tal difeomorfismo tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.3.2. Fuxiste una sucesion de difeomorfismos convergiendo a ¢ cuyos elemen-
tos llamaremos @, tal que cada uno presenta un conjunto bdasico A, un punto periodico
@, en N, y un punto fijo en P,, verificando:
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Ao(p) serd pieza basica de p,,.
T5(Any Q). T (Ao(p), Po) > 1 para todo natural suficientemente grande.

Se tiene tangencia cuadratica entre W"(Qy,,) y W*(P,), ademds comparten intersec-

ciones transversales. Por su parte W*(Q,,) intersecta transversalmente a W*(P,).

A partir de algiun natural existen interescciones transversales de W*(FPy) con W*(P,)
y de W*(Py) con W*(P,).

Demostracion. Para la prueba recordamos la notacion del capitulo 3: £;,.(Z,7) = Pl

,n
ng\Nﬁ?ﬁ) © Y5 (Z,7), donde los mapas 5, y M, surgen del teorema 3.3.1.

o

Observando el teorema 3.3.1, y el teorema 5.2.4, se tiene que para el compacto
K = [-10,10] x [—10, 10] existe un natural ny tal que para todo n > ny existe fi, tal

que &, » verifica:

Existen (),, punto periédico, A, conjunto bésico que contiene a @, y un punto
fijo P, verificando las relaciones homoclinicas enunciadas en la tesis del presente

teorema. Estas relaciones se representan en la figura 5.13.

La espesura estable 75(A,,, Q) es tal que 7%(Ag(¢), Py).75(An, Q) > 1, esto tltimo
se puede asegurar considerando &, , en W,, (entorno del teorema 5.2.2), para m

suficientemente grande.

W (P)

Figura 5.13: Relaciones homoclinicas entre piezas de §;,, .

Por lo tanto definiendo ¢,, = @arn(,) para todo n mayor a ng, tenemos una sucesiéon
que verifica las dos primeras afirmaciones del teorema. Donde para cada n se tiene:
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Qn = U, n(Qy) siendo esté tltimo el punto periédico hallado para i
P, = w,;mn(Pn), donde P, es el punto fijo hallado para i

A,, es un conjunto basico que contiene al conjunto ?ﬁﬂmn(f\n), donde A, es el con-

junto basico hallado para &, -

Por tltimo M, (fi,) tiende a cero en n, ya que en cada n se considera a fi variando en
un intervalo compacto [a,b] cuya sucesién de imagenes por los mapas M, tienden

al punto 0.

En lo que resta probaremos que se pueden considerar naturales arbitrariamente
grandes para los cuales los elementos de la sucesion presentan intersecciones transversales
de W*(P) con W*(Fy), y de W*(P) con W*(F,). Para descargar la notacién no usaremos
los indices naturales de los elementos @Q,,, A, y P,.

Recordamos la definicién de los mapas ¢, ,, : D,, — R?, definido por componer al
mapa definido por las funciones coordenadas:

r=0"r+1
y=oj+o"

un mapa, fijo, lineal, que preserva las direcciones horizontales y verticales e invierte
el sentido en la direccién vertical.

En virtud del teorema 3.3.2, y del teorema 5.2.3 existe ng tal que para todo n > ng se
tiene para &, , v K = [—10,10]x[—10, 10] la figura 5.14. A partir de ella quedan definidos
para cada n > ng los puntos T} y T3, y los dominios K, = ¢"[—10,10] x ¢3"[—10, 10].

Utilizando ahora el cambio de coordenadas 1, » se tiene para el difeomorfismo ¢, la
figura 5.15. Donde se definen /; y ls como la imagen por el cambio de coordenadas de los
arcos de variedad estable e inestable (PTy, PT}), (zp,yp) es el cambio de coordenadas
aplicado a P, (z1,y1) es la imagen por el cambio de coordenadas de Ti, (x2,y2) es la
imagen por el cambio de coordenadas de Ty e yg es M, ().

Se tiene entonces:

para la curva [y, la variaciéon maxima entre las coordenadas verticales de puntos
sobre ella tiende a cero en n. Mientras la diferencia xo — zp se mantiene mayor
a una constante positiva que llamamos v para todo natural, se concluye de esto
que se puede considerar una familia de intervalos FE,, contenidos en la variedad
estable de P para cada n y que convergen C° a un intervalo fijo de W*(pq, P)
que llamaremos E y es de la forma [q,q + a] con a positivo. Observando el di-

feomorfismo ¢ en la figura 5.12, aseguramos para n suficientemente grande que
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W (P)

=
/ﬁ
e OT

¢

(%)

Figura 5.14: Mapas &j,, » con n > ng.

hay interseccién transversal entre E'y W¥(¢,, Py) dada por un dangulo mayor 6.
Eligiendo el entorno del teorema 5.2.3 suficientemente chico, aseguramos que E,
esta e-cerca de un segmento horizontal con e arbitrario. Podemos elegir entonces,
el entorno W del teorema 5.2.3 de forma que para n suficientemente grande se
tenga interseccién transversal entre E,, y W"(p,, Py), o sea para n suficientemente

grande encontramos interseccion transversal entre W* (¢, Po) y W*(¢n, P).

Para la curva Iy, se tiene que la diferencia yp — 35 en cada n se mantiene mayor a
2 . .
50~ (2=3)" Recordando las propiedades de los mapas Y, » podemos considerar en

cada n, el iterado n-ésimo de [y por @,,.

De esta forma se puede construir una sucesiéon de curvas I/, tales que:

convergen al punto (1,0) (segun las coordenadas linealizantes de ¢y usadas en

el teorema 3.3)

si notamos los extremos I}, por i, (el de menor ordenada) y s, el (el de mayor
ordenada) se tiene que la diferencia entre las coordenadas horizontales de estos
puntos tiende a cero con orden mayor al de A", mientras la diferencia entre

) . _1
las coordenadas verticales tiende a cero con orden o~ 3".

Consideramos la sucesién de curvas I,, = @Y (I') (N es el natural encontrado en

3.3). Luego tenemos las propiedades:

72



o coeoeenne i
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ny B
.‘Tl i)

W*(F)
q Tp W (Py)

Figura 5.15: Mapas ¢,, con n > ng. Se puede asegurar que la parabola que representa la
variedad inestable de Py tiene su vértice por encima de ¢, basta para ello mirar M, (fi,)

y ver que es positivo.

E,
0"+ y) - _ -
Mn(ji,) =7~
W (F) ;
E W*(FPy)

Figura 5.16: Interseccién entre E,, y W"(P,) para n > ng.

1 La sucesion de curvas acumula en q.

2 Las curvas tienen como extremo al punto P y a un punto L que se puede

considerar con menor ordenada.

3 para cada n la curva se puede considerar ¢ C?-préximas a un intervalo com-
pacto del arco de variedad inestable que tiene ¢ como extremo, para algin

e > 0 fijo, arbitrario.

4 La diferencia entre las ordenadas de P y L es un infinitésimo del orden de

2 , e
o~ 3" (aqui se utiliza que A" es de menor orden que o).

Por otra tenemos yp que es un infinitésimo de orden ¢~ ". Esto nos asegura que
para n > ng, con ng suficientemente grande, se tiene que la diferencia de ordenadas
de extremos de I,, es mayor a y,. Esto junto a la propiedad 3 nos asegura que para
n > ng podemos considerar que I,, intersecta a W*(F,), mas atin la propiedad 3
nos permite asegurar que la interseccion sera transversal. Esto completa la prueba

del teorema.
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Figura 5.17: Convergencia de los intervalos I,,.

0

Corolario 5.3.3. Sea ¢ el difeomorfismo considerado en las hipotesis del ultimo teorema,
entonces @ estd en la clausura de un abierto que presenta persistencia de tangencias
homoclinicas debidas a la pieza Ny, y por lo tanto contiene un residual de difeomorfismos

que presentan infinitos pozos.

Demostracion. Considerada la sucesion de difeomorfismos {¢,}, que converge a ¢ se
tiene a partir de algiin natural ng a ¢, en las hipétesis del corolario 4.2.4. Por lo tanto
para n > ng @, estd en la clausura de un abierto con persistencia de tangencias de la

pieza Ag. O

En general si tenemos ¢ € Diff?(M) con una tangencia homoclinica debido a un

punto F, se tendra:

Si Py es disipativo ¢ esta en la clausura de una abierto con persistencia de tangen-
cias que presenta un residual de difeomorfismos con infinitos pozos (es lo demos-

trado en el corolario anterior).

Si Py es no disipativo ¢ estd en la clausura de una abierto con persistencia de
tangencias que presenta un residual de difeomorfismos con infinitas fuentes. Para

ver esto se trabaja con ¢!, y se aplica el teorema anterior.

Este corolario es el resultado que se enuncié al principié del capitulo, resultado del

trabajo de Newhouse [N,1979], y es quien cierra el objetivo constructivo de la monografia.
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