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Resumen

Este trabajo se encuentra en el marco de la Teoria de Representaciones de
Algebras, mas especificamente, las dlgebras de dimensién finita sobre cuerpos
algebraicamente cerrados. El objetivo es la construccién de resoluciones pro-
yectivas dentro de la Categoria de Moédulos finitamente generados. Se describe
cémo realizar esto desde un punto de vista tedrico, para luego utilizarlo a
efectos de crear una aplicacién que pueda calcularlas de forma practica. Esta
aplicacién es un programa de computadora que corre en la plataforma Java,
y calcula, luego del ingreso del dlgebra y mdédulo, la resolucién proyectiva del
modulo.

Palabras claves: Teoria de Representaciones de Algebras, médulos proyec-
tivos, resoluciones proyectivas.

Abstract

This work is within the Theory of Representations of Algebras, more spe-
cifically, the finitely dimensional algebras over algebraically closed fields. The
aim of this work is the construction of projective resolutions in the Category
of finitely generated Modules. It is described how to do this from a theoretical
point of view, to then use it to create an application that is able to calcu-
late them in a practical way. This application is a computer program, that
runs over the Java platform, and it calculates, after entering the algebra and
module, the projective resolution of the module.

Keywords: Theory of Representations of Algebras, projective modules, pro-
jective resolutions.
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Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo la construccién de resoluciones proyec-
tivas dentro de la Categoria de Mddulos. Es de nuestro interés trabajar con
K-élgebras de dimensién finita, donde K es un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Bajo ciertas hipdtesis, estas dlgebras puedan ser representadas mediante
carcajes, que son basicamente grafos orientados. Las condiciones que tienen
que cumplir las algebras para esto, se enuncian en un resultado de P. Gabriel.

El objetivo es alcanzado de dos formas diferentes. La primera consiste
en desarrollar la teoria necesaria para ello, mientras que la segunda consiste
en construir resoluciones proyectivas de forma practica. Para esto ultimo, se
cre6 una aplicacion que se basa fundamentalmente en toda la teoria presenta-
da. Esta aplicacién se trata de un programa de computadora, que corre sobre
la plataforma Java. En la misma, se pueden ingresar las algebras y los médu-
los en un formato especificado, y se calculara a partir de ellos la resolucion
proyectiva del médulo.

Los resultados alcanzados en los primeros dos capitulos fueron obtenidos
fundamentalmente de [1] y [2]. En el primer capitulo se introducen los con-
ceptos basicos de la Teoria de Representaciones que serdan utilizados a lo largo
de todo el trabajo. En la primera seccién, se definen las algebras y los médu-
los. La segunda seccién tiene como objetivo alcanzar el resultado de Gabriel
mencionado anteriormente. Para ello, es necesario definir los carcajes y las
algebras de caminos. El teorema de Gabriel establece la conexién que existe
entre las dlgebras de dimensién finita sobre cuerpos algebraicamente cerrados,
con los carcajes. Luego, en la tercera seccién, se definen las representaciones
de los moédulos y se termina el capitulo con un resultado fundamental, que
muestra una equivalencia entre la categoria de mdédulos finitamente generados
y la categoria de representaciones de dimensién finita.

En el segundo capitulo, se definen los médulos proyectivos y las resoluciones
proyectivas, y se muestra cémo construirlas. Ademds, se prueba cémo obtener
las representaciones asociadas a los mismos. Todos estos resultados se dualizan
para obtener resultados sobre los médulos inyectivos.

El tercer capitulo trata de las conjeturas finitistas. Se definen las dimen-
siones proyectiva e inyectiva de un médulo, y en base a ellas, se definen las
dimensiones finitistas de un dlgebra. Se puede pensar que estas dimensiones
son una medida de complejidad de una categoria de moédulos. Luego, se pre-
sentan diferentes conjeturas y se muestran los resultados que se han alcanzado



Introduccién

hasta el momento. El desarrollo de este capitulo se basé en los articulos [3],
] y [7).

El dltimo capitulo, se centra en la aplicacién creada para construir las
resoluciones proyectivas en la Categoria de Mdédulos finitamente generados.
Se muestra de qué forma fueron utilizados los resultados alcanzados en los
capitulos previos, y cémo fueron interpretados para poder realizarlo. Esta
aplicacién, utiliza la representacion mediante grafos de las dlgebras y médulos.
Se detalla como fue realizada cada parte de la construccién de las resoluciones
proyectivas, asi como también los problemas que surgieron y cémo fueron
solucionados.




Capitulo 1

Teoria de Representaciones

En este capitulo introducimos los conceptos de la Teoria de Representa-
ciones de Algebras que serdn necesarios para poder comprender los capitulos
posteriores.

Dentro del drea de la Teoria de Representaciones de Algebras, se busca
estudiar los médulos asociados a un algebra a través de los carcajes, que bési-
camente son grafos orientados que cumplen ciertas propiedades.

Si bien muchos de los resultados se pueden probar en un contexto mas
general, trabajaremos tnicamente con K-algebras de dimension finita.

1.1. Algebras y Moddulos

En el area de la Teoria de Representaciones de Algebras, se trata de com-
prender a un algebra a través del estudio de los médulos que estan asociados
a ella, y un papel importante lo cumplen los médulos indescomponibles. Para
poder comprender esto, es necesario definir los conceptos mencionados. Luego,
veremos también algunas de sus propiedades principales.

1.1.1. Definiciones basicas

Comenzamos definiendo las estructuras bésicas con las cuales vamos a
trabajar: los anillos y las K-algebras.

Definicién 1.1.1. Un anillo es una terna (A, +, - ), formada por un conjunto
A y dos operaciones: +: Ax A — Ay -: Ax A— A de suma y producto
respectivamente, donde (A, +) es un grupo abeliano que tiene al elemento 0
como neutro, y donde se cumplen las siguientes condiciones:

1. (a-b)-c=a-(b-c)
2.a-(bt+c)=a-b+a-c,y(b+c)-a=b-at+c-a

para a, b, c € A.
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Observacidon 1.1.1. Consideraremos tunicamente anillos con unidad, es decir,
anillos donde existe un elemento 1 € A que cumpleque 1 #0y 1l-a=a-1 = a,
para todo a € A.

Definiciéon 1.1.2. Un anillo K es un cuerpo, si es conmutativo, es decir
a-b="b-a, para todo a,b € K, y todo elemento tiene inverso, esto es que para
todoa € K existe be K talquea-b=5b-a = 1.

Decimos que K es algebraicamente cerrado si todo polinomio no cons-
tante con una indeterminada t y coeficientes en K cumple que todas sus raices
estdn en K.

Definicién 1.1.3. Sea K un cuerpo. Una K-algebra A es un anillo con
unidad, tal que A tiene una estructura de K-espacio vectorial compatible con
la multiplicaciéon de A como anillo. Expresado de otra forma,

Ma-b)=(a-N)-b=a-(A-b)=(a-b)A

para todo A € K, a,b € A.
Una K-élgebra A se dice de dimensién finita si su dimensién sobre K
como espacio vectorial, dimg A, es finita.

Definicién 1.1.4. Sea A una K-algebra. Un K-subespacio vectorial I de A es
un ideal a derecha de A, si xa € I, para todo x € I, a € A. Analogamente,
se dice que I es un ideal a izquierda de A, siax € I, paratodoz € I, a € A;
y que es un ideal bilateral de A, si es un ideal a izquierda y a derecha.

Definiciéon 1.1.5. Sea A una K-algebra. Un A-médulo a derecha es un par
(M, ), donde M es un K-espacio vectorial y - : M x A — M, m — m - a, es
una operacién binaria que satisface las siguientes condiciones:

l. (z+y)-a=z-a+y-a

2.z -(a+b)=xz-a+x-b

3. z-(ab) = (z-a)-b

4. z- 1=z

5. (zN)-a=xz-(a\) = (z-a)X
para todo x,y € M, a,be A, X\ € K.

Observacion 1.1.2. Es posible definir de manera andloga A-mdédulo a izquierda.
Ademds, el propio A se puede ver como un A-médulo a derecha y a izquierda.

De ahora en adelante escribiremos M o My en lugar de (M, - ) para hacer

referencia a un A-médulo a derecha.

Definiciéon 1.1.6. Un K-subespacio vectorial N de un A-mdédulo a derecha
M, se dice que es un A-submaddulo de M sina € N, paratodon € N, a € A.
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Definicion 1.1.7. Un A-médulo a derecha M, se dice que esta generado por
los elementos my, ..., m, € M, si cualquier elemento m € M se puede escribir
de la forma m = miay + moas + ... + mpay,, para algunos ay,...,a, € A. Si
se cumple esto, escribimos a M como M = miA+ ...+ m,A. Ademds, si M
estd generado por un subconjunto finito de elementos de M, decimos que es
finitamente generado.

Definiciéon 1.1.8. Sean M y N A-mddulos a derecha. Un mapa K-lineal
h : M — N es un homomorfismo de A-médulos si h(ma) = h(m)a, para
todo m € M, a € A. Ademas, h es un monomorfismo si es inyectivo, y es
un epimorfismo si es sobreyectivo. Decimos que es un isomorfismo si es
biyectivo.

Escribimos como Hom 4(M, N) al conjunto de todos los homomorfismos
de A-médulos de M hacia N, y End M al K-espacio vectorial Hom 4 (M, M).

Observacion 1.1.3. Hom 4(M, N) es un K-espacio vectorial con respecto a la
multiplicacién escalar (f, A) — fA, que estd dada por (fA)(m) = f(mA), para
f€Hom g(M,N), \€ K, m € M. End M es una K-édlgebra considerando la
composicién de mapas, y tiene unidad, que estd dada por el mapa identidad
1as-

Nombramos ModA a la categoria (abeliana) que tiene como objetos a los
A-mdédulos a derecha, y como morfismos a los homomorfismos de A-mddulos
a derecha. Si nos restringimos a los médulos a derecha que son finitamente
generados, éstos forman una subcategoria de ModA, a la que notaremos mod A.

Si en lugar de considerar los A-médulos a derecha, consideramos los A-
mdédulos a izquierda, podemos construir andlogamente las categorias AMod y
Amod .

Las siguientes definiciones serdn esenciales para entender el tema central
de este trabajo.

Definicién 1.1.9. Sea M € mod A. Decimos que M es simple si es no nulo
y no contiene submédulos propios. Ademés, M serd semisimple si es suma
directa de médulos simples.

Definicion 1.1.10. Sea M € mod A. Se dice que M es indescomponible si
es no nulo y no se puede escribir de la forma M ~ N & L donde N y L son
A-médulos no nulos.

Que un médulo sea indescomponible no implica necesariamente que no
tenga submodulos propios, es decir, que sea simple. Pero si se cumple que si
un médulo es simple, entonces es indescomponible.

1.1.2. Descomposiciéon de mdédulos

En esta seccién vamos a enunciar un teorema importante de descomposi-
cién de médulos sobre dlgebras de dimensién finita.
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Para el estudio de los médulos indescomponibles sobre una K-algebra A,
los elementos idempotentes juegan un papel importante. Consideremos, para
las siguientes definiciones, una K-algebra A.

Definicién 1.1.11. Un elemento e € A se dice que es idempotente si e? =

Ademds, e se dice central si ae = ea para todo a € A.

Sean e, es € A dos elementos idempotentes. Se dice que son ortogonales
si ejes = eze; = 0. Un idempotente e se dice que es primitivo si no se
puede escribir como una suma e = e; + ey, donde e, es € A son idempotentes
ortogonales no nulos.

e.

Observacion 1.1.4. Lo elementos 0 y 1 son idempotentes en toda algebra, lla-
mados idempotentes triviales. Ademas, si e € A es un idempotente no trivial,
entonces 1 — e también lo es, y se cumple que son ortogonales.

Se puede probar que la observacién anterior implica que el algebra vista co-
mo A-médulo, se puede descomponer en una suma directa Ay = eA ® (1 — e)A.
Esto es facil de ver, ya que e+(1—e) = 1, lo que implica que cualquier elemento
a del dlgebra se puede expresar como a = ea + (1 — e)a.

Por otra parte, si descomponemos de forma no trivial a A4 como Ay =
My @ Mo, entonces 1 = e1 + €9, e1 € My, es € Ms. Se cumple asi que e
y e9 son elementos idempotentes y ortogonales. Para probar esto, escribimos
e1 = e% + ege; = e% +ex(l —eg) = ef + eq9 — e%, yva que 1 = e + es. Entonces,
e — e% =ey — e%. Como la suma es directa, tenemos que e; = €2 y ey = €3, es
—— N —

eM; €Ma
decir que son idempotentes. Comenzando la cuenta de igual forma, se puede
probar que ademas son ortogonales.

Maés adelante utilizaremos que M; = ¢; A, es indescomponible si y solamen-
te si e; es primitivo.

Nuestro interés es trabajar con algebras de dimension finita. Supongamos
entonces que A es una K-algebra de dimensién finita. Si consideramos el A-
médulo Ay, éste admite una descomposicién en suma directa Aq4 = P, @
P,®...® P,, donde P; es un ideal a derecha indescomponible para todo
1 = 1,...,n. Por lo visto anteriormente, si 1 = e; + e 4+ ... + e,, entonces
P, = ¢;A, para todoi = 1,...,n, y e1,...,e, son elementos idempotentes
primitivos y ortogonales.

El conjunto {eq,...,e,} se llama conjunto completo de idempotentes
primitivos ortogonales.

Definicién 1.1.12. Una K-élgebra A es conexa (o indescomponible) si cada
vez que escribimos A = Ay x Ay, con Ay, Ay dos K-dlgebras, esto implica que
A1 =00 AQ = 0.

De forma equivalente, una K-dlgebra A sera conexa si sus unicos idempo-
tentes centrales son el 0 y el 1.
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El siguiente teorema es fundamental dentro de la teoria de representaciones
de algebras de dimensién finita, ya que muestra que todo moédulo se puede
descomponer de forma tnica como suma directa de médulos indescomponibles.

Teorema 1.1.1. (Krull-Remak-Schmidt-Azumaya) Sea A una K -dlgebra
de dimension finita.

a) Todo médulo M en mod A se puede descomponer de la forma M =~
Mi®M;...&M,,, donde My, M ...M,, son modulos indescomponibles.

b) Supongamos que M ~ My @® My ...® M, ~ N1 @ Ns...® N,, siendo N;
y M; indescomponibles para ¢ = 1...m, j = 1...n. Entonces, m = n
y ewiste una permutacion o de {1,...n} tal que M; ~ Ny para cada
1=1,...,n.

1.2. Carcajes y Algebras de caminos

En esta seccion trabajaremos principalmente con algebras de dimension
finita. Definiremos los conceptos de carcaj y algebras de caminos.

Concluiremos enunciando el Teorema de Gabriel, que relaciona las dlgebras
de dimension finita sobre cuerpos algebraicamente cerrados con los carcajes.

Definicién 1.2.1. Un carcaj es una cuadrupla @ = (Qo, @1, s, t), donde Qg
es un conjunto cuyos elementos son llamados puntos o vértices, y ()1 también
es un conjunto en el cual sus elementos son llamados flechas. Ademaés, s y
t son dos mapas s,t : Q1 — Qo que asocian a cada a € @1 su fuente y su
destino, respectivamente. Si s(a) = i y t(«) = j, escribimos « : i — j para
representar a la flecha a.

Definicién 1.2.2. Decimos que un carcaj @ es finito si Qg y ()1 son conjuntos
finitos.

Definicion 1.2.3. El grafo subyacente () de un carcaj () se obtiene a partir
de @ sin considerar las orientaciones de las flechas. Decimos que un carcaj es
conexo si () es un grafo conexo.

Definicién 1.2.4. Sean @ = (Qo, Q1, s, t) un carcajy a,b € Qo. Un camino
de largo ¢ > 1 con fuente a y destino b (de a en b) es una secuencia

(alag, ag, ..., aplb),

donde oy € @1, para 1 < k < {, y que cumple que s(a1) = a, t(ax) =
s(ag41), para cada 1 < k < £y t(ay) = b. Un camino de esta forma se escribe
abreviadamente como ajas ... ay.

Denotaremos como Qg al conjunto de todos los caminos de largo £. Ademas,
asociamos a cada punto a € Q)9 un camino de largo cero, que llamamos camino
trivial o estacionario y que lo representamos como ¢, = (a || a).
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Observacion 1.2.1. Por lo dicho anteriormente, los caminos de largo cero estan
en biyeccién con (g, y los de largo uno estan en biyeccién con las flechas del
carcaj.

Definiciéon 1.2.5. Un camino de largo ¢ > 1 se llama ciclo si comienza y
termina en el mismo punto. Un carcaj que no contiene ciclos se llama aciclico.

Como mencionamos al comienzo de esta seccion, nos interesa ver la relacién
que hay entre los carcajes y el algebra de caminos. Estamos en condiciones de
definir esta algebra, para luego continuar en esta direccién.

Definicion 1.2.6. Sea () un carcaj. El algebra de caminos K@ de @ es
la K-algebra tal que, como espacio vectorial, tiene como base el conjunto de
todos los caminos en ) de largo ¢ > 0; y tal que el producto de dos vectores
de la base (alay, g, ..., aq|b) y (¢|B1, B2, .., Bk|d) se define como:

(a’Oél,OéQ, cee 7a€’b)(c|/817627' . aﬁk’d) = 51)0(0"@170527 . '7af7ﬁ17527 cee 75k|d)

donde dp. denota la delta de Kronecker.

Lo que quiere decir esto es que el producto de dos caminos dara cero
siempre que el final del camino « sea diferente al comienzo del camino 3, y en
el caso en que coincidan, el producto sera igual a concatenarlos.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos @ el carcaj

lo D a
que consiste de un solo punto y un solo lazo. La base del algebra de caminos

KQ es {e1,a,a?,...,a" ...}. Ademés, la multiplicacién de los vectores de la
base esta dada por

g1 = ale; = at para { >0, y

alal = otk para £,k > 0,

donde o’ = £1. Entonces, KQ es isomorfa al dlgebra de polinomios K[t] en
una indeterminada t. Este isomorfismo estd dado por el mapa K-lineal que
verifica que

er—lya—t.

Este ejemplo nos muestra que si consideramos un carcaj con un lazo, el
algebra de caminos que obtenemos a partir de él no es de dimension finita.
Veamos ahora algunas consecuencias de la definicién, que ademads nos dardan
condiciones sobre el carcaj para que el dlgebra de caminos sea de dimension
finita.
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Lema 1.2.1. Sea un carcaj Q y su dlgebra de caminos KQ.

a) KQ es un dlgebra asociativa.

b) KQ es de dimension finita si y solamente si Q es finito y aciclico.

c) KQ tiene identidad si y solamente si Qo es finito.

DEMOSTRACION:

a)

b)

Es una consecuencia de la definicion de la multiplicacién, la cual es
asociativa.

Si @ fuera infinito, entonces la base de K@) también lo seria, lo que im-
plicaria que K@ seria de dimensién infinita. Ademds, si w = wyws ... wy
es un ciclo en @, entonces en la base de K habria elementos de la forma
w! = (wiws ... wp)!, para todo t > 0, lo cual implica que el dlgebra es
de dimensién infinita nuevamente. Reciprocamente, si () es finito y acili-
co, hay una cantidad finita de caminos posibles, por lo que KQ sera de

dimension finita.

Cada camino estacionario £, es un elemento idempotente de K. En-

tonces, si Qo es finito, > €, es una identidad de K@Q.

a€Qo
m

Reciprocamente, si Qg es infinito y 1 = >~ \;w; es un elemento identidad
i=1

de K@, entonces consideremos el conjunto (), de todas las fuentes de

los caminos w;. Este conjunto tiene a lo sumo m elementos, por lo que

es finito. Entonces, si a € Qo\Q), obtenemos que ¢, -1 = 0, lo cual es

una contradiccion. O

Por el lema anterior, para que el algebra de caminos tenga dimensién finita,
es necesario que el carcaj sea finito y aciclico. Ahora, este no es el caso més
general que podemos estudiar. Entonces, vamos a considerar carcajes cuya
algebra de caminos no sea necesariamente de dimensién finita, pero que al
hacer cociente por ciertos ideales llamados admisibles, ese cociente si quede de
dimension finita. Los casos en que el algebra de caminos ya sea de dimension
finita también quedan contemplados, considerando el ideal nulo.

Definiciéon 1.2.7. Sea () un carcaj finito y conexo. Al ideal bilateral del
algebra de caminos K@) generado por las flechas de @, lo llamaremos ideal
flecha y lo denotaremos R.

Hay una descomposiciéon en suma directa de Ry dada por:

Ro =P KQ

>1

siendo K@y el subespacio de K@ generado por los caminos de largo £.

10
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Ademads, para cada £ > 1,

Ry =P EQm

m>/
es el ideal de K() generado por los caminos de largo mayor o igual que /.

Definicién 1.2.8. Sea () un carcaj finito y Rq el ideal flecha del dlgebra de
caminos K @Q. Un ideal bilateral 7 de K@ se dice admisible si existe m > 2
tal que:
2
Ry €T C Rp,.

Si 7 es un ideal admisible de KQ, el par (Q,Z) se dice carcaj acotado. Al
algebra cociente K@/ la llamaremos algebra del carcaj acotado (Q,Z).

Ejemplo 1.2.2.  a) Si @ es un carcaj finito, el ideal Ry es admisible para
todo m > 2.

b) El ideal cero es admisible en K@ si y solamente si @ es aciclico.
c¢) Sea @ el carcaj
2
o
YN
lo S S— o4

N A

e El ideal Z; = (a8 — v6) de la K-algebra K@ es admisible.

e El ideal Zy = (aff — A\) no es admisible. Esto es porque, af — A &
R2.
Q

d) Consideremos @ el carcaj

loDa

Los ideales de la forma (a™) son ideales admisibles para m > 2.

Siempre que trabajemos con ideales admisibles, los vamos a escribir en
términos de sus generadores, que se llaman relaciones.

Definiciéon 1.2.9. Sea @) un carcaj. Una relaciéon en () con coeficientes en
K es una combinacién K-lineal de caminos de largo [ > 2 que comienzan en

11
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un mismo vértice y terminan en un mismo vértice. Entonces, una relacién p
es un elemento de K@) que tiene la siguiente forma:

m
p= Z Aiw;
=1

con A\; € K no todos cero y w; caminos de largo por lo menos 2 tal que
s(w;) = s(wy) y t(w;) = t(w;), parad,j=1,...,m.

A continuacién veremos propiedades del dlgebra K@Q/Z, donde @ es un
carcaj e T un ideal admisible de K Q.

Los siguientes dos lemas que se enuncian, no estan demostrados en este
trabajo. Sus demostraciones se pueden encontrar en [2].

Lema 1.2.2. Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de K Q. Entonces,
el conjunto {eq =c4+Z | a € Qo} es un conjunto completo de idempotentes
primitivos ortogonales del dlgebra KQ/T.

Lema 1.2.3. Sea Q un carcaj finito e Z un ideal admisible de KQ. El dlgebra
KQ/T es conexa si y solamente si Q) es un carcaj conezo.

Al comienzo de esta seccidon, comentamos que el trabajo se iba a realizar
sobre dlgebras de dimensién finita. Entonces, para trabajar con las algebras
acotadas por ideales admisibles, serd necesario probar que son de dimension
finita.

Proposicion 1.2.4. Sea Q un carcaj finito e T un ideal admisible de KQ. El
dalgebra KQ/T es de dimension finita.

DEMOSTRACION: Dado que Z es un ideal admisible, existe m > 2 tal que
R™ C 7, donde R es el ideal flecha de K(@). Esto induce un homomorfismo de
algebras KQ/R™ — KQ@/Z sobreyectivo, por lo que alcanza con probar que
KQ/R™ es de dimensién finita. Como una base de KQ/R™ estéa formada por
las clases residuales de los caminos de longitud menor a m, que son finitos
pues @ es finito, entonces K@Q/R™ es de dimensién finita. U

Puede ocurrir que si el ideal Z no es admisible, el dlgebra K@ /Z no sea de
dimensién finita, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.3. Sea @ el carcaj

o
(17
el = <ﬂa, ﬁ2>. Es facil ver que Z no es un ideal admisible, ya que o™ ¢ T
para cualquier m > 1.
Sea ahora A = KQ/Z y J el K-subespacio vectorial de A generado por los

elementos de la forma @"f3, para todon > 1, dondea =a+Zy 3 =8+ T.
Veamos primero que J es un ideal a derecha de A, para lo que alcanza con

12
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probar que Ja C J y J3 C J. Esto se demuestra ficilmente a partir de las
igualdades a"fa = 0 y a"B% = 0, para todo n > 1.

En particular, J4 es un submédulo del médulo A 4 pero no es finitamente
generado. Para probar esto, consideremos J un conjunto finito de generadores
de J y sea m el mayor de los exponentes de & entre sus elementos. Entonces,
el elemento @™ *!3 € J no se puede expresar como una combinacién lineal de
los elementos de 7.

Lema 1.2.5. Sea Q un carcaj finito. Todo ideal admisible de KQ es finita-
mente generado.

DEMOSTRACION: Consideremos R el ideal flecha de KQ y m > 2 tal que R™ C
7. Entonces, tenemos una sucesion exacta corta0 — R™ — 7 — Z/R™ — 0 de
KQ-modulos.

Es suficiente probar que R™ y Z/R™ son finitamente generados como K Q-
moédulos. Como R™ estd generado por los caminos de longitud m, y hay sola-
mente una cantidad finita de ellos, entonces R™ es finitamente generado. Por
otra parte, Z/R™ es un ideal del dlgebra de dimensién finita KQ/R™, como
fue probado en la proposicién 1.2.4. Entonces, Z/R™ es un K-espacio vectorial
de dimension finita, y por lo tanto, un K@-méddulo finitamente generado. [

Corolario 1.2.6. 57 Q es un carcaj finito e Z un ideal admisible de KQ, existe
una cantidad finita de relaciones {p1,...pm} tal que T = (p1,...pm).

DEMOSTRACION: Por el lema anterior, un ideal admisible Z de K@ tiene un
conjunto generador finito {01, ...,0¢}. En general, estos elementos generadores
no son relaciones porque no tiene por qué tener las mismas fuentes y los mismos
destinos entre ellos. Por otro lado, para cualquier i tal que 1 <i <tya,b € Qo,
el término €,0;6, es o bien cero o bien una relacion. Como podemos escribir

0; = Y. eq0iep para i < t, si consideramos el conjunto {eqoie / 1 < i <
a7b€Q0
t;a,b € Qp}, éste forma un conjunto finito de relaciones que genera 7. O

De esta forma, vemos que dado un carcaj () conexo y finito, le podemos
asociar un algebra K@Q/Z de dimensién finita, siempre que exista un ideal
admisible de KQ.

Ahora nos enfocamos en la otra direccién. Nos interesa ver como asociarle
un carcaj a un algebra de dimensién finita, basica y conexa, sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. Definamos primero el concepto de algebra basica.

Definiciéon 1.2.10. Sea A una K-algebra con el conjunto completo de idem-
potentes primitivos ortogonales {e1,es...e,}. Decimos que A es bésica si
e;A % e; A, para todo i # j.

Antes de pasar a definir el carcaj que le asociaremos a cada algebra de
dimension finita, basica y conexa, necesitamos saber qué es el radical de un
algebra.

13
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Definiciéon 1.2.11. El radical rad A de una K-dlgebra A es la interseccion
de todos los ideales maximales a derecha de A.

Definicion 1.2.12. Sea A una K-édlgebra de dimensién finita, bésica y conexa,
y {e1,ea,..., ey} un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales
de A. El carcaj ordinario de A, () 4, se define como:

a) Los puntos son los nimeros 1,2,...,n, que se corresponden de forma
biyectiva con el conjunto de idempotentes eq,es, ..., e,.

b) Dados dos puntos a,b € (Q4)o, las flechas a : a — b se encuentran en
biyeccién con los vectores de la base del K-espacio vectorial
ea(rad A/rad?A)ey,.

Una consecuencia de esta definicion es que Q4 es finito, porque A es de
dimensién finita.
Se pueden probar los siguientes lemas:

Lema 1.2.7. Si A es un dlgebra de dimension finita, bdsica y conexa, entonces
el carcaj Qo de A es conexo.

Lema 1.2.8. Sea Q un carcaj finito y conexo, I un ideal admisible de KQ, y
A= KQ/I. Entonces, Q4 = Q.

No siempre vamos a poder escribir a un algebra de la forma KQ/Z. La
condicién para que esto ocurra nos la da el Teorema de Gabriel.

Teorema 1.2.9. (Gabriel) Sea A una K-dlgebra bdsica, conexa y de dimen-
siom finita, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces existe un ideal
admisible T y un carcaj Q4 tal que A ~ KQa/Z.

Definicion 1.2.13. Bajo las condiciones del teorema anterior, un isomorfismo
A~ KQu/T, donde T es un ideal de K@ 4, se llama una presentacién del
algebra A, vista como algebra de carcaj acotado.

1.3. Representaciones y moédulos

En la secciéon anterior, vimos que a través de los carcajes podemos ver
las algebras de dimension finita. Nuestro interés ahora es poder visualizar
los médulos a partir de los carcajes. Para esto, definiremos el concepto de
representacion de un carcaj y veremos cémo podemos ver los modulos a partir
de ellas. Esta forma de ver a los médulos es fundamental dentro de la teoria
de representaciones de algebras de dimensién finita.

Definiciéon 1.3.1. Sea @ un carcaj y K un cuerpo algebraicamente cerrado.
Una representacién K-lineal M de @), o simplemente una representaciéon M
de @, es definida de la siguiente forma:

a) A cada punto a € Qg se le asocia un K-espacio vectorial M,.

14
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b) A cada flecha o : a — b en @ se le asocia un mapa K-lineal ¢, : M, —
M,,.

A una representacién definida asi, la denotamos M = (Mg, ¥a)acQo,acQ:
o simplemente M = (M,, ¢o) siempre que no haya ambigiiedad. Decimos que
la representacién M es de dimension finita si cada M, es un K-espacio
vectorial de dimensién finita.

Definicién 1.3.2. Sean M = (M, o) y M’ = (M], ¢!,) dos representaciones
de Q. Un morfismo de representaciones f : M — M’ es una familia f =
(fa)acq, de mapas K-lineales, donde f, : M, — M, para a € QQo, que cumple
que para toda flecha a : a — b, ¢!, fo = fppa. De forma andloga, el siguiente
diagrama conmuta:

Pa

Ma Mb
fa fb
My~ M}

Definiremos ahora la composicién de morfismos entre representaciones.

Definicién 1.3.3. Sean f : M — M’y g : M’ — M" dos morfismos de
representaciones de @, donde f = (f4)acy ¥ 9 = (9a)acq,- Su composicién
se define como la familia gf = (gafa)acq,- Es facil ver que ¢gf es un morfismo
de M a M".

De esta forma, hemos definido una categoria que la llamaremos Rep(Q)
de las representaciones K-lineales de (). A la subcategoria que se obtiene de
considerar las representaciones de dimension finita la denotaremos por rep(Q).

Ejemplo 1.3.1. Sea @ el carcaj de Kronecker 1o ja: 02 .

Una representacion M de Q es:

K? K
0
1
H
Otra representacién M’ estd dada por:
10
[(J 1}
K? K?

[10]
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Ambas representaciones son de dimensién finita. Definimos un morfismo
M — M’ de la siguiente forma:

-
00
10
La verificacién de que efectivamente es un morfismo, es simplemente ver
que ambos cuadrados son conmutativos.

Ahora queremos definir la nocién de representacién de un carcaj acotado.
En la seccién anterior definimos lo que es una relacién, ahora veamos lo que
es la evaluacion de un camino.

Definicién 1.3.4. Sea @ un carcaj finito, y M = (M,, ¢4 ) una representacién
de Q. Para un camino no trivial w = ajas ... ap de a hacia b en @, definimos
la evaluacion de M en el camino w como el mapa K-lineal ¢,, : M, — M,
definido por:

Pw = PayPay_q -+ Pai-

La definicién anterior se extiende de forma natural a combinaciones lineales
de caminos con igual fuente e igual destino. Es decir, si consideramos la relacion

m m
p= Z Ajw;, obtenemos que ¢, = Z AiPw; -
i=1 i=1

Ahora estamos en condiciones de definir lo que es una representacién aco-
tada por un ideal admisible Z.

Definicién 1.3.5. Sea ) un carcaj finito, e Z un ideal admisible de KQ.
Una representacion M = (Mg, ¢,) de @ se dice acotada por Z si cumple
que ¢, = 0 para toda p € Z. Denotamos por Repg(Q,Z) a la subcategoria
de Repx @ que consiste de las representaciones de () acotadas por el ideal
admisible Z. Anélogamente, denotamos por repg(Q,Z) a la subcategoria de
repx () que consiste de las representaciones de () acotadas por el ideal admisible
7.
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Ejemplo 1.3.2. Sea @ el carcaj

A
A

acotado por la relacién a8 = vd. Es claro que las siguientes representaciones
estdn acotadas por la relacién:

w N LN
"N N A

Sin embargo, la representacion

VRN

K~——K K

N

K

lo

no estd acotada por la relacién a8 = ~4.

Vimos anteriormente que los moédulos indescomponibles juegan un papel
importante. En la categoria repx (Qa,Z), definiremos el concepto de represen-
tacion indescomponible, las que se corresponderan con los médulos indescom-
ponibles.

Definicién 1.3.6. Sean dos representaciones M = (M, ) y M' = (M}, ¢.,).
La suma directa M @& M’ es una nueva representacién definida como

0
Mo M = (MG@M;,[%“ , D
o

Definiciéon 1.3.7. Una representaciéon M de @ se dice indescomponible si
no es isomorfa a la suma directa de dos representaciones no nulas.
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Un objetivo que se busca en la teoria de representaciones de algebras es po-
der estudiar la categoria mod A a través de las representaciones de los médulos.
Hemos visto que si consideramos una K-dlgebra A de dimension finita, basica
y conexa, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces existe un carcaj
Q4 y un ideal admisible de KQ4 tal que A ~ KQ4/Z. Veamos ahora que las
categorias mod A y repg (Q4,Z) son equivalentes.

Se asumen conocidos los conceptos utilizados de la Teoria de Categorias.

Teorema 1.3.1. Sea A = KQ/Z donde Q es un carcaj finito y conexo e I es
un ideal admisible de K(@Q. Fxiste una equivalencia K-lineal de categorias:

F: Mod A= Repg(Q,T)
que se restringe a una equivalencia de categorias:

F:mod A S repg(Q,T).

DEMOSTRACION: Para demostrar este teorema, definiremos dos functores F:
ModA— Repg(Q,Z) v G: Repx(Q,Z)— ModA. Comencemos por la cons-
truccién de F'. Sea M4 un A-médulo. Defnimos una representacién K-lineal
F(M) = (M, 9a)acQo,acq, de (Q,Z) de la siguiente forma:

e Sea a € g, vy sea e, = €, + I su correspondiente idempotente primitivo
en A = KQ@/Z. Definimos entonces M, = Me,.

e Sea @ € Q1 y @ =+ 7 su clase médulo Z. Definimos ¢, : Mg, — M,
por ¢ (z) = za para x € M,. Como M es un A-médulo, tenemos que
o €s un mapa K-lineal.
m
Veamos que F(M) estd acotada por Z. Sea p = > \jw; una relacién desde
i=1
a hacia b en 7, donde w; = ;102 . .. o ¢,. Entonces tenemos:

op(a) = Y Nivw, (@)
i=1

=1
= T Z Ai(az 1 O‘z,&)
= z-p=20=0
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Definimos el functor en los objetos y ahora definiremos la accién sobre los
morfismos. Sea f : My — M/, un homomorfismo de A-mddulos. Queremos
definir un morfismo F(f) : F(M) — F(M') de Repk(Q,Z). Sea a € Qo y
r = xe, € Me, = M,. Entonces, f(ze,) = f(ze2) = f(zeq)ea € M'e, =
M. Luego, tenemos que la restriccién de f a M, es un mapa K-lineal f, :
M, — M]. Definimos entonces F(f) = (fa)acq,- Veamos que verifica ser
un morifismo de representaciones, es decir, que ¢/, f, = fppa, para cualquier
flecha v : @ — b. Sea x € M,, entonces, fopq(x) = fo(za) = f(za) = f(x)a =
fa(z)a = ¢ fa().

Es facil verificar que F' es un functor K-lineal y que se restringe a un
functor K-lineal mod A — repr(Q,Z).

Veamos ahora cémo construimos al functor K-lineal G: Repg(Q,Z)—
ModA. Este functor serd quasi-inverso de F', lo que nos dard la equivalen-
cia entre las categorias.

Sea M = (Mg, ¢,) un objeto de la categoria Repx (Q,Z). Definimos
G(M) = & M, como espacio vectorial. Tenemos que A = KQ/Z, entonces

a€Qo
definiremos una estructura de K@Q-médulo en G(M) y luego mostraremos que

se anula en Z. Sea = (24)qecQ, € G(M). Definimos entonces los productos
de la forma xw, donde w es un camino en Q.

e Siw =g, es el camino estacionario en a, entonces rw = e, = x,.

e Siw = ajay...ap es un camino no trivial de a hacia b, considerando
el mapa K-lineal ¢, = @qa, ... 00, : Mg — My, definimos (zw). =
dpeow(xq). Esto implica que la dnica coordenada no nula serd (zw), =
Ow(xa) € Mp.

Ademds, de la definicién de G(M ), se concluye que parap € Ty x € G(M),
tenemos que zp = 0. Entonces, definimos una estructura de K@ /Z-médulo de
la siguiente forma: x(v +Z) = zv, para x € G(M) y v € KQ. Con todo esto
definimos al functor G en los objetos.

Sea (fa)acq, un morfismo de M = (Mg, p) en M' = (M, ¢),) en
Repk (@, Z). Definiremos un homomorfismo de A-médulos f : G(M) — G(M').
Por definicién, G(M) = @ M,y G(M') = @ M/ como K-espacios vecto-

a€Qo a€Qo
riales, por lo que existe un mapa K-lineal f = @@ f, : G(M) — G(M').
acQo
Veamos que es un homomorfismo de A-médulos, es decir, que f(xw) = f(z)w,

para © € G(M) y w € KQ/Z. Alcanza con probarlo para x = z, € M, y
w = w+Z, con w un camino de a hacia b en Q. Entonces, f(xw) = f(z,w) =
fopuw(@a) = Oy fa(za) = fa(za)w = f(2)w.

Es facil de verificar que G es un functor K-lineal y que se restringe a un
functor K-lineal mod A — repg(Q,Z).

Finalmente, también es facil de verificar que F'G ~ 1g., (@) Y que GF =~
1 arodA- 0
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Situandonos en las hipétesis del Teorema de Gabriel, como mod A y
repx (Qa,Z) son equivalentes, podemos ver a los médulos de un dlgebra como
representaciones.

En el capitulo siguiente, definiremos los médulos proyectivos e inyectivos.
Ademds, situdndonos en estas hipdtesis, veremos las representaciones asocia-
das a ellos y a los mdédulos simples definidos en la seccién anterior, como
representaciones acotadas de (Q,Z), donde @) es un carcaj conexo y finito.
Estas transformaciones estan dadas por el functor F' definido en el teorema
anterior.

20
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Algebra Homolégica

En este capitulo vamos a estudiar los médulos proyectivos y veremos que
dualizando los resultados obtenidos se podran probar propiedades sobre los
moédulos inyectivos.

Uno de los resultados importantes al que llegaremos es la construccion
de resoluciones proyectivas de médulos. Para esto, necesitamos introducir los
conceptos de radical y top de un médulo. Luego, dualizando estos conceptos,
podremos construir resoluciones inyectivas de médulos. Para esto, necesitamos
conocer qué es el zocalo de un mdodulo.

Comencemos viendo de qué se trata la dualizacién.

2.1. Dualidad

Definicién 2.1.1. Sea A una K-dlgebra de dimensién finita. Definimos el
functor de K-dualidad estandar

D : mod A — mod AP,
que asigna a cada médulo a derecha M de mod A el K-espacio vectorial
M* = Hom g (M, K),

que tiene una estructura de A-mdédulo a izquierda dada por la férmula
(ap)(m) = p(ma), para ¢ € Hom g(M,K),a € Ay m € M.

Ademads, para cada morfismo de A-médulos h : M — N, le asigna el K-
morfismo dual D(h) = Hom g (h, K) : D(N) — D(M), ¢ — ph de A-médulos
a izquierda.

Se prueba que D es una dualidad entre categorias, y que su quasi inversa
estd dada por un functor también denotado D, que es el siguiente:

D : mod A’ — mod A,
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que asigna a cada moédulo a izquerda Y el K-espacio vectorial
Y* = Hom g (Y, K),

que tiene una estructura de A-médulo a derecha dada por la férmula (pa)(y) =
o(ay), para p € Hom g (Y, K),a € Aey €Y.

2.2. Mobdulos semisimples y el radical, top y zo6calo
de un maoédulo

En esta seccion vamos a definir los conceptos de radical, top y zdécalo
de un médulo y veremos propiedades de ellos. Antes de esto, serd necesario
conocer algunos resultados de los médulos semisimples y del radical de un
algebra. Recordemos del capitulo anterior, que el radical de un &algebra es la
interseccién de todos sus ideales maximales a derecha.

Comenzaremos demostrando el lema de Schur.

Lema 2.2.1. (Schur) Sean S y S’ A-mddulos a derecha, y f : S — S" un
A-homomorfismo no nulo.

a) Si S es simple, entonces f es un monomorfismo.
b) Si S" es simple, entonces f es un epimorfismo.

c) Si S y S son simples, entonces f es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Como f : S — S es un homomorfismo de A-mdédulos, Ker f
e Im f son A-submddulos de S y S’ respectivamente. Como f # 0, Ker f =0
si S es simple, e Im f = S’ si S’ es simple. O

Veamos ahora algunas propiedades de los médulos semisimples.

Lema 2.2.2. a) Un A-mddulo M de dimension finita es semisimple si y
solamente si para cualquier A-submddulo N de M existe un sobmddulo
L de M tal que L& N = M.

b) Un submddulo de un mddulo semisimple es semisimple.

DEMOSTRACION:

a) Asumamos que M = S1 & ... ® Sy, donde Si,...,S, son mbdulos
simples. Sea N un submédulo no nulo de M y {S;,,...,S;,} una familia
maximal de médulos en el conjunto {Si,..., Sy}, tal que la interseccién
de N con el médulo L = Sj, @...®Sj, es cero. Entonces, NN(L+5Sy) # 0,
para h & {j1,...,7j:}. Como S}, es simple, podemos concluir que S;, C
L + N, para todo h & {ji1,...,7:}. Esto implica que M = L+ N y
entonces M = L @& N. El reciproco se prueba por inducciéon en dimg M.
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b) Es consecuencia directa de la parte anterior y del teorema de descompo-
sicién de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya. O

El lema que sigue enuncia propiedades que serdn de utilidad para poder
demostrar otros resultados centrales para este trabajo.

Lema 2.2.3. Sea rad A el radical de un dlgebra A.

a) rad A es la interseccion de todos los ideales maximales a izquierda de A.
b) rad A es un ideal bilateral y rad (A/rad A) = 0.

c) Sil es un ideal de A bilateral nilpotente, entonces I C rad A. Si ademds,

A/I es isomorfo a un producto K x ... x K de copias de K, entonces
I =rad A.
DEMOSTRACION: Ver [2]. O

Definicion 2.2.1. Para cualquier A-mddulo a derecha M, el submddulo de
M generado por todos sus submddulos simples es un submédulo semisimple
denominado z6calo de M. Dicho médulo se escribe soc M.

Definicion 2.2.2. Sea A una K-algebra y M un A-mdédulo. Llamamos radi-
cal de M4 al submdédulo de M que es la interseccion de todos los submédulos
maximales. Denotaremos al radical como rad M.

Por ejemplo, si consideramos un médulo simple M, éste no tendra radical.
Es decir, que rad M = 0.

A continuacién, y previo a que veamos algunas propiedades del radical de
un médulo, veremos algunos resultados de los médulos semisimples.

Lema 2.2.4. Sea 0 - L — M — N — 0 una sucesion exacta de A-mddulos.
Si M es semisimple, entonces L y N también lo son.

DEMOSTRACION: Como L es un submédulo de M, a partir del lema 2.2.2, L
es semisimple, y existe un submdédulo L' de M tal que M = L @ L. Tenemos
entonces que N = M/L = (L ® L')/L = L', por lo que N es isomorfo a un
submédulo de M. Aplicando nuevamente el lema 2.2.2, concluimos que N es
semisimple. O

Definicion 2.2.3. Un A-mdédulo a derecha F' es libre si es isomorfo a una
suma directa de copias de A 4.

Observacion 2.2.1. Todo médulo de dimensién finita se puede cubrir por un
modulo libre.

Teorema 2.2.5. Para cualquier dlgebra A de dimensidn finita, el A-mddulo
a derecha Aa es semisimple si y solamente si todo A-mddulo a derecha es
semisimple.

DEMOSTRACION: Si A4 es semisimple, entonces todo A-médulo libre lo es. Por
lo tanto, aplicando el lema anterior, un moédulo arbitrario lo es. El reciproco
es claro, ya que A4 es un A-médulo a derecha. O
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Decimos que una K-algebra A es semisimple si A4 es un A-médulo se-
misimple.

Teorema 2.2.6. Sea M un A-mddulo de dimension finita. Entonces, M4 es
semisimple si y solamente si no tiene radical.

DEMOSTRACION: Ver [1]. O

Observacion 2.2.2. El radical rad A4 del A-médulo a derecha A4 es el radi-
cal rad A del algebra A. Entonces, a partir de los dos resultados anteriores,
deducimos que si una K-algebra A no tiene radical, entonces es semisimple.

Veamos algunas propiedades del radical de un médulo, enunciadas en el
siguiente lema.

Lema 2.2.7. Sean M, N y L mddulos en mod A.

a) Un elemento m € M pertenece a rad M si y solamente si f(m) =0 para
cualquier morfismo f: M — S con S un modulo simple a derecha.

b) Si f: M — N es un morfismo de A-mddulos, entonces, f(rad M) C
rad N.

¢) (De Nakayama) Supongamos que M y L son submddulos de N. Si
LCradN yL+ M = N, entonces M = N.

d) rad(M @& N) =rad M & rad N.
e) Mrad A =rad M.

DEMOSTRACION:

a) Por el lema de Schur, todo morfismo f : M — S, no nulo con S simple, es
un epimorfismo. Si L es el niicleo de f, por los teoremas de isomorfismos,
M/L ~ S, lo que implica que L es un submédulo maximal. Por otro lado,
todo submédulo maximal de M es el nicleo de un epimorfismo de M
sobre un mddulo simple. Entonces, el radical, que es la interseccién de
todos los submdédulos maximales, coincide con la interseccién de todos
los ntcleos de los epimorfismos de M sobre los médulos simples. Es decir:

rad M = m Ker f.
fiM—S
Ssimple

Esto prueba lo enunciado.

b) Sea g : N — S un morfismo, con S un mddulo simple. Por la parte
anterior, gf se anula en rad M, por lo que g se anula en f(rad M).
Entonces, f(rad M) C rad N.
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)

Sean M y L submédulos de NN, tales que L CradN y L+ M = N.
Supongamos por absurdo que M # N. Como N es de dimensién finita,
entonces M es un submodulo de un submédulo maximal X # N de N.
Entonces, L Crad N C X, obteniendoque N =L+ M C X+ M = X.
Por lo tanto, llegamos a un absurdo, con lo cual, M = N.

Esto es consecuencia directa de la parte a.

Sea m € M y definamos el homomorfismo f,, : A — M de A-médulos a
derecha, de la forma f,,(a) = ma para a € A. Por la parte b sabemos que
si a € rad A, entonces ma = fp(a) € f(rad A) € rad M. Concluimos
que Mrad A C rad M.

Para probar la otra inclusién, observamos que (M/Mrad A)rad A =0, y
entonces el A-médulo M /Mrad A es un médulo sobre el dlgebra A/rad A
con respecto a la accién (m+ Mrad A).(a+rad A) = ma + Mrad A. Por
la observacién 2.2.2, el dlgebra A/rad A es semisimple y por el teorema
2.2.5 el A/rad A-médulo de dimensién finita M/Mrad A es una suma
directa de modulos simples. Como el radical de cualquier médulo simple
es cero, la parte d implica que rad (M/Mrad A) = 0. Por la parte b, el
epimorfismo de A-médulos 7 : M — M/Mrad A lleva rad M a cero, es
decir, rad M C Kerm = Mrad A. O

En las hipétesis de la parte ¢ del lema anterior, decimos que el submédulo
L Crad N es superfluo en N.

De las propiedades enunciadas en el lema, obtenemos el siguiente corolario
que va a ser muy util al momento de realizar la aplicacién para calcular las

resoluciones proyectivas.

Corolario 2.2.8. Supongamos que M es un mddulo en mod A.

a) El A-mddulo M /rad M es semisimple y es un mddulo sobre el dlgebra

A/rad A.

b) Si L es un submddulo de M tal que M/L es semisimple, entonces

rad M C L.

DEMOSTRACION:

a)

De la parte e del lema anterior sabemos que rad M = Mrad A. Entonces,
(M/rad M)rad A = 0, por lo que el A-médulo M /rad M es un médulo
sobre A/rad A con respecto a la acciéon (m + Mrad A).(a + rad A) =
ma+ Mrad A. Por la observacién 2.2.2, el dlgebra A/rad A es semisimple
y, por el teorema 2.2.5, el médulo M /rad M es semisimple.

Supongamos que L es un submdédulo de M tal que M/L es semisimple.
Si consideramos el epimorfismo canénico € : M — M /L, por la parte b
del lema 2.2.7, obtenemos que e(rad M) C rad (M /L) = 0. Es decir, que
rad M C Kere = L. O
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En la parte b del lema 2.2.7, vimos que si f : M — N, entonces, frad M) C
rad N. Es por esto, que f induce un morfismo f : M/rad M — N/rad N, en
el cual, si m € M,

f(m+rad M) = f(m) +rad N.

Sean pyr : M — M/rad M y py : N — N/rad N las proyecciones canéni-
cas. Entonces, f es el inico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

M ! N

M /rad M

N/rad N

Teorema 2.2.9. (De Nakayama) Sean M y N dos mddulos. Un morfismo
[+ M — N es un epimorfismo si y solamente si el morfismo inducido
f:M/rad M — N/rad N es un epimorfismo.

DEMOSTRACION: La condicién necesaria sale a partir del diagrama anterior.
Dado que el mismo conmuta, se cumple que fpyr = pnf. Ademas, tanto py
como f son epimorfismos. Por lo tanto, f también lo es.

Reciprocamente, de la definicién de f sale que la sobreyectividad de f implica
que N = f(M)+radN. Pero como radN es superfluo en N, entonces, f(M)
N. Por lo tanto, f es sobreyectiva.

— O

Definicién 2.2.4. Al médulo M /rad M lo llamamos top M, y al morfismo
del lema anterior lo denominamos top f.

A continuacién enunciaremos un lema que es técnico, pero nos sera de
ayuda para poder demostrar la proposicién que le sigue.

Lema 2.2.10. (Levantamiento de idempotentes) Para cualquier K -dlge-
bra A, los idempotentes de B = A/rad A pueden ser levantados mddulo rad A.
Esto es, que para cualquier idempotente n = g+rad A € B, g € A, existe un
idempotente e € A tal que g — e € rad A.

DEMOSTRACION: Ver [2]. O

Proposicién 2.2.11. Sea B = A/rad A.

a) Todo ideal a derecha I de B es una suma directa de ideales simples a
derecha de la forma eB, donde e es un elemento idempotente primitivo
de B. En particular, el B-mddulo a derecha Bp es semisimple.

b) Cualquier médulo N en mod B es isomorfo a una suma directa de ideales
simples a derecha de la forma eB, donde e es un elemento idempotente
primitivo de B.
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c) Si e € A es un elemento idempotente primitivo de A, entonces el B-

mddulo top eA es simple y radeA = erad A C eA es el unico submddulo
maximal propio de eA.

DEMOSTRACION:

a)

Sea S un ideal a derecha de B no nulo, contenido en I con dimensién
minima. Entonces, S es un B-médulo simple y S? # 0, porque de otra
forma, S serfa nilpotente y por la parte ¢ del lema 2.2.3,0# S Crad B =
0, que es una contradiccién. Esto implica que S? = S, por lo que existe
x € S que verifica zS # 0, S = xS y x = xe, para algin elemento no
nulo e € S. Entonces, por el lema de Schur, el homomorfismo de B-
modulos ¢ : § — S dado por la féormula ¢(y) = zy es biyectivo. Como
p(e?—e) = z(e? —e) = ree—xe = re—we = 0, e —e = 0, con lo cual e es
un idempotente no nulo, y S = eB. Deducimos que B =eB® (1—e¢)By
que I = S® (1 —e)l. Dado que dimg (1 —e)l <dimg I, podemos asumir
por induccién que lo afirmado se satisface por (1 — e)l. Es decir, que
(1 — e)I es suma directa de ideales simples a derecha de la forma ¢'B,
por lo que I también lo sera.

Sea N un B-médulo generado por los elementos ni,...,ns y conside-
remos el epimorfismo h : BS — N definido por la férmula h(&;) = n,,
donde &1, ..., & forman la base estandar del B-mddulo B?. Por la parte
a, B® es una suma directa de ideales a derecha simples de la forma eB,
donde e es un idempotente primitivo de B. Ademas, por la parte a de
2.2.2, B®* = Kerh @ L para algin B-submédulo L de B®. Entonces, h
induce un isomorfismo L ~ N, y se concluye b de la parte b de 2.2.2.

El elemento € = e + rad A es un idempotente de B y topeA ~ éB.
Asumamos por absurdo que €B no es simple. Deducimos por la parte a
que eB = e; B ® ey B, donde é1, és son idempotentes no nulos de B tales
que € = €1 + €3 y €162 = é2e17 = 0. Como €é; = é% = (é — 52)51 = eeq,
€1 = g1 +rad A para algtin g; € eA. Por 2.2.10, existe t € Ay m € N tal
que el elemento e; = (g1t)™ es un idempotente de Al. Como g; € eA,
e1 € eAy erA C eA. Entonces, la descomposicién A4 = e1A @ (1 —
e1)A induce la descomposicién eA = e; A @ {(1 — e1)A N eA}, con lo
cual, eA = e1 A, ya que como e es primitivo eA es indescomponible.
Entonces, éB = tope1 A = €1 B, lo que implica que é3B = 0, contrario
a lo que asumimos. Por lo tanto, el médulo top eA es simple y entonces
radeA = (eA)rad A es un A-submddulo propio maximal de eA. Ahora,
si L es un A-submodulo propio de eA que no estd en rad eA, entonces
L +radeA = eA y por el lema 2.2.7 L. = eA, una contradiccién. Esto
muestra que rad eA contiene a todos los A-submoddulos propios de eA. [

'Esto se puede ver en la demostracién del lema 2.2.10, que se encuentra en [2].
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2.3. Mobdulos proyectivos e inyectivos

En esta seccién estudiaremos los médulos proyectivos e inyectivos, y luego,
en la seccién siguiente, veremos las representaciones asociadas a ellos.
Comencemos dando algunas definiciones.

Definicién 2.3.1. Sean h : M — N y v : L — M homomorfismos de A-
moédulos a derecha. Decimos que un A-homomorfismo s : N — M es una
seccién de h, si hs = 1y, v que un A-homomorfismo r : M — L es una
retraccion de u, si ru = 1y.

Observacidon 2.3.1. Si s es una seccién de h, entonces h es sobreyectiva, s
es inyectiva, y hay descomposiciones en suma directa M = Ims @ Kerh ~
N @ Ker h, y h es una retraccién de s.

De forma similar, si 7 es una retraccién de u, entonces, r es sobreyectiva,
u es inyectiva, u es una seccién de r, y existen las descomposiciones en suma
directa M =Imu @ Kerr ~ L @ Kerr.

Definicion 2.3.2. Un A-médulo a derecha P se dice proyectivo si para
cualquier epimorfismo de A-mddulos a derecha h : M — N, el mapa inducido
Homyu (P, h) : Homa (P, M) — Homa(P, N) es sobreyectivo. Esto quiere decir
que para cualquier epimorfismo h : M — N y cualquier homomorfismo f :
P — N, existe f': P — M que hace conmutar el siguiente diagrama:

P

Lema 2.3.1. Todo A-mddulo libre P es proyectivo.

DEMOSTRACION: Sea una base (e))aea del A-mdédulo libre P. Consideremos
ademds un epimorfismo h : M — N y un morfismo f : P — N. Como
h es sobreyectiva, para cada A € A, existe un elemento z) € M tal que
h(z)) = f(ey). Definimos entonces f' : P — M por f'(e)) = x) para cada
A € A. Por linealidad, f’ se extiende a todo P. O

Proposicién 2.3.2. Sea (Py)xep una familia de A-mddulos. La suma directa

D Py es proyectivo si y solamente si cada Py es proyectivo.
A€A

DEMOSTRACION: Supongamos que €P Py es proyectivo. Definimos ¢y : Py —
AEA
@D P,y pr: @ P, — Py lainclusién y proyeccion candnica respectivamente.
HEA BEA
Sea h : M — N un epimorfismo y f : Py — N un morfismo. Existe un
morfismo g : @ P, — M tal que hg = fpy. Pero entonces, hgiy = fprin = f.
HEA
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Reciprocamente, supongamos que cada P, es proyectivo. Escribimos P =

@ Py. Sea h : M — N un epimorfismo y f : P — N un morfismo. Nuevamen-
AEA
te, denotamos por ¢y : Py — P a la inclusiéon candnica. Para todo )\, existe

fi i Px — M tal que hf{ = fuy. Por la propiedad universal de la suma directa,

P, existe un unico f': @ P\ — M tal que f’ty = f}. Entonces, hf'ty = fu,
AEA

para todo A € A. Por lo tanto, hf' = f. O

El siguiente lema nos da un resultado que nos aproxima un poco mas a
nuestro objetivo. Nos muestra qué forma adquieren las descomposiciones de los
modulos proyectivos, ademas de que para cualquier médulo podemos encontrar
una sucesién exacta como la que se muestra en la parte ¢ del siguiente lema.

Lema 2.3.3. a) Un A-mddulo a derecha P es proyectivo si y solamente si
existe un A-mddulo libre F' y un A-mddulo a derecha P’ tal que P® P’ ~
F.

b) Supongamos que Ay = ;A @ e2AD ... D e, A es una descomposicion
de Aa en submddulos indescomponibles. Si un A-mddulo a derecha P
es proyectivo, entonces P = Py @ ... ® Py, donde cada sumando P; es
indescomponible e isomorfo a algun esA.

c) Sea M un A-modulo a derecha arbitrario. Entonces, existe una sucesion
eracta

B I 0y - LNy /) (2.1)

en Mod A, donde P;j es un A-mddulo a derecha proyectivo para todo
Jj > 0. Si ademds, M estd en mod A, cada P; puede elegirse en mod A.

DEMOSTRACION:

a) Comencemos por el reciproco. Por el lema y la proposicién anteriores,
sabemos que todo mddulo libre es proyectivo y que todo sumando de un
médulo libre es proyectivo. Por lo tanto, P es proyectivo. Para probar el
directo, sea P un médulo proyectivo generado por los elementos {mj, j €
J}. Si F = @x;A es un médulo libre con el conjunto {z;,j € J} de

jeJ
generadores y f : F© — P es el epimorfismo definido por f(z;) = m;,
entonces, como P es proyectivo, existe una secciéon s : P — F. Por lo
tanto, F' ~ P & Ker f.

b) Sea P un médulo proyectivo. Por la parte a, existe un A-mdédulo libre F
y un A-médulo a derecha P’ tal que P& P’ ~ F. Por hipdtesis, F es una
suma directa de copias de los médulos indescomponibles e A, ..., e, A.
Finalmente, por el teorema de descomposiciéon tnica de Krull-Remak-
Schmidt-Azumaya, se cumple b.
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¢) Como mostramos en la parte a, para cualquier médulo M (puede ser
en mod A), existe un epimorfismo f : F' — M, donde F' es un médulo
libre en Mod A (o mod A, respectivamente). Definimos Py = F'y hg = f.
Sea f1 : F1 — Ker hg un epimorfismo con mddulo libre F; en Mod A.
Sea P = F} y definimos h; como la composicién de f; con la inclusién
Kerhy € Py. Si M estd en mod A, entonces F; puede ser elegido en
mod A, ya que como A es de dimension finita, dimg M y dimg Fj son
finitas, y Ker hg estd en mod A. Si continuamos con este proceso, por
induccién completa podemos construir la sucesién exacta 2.1. ]

Observacion 2.3.2. Bajo las hipdtesis de la parte b del lema anterior, y por
la proposicién 2.3.2, los médulos de la forma esA son proyectivos. Esto lo
destacamos, ya que sera de utilidad para més adelante.

Definicién 2.3.3. a) Una resolucién como la de 2.1 se llama resolucién
proyectiva del A-moédulo M.

b) Un epimorfismo h : M — N en mod A es minimal si Ker h es superfluo
en M. Un epimorfismo h : P — M en mod A se llama cobertura
proyectiva de M si P es un moédulo proyectivo y h es un epimorfismo
minimal.

El lema que sigue nos da una caracterizacién de las coberturas proyectivas.

Lema 2.3.4. Un epimorfismo h : P — M es una cobertura proyectiva de un A-
mddulo M si y solamente si P es proyectivo y para cualquier A-homomorfismo
g: N — P la sobreyectividad de hg implica la sobreyectividad de g.

DEMOSTRACION: Sea h : P — M una cobertura proyectivade M y g: N — P
un homomorfismo tal que hg es sobreyectivo. Se verifica que Im g+ Ker h = P,
y esto implica que g es sobreyectivo, dado que asumimos que Ker h es superfluo
en P.

Reciprocamente, asumimos que h : P — M cumple la propiedad enun-
ciada. Sea N un submoédulo de P tal que N + Kerh = P. Si consideramos
g : N — P la inclusion natural, entonces hg : N — M es sobreyectivo.
Entonces, por hipétesis g también es sobreyectivo. Esto prueba que Ker h es
superfluo. O

Definicién 2.3.4. a) Una resolucién proyectiva con dos términos
P2 P2 M —0

en mod A se denomina presentacién proyectiva minimal de un A-
, . , 1 (0]
médulo M, si los homomorfismos de A-médulos Py 2L, Ker oy Po 0,

M son coberturas proyectivas.

b) Una resolucién proyectiva como la de 2.1 en mod A se denomina resolu-
cién proyectiva minimal de M, si h; : P; — Ker hj_; es una cobertura
proyectiva para todo j > 1y Py 2%, M es una cobertura proyectiva.
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En el siguiente teorema mostramos que todo médulo M en mod A admite
una cobertura proyectiva y, con su demostracién, obtenemos una forma de
hallarlas.

Teorema 2.3.5. Sea A una K-dlgebra de dimension finita y Ay = e1A®... O
enA, donde {e1,...,en} es un conjunto completo de idempotentes primitivos
ortogonales.

a) Para cualquier A-mddulo M en mod A existe una cobertura proyectiva

P(M) L M —0
donde P(M) ~ (e1A)** @ ... ® (e, A)* y s1 > 0,...,8, > 0. El homo-
morfismo h induce un isomorfismo P(M)/rad P(M) ~ M /rad M.

b) La cobertura proyectiva P(M) de un mddulo M en mod A es inica.
Es decir, si h' : P' — M es otra cobertura proyectiva de M, existe un
diagrama conmutativo

donde g es un isomorfismo.

DEMOSTRACION:

a) Sean B = A/rad A, e; = ej +radA € B,y p: A — B la proyeccion.
Dado que {ey,...,e,} es un conjunto completo de idempotentes primi-
tivos ortogonales de A, {€1,...,€,} es un conjunto completo de idem-
potentes primitivos ortogonales de B. Ademés, Bg = e1B&® ... ® e, B
es una descomposicién de B en indescomponibles. Por la proposicién
2.2.11 sabemos que radejA C e;A es el tinico submédulo maximal de
ejA, y entonces tope;A ~ €;B es un B-médulo simple y el epimorfis-
mo p; : e;A — tope;jA inducido por p es una cobertura proyectiva de
tope; A.

Sea M un médulo en mod A. Entonces, top M = M /rad M es un médulo
en mod B, y por la proposicién 2.2.11 y el corolario 2.2.8 existen isomor-
fismos de B-mdédulos

topM ~ (e1B)"' @ ... ® (6,B)°" ~ (tope1 A)** & ... d (tope, A)°*",

para algin s; > 0,...,8, > 0. Sea P(M) = (e14)"* @ ... @ (e, A)°".
Como P(M) es proyectivo, existe un homomorfismo de A-médulos h :
P(M) — M que hace conmutar el siguiente diagrama
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P(M) M
tl it/
toph
top P(M) —P2_ top M

donde t y t’ son los epimorfismos canénicos. Tenemos entonces que top h
es un isomorfismo, y por el teorema 2.2.9 sabemos entonces que h es un
epimorfismo.

Ma3s atn, por la conmutatividad del diagrama,
Kerh C Kert =rad P(M).

Por el lema 2.2.7, el médulo rad P(M) es superfluo en P(M ), y entonces
Ker h es también superfluo en P(M). Por lo tanto, el epimorfismo h es
una cobertura proyectiva de M.

b) La existencia del morfismo g : P' — P(M) que hace conmutar el diagra-
ma mostrado en b, es una consecuencia de la proyectividad de P’. Como
hg = I/ es sobreyectivo, por el lema 2.3.4 g es sobreyectivo. Luego, la
dimensién de P’ debe ser mayor o igual que la de P(M), que es finita
por la parte anterior. Realizando el mismo procedimiento, pero ahora
utilizando la proyectividad de P(M), obtenemos un morfismo sobreyec-
tivo ¢’ : P(M) — P’. Esto implica que la dimensién de P(M) es mayor
o igual que la de P’. Por lo tanto, ambas dimensiones deben ser finitas
e iguales. Concluimos que P(M) y P’ son isomorfos. O

Observacion 2.3.3. La prueba de este teorema nos muestra una forma de cons-
truir la cobertura proyectiva P(M) — M de cualquier médulo en mod A. Por
simplicidad, nos referiremos al médulo P(M) como la cobertura proyectiva de
M.

El siguiente corolario nos muestra un resultado importante, ya que enun-
cia que para cualquier médulo en mod A podemos encontrar una resolucién
proyectiva minimal, y nos muestra cémo hacerlo. Esto serd central para el
desarrollo de una aplicacién que pueda calcularlas.

Corolario 2.3.6. Sea A una K-dlgebra. Cualquier mddulo en mod A admite
una presentacion proyectiva minimal y una resolucion proyectiva minimal en
mod A.

DEMOSTRACION: Sea M un médulo en mod A. Por el teorema 2.3.5, existe una
cobertura proyectiva pg : Py — M en mod A. Entonces, Ker pg es de dimension
finita y, de acuerdo al teorema 2.3.5, hay una cobertura proyectiva p; : P —
Ker pg. Esto resulta en una presentacién proyectiva minimal P; 2, py 2
M — 0 de M. Continuando este procedimiento, por induccién obtenemos
una resolucién proyectiva de M en mod A. O
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Ahora que conocemos como construir las resoluciones proyectivas minima-
les de los médulos, dualizaremos los resultados mas importantes, para obtener
reultados andlogos para los médulos inyectivos.

Comencemos definiendo a los médulos inyectivos.

Definicién 2.3.5. Un A-mdédulo a derecha E es inyectivo si para cualquier
monomorfismo de A-moédulos a derecha u : L — M, el mapa inducido

Homy (u, E) : Homy (M, E) — Homa(L, E) es sobreyectivo. Es decir, que para
todo monomorfismo u : L — M y homomorfismo g : L — E, existeg : M — E
que hace conmutar el siguiente diagrama:

0——=L—>M

(s

E

Recordemos de la seccién 2.1 que el functor D(—) = Hom g (—, K) define
dos dualidades
mod A -2 mod A% -2 mod A

de forma que hay equivalencias de functores DoD ~ 1,,,q 4y DoD =~ 1,4 a°r.
Esto permite estudiar los médulos inyectivos de mod A a través de los mddulos
proyectivos de mod A°P.

Definimos a continuacién, las nociones duales de epimorfismo minimal y
cobertura proyectiva.

Definicion 2.3.6. Un monomorfismo de A-médulos v : L — M en mod A
es minimal si todo submédulo no nulo X de M tiene intersecciéon no vacia
con Imwu. Un monomorfismo v : L — E en mod A se denomina envolvente
inyectiva de L si E es un médulo inyectivo y u es un monomorfismo minimal.

Ahora, utilizando la dualidad estdndar, obtenemos los siguientes resulta-
dos. Aqui, no demostraremos las propiedades, simplemente se quiere mostrar
qué se puede probar a partir de los médulos inyectivos.

Teorema 2.3.7. Sea A una K-dlgebra de dimension finita y D : mod A —
mod AP la dualidad estandar D(—) = Hom g (—, K). Entonces se verifica lo
stguiente.

a) Una sucesion 0 — L N M 5 0 enmodA es exacta, st Yy

solamente si la sucesion inducida 0 — D (M) ) D(N) D D(L) —

0 es exacta en mod A°P.

b) Un médulo E en mod A es inyectivo si y solamente si el mdodulo D(E)
es proyectivo en mod A°P. Un mddulo P en mod A es proyectivo, si y
solamente si el mdédulo D(P) es inyectivo en mod A°P.

¢) Un médulo S en mod A es simple si y solamente si el médulo D(S) es
simple en mod A°P.
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d) Un monomorfismo u: M — E en mod A es una envolvente inyectiva si
y solamente si el epimorfismo D(u) : D(E) — D(M) es una cobertura
proyectiva en mod A°P. Un epimorfismo h : P — M en mod A es una
cobertura proyectiva si y solamente si D(h) : D(M) — D(P) es una
envolvente inyectiva en mod AP.

Corolario 2.3.8. Todo mddulo M en mod A tiene una envolvente inyectiva
u:M — E(M) y el mddulo E(M) estd unicamente determinado a partir de
M, a menos de isomorfismos.

Anélogo a lo realizado con las coberturas proyectivas, diremos que E (M)
es una envolvente inyectiva de M.

s o, .z 'lLO ’lLl

Definicién 2.3.7.  a) Una sucesién exacta 0 — N —— [® = J! es una
presentacién inyectiva minimal de un A-médulo N si los monomor-
fismos u’ : N — I? e Imu® < I' son envolventes inyectivas.

., . . dO 0 dl 1 m dm+1
b) Una resolucién inyectiva 0 — M — I’ — [' — ... — [ —

I+ — .. de un médulo M en mod A se dice minimal si Im d™ — I™
es una envolvente inyectiva para todo m > 1,y d° : M — I° es una
envolvente inyectiva.

Corolario 2.3.9. Todo mddulo M en mod A tiene una presentacion inyectiva
minimal y una resolucion inyectiva minimal en mod A.

Corolario 2.3.10. Supongamos que Ag = e1A® ... Pe, A es una descompo-
sicion de A en submddulos indescomponibles.

a) Todo A-mdédulo a derecha simple es isomorfo a uno de los médulos

S(1) =topeiA,...,S(n) = tope,A.

b) Todo A-mdédulo proyectivo indescomponible a derecha es isomorfo a uno
de los submddulos

P(1)=eiA,...,P(n) = e, A.
Mads ain, e;A ~ ejA si y solamente si S(i) ~ S(j).

¢) Todo A-mddulo inyectivo indescomponible a derecha es isomorfo a uno
de los submaodulos

I(1) = D(Aey) ~ E(S(1)),...,I(n) = D(Aen) ~ E(S(n)),

donde E(S(j)) es una envolvente inyectiva del A-mddulo simple S(j).
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2.4. Representaciones de moédulos proyectivos e in-
yectivos

Al igual que en el capitulo anterior, situdndonos en las hipdtesis del Teore-
ma de Gabriel, como mod A y repg(Q4,Z) son categorias equivalentes, pode-
mos ver a los modulos simples, proyectivos e inyectivos como representaciones.
Ademsds, dado que uno de los objetivos de este trabajo es construir resolucio-
nes proyectivas de moédulos, vamos a necesitar conocer cémo se ven el radical
y top de un médulo en términos de representaciones. Veamos la forma de las
mismas, como representaciones acotadas de (Q,Z), donde @ es un carcaj co-
nexo y finito. Estas transformaciones estan dadas por el functor F' definido en
el teorema 1.3.1.

Sea a € (y. Las representaciones asociadas a los moédulos simples las de-
nominaremos S(a) = (S(a)p, pa) con a,b € Qo, siendo:

S(G)bZ{IO( azb

a=1b

Yo =0, para todo a € Q1.

Por otro lado, los médulos indescomponibles se transforman en las repre-
sentaciones indescomponibles.

A continuacién enunciamos un resultado que se utiliza de forma frecuente,
y a nosotros nos servird para probar las propiedades que siguen luego.

Lema 2.4.1. Sea A una K-dlgebra, e € A un idempotente y M un A-mddulo
a derecha. El mapa K -lineal

Opr : Hom 4(eA, M) — Me,

definido por la formula ¢ — @(e) = p(e)e, para ¢ € Hom 4g(eA, M), es un
isomorfismo de eAe-mddulos a derecha y es functorial en M.

DEMOSTRACION: Es fdcil verificar que Hom 4(eA, M) es un eAe-médulo a
derecha con respecto a la accién (¢ - eae)(z) = p(eaex), para todo z € eA,
a€ Ay p € Hom 4(eA, M). Asimismo, es facil verificar que el K-subespacio
vectorial Me de M es un eAe-médulo a derecha con respecto a la accion
(me) - (eae) = meae, para todom € M,y a € A.

Ademsds, el mapa 037 es un homomorfismo de eAe-médulos a derecha y
es functorial en la variable M. Definiremos otro mapa, que resultard ser su
inverso.

Sea el mapa K-lineal ¢}, : Me — Hom 4(eA, M) definido por la férmula
0;(me)(ea) = mea, para a € A, y m € M. Dado m € M, el mapa 6,(me) :
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eA — M estd bien definido, y es un homomorfismo de A-médulos. Mas ain,
), es un homomorfismo de eAe-médulos, y es inverso de 6. O

En el siguiente lema veremos propiedades de las representaciones asociadas
a los médulos simples.

Lema 2.4.2. Sea A~ KQ/T.

a) Para cualquier a € Qg, S(a) visto como un A-mddulo es isomorfo al top
del A-mddulo proyectivo indescomponible e, A

b) El conjunto {S(a) / a € Qo} es un conjunto completo de representacio-
nes de las clases de isomorfismos de los mddulos simples.

DEMOSTRACION:

a) Comencemos por observar que S(a) es una representacién acotada por
(Q,Z),lo cual es claro dado que todas las transformaciones lineales son 0.
Ademsds, para cualquier a € @, el espacio vectorial S(a) tiene dimensién
1, por lo que define una representacién simple de (Q,Z) y es un A-
modulo. Por la definicién del functor F' y por el lema 2.4.1, tenemos que
Hom 4(eqA, S(a)) ~ S(a)e, ~ S(a)s # 0. Esto quiere decir que existe
un homomorfismo no nulo del A-mddulo proyectivo indescomponible e, A
hacia el A-médulo simple S(a). Como el homomorfismo es no nulo, y e, A
tiene top simple, entonces e, A y S(a) son isomorfos.

b) Si consideramos a # b, entonces Hom 4(S(a),S(b)) = 0, por lo que
S(a) # S(b). Esto implica que los médulos simples S(a), a € Qo son
dos a dos no isomorfos. Ademads, hay una biyeccién entre un conjunto
completo de idempotentes primitivos ortogonales y los médulos simples
dos a dos no isomorfos (esta biyeccién estd dada por e, — top (eqA)). O

Previo a continuar con las representaciones del radical, zécalo y top de un
modulo, necesitamos ver qué forma adquiere el radical de un algebra de la
forma KQ/T.

Lema 2.4.3. Sea () un carcaj finito, R el ideal flecha de KQ e I un ideal
admisible de KQ. Entonces, rad (KQ/Z) = R/T.

DEMOSTRACION: Como Z es un ideal admisible de K(Q, existe m > 2 tal que
R™ C 7. Luego, (R/Z)™ =0y R/Z es un ideal nilpotente de KQ/Z, por lo
que R/Z C rad (KQ/T). Si probamos que (KQ/Z)/(R/ZI) es isomorfo a un
producto de copias de K, por el lema 2.2.3, R/Z =rad (KQ/Z).

Ahora, (KQ/Z)/(R/TI) ~ KQ/R. Consideramos ¢, = (a || a) para todo
a € Qo. Entonces, hay una descomposicion en suma directa

KQ/R= (D c(KQ/R)

a,beQo
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como K-espacio vectorial, donde &, = ¢, + R. Como R contiene todos los
caminos de largo > 1, esto es lo mismo que

KQ/R = P e (KQ/R)z,.

a€Qo

Entonces, KQ/R estd generado como K-espacio vectorial por las clases re-
siduales de todos los caminos de largo cero, es decir, por el conjunto {&, =
o+ R/ a€ Qo}. Més ain, para cada a € Qo, el dlgebra &,(KQ/R)é, esté ge-
nerada, como K-espacio vectorial, por &, lo que implica que es isomorfa, como
K-algebra a K. En consecuencia, el dlgebra cociente KQ/R es isomorfa a |Qp|
copias de K. Por lo tanto, R/Z = rad (KQ/I). O

Lema 2.4.4. Sea M = (M, po) una representacion acotada de (Q,T).
a) M es semisimple si y solamente si po =0, Yo € Q1.

b) soc M = N, donde N = (Ng,1qs) donde:

o N, =M, sia esun pozoy N, = [\ Ker(pq: My, — My) sia no

aza—b
€s un pozo.

e o = paln, =0 para cada o de fuente a.
¢) rad M = J, donde J = (Ju, Vo) donde:

o J,= > Im(pn: My, — M,).

azb—a

® Yo = ¥als, para cada o de fuente a.
d) top M = L, donde L = (Lq,%,) donde:

o L, =M, sia esuna fuente y L, = () Coker(pq : My — M,) si
azb—a
a no es una fuente.

e v, =0 para cada « de fuente a.

DEMOSTRACION:

a) Dada la definicién del functor G del teorema 1.3.1, podemos concluir que

dimg M,
)

va = 0 para toda a € @ si y solamente si M ~ & S(a) que

a€Qo
es semisimple.

b) Una primera observacion es que N es un submédulo de M, ya que ¢, =
valn, = 0. Ademds, como son cero, aplicando la parte a tenemos que
N es semisimple. Consideremos entonces S4 un submoédulo simple de
M. Si probamos que S4 C N, esto implicaria que N tendria todos los
submodulos simples. Veamos que se cumple esto. Como S4 es simple,

37



Capitulo 2. Algebra Homologica

existe a € Qo tal que S ~ S(a). Esto hace que tengamos el siguiente
diagrama conmutativo:

K= S(Q)QHS(CL)(, =0

l |

M, e M,

Como el diagrama conmuta, se cumple que S(a), C Kery,, para cada
a :a — b. Por la definicién de N, se concluye que S(a), C Ng, por lo
que S(a) € N. Con esto podemos afirmar que N = soc M.

¢) Sea R el ideal flecha de K@Q. Sabemos que rad A = R/Z estd generado
como ideal bilateral por las clases residuales moédulo Z de las flechas
a € @, tenemos que J =rad M = M -radA=M - (R/I) = >, Ma,

a€Qq
donde & = a + 7.
Entonces, por la definicién del functor F' dada en el teorema 1.3.1, ob-
tenemos que J, = > Ma (observar que la suma solamente se toma
ab—a
sobre las flechas cuyo destino es a).
Aplicando nuevamente la definicién de F, para « : b — a tenemos que
Ma = Meya = Mpya = po(Mp) = Imyp,. Esto ultimo es porque la
accion de ¢, justamente corresponde a la multiplicacién a derecha por
Q.
Concluimos entonces que J, = Y, Im (¢q : My — M,).
ab—a

La definicién en las flechas es simplemente porque J es un submdédulo
de M.

d) Esta parte sale de la anterior porque L = M /rad M. O

Hemos visto qué forma adquieren las representaciones de los médulos sim-
ples, radical, zécalo y top de cierto modulo. Resta ver de qué forma podemos
representar a los médulos proyectivos indescomponibles e inyectivos indescom-
ponibles.

Lema 2.4.5. Sea (Q,7), A~ KQ/Z y P(a) =e,A, con a € Q.
Si P(a) = (P(a)p, pa) entonces se cumple que:

e P(a), es el K-espacio vectorial con base el conjunto de todos los w =
w+Z, con w un camino de a en b.

e Dada oo : b — ¢, o : Pla)y — P(a). estd dada por la multiplicacion a
derecha de & = o+ T.
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DEMOSTRACION: Dada la definicién del functor F' del teorema 1.3.1, la re-

presentacién correspondiente al A-mddulo P(a)y = e,A cumple que para
cada b € Qo, tenemos que P(a), = P(a)e, = ezdey = e(KQ/TI)ep =
(ea(KQ)ep)/(eaZey).

Si a : b — c es una flecha en )1, entonces ¢, : e, Ae, — ezAe.. Por la
definicién del functor F', ¢, estd dada por la multiplicacién a derecha por
a = a+ 7. Es decir, si w es la clase residual de un camino de a en b, entonces
Yo (W) = wa. O

A continuacién, mostramos un ejemplo que utiliza este resultado recién
visto.

Ejemplo 2.4.1. Sea @ el carcaj

B o

0 Y

1o o3

DO o

acotado por las relaciones o = 0 y 76 = 0. Es decir, que el ideal admisible
es Z = (af3,79). Queremos encontrar los médulos proyectivos indescomponi-
bles.

Comencemos por el asociado al punto 1 del carcaj. Entonces, P(1); es el
espacio vectorial con base el conjunto de los caminos desde 1 hacia 1. El tinico
camino es €1, por lo que P(1); ~ K. Por otro lado, no hay caminos desde 1
hacia ninguno de los otros dos puntos del carcaj, por lo que P(1)y = P(1)3 = 0.
Entonces,

P(1l)= K=—0=—0 =S5(1).

Calculemos ahora el proyectivo indescomponible P(2). Hacia 1 hay dos
caminos, entonces P(2); = <B 0 >, el espacio vectorial generado por los caminos
B =p+Tyd=26+7TZ. Entonces, P(2); ~ K2. Por otro lado, el tinico
camino hacia 2 es €9, por lo que P(2); ~ K. Finalmente, no hay caminos
hacia 3, por lo que P(2)3 = 0. Queda hallar las transformaciones lineales. Las
correspondientes a oy 7y son 0. La correspondiente a 3, es @5 : P(2)2 — P(2)1,
tal que pg(e2) = £23 = /3. Entonces, 5 = [H Anélogamente, ¢z : P(2)y —
P(2)1, tal que @g(e2) = €26 = 6. Es decir, g5 = [(1)] Por lo tanto,

Resta calcular P(3). Hacia el punto 1, hay inicamente dos caminos, ya que
aff =0y ~vd =0. Entonces, P(3); = <d§, {B> ~ K?. Hacia el punto 2, hay dos
caminos, por lo cual P(3)y = (&,%) ~ K2. Por tltimo, hacia 3 est4 solamente
el camino trivial 3, por lo que P(3)3 ~ K.
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En este caso, las 4 transformaciones lineales son diferentes de cero. Primero,
va : P(3)s — P(3)2, de forma que ¢s(e3) = €3 = &, que corresponde al
primer elemento de la base de P(3)2. Entonces, o5 = {H De igual forma,

oy P(3)3 — P(3)2, y p5(e3) = €37 = 7, que es el segundo elemento de la

base de P(3)2. Esto implica que 5 = {0]

ol

Veamos ahora cudnto es gz : P(3)2 — P(3)1, hallando las imdgenes de
los dos elementos de la base de P(3)2. En primer lugar, pz(a) = a8 = 0.
En segundo, ¢5(7) = 408, que es el segundo elemento de la base de P(3);.

00
01

que es el primer elemento de la base de P(3);. Finalmente, ¢5(5) = 76 =
Por lo tanto, p5 = [(1) 8] A partir de todo esto, obtenemos que

1
Entonces, 5 = [ } La forma de hallar ¢; es similar. Primero, p5(&) = &,
0

P(3) = K2 K2 K.

Con esto concluye el ejemplo.

Dualizando el resultado anterior, obtenemos la forma de los A-mddulos
inyectivos indescomponibles.

Lema 2.4.6. Sea (Q,7), A~ KQ/Z e I(a) = D(Ae,), con a € Q.
Si I(a) = (I(a)y, o), entonces se cumple que:

e I(a)y es el dual del K-espacio vectorial con base el conjunto de todos los
v=v+Z, siendo v un camino de b en a.

e Dada a:b— ¢, ¢y :I(a)y — I(a). estd dada por el dual de la multipli-
cacion a izquierda de & = o+ 7. O
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Conjeturas Finitistas

3.1.

Dimensién Global del Algebra

En esta secciéon definimos las dimensiones proyectiva e inyectiva de un
modulo, asi como también la dimensién global de un dlgebra. Asimismo, mos-
tramos algunas caracteristicas de las mismas.

Como vimos en los capitulos anteriores, si K es un cuerpo y A una K-alge-
bra, todo A-mddulo a derecha tiene una resolucién proyectiva y una resolucion
inyectiva en Mod A. Y, si ademaés, A es de dimensién finita sobre K, enton-
ces todo A-mdédulo en mod A tiene una resoluciéon proyectiva minimal y una
resolucién inyectiva minimal en mod A.

Comencemos por estas definiciones.

Definicién 3.1.1. Sea K un cuerpo y A una K-algebra.

2)

La dimensién proyectiva de un A-médulo a derecha M es el entero
no negativo dpM = m tal que existe una resolucién proyectiva

0—Pp ™ Py — ... — P py o0
de M, de largo m, y M no tiene resolucién proyectiva de largo m — 1, en
el caso en que exista un tal m. Si M no admite una resolucién proyectiva
de largo finito, definimos su dimensién proyectiva dpM como infinito.

La dimensién inyectiva de un A-mddulo a derecha N es el entero no
negativo diN = m tal que existe una resolucion inyectiva

0N o et Mo

de N, de largo m, y N no tiene resolucién inyectiva de largo m — 1, en
el caso en que exista un tal m. Si N no admite una resolucién inyectiva
de largo finito, definimos su dimensién inyectiva di/N como infinito.
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Puede probarse que la dimension proyectiva de un médulo M es el largo de
la resolucién proyectiva minimal de M. De igual forma, la dimensién inyectiva
de un médulo N es el largo de la resolucién inyectiva minimal de N.

La dimensién proyectiva (inyectiva) de un médulo es una forma de medir
qué tan lejos estd el mddulo de ser proyectivo (inyectivo).

Definicion 3.1.2. Definimos la dimension global derecha y la dimensién
global izquierda de una K-algebra A como:

dim.gl.d A = max{dpM / M es un A-médulo a derecha} y
dim.gli A = max {dpL / L es un A-médulo a izquierda},

si estos niimeros existen. De lo contrario, decimos que la dimension global
a derecha de A, y respectivamente a izquierda, es infinita.

Observacion 3.1.1. De las definiciones anteriores se desprende que dpM = 0
si y solamente si M es proyectivo, y diN = 0 si y solamente si N es inyectivo.

Los tres resultados que vienen a continuacién, se encuentran en [2]. El
primero de ellos, es sobre las dimensiones proyectiva e inyectiva.

Proposiciéon 3.1.1. Sea 0 — L — M — N — 0 una sucesion exacta
corta en Mod A.

a) dpN < max{dpM,1+ dpL} si dpM = dpL.

b) dpN = max{dpM, 1+ dpL} si dpM # dpL.

¢) dpL < méx{dpM, -1+ dpN}, y la igualdad se da si dpM # dpN.

d) dpM < méx{dpL,dpN}, y la igualdad se da si d(pN # 1 + dpL. d

Para calcular la dimensién global de un dlgebra, enunciemos el siguiente
teorema debido a Auslander.

Teorema 3.1.2. Si A es una K-dlgebra de dimension finita, entonces

dim.gld A = méax{dpS / S es un A-médulo simple a derecha}
= 1+ méx{dp(radeA) / e € A es un idempotente primitivo}.

0

Una observacién relevante, es que si aplicamos la dualidad estandar, D :
mod A — mod A°P, se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.1.3. Si A es una K-dlgebra de dimension finita, entonces,
dim.gl.d A = dim.gl.i A.
O

Este nimero dim.gl.d A =dim.gl.i A, se denomina dimensién global de
la K-algebra de dimensién finita A.

42



Capitulo 3. Conjeturas Finitistas

3.2. Las Conjeturas Finitistas

La idea general, como es expresado en [3], de introducir las dimensiones ho-
moldégicas, fue buscar una medida de la desviacién de una categoria de médulos
dada, respecto a las categorias que denomina ideales, y que son aquellas que
se caracterizan por la proyectividad de todos sus moédulos.

La idea de medir la complejidad de una categoria de médulos en términos
de las dimensiones proyectivas de sus objetos, y la de un anillo en términos
de su dimensién global, en muchos casos fue una medida muy efectiva. Sin
embargo, hay casos en los que la dimensién global es infinita, y la categoria
de moédulos es muy simple.

Es por eso, que se define una nueva medida de la complejidad, que resulta
ser mas acertada. Estas son las dimensiones finitistas:

dim fin A = sup{dpM / M es un A-médulo a derecha finitamente
generado, y dpM < oo}

dim Fin A = sup{dpM / M es un A-médulo a derecha arbitrario, y
dpM < oo}

Las primeras preguntas que surgieron respecto a estas dos medidas, y que
son naturales, fueron si coincidian, y si eran siempre finitas. La respuesta para
anillos noetherianos fue negativa para ambas preguntas, incluso en el caso
conmutativo.

Las conjeturas que enunciamos a continuacién, fueron inicialmente publi-
cadas por Bass en 1960 como problemas, pero luego, se restringieron al caso
de algebras de dimension finita y se denominaron conjeturas.

Conjeturas Finitistas. Sea K un cuerpo, y A una K-algebra de dimen-
sion finita.

a) dim fin A = dim Fin A.
b) dim fin A < co.

Mis adelante, como estd mostrado en el articulo [4], se detall6 una jerarquia
de conjeturas homoldgicas. En la misma, se encuentra la segunda conjetura
enunciada anteriormente. Dicha jerarquia se presenta a continuacién!:

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, y A una K-algebra de dimensién
finita.

a) Conjetura de la Dimensién Finitista. dim fin A < oco.
b) Conjetura de Desvanecimiento.
¢) Condicién de Nunke.

d) Conjetura de Nakayama Generalizada.

!Las conjeturas que no se definen es porque utilizan conceptos que escapan al alcance de
este trabajo.
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e) Conjetura de Nakayama. Si en una resolucién inyectiva minimal de
Aa0— Ay — Ip — I — ... todos los I; son proyectivos, entonces todo
inyectivo es proyectivo.

Se prueba en [6] que a) implica b) y que b) implica ¢). Viendo las defini-
ciones de ¢) y d), es claro que ¢) implica d). Finalmente, que d) implica e) fue
observado en [5].

3.2.1. Ejemplo: dim fin A # dim Fin A

En direccién a la otra conjetura finitista, que enunciaba que dim fin A =
dim Fin A, en el articulo [7] se describié el siguiente ejemplo, que muestra que
para cada natural n, existe un algebra A de dimensién finita sobre un cuerpo,
tal que su dimensién finitista pequena es 1 y su dimensién finitista grande es
n.

Sea @, el carcaj

B
Pn Pn—1 /\
PN o /\ /\1/“\»«/

sea K un cuerpo, y A el dlgebra de caminos de ) sobre K mdédulo el
ideal generado por las relaciones: a2, 52, Ba, a3, prav, o100, 71 3, yir12; para i =
1a2a--~an -1 yx 7é Y, x,Y € {p,O’,T}; Y Tit1Ti — Yit1Yi, T, Y € {paO-’T}’i =
1,2,...,n—1.

Teorema 3.2.1. Para cada nidmero natural n > 1, el dlgebra A, presentada
arriba tiene dimension finitista pequena igual a 1 y dimension finitista grande
igual a n.

DEMOSTRACION: Para cada vértice i = 1,...,n del carcaj @Q,, sea ¢; el co-
rrespondiente idempotente en A,, y sean P; = ¢;A,, y S; = P;/rad P; repre-
sentantes de los A,,-mddulos proyectivos indescomponibles y simples respecti-
vamente.

Veamos primero cudndo podemos obtener una inclusién desde un médulo
proyectivo P en el radical de otro moédulo proyectivo (). Para esto, observemos
primero que la longitud de Loewy de Py es 2, y la de todos los otros A,-mdédu-
los proyectivos indescomponibles es 3. Es por esto, que no puede haber una
inclusién desde P al radical @Q, si P contiene algiin sumando directo indes-
componible no isomorfo a FPy. Esto quiere decir, que P solamente puede ser
isomorfo a una suma directa de copias de Fp.

Ahora, Py solamente puede tener morfismos no nulos hacia Py, P1 y Ps.
Entonces, por lo visto anteriormente, si P es un médulo proyectivo finitamente
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generado, y que es un submoddulo del radical de otro médulo proyectivo Q
finitamente generado, tenemos la situacién f : Pf* — P)"° & P"' & Py*?,
donde la imagen de f estd en el radical de Py" @ P/"! & P,

Si consideramos pg la proyeccién candnica de Py*° @& P/"' @ Py** en Py,
entonces al componer p f, su imagen cae en el zécalo de Py, que es semisimple
(recordemos que la imagen de f es el radical y Py tiene longitud de Loewy 2).
Con pa f, donde ps es la proyeccién canénica de Py @ P @ P,"? hacia Py
ocurre algo similar, su imagen es semisimple. Entonces, obtenemos la inclusion
Py* — P/, componiendo f con p;, donde p; es la proyeccién canénica de
P @ P™ @ Py"* en P{™. Ademds, esto serd posible solamente si m < mj. A
partir de esto, como rad Qle1 tiene dimensién 3m; como K-espacio vectorial,
no puede estar contenido en la imagen de Fj", ya que tienen interseccién de
dimensién 2m. Esto es porque la intersecciéon contendra elementos de rad B,
que posee esa dimension.

Entonces, el cokernel de cualquier inclusion P — @ de A,-mddulos pro-
yectivos finitamente generados, con imagen en el radical, tendra longitud de
Loewy igual a 3. Esto implica que no se puede meter en el radical de ningtin
A,-médulo proyectivo. En consecuencia, la sicigia de cualquier A,-modulo fi-
nitamente generado no puede tener dimensiéon proyectiva igual a 1. Por lo
tanto, la dimensién finitista pequena de A,, es 1 para todo n > 1.

Ahora veamos que la dimensién finitista grande de A,, es por lo menos
n. Sean ep; las coordenadas de PéN), con ey en el lugar 4, y 0 en el resto.
Anélogamente, sean ej ; las coordenadas de PI(N), con ep en el lugar 4, y 0 en el
resto. Consideremos ¢ : PO(N) — 1(N), dado por ¢(eg2i—1) = €1,2i—17T1 + €1,i01,
y ¢(eo2i) = e12iT1 + e1,ip1, donde 711, p1, 01 denotan las coclases de 71, p1, 071,
respectivamente, en A,. Se verifica que ¢ es una inclusién tal que coker¢ se
anula en las clases residuales de v y 8 y que el zdcalo es igual a S(()N).

Observando la definicién de A,,, tenemos que para n > 3, A, es una ex-
tensién por un punto de A, _1 por la envolvente inyectiva de .S,_o considerada
como un A,_j-médulo. Esto significa que rad P, = FE(S,_2).

Ay es la extension por un punto de A; por la A;/(a, §)-envolvente inyec-
tiva de Sy considerada como un A;-médulo, donde o y 8 denotan las clases
residuales de o y 3 en A;. Denotemos por Xi a cokerg, entonces podemos
meter X7 en P2(N) de forma tal que sus zoécalos coincidan, dando lugar a un
modulo cociente que denotamos por Xo y que tiene longitud de Loewy igual a
2 con zo6calo isomorfo a S§N). Repitiendo esto, se obtiene la siguiente sucesion
exacta de modulos

0— Py

HPl(N)HPZ(N) — .= ,gN)HXnHO

donde cada — JDi(N) es proyectivo. Esto muestra que la dimensién finitista
grande de A,, es por lo menos n.

Que la dimensién finitista grande de A, no puede exceder n, es porque
los vértices en @, correspondientes a todos los A,-mdédulos proyectivos P;
excepto Py, no pertenecen a un ciclo orientado en Q. O
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Capitulo 4
Aplicaciéon

En este capitulo, describimos el funcionamiento general de la aplicacion
creada para calcular resoluciones proyectivas en la Categoria de Mdédulos.

La teoria desarrollada en los dos primeros capitulos nos describié un pro-
cedimiento para poder construirlas.

4.1. Procedimiento general

Recordemos los resultados principales alcanzados. Consideremos A una K-
algebra de dimensién finita y su descomposicién en médulos indescomponibles
Ay =e1AD...®eyA, donde {e1,...,e,} es un conjunto completo de idem-
potentes primitivos ortogonales. Para cualquier A-médulo M en mod A existe
una cobertura proyectiva

P(M) M —0
donde P(M) ~ (e1A)** @ ... D (eA)* y s1 > 0,...,8, > 0,y P(M) es
Unica a menos de isomorfismos. El homomorfismo A induce un isomorfismo
P(M)/rad P(M) ~ M /rad M. Observemos que ademds, para todo i, s; es la
cantidad de veces que el médulo simple S; aparece en la descomposicién de
top P(M).

Otro resultado importante es que para cualquier médulo en mod A es posi-
ble construir una resolucién proyectiva minimal en mod A. La forma de hacerlo
estd descripta en la prueba de 2.3.6. Si M es un mddulo en mod A, existe una
cobertura proyectiva pg : Py — M en mod A. Entonces, Ker pg es de dimensién
finita, y hay una cobertura proyectiva p; : P, — Kerpgy. Esto resulta en una
presentacién proyectiva minimal P; PPy 2% M — 0 de M. Continuando
este procedimiento, obtenemos por inducciéon una resolucién proyectiva de M
en mod A:
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e A R £ - P(M) =Py —= M ——o(4.1)

N N 7

Kerp,_1 Ker pg

A partir de esto, es necesario describir un algoritmo. Primero precisamos
conocer el médulo M y el algebra, a partir de la cual se conocen los médulos
proyectivos indescomponibles, que se calculan de la forma que vimos en el
capitulo 2. Luego, para calcular la cobertura proyectiva P(M), calculamos
top M y hallamos los médulos simples que lo componen. Estos coinciden con los
médulos simples de top P(M), ya que son isomorfos. Conociendo los médulos
simples, construimos P(M). Para el primer paso de la iteracién, resta encontrar
un epimorfismo pg : P(M) — M.

Una vez que encontramos pg, hallamos Ker pg, quien toma el lugar de M.
Se calcula P(Kerpp), a quien denominamos P; en 4.1, y que se realiza de la
misma forma que en el paso anterior. Finalmente, hallamos un epimorfismo
fi : P — Kerpg, y obtenemos p; : P — P(M) realizando ¢ o f1, donde
t: Kerpy — P(M) es la inclusién canénica.

El procedimiento general es el siguiente, suponiendo que nos encontra-
mos en el paso 7. Luego, conocemos p; : P, — P;_1, donde P; es la cober-
tura proyectiva de Kerp;_1. A partir de esto, buscamos Ker p; y calculamos
P(Kerp;) = P41, su cobertura proyectiva. Hallamos fij+1 : P41 — Kerp; un
epimorfismo, y finalmente la composicién ¢ o f;11 determina p; 11 : Pir1 — B,
donde ¢ : Kerp; — P;.

El préximo paso es preguntarse cuando termina este procedimiento, ya que
necesitamos construir un algoritmo. La respuesta es que no siempre lo hace.
En el capitulo anterior definimos la dimensién proyectiva de un mdédulo. Si la
misma es finita, entonces para algin i, Ker p; sera 0, y ahi se termina de iterar.
Para los casos en que es infinita, la resoluciéon también lo seria, por lo que no
se puede realizar en una computadora. En estos casos, es necesario terminar
de iterar de otra forma, por lo que se ingresa al comienzo de la aplicaciéon una
cota maxima de iteraciones, que la denominamos MAX_ITERACIONES.

Entonces, de forma general, para un médulo M, el algoritmo es el siguiente:
i=20;
//Cuenta la cantidad de iteraciones

(P, p) = CoberturaProyectiva(M);
//P corresponde al proyectivo y p es el morfismo p:P — M
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Mientras (Ker p # 0 A i < MAX_ITERACIONES)

M = Ker p;
(P, p) = CoberturaProyectiva(M);
i=1i+1;

Fin Mientras

4.2. Descripcion detallada

En la seccién anterior describimos la forma general del algoritmo. En la
presente seccion, comentamos los detalles de la implementacién de cada paso
del algoritmo.

Previo a esto, es necesario definir estructuras de datos que representen a
las algebras y a los médulos. Como vimos en los capitulos anteriores, una gran
familia de algebras pueden ser representadas mediante grafos. Estas son preci-
samente las que nos interesan, y aprovechamos esa caracteristica para crear la
estructura de datos. La informacién relevante que contiene la estructura que
representa a un algebra, es el grafo del algebra, y las relaciones de la misma
guardadas como arreglos de strings. En el caso de los médulos, la informacion
mas importante que se mantiene es el grafo que los representa.

Como lo describimos en la seccién anterior, el primer paso del algoritmo
calcula la cobertura proyectiva del médulo. Para esto, es necesario realizar los
siguientes pasos:

1. Hallar top M.

Para realizar esto, se aplica el lema 2.4.4 para calcular la representacién
de rad M. Luego, nuevamente a partir de 2.4.4 y usando que top M es
semisimple, se determina top M.

2. Determinar qué médulos simples componen a top M y en qué cantidad.

Conocemos la representaciéon de top M y ademéas sabemos que es semi-
simple, entonces, simplemente contamos la dimensién de cada espacio
vectorial. Acé estamos usando fuertemente que el cuerpo es algebraica-
mente cerrado.

3. Calcular la suma directa de los médulos proyectivos que componen a
P(M), de acuerdo a lo hallado en el punto anterior.

Para resolver esto, se realiza la suma directa de las representaciones
asociadas a los mdédulos proyectivos, tantas veces como sea necesario, y
de acuerdo a la definicién 1.3.6.

Algo relevante a comentar respecto a este punto, es que calcular las
representaciones asociadas a los médulos proyectivos es costoso, por lo
que se calculan cuando es necesario, y cuando se calculan una vez se
guardan para no tener que recalcularlas. Como vimos en el capitulo 2,
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para hallar el proyectivo indescomponible en el punto ¢, hay que calcular
todos los caminos desde el punto 7 hacia todos los otros puntos del carcaj.
Hay casos en que esto se hace de forma sencilla, pero a medida que el
carcaj es mas complejo (puede pensarse en mas flechas y mas relaciones),
calcular los caminos también lo es. Esto hace que sea costoso.

Para determinar todos los caminos desde un vértice fijo a todo el resto,
se utilizé un método denominado backtracking. Lo que se hace es comen-
zar a recorrer el grafo, avanzando por las aristas que se pueda, hasta
que no se pueda mas; y en este caso se continua por otra rama. No se
podra continuar por una rama, o bien porque el vértice al que se llegé no
tiene mas adyacencias, o bien porque se encontré que todos los caminos
seran cero por esa rama, de acuerdo a las relaciones del dlgebra. Este
procedimiento se termina cuando no quedan mas ramas por recorrer.

También hubo que tener cuidado de no repetir los caminos, es decir, una
vez que se encuentra un camino, realizando todas las posibles sustitucio-
nes con las relaciones que se tienen, no se obtengan caminos que ya se
habian encontrado previamente. Esto es importante, ya que cada camino
debe ser tenido en cuenta tinicamente una vez, para luego determinar la
dimension de los espacios vectoriales del médulo proyectivo de forma
correcta.

Ejemplo 4.2.1. Por ejemplo, consideremos el carcaj

lo 03

o]

4
acotado por la relacién af = ~4§. Queremos hallar todos los caminos
desde 1 hacia 3. La primera adyacencia de 1 es 2, recorriendo la flecha a.
Luego, llegamos a 3 recorriendo la flecha 8 que sale de 2. Es decir, que
encontramos el camino af. Por esta rama no se puede avanzar mas, ya
que el vértice 3 no tiene adyacencias. Arrancando desde 1 nuevamente,
podemos recorrer la flecha «, llegando al vértice 4. Finalmente, alcan-
zamos 3 a través de J, encontrando el nuevo camino ~¢d. Ahora, dada
la relacion que define el algebra, estos dos caminos coinciden y, por lo
tanto, deben ser considerados un tunica vez. Otra forma de poder vi-
sualizar esto es, una vez que encontramos el camino «(3, sustituimos de
todas las formas posibles, todas las relaciones del algebra. De esta forma,
hubiéramos encontrado lo mismo.

En este caso, este procedimiento termina en pocas iteraciones, pero si la
cantidad de relaciones del dlgebra aumenta, la cantidad de sustituciones
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que se deben realizar para encontrar todos los caminos iguales a uno ya
encontrado, también aumenta.

. Hallar un morfismo sobreyectivo de P(M) hacia M.

En este punto, tenemos la representaciéon asociada a P(M), asi como
también la asociada a M. Para hallar un morfismo entre ellas, se imponen
las condiciones de conmutatividad en cada uno de los cuadrados que se
formen. Desde un principio, se conoce la cantidad de incégnitas y la
cantidad de ecuaciones, que son calculadas a partir de las dimensiones
de los espacios vectoriales. Se arma una matriz cuya cantidad de filas es
la cantidad de ecuaciones, y cada columna corresponde a una incégnita.
Para determinar un morfismo se resuelve el sistema lineal homogéneo
que se obtiene.

Supongamos por un momento que simplemente queremos hallar un mor-
fismo entre dos representaciones. Veamos un ejemplo para esclarecer el
método.

Ejemplo 4.2.2. Sea @ el carcaj de Kronecker 1o <—<a 02.

Consideremos las representaciones de Q:

K Y K

Lo que buscamos es un morfismo (f1, f2) entre estas dos representaciones,
donde f; : K? - Ky f» : K — K. Entonces, si representamos a fi v fo
como matrices, queremos que conmute el siguiente diagrama:

K? K
H

[a b} c
1

K K

A partir de esto, es facil ver cudntas incognitas se tienen.

Podemos observar del diagrama, que en el mismo se forman dos cuadra-
dos. A partir del primer cuadrado, queremos que se cumpla que

[a b]~m — 1l-c
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Es decir, que a = ¢. A partir del otro cuadrado, obtenemos lo siguiente:

[a b]-m = 0-c
Es decir, que b = 0. Entonces, en total tenemos dos ecuaciones que se tie-
nen que cumplir. La cantidad total de ecuaciones es facil de determinar.
Esto es porque conocemos las dimensiones de los espacios vectoriales, y
a partir de ellas podemos determinar la cantidad de ecuaciones que se
obtiene por cada cuadrado conmutativo. Si n es la dimensién del espa-
cio de partida, y m la del espacio de llegada, entonces la cantidad de
ecuaciones sera n - m. Luego sumamos las cantidades de cada cuadrado
conmutativo para obtener el total. Algo importante a destacar, es que
si las dimensiones de los espacios vectoriales son grandes, y hay a la
vez muchos puntos en el carcaj, esto puede generar problemas con la
memoria y el rendimiento, ya que la matriz quedaria muy grande.

Por lo explicado al comienzo del parrafo anterior, tenemos las dimen-
siones de la matriz que se quiere construir. Como dijimos, las columnas
corresponden a las incégnitas, por lo que en este caso habra 3 columnas.
La cantidad de filas es la cantidad de ecuaciones, por lo que tendra 2
filas. Entonces, en este caso se obtiene la siguiente matriz:

s
Il
| —
—_
—_ o —o
|
—
| I

Esta matriz que obtuvimos ya se encuentra escalerizada, y una solucion
posible es ¢ = 1,b = 0,¢ = 1. Determinar una solucién no es dificil, en
este caso basta con asignarle un valor a c. El problema, como veremos
a continuacién, es encontrar una solucién que sirva, ya que no todas lo
hacen. Esto concluye el ejemplo.

Un detalle de este acercamiento, que es no menor, es que el morfismo
que se tiene que hallar debe ser sobreyectivo. En el ejemplo anterior, eso
no hubiera ocurrido si el valor asignado a ¢ fuera 0 en lugar de 1. Lo
primero que se hizo para tratar de resolver esto, fue que las variables
que quedaban libres luego de escalerizar la matriz, eran inicializadas en
1. Esto funciond en la mayoria de los ejemplos probados, pero luego se
encontraron casos para los cuales no funcionaba. La razén era que alguna
de las matrices del morfismo quedaban con filas linealmente dependien-
tes, y por lo tanto, el morfismo no era sobreyectivo. Para ilustrar esto,
veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.3. Consideremos el carcaj

o1



Capitulo 4. Aplicacién

B
I} fa
“/C 5

¢

l
4

con las relaciones 2 = 0,02 =0,70 = 0,67 =0,v¢ =0, 6c =0, ad = 0,
By=0,ae=0,8=0,e=0.

Queremos hallar un morfismo entre las dos representaciones que siguen,
e imponiendo que conmuten todos los cuadrados, se obtiene:

0 — 0
\ fl /\
001000 0 |0 000000 0f j0
000000 ~ J/ 001000 \xﬂ/ﬁ\
0 0 000 \
000001 KGD 00000 f> [OO]CKQJ[OO]
000000 000001 2
000000 000000
001000
[()00001} [00}
000000
K3 — K
f3
00 1] 0
K — 0
fa

dondef1:0,f2:[8 8 ‘: 8 8 H,fg,:[OOe]yﬁ;:O.

Como mostramos antes, estas variables podran tomar, en principio, cual-
quier valor. Inicialmente, les asignamos el valor 1. Como se puede apre-
ciar en este ejemplo, al realizar esto, la transformacion lineal fo quedaria

fo= 8 8 i 8 8 1 ], por lo que no es sobreyectiva. Sin embargo, si hu-

biera alguna forma de lograr, desde el programa, que a y d fueran 1, y b
y ¢ cero, entonces si quedaria sobreyectivo.

En esta direccién, se intentd inicializar estas variables de varias formas,
pero no hubo éxito por este lado.

Entonces, lo siguiente que se traté de hacer fue utilizar la estructura de
los moédulos. En particular, utilizar el hecho de que el top del médulo
proyectivo debe corresponderse con el top del médulo. Luego, primero se
inicializan las variables que corresponden al top del médulo. Para esto,
fue necesario calcular exactamente cudl es el top del mddulo, ya que
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no alcanzaba con conocer unicamente las dimensiones de los espacios
vectoriales en cada punto.

El segundo paso del algoritmo consiste en calcular el nticleo del morfis-
mo. Esto se hace de forma similar a la de encontrar un morfismo entre dos
representaciones. Sea f : M — N un morfismo entre dos representaciones
de un édlgebra dada. Primero observemos que el ntcleo de un morfismo, es un
submodulo de M, por lo que queremos encontrar un morfismo inyectivo ¢ entre
Ker f y M, de forma que cada transformacién lineal de f compuesta con su
correspondiente en ¢, sea 0. Entonces, lo que se hace es determinar el nicleo de
cada una de las transformaciones lineales del morfismo f, y luego se impone
que ¢ debe ser un morfismo para determinar las transformaciones lineales de
Ker f. Cabe destacar, que las dimensiones de los espacios vectoriales de Ker f
son conocidas, ya que estamos trabajando con espacios vectoriales.

4.3. Uso de la aplicaciéon

En esta seccién mostramos el funcionamiento de la aplicacién a través de
ejemplos.

Cuando se inicia la aplicacién, se puede configurar la cantidad méxima de
iteraciones que podran realizarse. Recordemos que el problema surgia cuando
la dimensién proyectiva es infinita.

== Principal

‘ Ingresar Algebra ‘

‘ Leer Algebra ‘

‘ Configuracion ‘

Si seleccionamos la opcion Configuracion, nos permitira definir la cantidad
méxima de iteraciones, asi como también un directorio temporal. Ambas cosas
se configuran por defecto, pero se da la opcién a configurarlas manualmente.
Las opciones que se muestran luego de seleccionar dicho botén son:
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Cantidad de iteraciones:

Directorio temporal: Iz‘

Luego, podemos optar entre dos cosas: o bien ingresar una nueva algebra,
o bien utilizar una que ya habia sido ingresada previamente.

02, con

Veamos un ejemplo concreto. Sea ) el carcaj « C 1o

relaciones Y3 =0, o* =0y o? = 7.

Supongamos que deseamos ingresar el dlgebra. A continuacién, se pide que
se ingrese la cantidad de puntos que va a tener el carcaj asociado a la misma,
en este caso, Q).

Ingrese la cantidad de puntos del algebra |

| Aceptar ‘

Luego de ingresar 2 en el area de texto, se pasa a la ventana que se muestra
a continuacién, y en la cual se ingresan los datos del dlgebra:
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== Principal

Ingrese las flechas. En el primer espacio el origen y en el segundo el destino

a 1 1 (aipha) A {(lamibcia)
B 1 2 (beta) p )

y 2 1 (Garuma) v ol

B {riaitz) H )

£ (epsiion) 0 {oricron)
[4 (Zeta) m el

n (eta) [ {rha)

) (theta) a [sigima)

1 (iota) T ftau)

K (kanpa) u {Lpsiion)

Ingrese las relaciones con el formato: alpha alpha = beta gamma

gamma heta=10
alpha alpha alphs alpha=10
alpha alpha = beta gamma

[ »

[4]

1] L]

Aceptar

Una vez que estdn correctamente ingresados, se puede respaldar el dlge-
bra, o se puede pasar directamente a ingresar un mddulo. Se recomienda que
siempre se respalden las algebras, para que luego puedan ser reutilizadas, y
para saber de qué algebra es cada mddulo.

Las opciones se muestran en el siguiente cuadro:

== Principal

Ingresar Madulo
Leer Mddulo
Respaldar Algebra

En el caso en que se decida respaldar el algebra, ésto puede demorar varios
segundos, ya que el dlgebra se convierte primero a un formato denominado dot.
Luego, es preprocesado y convertido a IXTEX, y finalmente a PDF. El prepro-
cesamiento realizado es necesario, dado que el grafo que se quiere guardar no
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es conocido, y de lo contrario podria quedar poco visible!. Si se selecciona la
opcion para respaldar el dlgebra, cuando finaliza se muestra un mensaje como
este:

INFORMACION

@ El algebra se guardo correctamente en el archivo: a2_2.alg

Si buscamos el archivo en la carpeta de respaldo, observamos que, en este
caso concreto, se gener6 un archivo PDF con el siguiente contenido:

8|7
2
":r'IS =1
acan = 0
ace = (3

Al igual que con las algebras, se da la opcién de o bien ingresar un nuevo
modulo, o bien leer uno ya guardado. Siguiendo con el ejemplo, ingresemos el
moédulo

T 1
OK,K;)‘K

En la aplicacién, se muestra la ventana siguiente, donde se ingresan las
dimensiones de los espacios vectoriales.

LEl lenguaje dot, define una sintaxis para representar grafos. Se utilizé una biblioteca,
Graphviz, que lee archivos en este formato, y los procesa para dibujarlos. En este proce-
samiento, primero se genera otro archivo en formato dot, que contiene més informacion.
Luego, a partir de él se genera una archivo BHTEX, y finalmente, un PDF. Para obtener mas
informacidn, referirse a http://www.graphviz.org/
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Ingrese las dimensiones de los espacios vectoriales asociados a los puntos del carcaj

1
2

Luego de ingresar 1 en ambos cuadros de texto, se pasan ventanas sucesivas
para ingresar las transformaciones lineales, para finalmente, tener la opcion
de calcular la resolucion proyectiva del moédulo. El proceso de calculo de la
resolucién proyectiva, también puede llevar varios segundos. En el caso de los
modulos, éstos se guardan automaticamente. Luego de calculada la resolucién,
se guarda la misma en un archivo .tex y se convierte a PDF. Estos archivos
se guardan en el mismo directorio donde se encuentra respaldado el médulo.

Para el caso concreto que estamos siguiendo, se generé un archivo que
contiene lo siguiente:

Resolucion proyectiva del médulo m_0 del algebra a2_2

Py Py Py P M 0

Luego de finalizado este proceso, puede reutilizarse la misma algebra, e
ingresar un nuevo moédulo, o bien ingresar una nueva dlgebra.

Una observacién, es que en todo momento se puede salir de la aplicacién,
o reiniciar todos los datos. Abajo a la derecha se encuentran los botones:
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