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Abstract

In this work we prove the New Criterion for Ergodicity and non-uniform Hy-
perbolicity developed by F. Rodriguez Hertz, M. A. Rodriguez Hertz, A. Tahzibi
and R. Ures. Finally, we use this criterion in combination with the Main Lemma
of A. Katok to demonstrate Pesin’s Ergodic Component Theorem.

Key Words: Ergodicity, Hyperbolicity.



Resumen

En este trabajo se probara el Nuevo criterio de Ergodicidad e Hiperbolidi-
dad no uniforme desarrollado por F. Rodriguez Hertz, M. A. Rodriguez Hertz, A.
Tahzibi y R. Ures. Finalmente se usara este criterio en combinacion del Lema Prin-
cipal de A. Katok para dar una pueba del Teorema de Descomposicién Ergddica
de Pesin.

Palabras Claves: Ergodicidad, Hiperbolicidad.
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Capitulo 1

Introduccion

En todo el texto trabajaremos con g una medida suave y M una variedad

Riemmaniana, es decir una variedad diferenciable dotada con una métrica Riem-
maniana. Aqui una métrica Riemmaniana en una variedad diferenciable M es
una correspondencia que le asocia a cada p € M un producto interno <, >, en el
espacio tangente T, M.
En este primer capitulo se exponen las definiciones y resultados necesarios que
utilizaremos més adelante. Muchos resultados carecen de demostracion ya que
muchas pruebas se escapan del objetivo de este trabajo, pero se hace referencia
en donde encontrarlas.

1.1. Exponentes de Lyapunov. El Teorema de
Oseledec

Definicién 1.1 (EXPONENTES DE LYAPUNOV) Sea f: M — M difeomorfismo
C! de una variedad compacta Riemaniana de dimension n. Dado un vector v €
T.M definimos el exponente de Lyapunov de v (en caso de estar bien definido)
como:

.1 n
Ai0) = lim —log | Df*(@)o |

Definimos Ey(x) como el subespacio de T,M formado por todos los vectores
v e T, M tales que su exponente de Lyapunov es A
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Propiedades 1.2 Sean A\ = A(x,u), A\» = A(z,v) y o« € R —{0}. Entonces:
1. Mz,aw) = Mz, v)
2. Mx,u~+v) <méx{A(z,u), \(z,v)}
3. St A1 # Ay entonces Nz, u+v) = max {\(z,u), \(z,v)}
Dem.

L Mz, az) = limy, .y +log || Df™(x)av ||= lim, 1o = [log |a| +log || Df"(z)v |]] =
Az, v)

2. Supongamos que \(x,u) > A(z,v). Entonces:

1 1
AN utv) = lim —log || Df"(x)(uw+o) [|= lim_~log | Df"(e)ut+Df"(x)o |

entonces

Meuto) < Tin log (| DF* (@) || + || Df (o |)

[ Df* (v |l

1 1
= Mz,u+v) < lim —log | Df"(z)u || +—log (1+—

> = Az, u)

Luego A(z,u + v) < méx {\(x,u), A(z,v)}

3. Supongamos que A(x,u) < A(z,v) entonces por la segunda propiedad ten-
emos que

Mz, u+v) <méx{\(z,u), \(z,v)} = A(z,v)

Por otro lado usando la primer y segunda propiedad obtenemos que:
Az, v) = AMz,v+u—u) <max{\(z,u+0v), \(z,u)}

Por lo tanto A(z,v) < max {A(z,u + v), A(z,u)} y por lo anterior
Az, v) > max {\(z,u+v), A(z,u)}. Luego:

Mz, u+v) = Mz,v) = max {\(z,u), \(z,v)}



CAPITULO 1. INTRODUCCION

0

Observemos que en la tercer propiedad se puede dar la desigualdad estricta,

pues sean u,v € T, M tales que A(z,u) < A(z,v) entonces A(z,u + v) = A(z,v).

Escribimos u = u 4+ v — v entonces \(z,u) < max{A(z,u +v), \(z,u)} = A(z,v)
y como A(z,u) < A(x,v) obtenemos que A(z,u) < max{A(z,u + v), \(z,u)}

Definicién 1.3 Sea M una variedad, f : M — M un difeomorfismo, decimos
que un punto x € M es reqular si posee una cantidad finita de tasas de expansion
AL > Ay > o0 > Ay reales y T,M = Ey(x) @ Ey(x) @ ... ® En(x) tal que
lim, 400 = log || Df™(x)v; ||= Nj(x), Yv; € Ej(z) — {0} Obsérvese que si z es un
punto reqular = X\;(z) y E;(x) son unicos.

Definicién 1.4 Sea M una variedad compacta, f : M — M difeomorfismo, sea
A={z e M:x es regular}. Decimos que A es hiperbdlico para f sii:

= f(A) =A

» TAM = E{ & E}, donde E3 se le denomina subespacio estable (es decir
contrae) y E} subespacio inestable (es decir expande)

= Df(2)E; = E},, y Df(v)Ey = E}

s Friste c > 0, A > 0 tales que:
| Df™(x)v [|< ce™ [[v* ||, ¥ v* € B3, ¥n > 0
| Df"(z)v" [|< ce™ [[v* ||, V v* € B, Yn >0

Definicién 1.5 (REGION DE PESIN) Sea M una variedad compacta, f : M —
M difeomorfismo, definimos la region de Pesin como:

X f)={x: Maz,v)#0, YveT,M—{0}}

donde x es un punto reqular. En otras palabras la region de Pesin es el conjunto
de puntos regulares para los cuales minguno de sus exponentes de Liapunov es
cero.

Cuando pu(X(f)) = 1 diremos que f tiene comportamiento no uniformemente
hiperbolico.
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Teorema 1.6 (TEOREMA DE OSELEDEC) Sea M una variedad compacta, f :
M — M un difeomorfismo C'. Entonces existe un conjunto R invariante de
medida total (es decir f(R) = R, u(R) = 1 Yu medida invariante) y para cada
e > 0 eziste una funcion C. : R — (1,400) medible Borel tal que Yz € R,
vel,M yn € Z vale que:

1. T,M = @, Ex(x), esto es llamado Splitting de Oseledec.

9 Cstm)e(/\—e)n || v HSH Df"(:v)v HS C’e(as)e(He)" H v H, Yo € E)\(SE)

3. C(f(x)) <eCex).
b ABE), B () 2 oy, VA £

Obsérvese que el conjunto R del teorema de Oseledec es el conjunto de pun-
tos regulares, por tanto Oseledec nos dice que el conjunto de todos los puntos
regulares tiene medida total. Para ver una prueba detallada de dicho teorema el
lector puede consultar [M], Teorema 10.1]

Definicién 1.7 (BLOQUES DE PESIN) Dado € > 0, L > 0, definimos los bloques
de Pesin como:

Rer={reR:C(x) <L}
donde R es el conjunto de puntos requlares y C. es la funcion del Teorema de
Oseledec.

Propiedades 1.8 En el contexto de la definicion anterior se tiene que:

1. R=U.Rer
2. f(Re,L) - 7ze,eeL

3. Los bloques de Pesin mo son necesariamente invariantes

Sin perdida de generalidad nosotros podemos asumir que R, ;, son compactos,
pues siempre podemos encontrar un compacto K dentro del bloque de Pesin tal
que la medida de la diferencia simétrica sea tan chica como uno desee. Sean
B~ (1) = @y Eal2) y E*(2) = B Erlw).

Por el Teorema de Oseledec tenemos que para casi todo x € M vale que T, M =
E~(z) ® E°(x) ® E*(z), donde E°(z) es el subespacio generado por los vectores
que poseen exponente de Lyapunov igual a cero.

10



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Variedades Estables e Inestables. Foliaciones
Definicién 2.1 Dada M una variedad, f: M — M decimos que:

s f es o — Holder continua sii Vx € M, 3C > 0 tal que
d(f(z), f(y)) < Cd(z,y)

» O sii f es O y su derivada Df es o — Holder continua

Definicién 2.2 (VARIEDAD ESTABLE E INESTABLE) Dado f : M — M un
difeomorfismo, v € M y e > 0, definimos la variedad estable local como:

We(z) ={y € M : d(f"(x), f"(y)) < €,Vn = 0}
Andlogamente definimos la variedad inestable local como:

Wiz)={yeM:d(f"(z), f"(y) <eVn>0}

Definimos variedad estable como:

W(x) = {y € M : lim d(f"(2), ")) =0}

Y la variedad inestable como:

Wi@) = {y € M1 lim d(f (@), 7 (y)) = 0}

n—oo

Teorema 2.3 (TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE) Sea A conjunto hiper-
bolico, entonces:

1. W¥(x) y W2(x) son discos de dimensidn s y u respectivamente.

2. T,W¥(z) = E¥, T,W?(z) = E.

x
3. Los mapas x — W(x) y x — W2(x) son continuos.
Definicién 2.4 (SUBVARIEDAD INMERSA) Una subvariedad inmersa es una in-
mersion inyectiva de una variedad (no necesariamente compacta), donde una

immersion inyectiva p : Ng — N es un mapa inyectivo con deriwvada inyectiva, en
este caso decimos que N modela sobre N

11
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En el contexto de la definicién anterior se tiene que:
" TowyN = 90/(90_1(33))7}]\70 (no depende de )

» U C N es abierto < ¢ !(U) es abierto en Ny (La topologfa no depende de
)

= Una vez que tenemos los abiertos tenemos los Borelianos sobre N

= Sea w una medida sobre los Borelianos de Ny entonces se define una medida
sobre N como u(A) := w(p~1(A))

Ahora pasaremos a definir Laminacion y Foliacion.

Una laminacién L es un conjunto compacto A C M que puede ser cubierto por
abiertos U C A que poseen una estructura producto local ¢ : U — R" x T, donde
T es un subconjunto de R* localmente compacto. En la interseccién U, N U, la
funcién ¢go ¢ ' : R" x T — R™ X T es un homeomorfismo y tiene la forma:

¢5 o 925;1(“7 U) = (laﬂ(uv U), taﬂ(v))

donde 1,5 € C! respecto a la variable u.

Los conjuntos ¢~!(R"™ x {t}) son llamados placas. Cada punto = de una lami-
nacién pertenece a un conexo maximal inmerso inyectivamente en una variedad
de dimensién n, llamado la hoja de x en L. Las hojas son uniones de placas.
Obsérvese que las hojas son C!, pero solo varfan continuamente.

Decimos que L es una laminacion f — invariante sii L es una laminaciéon y f
lleva hojas en hojas.

Llamaremos Foliacién a una laminacién cuando A = M y en este caso deno-
taremos mediante F el conjunto de las hojas. A grosso modo una foliacién de
dimensién n de una variedad de dimensiéon m, es una descomposicién de M en
subvariedades conexas de dimensién n (hojas). Un ejemplo sumamente elemental
de foliacién de dimension n es una foliacién de R™ = R™ x R™™" donde las hojas
son planos n — dimensionales de la forma R™ x {c}, donde ¢ € R™™" véase la

figura [

Ahora sea F = {W(z)} una foliacién decimos que una subvariedad N C M
es transversal a F y lo denotamos mediante N th F sii T,N + E, = T, M, donde
E,=T,W(x)

12
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/ Hojas

o Rmf’ﬂ

R’I’L

Figura 1.1: Foliacién

Definicién 2.5 Sea f: M — M un difeomorfismo C'™%, para algin o > 0. Sea
x un punto reqular, definimos la variedad estable de Pesin como:

—~ 1

We(z) = {y eM: h’msupglog d(f"(z), f"(y)) < O}
n—-+00

De forma andloga definimos la variedad inestable de Pesin como:

Wh(z) = {y eM: h'msupllogd(f_"(x),f_”(y)) < 0}

n—-+o00

Teorema 2.6 (PESIN) Sea f : M — M un difeomorfismo C'** Vo € R (R
es el conjunto de medida total que nos da el teorema de Oseledec) tenemos que

Ws(x) Yy W“(x) son variedades inmersas donde T,W* = E*(z) y T,W = E"(x)

Observacién 2.7 Definimos F* = {Ws(m) tx € M} y F = {W“(m) tx € M}

y las llamaremos particion estable e inestable respectivamente. En general F* y
F* no son una foliacion ni una laminacion, no varian continuamente, pero si
mediblemente y son tnvariantes en el sentido que la imagen de una hoja es una
hoja.

13
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Definicién 2.8 Llamaremos ﬁ%soc(ac) a la componente coneza de W*(z) N B,(z)
que contiene a z, donde B,(x) denota la bola Riemanniana de centro x y radio
r > 0, donde r es suficientemente pequenio pero fijo. Andlogamente se define

Wise()

Teorema 2.9 (TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE DE PESIN [P]) Para ca-
da L>1ye>0, stz € R, entonces:

1. ﬁ//foc(x) es un disco de dimension igual a dimE~(x) tal que Txﬁf/ﬁ,g(iﬂ) =
E~(x)

2. El mapa v — fW/lf)c(x) es continuo en Ry con la topologia C*

Teorema 2.10 (TEOREMA DE LA VARIEDAD INESTABLE DE PESIN [P]) Para ca-
da L >1ye>0, siz € Rr, entonces:

1. /I/IZZC(:E) es un disco de dimension igual a dimE™(x) tal que TJC/I/IZZC(:B) =
ET(z)

2. Bl mapa v — ch(x) es continuo en Ry con la topologia C*

1.3. La clase Homoclinica Ergddica

Definicién 3.1 (PUNTO PERIODICO HIPERBOLICO) Un punto periddico p € M
se dice Hiperbolico si su orbita O(p) = {f"(p)/n € Z} es un conjunto hiperbdlico.
Denotaremos mediante:

Per(f)y:={pe M/ p es periddico para f}
Pery(f):={pe M/ p es periédico e hiperbdlico para [}

Ahora estamos en condiciones de enunciar un par de teoremas desarrollados
en 1980 por Anatole Katok.

Teorema 3.2 (KATOK) Sea M una variedad compacta, f: M — M difeomor-
fismo CY*%, u medida de Borel de probabilidad f — invariante con exponentes de
Lyapunov distintos de cero. Entonces:

Per(f) 2 sop(p)
donde sop(u) = {x € M : u(Bc(z)) > 0}

14
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Dem. Véase [K| Teorema 4.1]. O

Teorema 3.3 (KATOK) FEn las hipdtesis del teorema anterior si ademds p es
ergodica y no soportada sobre una orbita periodica. Entonces:

Peru(f) 2 sop(p)

Dem. Véase [K| Teorema 4.2]. O

Definicién 3.4 (CLASE HOMOCLINICA ERGODICA ESTABLE E INESTABLE) Dado
p € Pery(f) llamaremos clase homoclinica ergédica estable asociada a p al con-
jJunto:

A(p) = {z e R:W?(x) h W*(o(p)) # o}

Andlogamente se define la clase homoclinica ergodica inestable como:
A'(p) = {z € R : W"(x) h W*(o(p)) # 6}

Definicién 3.5 (CLASE HOMOCLINICA ERGODICA) Dado p € Pery(f) llamare-
mos clase homoclinica ergodica asociada a p como:

A(p) == A*(p) N A% (p)
Observacion 3.6 En el contexto de las definiciones anteriores se tiene que:

1. A(p) € A*(p) y Alp) € A*(p)

2. N°(p) es [ invariante y s — saturado, esto iltimo quiere decir que si x €
A*(p) entonces W*(x) C A*(p). Andlogamente A"(p) es f invariante y u —
saturado

1.4. Continuidad Absoluta

Una nocion importante que usaremos en el criterio de ergodicidad desarrolla-
do por [HHUT] es el concepto de continuidad absoluta. Sea £ una particién de
una variedad M, decimos que £ es una particiéon medible si el espacio cociente
M /¢ se separa por una cantidad numerable de conjuntos medibles. A cada par-
ticion medible ¢ de un espacio de Lebesgue (M, B, m) le tenemos asociado un
sistema canénico de medidas condicionales {m$} que son medibles Lebesgue en
&(x) (donde &(x) es el elemento de & que contiene a x), cumplen que para cada

15
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A € B el conjunto AN &(x) es medible en &(x) para casi todo £(z) en M/E, y
ademas la funcién z —— MS(ANE(x)) es medible con:

m(A) — /M/E mé (A €(x))dmyr (4.1)

donde my es la medida cociente en M /. Para cada particion medible vale que
el sistema candnico de medidas condicionales es tinico moédulo 0. Para una infor-
macién mas detallada del tema véase [V]. Reciprocamente si tenemos un sistema
canénico de medidas condicionales para una particién , entonces la particién es
medible.

Definicién 4.1 Una particion medible & es subordinada a la particion inestable
W™ si para m casi todo punto vale que:

1. &(z) C W*(x)
2. £(x) contiene un entorno de x abierto en la topologia de W*(x)

Definicién 4.2 (CONTINUIDAD ABSOLUTA) Decimos que m posee continuidad
absoluta respecto a medidas condicionales sobre variedades inestables si para toda
particion medible & subordinada a W wale que m§ << A\ para m casi todo

x € M, donde \! es la medida Riemmaniana en W*(z) dada por la estructura
Riemmaniana de W*(z) heredada de M.

Sea xy € R (R es el conjunto de puntos regulares), supongamos que dimE~ (zg) >
0, entonces podemos tomar dos discos pequenos Ty T” cerca de xg transversales
a W*(xq). En este contexto pasaremos a definir holonomia:

Definicién 4.3 (HoLoNOM{A) Definimos un mapa de holonomia como aquel
mapa h biyectivo que cumple que h(x) = Wj .(x) NT", donde el dominio de h
consiste de los puntos x € T'N'R cuya variedad inestable tiene la misma dimen-
sion que W*(xo) y que cruzan a T y T" localmente

Definicién 4.4 Decimos que una particion inestable es absolutamente continua
sii todo mapa de holonomia manda conjuntos de T medibles Lebesque de me-
dida cero en conjuntos de T' medibles Lebesque de medida cero. Andlogamente
definimos la continuidad absoluta de la particion estable.

Teorema 4.5 (PESIN) [P/ La particion estable e inestable son absolutamente
continuas.

16



Capitulo 2

Criterio de Ergodicidad para
Medidas Suaves

2.1. Criterio de Ergodicidad

En este capitulo vamos a demostrar el resultado central de este trabajo, el ob-
jetivo es probar el Criterio de Ergodicidad desarrollado por F. Rodriguez Hertz,
M. A. Rodriguez Hertz, A. Tahzibi y R. Ures. Se supondra que el lector esta fa-
miliarizado con cuestiones basica de Teoria de la Medida y Teoria Ergodica, quien
desee puede consultar [F] para Teoria de la Medida y [M] para Teoria Ergddica,
ver también, por ejemplo [BJ.

En el correr de este capitulo usaremos el Teorema de Densidad de Lebesgue
[M][Teorema 4.4 cap.0] para utilizar que casi todo punto es de densidad, el Teore-
ma de Recurrencia de Poincaré [M][Teorema 2.2 cap.1] que nos dice que casi todo
punto en un conjunto de medida positiva vuelve en algin momento y ademas lo
hace infinitas veces, de aqui en adelante todas las variedades estables e inestables
son de Pesin. Diremos que una transformacién f : M — M es ergddica si los

n—1
limites de Birkhoff ¢(x) = lim, .ot > @ o fi(z) son todos iguales a una con-
j=0

stante para ctx € M para toda ¢ continua.
Por tultimo antes de comenzar vamos a enunciar un resultado que usaremos en este

capitulo, quien desee ver una prueba del mismo puede consultar [Pa] o también
[B].
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SUAVES

Teorema 1.1 (\-LEMMA) Sea f : M — M wun difeomorfismo, p un punto fijo
hiperbdlico, D" un disco compacto en W¥(p) y D una variedad de igual dimension
que W*(p) tal que D h W*(p) # ¢. Entonces Ve > 0, Ing tal que ¥n > ng existe
D, C D / f"(D,) estd e-cerca de D* con la topologia C*.

Teorema 1.2 (CRITERIO DE ERGODICIDAD) Sea M una variedad compacta, f :
M — M un difeomorfismo C**® y m una medida suave e invariante para f. Si
m(A*(p)) > 0 y m(A“(p)) > 0 entonces:

1. A(p) = A*(p) = A(p)

2. A(p) es una componente ergddica hiperbdlica.

Corolario 1.3 Sea f : M — M un difeomorfismo C'T*, m una medida suave
invariante para f. Sim(A(p)) > 0 para un punto hiperbdlico p, entonces A(p) es
una componente ergodica hiperbolica de f.

Dem.[Criterio de Ergodicidad - Parte 2]

n—1
Para cualquier funcién ¢ € L. (M,R) sea ¢*(x) = lim, 100 = > o(f*(x)).
i=0

Por el Teorema Ergddico de Birkhoff [M][Teorema 1.1 cap.2| el limite anterior
existe y o1 (z) = ¢~ (x) para ctx € M. Ademas ¢*(z) es f — invariante. Antes
de continuar con la prueba desarrollaremos el siguiente lema que nos dara infor-
macion sobre los limites de Birkhoff a lo largo de variedades estables e inestables.

Lema 1.4 (PUNTOS TIPICOS PARA FUNCIONES CONTINUAS) Eriste un conjun-
to invariante Ty de Puntos Tipicos con m(Ty) = 1 tal que para toda ¢ € C°(M)
vale que si x € Ty entonces: ¢ (w) = ¢t (x) para todo w € W*(x) y para
my — ctw € W*(x)

Dem.[LemalConsideremos el siguiente conjunto de medida total
So={xeM: existe o (z)=¢ (v)}

Para casi todo x € Sy se tiene que m¥ — ct§ € Wi (z) £ € Sp.

De lo contrario existirfa un conjunto A C M de medida positiva tal que Vx € A
se tiene un subconjunto B, C W (x)\Sy con m¥%(B,) > 0. Por el teorema de
densidad de Lebesgue, como A posee medida positiva podemos tomar y € A un

18
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N

B =U,cr B

Figura 2.1:

punto de densidad de A, ahora bien integrando respecto a un disco transversal

pequeno podemos obtener B = |J, . B. C M\S, (véase figura [21]) tal que:

m(B) /T m(B,)dmr(z) > 0

Lo cual es absurdo pues contradice el hecho de que Sy tenga medida total.
Luego como hemos visto el siguiente conjunto posee medida total:

S = {ZL‘ € S: m: —cté € VV;;C(ZE), ¢ e So}
Para todo = € Sy existe &, € W (z) N.S; tal que:
(&) =9 (&) my —ct e Wi ()

pues al ser ¢ continua se tiene que ¢~ es constante en W} (x). También como
x € S tenemos que 7 (§) = ¢ (§) m¥ — ct& € W (), y por dltimo como
& €51 vale que ¢~ (&) = ¢ (&;). En conclusién hemos probado que:

e () =9 (§) =0 (&) = ¢ (&) my —ctE € Wi (x)

Pero casi todo z € S satisface que ¢ (x) = ¢ (&), pues de lo contrario
podemos obtener un conjunto C' C 57 de medida positiva tal que

my (C' N Wi (x)) = 0
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para casi todo z. Pues por un lado siy € W} (x) entonces ¢~ (y) = ¢~ (z) para m¥—
cty € Wii(z). Sty e C =y e S =y e S = ¢ (y = ¢ (y), pero

x € S1 = ¢ (x) = ¢ (z). Luego se obtiene que:

(

e (y) =t (), para mli—cty € Wi.(z)

Por otro lado si ademds y € S1 = ¢ (y) = ¢~ (y) y V& € S1NW}E (x) vale que
" (€) = ¢~ (€,), como ¢~ es constante en Wi, (x) tenemos que ¢ (y) = o~ (&)
entonces:

et =0 (y) =9 (&) =9 (&), V&% e SinWe.(z)

Luego hasta acd obtenemos que ¢*(z) = ¢T(y), para m¥ — cty € W (z)
ysiy € C = o(y) = ¢ (&),¥, € Sy N Wi (x). De aqui se deduce que
my(C N W (x)) = 0, lo cual contradice la continuidad absoluta. Hasta ahora
tenemos que casi todo z € S; cumple que:

e (z) =" (&)
Y anteriormente obtuvimos que para todo x € Sy vale que:
P (&) = ¢ (&), para my — ct§ € Wi (x)
Luego se obtiene que:
ot (z) = 1), para ctzx € S,

Esto tltimo define un conjunto Ty C Sy con m(Tp) = 1 y tal que si z € Ty
entonces ml —ct{ € W (x) satisface o™ (x) = ¢ (€). La invariancia de ¢ implica
que el conjunto de puntos tipicos T} sea invariante. Por ltimo como ¢ es continua
entonces ¢ es constante en W*(x)

O[Lemal]

Continuando con la prueba del teorema asumiremos por simplicidad que p es
un punto fijo. Dada cualquier funciéon continua ¢ : M — R, sea Tj el conjunto
de puntos tipicos obtenido en el lema [[L4l y R el conjunto de puntos regulares.
Asumamos que hemos probado la parte (1) del teorema y nos dirigimos a
probar la parte parte (2) del mismo, en particular m(A(p)) > 0. Veremos que ¢™
es constante en A(p) N1y NR y por lo tanto en casi todas partes constante en
A(p), pues To N'R posee medida total porque Ty y R la poseen. Esto probara que
f es ergddica en A(p). La hiperbolicidad de la medida surge rdpidamente pues
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para ver que A(p) es una componente hiperbdlica basta ver que todo elemento
en A(p) posee exponentes de Lyapunov distintos de 0. Sabemos que p es un
punto hiperbdlico entonces dim W#(p) +dim W*(p) = dim M. Por otro lado como
x € A(p) tenemos que:

W(z) hWe(p) #¢ y W(z) h W (p) # ¢

Lo cual implica que:

dim W*(z) +dim W*(p) > dimM y dim W)+ dim W*(p) > dim M
Por lo tanto se obtiene que
dim W*(x) + dim W*(z) > 2dim M — (dim W*(p) + dim W*(p)) = dim M

es decir:

dim W"(x) + dim W*(z) = dim M

Es decir cualquier x € A(p) posee exponentes de Lyapunov distintos de cero.
Ahora si pasemos a ver que ¢t es constante en A(p) N Ty N R. Para algin
e >0yl >1tal que m(A(p) N R.,;) > 0, llamaremos A = A(p) N R; N Tp. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que todos los puntos en A son puntos de
densidad de Lebesgue de A y retornan infinitas veces a A en el futuro y el pasado,
pues A posee medida positiva, entonces por el teorema de densidad de Lebesgue
y el teorema de Recurrencia de Poincaré se obtiene lo mencionado anteriormente.

Notar que por el Teorema de la variedad estable de Pesin se obtiene que 39 > 0
/ Wg . (x) D Bs(x), Vo € A, pues el Teorema de la variedad estable de Pesin nos
dice que para cada z existe un 0, > 0 tal que W} .(x) D By, (x), donde los 4,
varfan continuamente sobre R, luego por la compacidad del bloque de Pesin se
obtiene un minimo § > 0.
Sean x,y € A yn > 0tal que y, = f"(y) € Ay d(yn, W¥(p)) < g. Entonces como
Yn € A tenemos que W _(y,) h W*(p).

Como consecuencia del A\-Lema, existe k& > 0 tal que z = f*(z) € Ay
W(xy) M W (yn), pues sea T' C W*(z) un pequeno disco transversal a W} (p)
que contiene a x entonces por el A - Lema se tiene que existe £ > 0 tal que
di(f5(T), W (p) < § = du(W"(2r), W*(p)) < 5 = W(zx) D Wie(yn).
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Como y,, es un punto tipico para ¢, pues y lo es e y, = f"(y), entonces para
m, — ctw € W*(y,) obtenemos que ¢ (w) = ¢ (y,). También tenemos por el
mismo argumento anterior que ¢ (2) = @™ (zx) para mj —ctz € W"(x;). Como
yn €s un punto de densidad de A para r suficientemente pequeno tenemos que
m(B,(y) N A) > 0 y por lo tanto ¥ € B,(5,) N A vale que Wi, (€) N Wi (p) # 6

Y Wiee(€) N Wise(yn) # &, pues V¢ € A, 3B§(E) C Wi (§). Luego por Fubini:

m(B,(y,) NA) = /m -(yn) DANTVE(2))dmr(2)

Como m(B,(y,)NA) > 0 tenemos que 3z € B, (y,)NA tal que m*(B,(y,)NAN
W .(z)) > 0, luego por la continuidad absoluta de la holonomia estable tenemos
que m*“(ANW*(y,)) >0y m“(ANW¥(zg)) > 0, véase figura 2.2

zk) I/Vloc
Wb(y) VVleL)c(E) m%c(yn)
V-
:: :
4/ [ [ ] ‘
J< z B,-(yn) NA
J< J< L Yn J< (y”)i de medida positiva
TTL1 _—
—t 0
L
We(p D
Conjuntos de medida
positiva
p
W*(p)

Figura 2.2:

Ahora, ¢ es constante a lo largo de variedades estables de Pesin. Y debido
a la continuidad absoluta, la holonomia estable lleva el conjunto de puntos w
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en W} (y,) para el cual o™ (w) = ¢*(y,) en un conjunto de medida positiva en
W .(z) para el cual el valor de ¢t serd ¢*(y,). El hecho que z; sea un punto
tipico de ¢ implica que o™ (x) = T (xx) = T (yn) = ¢ T (), luego p* es constante
en A, véase figura

W (yn)
Sobre wariedad
estable T
es constante
luego
(w))
S & PN PRI}
w Holonomia L
Ws(yn) Do
Yn

Casi todo w, ——— w

cumple
90+(w) = @Jr(yn) sl
*(xk)

Casi todo =z
cumple que
b cte T (z) =" (

xk)

Figura 2.3:

O[Criterio de Ergodicidad - Parte 2]
Con esto hemos terminado de probar la parte 2 del teorema. Ahora para
probar la parte 1 necesitaremos refinar el Lema [[.4]
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Lema 1.5 (PUNTOS T{PICOS PARA FUNCIONES EN L') Dada ¢ € L' existe un
conjunto invariante T C M de Puntos Tipicos de p, con m(T) =1 tal que si
x € T entonces o™ (z) = o™ (x) para ms — ctz € Wo(x) y m¥ — ctz € W¥(x)

Dem.[Lema] Dada ¢ € L' tomemos una sucesién de funciones continuas {p,, }
tal que ¢, — @ en L' entonces Ve >0, 3ng / [ |on — ¢|dm < e, Vn > ny.
Veamos que ¢, — ¢ en L!

Sabemos que:

1ot =¢tldm= [ im

Por el teorema de convergencia dominada obtenemos que podemos sacar el limite
para afuera de la integral y por tanto:

dm

=S 7 - el o)

/’@Z—sﬂdm: lfim /|%;wn(fi($))—s0(fi(w)) dm

J—0o0

Entonces:

/‘@Z—goﬂdmg lim li/‘gon(fl@))_¢(fl($))‘dm<5

el 1=0

Entonces obtenemos que ;7 — T en L'. Luego existe una subsucesién {gpj{k}
que converge en casi todo punto a ¢t Sea S = {z € M/} () — ¢T(z)} y sea
T =T, N S entonces T es un conjunto invariante (porque Tj lo es), de medida
total (porque Ty y S poseen medida total) y ademéas cumple con la tesis.
O [Lema]
Ahora estamos en condiciones de probar la primer parte del Criterio de Er-
godicidad.

Dem.[Criterio de Ergodicidad - Parte 1] Para simplificar ideas supondremos
que p es un punto fijo hiperbdlico. Sea T' el conjunto de puntos tipicos para la
funcién caracteristica xs(p) del conjunto A*(p). Tomemos x € A"(p) N T tal que
todos sus iterados son puntos de densidad de Lebesgue de A%(p) y x retorna in-
finitas veces a A"(p). Veremos que = € A®(p) y que aqui estariamos probando que

A*(p) C A (p), siendo la otra inclusién analoga.
Sea € > 0,1 > 1 tal que m(A*(p)NR.;) > 0, y sea d > 0 tal que Vz € A*(p) N R,
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el conjunto W} (z) contiene un disco de dimensién s y radio 6 > 0, esto sucede
por el Teorema de la variedad estable y la compacidad de los bloques de Pesin.
Consideremos y un punto de densidad de Lebesgue del conjunto A* = A®(p) N
ReiNT tal que d(y, W*(p)) < %.

Al igual que antes como consecuencia del A — Lema, 3k >0 | xp = f*(z) €
ANp)NT y W*xg) h W (y). Notar que esta interseccién podria tener di-
mension positiva.

Desde entonces y es un punto de densidad de Lebesgue de A®, tenemos también
que m(A® N Bs(y)) > 0, pues por hip6tesis sabemos que m(A*(p)) > 0.
Tomemos una foliacién diferenciable £ en B;(y) de dimensién u, = n—dim (W} .(y))
y transversal a W2 (y) (véase figura 2.4). Por otro lado como y € A*(p) =
We(y) d W (p) # ¢ = dimW?*(y) + dim W*(p) > n entonces dim W"(p) >
n — dim W*(y) = ny, luego se obtiene que n, < dim(W"(p)).

Foliacion L

e | W (a)
Ty
We(y)
0 g
7
p
W#(p)
Wu (y)
W*(p) .
Figura 2.4:
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Podemos también pedir que la hoja L,, de £ que contiene a w € W*(zy,) esté
contenida en W*(xy). Por el teorema de Fubini (Véase figura[25]) se obtiene que:

m B = [ mE ) dmi )
loclY

Como m (A® N Bs(y)) > 0 entonces por la ecuacién anterior se obtiene que m{ (L¢ N A®) >
0 para m; — ct{ € Wi .(y).

Lg NA?

A* N Bs(y)

S
IA/IOC

Figura 2.5:

Tomemos L € L tal que mﬁL (L N A®) > 0, esto significa que existe un conjunto
de puntos w € L¢ de medida mgL — positiva tal que w € A*(p). Por la continuidad
absoluta la holonomia estable manda este conjunto de medida mé‘ — positiva en
un conjunto de medida m% — positiva en L, para todo w € W% (zy) N Bs(y)
(Véase 2.0)). Pero A*(p) es un conjunto saturado por hojas estables (observacién
[3.6)), esto significa que mZ (L, N A%) > 0, Vw € W*(f*(x) N Bs(y)).
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mL (L, NA®) > 0

LNAs
W (xy) mEL(LﬂAS) >0
L
¢[Holonomi
>x<
=< w
avp; >§
x & *(y)
Figura 2.6:

Si W*(zg) N WE(y) es cero dimensional entonces facilmente tenemos que
my (W*(zg) N A%(p)) > 0 (pues tomamos la hoja L, que esta contenida en
W*(xy) y que contiene a xj tal que mj (L, N A®) > 0) y por lo tanto como
7 es un punto tipico entonces Xas(y)(2) = Xas(p)(Tr), para m; — ctz € W?(xy,)
my — ctz € W*(xy) entonces x;, € A%(p) lo cual implica que x € A*(p).

Sino tomamos una subvariedad abierta 7" de W"(x) h W .(y). Entonces por el
teorema de Fubini (Véase figura [2.7]):

m (A° VW () N Baly)) = /T mE (L (A dmp(w) > 0

Nosotros obtenemos que un conjunto de medida mj; —positiva de w € W*(xy,)
satisface que xas(p)(w) = 1. Como xj, es un punto tipico implica que z; € A*(p)
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L, NA?
o MnW(xk) N Bs(y)
T
Wlsoc(y)
W (x)
Figura 2.7:

y por lo tanto € A*(p). Luego

[e]

A*(p) C A*(p)

La otra inclusion es analoga y por lo tanto se obtiene que:
Alp) = A(p) = A°(p)

O[Criterio de Ergodicidad - Parte 1]
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2.2. Teorema de Descomposicion Ergdédica de
Pesin

El objetivo de esta seccion es demostrar el conocido Teorema de Descom-
posiciéon Ergédica de Pesin [P] usando el Criterio de Ergodicidad desarrollado
por [HHUT], para ello usaremos un resultado demostrado por Katok [K] en 1980
llamado Lema Principal y el Teorema de Recurrencia de Poincaré.

Lema 2.1 (LEMA PRINCIPAL) Sea f : M — M un difeo C'™*, M wvariedad
compacta Riemanniana de dimension finita. Entonces para cualquierk =0, ..., dim M,
y para todo €, L > 0, existe r > 0 tal que si:

1.z, f"(x) € RE, para alginn > 0, donde R} = R n{x € R/ dim E*(z) = k}
2. d(z, f"(x)) <r
Entonces eziste p € Perg(f) tal que x € A(p)

Teorema 2.2 (TEOREMA DE DESCOMPOSICION ERGODICA DE PESIN) Sea f :
M — M un difeo C**® y m una medida suave e hiperbdlica. Entonces:

M=AU...A,U...

donde los conjuntos \; son conjuntos medibles, invariantes y disjuntos tales que
fla, es ergdodica. Ademds A; = A(p;) con p; € Pery(f)

En realidad el Teorema de Descomposicion Ergodica de Pesin también dice
que cada A; se descompone en k; conjuntos disjuntos permutados por f, donde
en cada uno f* es mixing e isomorfa a un sub-shift de Bernoulli, aqui esto tltimo
no lo incluiremos en la prueba, aunque se puede consultar en [P].

Dem. Sean ¢, L, k tales que m (RfL) > (0 y z un punto de densidad de R’;L.
Tomemos r > 0 el nimero que nos entrega el Lema de Katok, dado que z es
un punto de densidad de RQ ;. se obtiene que m (R’: . NB, /2(33)) > 0 luego por
el Teorema de Recurrencia de Poincaré obtenemos que existe un n > 0 tal que
f™(x) € RE, N B, s(x), es decir estamos en las hipétesis del lema de Katok y por
tanto existe p € Perg(f) tal que x € A(p). En conclusién se ha probado que:

RZL - A(p), para algin p € Pery(f)
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Puesto que M = R = U REp cone>0fijoy RE, =R, ,N{z € R/dim E¥(z) = k},
L=1
con k =0,...,dim M entonces M se escribe como unién numerable de R’Z I, €S

decir:
M=|JRE, con LeN, k=0, .. dimM
L.k

De aqui existe una sucesion de puntos periédicos hiperbdlicos tales que

M = |J A(p;), es decir hasta ahora tenemos probado que:
i€l

M=AU...AyU..., con N =Ap), pi€ Pery(f)

Por otro lado habfamos visto que R, C A(p;) para algin p; € Pery(f) y
m (RE ) > 0 entonces m (A(p;)) > 0, luego por el Criterio de Ergodicidad se ob-
tiene que f|y, es ergddica. Por tltimo es claro que los A; son medibles, invariantes
(pues A%(p;) y A¥(p;) lo son) y ademds son disjuntos pues si p y ¢ son puntos en
Perg(f) tales que su A(p) N A(q) # ¢ entonces existe un z que estd relacionado
homoclinicamente con p y ¢, veamos que esto tltimo implica que A(p) = A(q).

Veamos que si tenemos z relacionado homoclinicamente con y entonces A(z) =
A(y). Sea z € A(y) entonces por el X - Lema Ve > 0, 3k > 0 tal que fX(W¥(2))
estd € — Ct cerca de W¥(x) = WU(f*(2)) h Wi(x) = fH(2) € A%(z) N A%(x)
= 2z € A(x), luego A(y) C A(x), siendo la otra inclusiéon analoga y por lo tanto
Az) = Ay).

Por tltimo como z esta relacionado homoclinicamente con p y ¢ obtenemos
que A(p) = A(z) = A(q)

OJ
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