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Resumen

Este trabajo se sitia en el area de las representaciones de algebras, basandose en la
relacion que existe entre algebras y carcajes.

El objetivo de la monografia es intentar relacionar las representaciones de un carcaj
con las de su cubierta.

En primera instancia se define cubrimiento de un carcaj, se encuentra su cubierta
universal, para luego concluir propiedades de un carcaj a partir de las de su cubier-
ta. Los principales resultados que se muestran aqui tienen que ver con el tipo de
representacion de un carcaj en funcién de su cubierta.

Palabras clave: Carcaj, cubrimiento de carcaj.

Abstract

This work is situated in the area of representations of algebras, we will use the re-
lation between quivers and algebras.

The aim of the monograph is to find a relation between the representations of a
quiver and the representations of its cover.

At first, the cover of a quiver is defined, we build its universal cover and we demon-
strate properties of a quiver from the properties of its cover. The main results are
about types of representation.

Keywords: Quiver, cover of a quiver.
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Introduccion

A fines de la década de 1970 fueron introducidas en el area de teoria de repre-
sentaciones de dlgebras técnicas de caracter topoldgico. Las cubiertas y cubiertas
universales fueron exitosamente utilizadas en esos afios por Gabriel, Bongartz y
Riedtman, entre otros.

Influido por esas ideas que estaban surgiendo, José A. de la Pena escribe en 1982
su tesis de maestria, que trata sobre cubiertas de carcajes y las relaciones entre las
representaciones de un carcaj y las de su cubierta. Esta monografia se basa princi-
palmente en este trabajo ([1]).

Introduciremos en el primer capitulo rapidamente los conceptos y resultados
fundamentales de la teoria de representaciones, que utilizaremos en los siguientes
capitulos.

En el segundo capitulo definiremos cubierta de un carcaj, mostraremos algunas
de sus propiedades y encontraremos cudl es la cubierta universal de un carcaj con
relaciones.

Es en los capitulos 3 y 4 donde se encuentran los principales resultados. Alli se
definiran algunos funtores que relacionan las representaciones de un carcaj con las de
su cubierta, se definird y se veran algunas propiedades de los carcajes con traslacién,
se probara la existencia y unicidad de la descomposicién de una representacion como
suma de indescomponibles. Vamos a utilizar luego esas herramientas en la prueba
del teorema principal del trabajo: un carcaj finito es de tipo de representacién finito
si y sélo si su cubierta es localmente de representacién finita.

En el capitulo quinto nos centraremos en las cubiertas sin ciclos dirigidos. El
principal objetivo es encontrar de alguna forma la unicidad de la cubierta universal, o
sea que si tenemos que K@Q/J es isomorfo a K@ /I, sus cubiertas universales también
seran isomorfas. Esto no es cierto en general (hay un ejemplo en el capitulo 2),
aunque si en los casos en que la cubierta universal no tiene ciclos dirigidos, algo que
se verifica si por ejemplo el dlgebra es estandar.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Carcajes y representaciones

A grandes rasgos, un carcaj (o quiver) es un grafo orientado. Para ser més for-
males:

Definicién 1.1.1. (Carcaj) Un carcaj es una cuadrupla @ = (Qo, @1, s, ¢), donde
Qo es el conjunto de vértices o puntos, Q1 el conjunto de flechas y s, e son mapas
de @1 en @y que le asignan a cada flecha su vértice inicial y final respectivamente.
El carcaj se dice finito si QQy y @1 son finitos.

Ejemplo 1.1.2. La figura de abajo muestra un carcaj @, donde Qo = {a,b,c},
Q1 = {a,8,7,6}; s(a) = s(B) = a, s(v) = by s(0) =cela) =eB) =by
e(y) =e(0) =c.
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Definicién 1.1.3. Dado x € g, llamaremos =™ al conjunto de puntos de Qg a
los cuales llega una flecha que empieza en x. De igual forma, definimos = como el
conjunto de puntos de Qg del cual sale una flecha con final z.

Definicion 1.1.4. Decimos que un carcaj ) es conexo si dados x,y € Qg existe
una sucesién de flechas ag, ..., a,, tales que el comienzo o el final de cada «; coincide
con el comienzo o final de a1 para i = 1,..., n — 1, @1 empieza o termina en x y
a,, tiene como inicio o final a y.

Definiciéon 1.1.5. Un morfismo entre carcajes f : Q — C es una funciéon f :
QoU Q1 — CoUCyy tal que f(Qo) C Co, f(Q1) C Ch, fle(e) = e(f(a)) ¥
f(s(a)) = s(f(a)) para toda a € Q1.



Definicion 1.1.6. Decimos que un carcaj ) es localmente finito si para todo
x € Qo los conjuntos z+, = son finitos.

Definicién 1.1.7. (representacién) Una representacion de un carcaj () sobre un
cuerpo K asigna a cada punto x de QQy un K-espacio vectorial V(z) y a cada flecha
a € @ con s(a) =1, e(a) = j una transformacién K-lineal V(a) : V(i) — V(j). En
general denotamos V' = ((V (7))icq,, (V(a))acq.)-

Ejemplo 1.1.8. Para el carcaj del ejemplo anterior, podemos definir V' como V' (a) =
K* V() =Ky V() =K, V(a)(z,y) =z, V(B)(z,y) =y, V(7) = —id y V(6) = id.
Podemos verlo de la siguiente manera:

1
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Dado un carcaj cualquiera, siempre tenemos la representacién cero, que le asigna
a cada punto el espacio vectorial nulo y a cada flecha la transformacién nula.

Definicion 1.1.9. Dado un carcaj ), y dos representaciones V' y W de @, un
morfismo de V en W es una familia de transformaciones lineales (f(7))icq, con
f@@) : V(i) — W(i) tal que para toda flecha o : i — j se verifica W(a)f(i) =
fFGV ().

Ejemplo 1.1.10. Dado el carcaj C

K2 K
& 0) \Yi
V= K W = K
s e
K2 K



Definiendo (1) : K? — K como 9(1)(z,y) = x, ¥(2) : K2 — K como ¥(2)(x,y) =
—yy ¥(3) : K — K como 9(3) = id, tenemos que © : V.— W es un morfismo de
representaciones. Para ver esto graficamente, basta observar que los paralelogramos
que se forman abajo son diagramas conmutativos:

2 1 0) K
&0) X
K ! K
(oy _/’
0 -1
K? S K

Dadas V' y W, dos representaciones de ), podemos definir la representacién
V @ W, poniendo (V & W)(i) = V(i) @ W (i) para cada punto i y (V & W)(«a) =
V(a) @ W(a) para cada flecha de Q.

Definicion 1.1.11. Dada V una representaciéon de un carcaj @, llamamos soporte
de V al conjunto sop(V) := {a € Qo/V (a) # 0}.

Definicién 1.1.12. Una representacion V de @) se dice indescomponible o ines-
cindible si no existen representaciones Z y W no nulas tales que V = Z ¢ W.

Definicién 1.1.13. Decimos que (@, I) es localmente de representacién finita
si para todo x € (g existe una cantidad finita de representaciones V' indescomponi-
bles no isomorfas con soporte finito que contiene a x.

1.2. Algebras de caminos y sus moédulos

Dados =,y € @, un camino de x a y es una n-upla «,...a1, n > 0 donde a; € Q1

son tales que s(a;) = e(a;—1) para cada i = 2,...,n, s(a1) = z, e(ap,) = y. Vale
aclarar que admitimos para cada x € Qg el camino trivial 7, que empieza y termina
en x. Podemos extender las funciones e y s de manera obvia: s(w) =z y e(w) = y si
w es un camino de x a y. La composicién de dos caminos v = qq...a1 y w = Bp...01
es wv = fy,...fraq...a1 si e(ag) = s(f1), en otro caso wv = 0.
Dados dos puntos i y j de un carcaj @, llamamos KQ(i,7) al espacio vectorial
con base todos los caminos de i a j. Definimos el algebra de caminos K@ como
KQ =@, €00 KQ(i,j) como espacio vectorial y definimos la multiplicacién exten-
diendo linealmente el producto de caminos. El dlgebra tiene unidad si y solo si Qg
es finito, y en este caso lxg = Zz’er 7;. Salvo en unos pocos casos particulares,
resulta un algebra no conmutativa.



Denotamos por F' al ideal bildtero generado por los caminos de longitud 1 (las
flechas). El ideal F' tiene por base (como espacio vectorial) a todos los caminos de
longitud mayor o igual que 1.

Six € Qo llamaremos F'(x, —) al espacio vectorial generado por los caminos en F' que
empiezan en z. De igual manera, se define F'(—, z) a los caminos de F' que terminan

en x. Es claro que F' = ®ero F(z,—) = @erO F(—,x).

Definicion 1.2.1. Decimos que un ideal I de K@) es admisible si para cada = € Qg
existe n € N tal que F"(z,—) C I(x,—) C F?(x,—) y de igual modo para la segunda
coordenada.

Dados un carcaj @), un camino w = ay...a1 y una representaciéon V de @), defi-
nimos V(w) = V(ay,)...V(a1).

Definicion 1.2.2. Sea @ un carcaj e I un ideal admisible de K@Q. Una relacién
p € I es legible si existen A, ..., \, € K tales que p = > | Xj7y; donde 71, ..., 7,
tienen todos el mismo inicio y final.

Se puede demostrar que si I es admisible, puede generarse por medio de relaciones
legibles.

Definicién 1.2.3. Una representacién de (Q, I) es una representaciéon V' de @ que
verifica V(u) = 0 para todo u € I.

La importancia del estudio de las dlgebras de camino estd dado por un teorema
dentro de la teoria de categorias. Definamos primero algunos conceptos dentro de
esa area (para profundizar un poco més y encontrar algunas de las demostraciones
que no aparecen, se puede consultar [9]).

Definicién 1.2.4. Una categoria es una clase de objetos Ob(C') junto a conjun-
tos de morfismos C'(X,Y’) para cada par de objetos X,Y y mapas de composicién
C(Y,Z) x C(X,Y) — C(X,Z), (g,f) — go f que son asociativos y admiten el
morfismo identidad 1x € C'(X, X) para cada objeto X € C.

Definicién 1.2.5. Una categoria D es una subcategoria de C si Ob(D) es subclase
de Ob(C), D(X,Y) C C(X,Y) para todos X,Y € Ob(D), la composicién en D es
la misma que en C y el morfismo identidad 1x coincide en C' y en D para todo
X € Ob(D). Una subcategoria D de C es plena si D(X,Y) = C(X,Y) para todos
los X,Y € Ob(D).

Dos objetos X,Y € Ob(C) son isomorfos si existen morfismos f € C(X,Y), g €
C(Y,X) tales que go f =1x y fog=1y.

Definicién 1.2.6. Una categoria C' es preaditiva si C'(X,Y) tiene estructura de
grupo abeliano para todos los X, Y € Ob(C).



Observacion 1.2.7. Si @ es un carcaj, I un ideal de K@, entonces KQ/I es una
categoria, donde los objetos son los puntos del carcaj y los morfismos C(z,y) son
las combinaciones lineales de clases de caminos de = a y.

Dado un carcaj @ y un ideal admisible I, las representaciones de (Q,I) también
forman una categoria, a la que llamaremos Rep(Q@, ). Las representaciones V' de
(Q,I) que verifican dimV (i) < oo para todo i € Qp y sop(V) finito forman una
subcategoria de Rep(Q,I), a la que denotaremos rep(Q, I).

Dada una K-édlgebra A, los A-mdédulos forman una categoria, que se denota Mod(A).
Los A-médulos de dimensién finita forman una subcategoria de Mod(A), que se nota
usualmente como mod(A).

Definicion 1.2.8. Si C' y D son dos categorias, un funtor F' : C' — D asigna a
cada objeto X € Ob(C) un objeto FX € Ob(D) y a cada morfismo g € C'(X,Y) le
asigna un morfismo Fg € D(FX, FY') de forma que Flx = 1px para todo X € C
y F(gf) =F(g9)F(f) paracada f € C(X,Y), g € C(Y, Z).

Definicién 1.2.9. El funtor F' es fiel si dados X,Y € C el mapa C(X,Y) —
D(FX,FY), g — Fg es inyectivo; si ese mismo mapa es sobreyectivo, el funtor se
llama pleno; si para cada objeto Y € D existe X € C tal que FF.X 2 Y, el funtor se
llama denso. En caso que el funtor es pleno, fiel y denso, se denomina equivalencia.

Puede demostrarse que en caso que I’ : C — D sea una equivalencia, existe un
funtor F~! : D — C tal que todo objeto A € Ob(C) es isomorfo a F~1F(A) y todo
B € Ob(D) es isomorfo a FF~Y(B). En realidad, FF~! y F~'F cumplen un poco
mas que eso, pero no utilizaremos més que lo dicho.

Definicion 1.2.10. Si las categorias C' y D son preaditivas, un funtor ¥ : C' — D
es aditivo si dados f,g € C(X,Y), F(f +g) = Ff + Fg.

Observacion 1.2.11. Sea F' : C — D un funtor aditivo. Sean A;, Ay € Ob(C).
Entonces las proyecciones p; : A1 @ As — A; y las inclusiones ¢; : A; — A1 @ Ao
(1 = 1,2) verifican piq; = 1a,, ¢ip1 + @p2 = la,aa,, P12 = p2qi = 0. Estas
propiedades se preservan por un funtor aditivo, por lo que F'(p;) : FI(A1 ® A2) — A;
son proyecciones y F(q;) : A; — F(A; ® Az) son inclusiones.

De esta manera concluimos que si F' : C — D es aditivo entonces F(A @ B) =
F(A) ® F(B) para todo A, B € Ob(C).

El reciproco también es cierto, o sea que si para todos A, B € Ob(C) se verifica
F(A® B) = F(A) @ F(B), entonces F es aditivo.

Sea @ un carcaj. Dada una representacién V de @), podemos definir el KQ-médulo
a izquierda V' = @ier V; definiendo la accion de la siguiente manera: si w = qy...q1
es un camino que empieza en ¢ y termina en j, entonces (w.v;); = V(oy)...V(a1)(v;)
y (w.v;)p, = 0 si h # j; la accién en general se define extendiendo linealmente.
Reciprocamente, dado un KQ- médulo M, definimos M (i) = 7;M. Es claro que en
este caso M = P, M (i) y tenemos una representacién definiendo M () : M (i) —
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M (j) como M(a)(mym) = am para cada o € @1 con s(a) =i, e(a) = j.

Si ¢:V — W es un morfismo de representaciones, definimos ¢’ = @ier o V' —
W', que es morfismo de KQ-mddulos. Reciprocamente, cada v : M — N morfismo de
K@-médulos nos da un morfismo de representaciones colocando (i) : M (i) — N (i),
Tim — Y(mm) = T (m).

De esta manera, se muestra que la categoria Rep(Q) es equivalente a la categoria
Mod(KQ). Esto se puede generalizar de la siguiente manera:

Teorema 1.2.12. Sea QQ un carcaj e I un ideal admisible de KQ. Entonces la
categoria Rep(Q,I) es equivalente a la categoria Mod(KQ/I). La restriccion de la
equivalencia hace rep(Q, I) equivalente a mod(KQ/I).

Debido a este teorema, muchas veces notaremos a Rep(Q, I) como Mod(Q,I).

Definicion 1.2.13. Una K-categoria es una categoria en la cual los conjuntos de
morfismos C(z,y) estdn provistos con estructura de K-espacios vectoriales de forma
que la composicién es K-bilineal. Una K-categoria C se llama localmente acotada si
verifica:

1. Para cada = € Ob(C) el algebra C(x,z) es local.
2. Objetos diferentes en C' son no isomorfos.

3. Z dimgC(z,y) y Z dimkC(y, z) son finitas para todo objeto z € C.
y€Ob(C) ye0b(C)

Lema 1.2.14. Dado Q localmente finito sin flechas dobles e I un ideal admisible de
K@, se verifica que la categoria K(Q,I) = KQ/I es localmente acotada.

Demostracion: Probaremos la siguiente afirmacién: dados h € N, z € (o hay
finitos caminos de largo a lo sumo h que empiezan en z. Lo probaremos por induccién
en h. Al ser () localmente finito sin flechas dobles, tenemos para cada z € Q¢ finitos
caminos de largo 1 que comienzan en z, lo que nos da la demostracion para h = 1.
Supongamos probado que para todo y € Qg la cantidad de caminos de largo a lo
sumo h — 1 que comienzan en y es finita. Los caminos que empiezan en z de largo
h son el producto de flechas que empiezan en z con caminos de largo h — 1, por
hipétesis de induccién sumado al paso de induccién 1, tenemos el resultado.
Dado = € Qq, al ser I un ideal admisible, existe n € N tal que todos los caminos que
empiezan en z de largo al menos n son el nulo. Entonces »_, .o dimx(Q, I)(,y) es
menor o igual a la cantidad de caminos de largo a lo sumo n — 1 que empiezan en
x. Por lo probado arriba, esto es finito.

El siguiente teorema nos muestra la importancia del estudio de las dlgebras

K(Q,I):

Teorema 1.2.15. (Gabriel)

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, toda categoria localmente acota-
da es isomorfa a K(Q, I) para algin carcaj Q localmente finito e I un ideal admisible.
En particular, toda dlgebra bdsica de dimension finita es isomorfa a KQ/I, con Q
carcaj finito e I ideal admisible.
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Es importante destacar que la demostracién del teorema asegura ademas la uni-
cidad del carcaj @ pero no asi la unicidad del ideal I.

En adelante, notaremos A := K@Q/I, donde @ es un carcaj e I un ideal admisible.

Definicion 1.2.16. Un médulo M se dice simple si no contiene submoédulos propios
no triviales.

Definicién 1.2.17. Un A-médulo E se dice inyectivo si dados v : L — M
monomorfismo de A-médulos y f : L — F morfismo, existe g : M — FE tal que
[ =gu.

Definiciéon 1.2.18. Un A-médulo P se dice proyectivo si dados h : L — M
epimorfismo de A-médulos y f : P — M morfismo, existe g : P — L tal que f = hg.

Teorema 1.2.19. (1) Un A-mdédulo P es proyectivo si y solo si para todo morfismo
PV — P sobreyectivo existe ¢ : P — V tal que ¢ = idp.

(2) Un A-mddulo E es inyectivo si y solo si para todo morfismo inyectivo f : E — V
existe un morfismo h: V — E tal que hf =idg.

Ya vimos que los médulos sobre KQ /I pueden verse como representaciones sobre
el carcaj. Esta equivalencia respeta lo siguiente:

Proposiciéon 1.2.20. 1. Los médulos simples son las representaciones S(i), i €
Qo, donde S(i); =K y S(i); =0 si i # j.

2. Los modulos indescomponibles son las representaciones indescomponibles.

3. Los mddulos proyectivos indescomponibles estdn dados por las representaciones
P(i), i € Qo, siendo P(i) = (P(i);, o) la siguiente representacion: P(i); es
el espacio vectorial con base los caminos de © a j; st o : a — b, entonces
¢o 2 P(i)g — P(i)p es la multiplicacion a izquierda por c.

4. Los mddulos inyectivos indescomponibles son las representaciones
I(i) = (I(i)j,%a), con i en Qo, definida como: I1(i); es el dual del K-espacio
vectorial con base los caminos desde j hasta i; 1V, estd dado por el dual de la
multiplicacion a izquierda de c.

Ejemplo 1.2.21. Tomemos el siguiente carcaj Q:

«

17 2223
5

Sea I el ideal generado por af. Entonces, los proyectivos indescomponibles de
K(Q, I) pueden verse como las siguientes representaciones:
(1 0

P(1) = (r,Ba) _____={a) —> (da)

(V)
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0 —2=(r3) .

Los inyectivos indescomponibles son los siguientes:
O

I1) = (rf,(Ba)") (3" —">0

(o)

12)= ()T (1) "0

I1(3) = <<6a>*¢<a*>%@:.

Una propiedad importante de los proyectivos e inyectivos es la siguiente:

Teorema 1.2.22. Sea V un A-mddulo.
(1) Existe un proyectivo P y un morfismo sobreyectivo f : P — V.
(2) Eziste un inyectivo L y un morfismo inyectivo g : V. — L.

1.3. Sucesiones de Auslander-Reiten

A lo largo de esta seccion A := KQ@Q/I, con @ localmente finito conexo e I
admisible. Para las pruebas de esta seccién, asi como otro material relativo a este
tema, puede consultarse [4] y [3].

Definicién 1.3.1. Dado M € A —mod, el submédulo de M generado por todos sus
submodulos simples es un submddulo semisimple denominado zécalo de M. Dicho
médulo se escribe soc(M).

Definiciéon 1.3.2. Si M es un A-moddulo, llamamos radical de M al submddulo
de M que es la interseccién de todos los submddulos maximales. Denotaremos al
radical como rad(M).

Definicién 1.3.3. (Sucesién de Auslander-Reiten) Un sucesién exacta corta

entre A-médulos 0 — N 1, E %5 M — 0 es una sucesién de Auslander-Reiten
si:

a) no escinde;

b) M y N son indescomponibles;

¢) dado h : X — M morfismo de A-médulos que no sea un epimorfismo que escinde
existe k : X — F tal que gk = h;

¢’) dado h : N — X morfismo de A-mdédulos que no sea un monomorfismo que
escinde existe k : E — X tal que kf = h.

(En realidad, es equivalente pedir sélo la condicién ¢) o c’).)

13



El siguiente teorema nos muestra en qué casos existen sucesiones de Auslander-
Reiten.

Teorema 1.3.4. Sea M € modA indescomponible. Entonces:

1. Si M no es proyectivo, existe y es unica la sucesion de Auslander-Reiten que
f

termina en M: 0 — N - E 25 M — 0. Al médulo N se le llama el
trasladado de Auslander-Reiten de M y se denota 7M.

2. Si M no es inyectivo, existe y es unica la sucesion de Auslander-Reiten que

empieza en M: 0 — M 7, H -2 D — 0. Al médulo D se le llama el

trasladado inverso de Auslander-Reiten de M vy se denota 7' M.

Observacion 1.3.5. Vale la pena observar que debido a la unicidad en el teorema,
si M € modA es indescomponible no proyectivo, entonces 7~ '7M = M. De igual
manera, dado N € modA indescomponible no inyectivo, 771N = N.

Las sucesiones de Auslander-Reiten son en algin sentido las “més chicas” que no
se escinden. Veremos ahora qué significa esto.

Definicién 1.3.6. Sea M € modA indescomponible.

Un morfismo g : £ — M es un pozo en M si:

i) g no es un epimorfismo que escinde;

ii) para todo h : E — E tal que gh = g, h es un automorfismo;

iii) para todo h : X — M que no sea un epimorfismo que escinde, existe b’ : X — E
tal que gh’ = h.

Un morfismo f: M — E es una fuente en M si:

i) g no es un monomorfismo que escinde;

ii) para todo h : E — E tal que hf = f, h es un automorfismo;

iii) para todo h : M — X que no sea un monomorfismo que escinde, existe b’ : £ —
X tal que ' f = h.

Definicién 1.3.7. Dos morfismos de A-médulos f : M — N y g : M’ — N’ son
isomorfos si existen dos isomorfismos hy : M — M’y hy : N — N’ tales que
haof = ghi.

Proposicion 1.3.8. Sea 0 — N EA E % M — 0 sucesion de Auslander-Reiten.
Entonces:

(a) f es una fuente y cualquier otra fuente en N es isomorfa a f.

(b) g es un pozo y cualquier otro pozo en M es isomorfo a g.

Proposicion 1.3.9. Si P es un proyectivo indescomponible no simple, entonces la
inclusion ¢ : rad(P) — P es un pozo y todo otro pozo en P es isomorfo a €l.

Si I es un inyectivo indescomponible no simple, la proyeccion natural @ : I —
I/soc(I) es una fuente y toda otra fuente es isomorfa a ella.

Definicion 1.3.10. Decimos que f : X — Y, un morfismo de A-médulos, es irre-
ducible si para toda descomposicién de la forma f = gh, se tiene que g es un
epimorfismo que escinde o h es un monomorfismo que escinde.
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El préximo resultado relaciona los morfismos irreducibles con los pozos y las
fuentes.

Proposicién 1.3.11. Sea M € modA indescomponible:
(a) Un morfismo h : M — X es irreducible si y sdlo si existe h' : M — X' tal que
haoh': M — X ® X' es una fuente en M.

(b) Un morfismo h : X — M es irreducible si y sdlo si existe h' : X' — M tal que
h,h

XaX WM es un pozo en M.

A partir de A, podemos construir el carcaj de Auslander-Reiten, que se de-
nota I'4 y se construye de la siguiente manera:
¢ Hay un punto en I'4 por cada clase de isomorfismos de A-mddulos indescompo-
nibles.
¢ Hay una flecha [M] — [N] si y s6lo existe un morfismo irreducible f : M — N.

Observacion 1.3.12. ¢ I' 4 no tiene lazos ni flechas dobles. La no existencia de lazos
se debe a que un morfismo irreducible debe ser sobreyectivo o inyectivo pero no
isomorfismo.

¢ I'4 es localmente finito. Se deduce a partir de las proposiciones 1.3.8 y 1.3.11.

o Si M € modA es no proyectivo, el nimero de flechas que salen de [T M| es el mismo
que la cantidad que llegan a [M]. Esto es consecuencia de la proposicién anterior.
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Capitulo 2

Cubiertas de un carcaj

Presentaremos en este capitulo el principal objeto de estudio de este trabajo:
las cubiertas de ciertos carcajes. Primero definiremos cubierta de un carcaj y luego
encontraremos la cubierta universal.

Dado un carcaj @ con ciertas propiedades y un ideal admisible I, su cubierta uni-
versal es un carcaj (Q, ) que es “localmente igual”a (Q, I) pero no tiene “agujeros”.
Intentaremos en esta seccién formalizar estas ideas.

2.1. Morfismos cubrientes

Definicién 2.1.1. (Carcaj con relaciones)
Decimos que (@, I) es un carcaj con relaciones si @) es localmente finito, conexo
y sin flechas dobles e I es un ideal admisible de K@.

Dado un morfismo de carcajes f : Q — C, se define en forma directa un morfismo
entre las algebras K@ y KC' extendiendo lineal y multiplicativamente la funcién
f g, Abusaremos notacién y llamaremos f también a esta extension.

Definicién 2.1.2. Un morfismo entre carcajes de relaciones f : (Q,I) — (C,J) es
un morfismo de carcajes que verifica que f(I) C J.

Definicién 2.1.3. Sea (@, I) un carcaj con relaciones. Un grupo de automorfismos
G de (Q, I) se llama admisible si ninguna érbita de G en Qg tiene més de un vértice
enzt 6, conx € Q.

Lema 2.1.4. Si G es admisible, g € G verifica gr = = para algin x € Qq, entonces
g =1d.

Demostracion: Si gr = x, tenemos, = = {y1,...,yn}. Como g(z™) = (gx)” =
x~, se tiene que g(y;) € ™ para todo i € {1,...,n}, o sea gy; = y; para algtn j. Pero
entonces tenemos g(y;) = y; = id(y;), lo que significa que y; e y; estan en la misma
érbita de G, y al ser G admisible, y; = y;. De igual manera probamos que g(z) = z
para todo z € 7. Podemos repetir este procedimiento en cada uno de los sucesores y
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predecesores de z y, usando que () es conexo, llegar a que ga = a para todo a € Q)g. ®

Definicién 2.1.5. Un morfismo de carcajes con relaciones f : (Q,I) — (A,J) es
localmente cubriente si para todo = € Qg los morfismos inducidos z+ — (f(z))*
y = — (f(z))~ son biyectivos.

Observacion 2.1.6. Sea f : (Q,I) — (A, J) un morfismo localmente cubriente, y
sean x € Ay, i camino en A, con s(u) = x. Es sencillo ver que, si queremos encontrar
un levantamiento de este camino, éste existe, y es tnico si le indicamos su comienzo.
O sea, dado y € Qg tal que f(y) = =, existe un tnico camino v en @, con f(v) =

ys(v) =y.
Definicién 2.1.7. Dado G un grupo de automorfismos de (@, I'), definimos el carca
Q/G. Los vértices y las flechas en @Q/G son las érbitas de Qg y @1 bajo la accién

de G, o sea (Q/G)y = Quo/G vy (Q/G)1 = Q1/G. El ideal I lo definimos como el
generado por m([), donde 7 es la proyeccién candnica.

Ejemplo 2.1.8. Tomemos el carcaj Q:

B1

by —=di<—202

72 N

a €1 €2 a2

N, A

€l ——=dy<—0
2

e I el ideal generado por {eja, eaaa}.

Sea g : (Q,I) — (Q,I) definido en los vértices como g(ai1) = ag, g(b1) = ba,
g(c1) = c2, g(d1) = da y g(e1) = ez con g2 = Id, y de forma andloga en las flechas.
El grupo G = {Id, g} es admisible.

Si construimos el carcaj (Q/G, I ), nos queda:

con I generado por €.

Proposicién 2.1.9. Sea G grupo admisible de (Q,I), entonces:
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1. (Q/G,I) es un carcaj con relaciones.

2. 7:(Q,I) — (Q/G,I) es un morfismo de carcajes localmente cubriente.
Demostracion:

1. Supongamos que tenemos [z] =2 [y] en Q/G.

Esto significa que existen dos flechas z 4 y, o’ LA y', con [z] = [2'], [y] = [¢/],
[] # [I']l. O sea, 2" = gi(z), ¥’ = g2(y) con g1, g2 en G, pero | # g(I'), para
todo g € G.

En particular g1(I) # I'. Por lo tanto, g1(y) # ' (si no, tendria dos flechas

distintas desde 2’ a y": I' y ¢1(1)).

Se tiene que g1 (y) € (2/)F (porque 2’ = g1(x)), ¥ € (/). Ademés, g29; " (g1(y))
= g2(y) = v/, y por lo tanto tengo dos vértices de /T en una érbita de G,

contradiciendo que este grupo es admisible.

Veamos ahora que I es admisible.

Sea [z] € (Q/G)o, entonces existe n € N tal que F™(x,—) C I(x,—). Vamos
a ver que F"([z],—) c I([z],—). Sea [y] € (Q/G)o, v € F"([z],[y]) camino.
Por la observacién anterior, suponiendo demostrado (2) existe ¢ camino que
empieza en x con w(p) = v. Como p € F™ C I, entonces v € I.

Por otro lado, como I C F?, entonces [ = n(I) C n(F?) = F2,

2. Hay que probar que para todo z € Qq la funcién z+ 7(z)T es biyectiva.
La sobreyectividad es obvia, asi que veamos la inyectividad.
Si tengo x LN Y1, LA y2 con 7(y1) = 7(y2) entonces w(l;) = 7(l2) (porque no
hay flechas dobles en Q/G). Luego existe g € G tal que g(l1) = Iz y por lo
tanto g(y1) = y2. Tengo entonces que y1,y2 € 1 estdn en la misma 6rbita de
G. Al ser G admisible, concluimos que y; = y3. ®

Definicién 2.1.10. Un morfismo de carcajes con relaciones f : (A, J) — (Q,I) es
cubriente si existe un grupo admisible G de (A, J) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

(A,J)

[

o7

(A/G,J) —=(Q,1)

Observacion 2.1.11. La proposicion anterior nos dice que cubriente implica local-
mente cubriente. Vemos que el reciproco es falso con el siguiente contraejemplo.
Sean @ y C los siguientes carcajes:



)
A1
Y
o1 T ol1
1)
P2 \ 1 pP1
.b2 & 042 C
p3 A3 | } A2
vy

g3
\ .b3 —_— .a3

Definimos f : C' — @ como:

flai) =a

f(b;) =

fu) = A

floi) =0

f(pi) =pparai=1,23.

Claramente f es localmente cubriente, pero no puede ser cubriente, porque en este
caso deberfa existir G grupo de automorfismo tal que para algin g € G g(A1) = A2,
lo que no puede ocurrir por ser A1 un lazo y A2 no.

Definicién 2.1.12. (relaciones minimas y cero)

n

Sea (Q,I) un carcaj con relaciones. Dada p = Z)‘iui €l,con \; € Ky u;
i=1

caminos de x hasta y, se dice que es relacién minima si n > 2 y cualquier subconjunto

K ¢ {1,...,n} verifica D, p Niu; & I(z,y).
Sin =1, u se llama relacién cero.

Observacion 2.1.13. Es evidente que toda relacion puede escribirse como suma de
relaciones minimas y cero. O sea que las relaciones minimas y cero generan aditiva-
mente (esto es, como espacio vectorial) al ideal I.

Proposicién 2.1.14. Sea f: (A,J) — (Q,I) morfismo cubriente. Sea p € I(z,y)
relacion minima (cero), T € Ao con f(x) = x. Entonces existe § € Ao y una relacion
minima (cero) p € J(Z,y) con f(p) = p.

Demostracion: Sea p = > | Aju; escrita en expresién reducida (esto quiere
decir que u; # uj sii # j). Como I = f(J), tenemos p1, ..., pm, pi € J(Z;i,7;) tal que
p = F(XI pi) = X F(pi). Como f(7) = @ = f(Z,), existe g; € G con g;&; =
para ¢ = 1,...,m. Definiendo o; := g¢;p; € J(Z,¢:¥i), tenemos p = Y 1", f(o3) y
podemos suponer que todos los g;y; son distintos (si tengo ¢;y; = g;y;, sustituimos

al comienzo p;, p; por gipi,g;jp; respectivamente, ya que f(pi) = f(gipi), f(pj) =
f(gjp;) y podemos sumar ambas relaciones y escribirlas como una sola).
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Escribimos o; = Z;“:l pijvij en expresién reducida. Obtenemos asi > \ju; =
> imy D iy i f (vij) ¥ esta expresién es reducida pues, por la observacién 2.1.6, no
puede haber cancelaciones por el levantamiento tinico de caminos.

Sim > 1, tengo f(o1) € I, pero f(o1) = Z)\iui, con K € {1,...,n}, lo que
contradice que la relacién sea minima. e

Concluimos entonces que p = f(o1). Definiendo p = g101, § = g191, nos queda
£(5) = p, con p € J(z, 7).

Observemos ahora que p es cero o minima si p lo es. Esto se debe a que, gracias a
la unicidad de los levantamientos, si > 1 A\ju; € J(Z, ) estd expresada en forma
reducida, Y ;" \if(u;) € I(x,y) también lo estd. o

2.2. La cubierta universal

Fijemos (@, I) un carcaj con relaciones. Sea W el conjunto de todos los caminos
-1
. e} . .z o
no orientados de (), esto es, para cada flecha x — y, consideramos también y — .

Tomamos la relacion de equivalencia ~ en W generada por las siguientes relaciones:

1. Siz 2 y es flecha en Q, entonces B8~ ~ 7, y f716 ~ 7.

n
2. Si tenemos E Aiv; una relacién minima, entonces v; ~ v; para todos 1 <
o i=1
1,7 <n.
3. Si u ~ v por medio de las relaciones anteriores, entonces wuz ~ wvz siempre
que el producto esté bien definido.

A esta relacién de equivalencia se la denomina homotopia y a las relaciones que
se enumeran arriba se les llama homotopias elementales.

Es claro que si tengo u ~ w, entonces s(u) = s(w) y e(u) = e(w). Es sencillo ver
que el producto de caminos pasa al cociente (o sea, [u][v]=[uv]).
Dado z € Qq, consideramos W(Q,z) C W el conjunto de caminos no orientados que
empiezan y terminan en z. Es claro que W(Q,z)/ ~ es un grupo, que denotamos
I1;(Q, I, x) y lamamos grupo fundamental de (@, I) con base en z. Si @) es conexo,
dados z,y € Qy, existe un camino p (no necesariamente orientado) de z a y. Es
sencillo verificar que II1(Q, I, y) = pIl1(Q,I,z)u~" y que conjugar por u es un iso-
morfismo entre II1(Q, I, z) y I11(Q, I, y). Por lo tanto podemos denotar a cualquiera
de ellos 114 (@, I) y llamarlo grupo fundamental.

Vamos a construir un carcaj A cuyos vértices sean los elementos de W/ ~. Si tene-

mos a,b € Ag, colocamos una flecha a — b si existen u,v € Wcon [u] =a,[v] =by
una flecha o tales que au = v.
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Es importante notar que esta flecha « es tinica, debido a que en () no hay flechas

dobles. Sabiendo esto, podemos sin problemas llamar a — b a la flecha entre a y b.

Notaremos f : A — @ al morfismo de carcajes que lleva a % ben e(u) = e(v).
Este morfismo es sobreyectivo.

Lema 2.2.1. A es union de §Qq componentes conexas, todas isomorfas.

Demostracion: Si 1 — x3 en A, entonces z; = [v], 2 = [aw] con [v] camino
no necesariamente orientado de @, a € Q1. Por lo tanto, si x = [w],y = [u] € Ay
estan en la misma componente conexa, debe ocurrir que s(w) = s(u). Por otro lado,
six = [w,y = [u] € Ag con s(w) = s(u), se tiene [u] = ([u][w™!])[w] y la suce-
si6n de flechas en uw ™! conecta = con y. En conclusién, tenemos que dos elementos
[2], [t] € Ag estdn conectados si y s6lo si s(z) = s(t), en particular esto prueba que
A tiene #()¢ componentes conexas.

Notaremos A, a la componente de A con vértice inicial a. Dados b, d € g, al ser
() conexo hay un camino no necesariamente orientado v de b en d en (). Definimos

0 Ay — A, tal que z —— z[y], ¥ : Ay — Ag4 tal que y 2 y[v~']. Es claro que

©, % son morfismos de carcajes, siendo uno inverso del otro. e

Sea @ una de las componentes conexas de A. Llamaremos 7 : Q — Q a restringir
el morfismo f: A — @ definido arriba a una de las componentes conexas de A.
Vale observar que m no depende de cudl componente conexa escogemos. Es decir,
si llamamos 7, a la restriccién de f a Ay y 74 := f|a,, entonces 74 = mp, donde
©: Ag — Ay es el isomorfismo construido en el lema.

Lema 2.2.2. Para cada x € Qq, las funciones z+ — (n(z))T 2= - (n(z))~ son

biyectivas.
Demostracion:
Dados z 5y, = b, z, con 7(y) = w(z), como 7(y) = e(a) y 7(2) = (), tendria
a76 A~
m(x) = y en @ y al no tener flechas dobles, « = 3 y por lo tanto & =y z = y.

Dada m(z) S 2en @, entonces x 3, 5z en Q con n(dz) = z.e
Definiremos ahora el ideal T de Q.

Sea 31" Miu; € I(a,b) relacién minima y sea [w] € Qo con 7([w]) = a. Por el
lema anterior podemos tomar un camino 4; que empieza en [w] tal que 7(4;) = ;.
El punto final de @; es [u;w]. Por la definicién de la homotopia u; ~ u; y por lo
tanto [u;w] = [ujw]. Entonces, Y ;" | Ai; es una relacién de [w] a [ujw].
Llamaremos I al ideal generado por las relaciones > Aiti; y por los caminos @
tales que 7w (u) € I.
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Ejemplo 2.2.3. Sea @ el carcaj

N

loe ——=e3 ——= @5
X /
o4

Consideramos I el ideal de @) generado por {Sa — ne}.

Tomemos todos los caminos que empiezan en 1. La relacién Sa — ne es minima,
asi que Ba ~ ne. Esto implica que ufa ~ une y Sau ~ neu para cualquier camino
u. De este modo, comenzamos a recorrer () yendo con las flechas en su sentido y en
el otro y Q nos queda:

o oy~t6718a]

| N T
<=l =5~ [Ba] <—[07"Ba] =<——[y'7"Ba] A [ney 16" Bal

lé/ lg /

[¢] [ey™1671Bal

El ideal I est4 generado por los caminos de la forma Béz — fé.

De alguna manera lo que ocurrié es que el carcaj () tiene dos “agujeros”, pero uno
de ellos ya estd “tapado”por el ideal. El carcaj Q transformé ese “agujero no tapa-
do”en una recta. El grupo I1;(Q, I, 1) es libre generado por [y~ 16 1nel, o sea que es
isomorfo a Z. Si nos fijamos, justamente si cocientamos (Q, I ) por ese grupo, obte-
nemos (@, I). Esto, dicho aqui de forma informal para este ejemplo, serda probado
para el caso mas general més adelante.

Teorema 2.2.4. El mapa 7 : (Q, f) — (@, I) es un morfismo cubriente.

Demostracion:

Dados z,y € Qo con 7(z) = 7(y), definimos ¢¥ : Qo — Qo, ¢%(z) = zz~ 'y, que
puede extenderse a las flechas para ser morfismo de carcajes. El inverso de g% es [
asi que g¥ es automorfismo de Q.

La flecha a 5 b va a parar por g4 en azx 'y LA bz~ly. Dado Y7, \iii; € I(a,b)
levantamiento de Y i | Aiu; € I(w(a), (b)), g¥ lo manda en el tnico levantamiento
de 37 | Nju; que empieza en azly. O sea que gy preserva I y por tanto g es
automorfismo de (Q, I).

Definimos G = {¢¥ : 2,y € Qo,m(z) = 7(y)}. Si tengo ¢, ¢* € G, como y ~ z,

z ~ v entonces zv~ 'z ~ y y por lo tanto gig’ = ggv,lz € G. Si g7 € G, entonces
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(gh)~' = gy € G. O sea que G es grupo.

Si w(x) = m(y), entonces g¥(z) =y, con g¥ € G. Si g¥ € G, z € Qo, entonces
7(g%(2)) = m(zx~ly) = e(zx7ly) = e(2) = 7(2). Esto muestra que la accién de G
define a 7.

Sea x € Qq, a,b € xT, g € G tales que g(a) = b, entonces m(a) = 7(b) y por el lema
anterior concluimos que a = b. De esta forma, G es admisible.

Los generadores de I son levantamientos por 7 de relaciones en I y por lo tanto
w(I) C I.Sip € I(a,b) es relacién minima o cero, tenemos por definicién fi € I con

(@) = p. Como toda relacién es suma de minimas y ceros, tenemos I C m(I).

Resta ver que (Q, I ) es carcaj con relaciones. Ya vimos que no tiene flechas dobles
y que es localmente finito, falta ver que I es un ideal admisible.
Dado = € Qq, al ser I admisible existe n € N con F"(n(x),—) C I. Si tomo un
camino p € F"(x,—), se verifica que w(pu) € F"(n(x),—) C I(m(x),—), asi que
p € I. La inclusién I C F2? se deduce a partir de que I C F2. o

Proposicién 2.2.5. El grupo G que define a 7 es isomorfo a I11(Q, I).

Demostracion: Definamos ¢ : G — I11(Q, I, x) como ¢(g2) = [v™1u]. Este mapa

es claro que estd bien definido (no depende de los representantes u y v que tomo) y

es morfismo: (ghgY) = ¢(g%,-1.) = [0 uw 2] = o(g2)e(g¥).

Si p(gl) = [mz], entonces [u] = [v], asi que g}, deja fijo [u], lo que implica que ¢}, = id,
por ser GG admisible.

Sea [v] € 111 (Q, I, x), con vy camino de x a x, entonces 7([y]) = = 7([7:]), entonces
g5 € G, con p(g) = [].

En conclusién, ¢ es isomorfismo y el grupo G es isomorfo a I1;(Q, ). e

Definicién 2.2.6. Un morfismo cubriente f : (A,J) — (Q,I) se llama cubierta
universal si dado cualquier otro morfismo cubriente f': (A’ J') — (Q,I) y puntos

x € Ao,y € A con f(z) = f'(y), existe y es tnico el morfismo de carcajes h :
(A, J) — (&%) con f'h = f, h(z) = y.

Nuestro objetivo es probar la universalidad de m como morfismo cubriente. El
siguiente lema apunta en ese sentido.

Lema 2.2.7. Sea f : (A,J) — (Q,I) morfismo cubriente. Sean @,V caminos en A
con s(u) = s(v). Siu= f(u), v= f(v) verifican u ~ v, entonces e(u) = e(v).

Demostracion: Denotaremos & = s(u).
Si u ~ v entonces existen caminos u = ug, U1, ..., Un—1, Uy = v tales que u; ~ w;q1
por alguna de las homotopias elementales. Al ser f cubriente podemos tomar u; tales
que f(u;) = u;, s(u;) = x. El lema se obtiene entonces si lo probamos para u ~ v
por una homotopia elemental.

23



1. El levantamiento por f de una flecha a partir de un punto es una unica flecha,
asi que un levantamiento de un camino de la forma aa ™! es necesariamente

de la forma G571

2. 813" Nui € I(z,y) es relacién minima con u; = u,u2 = v. Ya mostramos
que existe § € Ag y una relacién p = >, a;w; € J(Z,§) con f(p) =
Yoy Aiug. Como el levantamiento empezando en un punto es unico, @ = wr,
v = wsg y por lo tanto e(u) = e(v).

3. Siu = zwl,v = zw'l, con w ~ w' por medio de una de las relaciones anteriores.
Tenemos @ = zwl, v = Z'w'l', donde [, son levantamientos de [ que comienzan

en T, w es levantamiento de w comenzando en e(l), @’ es levantamiento de w’
comenzando en e(l’), Z es levantamiento de z comenzando en e(w) y Z' es
levantamiento de 2z’ comenzando en e(w’). Por la unicidad del levantamiento
a partir de un punto, tenemos que [ = I’ y por lo tanto s(w) = e(l) = e(l') =
s(w"). Como w ~ w’ por una de las relaciones anteriores y s(w) = s(w’), por lo
probado anteriormente tenemos que e(w) = e(w’). Utilizando nuevamente la
unicidad del levantamiento, tenemos que z = z’ y por lo tanto e(u) = e(z) =

e(z)) =e(v).e
Teorema 2.2.8. El morfismo 7 : (Q,I) — (Q,I) es cubierta universal.

Demostracion: )
Sea f : (A,J) — (Q,I) un morfismo cubriente. Sean z € Qo,y € Ag con
m(x) = f(y). Vamos a construir h: (Q,I) — (A, J).

Definimos h(x) = y. Si tenemos z % 2 flecha en Q, esto significa que x = [w], z =

[u], con u = cqw. Al ser f cubriente, existe una flecha (y solo una) y 2 2 en (A, J),
con f(a') = a . Si queremos que fh = m, debemos definir h(&) = o/, h(z) = 2. De

igual manera, si tenemos a LA x, existe y es unica a’ B, yen (A, J), con f(B) =0

y definimos h(3) = ', h(a) = d'.

De esta forma, continuamos inductivamente (en el paso n-ésimo tenemos definido
h(a) para todo a para el cual existe un camino, no necesariamente orientado, de lon-
gitud menor o igual a n entre a y x). Esto nos muestra la unicidad del morfismo (en
caso de que exista). El problema es ver si este morfismo esta bien definido, o sea, si
llegamos a z € Qo desde x por caminos distintos @, 7, el punto al que llegamos con
el procedimiento anterior en A por cada uno de estos caminos deberia ser el mismo.

Supongamos u = 7(u), v = w(v). Como x = [w], el punto final de @ es z = [uw] y
el de v es z = [vw], entonces uw ~ vw y por lo tanto u ~ v. Si vamos por el camino
@, h(z) estaria definido como el punto final del levantamiento por f de u comenzando
en y. Si fuéramos por el camino v, deberiamos definir h(z) como el punto final del
levantamiento por f de v a A que empieza en y. El lema anterior nos dice que estos
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puntos son el mismo, y por lo tanto h(z) no depende del camino elegido.

Falta ver que el morfismo h respeta los ideales, o sea h(I) C J.
Recordemos que T esté generado por levantamientos de relaciones minimas o cero
en I, asi que basta probar que h(77) € J para todo 7 de esta forma. Sea 7 € f(a, b)
con 7(7) € I relacién minima o cero. Entonces fh(7n) = n(n) € I(n(a),w(b)) y h(7)
es un levantamiento de 7(77) que empieza en h(a). Por la proposicién 2.1.14 tenemos
que existe una relacién 7 € J(h(a),b) tal que f(77) = 7(77) (porque esta tltima es
una relacién minima o cero en I y f es cubriente). Usando el levantamiento tinico
de caminos por f, tenemos que h(f) =7 € J. o

Comentamos al inicio de este capitulo que la cubierta universal era un carcaj
sin agujeros. En topologia, un espacio no tiene agujeros si es simplemente conexo,
lo que significa que todas las curvas son homotoépicas a cero. Veamos que nuestra
cubierta universal verifica esto:

Proposicion 2.2.9. El grupo fundamental de (Q, f) es el trivial.

Demostracion: Observemos primero que si u ~ v en (Q, ), entonces @4 ~ ¥ si
u, ¥ son levantamientos de u y v que empiezan en el mismo punto. Para eso, basta
verificarlo para las homotopias elementales.

1. 7, ~ aa ! por definicién.

2. Si u, v son caminos en @ tales que Y ;" Aju; € I(x,y) es relacién minima
con u; = u, ug = v, entonces ya mostramos que hay una relacién minima
Yo At € I(Z,7), pero por levantamiento unico de caminos, esto implica
U] = U, Uy = ¥ y por lo tanto u ~ v.

3. v = zlw, u = zl'w tal que I ~ I’ por ‘alguna de las anteriores, ya mostramos
que esto implica [ ~ 1. Como zlw = zlw Alw = F0 (debido al levantamiento
unico de caminos), concluimos que 4 ~ .

Veamos ahora que II; (Q, I) es el grupo trivial. Si tengo @ camino en Q (no necesaria-
mente orientado) que empieza y termina en [v], entonces 7 (@) es camino en @ tal que
m(w)v ~ vy por lo tanto m(w) ~ 7, y usando lo anterior concluimos que w ~ 7). ®

Dada un algebra A tenemos un carcaj @ y un ideal I tal que A = K(Q,I).
Con esto, gracias al teorema anterior, podemos construir la cubierta universal  :
(Q,1) — (Q,I). Nos gustarfa decir que K(Q, I) es la cubierta universal de A. Pero
para construir el carcaj Q y su ideal I usamos al ideal I, que recordemos no es tnico.
El ejemplo siguiente nos muestra dos dlgebras isomorfas cuyas “cubiertas”’no lo son.

Ejemplo 2.2.10. Tomemos K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Sea @Q el
carcaj:
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Definimos I; como el ideal generado por {a? — 3, By — Bay, o}
Llamaremos I al ideal generado por {a? — 73, 3v, a*}

El algebra K(Q, I ) tiene dimensién 10, una base es {71, 72, a, 3,7, &%, a3, B, ay, Ba}
(hay que observar que en K(Q, 1), [Ba?] = [376] = [Bayf] = [Ba®] = [3yfa] =
[BarBa] = [Ba’] = [0] y [a*] = [v87] = [yBan] = [a’9] = [ayBy] = [ayBan] =
[a*y] = [0]).

El dlgebra K(Q, I5) también tiene dimensién 10, una base es {71, 72, @, 3,7, &2, o,
[ﬁ?), Bary,av} (vale observar que en K(Q, I2) [a?y] = [y84] = [0] v [Ba?] = [B70] =
0]).

Definimos 9 : KQ — KQ por () = a— %az, Yv(B)=p— %ﬂa, Y(y)=v— %ory.
Entonces:
V(B —a?) =B —a® + ja(a? —yB) + 5(a® —yB)a+ ta(vB — a?)a € L.
P(By) = By — Bay + ;8a*y € I1.
Y¥(at) = atp, con p suma de caminos en Q.
O sea que ¥(I3) C I1, y por lo tanto ¥ nos determina E K(Q, ) — K(Q, I).

Por otro lado:
(o + 1+ 1P+ L) =a+ 1.
(B+ Ba+ 1) =B+ 1.
Yy +3a7) =+ 1.
Tenemos entonces que 1) es sobreyectiva y por lo tanto es un isomorfismo, ya que
vimos que ambas dlgebras tienen igual dimensién. Por lo tanto K(Q, I;) = K(Q, I2).

En I; tenemos la relaciéon minima vy — Sary, entonces tenemos 3+ ~ fBary y por
lo tanto a ~ 71, y de aqui, al tener la relacién minima a? — 3 llegamos a que
7B ~ a? ~ 71. En conclusién (@, I1) es la cubierta universal de si misma.

2

En (Q, I) tenemos la relacién minima o? — v, asf que o ~ 3, pero a ~ 1.

Asi tenemos que la cubierta universal es:

26



[Ba? [Bat ] (B
¥ ) / \ / \w 3] /
» / \ / \ ) / \[ 4]
v N v la

con I generado por todos los caminos de la forma {a? — ’yﬁ, B4, a1}
Es claro que K(@, I2) 2 K(Q, I1), ya que los carcajes son distintos. Tenemos por
lo tanto dos algebras isomorfas cuyas cubiertas no lo son.

27



Capitulo 3

Representaciones de un carcaj y
su cubierta

En este capitulo empezaremos a ver como el tipo de representacién de un carcaj
esta relacionado con el de su cubierta.

3.1. Funtores que relacionan un carcaj con su cubierta

Definicién 3.1.1. Dado un carcaj (A, J) con relaciones, denotamos | — mod(A, J)
a las representaciones V de (A, J) con V(z) de dimensién finita para todo x € Ayg.
De esta manera, mod(A, J) son las representaciones en | — mod(A, J) con soporte
finito.

A lo largo de la seccién quedars fijo 7 : (Q,I) — (Q,I) morfismo cubriente
definido por la accién de G.
Dada V € Mod(Q,I), lamaremos V9 € Mod(Q,I) a la representaciéon que verifica
VI(x) = V(gx) parax € Qo y VI(a) = V(ga) para a € Q1. Si f : V — W es un
morfismo de representaciones, se define f9 : V9 — W9 como f9(x) = f(gx), para
todo x € Q.

Definicién 3.1.2. Definimos la categorfa mod®(Q, I) como:
1. Los objetos son de la forma (V, (¢4)4ec), donde V' € I—-mod(Q,I), gV —= VI
es morfismo en [ — mod, ¢ es la identidad y qbflgbk = ¢pr para todo h, k € G.

2. f 1 (Vi(pg)) — (W, (1g)) es morfismo en la categoria si f : V — W es de
representaciones y para todo g € G, x € Qg el siguiente diagrama conmuta:



Observacion 3.1.3. Debido a las propiedades que cumplen, es facil verificar que ¢,
es invertible para todo g € G y que ¢;1 = (%—1)9-

La idea de esta categoria recién definida es intentar encontrar una relaciéon entre
las representaciones de un carcaj con relaciones y un cubrimiento del mismo. El
siguiente teorema nos orienta en dicho sentido.

Teorema 3.1.4. Las categorias | — mod(Q,I) y mod®(Q,I) son equivalentes.

Demostracion: Definimos T : I — mod(Q, I) — mod®(Q,I) el funtor que lleva
V el—mod(Q,I) en T(V), con T(V)(z) = V(n(z)) para z € Qo y T(V)(a) =
V(m(a)) para a € Q1. Si g € G,z € Qo, tenemos T(V)I(x) = T(V)(g9x) =
V(r(gz)) = V(n(z)) = T(V)(x), y podemos entonces definir los ¢4 como identi-
dades.
Sea p € I(z,y), entonces 7(p) € I(n(z),n(y)). Si V €l —mod(Q,I), tenemos que
T(V)(p) = V(r(p)) = 0y por lo tanto T(V) € mod®(Q, I).
Sif:V — W es morfismo en | — mod(Q,I), T(f) : T(V) — T(W) se define para
cada x € Qo como T(f)(z) = f(r(z)). Dado que los ¢, estén definidos como la
identidad, es claro que T'(f) es morfismo en mod®. Es muy sencillo verificar que

T(idy) = idpeyy y que T(fg) =T(f)T(g).

Veamos primero que T es fiel. Sean f,g € _Hom(V, W) en | — mod(Q,I), tales
que T(f) = T(g). Dado = € Qq, elijo & € Qo tal que 7(Z) = x. Tenemos que

f(x) = f(n(z)) = Tf(%) = Ty(¥) = g(x(Z)) = g(z), asi que f =g.

Veamos ahora que T es pleno. Si f € Hom(T(V),T(W)) en mod®(Q,I), defi-
nimos ' € Hom(V,W) como f'(z) = f(Z) para cualquier Z tal que 7(zZ) = x. Si
tomamos § € Qq tal que 7(jj) = x, entonces () = m(Z) y como 7 estd definido por
la accién de G, existe g € G tal que g = § y tenemos por definicién el diagrama
que conmuta:

T(V)(z)
iid=¢g Yg=id

T(V)9(z) = T(V)(5) 2 T(W)(5)

O sea, f(y) = f(z), por lo tanto f’ estd bien definida y T'(f")(z) = f'(7(z)) =
f(@), osea T(f') = f.

Ver que T es denso lleva un poco mas.
Sea (V, (¢y)) objeto en mod®(Q,I). Definiremos V' € mod(Q, I) tal que T(V')
(V, (¢g)). Para cada z € Qo fijamos Z € Qo tal que 7(Z) = z y definimos V'(z) =
V(z).
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. « — . s, .
Si tenemos x; — w2 en ), como 7(Z;) = x1, entonces existe y es tdnica la

flecha 7, > 7 en Q con m(a) = a. Como 7(z5) = 7(ZT2) y G es admisible, exis-
V/
te y es dnico g, € G tal que go(Z)) = Ta. Definimos V(z1) @) V(Z2) como

V(@) = ¢g. (75)V(@).

. . aq a9 Qp—1 .
Veamos primero que V' satisface I. Dado u : 1 — 29 —> 23... — T, camino

_ a1 Gaq a2 gaz
en , tenemos go,, oy, --- tales que & — T4 5 Ty —2s Ty —> Z3.... Por la

definicién de V', se verifica V'(aza1) = ¢y, (:rg)V(ozg)qﬁgal (ZL)V(aq).

_y goq (042) 1/~

El tnico levantamiento de asaq que empieza en T es Zj — Th 9o, (T5).
¢,-1(22)

_ aj -1, _,
V(z2) Ve (z9) = V(25)
\% V(z ok

(a2) / (l‘g) ¢g&119521 (73) V9ol (ag)

d)gaz (jé)
¢ —1(Z3)

V(9a; (75))

En el diagrama de arriba, el tridngulo conmuta por definicién de modG(Q, Dy
el cuadrado por ser ¢ gzl morfismo de representaciones. Por lo tanto:
oy

V'(aza1) = ¢g,, (T3)V (a2)dg,, (72)V (1) =

(el diagrama de arriba conmuta)

(bgr1got) ™ (@3)V (92, (02)) g1 (72) g, (7)) V (1) =

9oy Gag

(debido a la propiedad que tienen por definicién los ¢g)

Dgoygo; Gy (23))V (g, (02) 1)

De igual manera (por induccién) vemos que si u es el tnico levantamiento de u que
empieza en Z; (y termina en ¥,), entonces V'(u) = ¢4(y;,)V (2), donde gy;, = Zp.
Si >, Niu; € I(z,y) es relacién minima o cero, sabemos por 2.1.14 que existe
una relacién Y ;" Av; € I(z,7') de forma que v; es el tinico levantamiento de wu;
que empieza en T. Sea h € G tal que h(y') = ¥, entonces V'(u;) = ¢pn (7 )V (v5).
Ast que V/(X0, ) = 35 MV () = 3, M@V (01) = on(7)V (5 ), y esto
es 0 porque V € mod(Q,I). Como el ideal I estd generado por relaciones minimas
y cero, concluimos que V' € 1 — mod(Q I).

Falta ver que T(V') 2 V. Dado &’ € Q, 7(%') = x = 7(Z), entonces existe y es tinico
gz € G con gp(z) = Z'. Definimos f(Z') = ¢y, (z) : V(2) = V/(z) = V'(n2!) =
TV (&) — VI (z) = V().
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Probaremos que f es isomorfismo en [ —mod(Q, I). Dado Z’ 2 ¢ en Q. (@) = a.
Tomemos T — §” el tnico levantamiento de o que comienza en Z.
f@")=¢q_, (Z)

T(V')(z') = V(z) = V9'(I)
m y
b (U")
T(V")(a' ) = S V9% (y//) = via')
00 7") \

T(V)Y) =V (y) &) =64, 3)

Veamos que todo en el diagrama conmuta:
oT(V)(&) =V(rd) = V'(a) = ¢g, (§")V (@) (tridngulo izquierdo);

o Como & 5 i, & = gu(Z) %2 () gz (") son dos levantamientos de « que em-

piezan en T', entonces &' = gz (@), ¥ = gz (§") (tridngulo derecho);

o Se tiene que gy 9a(7") = 95 (7) = ¥ = gz (y"), entonces, por ser G admisible,
9y 9a = gz De esta manera tenemos ¢, (9)bga (¥") = Dgy190 = Pgy (7") (trapecio
inferior);

¢ el trapecio superior conmuta por ser ¢,_, morfismo en [ — mod(Q, I).

Al conmutar el cuadrado grande, tenemos que f es morfismo de representaciones de
Q. 1).

Para ver que f es morfismo en modG(Q, I), hay que ver que el siguiente diagrama
conmuta para cada 7' € Qq,g € G:

f(@)=¢g; (z')

V(3) = T(V')(@) V(@)
(92") (Z) l%(l")
f(gz)=¢gg_, (T
V(@) = T(V)I(F) 9 ()

Como gz (Z) = &', entonces ggz (z) = g(&'). Pero por otro lado ¢4(z')¢, ,(Z) =
bgg., (), 0 sea que el cuadrado conmuta.
Para cada ' € Qo, f(z') es isomorfismo de espacios vectoriales (por la obser-
vacién previa al teorema). Es facil verficar que f=! : V' — T(V') definido como
Y& = (f(&))~! es también morfismo en mod®(Q,I) y es el inverso de f. Con-
cluimos que T(V') 2V en mod®(Q, I). e

Queremos ver representaciones de mod(Q,I) como objetos de mod(Q,I). Para eso
definimos el funtor X : mod(Q, I) — mod®(Q,I) como XV = (D e VI id) para
cada V € mod(Q,I), Xf = ®g€G f9 para f morfismo en mod(Q, I).

Primero observemos que X' estd bien definido. Si x € Qq, entonces gx = hx con h, g €
G implica (por ser G admisible) h = g y por lo tanto en el conjunto {gz : g € G} no
se repiten elementos. Si V' € mod(Q, I), entonces dimg XV () = > gec dimxV(gz),
o sea finita por tener V' soporte finito. Ademds, tenemos que X(V) y X(V)9 son la
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misma representacion si g € G, podemos entonces definir los ¢, como identidades y
por tanto XV € mod®(Q, I).

Proposicién 3.1.5. Si V € mod(Q, I), entonces T X (V) € mod(Q, I).

)

Demostracion:  Sea x € @ tal que T12(V)(x) # 0, tomemos T € Qo con
m(z) = z. Entonces T~ 2(V)(z) = T~ 2(V)(n (971)) L(V)(T) = Byeq VI(T) #0.
Por lo tanto = gy para algiin ¢ € G y algin ¢ en el soporte de V. O sea que
z =m(T) = 7(y).

Concluimos entonces que cualquier punto que esté en el soporte dﬁe T “1Y(V) es 1a
imagen por 7 de algin punto del soporte de V. Como V € mod(Q,I), entonces su
soporte es finito y en consecuencia también lo es el soporte de T71X(V). o

Tenemos ahora una manera de mirar objetos de mod(Q, I) dentro de mod(Q, I).
Si componemos X y T~ tenemos un funtor de mod(Q, I) en mod(Q, I), que ademés
es aditivo. Esto es muy importante para poder sacar conclusiones acerca del tipo de
representacién de (Q,I) a partir de (Q,I) y viceversa.

Una primer pregunta que uno se hace es qué ocurre con los indescomponibles de
mod(Q, I) cuando le aplicamos T~1'X. Lo primero que a uno se lo podria ocurrir es
que T~12(V) es indescomponible en mod(Q,I) si V 1o es en mod(Q, I). Esto no es
cierto, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1.6. Sea @ el siguiente carcaj by —C1

SN
NS

C2 <—— by

y Q=

L——

Y

El morfismo 7 : Q — Q definido como 7(a;) = a, 7(b;) = by 7(c;) = c es cubrimien-
to definido por el grupo G = {1,¢}, con g(a1) = az, g(b1) = by y g(c1) = c2 y tal
que g% = 1.

Sea V la siguiente representacién de Q:
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K —>K
1
1
K K
1
1
K<17K

Si hacemos T~'X (V) nos queda la siguiente representacién de Q:

K2

(1)

que puede descomponerse como suma directa de las dos representaciones de abajo:

K2

1
1
I 1
o N N
1
1

) (1) (AT

Una respuesta un poco més general a la pregunta que nos formulamos arriba se
da en la primera secciéon del capitulo siguiente.

3.2. Descomposicién en inescindibles

A lo largo de esta seccién, quedard fijo un carcaj con relaciones (@, I). El objetivo
es probar que todo mdédulo se puede escribir como suma directa de indescomponibles,
y mostrar la unicidad en ciertos casos.

Lema 3.2.1. ¢ Si A € Mod(Q,I) es tal que Hom(A, A) es anillo local, entonces A
es indescomponible.
o St Aemod(Q,I) es indescomponible, entonces Hom(A, A) es local.

Demostracion:

©Si A= B®C, tenemos p : A — B la proyeccién y ¢ : B — A la inclusién.
Definimos f := gp € Hom(A, A). Tenemos Ids = f + (Ids — f), por ser A local, f
6 Ida— f esinvertible. Pero f2 = f, (Ida—f)? = Ida1—f. Si f es invertible, entonces
f=1d,0seaque B = A;siId— f esinvertible, entonces f = 0y por lo tanto B = 0.
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o Sea ¢ endomorfismo de A. (*(A) C ¢(¥~1(A) para todo k € N, al estar A en
mod(Q, I) esto implica que existe n € N tal que ("(A) = ¢*(A) para todo h > n. No
es dificil ver (utilizando argumentos con la dimensién de cada A(z)) que esto implica
A =("(A) @ Ker(¢"™). Al ser A indescomponible, debe ocurrir que Ker(¢") =0 o
que ¢"(A) = 0. En conclusién, cualquier endomorfismo de A es invertible o nilpo-
tente.

La composicién de cualquier endomorfismo con uno no invertible (en cualquier or-
den), nos da no invertible y por ende nilpotente. Ademas, si ¢ es nilpotente, entonces
Id — % es invertible (con inversa Id + 1) + % + ...).

Sean ¢, ¢’ no invertibles. Si ¢ + ¢’ fuera invertible, tendrfamos 7 tal que Id =
Ny +n¢’, lo que es imposible, porque ny’ = Id — np serfa invertible (por ser la iden-
tidad menos un nilpotente) y nilpotente (por ser composiciéon de un no invertible
con otro endomorfismo). e

Observacion 3.2.2. Si (Q es un carcaj con relaciones, se tiene que Qg es numerable:
tomamos z € (g y definimos A,, = {y € Qp/ existe un camino de largo a lo sumo
n no necesariamente orientado desde x hasta y}. Entonces A,, es finito por ser @
localmente finito y al ser ) conexo, Qo = U2 ; A,. Al no haber flechas multiples,
()1 también es numerable.

Lema 3.2.3. Dado V €l — mod(Q,I), existen V1,...,Vy,... € l —mod(Q, I) indes-
componibles, de forma que V = @32, Vi.

Demostracion: Gracias a la observacién anterior, tenemos Qo = {x; : i € Z" }.
Escribimos V = Vi @ ... ® V,,, de forma que V; no puede descomponerse en suma
directa V; = W;® Z;, con W;(x1) # 0, Z;(x1) # 0. La descomposicién es finita porque
V(z1) =Vi(z1) @ ... ® Vo (x1), con Vi(x1) # 0, y V(z1) es de dimensién finita.
Repetimos el procedimiento para cada i = 1, ..., 7o, escribimos V; = V(; 1) ®... & V(; 1)
tal que V(; ;) no puede descomponerse en suma directa V(; ;) = W & Z, con 3
62 € sop(W)Nsop(Z). Asi obtenemos V' = V(1 1y@...V(1 ,\D...OV(y 1yD... DV
tal que V/; 1) no se descompone en W & Z, con x1 6 x3 € sop(W) N sop(Z)
Por induccién, podemos, para todo n € N, escribir V = ®jeln V;, con I, C N"
finito y de forma que para todo j € I,, si V; = W @ Z entonces sop(W) N
sop(Z) N{x1,...,zn} = . Vale observar que por construccion Vi;, ;) es sumando
de Vi, in_1)-

Definimos entonces para algunas sucesiones (i;) € NN, Vi) (k) = Viiy,...ip) (k) para
zr € Qo y Viiy (@) = Vigy,..i (@) para a : x4 — o € Q1, con k = maz{a,b}. De-
bido a la forma en que se construyeron, Vi;, iy (k) = Vi, i) (Tk) ¥ Viiy i) (@) =
Viir,....i) (@) para todo 7 > k.

oV = @( an)eH Vian), con H el subconjunto de las sucesiones de naturales para las
cuales esta definido V(,,y:

70,Trg)?

Dado x, € Qo, por construccién V (zy) = EB Viar,...ar) (k) = @ Vian) (k).
(at,...,ax)EIL (an)el
De igual forma, para todo o € Q1, V(a) = @ Vian)(@).
(an)eH
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¢ V(a,) s indescomponible para toda (a,) € H:

Tomemos (b,) € H. Si Vi»,) no fuera indescomponible, tendriamos Vy,) = W @ Z,
con W # 0, Z # 0. Entonces existirian xg, z, € Qo tal que Z(zy) # 0, W(zp) # 0,
con k > h. Tenemos que Viy, ) = EB(Z-”)EJ Vi, con J = {(an) € H/a; = b;
para todo i = 1,...,k}. O sea que Viy,  5,) = Vi) @ @(in)eJ\(bn) Viipy=Weo(Zo
D e\ (on) Viin)) = W ® R, con W(zp) # 0, R(xy) # 0, lo que contradice la con-
struccion de Vp, 3, . ®

De esta manera hemos mostrado que en [ — mod(Q, I) todo objeto se descompone
como suma directa de indescomponibles. Vamos ahora en busca de la unicidad de
dicha descomposicién.

Lema 3.2.4. Sea A = @,.; Ai con A; € Mod(Q,I) tal que Hom(A;, A;) es un
anillo local para todo i € I. Sean f,g: A — A tales que f+g =14, E = {i1,...,in} C
I. Entonces existen By, ..., B, C A, isomorfismos hj : A;; — Bj tales que para cada

je{l,...,n} el diagrama A, LBj conmuta para h = f o h = g.

e

A——A
Ademds, A=B1®..® B, ® @ieI\E A;.

Demostracion: Si llamamos p; : A — A; a la proyeccién y ¢; : A; — A ala
inclusién, tenemos que para todo ¢ € I p;fq; + pigqi = 1a,. Por ser Hom(A;, A;)
local, al menos uno de los dos mapas debe ser invertible.

Tomemos 4 y supongamos p;, fgi, es isomorfismo, con inversa a;,. El mapa fg;, :
A;, — A es monomorfismo con imagen B;. Llamemos h; : A;;, — B al morfismo tal
que fgi, = qih1, donde ¢} : B; — A es la inclusién, h; es isomorfismo (es la imagen
en sentido categérico).

Elmapa ¢} hia;,pi, : A — Averifica (¢} h1ai,pi,)* = ¢ h1ai,pi,, con Im(q,hia;, piy) =
Im(qgiha) = B1 y Ker(qihiaipi,) = Ker(p,) = @,4;, Ai Por lo tanto, A =
B1® Dy, Ai-

Tomando &, 2y A;, podemos reemplazar A;, por Bs. Después de n pasos, tenemos
probado el lema. o

Teorema 3.2.5. (Krull-Remak-Schmidt-Azumaya) Sea A € Mod(Q,I) tal que
A =@, Ai, con Hom(A;, A;) anillos locales y A = P ; Bj, con Bj indescom-
ponibles. Entonces existe una biyeccion ¢ : I — J tal que para todo v € I se tiene

Demostracion: Las inclusiones y proyecciones de A; se denotardn ¢; y p; respec-
tivamente, las de Bj; las llamaremos qg» y p;». Mostraremos primero que para cada
J € J existe i € I tal que B; = A;. Una vez probado esto, tendremos que los anillos
de endomorfismos de B; también son locales y las hipdtesis para los B; y los A;
seran las mismas.

Tomemos j € J. Debe existir un subconjunto finito £ = {i1,...,i,} C I de forma
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que Ap = A;; @ ... ® A;, se corta en forma no trivial con B; (tomamos b € B; no
nulo y se escribe como suma de finitos a;, con a;; € A,;j).

Sean f = ¢;pj, g = 1 — f. Entonces f + g = 1 y por el lema anterior para cada
k=1,..,n existen Cy C A e isomorfismos hy, : A;, — C}, inducidos por f o por g.
Supongamos que estan todos inducidos por g. Sea Cg = C1 & ... & C). Obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

AEﬂBjHAEiCE

RN

Bi———A——4A

Dado que gq; =0y ApNBj — A = Cr — A es monomorfismo, se llega a una
contradiccién con Ag N B; # 0. Por lo tanto, existe al menos un ig € E tal que el
cuadrado de abajo conmuta:

hko
Ay — Ck,

R

A——A

Obtenemos como consecuencia que Cy, C Im(f) = B;. Como Cy, es sumando di-
recto de A, también serd sumando directo de Bj;. Al ser B; indescomponible, se
tiene Ck, = Bj. Ademds, gjhk, = f¢i, = ¢jPjdi,, y al ser g; inyectivo se concluye
iy = P)dio-

Tomemos ahora A;, = Bj,. Vamos a comparar la cantidad |a| de A; isomorfos
a A;, con la cantidad |G| de los B; isomorfos a Bj,” Como tenemos, luego de lo
probado anteriormente, que las hipdtesis sobre los A; y los B; son las mismas, basta
probar |a| < |

Supongamos primero que 3 = {ji,...,jn} es finito.
. ) L ;o

Por lo hecho antes, existe para ji € [ algin i1 € « tal que ¢; p} induce un
isomorfismo A;; = Bj,. Ademds, el lema anterior nos dice que también tenemos
B;, & @j#l. Bj = A, & @4, Bj.. Si comparamos la segunda suma directa con
;<1 Ai, aplicando el mismo procedimiento, tenemos, luego de n pasos:

Si obsevamos que, aunque las proyecciones de A; y B; cambian, las inclusiones per-
manecen iguales, concluimos que i1,...,%, son todos distintos y estan todos en .
Por lo tanto, concluimos que |a| > |3].

Ahora supongamos que (3 es infinito.
Sea £ C J un subconjunto finito, j € 3, j ¢ E. Supongamos A; = Bj por
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el isomorfismo inducido por q}p}. Entonces el siguiente diagrama conmuta, donde
Bp = ®jcpBj:

AiﬁBEHAiiBj

L]

Bg

Tenemos entonces que A; N By = 0, porque la composicién de las dos flechas de
abajo nos da 0, mientras que las de arriba nos dan un monomorfismo.

Por otro lado, dado i € «, existe £ C J subconjunto finito con A; N By # 0
(esto es porque A es suma directa de los B, asi que basta tomar z € A;,x # 0,
este se escribird como suma de finitos b; € B;). Por lo mostrado arriba, si j € J
induce un isomorfismo A; = B; por q}p} entonces debe estar en ese E. Asi que sélo
habrd finitos de tales j. Llamemos a ese nimero F(i). Ademds, para cada j € 3
podemos construirnos algin i. De esta manera concluimos que U;eq E(7) = 3, 1o que
prueba que |a| > [3]. ®

3.3. Un primer resultado

Con las herramientas presentadas hasta ahora, ya estamos en condiciones de
probar el primer resultado que relaciona el tipo de representacién de un carcaj y su
cubierta.

Teorema 3.3.1. Si 7 : (Q,[) - (Q,I) es cubriente y (Q,I) es localmente de
representacion finita, entonces (Q,I) también lo es.

Demostracion: Sean Vi,...V, € mod(Q,I) la lista de todos los indescompo-
nibles no isomorfos que verifican las siguientes condiciones: Vi(rz) # 0y TV; =
Dren, W para algtin W; € mod(Q, I) indescomponible y algiin subconjunto H; C
G. Sea A el conjunto de los W/ que aparecen tales que W7 (z) # 0. Observemos que
A es finito: si W/(z) # 0, entonces gz estd en el soporte de W; y como el soporte
de cada W; es finito y G es admisible, sélo hay finitos g € G que satisfacen que gx
caiga en el soporte de W;.

Probaremos que dado W € mod(Q, I) indescomponible con W (z) # 0, existe un
elemento de A isomorfo a él.

Sea W € mod(Q,I) indescomponible con W (z) # 0. Por 3.1.4 sabemos que
T=1X(W) € mod(Q,I), por tanto existen Z1, ..., Z;, € mod(Q, I) indescomponibles
con T 1X(W) = Z1®...®Z,. Aplicando T obtenemos DyecW!=T2:16..0TZ.
Descomponiendo cada T'Z;, obtenemos una descomposicién de gec W9 en suma
de indescomponibles. A su vez, los W9 estan en mod(Q, I) y son indescomponibles,
asi que 3.2.1 nos muestra que End(WW9) es local. Por el teorema 3.2.5, al tener
un objeto escrito por un lado como suma de indescomponibles y por otro lado
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como suma de objetos con anillos de endomorfismo local, ambas descomposiciones
son la misma. De esta forma, W es sumando de algin T'Z;. Para ese j tenemos
TZ; = @pey Wh con H C Gy Zj(rz) = TZj(z) # 0. Entonces tenemos que
Z; = V; y por lo tanto @,y W = TZ; 2 TV; = Dren, W!. Usando nuevamente
la unicidad de la descomposicién en suma directa obtenemos que W = Wih para
algiin h € G. Pero Wl (z) =2 W (z) # 0, asi que W) € A. o
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Capitulo 4

Tipo de representacion es
invariante por levantados

En este capitulo mostraremos el reciproco del tltimo teorema del capitulo ante-
rior. Para ello serd necesario introducir otras construcciones y algunos resultados.

Proposicién 4.0.2. Sea (A,J) un carcaj con relaciones, V. € mod(A,J), g un
automorfismo de (A, J). Entonces:

(1) Si 'V es indescomponible, VI también lo es.

(2) Si'V es proyectivo, V9 también lo es.

(8) Si 'V es inyectivo, VI también lo es.

1

Demostracién: (1) Si V9 =U @ W, entonces es facil verificar que V. =U9 &

w9, Ademds, U = 0 si y solo si U9 = 0, por lo que se concluye que V9 es
indescomponible.
(2) Supongamos f : X — Y morfismo de representaciones sobreyectivo, h: V9 —Y
morfismo de representaciones. Esto genera los morfismos f9  : X9 — Y9 'y
X VA Ygfl, el primero de ellos sobreyectivo. Al ser V' proyectivo, existe
r:V — X9 ' morfismo de representaciones tal que f9 r = h9 '; por lo tanto
fr9=nh.e

El siguiente lema serd utilizado en la préxima prueba. Para una demostracién
del mismo, ver [4].

Lema 4.0.3. (Harada-Sai)

Sean My, ..., My mddulos indescomponibles con dimension menor o igual que b. Sean
fi: M; — M;+1 morfismos.

Si ningin f; es isomorfismo yt > 2° + 1 entonces fi... fi = 0.

Teorema 4.0.4. Sea (A, J) un carcaj con relaciones localmente de representacion
finita. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten de (A, J) es conezo.

Demostracion: Mostraremos primero que cualquier V' € mod(A, J) indescom-
ponible estd conectado en el carcaj de Auslander-Reiten con algin proyectivo. Luego
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mostraremos que todos los proyectivos indescomponibles estdn en la misma compo-
nente conexa del carcaj de Auslander-Reiten, lo que concluye la prueba.

Sea V' € mod(A, J) indescomponible no proyectivo. Por 1.2.20 sabemos que exis-
ten W proyectivo y f : W — V morfismo sobreyectivo. Si escribimos W como suma
directa de indescomponibles, podemos encontrar un sumando tal que f restringido
a él es un morfismo no nulo. Al ser W proyectivo, este sumando P es proyectivo
también.

Tenemos f : P — V morfismo no nulo. Al ser V no proyectivo, sabemos que existe

sucesién de Auslander-Reiten que termina en V: 0 — 7V 9, 7V = 0. Por ser P
proyectivo existe r : P — Z tal que hr = f. Descomponiendo Z = Z1 @ ... ® Z,,
con Z; inescindibles, obtenemos para algin j € {1,...,n} r; : P — Z; tal que hr; es
no nulo. Notaremos Z; = Ay, r; = g1.

Si g1 es epimorfismo que escinde, al ser A; indescomponible, obtendriamos P = Z;
y por lo tanto encontramos un morfismo irreducible de P en V (el que aparece
en la sucesién de Auslander-Reiten). Si g1 no es epimorfismo que escinde, tomamos
f1: By — Aj un morfismo pozo, como tenemos g; : P — Aj existe (por definicién de
pozo) q1 : P — Bj tal que f1q1 = g1. Como hg; es no nulo, existird Ay algin suman-
do indescomponible de B; tal que hfipgi es no nulo, donde p es la proyecciéon de B
sobre As. Pasando en limpio, obtuvimos hy = f1|A2 Ay — A, go=pq1: P — A
tales que hhige es no nulo, con h y hy irreducibles.

De igual manera que antes, tenemos dos opciones. Si go es epimorfismo que escinde,
Ao es isomorfo a P y por lo tanto hemos obtenido un camino de morfismos irre-
ducibles desde P hasta V. Si no, tomamos el pozo que termina en As y, repitiendo
el procedimiento que hicimos antes, obtenemos una representacién indescomponible
Az, un morfismo g3 : P — Az y un morfismo irreducible hy : A3 — As tales que
hhihags es no nulo.

De esta forma podemos continuar. En el momento en que g; es epimorfismo que
escinde, obtenemos un camino de morfismos irreducibles desde P hasta V. La pre-
gunta es si puede esto continuar indefinidamente o necesariamente ocurre que algin
gi es isomorfismo. Veamos que la opcién correcta es la segunda.

Observemos que los A; que vamos obteniendo son indescomponibles de dimensién
finita (por construccién) y verifican A;(x) # 0 para algin = € sop(P) (porque
gi : P — A; es un morfismo no nulo). Por lo tanto, los posibles A; son una cantidad
finita (porque (A, J) es localmente de representacién finita). Tomemos [ el maximo
de las dimensiones de los A;. Tenemos morfismos irreducibles entre médulos de di-
mensién menor o igual a [, y la composicién de ellos no nos da 0. Como los morfismos
irreducibles no son isomorfismos, podemos utilizar el lema de Harada Sai y concluir
que los morfismos irreducibles utilizados antes de llegar a un isomorfismo son a lo
sumo 2'.

Mostremos ahora que todos los proyectivos estan conectados.
Sabemos que si existe & € A con s(a) =i, e(a) = j, entonces tenemos un morfismo
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no nulo ¢, del proyectivo indescomponible P(j) al proyectivo indescomponible P(%).
Este morfismo viene dado por multiplicar los caminos de j hasta r por « (recordar
que la representacién P(i) tiene en el lugar r el espacio vectorial con base todos los
caminos de ¢ a r). Tenemos por lo tanto un morfismo de P(j) en P(i). Con el mismo
procedimiento que utilizamos arriba, se muestra que esto implica que hay un camino
de morfismos irreducibles desde P(j) hasta P(7).

Obtenemos entonces que si a,b € @ estan conectados, entonces P(a) y P(b) estdan
conectados en el carcaj de Auslander-Reiten. Al ser () conexo, se obtiene que todos
los proyectivos indescomponibles estdn en la misma componente conexa del carcaj de
Auslander-Reiten. Esto, sumado a que probamos que toda representacién irreducible
estd conectada con algin proyectivo, muestra que el carcaj de Auslander-Reiten es
conexo. e

4.1. Representaciones con estabilizador ciclico

En esta seccién siempre supondremos que la caracteristica de K es cero. Dejare-
mos fija una cubierta 7 : (Q,I) — (Q,I) determinada por la accién de un grupo
admisible G.

Definicién 4.1.1. Dada V € Mod(Q, I) definimos el estabilizador Gy de V' como
Gy ={geG/VI=V}.

Observacién 4.1.2. Es claro que para todo V € Mod(Q, ), Gy es un subgrupo de
G. Ademds, un elemento g € Gy debe verificar g(sop(V)) C sop(V), por lo que
si V tiene soporte finito, al actuar G libremente en @, se puede ver Gy como un
subgrupo de las biyecciones de sop(V'), y por lo tanto es finito. En particular, si G
es libre de torsién entonces Gy = {1} para todo V € mod(Q, I).

Los siguientes resultados seran utilizados méas adelante, aunque sin ser demostra-
dos. Para una prueba de los mismos, puede remitirse a [1].

Teorema 4.1.3. Si V € mod(Q, I) es indescomponible, entonces Gy es no trivial si
y solo si XV se escinde. Si ademds K es algebraicamente cerrado y Gy es ciclico con
n elementos, BV = (V1,(¢7)gec) ® ... ® (Vi (¢0) ge), con (Vi, (¢)gec) inescindibles
en mod®(Q, I).

Lema 4.1.4. Sea V € mod(Q, I) indescomponible tal que Gy es ciclico. Sea V; :=
T Vi, (¢9)gec) € mod(Q,I), donde Vi son los del teorema anterior. Entonces,
todos los V/ /rad(V]) son iguales.

Observacion 4.1.5. Supongamos 0 — 7V — W — V — 0 es sucesién de
Auslander-Reiten en mod(Q,I). Si g € Gy, entonces 0 — (V)9 — W9 —
V9 — 0 es también de Auslander-Reiten y V9 = V| por lo tanto (7V)9 = 7V y
W9 =2 W. Asi concluimos que G,y = Gy v Gy C Gw.
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El funtor X' es exacto, es decir lleva sucesiones exactas en sucesiones exactas
(esto se debe a que el funtor suma directa es exacto). Por lo tanto, una sucesién
de Auslander-Reiten en mod(Q, I) va a parar por X a una sucesién exacta. Veamos
qué podemos decir de esta sucesién.

Proposicién 4.1.6. Sea V € mod(Q,I) indescomponible no proyectivo con Gy
ciclico. Tomemos T'XV = D, Vi descomposicion en inescindibles en mod(Q, I).
Sea X :0 — U — W — V — 0 sucesion de Auslander-Reiten en mod(Q,T).
Para cada i = 1,....,n existe X; : 0 — U’* — W' — V; — 0 sucesion de
Auslander-Reiten en mod(Q,I). Entonces, T"'XX = @ | X;.

El resultado sigue siendo vdlido para proyectivos, es decir, si tomamos S :V — P
un pozo en el carcaj de Auslander-Reiten de (Q,I) con P proyectivo, se obtiene que
T~1XS es suma directa de pozos de (Q,I).

En particular, este resultado nos dice que si T7'XV = B, Vi, con V; €
mod(Q, I) indescomponible, entonces T ! X7V = ;| 7V; es una descomposicién
en inescindibles.

Proposicién 4.1.7. 1. Si P € mod(Q,I) es proyectivo indescomponible, en-
tonces T~ X P también lo es.

2. Si E € mod(Q,I) es inyectivo indescomponible, entonces T-1XE también lo
es.

3. SiV € mod(Q,I) estd en la T-6rbita de un proyectivo o un inyectivo, entonces
T=IXV también lo es.

4. SiW € mod(Q, ) es simple, entonces T~1XV también lo es.

Demostracion:
1) Se deduce del hecho que T X P(z) = P(n(x)).
Si tenemos w camino desde 7(x) hasta y en @, existe y es tinico el camino @ en @Q
desde z tal que 7(w) = w. A su vez, un camino desde x hasta § en @ nos da al
proyectarlo un camino de 7(x) a 7(g).
Cuando aplico X' a P(x), en la coordenada § queda el espacio vectorial con base
todos los caminos desde x hasta algin j con 7(j) = 7(y). Por lo observado arriba,
estos caminos corresponden biyectivamente, mediante la proyeccién, con los caminos
desde 7(x) hasta 71'( ). También es sencillo observar que si tenemos & : y — z, en-
tonces YP(z)(@) : ¥YP(x)y — YP(z), es multiplicar por el camino &. Por lo tanto,
T-'XP(x x)y serd el espacio vectorial con base los caminos desde x a y, mientras que
T~1XP(z)(a) corresponderd con multiplicar por a.

3) Si 7"V = P proyectivo, entonces Gy = Gp = {1} (usando la parte 1 y

4.1.3), y por lo tanto (de nuevo usando 4.1.3) V es inescindible. Ademas T~1 X7V =
TT~1 XV, repitiendo eso n veces concluimos 7"T~ 'YXV = T-1XP.
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4) Al ser W simple, existe T € Qg tal que W(Z) tiene dimensién 1y W(y) = 0
para todo y # Z. Entonces T~ X (W)(r(z)) = W (z) tiene dimensién 1y T~ X(z) =
0 para todo z # 7(Z) y por lo tanto es simple. o

4.2. Carcajes con traslacion

Definicién 4.2.1. Un carcaj con traslaciéon I' = (I', 7) es un carcaj junto con un
subconjunto Py C I'g y una funcién inyectiva 7 : Py — I'g que satisfacen:

a) I" no tiene flechas dobles ni lazos,

b) para todo x € Py, x~ = (tx)*.

Los ejemplos evidentes de carcajes con traslacién son los carcajes de Auslander-
Reiten de KQ/I, con (@, I) carcaj con relaciones.

Observacion 4.2.2. Para toda flecha @ : z — gy, con y € Py, existe una tnica
flecha 8 : 7y — x. Poniendo ca = [ tenemos una biyeccién entre los conjuntos
{aeTl/e(a) € Py} y {Bel/s(a) € TPy}.
Donde esta definido, 7 es un morfismo de carcajes: si * € y~ entonces x € (7y)",
que es lo mismo que decir 7y € 2~ = (72)7.

Definicién 4.2.3. Un morfismo de carcajes f : (I',7) — (A, n) es un morfismo de
carcajes con traslacion si verifica que f(7z) = nf(x).

Sea x un vértice del carcaj con traslacion I'. Decimos que x es estable si 7"z
esta definido para todo n € Z. En caso contrario, decimos que x es transyectivo. En
caso que I sea el carcaj de Auslander-Reiten de algtiin algebra, los transyectivos son
aquellos que estan en la 7-6rbita de un inyectivo o proyectivo.

Definicién 4.2.4. Un carcaj con traslacién (I', 7) se dice estable si todos sus vértices
son estables, o sea si 7 estd definido en todo T'y.

Si tenemos un carcaj @ sin lazos ni flechas dobles, se le asocia naturalmente un

grafo Q)., cuyo conjunto de vértices coincide con el de ), habiendo un arista entre x
e y si hay alguna flecha z — y o y — z. Decimos que @ es un arbol dirigido cuando
no contiene ningun subcarcaj de la forma z = y y Q. es un arbol.
Dado un arbol dirigido B, podemos construir un carcaj con traslacién ZB de la
siguiente manera. Sus vértices son los pares (n,z), con n € N, x € By. Por cada
flecha o : © — y en B, colocamos en ZB una flecha (n,«) : (n,z) — (n,y) y una
flecha o(n,a) : (n+ 1,y) — (n,z). La traslacién se define en todo (ZB)o (por lo
tanto ZB es estable) como 7(n,z) = (n+ 1, ). Identificamos B con {0} x B dentro
de ZB, y definimos la proyeccién p : ZB — B como p(n,b) = b.

Ejemplo 4.2.5. Tomemos el arbol dirigido B:
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c
7Z.B nos queda:
(-1,0)- - -1 ———==->(0,b)— —— — - T > (1,b)
(-l,a) o(-1,a) (0,a) U(O% (1,a)
(-l,a)----T—-—--=->(0,a)— - — - - - > (1,a)
(-1,8) (0,8)
o(=1,8) / o(0,8) (LB)
(-L,e)----T1--==->(0,¢)————— —— - > (1,¢)

El objetivo principal en esta seccién es mostrar que cualquier carcaj con traslaciéon
puede ser cubierto con algin ZB, y cémo construir el mismo.

Lema 4.2.6. Sean B y B’ drboles dirigidos y p : (ZB'). — B. la proyeccién
candnica. Dados b € By y g : B. — B. morfismo de grafos, existe y es tnico el
morfismo de carcajes h : B — ZB' con h(b) = (0,9(b)) y phe = g.

Demostracion: Sea « : b — a en B. Como ¢ es morfismo de grafos, g(a) es
sucesor o predecesor de ¢g(b) en B’.
Si g(a) : g(b) — g(a), entonces en ZB' aparece la flecha (0,g(a)) : (0,g9(b)) —
(0,g(a)). Defino entonces h(a) = (0, g(a)), h(a) = (0, g(cr)). Hay que observar que
esta es la unica forma de definir h(a) para que verifique la tesis, esto se debe a que
(0,g(a)) es el tnico sucesor de (0,g(b)) con segunda coordenada g(a), ya que los
sucesores de (0, ¢g(b)) son de la forma (0, z), con z sucesor de g(b), o (—1,z) con =
predecesor de g(b), y al ser g(a) sucesor de g(b) no puede ser predecesor (porque B’
es un arbol dirigido).
Si g(a) : g(a) — g(b), tendremos en ZB’ la flecha o(0,a) : (0,g(b)) — (—1,g(a)).
Defino en este caso h(a) = (—1,g(a)). De igual manera que en el caso anterior, es
facil observar que esta es la inica forma de definir h(a).
Con el mismo procedimiento, logramos definir h en los predecesores de b.
Ahora nos paramos en cada uno de los sucesores y predecesores de b y efectuamos
el mismo procedimiento. De esta manera logramos definir h(z) para todo = € B, ya
que B es conexo. Ademas, por ser B, un arbol, la forma de llegar desde b hasta x
es Unica (a menos de ir y volver por el mismo camino) y por lo tanto h queda bien

definida. e

Lema 4.2.7. Sea B un drbol dirigido y (D,d) un carcaj con traslacion estable.
Dado h : B — D morfismo de carcajes, existe y es unico el morfismo de carcajes
con traslacion f : ZB — D con fip = h.
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Demostracion: En caso de existir, f(n,z) = f(7"(0,z)) = 6" f(0,x) = d"h(z).
Esto muestra la unicidad y nos dice como definir f. Hay que ver que asi definida f
es un morfismo de carcajes con traslacién.

Sea (n,x) € (ZB)g, entonces f(n,z) = 0™h(x). Si a es sucesor de (n,x), entonces
a = (n,y), con y sucesor de z en B o a = (n—1,z), con z € B predecesor de z.
En el primer caso f(n,y) = 0"h(y), por lo tanto, como ¢ es morfismo de carcajes,
queda sucesor de 6"h(z). En el segundo caso, f(n — 1,z) = 6" th(z); por ser § y
h morfismos de carcajes, 6"h(z) € §"h(z)". Por las propiedades de la traslacién,
esto implica 6"h(z) € 6" 'h(z)~ y por lo tanto f(a) es sucesor de f(n, ). De igual
manera se prueba que f((n,x)”) C f(n,x)”. Asi se mostré que f es morfismo de
carcajes.

Es claro que f respeta la traslacién: f(r(n,y)) = f(n+1,y) = 8" h(y) = 5f(n,y).
[

La siguiente proposicién es clave para la unicidad del cubrimiento de un carcaj
con traslacién.

Proposicién 4.2.8. Los carcajes con traslacion ZB y ZB' son isomorfos si y solo
si los grafos B. y Bl son isomorfos.

Demostracion: Consideremos el grafo ZB /7, cuyos vértices son las 7-érbitas de
(ZB)p y donde ponemos una arista entre Z e g si hay alguna flecha entre (n,z) y
(m,y) en ZB para ciertos m,n € Z. El grafo ZB /7 es claramente isomorfo a B. por
medio del mapa x +— Z.

Si tenemos f : ZB — ZB’ un isomorfismo de carcajes con traslacién, serd compatible
con 7 y por lo tanto inducird f/7 : ZB/T — ZB'/7'. Es claro que f~'/7 = (f/7)7},
sumando esto a lo observado arriba, se obtiene el directo de la proposicién.

Sea g : B, — B/ isomorfismo de grafos, entonces, por 4.2.6, existe h : B — ZB’ mor-
fismo de carcajes tal que p'h = g. Por 4.2.7, tenemos f : ZB — ZB' con fip = h. Se
obtiene por lo tanto el siguiente diagrama conmutativo:

B g B’
\L \ / T
inc P
f
7B 7.B

Veremos que f es isomorfismo.

Sea (k,y) € ZB'. Por ser g sobreyectiva, tenemos que si y € B(, existe € By tal
que g(x) =y, por lo tanto h(x) = (n,y) para algin n € Z, asi que f(k —n,z) =
k= £(0,2) = 7F"h(x) = (k,y). O sea que f es sobreyectiva.

Sean (n,by), (k,b2) € (ZB)o tales que f(n,b1) = f(k,b2). f(n,b1) = 7™ f(0,b1) =
7'"h(by), de igual manera f(k, by) = 7'*h(by). O sea que tenemos la igualdad 7%k (by) =
7™h(by), aplicando p’ obtenemos g(b;) = g(b2), usando que g es monomorfismo de-
ducimos que by = by. Usando que 7"z # 7'z para todo x € (ZB')g si | # r, se
concluye que n # k. Es decir que f es inyectiva. e
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Definicion 4.2.9. Sea I' un carcaj con traslaciéon. Diremos que un grupo de auto-
morfismos G de I' es t-admisible si ninguna G-6bita en 'y intersecta a un conjunto
de la forma {z} Uz™ 6 {x} Uz~ en més de un punto.

Para cada grupo t-admisible G de T' definimos el carcaj de traslacién I'/G:
(I'/G)o = Ty/G y (I'q)1 = I'1/G. La traslacién en I'/G es inducida por la de T
SiT es estable, I'/G también lo es.

Definicién 4.2.10. Un morfismo de carcajes con traslacién f : (A,7) — (I, \)
es un t-cubrimiento si para todo z € A las restriciones de f a zt — (f(2))" y
27 — (f(2))~ son biyectivas; y Tp esta definida si y sélo si lo estd Af(p).

La proyeccién canénica p : I' — I'/G es un t-cubrimiento si G es un grupo de
automorfismos t-admisible de I'.

Observacion 4.2.11. Si f : A — I' es un t-cubrimiento y I" es conexo, entonces f
es sobreyectiva. Sea x € A, entonces (f(z))" = f(z7) y (f(z))” = f(a™), asi que
todos los sucesores y predecesores de f(x) estdn en la imagen de f. Dado y sucesor
o predecesor de f(z), por el mismo argumento, y™ Uy~ C I'm(f). Usando que I es
conexo, concluimos que I' C Im(f).

Nuestro objetivo ahora es probar que dado I'" un carcaj con traslacion estable,
existe un arbol dirigido B y un grupo t-admisible G de forma que I' = ZB/G.
Ademads, mostraremos cierta “unicidad”de G y B.

Sea I' un carcaj con traslacién conexo y estable. Elegimos x € I'g y consideramos los
caminos que empiezan en z que no tengan ningin subcamino de la forma - 75 - % ..
Estos caminos seran los puntos de un nuevo carcaj B = xI", que tendrd una flecha
u>vsiv=au.

B es conexo (todos los caminos estdn conectados con el camino trivial) y en cada
vértice termina una unica flecha, salvo el vértice que viene del camino trivial, en el
cual no finaliza ninguna. Por lo tanto, B es un arbol dirigido.

Tenemos el morfismo de carcajes e : B — I', que a cada camino le asigna su punto
final. Por un lema previo, sabemos que existe y es tinica la manera de extender e a
un morfismo de carcajes con traslacion «: ZB — I

Proposicién 4.2.12. (1)Sea T un carcaj con traslacion conexo y estable. Si x € T'g
y B =2al', el morfismo m: ZB — T' es un t-cubrimiento.

(2) Sean B un arbol dirigido, f : A — T un t-cubrimiento, | : B — T' morfismo de
carcajes, b € By. Para cada p € Ay con l(b) = f(p) existe exactamente un morfismo
de carcajes h: B — A con fh =1y h(b) = p.

(8) Si B es un drbol dirigido, m : ZB — T' es un morfismo de carcajes con traslacion,
A — T un cubrimiento y q un punto de de Z.B, entonces para cada p € Ay con
f(p) =m(q) existe y es unico el morfismo g : ZB — A conm = fg y g(q) = p.

Demostracion: (1) Hay que probar que, dado (n,d) € (ZB), m induce una biyec-
cién entre (n,0)" y (w(n,d))t (la biyeccién entre los predecesores es consecuencia
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de esta al ser ambos carcajes con traslacién estables). Dado que 7 es compatible con
7, podemos suponer n = 0.

Si § es el camino trivial, entonces en B no hay predecesores de § y hay un sucesor
por cada punto de 1 (porque no hay flechas dobles en T'). Por lo tanto, (0,4) tiene
en ZB un sucesor por cada punto de 2. Como 7(0,d) = e(d) = z, se tiene en este
caso la biyeccién buscada.

Sea & = ayy...a1, con m > 0, un vértice de B, llamemos y = e(d) = 7(0,9). En
B, 6T = {Bam...ar/e(B) # 77 (s(am))}, o sea hay un sucesor de § en B por cada
sucesor de y distinto de 77! (s(ay,)). Como la tnica flecha que llega a § en B es
Qm, se tiene que (0,8)T = {(0,¢)/e € 67} U (=1, ayp—1...c1). Por lo tanto, tenemos
también en este caso la biyeccién.

(2) Sea a € b*, entonces I(a) € I(b)T. Como f es t-cubrimiento, induce una
biyeccién entre f(p)T = I(b)" y pT. Por lo tanto, existe y es tinico ¢ € Ag tal que
f(q@) = l(a). Definimos entonces h(b) = q. De igual manera podemos definir h(c)
para todo ¢ predecesor de b.

Hacemos lo mismo parandonos en cada sucesor y predecesor de b. Por ser B un arbol
dirigido, podemos definir h en todo B sin problemas de esta manera.
La unicidad es clara (en cada paso tengo una y solo una chance de definir h).

(3) Supongamos g = (0,b). Por el punto (2), tenemos un tnico morfismo de car-
cajes h : B — Atal que fh = m gy h(b) = p. Por 4.2.7, existe y es tinico g : ZB — A
morfismo de carcajes con traslacion tal que gp = h. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

7B B

RN

A—T

Se tiene entonces fgp = fh = mp y por ser f,g,m morfismos de carcajes con
traslacién, esto implica fg =m. e

Sea I' un carcaj con traslacién conexo estable, x € I'g, B=al'y 7 : ZB — I" el
morfismo antes definido. Definimos G(I', z) := {g : ZB — ZB morfismo de carcajes
con traslacién /mg = 7}.

Teorema 4.2.13. G(I',z) es un grupo de automorfismos t-admisible de ZB y 7
induce un isomorfismo ZB/G(T',z) = T.

Si B’ es un drbol dirigido y G' un grupo de automorfismos t-admisible de ZB' tales
que ZB'/G' =T, entonces B. = B, y G' = fG(T,2)f~ !, con f € Aut(ZB).

Demostracion: Veamos primero que todos los elementos de G(I', ) son auto-
morfismos. Sea g € G, p € (ZB)oy, g(q) = p. Por el punto (3) de 4.2.12, existe
h :ZB — 7B tal que h(p) = q y mh = . Entonces mhg = 7 y hg(q) = q, asi que
por la unicidad de la misma proposicién hg = id. De igual forma, gh = id.
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Si existiera g € G, y € (ZB)y tal que gy € y™, entonces my = gy € (7y)™, con-
tradiciendo que en I' no hay lazos. Si hubiera g € G, z,y € w™ con gz = y, entonces
Tz = mgz = 7y, lo que contradice que 7 es t-cubrimiento. Asi que G es t-admisible.
Es claro que 7 : ZB — T' pasa al cociente 7 : % — I'. Por ser t-cubrimiento, 7
es sobreyectiva, por lo tanto 7 es también sobreyectiva.

Sean x,y € ZB tales que w(z) = 7(y). Por el punto (3) de 4.2.12 deducimos que
existe g € G(I', x) tal que gx = y. De esta forma mostramos que 7 es inyectiva.
Supongamos g : ZB'/G' — ZB/G(T, x) isomorfismo de carcajes con traslacién. Lla-
maremos p’ : ZB' — ZB'/G" a la proyeccién canénica. Fijemos a € ZB', b € ZB
tales que gp'(a) = 7(b). El morfismo gp’ es t-cubrimiento y 7 es morfismo de carcajes
con traslacién, entonces existe f : ZB — ZB' tal que gp’'f = 7wy f(b) = a. La funcién
g~ 7 es t-cubrimiento, p’ es morfismo de carcajes con traslacién y g~ 7 (b) = p'(a),
entonces , usando la parte (2) de 4.2.12, existe h : ZB' — ZB tal que g~ 'wh = p’
con h(a) = b. Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

f
7B’ ‘//T\ 7.B
lp/ g ! lﬂ

ZB' |G — LB/G(T,z)

El morfismo hf : ZB — ZB verifica mhf = w con hf(b) = b y 7 es un cubrimiento,
por la unicidad en la parte (3) de la proposicién anterior, se tiene hf = id. De igual
forma, fh = id. Por lo tanto, ZB = ZB’, que implica B. = BL..

Es sencillo verificar que G’ = {¢ € Aut(ZB)/p'¢ = p'}. Por el diagrama de arri-
ba, sabemos que p' = g 'nf~!, asi que ¢ € G' siy sélosi g lnflp = g7 lnf!
siy sélosi mflof = 7w, o sea siy sélosi f~l¢f € G. De aqui concluimos que

G' = fGT,z)f 1 e

Se le llama diagramas de Dynkin a los siguientes grafos:

An(n > 1) : ol 2 . . . on1 o
Dy,(n>4): o
01 02 .3 .nf2 .nfl
EG : ol
.1 .2 .3 .4 .5
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.1 .2 .3 .4 .5 .6
E8 : .8
.1 .2 .3 .4 .5 .6 .7

El siguiente resultado aparece en [2] y lo usaremos en la préxima seccién:

Teorema 4.2.14. Sea I' una componente conezxa de la parte estable del carcaj de
Auslander-Reiten de un dlgebra localmente de representacion finita. Entonces I' =2
ZB/G, con G un grupo de automorfismos t-admisible de ZB y B un drbol dirigido
tal que B. es Dinkin.

4.3. El teorema

De aqui en adelante supondremos que (Q,I) es localmente de representacién
finita, mientras que K serd algebraicamente cerrado con car(K) = 0. Nuestro primer
objetivo es probar que los estabilizadores de las representaciones indescomponibles
de (Q,I) son ciclicos, para poder usar los resultados de la primera seccién de este
capitulo.

Lema 4.3.1. Una sucesion de Auslander-Reiten en mod(Q),I) tiene a los sumo
cuatro sumandos en el término intermedio y en ese caso uno de ellos es proyectivo-
inyectivo y ninguno de los otros es inyectivo o proyectivo.

Demostracion: Sea V € mod(Q, I) indescomponible no proyectivo. Sean W7, ...
, Wy, representantes de las clases de isomorffa de los inescindibles en mod(Q, I) con
Hom(W;,V') # 0 (son finitos porque todos ellos tienen Wj(x) # 0 para algin = €
sop(V'), que es finito, y (Q, I) es localmente de representacién finita). Sean 71, ..., Z,,
los indescomponibles de mod(Q, I) que verifican Hom(Z;, W;) # 06 Hom(Wj, Z;) #
0 para algin j.
Sea A el subcarcaj pleno con vértices sop(V') U(Usop(W;)) U(Usop(Z;)), que es fini-
to. Sea I el siguiente ideal: si ZZ 1 iU € I, con uq, ..., Uy, caminos en A y el resto
no, entonces 7" Aju; € 1.
Sea C' la subcategorfa plena de mod(Q, I) tal que X € Ob(C) si sop(X) C Ag. Dado
Y € mod(A,I), definimos Y9 representaciéon de Q que verifica YQ(z) = Y () si
x € Ao, Y(x) = 0 en otro caso; de igual manera lo definimos en las flechas.
Sea Y i Au; € I, con uy, ..., Uy, caminos en A y U1, ..., un ¢ A. Por definicién,
S Niwg € 1 ast que YOI, Nwg) = V(™ Miwg) = 0; si j > m, u; pasa por
un vértice fuera de A y por lo tanto Y%(u;) = 0. En conclusién Y?(3"1, Miw;) = 0
y por lo tanto Y@ € mod(Q, I). )
Tenemos entonces el mapa h : mod(A,I) — C tal que h(Y) = Y? y definido en los
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morfismos como la extensién natural (ya que fuera de Ay los espacios vectoriales son
0). Este mapa es de forma clara una equivalencia entre ambas categorias. Por ser
(@, I) localmente de representacién finita, (A, I) es de tipo de representacion finita.

Observemos primero que si M € mod(Q,I) es tal que sop(M) C Ag, entonces
M es indescomponible en mod(Q,I) si y solo si lo es en mod(A4, I ).
Utilizando 1.2.18 probamos que V' es proyectivo en mod(A,f ) si y s6lo si lo es en
mod(Q, I). Supongamos que V es proyectivo en mod(A, .f) Sif:X — V es morfis-
mo sobreyectivo, con X € mod(Q, I), podemos suponer que X es suma directa de
algunos W; (si X tiene otros sumandos, entonces f restringido a ellos es el morfis-
mo 0), por lo tanto f es también morfismo en mod(A,f), ya que Usop(W;) C Ap.
Entonces sabemos que existe g : V — X tal que fg = idy, concluyendo que V es
proyectivo en mod(Q, I).
De igual manera (utlhzando que Usop(Z;) C Ap) se muestra que cada W; es proyec-
tivo o inyectivo en mod(A, I) si y solo si lo es en mod(Q, I).
La sucesién de Auslander-Reiten que termina en V' en mod(Q, I), también lo es en
mod(A, I ), ya que en ella sélo pueden aparecer los W; y los Z;. Un teorema de Liu
que aparece en [8] dice que, dado que (A,f ) es de tipo de representacién finito, el
término del medio de la sucesién de Auslander-Reiten no puede tener més de cuatro
sumandos, y en el caso que sean cuatro uno de ellos es inyectivo-proyectivo. Pero ya
vimos que ese proyectivo-inyectivo en (A, I ) también lo es en (Q,1). ®

Corolario 4.3.2. Sea U estable en mod(Q,I) con Gy trivial. Si f : V. — U es
irreducible, entonces |Gy| < 3.

Demostracion:  Si Gy = {g1,...,9n}, entonces f9% : V — U9 son irreducibles
con U9 22 UY% si g; # g;. Por el lema anterior, tenemos n < 4, pero si n = 4 habria
gi € Gy con U9 proyectivo, y esto implicaria (por 4.0.2) que U es proyectivo, con-
tradiciendo la estabilidad de U. o

El siguiente es un resultado cldsico que aparece en [6]:

Proposicién 4.3.3. Sea (Q,I) un carcaj con relaiones. Si 'V es una representacion
de (Q,1I) y P; es el proyectivo indescomponible asociado al punto i, entonces V(i)
es isomorfo (como espacio vectorial) a Hom(FP;, V).

Observacion 4.3.4. En particular, este resultado nos dice que Hom(P;, Pj) = P;(i),
que es el espacio vectorial generado por todos los caminos de j a . En conclusion,
la dimensién de Hom(F;, P;j) es igual a la dimensién de K(Q, I)(j,1).

Por cada camino u de j hasta ¢ hay un morfismo evidente ¢, : P, — P;, que
estd dado por multiplicar por u. Ademads, si tengo u1,...,u, caminos linealmente
independientes en (@, I), los morfismos ¢y, ..., ¢y, también son l.i.

Sumando estos dos hechos, se concluye que si {vi,...,v,} es base de K(Q,I)(7,17)
entonces {¢y,, ..., ¢y, } es base de Hom(F;, Pj).

Lema 4.3.5. Sea V € mod(Q, I) indescomponible con |Gy| > 1. SiU e VT UV,
entonces U es estable.
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Demostracion: Supongamos 7"U es proyectivo, como Gy = Gy podemos
asumir que U es proyectivo. Entonces, usando 4.1.3 y 4.1.7, Gy es trivial. Si g € G,
f 'V — U es irreducible, entonces f9 : V9 — UY también es irreducible. Tenemos
entonces para cada h € Gy un morfismo irreducible f*: V — U". Al ser U proyec-
tivo, cada U" también lo es; esto implica que |Gy | < 3 porque 4.3.1 nos dice que
en caso de que aparecieran 4 sumandos en el término del medio de una sucesién de
Auslander-Reiten, s6lo uno podia ser proyectivo. En particular, Gy es ciclico y por
lo tanto T71XV =@}, V; paran =2 6 n = 3.

V es estable (de no serlo, por el punto (3) en 4.1.7, Gy seria trivial). Entonces,

si tenemos U EA V irreducible, existe 7V EN U irreducible, y G,y = Gy. De esta

manera, podemos suponer V EN U irreducible. Aplicando T~'X a este morfismo,

—1
obtenemos @, V; = T-'xVv T %7 T~'XU en el carcaj de Auslander-Reiten de

mod(Q,I). T~'XU es proyectivo, asf que T-1Xf es la inclusién del radical.
Tomemos S un simple que sea sumando directo de Vj/radV; (recordemos que es lo

mismo que Va/radVs). Sea P el proyectivo indescomponible que cubre a S. Tenemos
(1,82

asi P — § 13 Vi/rad(Vy) @ Va/rad(Va) — rad(T~1XU)/rad*(T~*XU). Sabiendo
que la primera flecha es un epimorfismo y las ultima es un monomorfismo, se con-
cluye que tenemos dos mapas f1 y fa entre Py radl ' XU /rad*(T~'XU) que son
Li.

La proyeccién p : radT XU — radT XU /rad*(T~'XU) es un epimorfismo y P
es proyectivo, por lo tanto conseguimos g1, go : P — T~ XU tales que pg; = f; para
1=1,2.

Si P es el proyectivo asociado al vértice b y T~'XU es el proyectivo asociado
al vértice a, tomemos {vi,...,v,} una base de K(Q,I)(a,b). Tenemos por la ob-
servacién anterior que g1 = Y 7  ajdu; ¥ g2 = Y7y Bjdu;. Como Im(g;) C
radT ' XU, resulta que todos los u; deben estar en el ideal F' (si 7, es el camino
trivial, ¢, = Idp y por lo tanto su imagen no estd incluida en el radical). Por
otro lado, si u es un camino de largo mayor o igual que 2, pp, = 0. Por lo tanto,
pg1 y pg2 es suma de morfismos de la forma pg;;, con n; flechas desde a hasta b.
Al ser {pg1,pg2} Li., deben existir al menos dos flechas distintas desde a hasta b,
contradiciendo la no existencia de flechas dobles.

Corolario 4.3.6. Sea I' componente conexa de la parte estable del carcaj de Auslander-
Reiten de (Q,I). Entonces existe U € T' tal que Gy es trivial.

Demostracion: Alser (Q,I) localmente de representacion finita, tenemos proba-
do en 4.0.4 que su carcaj de Auslander-Reiten es conexo. Por tanto, hay algin U € '
y X transyectivo con X — U o U — X irreducible. Si |Gy| > 1, X serfa estable. o

Proposicién 4.3.7. Si V € mod(Q,I) es indescomponible, entonces |Gy| < 3.

Demostracion: Por 4.1.3 y 4.1.7, es suficiente probar el resultado para los ele-
mentos de la parte estable del carcaj de Auslander-Reiten de (Q, I). Lo probaremos
para cada una de las componentes conexas I' de la parte estable. Sabemos (por
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4.2.14) que en este caso I' tiene una cubierta de la forma ZB, con B Dynkin.

Si no todos los estabilizadores fueran triviales en T' (en cuyo caso el resultado ya
serfa cierto), tendriamos V' — U irreducible con |G| = 1y |Gy| > 1 (corolario
anterior). Por 4.3.2, se tiene |Gy | < 3.

Sea X € VT, probaremos que Gx C Gy . Razonemos por el absurdo, tomemos en-
tonces h, g distintos de 1 tales que h € Gx \ Gy, g € Gy. X 2 UY, si lo fuera,
Gx = Gye = {1}. Tanto U, V como X son estables, por lo tanto en I' aparece el
siguiente subcarcaj:

V ——U9

/ \_lvhHT_th
\ TN

—lUgh

Si miramos el subcarcaj quitdandole V" U9 y U" no aparecen subcaminos de la
formaY — Z — 771Y:

AsiV — X — 771V 1o fuera, entonces V" =2 V', que contadice la eleccién de h;
Asi X — 77 W — 771Ut o fuera, entonces X = U?, por lo que Gx serfa trivial.
Por lo tanto el subcarcaj de arriba sin V", U9 y U" deberia aparecer en B, con-
tradiciendo que es Dynkin. Asf concluimos que Gx C Gy en caso que X € V.

Si X1 € X, Xo € V' de forma que X3 2 771V, Xy 2 U! con t € Gy,
mostraremos que Gx, C Gy.
De nuevo por absurdo, tomemos h € Gx, \ Gv(C Gx, \Gx,), 1 #9 € Gy. En T
aparecera el siguiente subcarcaj:
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vh X X XY —— 2yt —— 2yt

N7 I

Tyt r2y9h
Recortémosle al subcarcaj de arriba Vh,X(]} y 77 1V" y no hay ningtn subcamino
de la forma Y — Z — 771y
A Si Xg — X1 — T_IX(’)‘ fuera de esa forma, Xy = X(]}, cuando sabiamos que
h¢Gx,.
ASi X7 — 771XE — 772V es de esa forma, 771V 2 X; =2 XI' y por lo tanto
771V 2 X4, contra lo supuesto.
A Si T‘ng — 772Vh = 772U" o fuera, 71U = T_1X6L, por lo que U" = XSL y
finalmente U = X, contra lo supuesto.
A Si T*IX(’} — 772Vh — 77209 es de esa forma, de igual manera llegamos a
U9 = Xy, contradiciendo lo que habiamos supuesto.
Entonces tendriamos en B un subcarcaj que no es Dynkin.
Con el mismo argumento, se demuestra que si X; € X;[l parai=1,...,n, Xo € VT
tal que X7 2 77V, 7X; 2 X,_o, entonces Gx, C Gy para todo i siempre que
Xo 2 Ut cont e Gy.

Veamos ahora que ocurre si Xg = U?. Tomemos V — U! — X; — Xy — X3... —
X,, sin subcaminos de la forma Z — W — 771Z, queremos probar |G x,;| < 3 para
i =1,...,n. Lo mostraremos por induccién.

n = 1: |Gx,| < 3 por una proposicién anterior (es sucesor de un estable con estabi-
lizador trivial).

n > 1: Como Xp 2 771U, del caso anterior se sigue que Gy, C Gx,, y por lo tanto
|Gx,| < 3.

Si construimos el arbol dirigido B a partir de V, tenemos que todos los elementos
de B tienen estabilizador con orden menor o igual que 3. Cualquier elemento de T’
es de la forma 7" X, con X € B, como Gx = G,nx, obtenemos el resultado. e

Corolario 4.3.8. Si V € mod(Q, I) indescomponible, T™*XV = @I | Vi conn =
1,2 ¢ 3 y V; indescomponibles.

Demostracion: El teorema anterior nos dice que |Gy | < 3, asi que en particular
Gy es ciclico. Por lo tanto, usando 4.1.3, llegamos al resultado. e
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Podemos ahora probar el resultado para el que hemos venido trabajando:

Teorema 4.3.9. Sea m : (Q,I) — (Q,I) morfismo cubriente. Supongamos que
K=K, carK =0 y Q finito.

Si (Q,I) es localmente de representacion finita, entonces (Q,I) es de tipo de repre-
sentacion finita.

Demostracion: Llamemos F al conjunto de representaciones indescomponibles
que son sumandos de T~ XV para algiin V' € mod(Q, I) indescomponible. Probare-
mos primero que [ contiene a una componente conexa del carcaj de Auslander-
Reiten de (@, I).

Sea W € mod(Q,I) indescomponible con W sumando de T-'XW para algiin

W € mod(Q,I) indescomponible. Sea V ™ W flecha en el carcaj de Auslander-
Reiten de (@, ). Como W no es un proyectivo simple (en dicho caso no existe h),
utilizando 4.1.7 deducimos que W tampoco lo es.

Si W no es proyectivo, existe una sucesiéon de Auslander-Reiten en mod(Q,I) que

termina en W, llamémosla X: 0 — U 4, VLW =0 La Proposicion 4.1.6 nos indi-
ca que, al ser Gy ciclico, T~1X(X) se escribe como la suma directa de las sucesiones
de Auslander-Reiten que terminan en los sumandos directos de T~ X W, en parti-
cular V es sumando de T~' XV . Descomponiendo V' como suma de inescindibles y
utilizando que T~' X es aditivo, podemos concluir que V es sumando de algtin factor
indescomponible de T~' XV y por lo tanto V € F .

Si W es proyectivo, al no ser simple, podemos usar el mismo argumento. En lugar
de utilizar la sucesién de Auslander-Reiten, usamos la inclusién del radical.
Tomemos en Qo un conjunto A de manera tal que 4 = Qo y mA = Qq. Por
ser (Q, I) localmente de representacién finita, existen finitos Vi, ..., Vi € mod(Q, I)
indescomponibles no isomorfos con sop(V;) N A # (. Llamemos Uy, ..., U,, a todos
los indescomponibles en mod(Q, I) que son sumandos de algin T~!XV; (son finitos
porque T~ XV; tiene como maximo 3 sumandos indescomponibles).

Sea V € [, entonces V es sumando de T~1 XV, con V € mod(Q,I) indescomponi-
ble. Existe g € G tal que sop(V9)N A es no vacio (tomemos & € sop(V), existe j € A
tal que 7y = 7T y por tanto hay algin g € G tal que g = ). De esta manera,
V9 = V;. Por lo tanto V es sumando de 771XV = T-1XV9 = 71XV, asi que
V 2 U;. En conclusién, f es finito.

Hemos probado que dentro de F existe una componente conexa del carcaj de Auslander-
Reiten, que evidentemente serd finita. Pero si tenemos una componente conexa finita
C' dentro del carcaj de Auslander-Reiten, C' es todo (ver por ejemplo [3]) y por lo
tanto (@, I) es de tipo de representacion finita. e

Veamos como utilizar el principal resultado que probamos en un ejemplo.
Sea @ el siguiente carcaj:
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a—2~ b
7N
f c
N A
e <T d
I algin ideal admisible.

En este caso el cubrimiento universal de (Q, 1) es (Q,I), con Q:

n-1 ag Bo Yo do €0 10 o1
f-1—ay — by — cy — dy — eg — fo — a1 — by

Para estudiar el tipo de representacién de (@, I), estudiaremos a (Q, I ).

Sea x € Qo, por ser I admisible sabemos que existe n € N tal que todos los
caminos que empiezan o terminan en z de largo mayor o igual que n estan en I. Sea
Ve mod(@,f) tal que V(z) = Vj # 0. Llamaremos 1, ..., Ty, ... a los sucesores de
T=xT9y X_1,...,T—n... los predecesores de x.

Tomemos una representacién de (Q,I):

Va2 By o v E Y, vy,

Definimos K subrepresentacién de V' de la siguiente manera: K(z;) = V(x;) para
todo ¢ < 0, K(LL‘l) = K@T’(Tn_l...Tl), K(xg) = Ker(Tn_l...TQ), ceny K(:pn_l) =
Ker(T,-1), K(zj) = 0 para todo j > n. Como T,,...T1 = 0 (porque V es repre-
sentacion de (Q, I )), definiendo las transformaciones lineales como las restricciones
de las T; obtenemos que K es subrepresentacién de V.

Sea W subespacio de V; tal que Wi @& K(z1) = V1. Siv € T1(W1) N K(x2) = {0},
entonces existe w € W tal que v = T1(w) y a su vez T),,_1... T2 (v) = 0, o sea que
w € Ker(T,—1...T1), concluyendo que w = 0 y por tanto v = 0, de esta manera,
hemos probado que T1(W;) N K (z2) = {0}. Podemos entonces tomar W subespacio
de V5 de forma que Th(W7) C Wy y Wo @ K (z2) = Va. De igual forma, para cada
i = 3,...,n — 1 podemos encontrar W; subespacio de V; tal que T;—1(W;_1) C W;
y Wi @ K(z;) = V;. Definimos W subrepresentacién de V' de la siguiente manera:
W(z;) = 0 para it <0, W(z;) = Wy parai =1,...,n—1y W(z;) =V, para todo
i > n; las transformaciones lineales las definimos como restricciones de las T; a W;.
Por la manera en que se construyo esclaroque V=Ko W.

En conclusién, si V € mod(Q,I) es indescomponible con V(z) # 0, entonces
V(x;) = 0 para todo i > n. De igual manera (realizando la construccién a par-
tir de z_,, en lugar de z() se prueba que V(z;) = 0 para todo i < —n.

Asf toda representacién indescomponible V' de (Q, ) con V(z) # 0 puede verse co-
mo una representacion del carcaj lineal con 2n — 1 vértices, que sabemos es de tipo
de representacion finita. Por lo tanto sélo hay finitos V' € mod(Q, I) con = € sop(V).
O sea que (Q, I ) es localmente de representacién finita y por lo tanto (Q,I) es de
tipo de representacion finito.
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Capitulo 5

Cubiertas universales sin ciclos
dirigidos

En esta seccién estudiaremos las cubiertas sin ciclos dirigidos, primero algunas
)
propiedades y luego la “unicidad”de la cubierta universal en ese caso.

Definicion 5.0.10. Un mddulo se dice uniserial si dados N1 y No dos submddulos
de M, se tiene N1 C No o Ny C Nj.

Definicion 5.0.11. Sea M # 0 un médulo. Una cadena de n + 1 submédulos
0 =My C Mi C ... C M, = M es una serie de composicién de largo n si
M;/M;_1 es simple para todo i =1, ..., n.

La existencia de las series de composicion estd dada por el siguiente resultado
(para la prueba, ver [5]):

Proposiciéon 5.0.12. Un mddulo M tiene serie de composicion si y solo si es a la
vez noetheriano y artiniano.

En particular, si estamos trabajando con un médulo sobre una K-algebra todo
médulo de dimensién finita tiene serie de composicion.

Estamos en condiciones de enunciar (sin demostrar, para ello se puede ver [5])
el siguiente resultado:

Proposicion 5.0.13. Sea M un A-mddulo. M es uniserial si y solo si M D
rad(A)M O ... D rad*(A)M = 0 es una serie de composicion.

5.1. Propiedades de (Q, )

Definicién 5.1.1. Un carcaj con relaciones (@, I) se dice schurian si dados z,y €
Qo, dimxK(Q,I)(x,y) < 1.
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Lema 5.1.2. (Q, ) carcaj con relaciones localmente de representacion finita, Q sin
ciclos dirigidos, entonces (Q,I) es schurian.

Demostracion: Dado z € Qo, KQ(z,z) tiene como base a 7., no existen otros

caminos de x a x por no tener Q ciclos dirigidos. Asi tenemos que el radical de
K(Q,I)(z,z) es Ry = 0.
Sean z,y € Qp. Al ser (Q,I) localmente de representacién finita, se muestra en [7]
que K(Q, I)(z,y) es K(Q, I)(x,z)- mbédulo uniserial o K(Q, I)(y,y)- médulo unise-
rial. Supongamos que ocurre lo primero, entonces la serie del radical de K(Q, I)(z,y)
es de composicién. Como R, = 0, si K(Q, I)(x,y) # 0, debe ser K(Q, I)(x, z)-mbdu-
lo simple. Pero K(Q, I)(z,x) tiene dimensién 1, asi que los K(Q, I)(z, x)-mbdulos
simples tienen dimension 1. e

A lo largo del capitulo (@, 1 ) representard un carcaj con relaciones localmente
de representacion finita y 7 : (Q,I) — (Q, I) su cubierta universal.

Lema 5.1.3. Si Q no tiene ciclos dirigidos, se verifica:

(A) Si Y Niui € T es relacion minima, dados i,j € {1,...,n} distintos, se tiene
c € K* tal que u; + cu; € I.

(B) Si tengo un camino u de x ay, dos caminos v,w de y a z tales que vu,wu ¢ I,
se tiene para todo \ € K* que vu + dwu € I si y sélo si v+ dw € 1.

Demostracion: (A) Sea T € Qo con 7% = z. Tomamos para cada i € {1,...,n}
@; el levantamiento de w; que comienza en T. Ya hemos probado (en 2.2.7) que
e(@;) = e(i;), llamemos § a ese punto, luego 31, Nil; € I(Z,7) es también una
relacién minima.
Por 3.3.1, (Q,I) es localmente de representacién finita y, por el lema anterior, schu-
rian. Si tomamos i,j € {1,...,n}, tenemos @;,4; € I(Z,§) y por lo tanto existe
c € K* tal que u; + cu; € I. Pasando al cociente tenemos u; +cuj € 1.
(B) Supongamos que vu+ Awu € I. Como ademds vu, wu ¢ I, es una relacién mini-
ma, por lo tanto vu ~ wu, y cancelando obtenemos v ~ w. Sean v, w levantamientos
de v,w que empiezan en Z, entonces e(?) = e(w), y por ser (Q,I) schurian debe
pasar que ¥ + cw € I v v 4+ cw € I. Entonces vu + cwu € I, sabiendo ademdés que
vu ¢ Iy vu+ Awu € I llegamos a c = \. @

Lema 5.1.4. Si el ideal I estd generado por una familia de relaciones cero y minimas
con dos sumandos, entonces (Q,I) satisface la propiedad (A).

Demostracion: Seap =Y | \u; relacion minima. Tenemos que p = > j1p;,
con p; = v; + cjw; € I porque por hipétesis I estd generado por relaciones con dos
sumandos y relaciones cero, pero al ser p minima no pueden aparecer las cero en la
suma.

Haremos induccién en m.

Sim = 1, tenemos 2?21 Ait; = p1p1 = p1v1 + piciws, por lo tanto n = 2, uy = vy,
uy = wp y entonces tenemos uy + ciug € I.

Sea m > 1.
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Supongamos primero que w,, no aparece en la expresiéon de p, o sea w,, # u; para
1 < ¢ < n. Supongamos que w;,, no aparece en los primeros t — 1 p; pero si lo hace
en los dltimos m —t + 1, o sea p; = v; + c;wy, para ¢ > t. El coeficiente de w,, es
o, pic; y debe ser 0.

Definimos p} cornopz:p; sil<i<t,yp,=vi— vomsit<i<m-—L

Es evidente que ZZ | P = Zf;} L4 s

Por otro lado:

m—1
Z Mipl Z ,Ufz 7 7Um Z MV — Z Nzcz Um = Z Uivi+ chm) Um
=t Cm

m
= Z iv; = Z pi(vi + c;w;) (la dltima igualdad se da porque Y ", pic; = 0).
=t

Ademas ph=v;— —vm = v; +c;wy, — C—(Um + Cmwpm) = pi— f—;’lpm € I y es relacién

minima (vj ¢ I porque p; son relaciones minimas).
T ¢ = >0 i, ! relacién minima. Por hipétesis d
€Nnemos entonces que p = i=1 Mip;, €O O Trelacion minima. ror nipotesis de

induccién concluimos que dados 4,5 € {1,...,n} existe ¢ € K* tal que u; + cu; € I.

Supongamos ahora que todo v;, w; aparece en p. Pongamos v, = tn_1, Wy = Un,
n >3 (si n =2, tenemos p = \ju; + Agug y ya estaria probado).
Definimos p/ = p — )‘—"pm el p=50" Nu — i‘—;(un_l + cmuy) = Z?:_f Aiu; +
(A1 — ’\—)un 1. 51 A1 — A—" =0, tendria A 1Up—1+ Apu, € I, lo que contradice
que p sea “relacién minima. Notaremos ahora A, = \; para i = 1,. -2, A =
Apo1 — 22,
La relacién o = 327" Mu; es minima:
Si0#K ¢ {l.,n—-1}, Y. cxNu; € I; como p es minima n — 1 € K, o sea
K\{n—1} ¢ {1,...,n—2}. Tenemos entonces } ;. j\ r,_13 Aitti+(An— 1—)‘—”)un 1€1,
An (un 1+ ¢muy) € I, sumando obtenemos ZZGK\{n 1} At + Ap_1Un_1+ Apuy, € 1,
que contradice que p es minima.
Tenemos entonces que p’ es relacién minima, es combinacién lineal de py, ..., pm,
pero en ella no aparece u,, = w,,. Por lo hecho anteriormente, se verifica que p’ es
combinacién lineal de py, ..., pp—1. Por hipétesis inductiva deducimos que u;+cu; € I
sii,j € {1,...,n — 1}. Teniamos ademds que u,—1 + cpu, € I, lo que concluye la
prueba.e

Proposicién 5.1.5. Supongamos que (Q,I) satisface (A). Sean x,y € Qo tales que
K(Q,I)(x,y) es uniserial como K(Q, I)(x,x) mddulo. Entonces existe un camino u
de x ay, w un ciclo dirigido en x de forma que dado un camino v de x a y, existe
AeK* neN tal que v+ duw™ € 1.

Demostracion: Notaremos Ay = K(Q, I)(z,x), Ry = rad(Az).
Mostremos primero que A, puede ser representada como un cociente de un dlgebra
de caminos. Al ser I un ideal admisible, existe n € N tal que todos los caminos
que comienzan en x de largo mayor o igual que n estan en el ideal. La cantidad de
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caminos de largo a lo sumo n que empiezan y terminan en z son una cantidad finita
por ser @ localmente finito. Definimos el carcaj C' con Cyp = {x} y colocando una
flecha o, (de z en x) por cada camino u en @ de largo menor o igual a n que empieza
y termina en n. Tenemos un morfismo ¢ : KC' — A,, definido por ¢(«,) = u para
todo u € (. Este morfismo es claramente sobreyectivo, por lo que A, es un cociente
de KC.

Sea f € K(Q, I)(z,y) \ rada,K(Q, I)(x,y). Podemos escribir f = > ;| X\ju;, con
u; camino de x a y, entonces tenemos un camino u de x ay con u ¢ rady, K(Q, I)(z,y).
Si R, =0, se mostrd en 5.1.2 que K(Q, I)(x,y) tiene dimensién 1 y por lo tanto ya
tenemos el resultado.

La serie del radical es de composicién por ser A, uniserial. Por lo tanto, si R} # 0
entonces R"/R7T! es simple y, por ser A, un cociente de un dlgebra de caminos,
tiene dimensién 1. Si tenemos R, # 0, tomamos w ciclo dirigido en = con w ¢ R2 y
w? € R2. Veamos que w? ¢ R3. Sino fuera asf, tomamos y € RZ\ R3, y = Y, rir}
con 78,74 € R,. Hay algtin j tal que r{ré ¢ R2 y por tanto r{,r% ¢ R2. Se tiene
0] # []] € Ry/R2 = K (porque la serie del radical es de composicién) y entonces
existe ¢; € K*,t; € R% tal que r{ = cqw + t1, y de igual manera r% = coW + ta.

Tenemos entonces que T{r% = c1coW? + 1wty + cot1W + tity € Ri, llegando a

un absurdo. De esta misma manera obtenemos que para todo h tal que R’; #0
se tiene w" € RM\ R y [w"] es base de R!/R!*!. Concluimos entonces que
A, = @, Kw', donde m es el minimo que verifica R7 = 0.

Sea v camino de z a y. Como K(Q,I)(z,y) es Ay-médulo uniserial, se tiene
ul, C oA, 6 VA, C ul,.
Supongamos primero uA, C vA,. En este caso tendriamos g, ..., Ay, € K tal que
=Y N’ o sea que u — > it Aow' € I(z,y). Como u ¢ I, tenemos K C
{0,...,m} y una relacién minima v — ), Xivw® € I(z,y). Por la propiedad (A),
existen ¢ € K*, n € K tales que u + cow™ € I(x,y). Pero entonces u = —cow™ ¢
radpa, K(Q, I)(x,y) = K(Q, I)(z,y)Rs. Dado que w € R;, n =0 y tenemos entonces
v+ tueI(z,y).
Si vA; C A, tenemos U = > ", \iuw'. Tomando relacién minima y usando la
propiedad (A), llego a que v + cuw™ € I(x,y). o

Proposicién 5.1.6. Sea (Q,I) que satisface (A) y (B). Sean z; — x;11, p =
ape01, f = ppi1Qnpn...p201p1, con p; ciclo dirigido en z;. Si i’ = cii en K(Q, 1)
para algin c € K*, entonces todos los p; son triviales.

Demostracion:  Supongamos que K(Q,I)(z1,xn+1) es K(Q, I)(z1,z1)-médulo
uniserial. Definimos p” = appp...p201p1. Como p” ¢ I(x1,2n41), WA, C iy,
6 ihy, C Ay, . Vamos a probar que ocurre lo primero.

Supongamos que fidy, C p’A,. Tenemos w un ciclo en z; tal que {w' : i =
0,1,...,d} genera a A;,. Tendriamos que p+ Ap”w™ € I para algin m € N, X € K*.
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Haremos induccién en n. Sin = 1, tengo a1 + Aaypiw™ € I, pero al ser I admisible,
p1 es trivial, m =0y A= —1. O sea, p”’ —p e 1.

Sea n > 1. Tenemos ay...a1 + Aappp...p201p1w™ € I, ay...aq ¢ I. Por propiedad
(B), esto implica ay—1...00 + Appp—1...p201p1w™ € 1.

Si K(Q, I)(x1,xy,) es Ay, - médulo uniserial, por hipétesis de induccién
Qp_1Pn—1.--01p1 + ac,_1...cqw’ € I para algin t € N,a € K*. Multiplicando esta
dltima relacion por p,, a izquierda y por w™ a derecha, llegamos a p,ap—1pn—1...c1p1w™
+apnan_1...c;w™™ € I, y utilizando la relacién que aparece en el final del parrafo
anterior, oy,_1...01 + k1pnop_1...c;w!™™ € I con k; € K*. Multiplicando esto por
w™ a derecha y por —kip, a izquierda y sumandole la relacién anterior, llegamos
a p_q...00 + kgp?loan_l...alplwz(mH) € I, con ky € K*. De igual manera podemos
llegar, para todo 7 € N, a que ap_1...a1 4 kpplan_1...cnprw™ ™+ € I, con k, € K.
Pero al ser I admisible, si m +t > 0, existe ro tal que w™ ™+t ¢ J, y por lo tanto
On—1...a1 € I, lo que significaria que p € I, contradiciendo la hipétesis. Entonces
m =t = 0y, también usando que I es admisible, p,, es trivial. O sea que u” —1—%;; el
En el caso que K(Q, I)(x1,x,) sea A, -mddulo uniserial, por hipétesis de induccién
tenemos N € K*,t € N con ppa,_1pn_1...p201 + Nw'a,_1...c; € I. Multiplicando se
obtiene ppam_1pp_1...1p1w™ + awlay,_1...a1pyw™ € I, y operando igual que antes
llegamos a ay,_1...a1 + kywla,_1...a;pyw™ € I. Iterando este procedimiento, obte-
nemos que para todo r € N ay,_1...a1 + k.w™ o, —1...a1(p1w™)” € I. Esto implica
que m =t =0y que p; es trivial. O sea p” + $p € 1.

En conclusién, hemos probado que p”A,, C Az, o sea que p” + Apw™ € I para
algunos A € K*;m € N.

Probemos el teorema por induccién. Si n = 1, tenemos pocv1p1 + cap € I. Al ser 1
admisible, p1, p2 son triviales.

Sean > 1. Tenemos pp 410, pp-.- P20 P14+, ...aq € I (por hipdtesis) y appn...p2a1p1+
Aay,...aiw™ € I (lo probado antes). Multiplicando por p,4+1 la segunda relacién y
restdndole la primera, obtenemos ay,...a1 + Nppiiay,...c;w™ € I, con N € K*.
Operando como antes (multiplicando muchas veces por p,+1 y por w™), llegamos
aque m =0y pyt1 es trivial. Nos queda entonces anpp...p20101 + cop...ap € 'y
por (B), pnan_1...p201p1 + cap_1...aq € I. Utilizamos la hipétesis de induccién y
termina la demostracién. e

5.2. Unicidad de la cubierta universal

Teorema 5.2.1. Sean (Q,I1), (Q, I2) carcajes con relaciones localmente de repre-
sentacidn finita que verifican (A) y (B), tales que K(Q, 1) = K(Q, I2). Sean m :
(Q, L) — (Q. 1), m : (A, Iy) — (Q,I2) sus cubiertas universales. Entonces

Q=AyIL(Q,L)=1(Q,I2)
Demostracién: Tenemos 0 — I} — KQ -2 C — 0 y0— Ih — KQ 2,

C — 0 exactas. Dada o € @1, existe f(a) € KQ con ¢(f(a)) = p(a). Puedo
extender f a K@ como morfismo de &lgebras. De manera andloga defino g. Si
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p = > \v; € I, tenemos ¢(p) = 0 = ¢(f(p)) y por lo tanto f(p) € I. Obte-
nemos:

0 I KQ ——=¢C 0

N

0 I KQ C 0

-

0 I KQ —2=C 0

Sea p € I camino. Escribimos g = ay...a1 con a; : x;—1 — x; flecha. Se tiene que

flow) =, )\i,uz(-k) es suma de caminos de xx_1 a . Como ¢(g(f(ak))) = ¢(ag),

ocurre que gf(ay) —ay € 1 C F2, asi que gf(ay) ¢ F2.

Por el lema anterior, tengo u camino de xx_1 a xy, wy ciclo en z;_1 (o ciclo en zy) tal
k) 4 ), i ) OO

que p; +a; wpw,' € I paraalginn;’ € N (6 i, +a; 'w,' uy € I2). O sea que

tenemos f (o) +Apuk+ Y ok, @i pupwt, € In (6 fou) +Apuk+d ok, @ pwiug € I). Si

le aplicamos g a esta expresién obtenemos g f (ay) +Apg(ur) + > ok @ kg (ug)g(wy) €

I1. Como g f(ay) ¢ F?, debe ocurrir que g(uy) ¢ F2y Ag # 0 (01, 2 x9(ug)g(wh) €

F? por ser imagen por g de elementos de F2) y por lo tanto uy debe ser una flecha,

v al no existir flechas dobles debe ser ui = ay.

Tenemos entonces f(u) + A+ 32, a1 Tugope P pr--fi2p2p1p1 € Ia, con

A # 0y p; ciclos no triviales. Veamos que esto implica que p € Is.

Siu ¢ Iy, como f(u) € I, existe alguna relacién minima con u y alguno de los otros

sumandos de arriba, y por propiedad (A), tendriamos p + ¢ppy1pie...p2p1p1 € I2 con

c € K*, lo que contradice la proposicién anterior.

Si i ~ v por formar parte de una relacién minima en I, por la propiedad (A) existe

ceK* concu+vel.

Tengo f(cp+v) + A+ NV + 30, o1 Tareope Pr+1H4 Pt 12P2 11 P1

D s>l Loy Pyp1VsPs-V2phr1p) € Iz con p, pf; ciclos no triviales, A, X # 0.

w ¢ I (ya probamos que esto implica que p € I, que no ocurre porque p es suman-

do en una relacién minima). Entonces p forma relacién minima en Iy con alguno

de los sumandos de arriba. Si no es con v, debe ser con algin p}_vs...v1p| (por

la proposicién anterior). En ese caso, tendriamos p + xp),  vspl...v1p] € I3 relacién

minima.

Haciendo un razonamiento analogo al que hicimos antes, obtenemos

9+ apypyvspoe1p) +di+ 300 s Ol Ot 10t 1 61

2o =1 Cyl .. 05 1Vs04...v1 01 € I1 con d;, 8 ciclos no triviales, d € K* (porque

las particiones de v; dan particiones de v).

Como g(p+xp, vspl...v1p]) € I1, p estd en una relacién minima con alguno de los

otros sumandos de arriba, no puede ser con una particién de p porque contradice

la proposicién anterior, as { que tenemos p + ad;_ vs...v18] € I;. Pero tenfamos que

cp+ v € Iy, luego v + bo,  v}..107 € Iy, lo que lleva a una contradiccién con la
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proposicién anterior.

Hemos probado que si hay una relacién minima en I; con p y v como sumandos,
entonces p + v € I para algin ¢ € K*. Es claro que la prueba sirve si intercam-
biamos I; por Is, o sea que las homotopias en (Q, 1) y en (Q, I2) coinciden, lo que
demuestra el teorema. o

Observacion 5.2.2. Vale observar que, respetando las hipétesis y la notacién del teo-
rema, A\p+ Nv € I.

En el teorema habiamos llegado a que A+ v+ Z Ty ooy P41t Pt--- A2 P2 141 P1

e pp1=p,t>1
+ Z Ty vy P VsPy---V2phrip] € Io. Esta debe ser suma de relaciones mini-
Vs..v1=1,8>1

mas y cero. Como p ¢ Iy, A\u forma parte de una de las relaciones minimas de la
descomposicién, pero mostramos que sélo v puede aparecer como sumando de p en
una relaciéon minima. Por lo tanto A + \N'v € I es relacién minima.

Teorema 5.2.3. Sean (Q,I1), (Q, I2) carcajes con relaciones localmente de repre-
sentacion finita que verifican (A) y (B), tales que K(Q, 1) = K(Q, I2). Sean m :
(Q,fl) —(Q, ), 3 : (A, I) — (Q, I) sus cubiertas universales.

Entonces, existen isomorfismos h : K(Q,I,) — K(Q, I2), h K(Q,fl) — K(A,fg)

tales que el siguiente diagrama conmuta K(Q,fl) BN K(A,fg)
\LK(TI’l) \LK(’?TQ)
K(Qa Il) 4h> K(Q7 IQ)

Demostracion: Como en el teorema anterior, tenemos:

0 L KQ —~C 0
lfh lf
¥
0 I KQ C 0

-

0 I KQ —2~ ¢ 0

n
Si a:z — y flecha, f(a) + Aga + Zwiawi € Iy(z,y). Definimos ﬁ(a) = \,0.

i=1
Es claro que h K@ — KQ es isomorfismo. Por el teorema y la observacién an-
teriores, sabemos ademas que lleva relaciones cero y minimas de I; en relaciones
cero y minimas de I, asi que ﬁ(h) C I y por lo tanto induce un morfismo
h: K(Q,I1) — K(Q, I2). Para ver que h es un isomorfismo alcanza con ver que
ﬁ_l(Ig) C I, es decir que la inversa de h también preserva relaciones.
Para z - y en Q, podemos escribir f(a) = Ay + 74, gla) = Moo + 7/, con
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To,rh € F2. Entonces gf(a) = AN a + 7", con ! € F2.

e(gf(a)) = pla) = gf(a) —a € I = (M, a — D)a+ 1 € I. Esto implica que
N Ao =1 (porque I} C F?).

Por lo tanto, definiendo x(«) = A, «, x : KQ — KQ es la inversa de hy x(l2) C I
(por el mismo argumento que h(I;) C Io). Asi concluimos que h : K(Q,I;) —
K(@Q, I2) es isomorfismo.

Por el teorema anterior, sabemos que Q = A. Por lo tanto 7 = 7 como morfismos
de carcajes.

Definimos § : KQ; — KQ como la identidad en vértices y como §(8) = Ari(3)3
para toda flecha 3. Razonando como antes, para ver que g induce un isomorfismo
h:K(Q,I) — K(~A,1:2) basta ver que g(fl) c L.

Dada 3 flecha en Q, §(71(8)) = Ary (571 (8) = Ay () 72(B) ¥ 72(3(8)) = Ay () 72(8),
asi que g(f3) es el tnico levantamiento por mo de h(w1(3)) que empieza en s(3).

Si v € I es relacién minima o cero, entonces (v) € I; también lo es y por lo tanto
h(m1(v)) € I es minima o cero. Razonando como arriba, tenemos entonces que si
v € I es relacién minima o cero, §(v) es el tnico levantamieno por m de h(m (v))
empezando en s(v), y por lo tanto §(v) € Ir. Como I estd generado por relaciones
minimas y cero, concluimos que §(I;) C Io.

Ya mostramos antes que m2(§(3)) = h(m1(3)) para toda flecha 8 de Q, asi que se
verifica K(mo)h = hK(71).

Usando 5.1.3, podemos concluir que estos dos tltimos teoremas son validos siem-
pre que las cubiertas no tengan ciclos dirigidos. En [1], se muestra que esto ocurre
en particular cuando el dlgebra K(Q,I) es estdndar, esto significa cuando todos
los morfismos entre indescomponibles en mod(Q, I) son sumas de composiciones de
morfismos irreducibles.
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