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Introducción

Este trabajo monográfico tiene tres objetivos principales, primero estudiar la relación entre la exis-
tencia de integrales y la semisimplicidad de un álgebra de Hopf, segundo estudiar la relación entre la
existencia de cointegrales y la cosemisimplicidad de un álgebra de Hopf y tercero probar la unicidad de
las cointegrales y probar que en el caso en que un álgebra de Hopf tenga una cointegral no nula, entonces
su ant́ıpoda es biyectiva. Dicho trabajo está basado en [DNR01].

En el caṕıtulo primero se dan las definiciones de coálgebras y comódulos y se estudia la cosemi-
simplicidad de una coálgebra y la reducibilidad de un comódulo. En este caṕıtulo no se encontrarán
demostraciones.

El caṕıtulo segundo se divide en cuatro secciones. En la primera se define una topoloǵıa sobre V ∗,
siendo V un espacio vectorial, llamada topoloǵıa finita y se estudia la densidad de los subespacios de
V ∗. En las restantes se definen las álgebras de Hopf y los módulos racionales, también se define la parte
racional de un módulo. Se prueba que las categoŕıas de módulos racionales y de comódulos son isomorfas.
También se definen los módulos de Hopf y se prueba el teorema fundamental de módulos de Hopf.

El caṕıtulo tercero contiene las herramientas utilizadas para probar los teoremas 5.3.2 y 6.0.8 que son
dos de los objetivos de este trabajo. Este caṕıtulo se divide en cuatro secciones. En la primera se definen
los comódulos libres y los comódulos inyectivos y se dan algunas de sus propiedades. En la segunda
se define la envolvente inyectiva de un comódulo, se prueba que todo comódulo tiene una envolvente
inyectiva y que es única a menos de isomorfismos. En la tercera sección se dan algunas propiedades de las
envolventes inyectivas y en la cuarta se estudia en que condiciones se puede afirmar que la parte racional
de C∗, siendo C una coálgebra, es densa en C∗.

En el caṕıtulo cuarto se definen las integrales de un álgebra de Hopf y se prueba que un álgebra de
Hopf H es semisimple si y solo si dicha álgebra tiene una integral t tal que ε(t) 6= 0.

En el caṕıtulo quinto se definen las cointegrales de una biálgebra y se prueba que es equivalente que
un álgebra de Hopf sea cosemisimple a que tenga una cointegral Υ tal que Υ(1H) 6= 0.

En el sexto caṕıtulo se prueba la unicidad de las cointegrales y se prueba que si un álgebra de Hopf
tiene una cointegral no nula, entonces su ant́ıpoda es biyectiva.
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Caṕıtulo 1

Coálgebras y comódulos

En la primer sección se definen las coálgebras y los comódulos y se enuncian algunas de sus propiedades.
También se introducen notaciones que serán utilizadas en los caṕıtulos siguientes. En la segunda sección se
dan los conceptos básicos de cosemisimplicidad de una coálgebra y reducibilidad de un comódulo. También
se dan condiciones necesarias y suficientes para que una coálgebra sea cosemisimple y un comódulo
sea completamente reducible. En este caṕıtulo no se presentan las demostraciones de los resultados
mencionados. Una presentación más detallada de alguno de estos temas se puede encontrar en [DNR01]
o [Swee69].

1.1. Coálgebras

Definición 1.1.1. Una k-coálgebra es una terna (C,∆, ε), donde C es un k-espacio vectorial, ∆ : C →
C ⊗C y ε : C → k son morfismos de k-espacios vectoriales tales que los siguientes diagramas conmutan:

C

∆

��

∆ // C ⊗ C

id⊗∆

��
C ⊗ C

∆⊗id
// C ⊗ C ⊗ C

C
≈

wwoooooooooooo

∆

��

≈

''OOOOOOOOOOOO

k ⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C

ε⊗id

ggNNNNNNNNNNN id⊗ε

77ppppppppppp

Los mapas ∆ y ε se llaman comultiplicación y counidad respectivamente. La conmutatividad del primer
diagrama se abrevia diciendo que “∆ es coasociativa”.

Notación de Sweedler. Sea (C,∆, ε) una coálgebra. Para todo elemento x ∈ C notamos

∆(x) =
∑

x1 ⊗ x2,

∆(2)(x) = (∆ ⊗ id)∆(x) = (id⊗ ∆)∆(x) =
∑

x1 ⊗ x2 ⊗ x3,

∆(n)(x) = (∆ ⊗ id)∆(n−1)(x) = (id⊗ ∆)∆(n−1)(x) =
∑

x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn+1.

Definición 1.1.2. Sea (C,∆, ε) una coálgebra. Un k-subespacio D de C es una subcoálgebra si ∆(D) ⊆
D ⊗D.

7
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Proposición 1.1.1. Consideremos (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) dos coálebras y sean ∆C⊗D → (C ⊗D)⊗
(C ⊗D) y εC⊗D : C ⊗D → k definidos por:

∆C⊗D(x⊗ y) =
∑

(x1 ⊗ y1) ⊗ (x2 ⊗ y2),

εC⊗D(x⊗ y) = εC(x)εD(y).

Entonces (C ⊗D,∆C⊗D, εC⊗D) es una coálgebra.

u

Proposición 1.1.2. Sea (C,∆, ε) una coálgebra. Entonces (C,∆cop, ε) es una coálgebra donde ∆cop :
C → C ⊗ C, ∆cop = τ ◦ ∆, con τ : C ⊗ C → C ⊗ C definido por τ(x⊗ y) = y ⊗ x, para todo x, y ∈ C.
Esta coágebra se llama coálgebra opuesta de C y se denota como Ccop.

u

Observación 1.1.1. El concepto de coálgebra opuesta es dual al de álgebra opuesta. Si tenemos (A,m, u)
un álgebra, entonces la multiplicación m◦τ : A⊗A→ A y la unidad u definen una estructura de álgebra
sobre A, llamada álgebra opuesta de A, la cual se denota como Aop.

Proposición 1.1.3. Sea (C,∆, ε) una coálgebra. Entonces (C∗,m, ε) es un álgebra (álgebra dual),
donde m : C∗ ⊗ C∗ → C∗ está definida por m(α ⊗ β) = α ∗ β, (α ∗ β)(x) =

∑
α(x1)β(x2), para todo

x ∈ C y ε es la unidad de C∗.

u

Proposición 1.1.4. Sea C una coálgebra. Entonces las álgebras (Ccop)∗ y (C∗)op son iguales.

u

Definición 1.1.3. Sea (C,∆, ε) una coálgebra e I un subespacio de C.

1. I es un coideal a izquierda de C si ∆(I) ⊆ C ⊗ I.

2. I es un coideal a derecha de C si ∆(I) ⊆ I ⊗ C.

3. I es un coideal de C si ∆(I) ⊆ C ⊗ I + I ⊗ C y ε(I) = 0.

Definición 1.1.4. Sean (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) dos coálgebras. Un mapa k-lineal f : C → D es un
morfismo de coálgebras si los siguientes diagramas conmutan:

C

f

��

∆C // C ⊗ C

f⊗f

��
D

∆D

// D ⊗D

C
f //

εC

  @
@@

@@
@@

@ D

εD

��
k

Si lo escribimos con la notación de Sweedler, para todo x ∈ H tenemos que

∑
f(x)1 ⊗ f(x)2 =

∑
f(x1) ⊗ f(x2)

εC(x) = εD(f(x)).
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Definición 1.1.5. Sea C una coálgebra.1) Un C-comódulo a derecha es un par (M,ρ), donde M es un
k-espacio vectorial y ρ : M → M ⊗ C es un morfismo de k-espacios vectoriales tal que los siguientes
diagramas conmutan:

M

ρ

��

ρ // M ⊗ C

id⊗∆

��
M ⊗ C

ρ⊗id
// M ⊗ C ⊗ C

M

≈
##G

GG
GG

GG
GG

ρ // M ⊗ C

id⊗ε

��
M ⊗ k

2) Un C-comódulo a izquierda es un par (M,ρ), donde M es un k-espacio vectorial y ρ : M → C ⊗M es
un morfismo de k-espacios vectoriales tal que los siguientes diagramas conmutan:

M

ρ

��

ρ // C ⊗M

∆⊗id

��
C ⊗M

id⊗ρ
// C ⊗ C ⊗M

M

≈
##G

GG
GG

GG
GG

ρ // C ⊗M

ε⊗id

��
k ⊗M

A un mapa ρ en las condiciones anteriores se lo llama una coacción de C en M .

Notación de Sweedler. Sea (M,ρ) un C-comódulo a derecha. Para todo m ∈M tenemos que

ρ(m) =
∑
m0 ⊗m1 con m0 ∈M y m1 ∈ C.

Si (M,ρ) es un C-comódulo a izquierda, tenemos que para todo m ∈M

ρ(m) =
∑
m−1 ⊗m0 con m0 ∈M y m−1 ∈ C.

Definición 1.1.6. 1) Sea (M,ρ) un C-comódulo a derecha y N un subespacio de M . Decimos que N es
un C-subcomódulo a derecha de M si ρ(N) ⊆ N ⊗ C.
2) Si (M,ρ) es un C-comódulo a izquierda. Decimos que N es un C-subcomódulo a izquierda de M si
ρ(N) ⊆ C ⊗N.
Notación N < M .

Definición 1.1.7. 1) Dados (M,ρM ) y (N, ρN ) dos C-comódulos a derecha, un mapa k-lineal f : M → N
es un morfismo de C-comódulos a derecha si el siguiente diagrama conmuta:

M

ρM

��

f // N

ρN

��
M ⊗ C

f⊗id
// N ⊗ C

2) Dados (M,ρM ) y (N, ρN ) dos C-comódulos a izquierda, un mapa k-lineal g : M → N es un morfismo
de C-comódulos a izquierda si el siguiente diagrama conmuta:

M

ρM

��

g // N

ρN

��
C ⊗M

id⊗g
// C ⊗N
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Definición 1.1.8. Finalmente podemos definir MC la categoŕıa de los comódulos a derecha y CM la
categoŕıa de los comódulos a izquierda, donde los objetos de MC son los comódulos a derecha y las flechas
son los morfismos de comódulos a derecha y los objetos de CM son los comódulos a izquierda y las flechas
son los morfismos de comódulos a izquierda.

Definición 1.1.9. Dados M y N en MC , definimos

HomC(M,N) = {f : M → N tal que f es un morfismo de C-comódulos a derecha}.

Teorema 1.1.5. Sea C una coálgebra. El functor F : CM → MCcop

definido por F(M,ρ) = (M,ρ′) y
F(f) = f , donde ρ′(m) =

∑
m0 ⊗m−1 si ρ(m) =

∑
m−1 ⊗m0 para todo m ∈ M es un isomorfismo de

categoŕıas. Es claro que si f : M → N es un morfismo de C-comódulos a izquierda, entonces f es un
morfismo de Ccop-comódulos a derecha.

1.2. Cosemisimplicidad

Definición 1.2.1. Una coálgebra C es simple si C 6= 0 y no tiene subcoálgebras propias. Una coálgebra
C es cosemisimple si es suma directa de subcoálgebras simples.

Proposición 1.2.1. 1) Si C es una coálgebra, entonces toda subcoálgebra de C generada por un conjunto
finito es de dimensión finita.
2) Toda coálgebra simple es de dimensión finita.
3) Toda coálgebra es suma de subcoálgebras de dimensión finita.
4) Toda coálgebra no nula contiene una subcoálgebra simple.
5) Sea C una coálgebra, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) C es cosemisimple.

b) C es suma de subcoálgebras simples.

c) Si D es una subcoálgebra de C, entonces existe una subcoálgebra E de C tal que C = D ⊕ E.

d) Toda subcoálgebra de C es cosemisimple.

e) Toda subcoálgebra de C de dimensión finita es cosemisimple.

u

Observar que cualquier coálgebra C es un C-comódulo a izquierda y derecha v́ıa la comultiplicación
∆, esta es la correpresentación regular. Los subcomódulos a derecha (izquierda) de C son los coideales a
derecha (izquierda) de C.

Definición 1.2.2. Un C-comódulo M es simple si M 6= 0 y no tiene subcomódulos propios y es comple-
tamente reducible si es suma directa de subcomódulos simples.

Proposición 1.2.2. 1) Sea M ∈ MC . Entonces todo m ∈ M está contenido en un subcomódulo de
dimensión finita.
2) Sea 0 6= M ∈ MC . Entonces M contiene un subcomódulo simple.
3) Si M es un C-comódulo, entonces todo subcomódulo de M generado por un conjunto finito es de
dimensión finita.
4) Todo comódulo simple es de dimensión finita.
5) Todo comódulo es suma de subcomódulos de dimensión finita.
6) Sea M un comódulo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) M es completamente reducible.
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b) M es suma de subcomódulos simples.

c) Si N es un subcomódulo de M, entonces existe un subcomódulo U de M tal que M = N ⊕ U .

d) Todo subcomódulo de M es completamente reducible.

e) Todo subcomódulo de M de dimensión finita es completamente reducible.
7) Si M es un comódulo completamente reducible, N es un subcomódulo de M y φ : M → U es un
morfismo de comódulos. Entonces M/N e Im(φ) son comódulos completamente reducibles.

u

Teorema 1.2.3. Para una coálgebra C las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) C es cosemisimple.

2) C es completamente reducible v́ıa la correpresentación regular.

3) Todo C-comódulo es completamente reducible.

u
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Caṕıtulo 2

Módulos racionales y módulos de

Hopf

En la primera sección se define una topoloǵıa sobre V ∗, siendo V un espacio vectorial, la cual recibe el
nombre de topoloǵıa finita y se da una condición necesaria y sufiniente para que un subespacio de V ∗ sea
denso en él. En esta sección no se realizan demostraciones. Este tema se puede encontrar desarrollado con
mayor profundidad en [DNR01]. En la segunda sección se dará la definición de álgebras de Hopf y una serie
de acciones que se utilizarán en los caṕıtulos siguientes. Este tema puede encontrarse desarrollado con
mayor profundidad en [Per01] o [Swee69]. En las siguientes secciones se definen los módulos racionales y
los módulos de Hopf y se dan algunas de sus propiedades y se prueba el teorema fundamental de módulos
deHopf. Una referencia para este caṕıtulo es [DNR01]. En todo el caṕıtulo C es una coálgebra, C∗ es su
álgebra dual y H es un álgebra de Hopf.

2.1. Topoloǵıa finita

Sean X,Y conjuntos no vaćıos y consideremos el conjunto

Y X = {f : X → Y : f función} =
∏

x∈X

Yx, Yx = Y para todo x ∈ X.

Le damos a Y estructura de espacio topológico mediante la topoloǵıa discreta y a Y X mediante la
topoloǵıa producto.

Una base de la topoloǵıa de Y X es

β = {{f : X → Y : f(xi) = yi, ∀ i = 1, · · · , n} : xi ∈ X, yi ∈ Y, i = 1, · · · , n, n ∈ N} .

Dada f ∈ Y X fija, una base de entornos de f es

βf =
{{
g ∈ Y X : g(xi) = f(xi), ∀ i = 1, · · · , n

}
: xi ∈ X, i = 1, · · · , n, n ∈ N

}
.

Sean X,Y k-espacios vectoriales. Como Homk(X,Y ) ⊂ Y X , le damos a Homk(X,Y ) estructura de
espacio topológico mediante la topoloǵıa relativa, a esta topoloǵıa se la llama topoloǵıa finita.

Para cada f ∈ Homk(X,Y ), una base de entornos de f es:

{ϑ(f, x1, · · · , xn) : x1, · · · , xn ∈ X, n ∈ N} , donde

13
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ϑ(f, x1, · · · , xn) = {g ∈ Homk(X,Y ) : g(xi) = f(xi) ∀ i = 1, · · · , n} .

Aplicaremos esta construcción en el caso particular Hom(V, k) = V ∗, donde V es un k- espacio
vectorial.

Definición 2.1.1. Si S es un subconjunto de V ∗

S⊥ = {x ∈ V : α(x) = 0, ∀ α ∈ S} =
⋂

α∈S

ker(α).

Si S es un subconjunto de V

S⊥ = {α ∈ V ∗ : α(S) = 0} = {α ∈ V ∗ : S ⊂ ker(α)} .

Observemos que X es denso en V ∗ si y solo si para todo α ∈ V ∗, x1, · · · , xn ∈ V , existe γ ∈ X tal
que γ(xi) = α(xi) para todo i = 1, · · · , n es decir ϑ(α, x1, · · · , xn) ∩X 6= φ.

Proposición 2.1.1. Sea S un subconjunto de V ∗ o de V . Entonces S⊥ = 〈S〉⊥ , donde 〈S〉 es el subespacio
generado por S, en particular S⊥ es un subespacio de V o de V ∗ respectivamente. Además S⊥ = ((S⊥)⊥)⊥

para todo subconjunto S de V ∗ o de V .

u

Teorema 2.1.2. i) Si S es un subespacio de V. Entonces (S⊥)⊥ = S.
ii) Si S es un subespacio de V ∗. Entonces (S⊥)⊥ = S, donde S es la clausura de S con la topoloǵıa finita.

u

Corolario 2.1.3. Si S ⊆ V ∗ es un subespacio. Entonces S es denso en V ∗ si y solo si S⊥ = {0}.

u

Proposición 2.1.4. Existe una correspondencia biyectiva entre los subespacios de dimensión finita de
V ∗ y los subespacios de V de codimensión finita, dada por X 7→ X⊥. Además para todo subespacio X de
dimensión finita de V ∗ tenemos que dimk(X) = codimk(X

⊥).

u

2.2. Álgebras de Hopf

Definición 2.2.1. Una biálgebra es un k-espacio vectorial D, con estructura de álgebra (D,m, u) y con
estructura de coálgebra (D,∆, ε) tal que m y u son morfismos de coálgebras o equivalentemente que ∆
y ε son morfismos de álgebras.

Sea (C,∆, ε) una coálgebra y (A,m, u) un álgebra. Entonces (Hom(C,A),∗,u ◦ ε) es un álgebra donde
(f ∗ g)(x) =

∑
f(x1) g(x2), para todo x ∈ C y u ◦ ε es la unidad. La multiplicación ∗ se llama producto

de convolución.

Definición 2.2.2. Un álgebra de Hopf es una biálgebra H en la cual el mapa identidad id : H → H es
invertible respecto al producto de convolución en Homk(H,H). A la inversa de la identidad la denotamos
como S : H → H y la llamamos la ant́ıpoda de H.
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Definición 2.2.3. Sea H un álgebra de Hopf e I un k-subespacio de H. Decimos que I es un ideal de
Hopf si I es un ideal y un coideal de H y S(I) ⊆ I.

A continuación veremos una serie de acciones que utilizaremos en los siguientes caṕıtulos.

Acciones de H en H∗

H ⊗H∗ ⇀
−−−−→ H∗ (x ⇀ α)(y) = α(y x).

H∗ ⊗H
↼

−−−−→ H∗ (α ↼ x)(y) = α(x y).

H ⊗H∗ ⇁
−−−−→ H∗ (x ⇁ α)(y)= α(S(x) y).

H∗ ⊗H
↽

−−−−→ H∗ (α ↽ x)(y)= α(y S(x)).

Observar que x ⇁ α = α ↼ S(x) y α ↽ x = S(x) ⇀ α para todo x ∈ H y α ∈ H∗.

Acciones de H∗ en H

H∗ ⊗H
⇀

−−−−→ H α ⇀ x =
∑

x1α(x2).

H ⊗H∗ ↼
−−−−→ H x ↼ α =

∑
α(x1)x2.

H∗ ⊗H
⇁

−−−−→ H α ⇁ x =
∑

α(S(x1))x2.

H ⊗H∗ ↽
−−−−→ H α ↽ x =

∑
x1α(S(x2)).

Observar que α ⇁ x = x ↼ S∗(α) y x ↽ α = S∗(α) ⇀ x para todo α ∈ H∗ y x ∈ H. Donde
S∗ : H∗ → H∗, S∗(α)(x) = α(S(x)) para todo x ∈ H.

2.3. Módulos racionales

Proposición 2.3.1. Sea (M,ρ) ∈ MC . Entonces (M, ·ρ) ∈ C∗M, donde α ·ρm =
∑
α(m1)m0 para todo

α ∈ C∗ y m ∈M , si ρ(m) =
∑
m0 ⊗m1.

Demostración. Primero veamos que (αβ) ·ρ m = α ·ρ (β ·ρ m) para todo α, β ∈ C∗ y m ∈M .

(αβ) ·ρ m =
∑

(αβ)(m1) m0 =
∑

α((m1)1)β((m1)2) m0 =
∑

α((m0)1)β(m1) ((m0)0)

= α ·ρ (
∑

β(m1) m0) = α ·ρ (β ·ρ m).

Ahora veamos que ε ·ρ m = m para todo m ∈M : ε ·ρ m =
∑
ε(m1) m0 = m.

u

Definición 2.3.1. Sea M ∈ C∗M, decimos que M es racional si para todo m ∈M , existen dos familias
finitas de elementos {m1, · · · ,mn} ⊂ M y {c1, · · · , cn} ⊂ C, tales que α ·m =

∑n
i=1 α(ci) mi para todo

α ∈ C∗.

Definición 2.3.2. Sea M ∈ C∗M, definimos

Mrat
l := {m ∈M : ∃ n ∈ N, mi ∈M, ci ∈ C, i = 1, · · · , n tales que α ·m =

∑n
i=1 α(ci) mi, ∀α ∈ C∗}.
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Lema 2.3.2. Sea M ∈ C∗M. Si x, y ∈M ⊗C verifican que (id⊗ α)(x) = (id⊗ α)(y) para todo α ∈ C∗.
Entonces x = y.

Demostración. Observar que basta probar que si (id ⊗ α)(x) = 0 para todo α ∈ C∗ entonces x = 0.
Porque (id⊗ α)(x) = (id⊗ α)(y) si y solo si (id⊗ α)(x− y) = 0.
Sea {ei}i∈I una base de C, entonces x =

∑
mi ⊗ ei. Luego (id⊗ α)(x) =

∑
α(ei)mi.

Para cada i ∈ I, consideremos αi ∈ C∗ tal que αi(ej) = δij para todo j ∈ I.
Entonces 0 = (id ⊗ αj)(x) =

∑
αj(ei)mi =

∑
δijmi = mj . Por lo tanto mj = 0 para todo j ∈ I.

Entonces x = 0.

u

Proposición 2.3.3. Mrat
l es el mayor C∗-submódulo de M tal que existe ρ : Mrat

l →Mrat
l ⊗C coacción

tal que α ·m =
∑
α(m1)m0 para todo α ∈ C∗ y m ∈Mrat

l .

Demostración. Es claro que si N es un C∗-submódulo de M tal que existe una coacción ρ : N → N ⊗C,
ρ(n) =

∑
n0 ⊗ n1, que verifica que α · n =

∑
α(n1)n0 para todo α ∈ C∗ y n ∈ N , entonces N ⊂ Mrat

l .
Luego lo que resta por probar es que Mrat

l verifica esta condición.
Definimos ρ : Mrat

l → Mrat
l ⊗ C por ρ(m) =

∑n
i=1mi ⊗ ci, siendo {mi}

n
i=1 y {ci}

n
i=1 que verifican

α ·m =
∑n
i=1miα(ci) para todo α ∈ C∗.

Supongamos que tenemos otro par de familias finitas
{
m′
j

}l
j=1

y
{
c′j
}l
j=1

tales que α·m =
∑l
j=1 α(c′j)m

′
j .

Veamos que
∑n
i=1mi⊗ ci =

∑l
j=1m

′
j ⊗ c

′
j . Como

∑n
i=1 α(ci)mi =

∑l
j=1 α(c′j)m

′
j , es (id⊗α)(

∑n
i=1mi⊗

ci) = (id⊗α)(
∑l
j=1m

′
j⊗c

′
j). Entonces aplicando el Lema 2.3.2 tenemos que

∑n
i=1mi⊗ci =

∑l
j=1m

′
j⊗c

′
j .

Luego ρ está bién definido.

Veamos ahora que ρ(Mrat
l ) ⊆ Mrat

l ⊗ C. Sea ρ(m) =
∑
m0 ⊗ m1 =

∑n
i=1mi ⊗ ci donde podemos

suponer que los ci son l.i..
ComoM ∈ C∗M se cumple que

∑
j β(cj)(α·mj) = α·(β·m) = (αβ)·m =

∑
i αβ(ci)mi =

∑
i,l α(xil)β(yil ) mi

para todo α, β ∈ C∗ siendo ∆(ci) =
∑
l x
i
l ⊗ yil .

Tomamos βi ∈ C∗ tal que βi(cj) = δij . Entonces α ·mk =
∑
j βk(cj) (α ·mj) =

∑
i,l α(xil) βk(y

i
l) mi para

todo α ∈ C∗. Por lo tanto mi ∈ Mrat
l para todo i = 1, · · · , n y ρ(mk) =

∑
imi ⊗ (

∑
l βk(y

i
l ) x

i
l), donde∑

l βk(y
i
l ) x

i
l ∈ C.

Como (αβ)·m = α·(β·m), tenemos que
∑
α((m1)1) β((m1)2) m0 =

∑
β(m1) α((m0)1) (m0)0 para to-

do α, β ∈ C∗. De forma similar a como se probó el Lema 2.3.2 se puede probar que si
∑
α((m1)1) β((m1)2)

m0 =
∑
β(m1) α((m0)1) (m0)0 para todo α, β ∈ C∗, entonces

∑
(m0)0 ⊗ (m0)1 ⊗m1 =

∑
m0 ⊗ (m1)1 ⊗

(m1)2 luego es (ρ⊗ id) ◦ ρ = (id⊗ ∆) ◦ ρ.
De la relación ρ(m) =

∑
m0 ⊗ m1 si y solo si α · m =

∑
α(m1)m0 para todo α ∈ C∗, obtenemos en

particular que ε·m =
∑
ε(m1)m0. Pero ε es la unidad de C∗, entonces ε·m = m. Luego m =

∑
ε(m1)m0.

Entonces ρ es una coacción.

Para ver que Mrat
l es un C∗-submódulo de M , hay que ver que α ·m ∈Mrat

l para todo m ∈Mrat
l .

Sea m ∈ Mrat
l , entonces α · m =

∑n
i=1 α(ci)mi donde los mi ∈ Mrat

l para todo i = 1, · · · , n. Luego
α ·m ∈Mrat

l .

u

Corolario 2.3.4. Si M ∈ C∗M. Entonces Mrat
l ∈ MC .

u
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Definición 2.3.3. Sea Rat(C∗M) la subcategoŕıa plena de C∗M cuyos objetos son los C∗-módulos a
izquierda racionales.

Definición 2.3.4. Sea C una coálgebra, definimos el functor Rat : C∗M → Rat(C∗M) por Rat(M, ·) =
(Mrat

l , ·) y Rat(f) = f |Mrat
l

: Mrat
l → Nrat

l , siendo f : M → N morfismo en C∗M.

Veamos que esta definición tiene sentido.
Sea f : M → N morfismo de C∗-módulos a izquierda, entonces Rat(f) : Mrat

l → Nrat
l . Sea m ∈ Mrat

l ,
entonces existen mi ∈ M y ci ∈ C, i = 1, · · · , n tales que α · m =

∑n
i=1 α(ci)mi para todo α ∈ C∗.

Como f es un morfismo de C∗- módulos, tenemos que α · f(m) = f(α ·m) =
∑n
i=1 α(ci)f(mi) para todo

α ∈ C∗. Entonces f(m) ∈ Nrat
l .

Es claro que Rat es un functor porque Rat(id) = id y Rat(g ◦ f) = Rat(g) ◦ Rat(f).

Lema 2.3.5. Sea C una coálgebra y consideremos los siguientes functores Rat : C∗M → Rat(C∗M) e
Inc : Rat(C∗M) → C∗M el functor inclusión. Entonces Inc ⊣ Rat, es decir el functor inclusión es adjunto
a izquierda del functor Rat.

Demostración. SeanM ∈ Rat(C∗M) yN ∈ C∗M. Definimos ηMN : HomC∗(Inc(M), N) → HomC∗(M,Nrat
l )

por ηMN (f) = Rat(f).

Dado que M ∈ Rat(C∗M) es M = M̃rat
l , luego Mrat

l = (M̃rat
l )ratl = M̃rat

l = M . Entonces M = Mrat
l .

Por lo tanto Rat(f) : M → Nrat
l .

Sea f : M → Nrat
l con M ∈ Rat(C∗M). Definimos f̂ : M

f // Nrat
l

� � // N . Entonces Rat(f̂) = f .

Luego tenemos que ηMN es una biyección.
Consideremos M,M ′ ∈ Rat(C∗M), N,N ′ ∈ C∗M, f : M ′ → M y g : N → N ′ morfismos. Entonces es
fácil ver que el siguiente diagrama conmuta:

HomC∗(Inc(M), N)
ηMN //

g◦−◦Inc(f)

��

HomC∗(M,Nrat
l )

Rat(g)◦−◦f

��
HomC∗(Inc(M ′), N ′)

ηM′N′

// HomC∗(M ′, N ′rat
l ).

Esto termina de probar que Inc ⊣ Rat.

u

Teorema 2.3.6. Las categoŕıas MC y Rat(C∗M) son isomorfas.

Demostración. Sea F̃ : MC → Rat(C∗M) definido por F̃(M,ρ) = (M, ·ρ) donde ·ρ es la acción definida

en la Proposición 2.3.1 y F̃(f) = f para f : (M,ρ) → (M ′, ρ′) un morfismo en MC . Por la Proposición
2.3.1 sabemos que (M, ·ρ) ∈ C∗M y es claro que (M, ·ρ) es racional.
Ahora veamos que f es un morfismo de C∗-módulos: f(α ·ρ m) = f(

∑
α(m1)m0) =

∑
α(m1)f(m0) =∑

α(f(m)1)f(m)0 porque f es un morfismo de C-comódulos. Entonces f(α ·ρ m) = α ·ρ′ f(m).

Es claro que F̃ es un functor de MC en Rat(C∗M).

Sea G̃ : Rat(C∗M) → MC definido por G̃(M, ·) = (M,ρ) donde ρ es la coacción definida en la

Proposición 2.3.3 y G̃(f) = f . Por el Corolario 2.3.4 tenemos que G̃(M, ·) ∈ MC . Veamos que f es un
morfismo de C-comódulos. Sea m ∈ M , por ser f morfismo de C∗-módulos tenemos que ρ(f(m)) =∑
f(mi)⊗ ci. Entonces ρ(f(m)) = (f ⊗ id)(

∑
mi⊗ ci) = (f ⊗ id)(ρ(m)). Por lo tanto ρ◦f = (f ⊗ id)◦ρ.

Luego es fácil ver que G̃ es un functor.
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Por último es claro que G̃ ◦ F̃ = id y F̃ ◦ G̃ = id, luego MC y Rat(C∗M) son isomorfas.

u

Corolario 2.3.7. Sean los functores F : MC → C∗M y G : C∗M → MC , definidos por F = Inc ◦ F̃ y
G = G̃ ◦ Rat. Entonces F ⊣ G.

Demostración. Sean M ∈ MC y N ∈ C∗M. Definimos ϕMN : HomC∗(F(M), N) → HomC(M,G(N)) por

ϕMN = G̃ ◦ ηeF(M)N
. Es claro que ϕMN es una biyección, porque ηeF(M)N

y G̃ son biyecciones.

Aplicando que Inc ⊣ Rat y que G̃ es un functor tenemos que para todo M,M ′ ∈ MC , N,N ′ ∈ C∗M,
f : M ′ → M morfismo de C-comódulos y g : N → N ′ morfismo de C∗-módulos el siguiente diagrama
conmuta:

HomC∗(F(M), N)
ϕMN //

g◦−◦F(f)

��

HomC(M,G(N))

G(g)◦−◦f

��
HomC∗(F(M ′), N ′)

ϕM′N′

// HomC(M ′,G(N ′)).

Esto termina de probar que F ⊣ G.

u

Proposición 2.3.8. Si M ∈ MC
fin. Entonces M∗ ∈ CMfin.

Demostración. Sea {e1, · · · , en} una base de M y {e∗1, · · · , e
∗
n} la base dual de M∗.

Sea ρ : M →M ⊗C la coacción, entonces ρ(ei) =
∑n
j=1 ej ⊗ tji. Luego definimos µ : M∗ → C ⊗M∗ por

µ(e∗i ) =
∑
j tij ⊗ e∗j .

Por ser ρ una coacción tenemos que ∆(tij) =
∑n
k=1 tik ⊗ tkj y ε(tij) = δij para todo i, j = 1, · · · , n.

((ε⊗ id) ◦ µ)(e∗i ) = (ε⊗ id)(

n∑

j1

tij ⊗ e∗j ) =

n∑

j=1

ε(tij) ⊗ e∗j

=

n∑

j=1

δij ⊗ e∗j = 1 ⊗ e∗i para todo i = 1, · · · , n.

((∆ ⊗ id) ◦ µ)(e∗i ) = (∆ ⊗ id)(

n∑

j=1

tij ⊗ e∗j ) =

n∑

j=1

∆(tij) ⊗ e∗j =

n∑

j=1

(

n∑

k=1

tik ⊗ tkj) ⊗ e∗j

=
∑

j,k

tik ⊗ tkj ⊗ e∗j =
∑

k,j

tij ⊗ tjk ⊗ e∗k =

n∑

j=1

tij ⊗ (

n∑

k=1

tjk ⊗ e∗k)

= (id⊗ µ)(
n∑

j=1

tij ⊗ e∗j ) = ((id⊗ µ) ◦ µ)(e∗i ) para todo i = 1, · · · , n.

Entonces µ es una coacción. Luego M∗ ∈ CMfin.

u
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Observación 2.3.1. Sea M ∈ CM, observemos que M∗ ∈ C∗M v́ıa la acción (α ·f)(m) =
∑
α(ci)f(mi)

para todo α ∈ C∗, f ∈M∗ y m ∈M , donde la coacción de M es ρ : M → C ⊗M , ρ(m) =
∑
ci ⊗mi.

Es fácil probar que la correspondencia M 7→M∗ define un functor contravariante de CM en C∗M.
En el caso de CMfin, este functor es la composición CMfin → MC

fin → Rat(C∗M), siendo el primero
definido en la Proposición 2.3.8 y el segundo en el Teorema 2.3.6.

Proposición 2.3.9. Sea C una coálgebra y M ∈ CM. Entonces los siguientes conjuntos coinciden:
i)M∗rat

l .
ii) El conjunto de los elementos α ∈M∗ tal que ker(α) contiene un C-subcomódulo de M de codimensión
finita.

Demostración. Como M ∈ CM, por la observación anterior es M∗ ∈ C∗M.

M∗rat
l =

{
β ∈M∗ : ∃ n ∈ N, βi ∈M∗, xi ∈ C, i = 1, · · · , n tal que α · β =

n∑

i=1

α(xi) βi ∀α ∈ C∗

}
.

Γ = {β ∈M∗ : ker(β)contiene un C-subcomódulo de M de codimensión finita} .

Sea γ ∈ M∗rat
l y consideremos el C∗-submódulo generado por γ, X =< γ >= {α · γ : α ∈ C∗} =

{
∑n
i=1 α(xi)γi : α ∈ C∗}, entonces {γ1, · · · , γn} genera a X, luego X es un C∗-submódulo de M∗ de

dimensión finita.

Consideremos ahora X⊥ ⊂M , X⊥ = {m ∈M : α(m) = 0, ∀ α ∈ X}.
Veamos que X⊥ es un subcomódulo de M , es decir ρ(X⊥) ⊆ C ⊗X⊥. Sea {ci}i∈I una base de C. Para
cada j ∈ I definimos βj ∈ C∗ tal que βj(ci) = δij .
Como X es un C∗-submódulo de M∗ tenemos βj · α ∈ X para todo α ∈ X y j ∈ I. Si m ∈ X⊥ y
ρ(m) =

∑
i∈I ci⊗mi, tenemos 0 = βj ·α(m) =

∑
i∈I βj(ci)α(mi) =

∑
i∈I δijα(mi) = α(mj), por lo tanto

α(mj) = 0 para todo α ∈ X. Entonces mi ∈ X para todo i ∈ I y ρ(m) ∈ C ⊗X⊥ para todo m ∈ X⊥.

Como γ ∈ X tenemos que γ(X⊥) = 0, por lo tanto X⊥ ⊆ ker(γ) y además codimkX
⊥ = dimkX <∞.

Entonces γ ∈ Γ.

Sea β ∈ Γ e Y ⊆ ker(β) subcomódulo de M de codimensión finita. Como Y ⊆ ker(β) podemos tomar

β̃ : M/Y → k mapa inducido en el cociente.
Como M ∈ CM y dimk(M/Y ) = codimkY < ∞, tenemos que M/Y ∈ CMfin, donde la coacción
está dada por ρ(m) =

∑
ci ⊗ mi, si ρ(m) =

∑
ci ⊗ mi para todo m ∈ M/Y . Luego tenemos que

(M/Y )∗ ∈ MC
fin. Entonces alplicando el Teorema 2.3.6 tenemos que (M/Y )∗ ∈ Rat(C∗M). Por lo tanto

dado que β̃ ∈ (M/Y )∗ existen β̃i ∈ (M/Y )∗, xi ∈ C, i = 1, · · · , n tales que α · β̃ =
∑n
i=1 α(xi)β̃i para

todo α ∈ C∗.

Para cada i = 1, · · · , n definimos βi : M → k por βi = β̃i ◦ π donde π : M → M/Y es la proyección
canónica.
Veamos ahora que α · β =

∑n
i=1 α(xi)βi para todo α ∈ C∗. Primero veamos que (α · β)(m) = (α · β̃)(m)

para todo m ∈M .

(α · β̃)(m) =
∑

α(ci)β̃(mi) [definición de ρ]

=
∑

α(ci)β(mi) [β = β̃ ◦ π]

= (α · β)(m) [definición de la acción de C∗en M∗]
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Finalmente veamos que α · β =
∑n
i=1 α(xi)βi para todo α ∈ C∗.

(α · β)(m) = (α · β̃)(m) =
n∑

i=1

α(xi)β̃i(m) [α · β̃ =
n∑

i=1

α(xi)β̃i]

=

n∑

i=1

α(xi)βi(m) = (

n∑

i=1

α(xi)βi)(m) para todo m ∈M.

Entonces α · β =
∑n
i=1 α(xi)βi para todo α ∈ C∗. Por lo tanto β ∈M∗rat

l .

u

2.4. Módulos de Hopf

Definición 2.4.1. Un k-espacio vectorial M es un H-módulo de Hopf a derecha si M tiene estructura de
H-módulo a derecha y H-comódulo a derecha, dada por el mapa ρ : M → M ⊗H, ρ(m) =

∑
m0 ⊗m1,

tal que para todo m ∈M y x ∈ H se cumpe

ρ(m · x) =
∑
m0 · x1 ⊗m1x2.

Observar que la condición que cumple ρ es equivalente a pedir que ρ sea un morfismo en MH , con
M ⊗H ∈ MH v́ıa (m⊗ x) · y =

∑
m · y1 ⊗ xy2 para todo m ∈ M , x, y ∈ H, y también es equivalente a

pedir que el mapa φ : M ⊗H →M , dado por la estructura de H-módulo de M, sea un morfismo en MH

donde M ⊗H ∈ MH v́ıa m⊗ x 7→
∑
m0 ⊗ x1 ⊗m1x2, para todo m ∈M y x ∈ H.

Definición 2.4.2. Un morfismo de módulos de Hopf a derecha es un mapa k-lineal que además es un
morfismo de H-módulos a derecha y un morfismo de H-comódulos a derecha.

Ejemplo 2.4.1. Sea V un k-espacio vectorial. Entonces definimos en V ⊗H una estructura de H-módulo
a derecha dada por (v ⊗ x) · y = v ⊗ xy, para todo v ∈ V y para todo x, y ∈ H y una estructura de
H-comódulo a derecha, dada por el mapa ρ : V ⊗H → V ⊗H ⊗H, ρ(v⊗ x) =

∑
v⊗ x1 ⊗ x2, para todo

v ∈ V y para todo x ∈ H. Probaremos que el espacio V ⊗H con estas estructuras resulta un H-módulo
de Hopf.

Veamos primero que V ⊗H es un H-módulo. Para ello veamos que los siguientes diagramas conmutan:

V ⊗H ⊗H ⊗H

·⊗id

��

id⊗m // V ⊗H ⊗H

·

��
V ⊗H ⊗H

·
// V ⊗H

V ⊗H ⊗ k
id⊗u //

≈
))RRRRRRRRRRRRRR V ⊗H ⊗H

·

��
V ⊗H

(v ⊗ x) · yz = v ⊗ xyz = (v ⊗ xy) · z = ((v ⊗ x) · y) · z para todo v ⊗ x ∈ V ⊗H, y, z ∈ H.

(v ⊗ x) · u(1) = (v ⊗ x) · 1H = v ⊗ x para todo v ⊗ x ∈ V ⊗H.

Ahora veamos que V ⊗H es un H-comódulo a derecha

((id⊗ ∆) ◦ ρ)(v ⊗ x) = (id⊗ ∆)(
∑

v ⊗ x1 ⊗ x2) =
∑

v ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ x3

= (ρ⊗ id)(
∑

v ⊗ x1 ⊗ x2) = ((ρ⊗ id) ◦ ρ)(v ⊗ x) para todo v ∈ V, x ∈ H.

((id⊗ ε) ◦ ρ)(v ⊗ x) = (id⊗ ε)(
∑

v ⊗ x1 ⊗ x2) =
∑

v ⊗ x1ε(x2) ⊗ 1H

= v ⊗ x⊗ 1H para todo v ∈ V, x ∈ H.
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Por último veamos que ρ((v ⊗ x) y) =
∑

(v ⊗ x)0 y1 ⊗ (v ⊗ x)1 y2.

ρ((v ⊗ x) y) = ρ(v ⊗ xy) =
∑

v ⊗ (xy)1 ⊗ (xy)2 =
∑

v ⊗ x1y1 ⊗ x2y2

=
∑

((v ⊗ x1) y1) ⊗ x2y2 =
∑

(v ⊗ x)0 y1 ⊗ (v ⊗ x)1 y2.

Entonces V ⊗H es un módulo de Hopf.

Proposición 2.4.1. Si M ∈ MH . Entonces M⊗H es un H-módulo de Hopf a derecha, donde (m⊗x)·y =
m ⊗ xy, para todo m ∈ M y x, y ∈ H y ρ : M ⊗ H → M ⊗ H ⊗ H, esta dado por ρ(m ⊗ x) =∑
m0 ⊗ x1 ⊗m1x2, para todo m ∈M y x ∈ H.

Demostración. . Definimos en M⊗H una estructura de H-módulo a derecha dada por (m⊗x)·y = m⊗xy
y por la observación realizada al definir módulos de Hopf, M ⊗H es un H-comódulo a derecha.
Veamos ahora que ρ((m⊗ x) · y) =

∑
(m⊗ x)0 · y1 ⊗ (m⊗ x)1 y2 para todo m ∈M,x, y ∈ H.

ρ((m⊗ x) · y) = ρ(m⊗ xy) =
∑

m0 ⊗ (xy)1 ⊗m1(xy)2

=
∑

m0 ⊗ x1y1 ⊗m1x2y2 =
∑

(m⊗ x)0 · y1 ⊗ (m⊗ x)1 y2.

u

Definición 2.4.3. Sea M un H-comódulo a derecha, con la estructura de comódulo dada por el mapa
ρ : M →M ⊗H. El conjunto

M coH := {m ∈M : ρ(m) = m⊗ 1}

es un subespacio de M , llamado subespacio de coinvariantes de M .

Ejemplo 2.4.2. Consideremos H con la estructura de comódulo inducida por ∆ : H → H ⊗H. Veamos
que en este caso es HcoH = k1H .
Si x ∈ HcoH , entonces ∆(x) =

∑
x1 ⊗ x2 = x ⊗ 1H . Aplicando ε obtenemos ε(x)1H =

∑
ε(x1)x2 = x.

Entonces HcoH ⊆ k1H . Si x = a1H , a ∈ k, entonces ∆(x) = a1H ⊗ 1H = x⊗ 1H , luego k1H ⊆ HcoH .

Teorema 2.4.2. Teorema fundamental de los módulos de Hopf.
Sea M un H-módulo de Hopf a derecha. Entonces el mapa f : M coH ⊗H →M , definido por f(m⊗x) =
m ·x, para todo m ∈M coH y x ∈ H, es un isomorfismo de módulos de Hopf (en M coH ⊗H consideramos
la estructura de H-módulo de Hopf definida en el Ejemplo 2.4.1).

Demostración. Sea ρ : M → M ⊗ H, ρ(m) =
∑
m0 ⊗ m1 la coacción de M . Consideremos el mapa

g : M →M , definido por g(m) =
∑
m0 · S(m1), para todo m ∈M . Si m ∈M , tenemos que

ρ(g(m)) = ρ(
∑

m0 · S(m1))

=
∑

(m0)0 · (S(m1))1 ⊗ (m0)1 (S(m1))2 [definición de módulos de Hopf]

=
∑

(m0)0 · S((m1)2) ⊗ (m0)1 S((m1)1) [S antimorfismo de coálgebras]

=
∑

m0 · S(m3) ⊗m1 S(m2)

=
∑

m0 · S(m2) ⊗ ε(m1)1 [ε(x)1 =
∑

x1S(x2)]

=
∑

m0 · S(m2ε(m1)) ⊗ 1

=
∑

m0 · S(m1) ⊗ 1 [x =
∑

ε(x1)x2]

= g(m) ⊗ 1,
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entonces g(m) ∈M coH , para todo m ∈M .
Definimos el mapa F : M → M coH ⊗H por F (m) =

∑
g(m0) ⊗m1, para todo m ∈ M . Veamos que F

es la inversa de f . Si m ∈M coH y x ∈ H, tenemos que

(F ◦ f)(m⊗ x) = F (m · x)

=
∑

g((m · x)0) ⊗ (m · x)1

=
∑

g(m0 · x1) ⊗m1x2 [definición de módulos de Hopf]

=
∑

g(m · x1) ⊗ x2 [m ∈M coH ]

=
∑

(m · x1)0 · S((m · x1)1) ⊗ x2

=
∑

(m0 · (x1)1) · S(m1(x1)2) ⊗ x2 [definición de módulos de Hopf]

=
∑

(m0 · x1) · S(m1x2) ⊗ x3

=
∑

(m · x1) · S(x2) ⊗ x3 [m ∈M coH ]

=
∑

m · (x1S(x2)) ⊗ x3

=
∑

m · ε(x1)1 ⊗ x2 [ε(x)1 =
∑

x1S(x2)]

= m⊗ x,

entonces F ◦ f = id. Reciprocamente, si m ∈M , tenemos

(f ◦ F )(m) = f
(∑

m0 · S(m1) ⊗m2

)
=
∑

(m0 · S(m1)) ·m2 =
∑

m0 · S(m1)m2 =
∑

m0 · ε(m1)1 = m,

luego f ◦ F = id. Falta ver que f es un morfismo de H-módulos de Hopf a derecha.
Primero veamos que f es un morfismo de H-módulos:

f((m⊗ x) · y) = f(m⊗ xy) = m · (xy) = (m · x) · y = f(m⊗ x) · y, ∀m ∈M coH , x, y ∈ H.

Ahora veremos que f es un morfismo de H-comódulos:

(ρ ◦ f)(m⊗ x) = ρ(m · x)

=
∑

m0 · x1 ⊗m1x2

=
∑

m · x1 ⊗ x2 [m ∈M coH ]

=
∑

(f ⊗ id)(m⊗ x1 ⊗ x2)

= ((f ⊗ id) ◦ (id⊗ ∆))(m⊗ x) para todo m ∈M∗coH , x ∈ H.

Entonces ρ ◦ f = (f ⊗ id) ◦ (id⊗ ∆).

Luego f es un morfismo de módulos de Hopf, lo cual termina la demostración.

u



Caṕıtulo 3

Comódulos simples y comódulos

inyectivos

En la primera sección se definen los comódulos libres y los comódulos inyectivos. Se dan algunas pro-
piedades de estos y se prueba que un comódulo es inyectivo si y solo si es sumando directo de un comódulo
libre. En toda esta sección C es una coálgebra.
En la segunda sección se define la envolvente inyectiva y el zócalo de un comódulo. Además se prue-
ban algunas propiedades del zócalo. Este tema se puede encontrar desarrollado con mayor profundidad
en [Kas82]. También se prueba que todo comódulo tiene una envolvente inyectiva y que esta es única a
menos de isomorfismos. Una referencia para esta sección es [Rot79].
En la tercera sección se prueba que una coálgebra C es cosemisimple si y solo si todo C-comódulo es
inyectivo. Se estudian condiciones para que la envolvente de un comódulo simple sea de dimensión finita
y se estudian algunas propiedades de las envolventes inyectivas.
En la última sección se estudian condiciones para que C∗rat sea denso en C∗.
En las secciones uno, dos y tres trabajaremos solo con comódulos a derecha. Los resultados también valen
para comódulos a izquierda.

3.1. Comódulos inyectivos

Definición 3.1.1. Un C-comódulo se llama libre si es isomorfo a un comódulo de la forma V ⊗ C, con
estructura de comódulo dada por el mapa id⊗∆ : V ⊗C → V ⊗C ⊗C, donde V es un espacio vectorial.

Proposición 3.1.1. Si {ei}i∈I es una base de V . Entonces el comódulo V ⊗ C es isomorfo a
⊕

i∈I Ci
donde Ci = C para todo i ∈ I.

Demostración. Observemos que
⊕

i∈I Ci ∈ MC , definiendo ρ :
⊕

i∈I Ci →
⊕

i∈I Ci⊗C por ρ(
∑
i∈I xi) =∑

i∈I ∆(xi) para todo
∑
i∈I xi ∈

⊕
i∈I Ci. (Esta definición tiene sentido porque los xi son todos cero

salvo para un conjunto finito de sub́ındices).

Para cada j ∈ I consideremos el morfismo de C-comódulos ιj : Cj →
⊕

i∈I Ci, definido por ιj(x) = x
es decir ιj es la inclusión de Cj en

⊕
i∈I Ci.

Definimos f : V ⊗C →
⊕

i∈I Ci tal que f(ei⊗x) = ιi(x) para todo x ∈ C. El mapa f es un morfismo
de C-comódulos:

((f ⊗ id) ◦ (id⊗ ∆))(ei ⊗ x) = (f ⊗ id)(
∑

ei ⊗ x1 ⊗ x2) =
∑

x1 ⊗ x2 = (ρ ◦ f)(ei ⊗ x),

23
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para todo x ∈ C y ei de la base de V . Entonces (f ⊗ id) ◦ (id⊗ ∆) = ρ ◦ f .

Veamos a continuación que f es un isomorfismo y esto completará la prueba de V ⊗ C ∼=
⊕

i∈I Ci.

Sea η ∈ V ⊗ C, entonces η =
∑
i∈I ei ⊗ xi. Luego f(η) =

∑
i∈I f(ei ⊗ xi) =

∑
i∈I ιi(xi).

Si f(η) = 0 entonces
∑
i∈I ιi(xi) = 0. Luego xi = 0 para todo i ∈ I, por lo tanto η = 0. Lo cual prueba

que f es inyectivo.

Sea
∑
i∈I xi ∈

⊕
i∈I Ci. Consideremos

∑
i∈I(ei⊗xi) ∈ V ⊗C. Es f(

∑
i∈I(ei⊗xi)) =

∑
i∈I f(ei⊗xi) =∑

i∈I ιi(xi) =
∑
i∈I xi. Luego f es sobreyectiva.

u

Teorema 3.1.2. Todo C-comódulo es isomorfo a un subcomódulo de un C-comódulo libre.

Demostración. Sea M ∈ MC . Entonces M ⊗ C ∈ MC v́ıa el mapa id⊗ ∆ : M ⊗ C →M ⊗ C ⊗ C.
Sea ρ : M →M⊗C la coacción deM . Veamos que ρ es inyectivo: seam ∈M tal que ρ(m) =

∑
m0⊗m1 =

0. Como ρ es una coacción es m =
∑
m0 ε(m1) = 0.

Entonces M es isomorfo a Im(ρ) subcomódulo del módulo libre M ⊗ C. Finalmente ρ : M →֒ M ⊗ C ∼=⊕
i∈I C ∈ MC .

u

Definición 3.1.2. Un C-comódulo M es inyectivo si para todo morfismo inyectivo ι : X → Y de C-
comódulos, y para todo morfismo f : X → M de C-comódulos existe un morfismo de C-comódulos
g : Y →M tal que el siguiente diagrama conmuta:

M

0 // X

f

OO

ι
// Y

g
``A

A
A

A

Lema 3.1.3. Sea M ∈ MC . Entonces M∗ ∼= HomC(M,C) en Veck , donde HomC(M,C) son los mor-
fismos de C-comódulos a derecha de M en C.

Demostración. ϕ ∈ HomC(M,C) si y solo si ϕ : M → C es lineal y el siguiente diagrama conmuta:

M
ϕ //

ρ

��

C

∆

��
M ⊗ C

ϕ⊗id
// C ⊗ C

Sea Ψ : HomC(M,C) → M∗, definida por Ψ(ϕ) = ϕ∗(ε) para todo ϕ ∈ HomC(M,C), donde ϕ∗ : C∗ →
M∗, ϕ∗(α) = α ◦ ϕ para todo α ∈ C∗.

Sea Φ : M∗ → HomC(M,C), definida por Φ(ψ)(m) =
∑
ψ(m0) m1 para todo m ∈M y ψ ∈M∗.

Veamos que Φ(ψ) ∈ HomC(M,C):

(∆ ◦ Φ(ψ))(m) = ∆(
∑

ψ(m0)m1) =
∑

ψ(m0) (m1)1 ⊗ (m1)2

=
∑

ψ((m0)0) (m0)1 ⊗m1 = (Φ(ψ) ⊗ id)(
∑

m0 ⊗m1)

= ((Φ(ψ) ⊗ id) ◦ ρ)(m), para todo m ∈M.
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Por último veamos que Φ ◦ Ψ = idHomC(M,C) y que Ψ ◦ Φ = idM∗ .

(Φ ◦ Ψ)(ϕ)(m) =
∑

(Ψ(ϕ))(m0) m1 =
∑

(ε ◦ ϕ)(m0) m1

=
∑

ε(ϕ(m0))m1 =
∑

ε(ϕ(m)1)ϕ(m)2

= ϕ(m), para todo m ∈M y ϕ ∈ HomC(M,C).

(Ψ ◦ Φ)(ψ)(m) = (ε ◦ Φ(ψ))(m) = ε(
∑

ψ(m0)m1)

=
∑

ψ(m0)ε(m1) = ψ(
∑

m0ε(m1))

= ψ(m), para todo m ∈M y ψ ∈M∗.

Entonces HomC(M,C) ∼= M∗.

u

Proposición 3.1.4. Todo C-comódulo libre es inyectivo. En particular C es un C-comódulo inyectivo.

Demostración. Sea M ∈ MC libre. Entonces por la Proposición 3.1.1 es M ∼=
⊕

i∈I Ci donde Ci = C
para todo i ∈ I. Hay que ver que M es inyectivo, es decir que para todo morfismo inyectivo u : X → Y de
C-comódulos y para todo morfismo f : X →

⊕
i∈I Ci de C-comódulos, existe g : Y →

⊕
i∈I Ci morfismo

de C-comódulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

⊕
i∈I Ci

0 // X

f

OO

u
// Y

g
ccG

G
G

G
G

Consideremos los siguientes morfismos de C-comódulos:
ιj : Cj →

⊕
i∈I Ci, definido por ιj(c) = c para todo c ∈ Cj y pj :

⊕
i∈I Ci → Cj , definido por

pj(
∑
i∈I ci) = cj para todo

∑
i∈I ci ∈

⊕
i∈I Ci.

Estos mapas cumplen las siguientes propiedades:

i) pi ◦ ιj = δijidCi
, para todo i, j ∈ I.

ii)
∑
i∈I ιi ◦ pi = idL

i∈I Ci
.

Sea fj : X → Cj ∈ HomC(X,Cj) definida por fj = pj ◦ f .

Como 0 // X
u // Y , existe Z ⊂ Y subespacio tal que Y = u(X) ⊕ Z. Por el Lema 3.1.3 es Y ∗ ∼=

HomC(Y,C). Definimos ηi ∈ Y ∗ tal que ηi|u(X) = ε◦fi◦u
−1, es decir ηi(u(x)) = ε(fi(x)) para todo x ∈ X

y ηi|Z = 0, entonces ηi(y) = ηi(u(x) + z) = ηi(u(x)) + ηi(z) = ηi(u(x)) = f∗i (ε)(u(x)) = (ε ◦ fi ◦ u)(x).
Definimos gi ∈ HomC(Y,C) por gi(y) =

∑
ηi(y0)y1. Finalmente definimos g : Y →

⊕
i∈I Ci, por

g(y) =
∑
i∈I(ιi ◦ gi)(y) para todo y ∈ Y .

Veamos que g ∈ HomC(Y,
⊕

i∈I Ci):
Como ιi y gi son morfismos en MC es ιi◦gi morfismo en MC . Entonces g =

∑
i∈I ιi◦gi ∈ HomC(Y,

⊕
i∈I Ci).
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Por último veamos que g ◦ u = f : sea x ∈ X, entonces

g(u(x)) =
∑

(ιi ◦ gi)(u(x))

=
∑

ιi(ηi(u(x)0)u(x)1)

=
∑

ιi(((ηi ◦ u)(x0))x1) [u morfismo de C-comódulos]

=
∑

ιi((ε ◦ fi)(x0)x1) [fi ∈ HomC(X,Ci)]

=
∑

ιi((ε(fi(x)1))fi(x)2)

=
∑

(ιi ◦ fi)(x)

= f(x).

u

Corolario 3.1.5. Todo comódulo es un subcomódulo de un comódulo inyectivo.

Demostración. Sea M ∈ MC , por el Teorema 3.1.2 es M un subcomódulo de un C-comódulo libre y
aplicando la Proposición 3.1.4 tenemos que M es un subcomódulo de un comódulo inyectivo.

u

Teorema 3.1.6. Sea M un C-comódulo. Entonces M es inyectivo si y solo si M es sumando directo de
un C-comódulo libre.

Demostración. (⇐) Sea F libre tal que F = M ⊕N .
Veamos que M es inyectivo: sea u : X → Y morfismo inyectivo de C-comódulos y f : X → M morfismo
de C-comódulos, hay que ver que existe h : Y →M morfismo de C-comódulos tal que h ◦ u = f .
Por la Proposición 3.1.4 F es inyectivo, entonces existe g : Y → F morfismo de C-comódulos tal que el
siguiente diagrama conmuta:

F = M ⊕N

M

ι

OO

0 // X

f

OO

u
// Y.

g

\\9
9

9
9

9
9

9
9

Sea p : F →M la proyección sobre M . Entonces p◦g◦u = p◦ι◦f = f porque p◦ι = idM . Sea h : Y →M
definida por h = p ◦ g, entonces el siguiente diagrama conmuta:

M

0 // X

f

OO

u
// Y.

h

``B
B

B
B

Lo cual prueba que M es inyectivo.

(⇒) Consideremos ρ : M → M ⊗ C la coación de M , donde ρ es un morfismo inyectivo de C-
comódulos.
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Por ser M inyectivo existe η : M ⊗ C → M morfismo de C-comódulos tal que el siguiente diagrama
conmuta:

M

0 // M

id

OO

ρ
// M ⊗ C.

η

ddH
H

H
H

H

Veamos que esto prueba que M ⊗ C = Im(ρ) ⊕ ker(η) ∼= M ⊕ ker(η).
Sea x ∈ M ⊗ C, x = x − (ρ ◦ η)(x) + (ρ ◦ η)(x), donde x − (ρ ◦ η)(x) ∈ ker(η) y (ρ ◦ η)(x) ∈ Im(ρ). Si
x ∈ ker(η)∩ Im(ρ), entonces η(x) = 0 y x = ρ(m). Luego η(ρ(x)) = 0 y como η ◦ ρ = idM tenemos que
m = 0, entonces x = 0. Por lo tanto M ⊗ C ∼= M ⊕ ker(η).

u

Proposición 3.1.7. Sea (Mi)i∈I una familia de C-comódulos inyectivos. Entonces
⊕

i∈IMi es inyectivo
en MC .

Demostración. Mi es inyectivo, entonces existe Fi libre tal que Fi = Mi⊕Pi en MC . Entonces
⊕

i∈I Fi =⊕
i∈I(Mi⊕Pi) ∼=

⊕
i∈IMi⊕

⊕
i∈I Pi. Luego

⊕
i∈IMi es sumando directo de un C-comódulo libre y por

lo tanto
⊕

i∈IMi es inyectivo.

u

Teorema 3.1.8. Sea A una k−álgebra y M ∈ MA. Entonces si M es proyectivo tenemos que M∗ =
Homk(M,k) ∈ AM es inyectivo.

Demostración. Primero veamos que podemos darle a M∗ estructura de módulo a izquierda.
Definimos ρ : A⊗M∗ →M∗ por ρ(a⊗ f)(m) = f(m · a) para todo a ∈ A, f ∈M∗ y m ∈M . Es fácil ver
que ρ es una acción de A en M∗.

Veamos que M∗ es inyectivo. Sea u : N → P morfismo inyectivo de A-módulos a izquierda y f : N →
M∗ morfismo de A-módulos a izquierda.

Consideremos u∗ : P ∗ → N∗, dada por u∗(g) = g ◦ u.
Primero veamos que u∗ es un morfismo de A-módulos a derecha: (u∗(f · a))(n) = ((f · a) ◦ u)(n) =
(f ·a)(u(n)) = f(a ·u(n)) = f(u(a ·n)) = (f ◦u)(a ·n) = ((f ◦u) ·a)(n) = (u∗(f) ·a)(n) para todo n ∈ N .
Ahora veamos que u∗ es sobreyectivo: como u es inyectivo podemos tomar un complemento (como espacio
vectorial) de u(N) en P , P = u(N)⊕N ′. Entonces dado g ∈ N∗ definimos f ∈ P ∗ como f(u(n)) = g(n)
y f(n′) = 0 para todo n ∈ N y n′ ∈ N ′. Por lo tanto u∗(f) = g. Finalmente tenemos que u∗ es un
morfismo sobreyectivo de A-módulos a derecha.

Sea αM : M → M∗∗ la inclusión natural, αM (m)(f) = f(m) para todo m ∈ M y f ∈ M∗. Si sobre
M∗∗ consideramos la acción M∗∗ ⊗ A →M∗∗ dada por (α · a)(f) = α(a · f), para todo α ∈ M∗∗, a ∈ A
y f ∈M∗, tenemos que M∗∗ ∈ MA y αM es un morfismo de A-módulos a izquierda.
Como M ∈ MA es proyectivo, existe g : M → P ∗ morfismo de A-módulos a derecha tal que el siguiente
diagrama conmuta.

M
g

}}z
z

z
z

f∗◦αM

��
P ∗

u∗

// N∗ // 0.

Sean αN : N → N∗∗ y αP : P → P ∗∗ las inclusiones naturales. Consideremos g∗ ◦αP : P →M∗, veamos
que (g∗ ◦ αP ) ◦ u = f .
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Como u∗∗ ◦ αN = αP ◦ u, tenemos que g∗ ◦ αP ◦ u = g∗ ◦ u∗∗ ◦ αN = (u∗ ◦ g)∗ ◦ αN = (f∗ ◦ αM )∗ ◦ αN
= α∗

M ◦ f∗∗ ◦ αN = α∗
M ◦ αM∗ ◦ f. Entonces g∗ ◦ αP ◦ u = α∗

M ◦ αM∗ ◦ f .

N

αN

��

u //

f

{{ww
ww

ww
ww

w
P

αP

��
M∗

αM∗

##G
GG

GG
GG

GG
N∗∗ u∗∗

//

f∗∗

��

P ∗∗

g∗

��
M∗∗∗

α∗

M

// M∗.

Sea α ∈M∗ y m ∈M , entonces tenemos que

α∗
M (αM∗(α))(m) = αM∗(α)(αM (m)) [α∗

M (β)(m) = β(αM (m))]

= αM (m)(α) [αM∗(γ)(β) = β ◦ γ]

= α(m) para todo α ∈M∗.

Por lo tanto tenemos que α∗
M ◦ αM∗ = idM∗ . Luego (g∗ ◦ αP ) ◦ u = f .

u

Lema 3.1.9. Sea N ∈ MC
fin inyectivo. Entonces N ∈ C∗M inyectivo.

Demostración. Como N ∈ MC
fin inyectivo, existe n > 0 y P ∈ MC tal que Cn ∼= N ⊕ P .

aplicando el functor Homk(−, k) tenemos que C∗n ∼= N∗ ⊕ P ∗ ∈ MC∗ . Como C∗n es libre tenemos que
N∗ y P ∗ son proyectivos en MC∗ . Luego aplicando el Teorema 3.1.8 es N∗∗ ∼= N ∈ C∗M inyectivo.

u

3.2. Envolvente inyectiva

Definición 3.2.1. Dado M ∈ MC , una extensión esencial de M es un comódulo E ∈ MC tal que M < E
y si 0 6= S < E entonces S ∩M 6= 0. Si además M  E decimos que E es una extensión esencial propia
de M .

Definición 3.2.2. Sea M ∈ MC . Definimos el zócalo de M como

s(M) :=
∑

N<M,Nsimple

N en MC .

Observación 3.2.1. El comódulo s(M) es completamente reducible, en particular es suma directa de
subcomódulos simples.

Proposición 3.2.1. Sea M ∈ MC . Entonces s(M) es el mayor subcomódulo semisimple de M .

Demostración. Por ser s(M) suma directa de subcomódulos simples es semisimple. SeaN un subcomódulo
semisimple de M . Entonces N es suma de subcomódulos simples. Por lo tanto N ⊂ s(M).

u

Lema 3.2.2. Sean M y N ∈ MC y ϕ : M → N un morfismo en MC . Entonces ϕ(s(M)) ⊂ s(N).
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Demostración. Consideremos S un subcomódulo simple de M y ψ = ϕ|S : S → N .
Como ker(ψ) = ker(ϕ) ∩ S es un subcomódulo de S y S es simple tenemos que ker(ψ) = 0 o ker(ψ) = S.
Si ker(ψ) = 0 es ϕ(S) ∼= S simple y si ker(ψ) = S es ϕ(S) = 0. Luego ϕ(s(M)) es un subcomódulo
semisimple. Entonces, aplicando la Proposición 3.2.1, es ϕ(s(M)) ⊂ s(N).

u

Lema 3.2.3. Sea M ∈ MC y P un subcomódulo de M . Entonces s(P ) ⊂ s(N).

Demostración. Consideremos ι : P →֒ M la inclusión. Entonces, aplicando el Lema 3.2.2, es s(P ) =
ι(s(P )) ⊂ s(M).

u

Proposición 3.2.4. Si M =
⊕

i∈IMi ∈ MC . Entonces s(M) =
⊕

i∈I s(Mi).

Demostración. Para cada i ∈ I es Mi ⊂ M . Entonces por el Lema 3.2.3 es s(Mi) ⊂ s(M). Además∑
i∈I s(Mi) =

⊕
i∈I s(Mi) porque s(Mi) ⊂Mi y M =

⊕
i∈IMi. Entonces

⊕
i∈I s(Mi) ⊂ s(M).

Sea m ∈ s(M), entonces m =
∑
i∈I mi, donde mi ∈Mi para todo i ∈ I.

Consideremos πi : M → Mi la proyección sobre Mi, entonces por el Lema 3.2.2 es πi(m) = mi ∈ s(Mi)
para todo i ∈ I. Luego m =

∑
i∈I πi(m) ∈

⊕
i∈I s(Mi). Entonces s(M) ⊂

⊕
i∈I s(Mi).

u

Proposición 3.2.5. i) Si M ∈ MC . Entonces M es una extensión esencial de s(M).
ii) Si M < E1 < E2, E1 esencial sobre M y E2 esencial sobre E1. Entonces E2 esencial sobre M .
iii) Si M < E1 < E2 y E2 esencial sobre M . Entonces E2 esencial sobre E1 y E1 esencial sobre M.
iv) Sea M < E y {Ei}i∈I tal que Ei es una extensión esencial de M y Ei < E para todo i ∈ I, con
Ei < Ej o Ej < Ei para todo i, j ∈ I. Entonces

⋃
i∈I Ei es esencial sobre M.

v) Si E es esencial sobre M y ϕ : E → N morfismo tal que ϕ|M es mónico. Entonces ϕ es mónico.

Demostración. i) Claramente s(M) < M . Hay que ver que si 0 6= S < M entonces S ∩ s(M) 6= 0.
Si 0 6= S < M , entonces aplicando la Proposición 1.2.2 existe P < S tal que P es simple. Luego por la
definición de s(M) es 0 6= P < S ∩ s(M). En particular S ∩ s(M) 6= 0.

ii) Como M < E1 < E2 es M < E2. Sea 0 6= S < E2, por ser E2 esencial sobre E1 es 0 6= S∩E1 < E1.
Entonces aplicando que M < E1 esencial tenemos que 0 6= (S ∩ E1) ∩M = S ∩M.

iii) Sea 0 6= S < E2. Entonces por ser M < E1 < E2 es 0 6= S∩M < S∩E1. En particular 0 6= S∩E1.
Entonces E1 < E2 es esencial.
Sea 0 6= S < E1 < E2, entonces 0 6= S < E2. Por ser E2 extensión esencial de M es 0 6= S ∩M . Luego
M < E1 es esencial.

iv) Sea M < E y {Ei}i∈I tal que M < Ei < E, M < Ei extensión esencial y Ei < Ej o Ej < Ei para
todo i, j ∈ I. Esta última condición implica que

⋃
i∈I Ei =

∑
i∈I Ei. Luego M <

⋃
i∈I Ei < E.

Sea 0 6= S <
⋃
i∈I Ei. Entonces 0 6= S = S ∩ (

⋃
i∈I Ei) =

⋃
i∈I(S ∩ Ei). Luego existe i ∈ I tal que

0 6= S ∩Ei < Ei y por ser M < Ei esencial tenemos que 0 6= (S ∩Ei)∩M = S ∩M . Entonces S ∩M 6= 0.

v) Sea M < E esencial y ϕ : E → N tal que ϕ|M es mónico.
Como ker(ϕ)∩M = ker(ϕ|M ) = 0 y ker(ϕ) < E entonces, por serM < E extensión esencial, es ker(ϕ) = 0.
Luego ϕ es un morfismo mónico.

u

Teorema 3.2.6. Un comódulo M es inyectivo si y solo si M no tiene extensiones esenciales propias.
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Demostración. (⇒) Sea E tal que M � E. Como M es inyectivo, existe ψ : E → M tal que el siguiente
diagrama conmuta: M

0 // M

id

OO

// E.

ψ
aaB

B
B

B

Es fácil probar que E = M ⊕ ker(ψ), notamos por P a ker(ψ). Como M � E tenemos que P 6= 0. Luego
0 6= P < E y P ∩M = 0. Entonces M < E no es esencial.

(⇐) Supongamos que M no tiene extensiones esenciales propias.
Sea E inyectivo tal que M < E y sea Ω = {X < E : X ∩M = 0}. Es 0 ∈ Ω, entonces Ω 6= ∅.
Consideremos un conjunto {Xα : α ∈ Λ} ⊂ Ω tal que Xα < Xβ o Xβ < Xα para todo α, β ∈ Λ. Sea
X∞ =

⋃
α∈ΛXα =

∑
α∈ΛXα < E. Es X∞∩M =

⋃
α∈Λ(Xα∩M) = 0. Luego X ∈ Ω. Entonces aplicando

el Lema de Zorm existe N < E maximal (respecto a N ∩M =0).

Sea ι : M � � // E π // E/N , ker(ι) = ker(π) ∩M = N ∩M = 0. Entonces ι es mónico.

Veamos que la maximalidad de N implica que ι(M) < E/N es esencial:
Sea N < Q < E tal que 0 6= Q/N < E/N . Entonces N � Q < E.
Si Q∩ (M +N) = N entonces Q∩M < Q∩ (M +N) = N . Como Q∩M < M es Q∩M < M ∩N = 0.
Entonces Q∩M = 0. Además N � Q. Esto contradice la maximalidad de N . Entonces Q∩(M+N)  N .
Luego Q/N ∩ (M +N)/N 6= 0. Esto implica que ι(M) = (M +N)/N < E/N es esencial.

El mapa ι : M → ι(M) es un isomorfismo y M no tiene extensiones esenciales propias. Entonces ι(M)

no tiene extensiones esenciales propias. Por lo tanto ι(M) = E/M . Entonces ι : M � � // E // E/N,

es un isomorfismo. Esto implica que E = M+N : sea e ∈ E, entonces existem ∈M tal que e+N = m+N ,
luego e−m ∈ N , entonces e = m+ (e−m) ∈M +N .
Como M ∩N = 0, es E = M ⊕N . Aplicando que E es inyectivo tenemos que M es inyectivo.

u

Teorema 3.2.7. Dado M < E en MC , las siguientes condiciones son equivalentes:
i) M < E es una extensión esencial maximal, es decir ninguna extensión propia de E es una extensión
esencial de M .
ii) M < E es esencial y E es inyectivo.
iii) E es inyectivo y no existe ningún inyectivo E′ tal que M < E′ � E.

Demostración. i)⇒ ii) M < E es una extensión esencial maximal, si E < L es un extensión esencial,
entonces M < L es una extensión esencial. Luego E = L. Entonces E no tiene extensiones esenciales
propias y aplicando el Teorema 3.2.6 es E inyectivo.

ii) ⇒ iii) Sea E′ inyectivo con M < E′ < E.
Dado que E′ es inyectivo entonces existe E′′ < E tal que E = E′ ⊕ E′′. Como E′ > M es E′′ ∩M = 0.
Entonces aplicando que M < E es esencial es E′′ = 0. Luego E = E′.

iii) ⇒ i) Sea A= {X : M < X < E y M < X extensión esencial} .
Como M ∈ A, es A 6= ∅. La Proposición 3.2.5 (iv) implica que podemos aplicar el Lema de Zorm y luego
existe E′ ∈ A maximal, es decir M < E′ < E y E′ extensión esencial maximal de M dentro de E.

Veamos que E′ es un extensión esencial maximal de M :
Sea N extensión esencial de M tal que M < E′ < N . Como E es inyectivo existe ϕ : N → E tal que el
siguiente diagrama conmuta:

E

0 // E′
?�

OO

// N,

ϕ
``B

B
B

B
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entonces ϕ(e) = e, para todo e ∈ E′. Como M ⊂ E′ es ϕ(m) = m para todo m ∈M .
Luego tenemos M < N extensión esencial, ϕ : N → E morfismo tal que ϕ|M es mónico. Entonces por la
Proposición 3.2.5 (v) es ϕ mónico.

Como N ≈ // ϕ(N)

M
?�

OO

+ �

99rrrrrr

y M < N esencial. Entonces M < ϕ(N) esencial (si 0 6= S < ϕ(N), entonces

0 6= ϕ−1(S) < N . Como M < N esencial es 0 6= ϕ−1(S) ∩ M . Entonces, aplicando que ϕ es un
isomorfismo y ϕ|M = id es 0 6= S ∩M).
Luego M < E′ < ϕ(N) < E con M < ϕ(N) esencial. Como E′ es maximal es E′ = ϕ(N).
Si ϕ(n) = e′ ∈ E′, como ϕ|E′ = id, es ϕ(n) = ϕ(e′). Entonces, aplicando que ϕ es mónico, es n = e′.
Luego N < E′ y como E′ < N es N = E′. Por lo tanto E′ es una extensión maximal de M .

Como E′ es una extensión maximal de M , no tiene extensiones esenciales propias, entonces aplicando
el Teorema 3.2.6 es E′ inyectivo. Como M < E′ < E, con E inyectivo es E′ = E. Luego E es una
extensión esencial maximal de M .

u

Corolario 3.2.8. Dado M ∈ MC , existe E ∈ MC tal que M < E y E verifica las condiciones del
Teorema 3.2.7

Demostración. Dado M ∈ MC , sea L inyectivo tal que M < L y tomamos E < L como el E′ de la
demostración de iii) ⇒ i) del Teorema 3.2.7.

u

Definición 3.2.3. Dado M ∈ MC . Un par (ι, E) donde ι : M  E y ι(M) < E verifica el Teorema
3.2.7 se llama una envolvente inyectiva de M . El Corolario 3.2.8 prueba que todo M ∈ MC tiene una
envolvente inyectiva.

Teorema 3.2.9. Sea E una envolvente inyectiva de M .
i) Dado ι : M  D con D inyectivo, existe ϕ : E → D morfismo inyectivo tal que ϕ|M = ι, es decir el
siguiente diagrama conmuta:

D

M

OO
ι

OO

� � // E.

aa

ϕ
aaB

B
B

B

ii) Dos envolventes inyectivas de M son isomorfas mediante un isomorfismo que deja fijos a los puntos
de M.

Demostración. i) D es inyectivo, entonces existe ϕ : E → D tal que el siguiente diagrama conmuta:

D

0 // M

ι

OO

// E

ϕ
``A

A
A

A

ϕ|M = ι es mónico y M < E es esencial .Entonces aplicando la Proposición 3.2.5 (v) es ϕ es mónico.
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ii) Supongamos que D es otra envolvente inyectiva de M .
Usando i) existe ϕ : E → D mónico tal que el siguiente digrama conmuta:

E
ϕ //______ D

M
P0

bbDDDDD -

<<yyyyy
.

Entonces ϕ(E) < D. Como E inyectivo y ϕ es mónico, es ϕ(E) inyectivo. Luego existe F < D tal que
D = ϕ(E) ⊕ F . Como M < ϕ(E) es F ∩M = 0. Además por ser M < D estensión esencial, es F = 0.
Luego ϕ(E) = D. Por lo tanto ϕ : E → D es un isomorfismo.

u

Proposición 3.2.10. Dado M < E donde E es inyectivo, es E una envolvente inyectiva de M si y solo
si para todo α : M →֒ D con D inyectivo, existe β : E →֒ D tal que β|M = α.

Demostración. (⇒) Es el Teorema 3.2.9 i).

(⇐) Sea D una envolvente inyectiva de M . Entonces existe β : E → D mónico tal que β |M= ιM
donde ιM : M → D es la inclusión de M en D.
Entonces M < β(E) < D y β(E) inyectivo. Luego β(E) = D. Por lo tanto β : E → D isomorfismo.
Entonces E es una envolvente inyectiva de M .

u

3.3. Propiedades de las envolventes inyectivas

Teorema 3.3.1. Sea C una coálgebra. Entonces C es cosemisimple si y solo si todo C-comódulo es
inyectivo.

Demostración. (⇐) Para ver que C es cosemisimple, aplicando el Teorema 1.2.3, basta ver que todo
C-comódulo es completamente reducible.
Sea M ∈ MC , veamos que es completamente reducible, por la Proposición 1.2.2 alcanza con ver que si
N es subcomódulo de M entonces existe U subcomódulo de M tal que M = N ⊕ U .
Sea N un subcomódulo de M , entonces N ∈ MC y por hipótesis N es inyectivo. Entonces existe f : M →
N morfismo de C-comódulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

N

0 // N

idN

OO

ι
// M,

f
``B

B
B

B

donde ι : N →M es la inclusión. Entonces M = ι(N) ⊕ ker(f) = N ⊕ ker(f).
Como f : M → N morfismo en MC , es ker(f) < M .

(⇒) Sea M ∈ MC , existe E ∈ MC libre tal que M < E. Por ser C cosemisimple, existe N < E tal
que M ⊕N = E. Entonces, por el Teorema 3.1.6, es M inyectivo.

u

Observación 3.3.1. Sea H un álgebra de Hopf. Entonces k ∈ MH v́ıa λ 7→ λ⊗ 1H .
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Teorema 3.3.2. Sea H un álgebra de Hopf. H es cosemisimple si y solo si k es inyectivo como H-
comódulo.

Demostración. (⇒) H es cosemisimple, entonces por el Teorema 3.3.1 todo H-comódulo es inyectivo. En
particular k es un H-comódulo, entonces k es inyectivo.

(⇐) Aplicando el Teorema 3.3.1, basta probar que todo H-comódulo es inyectivo.
Sea M ∈ MH , aplicando la Proposición 2.4.1 es M ⊗H ∈ MH

H . Entonces por el teorema fundamental de
módulos de Hopf tenemos que M ⊗H ∼= (M ⊗H)coH ⊗H como módulos de Hopf, en particular como
H-comódulos. Además por la Proposición 3.1.1 es (M ⊗H)coH⊗H ∼=

⊕
i∈I Hi, donde Hi = H para todo

i ∈ I. Entonces M ⊗H ∼=
⊕

i∈I Hi, luego M ⊗H es libre en MH .
Como k ∈ MH con la coacción ρ : k → k⊗H, ρ(a) = a⊗ 1H para todo a ∈ k, existe t : H → k tal que el
siguiente diagrama conmuta:

k

0 // k

id

OO

u
// H.

t

``@
@

@
@

Entonces aplicando que t ◦u = idk se puede ver que H = k1H ⊕ ker(t). Si llamamos A al ker(t), entonces
M ⊗H = M ⊗ (k1H ⊕ A) ∼= (M ⊗ k) ⊕ (M ⊗ A) ∼= M ⊕ (M ⊗ A). Luego M es sumando directo de un
H-comódulo libre. Entonces aplicando el Teorema 3.1.6 es M inyectivo.

u

Lema 3.3.3. Sea M ∈ MC simple. Entonces existe un coideal a derecha I de C tal que M ∼= I.

Demostración. Aplicando el Teorema 3.1.2 tenemos M // ρ // M⊗ C ∼=
⊕

i∈I C donde #I = dimkM ,
como M es simple aplicando la Proposición 1.2.2 es dimkM <∞, luego #I <∞. Sea n = #I, entonces

M // ρ //
⊕n

i=1 C en MC . Luego 0 6= M ∼= ρ(M) <
⊕n

i=1 C.

Consideremos πi :
⊕n

i=1 C → C la proyección sobre C y sea π̂i = πi|ρ(M) : ρ(M) → C.
Como ρ(M) es simple tenemos que ker(π̂i) = 0 o ker(π̂i) = ρ(M). Si ker(π̂i) = ρ(M), es π̂i = 0 y si
ker(π̂i) = 0 es π̂i es inyectiva. Como ρ(M) 6= 0 existe i0 ∈ {1, · · · , n} tal que π̂i0 6= 0. Por lo tanto
π̂i0 : ρ(M) → Im(π̂i0) ⊂ C es un isomorfismo. Entonces M ∼= Im(π̂i0) ⊂ C.

u

Proposición 3.3.4. Si M ∈ MC simple. Entonces existe una envolvente inyectiva E(M) de M tal que
E(M) ⊆ C.

Demostración. Sea E(M) una envolvente inyectiva de M que sabemos que existe por el Corolario 3.2.8
y sea f : M → E(M) la inclusión.
Por definición de envolvente sabemos que M es esencial en E(M). Aplicando el Lema 3.3.3 existe I coideal
a derecha tal que M ∼= I.
Como C es inyectivo en MC , aplicando el Teorema 3.2.9 existe g : E(M) → C morfismo inyectivo de
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C-comódulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

C

I
?�

OO

0 // M
f
//

∼=

OO

E(M).

g

ZZ4
4

4
4

4
4

4
4

Luego g|M : M  g(E(M)) es una envolvente inyectiva de M .

u

Lema 3.3.5. Sean M,N ∈ MC , N < M es esencial si y solo si s(M) < N .

Demostración. (⇒) Sea P un subcomódulo simple de M , entonces por ser N < M esencial es P ∩N 6= 0.
Como 0 6= P ∩N < P con P simple es P ∩N = P , entonces P < N . Luego s(M) < N .

(⇐) Sea 0 6= P < M en MC . Entonces existe 0 6= S < P simple, luego S < N . Por lo tanto N < M
es esencial.

u

Proposición 3.3.6. Sea M =
⊕

i∈IMi ∈ MC . Entonces E(M) =
⊕

i∈I E(Mi).

Demostración. Como E(Mi) ∈ MC es inyectivo para todo i ∈ I, por la Proposición 3.1.7, es
⊕

i∈I E(Mi)
inyectivo.

Para cada i ∈ I tenemos que Mi →֒ E(Mi). Entonces M =
⊕

i∈IMi →֒
⊕

i∈I E(Mi) (podemos
pensar M <

⊕
i∈I E(Mi) ).

Sea S <
⊕

i∈I E(Mi) simple. Definimos ρi : S // //
⊕

j∈I E(Mj)
πi // // E(Mi) en MC . Como S 6= 0,

existe i ∈ I tal que ρi 6= 0. Dado que S es simple es ρi : S  E(Mi). Entonces ρi(S) < E(Mi) simple.
Además Mi < E(Mi) esencial, entonces aplicando el Lema 3.3.5 es ρi(S) < Mi. Entonces si s ∈ S es
s =

∑
i∈I ρi(s) ∈

∑
i∈IMi = M . Luego S < M . Por lo tanto M <

⊕
i∈I E(Mi) esencial.

u

Lema 3.3.7. Sea M ∈ MC . Entonces E(M) = E(s(M)).

Demostración. Por la Proposición 3.2.5 i) es s(M) un subcomódulo esencial de M .
Veamos que E(M) es la envolvente inyectiva de s(M).
Es inmediato ver que E(M) es inyectivo y que s(M) < E(M). Queda ver que s(M) < E(M) es esencial.
Como s(M) < M y M < E(M) son esenciales, entonces por la Proposición 3.2.5 ii) s(M) < E(M) es
esencial.

u

Teorema 3.3.8. Sea C una coálgebra. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) Si M ∈ MC

fin, entonces E(M) ∈ MC
fin.

ii) Si M ∈ MC simple, entonces E(M) ∈ MC
fin.
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Demostración. i) ⇒ ii) Es inmediato.

ii) ⇐ i) Sea M ∈ MC
fin. Por el Lema 3.3.7 es E(M) = E(s(M)). Al ser M ∈ MC

fin resulta que

s(M) =
⊕n

i=1Mi, donde los Mi son C-comódulos simples. Entonces aplicando la Proposición 3.3.6 es
E(s(M)) = E(

⊕n
i=1Mi) =

⊕n
i=1E(Mi). Como Mi ∈ MC simple, entonces, es E(Mi) ∈ MC

fin. Luego
dimkE(s(M)) <∞ y por lo tanto dimkE(M) <∞.

u

Proposición 3.3.9. Sea M ∈ MC inyectivo. Si escribimos s(M) =
⊕

i∈IMi, Mi simple para todo i ∈ I,
es M =

⊕
i∈I E(Mi).

Demostración. Sea M ∈ MC inyectivo, entonces M = E(M) = E(s(M)) = E(
⊕

i∈IMi) =
⊕

i∈I E(Mi).

u

Corolario 3.3.10. Sea C una coálgebra y s(C) =
⊕

i∈I Si con Si simple. Entonces C =
⊕

i∈I E(Si).

Demostración. Como C es inyectivo en MC , aplicando la Proposición 3.3.9 tenemos que C =
⊕

i∈I E(Si).

u

Teorema 3.3.11. Sea C una coálgebra. Si existe θ : C → C∗ morfismo inyectivo de C∗-módulos a
izquierda (C ∈ C∗M v́ıa la acción ⇀), entonces para todo S ∈ MC simple es E(S) ∈ MC

fin.

Demostración. Sea S ∈ MC simple. Entonces aplicando el Lema 3.3.3, existe J coideal a derecha de C
tal que S ∼= J . Supongamos J = S.
Como S 6= 0 existe 0 6= x ∈ S, entonces podemos considerar el coideal a derecha C∗ ⇀ x ⊂ S, como S es
simple tenemos que S = C∗ ⇀ x.

Definimos b : C × C → k por b(x, y) = θ(y)(x) para todo x, y ∈ C.
La forma bilineal b cumple las siguientes propiedades:

i) Si b(x, y) = 0 para todo x ∈ C, entonces y = 0.

ii) b(x ↼ α, y) = b(x, α ⇀ y) para todo x, y ∈ C y α ∈ C∗.

i) θ(y)(x) = b(x, y) = 0 para todo x ∈ C. Entonces θ(y) = 0 y como θ es inyectivo es y = 0.
ii) b(x ↼ α, y) = θ(y)(x ↼ α) =

∑
θ(y)(α(x1)x2) =

∑
α(x1)θ(y)(x2) = (α · θ(y))(x) = θ(α ⇀ y)(x) =

b(x, α ⇀ y).

Aplicando i), como x 6= 0 existe c ∈ C tal que b(c, x) 6= 0.
Sea U = {y ∈ C : b(z, y) = 0,para todo z ∈ c ↼ C∗}.
Veamos que U es un C∗-submódulo a izquierda de C, es decir que C∗ ⇀ U ⊆ U . Sean z ∈ c ↼ C∗,
α ∈ C∗, y ∈ U :

b(z, α ⇀ y) = b(z ↼ α, y) [aplicando ii)]

= b((c ↼ β) ↼ α, y) [z ∈ c ↼ C∗]

= b(c ↼ β · α, y) [↼ acción]

= 0. [y ∈ U ]

Como U es un C∗-submódulo a izquierda de C, resulta que U es un coideal a derecha de C:
Sea {ei}i∈I una base de C. Entonces ∆(y) =

∑
i∈I yi ⊗ ei.
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Sea y ∈ U , entonces α ⇀ y =
∑
yiα(ei) ∈ U para todo α ∈ C∗. Tomamos αj ∈ C∗, tal que αj(ei) = δij .

Entonces αj ⇀ y =
∑
yiαj(ei) =

∑
yiδij = yj ∈ U para todo j ∈ I. Luego ∆(U) ⊆ U ⊗ C.

Como S es simple, es S ∩ U = S o S ∩ U = 0.
Si S ∩ U = S, es S ⊆ U . Entonces x ∈ U y seŕıa b(c, x) = 0 lo cual contradice la elección de C. Entonces
necesariamente es S ∩ U = 0.

Sea E(S) la envolvente inyectiva de S. Como S ∩ U = 0, es E(S) ∩ U = 0.

Definimos ξ : C → (c ↼ C∗)∗ un morfismo de C∗−módulos a izquierda, por ξ(y)(z) = b(z, y) para
todo y ∈ C, z ∈ c ↼ C∗. Donde (c ↼ C∗)∗ ∈ C∗M v́ıa la acción C∗ ⊗ (c ↼ C∗)∗ → (c ↼ C∗)∗ dada por
(α � β)(z) = β(z ↼ α) para todo α ∈ C∗, β ∈ (c ↼ C∗)∗ y z ∈ c ↼ C∗.
Como estamos dualizando una acción a derecha (↼) obtenemos una acción a izquierda. Por lo tanto ξ es
un morfismo de C∗-módulos a izquierda.

Calculemos el núcleo de ξ:

ker(ξ) = {y ∈ C : ξ(y)(z) = b(z, y) = 0,para todo z ∈ c ↼ C∗} = U.

Entonces tenemos que ξ̃ : C/U →֒ (c ↼ C∗)∗.
Como c ↼ α =

∑
α(c1)c2 con α(c1) ∈ k, entonces c ↼ C∗ está contenido el subespacio generado por

{c2 : ∆(c) = c1⊗c2} donde los c2 son finitos. Entonces dimk(c ↼ C∗) es finita. Por lo tanto dimk(c ↼ C∗)∗

es finita.

Como E(S)∩U = 0 y S →֒ E(S) →֒ C, existe un morfismo inyectivo E(S) → C/U tal que el siguiente
diagrama conmuta: E(S)

� � //

##G
G

G
G

C

π
����

C/U.

Entonces finalmente tenemos que dimkE(S) ≤ dimk(C/U) ≤ dimk(c ↼ C∗)∗ que es finita. Luego
dimkE(S) es finita.

u

3.4. Densidad de C
∗rat

Proposición 3.4.1. Sea M =
⊕

i∈IMi en CM. Entonces M∗ ∼=
∏
i∈IM

∗
i y

⊕
i∈IM

∗
i →֒

∏
i∈IM

∗
i en

C∗M. Si #I <∞, tenemos que M∗ ∼=
⊕

i∈IM
∗
i .

Demostración.
∏
i∈IM

∗
i = {(αi)i∈I : αi ∈M∗

i para todo i ∈ I}.∏
i∈IM

∗
i ∈ C∗M v́ıa la acción β � (αi)i∈I = (β · αi)i∈I para todo β ∈ C∗ y (αi)i∈I ∈

∏
i∈IM

∗
i .

Definimos Θ : M∗ →
∏
i∈IM

∗
i por Θ(α) = (αi)i∈I donde αi = α|Mi

.

Veamos que Θ es biyectiva: Sea Θ(α) = Θ(β), entonces αi = βi para todo i ∈ I. Sea m ∈M , entonces
m =

∑
i∈I πi(m) donde πi : M → Mi es la proyección de M sobre Mi. Luego α(m) =

∑
i∈I α(πi(m)) =∑

i∈I αi(πi(m)) =
∑
i∈I βi(πi(m)) =

∑
i∈I β(πi(m)) = β(m) para todo m ∈M . Entonces Θ es inyectivo.

Sea (γi)i∈I ∈
∏
i∈IM

∗
i . Definimos α ∈ M∗ por α(m) =

∑
i∈I γi(mi) donde m =

∑
i∈I mi. Entonces

αi(mi) = α(mi) = γi(mi) para todo mi ∈Mi y para todo i ∈ I. Luego Θ es sobreyectiva.

Veamos ahora que Θ es un morfismo de C∗-módulos:
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Sean α ∈ C∗ y β ∈M∗. entonces

Θ(α · β)i(mi) = (α · β)|Mi
(mi) =

∑

j∈J

α(cij)β(mij) donode ρ(mi) =
∑

j∈J

cij ⊗mij siendo ρ la coacción de M.

(α � Θ(β))i(mi) = (α · βi)(mi) =
∑

j∈J

α(cij)βi(mij) =
∑

j∈J

α(cij)β(mij) para todo mi ∈Mi.

Entonces Θ(α · β)i = (α � Θ(β))i para todo i ∈ I. Luego Θ(α · β) = (α � Θ(β)).

⊕

i∈I

M∗
i =

{
∑

i∈I

αi : αi ∈M∗
i y αi = 0 salvo una cantidad finita de sub́ındices

}
.

Consideremos ι :
⊕

i∈IM
∗
i →֒

∏
i∈IM

∗
i dada por ι(

∑
i∈i αi) = (αi)i∈I . Es claro que ι es un morfismo

inyectivo.

Supongamos ahora que #I = n. Veamos en este caso que ι es un isomorfismo.
Sea (αi)

n
i=1 ∈

∏n
i=1M

∗
i . Entonces consideramos α =

∑n
i=1 αi. Claramente α ∈

⊕n
i=1M

∗
i y ι(α) = (αi)

n
i=1.

Entonces ι es sobreyectivo.

u

Observación 3.4.1. La Proposición 3.4.1 prueba en particular que M∗ ∼=
∏
i∈IM

∗
i como espacios

vectoriales y si #I <∞ es M∗ ∼=
⊕

i∈IM
∗
i .

Lema 3.4.2. Sea V = V1 ⊕ V2 como espacios vectoriales y sean X1 ⊆ V ∗
1 y X2 ⊆ V ∗

2 subespacios. Si
X = X1 ⊕X2 es denso en V ∗, entonces Xi es denso en V ∗

i para i = 1, 2.

Demostración. Sea x ∈ X⊥
1 . Si f ∈ X, entonces f = f1 + f2 con fi ∈ Xi para i = 1, 2. Dado que

V = V1 ⊕ V2, aplicando la Observación 5.3.1, es V ∗ = V ∗
1 ⊕ V ∗

2 . Como f2 ∈ X2 ⊆ V ∗
2 es f2(V1) = 0.

Si x ∈ X⊥
1 , entonces x ∈ V1 y por lo anterior f2(x) = 0. Además f1(x) = 0 porque x ∈ X⊥

1 . Entonces
f(x) = f1(x) + f2(x) = 0, luego x ∈ X⊥. Como X es denso en V ∗, por el Corolario 2.1.3, es X⊥ = 0
entonces x = 0. Por lo tanto X⊥

1 = {0}. Entonces también por el Corolario 2.1.3 es X1 denso en V ∗
1 . De

igual forma se prueba que X2 es denso en V ∗
2 .

u

Lema 3.4.3. Sea V un k-espacio vectorial tal que V =
⊕

i∈I Vi donde {Vi}i∈I es una familia de subes-
pacios de V . Entonces

⊕
i∈I V

∗
i es denso en V ∗.

Demostración. Sea X =
⊕

i∈I V
∗
i subespacio de V ∗. Por el Corolario 2.1.3 alcanza con probar que

X⊥ = 0.
Supongamos que X⊥ 6= 0, entonces existe 0 6= x ∈ X⊥. Como 0 6= x ∈ V es x =

∑
i∈I xi, con algún

xi 6= 0. Sea f ∈ V ∗ tal que f(Vj) = 0 para todo j 6= i y f(xi) 6= 0, claramente f ∈ X. Como x ∈ X⊥

tenemos que f(x) = 0, además f(x) = f(xi). Luego f(xi) = 0 esto contradice la definición de f . Entonces
X⊥ = 0.

u

Lema 3.4.4. Sea u : V → V ′ un mapa k-lineal y u∗ : V ′∗ → V ∗ el morfismo dual de u. Entonces:
i) Si X es un subespacio de V ′∗, (u∗(X))⊥ = u−1(X⊥).
ii) Si u es inyectivo e Y ⊆ V ′∗ es denso, u∗(Y ) es denso en V ∗.
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Demostración. i) Un x ∈ u∗(X)⊥ si y solo si f(u(x)) = 0 para todo f ∈ X, si y solo si u(x) ∈ X⊥, si y
solo si x ∈ u−1(X⊥). Entonces u∗(X)⊥ = u−1(X⊥).

ii) Sea Y ⊆ V ′∗ denso y u inyectivo. Por el Corolario 2.1.3 alcanza probar que u∗(Y )⊥ = 0.

u∗(Y )⊥ = u−1(Y ⊥) [por i)]

= u−1(0) [Y es denso ]

= 0. [u es inyectivo ]

u

Lema 3.4.5. Sea M ∈ CM y sea {Mi}i∈I una familia de C-subcomódulos de M tal que M =
⊕

i∈IMi.
Entonces

⊕
i∈I(Mi)

∗rat
l →֒M∗rat

l . Si M =
⊕n

i=1Mi, es M∗rat
l

∼=
⊕n

i=1(Mi)
∗rat
l .

Demostración. Como M =
⊕

i∈IMi tenemos que M∗ ∼=
∏
i∈IM

∗
i ∈ C∗M, por la Observación 5.3.1.

Como M∗
i →֒ M∗ para todo i ∈ I, es (Mi)

∗rat
l →֒ M∗rat

l para todo i ∈ I. Entonces
⊕

i∈I(Mi)
∗rat
l →֒

M∗rat
l .

Si M =
⊕n

i=1Mi. Entonces por la Proposición 3.4.1 es M∗ ∼=
⊕n

i=1M
∗
i . Observar que en general

vale que si N1, · · · , Nr ∈ C∗M entonces (
⊕r

i=1Ni)
rat
l

∼=
⊕n

i=1(Ni)
rat
l . Luego se deduce que M∗rat

l
∼=

(
⊕n

i=1M
∗
i )ratl

∼=
⊕n

i=1(Mi)
∗rat
l . Entonces M∗rat

l
∼=
⊕n

i=1(Mi)
∗rat
l .

u

Lema 3.4.6. Sea {Yi}i∈I una familia de espacios vectoriales. Para cada i ∈ I sea Xi un subespacio
denso en Y ∗

i . Si V =
⊕

i∈I Yi, entonces
⊕

i∈I Xi es denso en el subespacio
⊕

i∈I Y
∗
i de V ∗.

Demostración. Recordemos que X es denso en V ∗ si y solo si para todo ϕ ∈ V ∗, v1, · · · , vn ∈ V , existe
ψ ∈ X tal que ψ(vi) = ϕ(vi) para todo i = 1, · · · , n.
Sea ϕ ∈

⊕
i∈I Y

∗
i y v1, · · · , vn ∈ V . Entonces vl =

∑
i∈I v

l
i con vli ∈ Yi finitos y ϕ =

∑
i∈I ϕi, con ϕi ∈ Y ∗

i

finitos. Entonces podemos suponer que existe J ⊂ I finito tal que vl =
∑
i∈J v

l
i y ϕ =

∑
i∈J ϕi para todo

l = 1, · · · , n.
Si J = {i1, · · · , ir} podemos suponer que ϕ = ϕi1 + · · ·+ϕir y vl = vli1 + · · ·+ vlir para todo l = 1, · · · , n.

ϑ(ϕ, v1, · · · , vn)∩
⊕

i∈I Xi 6= ∅ si y solo si existe ψ ∈
⊕

i∈I Xi tal que ψ(vl) = ϕ(vl) para todo l = 1, · · · , n,

si solo si
∑
i∈I ψi(

∑
j v

l
ij

) =
∑
i∈I ϕi(

∑
j v

l
ij

), si y solo si
∑n
k=1 ψik(vlik) =

∑n
k=1 ϕik(vlik) para todo

l = 1, · · · , n.
Para cada k = 1, · · · , r, como Xik es denso en Y ∗

ik
y ϕik ∈ Y ∗

ik
, v1
ik
, · · · , vnik ∈ Yik , entonces existe

ψik ∈ Xik tal que ϕik(vlik) = ψik(vlik) para todo l = 1, · · · , n. Entonces existen ψi1 , · · · , ψir tal que

ϕik(vlik) = ψik(vlik) para todo l = 1, · · · , n. Luego
∑r
k=1 ϕik(vlik) =

∑r
k=1 ψik(vlik). Si definimos ψ =∑r

j=1 ψij , tenemos que ψ ∈
⊕

i∈I Xi y ψ(vl) = ϕ(vl) para todo l = 1, · · · , n.
Entonces

⊕
i∈I Xi es denso en

⊕
i∈I Y

∗
i .

u

Teorema 3.4.7. Sea C una coálgebra. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) C∗rat

l es denso en C∗.
ii) Para todo S ∈ CM simple, E(S)∗ratl es denso en E(S)∗.
iii) Para todo Q ∈ CM inyectivo, Q∗rat

l es denso en Q∗.
iv) Para todo M ∈ CM, M∗rat

l es denso en M∗.
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Demostración. i)⇒ ii) Sea S ∈ CM simple. Entonces por la Proposición 3.3.4 existe E(S) ⊂ C y por
lo tanto existe X subcomódulo de C, tal que C = E(S) ⊕ X ∈ CM. Luego por el Lema 3.4.5 es C∗ ∼=
E(S)∗ ⊕ X∗ en C∗M. Entonces aplicando el Lema 3.4.5 es E(S)∗ratl ⊕ X∗rat

l = C∗rat
l . Como C∗rat

l es
denso en C∗, aplicando el Lema 3.4.2 es E(S)∗ratl denso en E(S)∗.

ii)⇒ iii) Sea Q ∈ CM inyectivo. Entonces por la Proposición 3.3.9 es Q =
⊕

i∈I E(Si) con Si ∈
CM

simple, luego Q∗ ∼=
∏
i∈I E(Si)

∗. Por el Lema 3.4.3 es
⊕

i∈I E(Si)
∗ denso en Q∗.

Por otro lado aplicando el Lema 3.4.5 es
⊕

i∈I E(Si)
∗rat
l ⊆ Q∗rat

l .

Como E(Si)
∗rat
l es denso en E(Si)

∗ entonces, por el Lema 5.1.4,
⊕

i∈I E(Si)
∗rat
l es denso en

⊕
i∈I E(Si)

∗.
Además por ser

⊕
i∈I E(Si)

∗ denso en Q∗ tenemos que
⊕

i∈I E(Si)
∗rat
l es denso en Q∗. Por otro lado⊕

i∈I E(Si)
∗rat
l ⊆ Q∗rat

l . Entonces Q∗rat
l es denso en Q∗.

iii) ⇒ iv) Sea ι : M → E(M) la inclusión. Consideremos ι∗ : E(M)∗ →M∗ el morfismo dual.
Por iii) E(M)∗ratl es denso en E(M)∗. Entonces aplicando el Lema 3.4.4 es ι∗(E(M)∗ratl ) denso en M∗.
Como ι∗ es un morfismo de C∗-módulos a izquierda es ι∗(E(M)∗ratl ) ⊆M∗rat

l . Entonces M∗rat
l es denso

en M∗.

iv)⇒ i) Es inmediato.

u

Proposición 3.4.8. Sea M ∈ CM y Q un subcomódulo de M . Si C∗rat
l es denso en C∗, existe N

subcomódulo maximal de M de codimensión finita, con Q < N 6= M .

Demostración. Sea Q ∈ CM, entonces Q⊥ ∈ C∗M.

Veamos primero que Q⊥ ∼= (M/Q)∗ en C∗M.
Recordemos que Q⊥ = {α ∈M∗ : α(Q) = 0}.
Sea π : M →M/Q la proyección canónica. Consideremos π∗ : (M/Q)∗ →M∗ dado por π∗(α) = α · π.
Veamos que π∗ es un morfismo en C∗M: Sea α ∈ C∗ y β ∈ (M/Q)∗, entonces

(π∗(α � β))(m) = (α � β)(π(m))

=
∑

α(ci)β(mi) [ρ( m) =
∑

ci ⊗mi si ρ(m) =
∑

ci ⊗mi]

= (α · (β · π))(m) para todo m ∈M.

Si π∗(α) = π∗(β), es α ◦ π = β ◦ π. Como π es sobreyectivo tenemos que α = β, entonces π∗ es
inyectivo.

Sea β ∈ Im(π∗), entonces existe α ∈ (M/Q)∗ tal que β(m) = α(M), para todo m ∈M .
Sea m ∈ Q, entonces m = 0. Luego β(m) = 0, por lo tanto tenemos que Im(π∗) ⊆ Q⊥.

Sea β ∈ Q⊥ ⊂ M∗. Entonces Q ⊂ ker(β), luego existe β̂ : M/Q → k tal que β = β̂ ◦ π = π∗(β̂).
Entonces Q⊥ ⊆ Im(π∗).

Finalmente tenemos que (M/Q)∗
π∗

∼= // Q⊥ . Entonces Q⊥rat
l

∼= // (M/Q)∗ratl .

Como C∗rat
l es denso en C∗, alplicando el Teorema 3.4.7 es (M/Q)∗ratl denso en (M/Q)∗. En par-

ticular (M/Q)∗ratl 6= 0. Entonces Q⊥rat
l 6= 0. Luego 0 6= Q⊥rat

l < M∗rat
l en MC . Entonces aplicando

la Proposición 1.2.2 existe 0 6= X < Q⊥rat
l , X simple en MC . Luego por la Proposición 1.2.2 es X de

dimensión finita.
Sea N = X⊥ = {m ∈ M : α(m) = 0, ∀α ∈ X}. El subespacio N es un subcomódulo de M . Aplicando
la Proposición 2.1.4 es codimkN = dimkX, entonces codimkN es finita.

Como X 6= 0 es N 6= M .
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Veamos que N es maximal: Sea P subcomódulo de M tal que N ⊆ P ( M . Entonces P⊥ ⊆ N⊥ =
(X⊥)⊥ = X porque dimkX < ∞. P es un subespacio de M , entonces aplicando el Teorema 2.1.2 es
P⊥⊥ = P 6= M . Luego P⊥ 6= 0. Como X es simple tenemos que P⊥ = X, entonces N = X⊥ = P⊥⊥ = P .
Entonces N es un subcomódulo maximal de M .

u

Teorema 3.4.9. i) Si se cumple que para todo S ∈ CM simple, E(S) ∈ CMfin. Entonces C∗rat
l es denso

en C∗.
ii) Si se cumple que para todo S ∈ MC simple, E(S) ∈ MC

fin. Entonces C∗rat
r es denso en C∗.

Demostración. i) Aplicando el Corolario 3.3.10 tenemos que C =
⊕

i∈I E(Si) ∈
CM, con Si subcomódulo

simple de C para todo i ∈ I. Como E(Si) ∈ CMfin, aplicando la Proposición 2.3.8 es E(Si)
∗ ∈ MC

fin.

Entonces E(Si)
∗rat
l = E(Si)

∗ ∈ C∗M para todo i ∈ I.
Dado que C =

⊕
i∈I E(Si), aplicando el Lema 3.4.3, es

⊕
i∈I E(Si)

∗ denso en C∗. Entonces
⊕

i∈I E(Si)
∗rat
l

es denso en C∗ y como
⊕

i∈I E(Si)
∗rat
l ⊆

(⊕
i∈I E(Si)

∗
)rat
l

tenemos que
(⊕

i∈I E(Si)
∗
)rat
l

es denso en

C∗. Además como
⊕

i∈I E(Si)
∗ ⊆ C∗ es

(⊕
i∈I E(Si)

∗
)rat
l

⊆ C∗rat
l . Entonces C∗rat

l es denso en C∗.

ii) Aplicando el Teorema 1.1.5 tenemos que las categoŕıas C
cop

M y MC son isomorfas. Entonces si para
todo S ∈ MC simple, es E(S) ∈ MC

fin tenemos que para todo S ∈ Ccop

M simple, es E(S) ∈ Ccop

Mfin.

Luego aplicando i) tenemos que (Ccop)∗ratl es denso en (Ccop)∗. Observar que (Ccop)∗ratl = C∗rat
r , entonces

C∗rat
r es denso en C∗.

u

Lema 3.4.10. Sea C una coálgebra. Cnsideremos M ∈ MC(M ∈C M), X subespacio de C∗ e Y subes-
pacio de M . Entonces X · Y = X · Y (Y · X = Y · X). Donde X es la clausura de X con la topoloǵıa
finita.

Demostración. Probaremos solamente el caso N ∈ MC , el otro caso es análogo.
Claramente X · Y ⊆ X · Y .
Sea α ∈ X e y ∈ Y . Si ρ : M → M ⊗ C es la coacción de M , ρ(y) =

∑
y0 ⊗ y1, entonces α · y =∑

α(y1)y0. Como X es denso en X, existe β ∈ X tal que α(y1) = β(y1) para todos los y1. Entonces
β · y =

∑
β(y1)y0 =

∑
α(y1)y0 = α · y. Luego α · y = β · y ∈ X · Y . Entonces X · Y ⊆ X · Y .

u

Teorema 3.4.11. Sea C una coĺgebra tal que C∗rat
l es denso en C∗. entonces C∗rat

l es un ideal bilateral
idempotente de C∗. Si además C∗rat

r es denso en C∗ tenemos que C∗rat
l = C∗rat

r .

Demostración. Sea I = C∗rat
l , veamos que es un ideal bilateral:

Sea β ∈ I y sea α ∈ C∗. Como β ∈ I existen βi ∈ C∗, xi ∈ C, i = 1, · · · , n tal que γ · β = sumn
i=1γ(xi)βi

para todo γ ∈ C∗. Entonces:
γ · (β · α) = (γ · β) · α = (

∑n
i=1 γ(xi)βi) · α =

∑n
i=1 γ(xi)(βi · α). Entonces β · α ∈ I.

Como C∗rat
l ⊆ C∗ es un C∗-submódulo, es un ideal a izquierda de C∗.

Como I es denso en C∗ tenemos que I = C∗. Entonces aplicando el Lema 3.4.10 es I · I = I · I =
C∗ · I = I. Luego I2 = I.
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Si además J = C∗rat
r es denso en C∗, tenemos que I = J = C∗, donde I ∈ MC y J ∈C M. Entonces

aplicando el Lema 3.4.10 es J · I = J · I = C∗ · I = I y J · I = J · I = J · C∗ = J . Luego tenemos que
I = J .

u
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Caṕıtulo 4

Integrales

En este caṕıtulo se definen las integrales para un álgebra aumentada, se dan algunos ejemplos y se
estudia la relación entre la semisimplicidad de un álgebra de Hopf H y la existencia de una integral t en
H tal que ε(t) 6= 0. Una referencia para este caṕıtulo es [DNR01].

4.1. Integrales para un álgebra de Hopf

Definición 4.1.1. Un álgebra aumentada es un par (H, ε) en el cual H es un álgebra y ε : H → k es un
morfismo de álgebras.

Proposición 4.1.1. 1) Toda biálgebra es un álgebra aumentada.
2) Si H es un álgebra de Hopf. Entonces (H∗, E) es un álgebra aumentada definiendo E(α) = α(1H),
para todo α ∈ H∗ y el mapa S∗ : H∗ → H∗, S∗(α) = α ◦ S es un antimorfismo de álgebras.

Demostración. 1) Es inmediato.
2) Veamos que E es un morfismo de álgebras:

E(αβ) = αβ(1H) = α(1H)β(1H) = E(α)E(β), para todo α, β ∈ H∗.

E(1H∗) = E(ε) = ε(1H) = 1.

Ahora veamos que S∗ es un antimorfismo de álgebras:

S∗(α β)(x) = ((α β) ◦ S)(x) =
∑

α(S(x)1) β(S(x)2) =
∑

α(S(x2)) β(S(x1)) =
∑

(α ◦ S)(x2) (β ◦ S)(x1)

=
∑

S∗(α)(x2) S
∗(β)(x1) = (S∗(β) S∗(α))(x), para todo x ∈ H.

S∗(1H∗) = S∗(ε) = ε ◦ S = ε = 1H∗ .

u

Definición 4.1.2. Sea H un álgebra aumentada. Una integral a izquierda en H es un elemento t ∈ H tal
que xt = ε(x)t, para todo x ∈ H y una integral a derecha en H es un elemento t ∈ H tal que tx = ε(x)t,
para todo x ∈ H.

Proposición 4.1.2. Sea t ∈ H, t es una integral a izquierda en H si y solo si t es una integral a derecha
en Hop.

43



44 CAPÍTULO 4. INTEGRALES

Demostración. t es una integral a izquierda en H si y solo si xt = ε(x)t, para todo x ∈ H si y solo si
t ·op x = ε(x)t, para todo x ∈ H si y solo si t es una integral a derecha en Hop.

u

Ejemplo 4.1.1. Sea (G , e ,·) un grupo finito, consideremos el espacio vectorial de base G:

kG := {
∑n
i=1 kigi : ki ∈ k, gi ∈ G}

En kG tenemos una estructura de álgebra de Hopf definida por m(f ⊗ g) = f · g, u(1) = e, ∆(g) = g⊗ g,
ε(g) = 1 y S(g) = g−1, para todo f, g ∈ G.
Definimos t :=

∑
g∈G g, veamos que t es una integral a izquierda y derecha en kG.

Sea h ∈ kG, entonces ht = h
∑
g∈G g =

∑
g∈G hg =

∑
f∈G f , luego ht = t, para todo h ∈ G. De donde

deducimos que t es una integral a izquierda en H.
De forma análoga se prueba que t es una integral a derecha en H.

Ejemplo 4.1.2. Sea k un cuerpo de caracteŕıstica p > 0. Sobre el álgebra de polinomios k[X] se induce
una estructura de álgebra de Hopf como sigue: usando la propiedad universal del álgebra de polinomios
existen y son únicos los siguientes morfismos de álgebras ∆ : k[X] → k[X] ⊗ k[X] tal que ∆(X) =
X ⊗ 1 + 1 ⊗X, ε : k[X] → k con ε(X) = 0 y S : k[X] → k[X], tal que S(X) = −X.
Por otro lado ∆(Xp) = Xp ⊗ 1 + 1 ⊗ Xp (porque estamos en caracteŕıstica p y todos los coeficientes
binomiales Cpi con 1 ≤ i < p son divisibles por p), ε(Xp) = 0 y S(Xp) = −Xp. Entonces el ideal generado

por Xp es un ideal de Hopf y por lo tanto H = k[X]
(Xp) es un álgebra de Hopf.

Sea x = X en H y definimos t= xp−1. Veamos que t es una integral a izquierda y derecha en H:

(
p−1∑

i=0

kix
i

)
xp−1 = k0x

p−1 +

p−1∑

i=1

kix
p+i−1

= kox
p−1 [xp = 0]

= ε

(
p−1∑

i=0

kix
i

)
xp−1 [ε(x) = 0]

Entonces xp−1 es una integral a izquierda en H. Como H es conmutativa resulta que t es también una
integral a derecha en H.

Ejemplo 4.1.3. (El álgebra de Hopf de dimensión 4 de Sweedler)
Asumamos que k es un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 2. Sea H la k- álgebra generada por c y x que
satisfacen las siguientes relaciones: c2 = 1, x2 = 0, xc = −cx.
Se prueba que H es un k-espacio vectorial de dimensión 4, del cual una base es {1, c, x, cx}. El espacio
vectorial H admite una estructura de álgebra de Hopf definiendo:

∆(c) = c⊗ c, ∆(x) = c⊗ x+ x⊗ 1, ε(c) = 1, ε(x) = 0, S(c) = c−1, S(x) = −cx.

Veamos que x+ cx es una integral a izquierda de H:
Sea t = x+cx, entonces t = ε(1)t, ct = cx+x = ε(c)(x+cx) = ε(c)t, xt = x2+xcx = 0−cx2 = 0 = ε(x)t,
cxt = cx2 + cxcx = 0 − cx2c = 0 = ε(cx)t. Entonces yt = ε(y)t, para todo y ∈ H.
Luego t es una integral a izquierda en H.
De forma análoga se prueba que x− cx es una integral a derecha en H.

Proposición 4.1.3. Sea H un álgebra aumentada. Vale que I := {t ∈ H : t es una integral a izquierda
en H} es un ideal bilateral de H.
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Demostración. Es fácil probar que I es un subespacio de H. Veamos que si t ∈ I y x ∈ H, entonces
xt ∈ I y tx ∈ I.
Sea y ∈ H, entonces, y(xt) = (yx)t = ε(yx)t = ε(y)ε(x)t = ε(y)xt, por lo tanto xt ∈ I y y(tx) = (yt)x =
ε(y)tx, entonces tx ∈ I.

u

4.2. Semisimplicidad de un álgebra de Hopf

Teorema 4.2.1. Sea H un álgebra de Hopf. Entonces H es semisimple si y solo si existe una integral a
izquierda t en H para la cual ε(t) 6= 0.

Demostración. (⇒) La counidad ε: H → k es un morfismo de álgebras, entonces ker(ε) es un ideal de H
de codimensión 1. Sea x ∈ H e y ∈ ker(ε) entonces ε(xy) = ε(x)ε(y) = 0. Luego xy ∈ ker(ε).
Como H es semisimple, ker(ε) es sumando directo de H, por lo tanto existe I ideal izquierdo de H tal
que H = ker(ε) ⊕ I. Luego 1 = z + t con z ∈ ker(ε) y t ∈ I ⊂ H. Claramente t 6= 0, porque 1 /∈ ker(ε).
Como ker(ε) tiene codimensión 1, I tiene dimensión 1 e I = kt.
Sea ahora l ∈ H, entonces lt ∈ I (porque I ideal a izquierda de H). La representación de lt en la suma
directaH = ker(ε)⊕I es lt = 0+lt. Por otro lado : l = (l−ε(l)1)+ε(l)1, por lo tanto lt = (l−ε(l)1)t+ε(l)t.
Como (l−ε(l)1)t ∈ ker(ε), ε(l)t ∈ I y la representación de un elemento de H como suma de dos elementos
en ker(ε) e I es única, tenemos que (l − ε(l)1)t = 0 y ε(l)t = lt. Lo cual prueba que t es una integral a
izquierda en H.
Además I ∩ ker(ε) = 0 y t 6= 0, entonces ε(t) 6= 0. Esto termina de probar la primera implicancia.

(⇐) Sea t una integral a izquierda en H tal que ε(t) 6= 0. Podemos suponer que ε(t) = 1, porque si
esto no ocurre, como ε(t) 6= 0, tomamos una nueva integral t′ = t/ε(t), con ε(t′) = 1.
Hay que ver que H es semisimple. Para ello veremos que para todo M ∈ HM y todo H-submódulo N de
M , resulta que N es sumando directo de M .
Sea π: M → N mapa lineal tal que π |N= idN (al escribir M como suma directa de N con otro subespacio,
definimos π como la proyección de M sobre N).
Definimos P : M → N , tal que P (m) =

∑
t1π(S(t2)m) para todo m ∈M , donde ∆(t) =

∑
t1 ⊗ t2.

Primero veamos que P (n) = n, para todo n ∈ N .

P (n) =
∑

t1 π(S(t2)n)

=
∑

t1 S(t2)n [S(t2)n ∈ N ]

= ε(t)1Hn [t1S(t2) = ε(t)1]

= n [ε(t) = 1k]

Ahora veamos que P es un morfismo de H-módulos a izquierda. Para todo x ∈ H y m ∈ M tenemos

xP (m) =
∑

xt1 π(S(t2) m)

=
∑

x1ε(x2)t1 π(S(t2) m) [x =
∑

x1ε(x2)]

=
∑

x1t1 π(S(t2)ε(x2) m) [π es lineal]

=
∑

x1t1 π(S(t2) S(x2) x3 m) [ε(x)1 =
∑

S(x1)x2]
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=
∑

x1t1 π(S(x2t2) x3 m) [S(yx) = S(x)S(y)]

=
∑

(x1t)1 π((S(x1t)2)x2m) [x1t = ε(x1)t]

=
∑

(ε(x1)t)1 π((S(ε(x1)t)2) x2 m)

=
∑

ε(x1)t1 π(S(t2) x2 m)

=
∑

t1 π(S(t2)ε(x1) x2 m)

=
∑

t1π(S(t2) x m) [x =
∑

ε(x1)x2]

= P (xm)

Entonces xP (m) = P (xm), para todo m ∈M y para todo x ∈ H.
Por lo tanto P : M → N es un morfismo de H-módulos a izquierda, tal que P |N = idN .
Luego N es un sumando directo en M , de hecho M = N ⊕ ker(P ).

u

Observación 4.2.1. En el Corolario 6.0.9 veremos que en el caso de un álgebra de Hopf, el espacio de
las integrales a izquierda y el espacio de las integales a derecha tienen dimensión ≤ 1.

Retomando los ejemplos de la Sección 4.1, veamos en que casos las álgebras de Hopf mencionadas son
semisimples.

1) Sea H = kG el álgebra de grupo y t =
∑
g∈G g una integral a izquierda.

ε(t) = ε(
∑
g∈G g) = |G|1k.

Por lo tanto el álgebra de grupo es semisimple si y solo si |G|1k 6= 0, es decir si car(k) no divide a |G|.
Este es el teorema de Maschke para grupos finitos.

2) Sea H = k[X]/(Xp) y t = xp−1 una integral a izquierda. Como ε(t) = ε(xp−1) = 0, tenemos que
H no es semisimple.

3) Sea H el álgebra de Hopf de dimensión 4 de Sweedler y t = x+ cx una integral a izquierda en H.

ε(t) = ε(x) + ε(c)ε(x) = 0.

Luego H no es semisimple.

Proposición 4.2.2. Sea H un álgebra de Hopf. Si J es un ideal a derecha (izquierda) no nulo que es
también un coideal a derecha (izquierda) de H. Entonces J = H. En particular se obtiene lo siguiente :
i) Si H es un álgebra de Hopf que contiene un ideal derecho (izquierdo) no nulo de dimensión finita,
entonces H tiene dimensión finita.
ii) Un álgebra de Hopf que contiene una integral a izquierda no nula es de dimensión finita.
iii) Un álgebra de Hopf semisimple es de dimensión finita.

Demostración. J es un ideal a derecha y un coideal a derecha, entonces JH ⊆ J y ∆(J) ⊆ J ⊗H.
Si ε(J) = 0, entonces para todo x ∈ J tenemos x =

∑
ε(x1)x2 ∈ ε(J)H = 0, aśı que J = 0, lo cual es

una contradicción, por lo tanto ε(J) 6= 0, luego existe x ∈ J tal que ε(x) = 1. Entonces 1H = ε(x)1H =∑
x1S(x2) ∈ JH ⊆ J , por lo tanto 1H ∈ J . Luego H = J .

i) Sea J un ideal a derecha no nulo de dimensión finita y sea {x1, x2, · · ·xn} una base de J .
Consideremos I = H∗ ⇀ J (donde ⇀ fue definida en la Sección 2.1). Veamos que I es un ideal y un
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coideal a derecha de H no nulo (ε ⇀ x = x, entonces J ⊆ I)de dimensión finita. Entonces tenemos que
H = I y por lo tanto H tiene dimensión finita.

Veamos que I es un ideal a derecha de H (IH ⊆ I).

(α ⇀ x) y =
∑

α(x2) x1 y

=
∑

α(x2) x1 ε(y2)y1 [y =
∑

ε(y2)y1]

=
∑

α(x2ε(y2)) x1y1

=
∑

α(x2y2 S(y3)) x1y1 [ε(x)1 =
∑

x1S(x2)]

=
∑

x1y1 (S(y3) ⇀ α)(x2y2)

=
∑

(xy1)1 (α ↽ y2)((xy1)2) [↽ fue definida en la Sección 2.1]

=
∑

(α ↽ y2) ⇀ (xy1) ∈ I.

I es de dimensión finita: Sea {el : l ∈ Λ} una base de H y para cada i = 1, · · ·n sea ∆(xi) =∑
l∈Λ x

l
i ⊗ el, donde todos los xli ∈ H son cero salvo un conjumto finito de sub́ındices Ii ⊂ Λ. Luego

α ⇀ xi =
∑
l∈Λ x

l
iα(el) , para todo α ∈ H∗.

Consideremos αl ∈ H∗ tal que αl(ek) = δlk, luego αk ⇀ xi =
∑
l∈Λ x

l
iα
k(el) =

∑
l∈Λ x

l
iδkl = xki , entonces

xki ∈ H∗ ⇀ J , para todo i, k. Por lo tanto {xli : l ∈ Ii, i = 1, · · · , n} genera a H∗ ⇀ J = I. Entonces I
es de dimensión finita.

Por último veamos que I es un coideal a derecha de H, es decir ∆(I) ⊂ I ⊗H.
Primero ∆(α ⇀ xi) =

∑
l∈Λ ∆(xli)α(el), además (id⊗∆)∆(xi) = (∆⊗ id)∆(xi), entonces

∑
l∈Λ ∆(xli)⊗

el =
∑
k,l∈Λ x

l
i⊗e

k
l ⊗ek, aplicando id⊗α, tenemos que

∑
l∈Λ ∆(xli)α(el) =

∑
k,l∈Λ x

l
i⊗e

k
l α(ek). Entonces

∆(α ⇀ xi) =
∑
k,l∈Λ x

l
i ⊗ ekl α(ek) ∈ I ⊗H. Luego ∆(I) ⊂ I ⊗H.

ii) Sea t una integral a izquierda en H, consideremos (I = kt) el subespacio generado por t. Observar
que I es un ideal a izquierda de dimensión finita: x ∈ H,u ∈ I ⇒ xu = xat = axt = aε(x)t ∈ I.
Entonces aplicando (i) H es de dimensión finita.

iii) Sea H un álgebra de Hopf semisimple, entonces aplicando el Teorema 4.2.1 existe una integral t
tal que ε(t) 6= 0, esto implica ii).

u
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Caṕıtulo 5

Cointegrales

En este caṕıtulo se definen las cointegrales para una biálgebra y se dan algunas propiedades del espacio
de las cointegrales. Se estudia la conexión existente entre el espacio de las cointegrales y H∗rat, donde H
es un álgebra de Hopf y por último se prueba la equivalencia entre la existencia de una cointegral de un
álgebra de Hopf que no se anula en 1H y la cosemisimplicidad de dicha álgebra. También se dan algunos
ejemplos de cointegrales. Una referencia para este caṕıtulo es [DNR01].

5.1. Cointegrales para una biálgebra

Definición 5.1.1. Sea H una biálgebra. Una funcional Υ ∈ H∗ es una cointegral a izquierda de H si∑
Υ(x2)x1 = Υ(x)1 para todo x ∈ H. El conjunto de las cointegrales a izquierda de H se nota por

∫
l
.

Una funcional Υ ∈ H∗ es una cointegral a derecha de H si
∑

Υ(x1)x2 = Υ(x)1 para todo x ∈ H, el
conjunto de las cointegrales a derecha de H se nota por

∫
r
. Es claro que

∫
l
y
∫
r

son subespacios de H∗.

Proposición 5.1.1. Sea Υ ∈ H∗, entonces Υ es una integral a izquierda (derecha) en H∗ si y solo si Υ
es una cointegral a izquierda (derecha) de H.

Demostración. Primero observar que Υ es una integral a izquierda en H∗ si y solo si αΥ = E(α)Υ para
todo α ∈ H∗ si y solo si αΥ = α(1)Υ para todo α ∈ H∗.
(⇒) Si αΥ(x) =

∑
α(x1)Υ(x2) = α(

∑
x1Υ(x2)) = α(Υ(x)1) = α(1)Υ(x). Entonces αΥ(x) = α(1)Υ(x)

para todo x ∈ H, por lo tanto αΥ = α(1)Υ.
(⇐) Si αΥ = α(1)Υ, entonces αΥ(x) = α(1)Υ(x) = α(Υ(x)1) para todo α ∈ H∗.
Por otro lado αΥ(x) = (α ∗ Υ)(x) =

∑
α(x1)Υ(x2) = α(

∑
x1Υ(x2)).

Entonces α(
∑
x1Υ(x2)) = α(Υ(x)1) para todo α ∈ H∗, luego

∑
x1Υ(x2) = Υ(x)1.

u

Proposición 5.1.2. i) El subespacio
∫
l
es un ideal de H∗.

ii) Se cumple que
∫
l
⊆ H∗rat

l , siendo H∗rat
l la parte racional a izquierda de H∗. En particular si H∗rat

l = 0,
entonces

∫
l
= 0.

Demostración. i) Es inmediato aplicando la Proposición 5.1.1 y la Proposición 4.1.3.

ii) Es inmediato a partir de la Proposición 5.1.1.

u
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Proposición 5.1.3.
∫
l
(H) =

∫
r
(Hcop) =

∫
r
(Hop,cop) .

Demostración. Sea Υ ∈ H∗, Υ ∈
∫
l
(H) si y solo si (aplicando la Proposición 5.1.1) Υ es una integral a

izquierda en H∗, si y solo si (aplicando la Proposición 4.1.2) Υ es una integral a derecha en H∗op.
Por la Proposición 1.1.4 tenemos que H∗op = (Hcop)∗, entonces Υ ∈

∫
l
(H) si y solo si Υ es una integral

a derecha en (Hcop)∗, si y solo si (aplicando la Proposición 5.1.1) Υ ∈
∫
r
(Hcop), esto prueba la primer

igualdad. La segunda igualdad es inmediata porque en la definición de cointegrales no se utiliza el producto
de H.

u

Lema 5.1.4. Sea H un álgebra de Hopf. Si Υ es una cointegral a izquierda de H y x, y ∈ H. Entonces∑
x1Υ(x2S(y)) =

∑
Υ(xS(y1))y2.

Demostración.

∑
x1 Υ(x2 S(y)) =

∑
x1Υ(x2S(y1))ε(y2) [y =

∑
y1ε(y2)]

=
∑

x1 Υ(x2 S(y1)) S(y2) y3 [ε(z)1 =
∑

S(z1)z2]

=
∑

Υ(x2 (S(y1))2) x1 (S(y1))1 y2 [S anticonmutativa]

=
∑

Υ(xS(y1))y2

u

5.2. Conexión entre las cointegrales y H
∗rat

Sea H un álgebra de Hopf. Se tiene que H∗rat
l es un H∗-módulo a izquierda racional, esto induce una

estructura de H-comódulo a derecha en H∗rat
l , dada por ρ : H∗rat

l → H∗rat
l ⊗H, ρ(α) =

∑
α0 ⊗ α1 tal

que βα =
∑
β(α1)α0 para todo β ∈ H∗.

Teorema 5.2.1. El subespacio H∗rat
l es un H-submódulo a derecha de H∗ (con la acción ↽ definida en

la Sección 2.1).
La estructura de H-módulo a derecha y la estructura de H-comódulo a derecha dada por ρ le dan a H∗rat

l

estructura de H-módulo de Hopf a derecha.

Demostración. Sea α ∈ H∗rat
l y x ∈ H, hay que ver que α ↽ x ∈ H∗rat

l . Veamos primero que para todo
β ∈ H∗ se tiene la siguiente relación

β (α ↽ x) =
∑
β(α1x2) (α0 ↽ x1).
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Sea y ∈ H. Entonces

∑
β(α1x2) (α0 ↽ x1)(y) =

=
∑

β(α1x2) α0(y S(x1))

=
∑

(x2 ⇀ β)(α1) α0(y S(x1)) [por definición de ⇀]

=
∑

((x2 ⇀ β) α)(y S(x1)) [por definición de ρ]

=
∑

(x2 ⇀ β)(y S(x1))1 α(y S(x1))2 [por def. del prod. de conv.]

=
∑

(x2 ⇀ β)(y1 S(x1)1) α(y2 S(x1)2)

=
∑

(x3 ⇀ β)(y1 S(x2)) α(y2 S(x1)) [S es anticonmutativa]

=
∑

β(y1 S(x2) x3) α(y2 S(x1)) [por definición de ⇀]

=
∑

β(y1ε(x2)) α(y2 S(x1)) [ε(x)1 =
∑

S(x1)x2]

=
∑

β(y1) α(y2 S(x1ε(x2)))

=
∑

β(y1) α(y2 S(x)) [x =
∑

x1ε(x2)]

=
∑

β(y1) (α ↽ x)(y2)

= (β (α ↽ x))(y)

Entonces β (α ↽ x) =
∑
β(α1x2)(α0 ↽ x1). Por lo tanto α ↽ x ∈ H∗rat

l . Además probamos que
ρ(α ↽ x) =

∑
α0 ↽ x1 ⊗ α1x2. Entonces H∗rat

l es un H-módulo de Hopf a derecha.

u

Lema 5.2.2. El subespacio de coinvariantes (H∗rat
l )coH es

∫
l
.

Demostración. Sea α ∈ H∗rat
l , entonces α ∈ (H∗rat

l )coH si y solo si ρ(α) = α⊗ 1 si y solo si βα = β(1)α
para todo β ∈ H∗ si y solo si, por la Proposición 5.1.1, α ∈

∫
l
. Entonces (H∗rat

l )coH=
∫
l
.

u

Teorema 5.2.3. El mapa f :
∫
l
⊗H → H∗rat

l definido por f(Υ ⊗ x) = Υ ↽ x para todo Υ ∈
∫
l
, x ∈ H

es un isomorfismo de H-módulos de Hopf a derecha.

Demostración. Por el Teorema 5.2.1 tenemos que H∗rat
l es un H-módulo de Hopf a derecha, entonces

aplicando el teorema fundamental de módulos de Hopf, f : (H∗rat
l )coH⊗H → H∗rat

l , dada por f(α⊗x) =
α ↽ x es un isomorfismo de módulos de Hopf.
Luego aplicando el Lema 5.2.2, f :

∫
l
⊗H → H∗rat

l , tal que f(Υ ⊗ x) = Υ ↽ x es un isomorfismo de
módulos de Hopf.

u

Corolario 5.2.4. H∗rat
l = 0 si y solo si

∫
l
= 0.

u
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Corolario 5.2.5. Sea H un álgebra de Hopf con ant́ıpoda S.
1) Si H tiene una cointegral a izquierda no nula, entonces S es inyectiva.
2) Si H es de dimensión finita,

∫
l
tiene dimensión 1 y S es biyectiva.

Demostración. 1) Si S no es inyectiva, existe x ∈ H con x 6= 0 y S(x) = 0. Entonces para Υ ∈
∫
l

con
Υ 6= 0, aplicando el Teorema 5.2.3 f(Υ ⊗ x) = Υ ↽ x = S(x) ⇀ Υ = 0, contradiciendo la inyectividad
de f .

2) Si H tiene dimensión finita, H∗rat
l = H∗. Entonces, aplicando el Teorema 5.2.3, obtenemos un

isomorfismo de módulos de Hopf f :
∫
l
⊗H → H∗. En particular es un isomorfismo de espacios vectoriales,

entonces dim(H∗) = dim(
∫
l
⊗H). Pero dim(H) = dim(H∗) y dim(

∫
l
⊗H) = dim(

∫
l
)dim(H). Por lo tanto

dim(H) = dim(
∫
l
)dim(H), entonces dim(

∫
l
) = 1. Además S es un endomorfismo inyectivo de un espacio

vectorial de dimensión finita, luego S es biyectiva.

u

Observar que H∗rat
r es un H∗-módulo a derecha racional y luego resulta un H-comódulo a izquierda.

Analogamente vale que H∗rat
r admite una estructura de H-módulo a izquierda tal que H∗rat

r es un H-
módulo de Hopf a izquierda. En particular tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.2.6. i) El mapa g : H⊗
∫
r
→ H∗rat

r definido por g(x⊗Υ) = x ⇁ Υ para todo x ∈ H, Υ ∈
∫
r

es un isomorfismo de H-módulos de Hopf a izquierda.
ii) H∗rat

r = 0 si y solo si
∫
r

= 0.

5.3. Cosemisimplicidadad de un álgebra de Hopf

Lema 5.3.1. Sea Υ ∈ H∗, Υ ∈
∫
r

si y solo si Υ ∈ HomH(H, k).

Demostración. Observar que k ∈ MH , con ρ : k → k ⊗H, ρ(x) = x⊗ 1H .
Sea Υ ∈ H∗, entonces Υ ∈ HomH(H, k) si y solo si (ρ ◦ Υ)(y) = ((Υ ⊗ id) ◦ ∆)(y) para todo y ∈ H, si y
solo si Υ(y) ⊗ 1H =

∑
Υ(y1) ⊗ y2 para todo y ∈ H, si y solo si Υ(y)1H =

∑
Υ(y1)y2 para todo y ∈ H,

si y solo si Υ ∈
∫
r
.

u

Teorema 5.3.2. Sea H un álgebra de Hopf. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) H es cosemisimple.
ii) k es inyectivo en MH ( HM).
iii) Existe Υ ∈ H∗ cointegral a derecha (izquierda) tal que Υ(1H) = 1k.

Demostración. (i) ⇔ (ii) Es exactamente el Teorema 3.3.2.

(ii) ⇒ (iii) Sea u : k → H la unidad de H, u es un morfismo inyectivo de H-comódulos, porque
u(1k) = 1H y (∆ ◦ u)(x) = ((u⊗ id) ◦ ρ)(x) para todo x ∈ k.
Como k ∈ MH es inyectivo, entonces existe Υ : H → k morfismo de H-comódulos tal que el siguiente
diagrama conmuta: k

idk

��
k u

// H

Υ

__?
?

?
?

.

Por lo tanto aplicando el Lema 5.3.1 es Υ ∈
∫
r
. Además Υ(1H) = Υ(u(1k)) = 1k, luego Υ(1H) = 1k.
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(iii) ⇒ (ii) Para ver que k es inyectivo veamos que es sumando directo de un H-comódulo libre, es
más veamos que es sumando directo de H.
Como Υ ∈

∫
r
, entonces por el Lema 5.3.1 es Υ ∈ HomH(H, k), por lo tanto ker(Υ) es un subcomódulo

de H.
Veamos que H = u(k)⊕ker(Υ): sea x ∈ H, entonces x = x−(u◦Υ)(x)+(u◦Υ)(x) donde x−(u◦Υ)(x) ∈
ker(Υ) y (u ◦Υ)(x) ∈ u(k), sea y = u(a) tal que Υ(y) = 0, entonces idk(a) = (Υ ◦ u)(a) = 0, luego a = 0
y por lo tanto y = 0. Entonces H = u(k) ⊕ ker(Υ).
Como u es inyectivo tenemos que k es isomorfo a un sumando directo de un libre. Entonces k es inyectivo.

u

Observación 5.3.1. Si H es un álgebra de Hopf cosemisimple y escribimos H = k · 1H ⊕ C, siendo C
una subcoálgebra de H, entonces de la prueba del Teorema 5.3.2 se deduce que la proyección de H sobre
k · 1H asociada a esta descomposición es una cointegral a izquierda y derecha que en 1H vale 1.

Ejemplo 5.3.1. Sea H = kG, el álgebra de grupo definida en el Ejemplo 4.1.1, kG =
⊕

g∈G k · g =
k ·1⊕

⊕
g 6=1 k ·g, donde k ·g es una subcoálgebra unidimensional, luego simple. Entonces kG es un álgebra

de Hopf cosemisimple, luego por la Observación 5.3.1 el mapa p1 : H → k definido por p1(g) = δ1g, para
todo g ∈ G, es una cointegral a izquierda y derecha de H.

Ejemplo 5.3.2. Sea H un k-espacio vectorial, del cual una base es {ci : i ∈ N}, H admite una estructura
de biálgebra. La estructura de coálgebra esta dada por

∆(cm) =

m∑

i=0

ci ⊗ cm−i, ε(cm) = δ0,m

y la estructura de álgebra por

cncm =

(
n+m

n

)
cn+m

con la unidad 1 = c0. También tenemos un isomorfismo de álgebras φ : H∗ → k[[X]], φ(α) =
∑
n≥0 α(cn)X

n,
para todo α ∈ H∗.
Supongamos que Υ es una cointegral a izquierda de H, entonces para todo α ∈ H∗ tenemos que
αΥ = α(1)Υ y aplicando φ obtenemos φ(α)φ(Υ) = α(1)φ(Υ) para todo α ∈ H∗. Luego φ(Υ) = 0
(porque k[[X]] es un dominio) y como φ es un isomorfismo, esto implica que Υ = 0. Lo cual prueba,
aplicando el Teorema 5.3.2, que H no es cosemisimple.

Ejemplo 5.3.3. Sea k un cuerpo de caracteŕıstica cero y H = k[X] el álgebra de polinomios con la
estructura de álgebra de Hopf definida en el Ejemplo 4.1.3. Veamos que H no tiene cointegrales no nulas
y por lo tanto no es cosemisimple. Sea Υ ∈ H∗ una cointegral a izquierda, entonces α Υ = α(1) Υ, para
todo α ∈ H∗.
Sea α ∈ H∗ tal que α(X) 6= 0. Como ∆(X) = X ⊗ 1 + 1 ⊗ X, tenemos que (α Υ)(X) = α(X) Υ(1) +
α(1) Υ(X). Como Υ es una cointegral a izquierda resulta también que (α Υ)(X) = α(1) Υ(X), entonces
α(X) Υ(1) = 0, como α(X) 6= 0 tenemos que Υ(1) = 0. Veamos por inducción que Υ(Xn) = 0, para todo
n ≥ 0 y esto concluirá la prueba de que Υ es 0.
Supongamos que Υ(Xi) = 0, para todo i = 0, · · · , n− 1. Veamos que Υ(Xn) = 0
Observando que ∆(Xn+1) =

∑
0≤i≤n+1

(
n+1
i

)
Xn+1−i ⊗Xi, tenemos que (α Υ)(Xn+1) =∑

0≤i≤n+1

(
n+1
i

)
α(Xn+1−i) Υ(Xi). Como Υ es una cointegral a izquierda, es (α Υ)(Xn−1) = α(1) Υ(Xn+1).

Luego (n+ 1) α(X) Υ(Xn+1) = 0 y como α(X) 6= 0, tenemos que Υ(Xn) = 0.
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Caṕıtulo 6

Unicidad de las cointegrales y

biyectividad de la ant́ıpoda

El objetivo de este caṕıtulo es probar la unicidad de las cointegrales y a partir de esto deducir la
unicidad de las integrales en un álgebra de Hopf de dimensión finita. También es probar que si un álgebra
de Hopf tiene una cointegral no nula, entonces su ant́ıpoda es biyectiva. Una referencia para este caṕıtulo
es [DNR01].

Lema 6.0.3. Sea H un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula. Entonces existe θ : H →
H∗morfismo inyectivo de H∗-módulos a izquierda.

Demostración. Existe Υ ∈ H∗, Υ 6= 0 tal que α Υ = α(1) Υ, para todo α ∈ H∗ o equivalentemente tal
que

∑
Υ(x2)x1 = Υ(x)1, para todo x ∈ H.

Sea θ : H → H∗, dada por θ(y)(x) = Υ(xS(y)) para todo x, y ∈ H.
Observemos primero que H ∈H∗M con la acción α ⇀ x =

∑
x1α(x2) y que H∗ ∈H∗M con la acción

(α · β)(x) =
∑
α(x1)β(x2).

Veamos que θ es un morfismo de H∗-módulos a izquierda, es decir que el siguiente diagrama conmuta:

H∗ ⊗H

id⊗θ

��

⇀ // H

θ

��
H∗ ⊗H∗ · // H∗

.

Por un lado es:

θ(α ⇀ y)(x) = θ(
∑

y1 α(y2))(x) =
∑

θ(y1 α(y2))(x) =
∑

Υ(x S(y1 α(y2)))

=
∑

α(Υ(x S(y1)) y2) =
∑

Υ(x S(y1)) α(y2) =
∑

α(Υ(x S(y1)) y2).

Por otro lado es:

(α · θ(y))(x) =
∑

α(x1) θ(y)(x2) =
∑

α(x1) Υ(x2 S(y)) =
∑

α(x1 Υ(x2 S(y))).

Entonces aplicando el Lema5.1.4 tenemos que θ(α ⇀ y)(x) = (α · θ(y))(x) para todo x ∈ H. Por lo tanto
θ(α ⇀ y) = α · θ(y) y θ resulta un morfismo de H∗-módulos a izquierda.

55
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θ inyectivo : Si θ(y) = 0, es θ(y)(x) = Υ(x S(y)) = 0, para todo x ∈ H. Pero Υ(x S(y)) = (Υ ↽ y)(x),
entonces Υ ↽ y = 0. Aplicando el Teorema 5.2.3 tenemos que y = 0. Luego θ es inyectivo.

u

Teorema 6.0.4. Sea H un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula. Entonces H∗rat
r es

denso en H∗.

Demostración. Por ser H un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, aplicando el Lema
6.0.3, existe θ : H → H∗ morfismo inyectivo de H∗-módulos a izquierda. Luego aplicando el Teorema
3.3.11 tenemos que para todo S ∈ MH simple, E(S) ∈ MH

fin y finalmente por el Teorema 3.4.9 es H∗rat
r

es denso en H∗.

u

Corolario 6.0.5. Si
∫
l
6= 0. Entonces

∫
r
6= 0.

Demostración. Aplicando el Teorema 6.0.4 es H∗rat es denso en H∗, en particular H∗rat 6= 0 . Luego
aplicando el Teorema 5.2.6 tenemos que

∫
r
6= 0.

u

Corolario 6.0.6. Sea H un álgebra de Hopf con una cointegral a derecha no nula. Entonces H∗rat
l es

denso en H∗.

Demostración. Primero observar que (Hop,cop)∗ratr = H∗rat
l .

Aplicando la Proposición 5.1.3 tenemos que
∫
r
(H) =

∫
l
(Hop,cop).

Observar que Hop,cop es un álgebra de Hopf, entonces por el Teorema 6.0.4 es (Hop,cop)∗ratr = (Hop,cop)∗.

Entonces H∗rat
l = (Hop,cop)∗ = H∗ (como espacios vectoriales). Luego H∗rat

l es denso en H∗.

u

Lema 6.0.7. Sea H un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, I un ideal a izquierda
denso en H∗, M ∈ MH

fin y f : I →M un morfismo de H∗-módulos a izquierda. Entonces existe un único
morfismo h : H∗ →M de H∗-módulos que extiende a f .

Demostración. Como M ∈ MH , aplicando el Corolario 3.2.8 existe E(M) ∈ MH .
Por ser H un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, aplicando el Lema 6.0.3, existe
θ : H → H∗ morfismo inyectivo de H∗-módulos a izquierda. Luego aplicando el Teorema 3.3.11 tenemos
que para todo S ∈ MH simple, E(S) ∈ MH

fin y finalmente por el Teorema 3.3.8, como M ∈ MH
fin, es

E(M) ∈ MH
fin.

Dado que E(M) ∈ MH
fin inyectivo, entonces aplicando el Lema 3.1.9 resulta que E(M) ∈ H∗M inyectivo.

Como E(M) es inyectivo, existe h : H∗ → E(M) morfismo de H∗-módulos tal que el siguiente diagrama
conmuta:

I
f //

� _

��

M
� � // E(M)

H∗

h

66mmmmmmm

Sea x ∈ E(M), entonces δ(x) =
∑
x0 ⊗ x1, donde todos los x1 = 0 salvo un conjunto finito de ı́ndices .

Como I es denso en H∗, existe α ∈ I tal que α(x1) = ε(x1), para todo x1. Por lo tanto x =
∑
x0 ε(x1) =
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∑
x0 α(x1) = α · x ∈ I · x. Entonces x ∈ I · x.

Sea e = h(ε) ∈ E(M), entonces es I · e = I · h(ε) = h(Iε) = h(I) = f(I) ⊆M .
Si α ∈ H∗ es h(α) = h(αε) = α · h(ε) = α · e ∈M . Por lo tanto Im(h) ⊆M . Luego h es el morfismo que
buscábamos.

Si h′ es otro morfismo con la misma propiedad, entonces h − h′ es 0 en I. Luego I · (h − h′)(ε) =
(h−h′)(Iε) = (h−h′)(I) = 0 y nuevamente como I es denso en H∗ tenemos que (h−h′)(ε) ∈ I ·(h−h′)(ε),
por lo tanto (h− h′)(ε) = 0, entonces h = h′.

u

Teorema 6.0.8. Sea H un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula y M ∈ MH
fin. Entonces

dim HomH∗(H,M) ≤ dim M . En particular dim
∫
l
= dim

∫
r
=1.

Demostración. Por el Lema 6.0.3 existe θ : H → H∗ morfismo inyectivo de H∗-módulos a izquierda. Por
otro lado H ∈ MH ∼= Rat(H∗M), entonces θ(H) ∈ Rat(H∗M). Además θ(H) ⊆ H∗, luego θ(H) ⊆ H∗rat

l .
Como H ∈ MH es libre, entonces H es inyectivo en MH∼= Rat(H∗M).
Sea M ∈ MH

fin y sea ψ : HomH∗(H∗rat
l ,M) → HomH∗(H,M) el mapa lineal definido por:

H∗rat
l

f // M

θ(H)

ι

OO

H

θ

OO ψ(f)

DD

















donde ι es la inclusión de θ(H) en H∗rat
l .

Veamos que ψ es sobreyectivo.
Previamente como H es inyectivo, existe η : H∗rat

l → H morfismo de H∗-módulos a izquierda tal que el
siguiente diagrama conmuta:

H

0 // H

id

OO

ι◦θ
// H∗rat

l .

η

ddJJJJJJJJJJ

Sea g ∈ HomH∗(H,M). Consideremos g ◦ η : H∗rat
l → M morfismo de H∗-módulos a izquierda. Luego

ψ(g ◦ η) = g ◦ η ◦ ι ◦ θ = g. Entonces ψ es sobreyectiva.
Como H es un álgebra de Hopf con una coitegral a izquierda no nula, tenemos por los Corolarios 6.0.5
y 6.0.6 que H∗rat

l es denso en H∗, entonces aplicando el Lema 6.0.7 tenemos que HomH∗(H∗rat
l ,M) ∼=

HomH∗(H∗,M) ∼= M. Por lo tanto dimkHomH∗(H,M) ≤ dimkHomH∗(H∗rat
l ,M) = dimkM .

En particular si M = k, tenemos que dimkHomH∗(H, k) ≤ 1.
Por el Lema 5.3.1 sabemos que

∫
r

= HomH(H, k) = HomH∗(H, k) porque H y k ∈ MH . Entonces dimk

∫
r

≤ 1. Aplicando el Corolario 6.0.5 es
∫
r
6= 0, entonces tenemos que dimk

∫
r

= 1.

Por la Proposición 5.1.3 tenemos que
∫
l
(H) =

∫
r
(Hop,cop).

Como Hop,cop un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula (porque
∫
r
(H) =

∫
l
(Hop,cop)),

entonces dimk

∫
l
(Hop,cop)= 1 por lo tanto dimk

∫
l
(H) = 1.

u
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Corolario 6.0.9. Si H es un álgebra de Hopf de dimensión finita, entonces
dimk {t ∈ H : t es una integral a izquierda en H} = dimk {t ∈ H : t es una integral a derecha en H} = 1.
En particular si H es un álgebra de Hopf tenemos que dimk {t ∈ H : t es una integral a izquierda en H} =
dimk {t ∈ H : t es una integral a derecha en H} ≤ 1.

Demostración. Como H es de dimensión finita tenemos que H ∼= (H∗)∗ como álgebras de Hopf. Por otro
lado, aplicando la Proposición 5.1.1 tenemos que Υ es una integral en H∗ si y solo si Υ es una cointegral
de H. Entonces t es una integral a izquierda en H si y solo si t es una cointegral de H∗ y por el Teorema
6.0.8 tenemos que dimk {t ∈ H : t es una integral a izquierda en H} = 1. De igual forma se prueba para
integrales a derecha.

u

Lema 6.0.10. 1) Sean H y K dos álgebras de Hopf y φ : H → K un morfismo inyectivo de coálgebras,
con φ(1) = 1. Si Υ ∈ K∗ es una cointegral a izquierda, entonces Υ ◦ φ es una cointegral a izquierda de
H.
2) Sea H un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula. Entonces Υ ◦ S es una cointegral a
derecha no nula de H.

Demostración. 1) Hay que ver que
∑

Υφ(x2)x1 = Υφ(x)1, para todo x ∈ H. Como φ es inyectivo basta
ver que φ(

∑
Υφ(x2)x1) = φ(Υφ(x)1H), para todo x ∈ H

φ(
∑

Υφ(x2)x1) =
∑

Υφ(x2)φ(x1) =
∑

Υ(φ(x)2)φ(x)1 = Υφ(x)1K = Υφ(x)φ(1H) = φ(Υφ(x)1H).

2) La ant́ıpoda S : H → Hop,cop es un morfismo inyectivo de coálgebras con S(1) = 1.
Aplicando 1), si Υ es una cointegral a izquierda no nula de H, entonces Υ◦S es una cointegral a izquierda
de Hop,cop, luego Υ ◦ S es una cointegral a derecha de H.
Veamos ahora que Υ ◦ S 6= 0. Sea J ⊆ H la envolvente inyectiva de k1H , en MH .
Como

∫
l
6= 0, resulta J de dimensión finita y H = J ⊕ X donde X es un coideal derecho de H. Sea

α ∈ H∗ tal que α(X) = 0 y α(1) 6= 0. Entonces X ⊆ ker(α), donde X tiene codimensión finita. Luego
aplicando la Proposición 2.3.9 α ∈ H∗rat

l . Por lo tanto, por el Teorema 6.0.8 α = Υ ↽ x, para algun
x ∈ H y además α(1) = (Υ ↽ x)(1) = Υ(S(x)), entonces Υ ◦ S 6= 0.

u

Corolario 6.0.11. Si H es un álgebra de Hopf con una cointegral no nula. Entonces S∗(
∫
l
) =

∫
r
.

Demostración. Sea S : H → H la ant́ıpoda de H, consideremos S∗ : H∗ → H∗, dada por S∗(α)(x) =
α(S(x)), para todo α ∈ H∗ y x ∈ H.
Sea Υ una cointegral a izquierda no nula, entonces aplicando el Lema 6.0.10, Υ ◦ S es una cointegral a
derecha no nula. Como dimk

∫
r

= dimk

∫
l
= 1, tenemos que S∗(

∫
l
) =

∫
r
.

u

Corolario 6.0.12. Sea H un álgebra de Hopf, con una cointegral no nula. Entonces S es biyectiva.

Demostración. Por el Corolario 5.2.5 sabemos que S es inyectiva. Falta probar que Ses sobreyectiva.
Supongamos que no lo es, es decir S(H) 6= H.
Como S(H) es una subcoálgebra de H, tenemos que S(H) es un H-subcomódulo a izquierda de H.
Entonces aplicando la Proposición 3.4.8, existe M un H-submódulo a izquierda maximal de H tal que
S(H) ⊆M y M de codimensión finita.
Sea β ∈ H∗ tal que β 6= 0 y β(M) = 0, luego M ⊆ ker(β). Entonces aplicando la Proposición 2.3.9,



59

β ∈ H∗rat
l . Luego aplicando el Teorema 5.2.3, existe x ∈ H tal que β = Υ ↽ x. Como β 6= 0 es x 6= 0 y

para todo y ∈M tenemos (Υ ↽ x)(y) = β(y) = 0. Para todo z ∈ H, tenemos que S(z) ∈M , aśı que:

(Υ ◦ S)(x z) = Υ(S(x z))

= Υ(S(z) S(x))

= (Υ ↽ x)(S(z))

= 0.

Entonces (Υ ◦ S)(xH) = 0.
Como Υ◦S ∈

∫
r
, entonces Υ◦S es un morfismo de H∗-módulos a izquierda. Luego (Υ◦S)(H∗ ⇀ xH) = 0.

Aplicando la Proposición 4.2.2 (Υ ◦ S)(H) = 0, entonces Υ ◦ S = 0, esto contradice el Lema 6.0.10.
Entonces S es biyectiva.

u

Teorema 6.0.13. Si H es un álgebra de Hopf con una cointegral no nula. Entonces H∗rat
l = H∗rat

r .

Demostración. Como H es un álgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, aplicando el
Teorema 6.0.4, tenemos que H∗rat

r es denso en H∗. Aplicando el Corolario 6.0.5, H tiene una cointegral
a derecha no nula, entonces por el Corolario 6.0.6 es H∗rat

l denso en H∗. Entonces por el Teorema 3.4.11
es H∗rat

l = H∗rat
r .

u
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