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Introduccion

Este trabajo monografico tiene tres objetivos principales, primero estudiar la relaciéon entre la exis-
tencia de integrales y la semisimplicidad de un algebra de Hopf, segundo estudiar la relacién entre la
existencia de cointegrales y la cosemisimplicidad de un algebra de Hopf y tercero probar la unicidad de
las cointegrales y probar que en el caso en que un dlgebra de Hopf tenga una cointegral no nula, entonces
su antipoda es biyectiva. Dicho trabajo estd basado en [DNRO1].

En el capitulo primero se dan las definiciones de codlgebras y comddulos y se estudia la cosemi-
simplicidad de una codlgebra y la reducibilidad de un comddulo. En este capitulo no se encontraran
demostraciones.

El capitulo segundo se divide en cuatro secciones. En la primera se define una topologia sobre V*,
siendo V' un espacio vectorial, llamada topologia finita y se estudia la densidad de los subespacios de
V*. En las restantes se definen las dlgebras de Hopf y los mddulos racionales, también se define la parte
racional de un médulo. Se prueba que las categorias de médulos racionales y de comddulos son isomorfas.
También se definen los mddulos de Hopf y se prueba el teorema fundamental de mddulos de Hopf.

El capitulo tercero contiene las herramientas utilizadas para probar los teoremas 5.3.2 y 6.0.8 que son
dos de los objetivos de este trabajo. Este capitulo se divide en cuatro secciones. En la primera se definen
los comédulos libres y los comédulos inyectivos y se dan algunas de sus propiedades. En la segunda
se define la envolvente inyectiva de un comédulo, se prueba que todo comddulo tiene una envolvente
inyectiva y que es Unica a menos de isomorfismos. En la tercera seccion se dan algunas propiedades de las
envolventes inyectivas y en la cuarta se estudia en que condiciones se puede afirmar que la parte racional
de C*, siendo C una coalgebra, es densa en C*.

En el capitulo cuarto se definen las integrales de un dlgebra de Hopf y se prueba que un algebra de
Hopf H es semisimple si y solo si dicha dlgebra tiene una integral ¢ tal que e(¢) # 0.

En el capitulo quinto se definen las cointegrales de una bidlgebra y se prueba que es equivalente que
un dlgebra de Hopf sea cosemisimple a que tenga una cointegral Y tal que T(1g) # 0.

En el sexto capitulo se prueba la unicidad de las cointegrales y se prueba que si un dlgebra de Hopf
tiene una cointegral no nula, entonces su antipoda es biyectiva.
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Capitulo 1

Coalgebras y comoddulos

En la primer seccién se definen las codlgebras y los comddulos y se enuncian algunas de sus propiedades.
También se introducen notaciones que seran utilizadas en los capitulos siguientes. En la segunda seccién se
dan los conceptos basicos de cosemisimplicidad de una codlgebra y reducibilidad de un comédulo. También
se dan condiciones necesarias y suficientes para que una codlgebra sea cosemisimple y un comddulo
sea completamente reducible. En este capitulo no se presentan las demostraciones de los resultados
mencionados. Una presentacién més detallada de alguno de estos temas se puede encontrar en [DNRO1]
o [Swee69].

1.1. Coalgebras

Definicién 1.1.1. Una k-codlgebra es una terna (C, A, ¢), donde C es un k-espacio vectorial, A : C' —
C®Cye:C — kson morfismos de k-espacios vectoriales tales que los siguientes diagramas conmutan:

c 2 oX:Ye: c
R o / \
ko C A C®k
¢edc A®id Cedal % %
cCeC

Los mapas A y € se llaman comultiplicacion y counidad respectivamente. La conmutatividad del primer
diagrama se abrevia diciendo que “A es coasociativa”.

Notacion de Sweedler. Sea (C, A, ¢) una codlgebra. Para todo elemento x € C' notamos
Alz) = Z 1 ® Ta,
AP () (A ®id)A(z) = (id @ A)A(z) = Z 1 ® x2 Q T3,
AW () = (A@id) APV (z) = (id® A)APD(z) = Z 1 RT2 R ® Typtq-

Definicién 1.1.2. Sea (C, A, ¢) una codlgebra. Un k-subespacio D de C es una subcodlgebra si A(D) C
D®D.
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Proposicién 1.1.1. Consideremos (C, Ac,ec) y (D,Ap,ep) dos codlebras y sean Acgp — (C ® D) ®
(C®D) yecgp : C®D — k definidos por:

Acep(z@y) =) (21 @y1) @ (12 @ ys),

ecop(r®y) =cc(z)ep(y).

Entonces (C ® D, Acgp,ecop) €s una codlgebra.

L 2

Proposicién 1.1.2. Sea (C,A,e) una codlgebra. Entonces (C, AP g) es una codlgebra donde AP :
C—-CRC, AP =70A, con7:CQC — C®&C definido por 7(x ®y) =y ® x, para todo x,y € C.
Esta codgebra se llama codlgebra opuesta de C y se denota como C°P.

*

Observacién 1.1.1. El concepto de codlgebra opuesta es dual al de dlgebra opuesta. Si tenemos (A, m, )
un dlgebra, entonces la multiplicacion mot: AQA — A y la unidad u definen una estructura de dlgebra
sobre A, llamada dlgebra opuesta de A, la cual se denota como A°P.

Proposicién 1.1.3. Sea (C,A,¢) una codlgebra. Entonces (C*,m,e) es un dlgebra (dlgebra dual),
donde m : C* @ C* — C* estd definida por m(a ® ) = ax f, (ax p)(x) =Y a(z1)B(x2), para todo
x € C ye esla unidad de C*.

L 2

Proposicién 1.1.4. Sea C una codlgebra. Entonces las dlgebras (C°P)* y (C*)°P son iguales.

Definicién 1.1.3. Sea (C, A, ¢) una codlgebra e I un subespacio de C.

1. I es un coideal a izquierda de C si A(I) CC®I.
2. I esun coideal a derecha de C si A(I) CT®C.
3. Tesun coideal de C siA(I) CCQRI+I®Cye(l)=0.

Definicién 1.1.4. Sean (C,Ac¢,ec) v (D,Ap,ep) dos codlgebras. Un mapa k-lineal f : C' — D es un
morfismo de codlgebras si los siguientes diagramas conmutan:

c—22cec c—1-p
fl lm XLD
K

D——=D®D
Ap

Si lo escribimos con la notacién de Sweedler, para todo x € H tenemos que

S f@n® f@) =) fla1) @ flx2)
ec(z) =ep(f(x)).
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Definicién 1.1.5. Sea C una coalgebra.l) Un C-comddulo a derecha es un par (M, p), donde M es un
k-espacio vectorial y p : M — M ® C es un morfismo de k-espacios vectoriales tal que los siguientes
diagramas conmutan:

M L s MeC M—>MecC
pi lid@A X lid@e
M&C—=MeCaC Mk

2) Un C-comddulo a izquierda es un par (M, p), donde M es un k-espacio vectorial y p: M — C ® M es
un morfismo de k-espacios vectoriales tal que los siguientes diagramas conmutan:

M—L—sCceoM M—>CcoM
pi lA@)id x lf:‘@id
CoM—=CaCoM k& M

A un mapa p en las condiciones anteriores se lo llama una coaccion de C' en M.

Notacién de Sweedler. Sea (M, p) un C-comddulo a derecha. Para todo m € M tenemos que
pm)=>"mo®@my conmge Mym €C.

Si (M, p) es un C-comédulo a izquierda, tenemos que para todo m € M

plm)=>"m_1®@my conmg€ Mym_; €C.

Definicién 1.1.6. 1) Sea (M, p) un C-comdédulo a derecha y N un subespacio de M. Decimos que N es
un C-subcomddulo a derecha de M si p(N) C N @ C.

2) Si (M, p) es un C-comédulo a izquierda. Decimos que N es un C-subcomddulo a izquierda de M si
p(N)CC®N.

Notacién N < M.

Definicién 1.1.7. 1) Dados (M, par) y (N, pn) dos C-comddulos a derecha, un mapa k-lineal f: M — N
es un morfismo de C-comddulos a derecha si el siguiente diagrama conmuta:

M——N

le lw

2) Dados (M, par) y (N, py) dos C-comédulos a izquierda, un mapa k-lineal g : M — N es un morfismo
de C-comdédulos a izquierda si el siguiente diagrama conmuta:

M— N
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Definicién 1.1.8. Finalmente podemos definir MC la categoria de los comddulos a derecha y “M la
categoria de los comddulos a izquierda, donde los objetos de M son los comédulos a derecha y las flechas
son los morfismos de comédulos a derecha y los objetos de “M son los comédulos a izquierda y las flechas
son los morfismos de comédulos a izquierda.

Definicién 1.1.9. Dados M y N en M, definimos

Hom®(M,N) = {f: M — N tal que f es un morfismo de C-comédulos a derecha}.

Teorema 1.1.5. Sea C' una codlgebra. El functor F : M — M definido por F(M,p) = (M, p') y
F(f) = f, donde p'(m) = > mo@m_q si p(m) =Y. m_1 @ mg para todo m € M es un isomorfismo de
categorias. Es claro que si f : M — N es un morfismo de C-comddulos a izquierda, entonces f es un
morfismo de C°P-comddulos a derecha.

1.2. Cosemisimplicidad

Definicién 1.2.1. Una codlgebra C' es simple si C' # 0 y no tiene subcodlgebras propias. Una codlgebra
C' es cosemisimple si es suma directa de subcodlgebras simples.

Proposicién 1.2.1. 1) Si C es una codlgebra, entonces toda subcodlgebra de C generada por un conjunto
finito es de dimension finita.

2) Toda codlgebra simple es de dimensidn finita.

3) Toda codlgebra es suma de subcodlgebras de dimension finita.

4) Toda codlgebra no nula contiene una subcodlgebra simple.

5) Sea C una codlgebra, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) C es cosemisimple.

b) C es suma de subcodlgebras simples.

¢) Si D es una subcodlgebra de C, entonces existe una subcodlgebra E de C tal que C = D @ E.
d) Toda subcodlgebra de C es cosemisimple.

e) Toda subcodlgebra de C de dimensidon finita es cosemisimple.
L 2

Observar que cualquier codlgebra C' es un C-comddulo a izquierda y derecha via la comultiplicacion
A, esta es la correpresentacion regular. Los subcomédulos a derecha (izquierda) de C' son los coideales a
derecha (izquierda) de C.

Definicién 1.2.2. Un C-comédulo M es simple si M # 0 y no tiene subcomddulos propios y es comple-
tamente reducible si es suma directa de subcomédulos simples.

Proposicién 1.2.2. 1) Sea M € MC. Entonces todo m € M estd contenido en un subcomddulo de
dimension finita.

2) Sea 0 # M € M. Entonces M contiene un subcomédulo simple.

3) Si M es un C-comddulo, entonces todo subcomddulo de M generado por un conjunto finito es de
dimension finita.

4) Todo comddulo simple es de dimension finita.

5) Todo comddulo es suma de subcomddulos de dimension finita.

6) Sea M un comddulo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) M es completamente reducible.
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b) M es suma de subcomddulos simples.
¢) Si N es un subcomddulo de M, entonces existe un subcomddulo U de M tal que M = N @ U.
d) Todo subcomddulo de M es completamente reducible.

e) Todo subcomddulo de M de dimension finita es completamente reducible.
7) Si M es un comddulo completamente reducible, N es un subcomddulo de M y ¢ : M — U es un
morfismo de comddulos. Entonces M/N e Im(¢) son comddulos completamente reducibles.

L 2

Teorema 1.2.3. Para una codlgebra C las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) C es cosemisimple.
2) C es completamente reducible via la correpresentacion regular.

3) Todo C-comddulo es completamente reducible.
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Capitulo 2

Moddulos racionales y moédulos de
Hopf

En la primera seccién se define una topologfa sobre V*, siendo V' un espacio vectorial, la cual recibe el
nombre de topologia finita y se da una condicidn necesaria y sufiniente para que un subespacio de V* sea
denso en él. En esta seccién no se realizan demostraciones. Este tema se puede encontrar desarrollado con
mayor profundidad en [DNRO1]. En la segunda seccién se dara la definicién de dlgebras de Hopf y una serie
de acciones que se utilizaran en los capitulos siguientes. Este tema puede encontrarse desarrollado con
mayor profundidad en [Per01] o [Swee69]. En las siguientes secciones se definen los mddulos racionales y
los mddulos de Hopf y se dan algunas de sus propiedades y se prueba el teorema fundamental de mddulos
deHopf. Una referencia para este capitulo es [DNRO1]. En todo el capitulo C es una codlgebra, C* es su
algebra dual y H es un édlgebra de Hopf.

2.1. Topologia finita
Sean X,Y conjuntos no vacios y consideremos el conjunto

Y¥={f:X =Y ffuncién} = [[ V2, Yo =Y paratodoz € X.
rzeX

Le damos a Y estructura de espacio topolégico mediante la topologia discreta y a YX mediante la
topologia producto.

Una base de la topologia de YX es
B={{f: X—->Y: fa;))=y;, Vi=1,--- ,n}: 2, € X, y; €Y, i=1,--- ,n, n € N}.
Dada f € YX fija, una base de entornos de f es
b}z{{geYX:g(xi):f(xi), Vi=1,--- ,n}::rieX7 1=1,--+,n, nGN}.

Sean X,Y k-espacios vectoriales. Como Homy(X,Y) C Y X, le damos a Homy (X,Y) estructura de
espacio topolégico mediante la topologia relativa, a esta topologia se la llama topologia finita.

Para cada f € Homy(X,Y'), una base de entornos de f es:

{9(f,x1,-- y2n) s 21,--+ ,2, € X, n €N}, donde

13
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If, 21, o) ={g9 € Homp(X,Y) : g(x;) = f(z)) Vi=1,--- ,n}.

Aplicaremos esta construccién en el caso particular Hom(V, k) = V* donde V es un k- espacio
vectorial.

Definicién 2.1.1. Si S es un subconjunto de V*

St={zeV:a(x)=0,YVaecS}= ﬂ ker(c).
a€sS

Si S es un subconjunto de V'
St={acV*:a(S)=0}={acV*:S Cker(a)}.
Observemos que X es denso en V* si y solo si para todo a € V*, x1,--- ,x, € V, existe v € X tal
que y(z;) = a(x;) paratodoi =1,--- ,n es decir da,z1, - ,2,) NX # ¢.

Proposicién 2.1.1. Sea S un subconjunto de V* o de V. Entonces S* = (S)" | donde (S) es el subespacio
generado por S, en particular S+ es un subespacio de V o de V* respectivamente. Ademds S+ = ((S+)+)+
para todo subconjunto S de V* o de V.

L 2

Teorema 2.1.2. i) 5i S es un subespacio de V. Entonces (S+)+ = S.
ii) Si S es un subespacio de V*. Entonces (S+)+ =S, donde S es la clausura de S con la topologia finita.

*

Corolario 2.1.3. Si S C V* es un subespacio. Entonces S es denso en V* si y solo si S* = {0}.

L 2

Proposicion 2.1.4. FExiste una correspondencia biyectiva entre los subespacios de dimension finita de
V* y los subespacios de V de codimension finita, dada por X — X*. Ademds para todo subespacio X de
dimension finita de V* tenemos que dimy(X) = codimy(X1).

L 2

2.2. Algebras de Hopf

Definicién 2.2.1. Una bidlgebra es un k-espacio vectorial D, con estructura de élgebra (D, m,u) y con
estructura de codlgebra (D, A, ¢) tal que m y u son morfismos de codlgebras o equivalentemente que A
y € son morfismos de algebras.

Sea (C, A, e) una codlgebra y (A, m,u) un dlgebra. Entonces (Hom(C, A),x,uo¢) es un dlgebra donde
(f+g)(x) =>" f(x1) g(x2), paratodoz € Cy uoe esla unidad. La multiplicacién * se llama producto
de convolucion.

Definicién 2.2.2. Un dlgebra de Hopf es una bidlgebra H en la cual el mapa identidad id : H — H es
invertible respecto al producto de convolucién en Homy(H, H). A la inversa de la identidad la denotamos
como S : H — H y la llamamos la antipoda de H.
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Definicién 2.2.3. Sea H un algebra de Hopf e I un k-subespacio de H. Decimos que I es un ideal de
Hopf si I es un ideal y un coideal de H y S(I) C I.

A continuacién veremos una serie de acciones que utilizaremos en los siguientes capitulos.
Acciones de H en H*

HoH* —— H* (v—a)(y) =aly).
H*®@H —— H* (a=2)(y) =a(zry).
HoH* —— H* (v — a)(y)=a(S(z) y).
H*@H ——— H* (o~ 2)(y)=a(y S(z)).

Observar que z —a=a — S(z)ya~x=85(z) =~ aparatodoz € Hy o € H*.

Acciones de H* en H

H*9H — H a—x= Zmla(xg).
HoH —— . H r—a= Za(ml)xg.
H'@H ——— H a—x= Za(S(ml))xQ.
HoH —— - H o~z = chla(S(xQ)).

Observar que @« — 2 = — S*(a) y ¢ ~ a = S*(a) — z para todo o € H* y € H. Donde
S*: H* — H*, S*(a)(z) = a(S(x)) para todo x € H.
2.3. Moédulos racionales

Proposicién 2.3.1. Sea (M, p) € M. Entonces (M,-,) € c+M, donde -, m = a(my)mg para todo
aceC*ymeM, sipim)=> moQm;.

Demostracion. Primero veamos que (af) -, m =« -, (8-, m) paratodo o, € C* yme M.

(@B) pm = (af)(m1) mg=>_a((mi)1)B((m1)2) mo =Y _ a((mo)1)B(m1) ((mo)o)
=, (> B(m1)mo) =a-, (B-,m).

Ahora veamos que € -, m =m paratodom e M: €-,m =73 e(mq) mg =m.

*
Definicién 2.3.1. Sea M € o+M, decimos que M es racional si para todo m € M, existen dos familias
finitas de elementos {my,--- ,m,} C M y {c1,---,¢,} C C, tales que a-m =Y ., a(¢;) m; para todo
aeC*.

Definicién 2.3.2. Sea M € ¢~M, definimos

M :={meM:3neN, m;e M,¢c; €C,i=1,--- ,ntales que a-m=> " a(c) m;, Vo € C*}.



16 CAPITULO 2. MODULOS RACIONALES Y MODULOS DE HOPF

Lema 2.3.2. Sea M € o-M. Siz,y € M ® C verifican que (id® a)(x) = (id @ «)(y) para todo o € C*.
FEntonces T = vy.

Demostracion. Observar que basta probar que si (id ® «)(r) = 0 para todo o € C* entonces z = 0.
Porque (id ® a)(z) = (id ® a)(y) si y solo si (id ® a)(x — y) = 0.

Sea {e;};cr una base de C, entonces x = > m; ® ;. Luego (id ® a)(z) = > ale;)m;.

Para cada i € I, consideremos «; € C* tal que «;(e;) = d;; para todo j € I.

Entonces 0 = (id ® oj)(x) = > aj(e;)m; = Y d;5m; = m;. Por lo tanto m; = 0 para todo j € I.
Entonces z = 0.

2

Proposicién 2.3.3. M es el mayor C*-submddulo de M tal que existe p : M — M[** @ C' coaccidn
tal que ac-m =Y a(my)mg para todo a € C* ym € M.

Demostracion. Es claro que si N es un C*-submédulo de M tal que existe una coaccién p: N — N ® C,
p(n) = 3" no ® ny, que verifica que - n =Y a(ny)ny para todo « € C* y n € N, entonces N C M.
Luego lo que resta por probar es que M; " verifica esta condicién.

Definimos p : M/ — M;* @ C por p(m) = Y., m; @ ¢;, siendo {m;}_, v {ci};_, que verifican
a-m =Y ma(c) para todo a € C*.

Supongamos que tenemos otro par de familias finitas {m3 };:1 y {c; };:1 tales que a-m = Z;Zl a(c)m!.
Veamos que Y, m; ® ¢; = 23:1 mf; @ ¢ Como Y 1" | afci)m; = Zé-:l a(c)ymfy, es (id®a) (31, mi ®
¢i) = (id@a)(zézl m/;@c}). Entonces aplicando el Lema 2.3.2 tenemos que Y1 m; ®c¢; = 22:1 m;ch.
Luego p estd bién definido.

Veamos ahora que p(M]*) C M @ C. Sea p(m) = Y mo@mq =y ., m; @ ¢; donde podemos
suponer que los ¢; son Li..

Como M € ¢-Mse cumple que > _; B(c;)(aem;) = a-(Bm) = (af)m =, af(ci)mi = >, alz;)B(y;) mq
para todo a, 3 € C* siendo A(¢;) = Y, 2t @ yi.

Tomamos 3; € C* tal que B;(c;) = ;5. Entonces a-my, = 37, Br(c;) (a-my) =32, a(zl) Be(y) m; para

todo a € C*. Por lo tanto m; € M/ para todo i =1,---,ny p(my) = >, m; @ (3, Bk(y}) z}), donde

> Be(y;) zp € C.

Como (af3)-m = a-(f-m), tenemos que 3 ar((m1)1) B((m1)2) mo = 3_ B(m1) a((mo)1) (mo)o para to-
do a, f € C*. De forma similar a como se probé el Lema 2.3.2 se puede probar que si Y a((my)1) B((m1)2)
mo =Y. B(m1) a((mg)1) (mg)o para todo «, 5 € C*, entonces > (mg)o ® (mo)1 ®m1 =D mo® (1)1 ®
(mq)2 luego es (p®id)op = (id @ A) o p.

De la relacién p(m) = > mg ® my si y solo si a-m = Y a(my)mg para todo o« € C*, obtenemos en
particular que e-m = Y e(my)myg. Pero € es la unidad de C*, entonces £-m = m. Luego m = >_ e(m1)my.
Entonces p es una coaccidén.

Para ver que M es un C*-submédulo de M, hay que ver que o - m € M para todo m € M.
Sea m € M/, entonces a-m = Y., a(c;)m; donde los m; € M/ para todo i = 1,---,n. Luego
a-m e M.

L 2

Corolario 2.3.4. Si M € ¢-M. Entonces M]* € M.
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Definicién 2.3.3. Sea Rat(c-M) la subcategoria plena de ¢+M cuyos objetos son los C*-mddulos a
izquierda racionales.

Definicién 2.3.4. Sea C una codlgebra, definimos el functor Rat : ¢»M — Rat(c+M) por Rat(M,-) =
(M7et,-) y Rat(f) = flagrae : M* — N/, siendo f: M — N morfismo en ¢-M.

Veamos que esta definicién tiene sentido.
Sea f : M — N morfismo de C*-médulos a izquierda, entonces Rat(f) : M — N/*. Sea m € M,
entonces existen m; € My ¢; € C, i = 1,--- ,n tales que a-m = Y ., a(¢;)m; para todo o € C*.
Como f es un morfismo de C*- mddulos, tenemos que «- f(m) = f(a-m) =31, a(¢;) f(m;) para todo

a € C*. Entonces f(m) € N/
Es claro que Rat es un functor porque Rat(id) = id y Rat(g o f) = Rat(g) o Rat(f).

Lema 2.3.5. Sea C una codlgebra y consideremos los siguientes functores Rat : c+M — Rat(c+M) e
Inc: Rat(c+M) — o«M el functor inclusion. Entonces Inc - Rat, es decir el functor inclusion es adjunto
a izquierda del functor Rat.

Demostracion. Sean M € Rat(c«M)y N € ¢«M. Definimos gy : Home«(Ine(M), N) — Homes (M, N7*)
por Ny (f) = Rat(f). N N N

Dado que M € Rat(c+M) es M = M, luego M = (M]*")7* = M;** = M. Entonces M = M.
Por lo tanto Rat(f) : M — N/ .

Sea f: M — N/ con M € Rat(c+M). Definimos f: M T Nyetc N . Entonces Rat(f) = f.
Luego tenemos que 17y es una biyeccion.

Consideremos M, M’ € Rat(c+M), N,N' € ««M, f: M' — My g : N — N’ morfismos. Entonces es
facil ver que el siguiente diagrama conmuta:

MM N

Home«(Ine(M), N) ——— Homc~ (M, NJ*)
gooﬂnc(f)l liRat(g)oof
Home+(Ine(M'),N') —— Home(M', N[™).

M/ N

Esto termina de probar que IJnc 4 Rat.

Teorema 2.3.6. Las categorias MC y Rat(c+M) son isomorfas.

Demostracion. Sea F : MC — Rat(c+M) definido por F(M, p) = (M, -p) donde -, es la accién definida
en la Proposicién 2.3.1 y g’"(f) = f para f: (M,p) — (M’,p’) un morfismo en M. Por la Proposicién
2.3.1 sabemos que (M, -,) € ¢+M y es claro que (M, -,) es racional.
Ahora veamos que f es un morfismo de C*-mddulos: f(a -, m) = f(3_ a(mi)my) = > a(mi)f(mo) =
Y- a(f(m)1)f(m)o porque f es un morfismo de C-comédulos. Entonces f(a -, m) = o -y f(m).
Es claro que F es un functor de M en Rat(c+M).

Sea § : Rat(c+M) — MY definido por §(M,) = (M,p) donde p es la coaccién definida en la
Proposicién 2.3.3 y §(f) = f. Por el Corolario 2.3.4 tenemos que §(M, ) € MY. Veamos que f es un
morfismo de C-comédulos. Sea m € M, por ser f morfismo de C*-mdédulos tenemos que p(f(m)) =

> f(m;) ®c¢;. Entonces p(f(m)) = (f ®@id)(3_m; ®¢;) = (f @id)(p(m)). Por lo tanto po f = (f ®@id) o p.
Luego es facil ver que G es un functor.
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Por tltimo es claro que GoF =id y F o G = id, luego M€ y Rat(c+M) son isomorfas.
*

Corolario 2.3.7. Sean los functores J : MC = My G: oM — MY, definidos por F = Inc o F Yy
G = GoRat. Entonces F - G.

Demostracion. Sean M € MY y N € o+M. Definimos ¢y : Homes (F(M), N) — Hom® (M, §(N)) por
pun =Go NF (AN Es claro que ¢pn es una biyeccién, porque N5y Y G son biyecciones.

Aplicando que Jnc 4 Rat y que § es un functor tenemos que para todo M, M’ € M®, N, N’ € &M,
f: M' — M morfismo de C-comdédulos y g : N — N’ morfismo de C*-mdédulos el siguiente diagrama

conmuta:
P$MN

Home- (F(M), N) HomC (M, 5(N))
go—o?(f)i lg«z)o—of

Home-(F(M'),N") —— Hom®(M',G(N")).

¥M/N'

Esto termina de probar que ¥ - G.

Proposiciéon 2.3.8. Si M € M?in, Entonces M* € CMfm,

Demostracion. Sea {e1,--- ,e,} una base de M y {e}, - ,el} la base dual de M*.

Sea p: M — M ® C la coaccién, entonces p(e;) = 2?21 e; ®t;;. Luego definimos p: M* — C'® M* por
pley) =325 ti; €.

Por ser p una coaccién tenemos que A(t;;) = > p_; ti @ ti; y (t;5) = ;5 para todo i,j =1,--- ,n.

n

(e@id)op)(e)) = (e@id) (D _ty@e;) =Y elty)@e]

J1 Jj=1

:Zéij(@e’;—:l@ef para todoi=1,--- ,n.

j=1
(Awid)ou)(e]) = (Aoid)(Y ty0e) =3 Alty) @ e} = S (Y ta @ ty) © ]
j=1 j=1 j=1 k=1

n n
=Dt @ty ®ef =Dty Otp®ek =Y ti; ® (Dt ®ef)
3.k k.j J=1 k=1

= (id®/¢)(2tij ®ej) = ((id® p)op)(e;) paratodoi=1,---,n.
j=1

Entonces p es una coaccién. Luego M* € CJ\/[fm.
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Observacién 2.3.1. Sea M € “M, observemos que M* € oM wia la accion (o~ f)(m) =3 afc;) f(my)
para todo o € C*, f € M* ym € M, donde la coaccidn de M esp: M — C M, p(m) =>_¢; @ m,.
Es fdcil probar que la correspondencia M +— M* define un functor contravariante de “M en c-M.

En el caso de CMfm, este functor es la composicion CJV[fm — M?m — Rat(c~M), siendo el primero
definido en la Proposicion 2.3.8 y el sequndo en el Teorema 2.3.6.

Proposicién 2.3.9. Sea C una codlgebra y M € M. Entonces los siguientes conjuntos coinciden:
Z-)Ml*rat .

it) El conjunto de los elementos o € M* tal que ker(«) contiene un C-subcomddulo de M de codimension
finita.

Demostracion. Como M € M, por la observacién anterior es M* € M.

n
Mot = {QEM*:HnEN,ﬁiEM*,xieC,izl,--~ ,ntalquea-B:Za(xi) B; VaEC’*}.
i=1

I' = {p € M* : ker(f)contiene un C-subcomédulo de M de codimensién finita} .

Sea v € M;"* y consideremos el C*-submddulo generado por v, X =< v >= {a-v: a€ C*} =
{3 a(zi)y : o € C*}, entonces {y1, -, 7} genera a X, luego X es un C*-submédulo de M* de
dimensién finita.

Consideremos ahora X+ c M, Xt ={m e M :a(m)=0, Va € X}.
Veamos que X+ es un subcomédulo de M, es decir p(X+) C C ® X*. Sea {ci};ep una base de C. Para
cada j € I definimos 3; € C* tal que §;(c;) = d;5.
Como X es un C*-submédulo de M* tenemos 3; - a € X paratodoa € X yj € I.Sim € Xty
p(m) =3 iep ¢i @my, tenemos 0 = G- a(m) = ;) Bj(ci)a(mi) = 32, dijo(mi) = a(m;), por lo tanto
a(m;) = 0 para todo @ € X. Entonces m; € X para todoi € I y p(m) € C ® X+ para todo m € X*.

Como v € X tenemos que y(X*) = 0, por lo tanto X+ C ker(y) y ademds codim; X+ = dim; X < oo.
Entonces v € I.

Sea B €T'eY C ker(8) subcomédulo de M de codimensién finita. Como Y C ker(3) podemos tomar
B : M/Y — k mapa inducido en el cociente.
Como M € “M y dimy(M/Y) = codim;Y < oo, tenemos que M/Y € “My;,, donde la coaccién
estd dada por p(m) = > ¢ ® Ty, si p(m) = > ¢; ® m; para todo M € M/Y. Luego tenemos que
(M/Y)* € M?m Entonces alplicando el Teorema 2.3.6 tenemos que (M/Y)* € Rat(c+M). Por lo tanto
dado que B € (M/Y)* existen @ e (M/)Y), x; € C,i=1,---,n tales que « - 5 =3, a(xi)@ para
todo a € C*.

Para cada i =1,--- ,n definimos §; : M — k por §; = 51 om donde m : M — M/Y es la proyeccién
canoénica.
Veamos ahora que o - 3 =7 | a(x;)B; para todo a € C*. Primero veamos que (« - 3)(m) = (« - 3)(m)
para todo m € M.

(- B)(m) = afe)B(m;) [definicién de p]

=" a(e)s(m;) [8=Bon]
= (a- B)(m) [definicién de la accién de C*en M™]
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Finalmente veamos que a- 3 =Y .-, a(z;)3; para todo a € C*.
(@ B)m) = (0 B =S a@fim o F=Y ()il
i=1 i=1

n n

_ o(z:)Bi(m) = (Za(zi)ﬁi)(m) para todo m € M.

Entonces o+ 8 = Y1 | a(x;)3; para todo a € C*. Por lo tanto 3 € M.

2.4. Mobdulos de Hopf

Definicién 2.4.1. Un k-espacio vectorial M es un H-modulo de Hopf a derecha si M tiene estructura de
H-médulo a derecha y H-comédulo a derecha, dada por el mapa p: M — M ® H, p(m) = > my ® my,
tal que para todo m € M y x € H se cumpe

pm-x)=> mp- 21 ® mizs.

Observar que la condiciéon que cumple p es equivalente a pedir que p sea un morfismo en My, con
M®HeMyg via(m®a)-y=>.m-y; ®zys para todo m € M, z,y € H, y también es equivalente a
pedir que el mapa ¢ : M @ H — M, dado por la estructura de H-médulo de M, sea un morfismo en M
donde M @ H € M viam ® 2 +— Y. mg ® 11 ® mixs, para todom € M y x € H.

Definicién 2.4.2. Un morfismo de mddulos de Hopf a derecha es un mapa k-lineal que ademds es un
morfismo de H-mddulos a derecha y un morfismo de H-comddulos a derecha.

Ejemplo 2.4.1. Sea V un k-espacio vectorial. Entonces definimos en V ® H una estructura de H-mddulo
a derecha dada por (v® ) -y = v ® xy, para todo v € V' y para todo z,y € H y una estructura de
H-comdédulo a derecha, dada por el mapa p: V@ H -V HQH, p(v@zx) =) v® 1 @ x2, para todo
v € V y para todo z € H. Probaremos que el espacio V ® H con estas estructuras resulta un H-moédulo
de Hopf.

Veamos primero que V ® H es un H-mddulo. Para ello veamos que los siguientes diagramas conmutan:

VeHeHo H—" ~vVeHoH VeHok—""  VeH®H
.®idi i \ \L
Ve HeH VeH VeoH

(wez) yz=vRryz=(v@zy) - z2=((v®x)-y)-z paratodov@z eV ® H,y,z € H.
wez) ull)=(wRz) - ly=v®xr paratodov®zrecV @ H.

Ahora veamos que V ® H es un H-comdédulo a derecha
(i[d@A)op)(vea)=(IdR A)D ver @x) =Y V@2 @2 @ 33
= (p®id)(2v®x1 ®x2) = ((p®id)op)(v®x) paratodov e V,z € H.

((id®e)op) v )= (id®5)(2v®x1®x2) :Zv@)mls(xg)@l[{
=v®r®ly paratodoveV,x € H.
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Por tltimo veamos que p((v® x) y) = > (v @ x)o 11 ® (v ® x)1 Y2.
p((v®z)y)=plvRay) = Zv@ Y a:y)zzzv®l‘1y1®x2y2
= Z VR T1) Y1) ® Tay2 = Z(U ®@x)o Y1 ® (v®x)1 Yo

Entonces V ® H es un moédulo de Hopf.

Proposicién 2.4.1. Si M € M. Entonces M@ H es un H-mddulo de Hopf a derecha, donde (m®z)-
m ® zy, para todo m € M yx,y € Hyp: M®@H — M ® H® H, esta dado por p(m ® x
> mo ® 1 ® myxa, para todom € M yx € H.

y=
) =

Demostracion. . Definimos en M ® H una estructura de H-mdédulo a derecha dada por (m®zx)-y = mQuy
y por la observacién realizada al definir médulos de Hopf, M ® H es un H-comoédulo a derecha.
Veamos ahora que p((m®@ ) -y) => (M x)o - y1 ® (M ® x)1 y2 para todo m € M,z,y € H.

p((m@x)-y) =p(mezy) = me® (xy)1 ©ma(zy)
= Zmo ® T1Y1 ® M1TaY2 = Z(m ®x)o Y1 ® (M x)1 Ya.
2

Definicién 2.4.3. Sea M un H-comédulo a derecha, con la estructura de comédulo dada por el mapa
p: M — M ® H. El conjunto

Mt .={me M:p(m)=mc1l}
es un subespacio de M, llamado subespacio de coinvariantes de M.

Ejemplo 2.4.2. Consideremos H con la estructura de comédulo inducida por A : H — H ® H. Veamos
que en este caso es H7 = kly.

Si z € HH entonces A(z) = Y. 71 ® 13 = z ® 1y. Aplicando ¢ obtenemos e(x)ly = Y. e(r1)ry = z.
Entonces H°? C kly. Six =aly, a € k, entonces A(z) =aly @ 1y = ® 1y, luego kly C H®H,

Teorema 2.4.2. Teorema fundamental de los mdédulos de Hopf.

Sea M un H-médulo de Hopf a derecha. Entonces el mapa f : M°" @ H — M, definido por f(m®x) =
m-x, para todo m € M yx € H, es un isomorfismo de mddulos de Hopf (en M°? @ H consideramos
la estructura de H-mddulo de Hopf definida en el Ejemplo 2.4.1).

Demostracion. Sea p : M — M ® H, p(m) = > my ® m; la coaccién de M. Consideremos el mapa
g: M — M, definido por g(m) = > mg - S(mq), para todo m € M. Si m € M, tenemos que

) = p(Zmo ~ S(mn)

® (mg)1 (S(mq))2 [definicién de médulos de Hopf]

® (mg)1 S((m1)1) [S antimorfismo de codlgebras]

1 [e(z)1 = Zmls(xg)]

S e S 01 =Y (o)
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entonces g(m) € M para todo m € M.
Definimos el mapa F : M — M @ H por F(m) = 3" g(mg) ® mq, para todo m € M. Veamos que F
es la inversa de f. Sim € M*H y x € H, tenemos que

(Fof)m®z)=F(m-x)
= g((m-x)o) ® (m- ),
= g(mo - 1) @ myxs [definicién de médulos de Hopf]

=> g(m-z1) @ [m e M)
= (m-z1)o-S((m-21)1) ® s

(mo - (#1)1) - S(my(z1)2) @ o [definicién de médulos de Hopf]
= (mg - 1) - S(mazs) ® w3
= (m-x1) - S(w2) ® 3 [m e M)
=Y m-(215(x)) @ w3
=) "m-e(z)l @, e()l =) x15(x2)]

=mQx,

entonces F' o f = id. Reciprocamente, si m € M, tenemos

(fo (Zmo ®m2>:Z(mo-S(m1))-m2=Z7no~ (mq)meg = Zmo g(m)1

luego f o F' =id. Falta ver que f es un morfismo de H-médulos de Hopf a derecha.
Primero veamos que f es un morfismo de H-mddulos:

f(m@w) - y) = fmeay) =m-(ey) = (m-2)-y = f(m&z) -y, ¥m € M 5,y € H,
Ahora veremos que f es un morfismo de H-comddulos:
(o f)m@w) = p(m - )
:Zmo -1 @ Mo
:Zm'»”ﬂl@@ [m € Me°f]
= (f@id)(m ez ®z2)
= ((f®id)o (id® A))(m®x) para todom € M*°H x ¢ H.

Entonces po f = (f ®id) o (id ® A).

Luego f es un morfismo de mdédulos de Hopf, lo cual termina la demostracion.



Capitulo 3

Comodulos simples y comoédulos
inyectivos

En la primera seccién se definen los comddulos libres y los comddulos inyectivos. Se dan algunas pro-
piedades de estos y se prueba que un comédulo es inyectivo si y solo si es sumando directo de un comédulo
libre. En toda esta seccién C' es una coalgebra.

En la segunda seccién se define la envolvente inyectiva y el zdcalo de un comédulo. Ademés se prue-
ban algunas propiedades del zécalo. Este tema se puede encontrar desarrollado con mayor profundidad
en [Kas82]. También se prueba que todo comédulo tiene una envolvente inyectiva y que esta es dnica a
menos de isomorfismos. Una referencia para esta seccién es [Rot79].

En la tercera seccién se prueba que una coalgebra C es cosemisimple si y solo si todo C-comédulo es
inyectivo. Se estudian condiciones para que la envolvente de un comédulo simple sea de dimensién finita
y se estudian algunas propiedades de las envolventes inyectivas.

En la tltima seccién se estudian condiciones para que C*"* sea denso en C*.

En las secciones uno, dos y tres trabajaremos solo con comédulos a derecha. Los resultados también valen
para comédulos a izquierda.

3.1. Comddulos inyectivos

Definicién 3.1.1. Un C-comddulo se llama libre si es isomorfo a un comédulo de la forma V ® C, con
estructura de comdédulo dada por el mapa id®@ A : V®C — V®C®C, donde V es un espacio vectorial.

Proposicién 3.1.1. Si {e;},.; es una base de V. Entonces el comddulo V & C es isomorfo a @,.; C;
donde C; = C para todo i € I.

Demostracién. Observemos que @,; C; € MY, definiendo p : @, ; Ci — @,c; Ci®C por p(X,c; xi) =
> icr Aw;) para todo Y,z € @,c; Cs. (Esta definicién tiene sentido porque los x; son todos cero
salvo para un conjunto finito de subindices).

Para cada j € I consideremos el morfismo de C-comddulos ¢; : C; — €, C;, definido por ¢j(x) =
es decir ¢; es la inclusién de C; en @, C;.

Definimos f: V@ C — @
de C-comédulos:

(f@id)o(idoA)(e @)= (fRid) () ;@ @) =Y a1 @33 = (po f)(e; ® ),

icl

ser Ci tal que f(e; ®x) = 1;(x) para todo = € C. El mapa f es un morfismo

23
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para todo z € C'y e; de la base de V. Entonces (f ® id) o (id®@ A) = po f.
Veamos a continuacién que f es un isomorfismo y esto completara la prueba de V@ C = @, ; C;.
Sean €V ®C, entonces =, ., e; ®x;. Luego f(n) = ,c; fles @ai) =3, cp tilxs).
Si f(n) = 0 entonces ), ti(x;) = 0. Luego x; = 0 para todo i € I, por lo tanto n = 0. Lo cual prueba
que f es inyectivo.

Sea ) ,c;wi € @,y Ci. Consideremos ), (e;®@x;) € VRC. Es f(3,c,(ei®x3)) = D, cp fles®;) =
Y icrti(xi) = > ;o wi. Luego f es sobreyectiva.

L 2

Teorema 3.1.2. Todo C'-comddulo es isomorfo a un subcomddulo de un C-comddulo libre.

Demostracion. Sea M € M. Entonces M @ C € M® via el mapa id@ A: M@ C - M ® C ® C.

Sea p: M — M®C la coaccién de M. Veamos que p es inyectivo: sea m € M tal que p(m) = Y mo®@my =
0. Como p es una coaccién es m = > mg e(my) = 0.

Entonces M es isomorfo a Im(p) subcomdédulo del médulo libre M ® C. Finalmente p: M — M ® C =
Dics C € MC.

2

Definicién 3.1.2. Un C-comédulo M es inyectivo si para todo morfismo inyectivo ¢ : X — Y de C-
comodulos, y para todo morfismo f : X — M de C-comédulos existe un morfismo de C-comédulos
g:Y — M tal que el siguiente diagrama conmuta:

M

AN
g
fT AN
AN

0—=X—>Y

Lema 3.1.3. Sea M € MC. Entonces M* = Hom®(M,C) en Vecy , donde Hom® (M, C) son los mor-
fismos de C'-comddulos a derecha de M en C'.

Demostracion. ¢ € Hom® (M, C) si y solo si ¢ : M — C es lineal y el siguiente diagrama conmuta:

M C
’Ji lA
Sea ¥ : Hom® (M, C) — M*, definida por ¥(¢) = ¢*(¢) para todo ¢ € Hom® (M, C), donde ¢* : C* —
M*, p*(a) = o @ para todo o € C*.
Sea ® : M* — Hom (M, C), definida por ®(¢))(m) = "1 (mg) m1 para todo m € M y ¢ € M*.
Veamos que ® (1) € Hom® (M, O):
(A0 @())(m) = A} ¢(mo)mi) = Y wh(mo) (m1)1 @ (ma):

= Z¢((mo)o) (mo)1 @ m1 = (2(Y) ® id)(z mo ® my)
= ((®(¢)) ®id) o p)(m), para todom € M.
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Por ultimo veamos que ® o ¥ = idy,mc a0y ¥ que ¥ o @ =idpy-.

MM

(@0 W)(p)(m) = (‘P(@))(mo) my = (e0)(mo) m

= e(p(m)1)p(m)s
= p(m )7 para todo m € M y ¢ € Hom® (M, C).

(Vo @)(1h)(m) = (g0 P( _521/177107711
:Z%/J me?ml

= 1p(m), paratodomeMyz/)eM*

Entonces Hom® (M, C) = M

L 2

Proposicion 3.1.4. Todo C'-comddulo libre es inyectivo. En particular C' es un C-comddulo inyectivo.

Demostracion. Sea M € MC libre. Entonces por la Proposicién 3.1.1 es M =2 @;c; Ci donde C; = C
para todo ¢ € I. Hay que ver que M es inyectivo, es decir que para todo morfismo inyectivo u : X — Y de
C-comédulos y para todo morfismo f : X — P,.; C; de C-comédulos, existe g : Y — P, C; morfismo
de C-comédulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

i€l

@iel Ci
§

Consideremos los siguientes morfismos de C-comédulos:
tj + Cj — @,;¢; Ci, definido por ¢j(c) = ¢ para todo ¢ € Cj y p; : @;c;Ci — Cj, definido por
P (X ierci) =c¢j paratodo Y. ;¢ € @, Ci.
Estos mapas cumplen las siguientes propiedades:
i) pi o t; = 0;5id¢,, para todo ¢,j € 1.

11) Zie[ L OP; = id@ie[ C;+
Sea f; : X — C; € Hom“ (X, C;) definida por f; = p; o f.

Como () — X ->Y , existe Z C Y subespacio tal que Y = u(X) @ Z. Por el Lema 3.1.3 es Y* =
Hom® (Y, C). Definimos n; € Y* tal que 1;],,(x) = €0 fyou™", es decir n;(u(z)) = &(fi(z)) para todo z € X

y 1ilz = 0, entonces 1;(y) = ni(u(z) + 2) = mi(u(z)) +1:(2) = i(u(x)) = f7(€)(u(x)) = (o fi o u)(x).
Definimos g; € Hom®(Y,C) por g;(y) = >.ni(yo)y:. Finalmente definimos g : ¥ — @._; C;, por

9(y) = ;cr(ti 0 gi)(y) para todo y € Y.

el

Veamos que g € Hom® (Y, P, ; C;):
Como ¢; y g; son morfismos en M es ¢;0¢9; morfismo en M. Entonces g = Y icr Liogi € Hom® (Y, Dic; Ci)-
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Por dltimo veamos que gou = f: sea x € X, entonces

Li(((m; ou)(xo))z1) [u morfismo de C-comédulos]

Li((e o fi)(zo)a1) [f; € Hom“ (X, Cy)]

Corolario 3.1.5. Todo comaddulo es un subcomddulo de un comddulo inyectivo.

Demostracion. Sea M € MY, por el Teorema 3.1.2 es M un subcomédulo de un C-comédulo libre y
aplicando la Proposicién 3.1.4 tenemos que M es un subcomdédulo de un comédulo inyectivo.

*

Teorema 3.1.6. Sea M un C-comddulo. Entonces M es inyectivo si y solo si M es sumando directo de
un C-comddulo libre.

Demostracion. (<) Sea F libre tal que F'= M @& N.

Veamos que M es inyectivo: sea v : X — Y morfismo inyectivo de C-comédulos y f : X — M morfismo
de C-comédulos, hay que ver que existe h : Y — M morfismo de C-comédulos tal que hou = f.

Por la Proposicién 3.1.4 F' es inyectivo, entonces existe g : Y — F morfismo de C-comddulos tal que el
siguiente diagrama conmuta:

F=M®N
™
LN\
I
g
M
T N
f \
\
0 X Y.

u

Sea p : I — M la proyeccién sobre M. Entonces pogou = poro f = f porque por =idy;. Seah: Y — M
definida por h = p o g, entonces el siguiente diagrama conmuta:

M
A
h
N

0—>=X ——>Y.

Lo cual prueba que M es inyectivo.

(=) Consideremos p : M — M ® C la coacién de M, donde p es un morfismo inyectivo de C-
comédulos.
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Por ser M inyectivo existe n : M ® C — M morfismo de C-comédulos tal que el siguiente diagrama
conmuta:

-
~N.n

N

~
0*>M*p>M®C.

Veamos que esto prueba que M ® C' = Im(p) @ ker(n) = M @ ker(n).
Searx e MC,xz=xz—(pon)(x)+ (pon)(z), donde x — (pon)(z) € ker(n) y (pon)(z) € Im(p). Si
x € ker(n)N Im(p), entonces n(z) = 0y = = p(m). Luego n(p(x)) = 0y como n o p = idy tenemos que
m = 0, entonces x = 0. Por lo tanto M @ C = M @ ker(n).

L 2

Proposicién 3.1.7. Sea (M;);cr una familia de C-comddulos inyectivos. Entonces @
en MC.

se1 Mi es inyectivo

Demostracion. M; es inyectivo, entonces existe Fj libre tal que F; = M;® P; en M. Entonces Dicr F
DBc/(M;P) =P, Mi P, ; Pi- Luego @, ; M; es sumando directo de un C-comddulo libre y por
lo tanto €, .; M; es inyectivo.

L 2

Teorema 3.1.8. Sea A una k—dlgebra y M € M4. Entonces si M es proyectivo tenemos que M* =
Homy (M, k) € AM es inyectivo.

Demostracion. Primero veamos que podemos darle a M* estructura de moédulo a izquierda.
Definimos p: A® M* — M* por p(a® f)(m) = f(m-a) para todo a € A, f € M* y m € M. Es fécil ver
que p es una accion de A en M*.

Veamos que M* es inyectivo. Sea u : N — P morfismo inyectivo de A-mdédulos a izquierday f: N —
M* morfismo de A-médulos a izquierda.

Consideremos u* : P* — N* dada por u*(g) = g o u.

Primero veamos que u* es un morfismo de A-médulos a derecha: (u*(f - a))(n) = ((f - a) ocu)(n) =
(f-a)(u(n)) = fla-u(n)) = f(u(a-n)) = (fou)(a-n) = ((fou)-a)(n) = (u*(f)-a)(n) para todon € N.
Ahora veamos que u* es sobreyectivo: como u es inyectivo podemos tomar un complemento (como espacio
vectorial) de u(N) en P, P = u(N) @ N’. Entonces dado g € N* definimos f € P* como f(u(n)) = g(n)
y f(n') = 0 para todo n € N y n’ € N’. Por lo tanto u*(f) = g¢. Finalmente tenemos que u* es un
morfismo sobreyectivo de A-mdédulos a derecha.

Sea apy : M — M** la inclusién natural, ap(m)(f) = f(m) para todo m € My f € M*. Si sobre
M** consideramos la accién M** @ A — M** dada por («-a)(f) = a(a- f), para todo o € M** a € A
y f € M*, tenemos que M** € My y aps es un morfismo de A-médulos a izquierda.

Como M € M4 es proyectivo, existe g : M — P* morfismo de A-mdédulos a derecha tal que el siguiente
diagrama conmuta.

M
g Ve
9/ J{FOW
2

P*T>N*4>O.

Sean ay : N — N** y ap : P — P** las inclusiones naturales. Consideremos g* oap : P — M™*, veamos
que (g*ocap)ou=f.
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Como u** o ay = ap ou, tenemos que g* capou =g ou™oay = (U og)*oay = (f*oay)* oan
=aj o f*oany = aj;oan- o f. Entonces g* oap ou = aj; oap- o f.
N——P
s
N ap
M* N** ur > P**
Sl
MFE* > M*.
oy
Sea o € M* y m € M, entonces tenemos que
ap(ang=(@))(m) = ang= (o) (s (m)) [ajs (B)(m) = B (m))]
= ap(m)() laar-(7)(8) = B 07]

= «a(m) paratodoae M".

Por lo tanto tenemos que a’j; o aps+ = idps+. Luego (g% oap) ou = f.

Lema 3.1.9. Sea N € M?m inyectivo. Entonces N € o«M inyectivo.

Demostracion. Como N € M?m inyectivo, existe n > 0y P € M tal que C" = N @ P.
aplicando el functor Homy(—, k) tenemos que C*" =2 N* @ P* € Mc». Como C*" es libre tenemos que
N* y P* son proyectivos en M¢«. Luego aplicando el Teorema 3.1.8 es N** = N € ¢+M inyectivo.

2

3.2. Envolvente inyectiva

Definicién 3.2.1. Dado M € MY, una extensién esencial de M es un comédulo E € M tal que M < E
ysi0# S < E entonces SN M # 0. Si ademéas M ¢ E decimos que E es una extension esencial propia
de M.

Definicién 3.2.2. Sea M € MC. Definimos el zécalo de M como

s(M) = Z N enM°.

N<M,Nsimple

Observacién 3.2.1. El comddulo s(M) es completamente reducible, en particular es suma directa de
subcomaodulos simples.

Proposicién 3.2.1. Sea M € MC. Entonces s(M) es el mayor subcomddulo semisimple de M.

Demostracion. Por ser s(M) suma directa de subcomddulos simples es semisimple. Sea N un subcomdédulo
semisimple de M. Entonces N es suma de subcomddulos simples. Por lo tanto N C s(M).

L 4
Lema 3.2.2. Sean M y N € MY y ¢ : M — N un morfismo en MC. Entonces p(s(M)) C s(N).
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Demostracion. Consideremos S un subcomédulo simple de My ¢ = ¢|g: S — N.

Como ker(y)) = ker(¢) NS es un subcomédulo de Sy S es simple tenemos que ker(y)) =0 o ker(¢)) = S.
Si ker(p) = 0 es ¢(S5) = S simple y si ker(p) = S es ¢(S) = 0. Luego ¢(s(M)) es un subcomddulo
semisimple. Entonces, aplicando la Proposicién 3.2.1, es p(s(M)) C s(N).

L 2

Lema 3.2.3. Sea M € MY y P un subcomddulo de M. Entonces s(P) C s(N).

Demostracion. Consideremos ¢ : P — M la inclusién. Entonces, aplicando el Lema 3.2.2; es s(P) =
t(s(P)) C s(M).

Proposicién 3.2.4. Si M = @, ; M; € MC. Entonces s(M) = @,; s(M;).

iel
Demostracion. Para cada i € I es M; C M. Entonces por el Lema 3.2.3 es s(M;) C s(M). Ademés
Yoicr 8(M;) = @, s(M;) porque s(M;) C M; y M = @, M;. Entonces @, s(M;) C s(M).

Sea m € s(M), entonces m = ), ; m;, donde m; € M; para todo i € I.

Consideremos m; : M — M; la proyeccién sobre M;, entonces por el Lema 3.2.2 es m;(m) = m; € s(M;)
para todo i € I. Luego m = ), mi(m) € @, s(M;). Entonces s(M) C @, s(M;).

L 2

Proposicién 3.2.5. i) Si M € M. Entonces M es una extension esencial de s(M).

it) Si M < Fy < Es, E; esencial sobre M y E5 esencial sobre Ey. Entonces Eo esencial sobre M.

i11) Si M < Ey < Ey y Ey esencial sobre M. Entonces Es esencial sobre E1 y FEy esencial sobre M.

iv) Sea M < E y {FE;}icr tal que E; es una extension esencial de M y E; < E para todo i € I, con
E; < E; o E; < E; para todo i,j € I. Entonces Uiel FE; es esencial sobre M.

v) Si E es esencial sobre M y ¢ : E — N morfismo tal que @|pr es ménico. Entonces ¢ es monico.

Demostracion. 1) Claramente s(M) < M. Hay que ver que si 0 # S < M entonces SN s(M) # 0.
Si0+# S < M, entonces aplicando la Proposicién 1.2.2 existe P < S tal que P es simple. Luego por la
definicién de s(M) es 0 # P < SN s(M). En particular S Ns(M) # 0.

ii) Como M < By < Ey es M < F5. Sea 0 # S < FEs, por ser Es esencial sobre Ey es 0 £ SNE; < Ej.
Entonces aplicando que M < F; esencial tenemos que 0 # (SN E) NM = 5N M.

iii) Sea 0 # S < F5. Entonces por ser M < By < Fy es 0 # SN M < SN E;. En particular 0 # SN E;.
Entonces E < FEs es esencial.
Sea 0 # S < Fy < E3, entonces 0 # S < Ey. Por ser Fy extension esencial de M es 0 # S N M. Luego
M < FEj es esencial.

iv) Sea M < E'y {E;}ier tal que M < E; < E, M < E; extensién esencial y E; < E; o E; < E; para
todo i, j € I. Esta tltima condicién implica que ;c; £ = >, Ei. Luego M < |J;; Ei < E.
Sea 0 # S < U;es Ei- Entonces 0 # S = SN (U;e; Bi) = Ui (S N E;). Luego existe i € I tal que
0+ SNE; < E; y por ser M < E; esencial tenemos que 0 # (SNE;)NM = SN M. Entonces SN M # 0.

v) Sea M < E esencial y ¢ : E — N tal que ¢|p; es ménico.
Como ker(o)NM = ker(p|p) = 0y ker(¢) < E entonces, por ser M < E extensién esencial, es ker(¢) = 0.
Luego ¢ es un morfismo moénico.

*

Teorema 3.2.6. Un comddulo M es inyectivo si y solo si M no tiene extensiones esenciales propias.
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Demostracion. (=) Sea E tal que M < E. Como M es inyectivo, existe ¢ : E — M tal que el siguiente
diagrama conmuta: M

00— M ——F.
Es facil probar que E = M @ ker(¢), notamos por P a ker(y). Como M < E tenemos que P # 0. Luego
0#£A£P<EyPnM=0. Entonces M < F no es esencial.

(<) Supongamos que M no tiene extensiones esenciales propias.
Sea F inyectivo tal que M < Eysea Q={X < E: XN M =0}. Es 0 € Q, entonces Q # §.
Consideremos un conjunto {X, :a € A} C Q tal que X, < X5 0 X3 < X, para todo o, € A. Sea
Xoo = UaEA X, = ZaEA Xo<E EsX. NM= UaeA(Xa NM) = 0. Luego X € Q. Entonces aplicando
el Lema de Zorm existe N < E maximal (respecto a N N M =0).

Sea 1: M s E__ ", E/N, ker(¢t) =ker(m)N M = NN M = 0. Entonces ¢ es ménico.

Veamos que la maximalidad de N implica que «(M) < E/N es esencial:
Sea N < Q < E tal que 0 # Q/N < E/N. Entonces N < Q < E.
SiQN(M+ N)=N entonces QNM <QN(M+N)=N.Como QNM < MesQNM < MNN =0.
Entonces QN M = 0. Ademés N < Q. Esto contradice la maximalidad de N. Entonces QN (M +N) > N.
Luego Q/N N (M + N)/N # 0. Esto implica que ¢(M) = (M + N)/N < E/N es esencial.

El mapa ¢ : M — (M) es un isomorfismo y M no tiene extensiones esenciales propias. Entonces ¢(M)
no tiene extensiones esenciales propias. Por lo tanto «(M) = E/M. Entonces ,: MC_ o E - E/N,
es un isomorfismo. Esto implica que E = M+ N : seae € F, entonces existe m € M tal que e+N = m+N,
luego e —m € N, entonces e =m + (e —m) € M + N.
Como M NN =0,es E=M @& N. Aplicando que E es inyectivo tenemos que M es inyectivo.

L 2

Teorema 3.2.7. Dado M < E en M, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) M < E es una extension esencial mazimal, es decir ninguna extension propia de E es una extension
esencial de M.

i) M < E es esencial y E es inyectivo.

i11) E es inyectivo y no existe ningin inyectivo E' tal que M < E' < E.

Demostracion. 1)= ii) M < E es una extensién esencial maximal, si £ < L es un extensién esencial,
entonces M < L es una extensién esencial. Luego F = L. Entonces E no tiene extensiones esenciales
propias y aplicando el Teorema 3.2.6 es E inyectivo.
ii) = iii) Sea E’ inyectivo con M < E' < E.
Dado que E’ es inyectivo entonces existe E” < E tal que E = E'® E"”. Como E' > M es E" N M = 0.
Entonces aplicando que M < F es esencial es E” = 0. Luego E = E'.
ili) = 1) Sea A={X: M <X < Ey M < X extension esencial} .
Como M € A, es A # . La Proposicién 3.2.5 (iv) implica que podemos aplicar el Lema de Zorm y luego
existe B/ € A maximal, es decir M < E' < E'y E’ extensién esencial maximal de M dentro de E.
Veamos que E’ es un extensién esencial maximal de M:

Sea N extension esencial de M tal que M < E' < N. Como F es inyectivo existe ¢ : N — E tal que el
siguiente diagrama conmuta:
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entonces @(e) = e, paratodo e € E'. Como M C E' es ¢(m) =m para todo m € M.
Luego tenemos M < N extensién esencial, ¢ : N — E morfismo tal que ¢|5; es ménico. Entonces por la
Proposicién 3.2.5 (v) es ¢ ménico.
Como N %, o(N) y M < N esencial. Entonces M < ¢(N) esencial (si 0 # S < ¢(N), entonces
i

0 # ¢ %S) < N. Como M < N esencial es 0 # o 1(S) N M. Entonces, aplicando que ¢ es un
isomorfismo y |y =id es 0# SN M).
Luego M < E' < ¢(N) < E con M < ¢(N) esencial. Como E’ es maximal es E/ = ¢(N).
Si p(n) =€ € E', como p|g = id, es p(n) = p(e’). Entonces, aplicando que ¢ es ménico, es n = €.
Luego N < E' y como E' < N es N = E’. Por lo tanto E’ es una extensiéon maximal de M.

Como E’ es una extensién maximal de M, no tiene extensiones esenciales propias, entonces aplicando

el Teorema 3.2.6 es E’ inyectivo. Como M < E’ < E, con E inyectivo es E' = E. Luego E es una
extensién esencial maximal de M.

2

Corolario 3.2.8. Dado M € MY, eriste E € M® tal que M < E y E verifica las condiciones del
Teorema 3.2.7

Demostracion. Dado M € MC, sea L inyectivo tal que M < L y tomamos E < L como el E’ de la
demostracién de iii) = i) del Teorema 3.2.7.

L 2

Definicién 3.2.3. Dado M € M. Un par (1, E) donde ¢ : M ~ E y «(M) < E verifica el Teorema
3.2.7 se llama una envolvente inyectiva de M. El Corolario 3.2.8 prueba que todo M € MY tiene una
envolvente inyectiva.

Teorema 3.2.9. Sea E una envolvente inyectiva de M.
i) Dado v : M — D con D inyectivo, eziste ¢ : E — D morfismo inyectivo tal que ¢|pr = ¢, es decir el
siguiente diagrama conmuta:

D

I\ v
L N

N
M——E.

it) Dos envolventes inyectivas de M son isomorfas mediante un isomorfismo que deja fijos a los puntos

de M.

Demostracion. 1) D es inyectivo, entonces existe ¢ : E — D tal que el siguiente diagrama conmuta:

0—M —F

©|m =t es ménico y M < E es esencial .Entonces aplicando la Proposicién 3.2.5 (v) es ¢ es ménico.
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ii) Supongamos que D es otra envolvente inyectiva de M.
Usando i) existe ¢ : E — D ménico tal que el siguiente digrama conmuta:

Entonces ¢(F) < D. Como FE inyectivo y ¢ es moénico, es ¢(FE) inyectivo. Luego existe F' < D tal que
D=¢pE)®F. Como M < ¢(E) es FNM = 0. Ademés por ser M < D estensién esencial, es F' = 0.
Luego ¢(FE) = D. Por lo tanto ¢ : E — D es un isomorfismo.

2

Proposicién 3.2.10. Dado M < E donde E es inyectivo, es E una envolvente inyectiva de M si y solo
si para todo o : M — D con D inyectivo, existe 8 : E — D tal que |y = .

Demostracion. (=) Es el Teorema 3.2.9 i).

(<) Sea D una envolvente inyectiva de M. Entonces existe 3 : E — D ménico tal que 8 |pr= s
donde tp; : M — D es la inclusién de M en D.
Entonces M < B(E) < D y B(E) inyectivo. Luego S(E) = D. Por lo tanto 8 : E — D isomorfismo.
Entonces F es una envolvente inyectiva de M.

*

3.3. Propiedades de las envolventes inyectivas

Teorema 3.3.1. Sea C una codlgebra. Entonces C es cosemisimple si y solo si todo C'-comddulo es
myectivo.

Demostracion. (<) Para ver que C es cosemisimple, aplicando el Teorema 1.2.3, basta ver que todo
C-comédulo es completamente reducible.

Sea M € MY, veamos que es completamente reducible, por la Proposicién 1.2.2 alcanza con ver que si
N es subcomédulo de M entonces existe U subcomédulo de M tal que M = N ¢ U.

Sea N un subcomédulo de M, entonces N € M€ y por hipétesis N es inyectivo. Entonces existe f : M —
N morfismo de C-comddulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

N
RS
idNT \\f
N

0—>N——= M,

donde ¢ : N — M es la inclusién. Entonces M = +(N) @ ker(f) = N @ ker(f).
Como f: M — N morfismo en MY, es ker(f) < M.

(=) Sea M € MY, existe E € MY libre tal que M < E. Por ser C cosemisimple, existe N < E tal
que M & N = E. Entonces, por el Teorema 3.1.6, es M inyectivo.

*

Observacién 3.3.1. Sea H un dlgebra de Hopf. Entonces k € M via A\ — A ® 1.
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Teorema 3.3.2. Sea H un dlgebra de Hopf. H es cosemisimple si y solo si k es inyectivo como H-
comaodulo.

Demostracion. (=) H es cosemisimple, entonces por el Teorema 3.3.1 todo H-comddulo es inyectivo. En
particular k es un H-comdédulo, entonces k es inyectivo.

(<) Aplicando el Teorema 3.3.1, basta probar que todo H-comdédulo es inyectivo.
Sea M € M¥ , aplicando la Proposicién 2.4.1 es M @ H € Mg Entonces por el teorema fundamental de
médulos de Hopf tenemos que M @ H = (M ® H)*° @ H como médulos de Hopf, en particular como
H-comédulos. Ademés por la Proposicién 3.1.1 es (M ®@ H)*°H @ H = @, _; H;, donde H; = H para todo
i € I. Entonces M ® H = @, ; H;, luego M ® H es libre en M,
Como k € M* con la coaccién p : k — k® H, p(a) = a® 1y para todo a € k, existe t : H — k tal que el
siguiente diagrama conmuta:

i€l

Entonces aplicando que t o u = idy se puede ver que H = klg @ ker(t). Si llamamos A al ker(t), entonces
MH=MQQ klp®dA)ZMk) d(MA) =M (M®A). Luego M es sumando directo de un
H-comédulo libre. Entonces aplicando el Teorema 3.1.6 es M inyectivo.

Lema 3.3.3. Sea M € MC simple. Entonces existe un coideal a derecha I de C tal que M = 1.

Demostracion. Aplicando el Teorema 3.1.2 tenemos M > M@ C = @,c; C donde #I = dimy M,
como M es simple aplicando la Proposicién 1.2.2 es dimpM < oo, luego #1 < oo. Sea n = #1, entonces
M2 C en MC. Luego 0 # M = p(M) < P}, C.

Consideremos 7; : @;_; C — C' la proyeccién sobre C'y sea 7; = 7| y(ary : p(M) — C.

Como p(M) es simple tenemos que ker(7;) = 0 o ker(7;) = p(M). Si ker(7;) = p(M), es m; = 0 y si
ker(m;) = 0 es 7; es inyectiva. Como p(M) # 0 existe ig € {1, - ,n} tal que 7, # 0. Por lo tanto

iy : p(M) — Im(7;,) C C es un isomorfismo. Entonces M = I'm(7;,) C C.

2

Proposicién 3.3.4. Si M € MY simple. Entonces existe una envolvente inyectiva E(M) de M tal que
E(M)CC.

Demostracion. Sea E(M) una envolvente inyectiva de M que sabemos que existe por el Corolario 3.2.8
ysea f: M — E(M) la inclusién.

Por definicién de envolvente sabemos que M es esencial en E(M). Aplicando el Lema 3.3.3 existe I coideal
a derecha tal que M = I.

Como C es inyectivo en MY, aplicando el Teorema 3.2.9 existe g : E(M) — C morfismo inyectivo de
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C-comddulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

00— M —= E(M).

Luego g|ar : M — g(E(M)) es una envolvente inyectiva de M.

Lema 3.3.5. Sean M,N € MY, N < M es esencial si y solo si s(M) < N.

Demostracion. (=) Sea P un subcomddulo simple de M, entonces por ser N < M esencial es PN N # 0.
Como 0 # PN N < P con P simple es PN N = P, entonces P < N. Luego s(M) < N.

(<) Sea 0 # P < M en MC. Entonces existe 0 # S < P simple, luego S < N. Por lo tanto N < M
es esencial.

L 2

Proposicién 3.3.6. Sea M = @, ; M; € M. Entonces E(M) = @,.; E(M;).

iel
Demostracion. Como E(M;) € MY es inyectivo para todo i € I, por la Proposicién 3.1.7, es @, ., E(M;)
inyectivo.

Para cada i € I tenemos que M; — E(M;). Entonces M = @, ; M; — @,.; £(M;) (podemos
pensar M < @,.; E(M;) ).

Sea S < @;¢; E(M;) simple. Definimos p; : S >~ @jel E(M;) ™ E(M;) en M®. Como S # 0,
existe ¢ € I tal que p; # 0. Dado que S es simple es p; : S — E(M;). Entonces p;(S) < E(M;) simple.

Ademéas M; < E(M;) esencial, entonces aplicando el Lema 3.3.5 es p;(S) < M;. Entonces si s € S es
5= erpi(s) € ,c; My =M. Luego S < M. Por lo tanto M < €, _; E(M;) esencial.

el

2

Lema 3.3.7. Sea M € MC. Entonces E(M) = E(s(M)).

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.5 i) es s(M) un subcomédulo esencial de M.

Veamos que E(M) es la envolvente inyectiva de s(M).

Es inmediato ver que E(M) es inyectivo y que s(M) < E(M). Queda ver que s(M) < E(M) es esencial.
Como s(M) < M y M < E(M) son esenciales, entonces por la Proposicién 3.2.5 ii) s(M) < E(M) es
esencial.

2

Teorema 3.3.8. Sea C' una codlgebra. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) Si M € MG, , entonces E(M) € MY,

fin> fin*

ii) Si M € MY simple, entonces E(M) € M?m
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Demostracion. 1) = ii) Es inmediato.

ii) < i) Sea M € M%,, . Por el Lema 3.3.7 es E(M) = E(s(M)). Al ser M € M?m resulta que

s(M) = @}, M;, donde los M; son C-comédulos simples. Entonces aplicando la Proposicién 3.3.6 es

E(s(M)) = E(@;, M;) = @;_, E(M;). Como M; € M simple, entonces, es E(M;) € M§,,. Luego
dimgE(s(M)) < oo y por lo tanto dimgE(M) < oo.

L 2

Proposicién 3.3.9. Sea M € M inyectivo. Si escribimos s(M) = Dic;r Mi, M; simple para todo i € I,

es M = @16] (MZ)

Demostracién. Sea M € MY inyectivo, entonces M = E(M) = E(s(M)) = E(@®,c; Mi) = @,c; E(M;).
*

Corolario 3.3.10. Sea C una codlgebra y s(C) = @, Si con S; simple. Entonces C = @, E(S:).

Demostracién. Como C es inyectivo en M, aplicando la Proposicién 3.3.9 tenemos que C' = @, ; E(S;).
*

Teorema 3.3.11. Sea C' una codlgebra. Si existe 6 : C — C* morfismo inyectivo de C*-mdodulos a
izquierda (C' € oM via la accion — ), entonces para todo S € MC simple es E(S) € Mfm

Demostracion. Sea S € MC simple. Entonces aplicando el Lema 3.3.3, existe J coideal a derecha de C
tal que S & J. Supongamos J = S.
Como S # 0 existe 0 # x € S, entonces podemos considerar el coideal a derecha C* — x C S, como S es
simple tenemos que S = C* — x.

Definimos b : C' x C — k por b(z,y) = 0(y)(z) para todo z,y € C.
La forma bilineal b cumple las siguientes propiedades:

1) Sib(x,y) = 0 para todo = € C, entonces y = 0.
1) b(x — a,y) = b(x,a — y) para todo z,y € C'y a € C*.

i) 0(y)(z) = b(z,y) = 0 para todo x € C. Entonces 0(y) = 0y como 6 es inyectivo es y = 0.

i) b(z — a,y) = 0(y)(x — a) = 2 0(y)((z1)22) = > ale)b(y)(z2) = (o O(y))(z) = O(a = y)(z) =

blx,a — y).

Aplicando i), como x # 0 existe ¢ € C tal que b(c,x) # 0.
Sea U ={y € C:b(z,y) =0,para todo z € c — C*}.
Veamos que U es un C*-submddulo a izquierda de C, es decir que C* — U C U. Sean z € ¢ — C*,
acC* yeU:

b(z,a = y) =b(z — a,y) [aplicando ii)]
—b((cB) —ay) [eceCT]
=blc—pf-a,y) [~ accién]

=0. ly € U]

Como U es un C*-submédulo a izquierda de C, resulta que U es un coideal a derecha de C:
Sea {e;}icr una base de C. Entonces A(y) = > o, v @ e;.
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Sea y € U, entonces o = y = > y;a(e;) € U para todo o € C*. Tomamos «; € C*, tal que a;(e;) = d;5.

Entonces a; — y =Y yicvj(e;) =D yi0i; =y; € U para todo j € I. Luego A(U) CU ® C.
Como S es simple, es SNU =S50 SNU =0.

SiSNU =S,es SCU. Entonces x € U y serfa b(c, z) = 0 lo cual contradice la eleccién de C. Entonces

necesariamente es S N U = 0.

Sea F(S) la envolvente inyectiva de S. Como SNU =0, es E(S)NU = 0.

Definimos £ : C' — (¢ — C*)* un morfismo de C*—médulos a izquierda, por £(y)(z) = b(z,y) para
todo y € C,z € ¢ — C*. Donde (¢ — C*)* € ¢~M via la accién C* @ (¢ — C*)* — (¢ — C*)* dada por
(. B)(z) = B(z — a) paratodo a € C*, € (¢ = C*)* y z € c — C*.

Como estamos dualizando una accién a derecha (<) obtenemos una accién a izquierda. Por lo tanto & es
un morfismo de C*-médulos a izquierda.

Calculemos el nucleo de &:
ker(§) ={y € C: £(y)(2) = b(z,y) =0,para todo z € c — C*} = U.

Entonces tenemos que & : C/U < (¢ «— C*)*.
Como ¢ — a = Y  afcr)ey con afer) € k, entonces ¢ — C* estd contenido el subespacio generado por
{c2 1 A(c) = c1®ca} donde los ¢3 son finitos. Entonces dimy (¢ — C*) es finita. Por lo tanto dimy (¢ — C*)*
es finita.

Como E(S)NU =0y S — E(S) — C, existe un morfismo inyectivo E(S) — C/U tal que el siguiente
diagrama conmuta: E(S)——>C

-
c/u.

Entonces finalmente tenemos que dimE(S) < dim,(C/U) < dimg(c — C*)* que es finita. Luego
dimy E(S) es finita.

3.4. Densidad de C*%

Proposicién 3.4.1. Sea M = @,.; M; en “M. Entonces M* = [[,., M; y @,c; M — [,c; M; en

oM. Si #I < oo, tenemos que M* =, M.

Demostracion. [];,c; M = {(ci)ier : o € M;para todo i € I}.
[Lic; M € oM via la accion 3. (ai)ier = (8- a;)ier para todo € C* y (ai)ier € [1;e; M-
Definimos © : M* — [],.;
Veamos que © es biyectiva: Sea ©(a) = ©(3), entonces «; = [3; para todo ¢ € I. Seam € M, entonces
m =) ..y m(m) donde m; : M — M; es la proyeccién de M sobre M;. Luego a(m) = >, ; a(mi(m)) =
Yicr i(mi(m)) =3 i Bi(mi(m)) = >,c; B(mi(m)) = B(m) para todo m € M. Entonces © es inyectivo.
Sea (Vi)icr € [l;e; M. Definimos o € M* por a(m) = >,.;vi(m;) donde m = . ; m;. Entonces
a;(m;) = a(m;) = v;(m;) para todo m; € M; y para todo i € I. Luego O es sobreyectiva.

M} por ©(«a) = (a;)ier donde a; = a|py;.

Veamos ahora que © es un morfismo de C*-modulos:
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Sean aw € C* y € M*. entonces

O(a-B)i(m;) = (- B)|am; (my) = Z a(ci;)B(m;;) donode p(m;) = Z cij ® my; siendo p la coaccién de M.

jeJ jed
(. O(B))i(m;) = (a- B;)(mi) = Za(czj)ﬁi(mij) = ZOK(Cij)ﬁ(mij‘) para todo m; € M;.
jeJ JET

Entonces ©(a - 8); = (a. O(8)); para todo i € I. Luego O(a - 8) = (a. ©(0)).

@ M} = {Z a;:a; € MYy o; = 0 salvo una cantidad finita de subl'ndices} .
iel i€l
Consideremos ¢ : @,.; M — [[;,c; M; dada por ¢(3,;c; i) = (i)icr. Es claro que ¢ es un morfismo
inyectivo.

Supongamos ahora que #I = n. Veamos en este caso que ¢ es un isomorfismo.
Sea (o), € [, M;. Entonces consideramos a = >~ ; ;. Claramente o € @, M7 y v(a) = ().
Entonces ¢ es sobreyectivo.

L 2

Observacién 3.4.1. La Proposicion 3.4.1 prueba en particular que M* = []
vectoriales y si #1 < oo es M* = P, M.

ier M como espacios

Lema 3.4.2. Sea V = Vi @ Va como espacios vectoriales y sean X1 C Vi* y Xo C V5 subespacios. Si
X =X, @ Xy es denso en V*, entonces X; es denso en V;* para i =1,2.

Demostracion. Sea x € Xi-. Si f € X, entonces f = fi + fo con f; € X; para i = 1,2. Dado que
V = V1 @ Vs, aplicando la Observacién 5.3.1, es V* = V;* @ V5. Como fo € Xy C V5 es fo(V7) = 0.

Si z € Xi, entonces € V; y por lo anterior fa(x) = 0. Ademds fi(z) = 0 porque x € Xi-. Entonces
f(z) = fi(x) + f2(z) = 0, luego z € X+. Como X es denso en V*, por el Corolario 2.1.3, es X+ =0
entonces x = 0. Por lo tanto Xi- = {0}. Entonces también por el Corolario 2.1.3 es X; denso en V;*. De
igual forma se prueba que X5 es denso en V5.

L 2

Lema 3.4.3. Sea V un k-espacio vectorial tal que V =P
pacios de V. Entonces @, V;" es denso en V*.

ier Vi donde {Vi}ier es una familia de subes-

Demostracion. Sea X = €P,c; V;* subespacio de V*. Por el Corolario 2.1.3 alcanza con probar que
X+t =0.
Supongamos que X+ # 0, entonces existe 0 # z € X+. Como 0 # z € V es z = > icr Ti, con algin
z; # 0. Sea f € V* tal que f(V;) = 0 para todo j # i y f(z;) # 0, claramente f € X. Como z € X*
tenemos que f(z) =0, ademds f(z) = f(x;). Luego f(x;) = 0 esto contradice la definicién de f. Entonces
X+t =o.

L 2
Lema 3.4.4. Sea u:V — V' un mapa k-lineal y u* : V'* — V* el morfismo dual de u. Entonces:

i) Si X es un subespacio de V'*, (u*(X))* = u=H(X1).
it) Si u es inyectivo e Y C V'™ es denso, u*(Y) es denso en V*.
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Demostracion. i) Un o € u*(X)* siy solo si f(u(x)) = 0 para todo f € X, si y solo si u(x) € X+, si
solo si z € u~1(X1). Entonces u*(X)t = u~1(X1).

ii) Sea Y C V'* denso y u inyectivo. Por el Corolario 2.1.3 alcanza probar que u*(Y)* = 0.

wr (V) = ul (v fpor 1)
=u"1(0) [Y es denso |
=0 [u es inyectivo ]

Lema 3.4.5. Sea M € “M y sea {M;},.; una familia de C-subcomddulos de M tal que M = P

ZEI
Entonces @ZGI( )zkrat N M*rat Si M = @l 1M“ es M*rat ~ @Z 1( )Zkrat

Demostracion. Como M = @,.; M; tenemos que M* = [[,.; M € o~M, por la Observacion 5.3.1.
Como M; — M* para todo i € I, es (M;);"* — M;"*" para todo i € I. Entonces @, (M;);"* —
Ml*rat.
Si M = @f 1 M;. Entonces por la Proposicién 3.4.1 es M* = EB? 1 M. Observar que en general
vale que si Ny,---, N, € ¢~M entonces (;_, N;)7* = @, (N;);*. Luego se deduce que M7 =

(@7, 1M*)7at ~ @Z 1( )*rat Entonces M*7at ~ @Z 1( )z«rat
L 4

Lema 3.4.6. Sea {Y;}icr una familia de espacios vectoriales. Para cada i € I sea X; un subespacio

denso en Y. SiV =@, Yi, entonces @,; Xi es denso en el subespacio @, Y;" de V*.

Demostracion. Recordemos que X es denso en V* si y solo si para todo ¢ € V*, vy,--- ,v, € V, existe
¥ € X tal que ¥(v;) = p(v;) para todo i =1, -+, n.
Sea ¢ € @,;c; Yy yv',-- ,v" € V. Entonces v' =Y, _; vl conv! € Y] finitos y ¢ = 3, @5, con ¢; € V¥
finitos. Entonces podemos suponer que existe J C I finito tal que v* = ZieJ Uf V= Ziej (; para todo
l=1---,n
Si J = {i1, - ,i,} podemos suponer que ¢ = @;, +- - +¢; y vl = ! Lt -+l paratodol=1,-
Vg, v1, -, 00) NP, Xi # D siy solosiexiste ¥ € @, X; tal que 1/)( ) (v )paratodol =1,---,n,
l
l

si solo si Zzel Di(2;01) = Yierei(3S;0l), siy solo si 3Ty i, (v) = Yp_y @i (vl,) para todo

=1,
Para cada k: =1, ,r, como X;, es denso en Y y <p,k €Y v zw'" v € Y, entonces existe
v, € X, tal que o, (v L) = wzk( .) para todo [ = 1,--- ,n. Entonces existen v;,,---,;, tal que

@i, (vl,) = ¥, (vl,) para todo Il =1,---,n. Luego Y ;_ 1(,0%( L) = Zk L Vi (vl,). Si definimos ¢ =

Z;=1 Vi, tenemos que ¥ € P, Xiy w(vl) = ¢(v') para todo [ =1,--- ,n.

Entonces @),.; X; es denso en @, Y;

Teorema 3.4.7. Sea C una codlgebra. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) C;" es denso en C*.

it) Pam todo S € “M simple, E(S);" es denso en E(S)*.

iii) Para todo Q € “M inyectivo, Qi es denso en Q*.

i) Para todo M € “M, M;"% es denso en M*.
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Demostracion. i)= ii) Sea S € “M simple. Entonces por la Proposicién 3.3.4 existe E(S) € C' y por
lo tanto existe X subcomédulo de C, tal que C = E(S) @ X € “M. Luego por el Lema 3.4.5 es C* =
E(S)* @ X* en ¢~M. Entonces aplicando el Lema 3.4.5 es E(S);" & X" = C;™. Como C;" es
denso en C*, aplicando el Lema 3.4.2 es E(S);"* denso en E(S)*.

ii)= iii) Sea Q € “M inyectivo. Entonces por la Proposicién 3.3.9 es Q = @
simple, luego Q* = [[,.; E(S;)*. Por el Lema 3.4.3 es @,.; E(S;)* denso en Q*.
Por otro lado aplicando el Lema 3.4.5 es @,.; E(S;);"* € Q;"".

Como E(S;);"* es denso en E(S;)* entonces, por el Lema 5.1.4, @, ; E(S;);"* es denso en @, ; E(Si)*.
Ademds por ser @, ; E(S;)* denso en Q* tenemos que &P (S );"* es denso en @Q*. Por otro lado
@Dic;r E(Si);™ C Q™. Entonces Q" es denso en Q*.

ili) = iv) Sea v : M — E(M) la inclusién. Consideremos ¢* : E(M)* — M* el morfismo dual.

Por iii) E(M);"* es denso en F(M)*. Entonces aplicando el Lema 3.4.4 es o*(E(M);"") denso en M*.
Como ¢* es un morfismo de C*-médulos a izquierda es * (E(M);"*") C M;"*". Entonces M;"*" es denso
en M*.

iv)= i) Es inmediato.

E(S;) con S; € M

icl

i€l

L 2

Proposicién 3.4.8. Sea M € “M y Q un subcomddulo de M. Si C;r* es denso en C*, existe N
subcomddulo maximal de M de codimension finita, con Q < N # M.

Demostracion. Sea @Q € “M, entonces Q+ € oM.
Veamos primero que Q+ = (M/Q)* en ¢-M.
Recordemos que Q+ = {a € M* : a(Q) = 0}.
Sea 7 : M — M/Q la proyeccién canénica. Consideremos 7* : (M/Q)* — M* dado por 7*(a) = « - .
Veamos que 7* es un morfismo en ¢+M: Sea o € C* y § € (M/Q)*, entonces

(7" (s B))(m) = (s B)(m(m))
:Za(cz)ﬁ ;) Zcz®ml si p(m ch®ml
(-

B-m))(m) para todo m € M.

(

= )

Si m*(a) = (), es o om = Bom. Como 7 es sobreyectivo tenemos que a = (3, entonces 7 es
inyectivo.

Sea 3 € Im(7*), entonces existe o € (M/Q)* tal que 8(m) = a(M), para todo m € M.
Sea m € Q, entonces T = 0. Luego 3(m) = 0, por lo tanto tenemos que Im(7*) C Q*.

Sea 3 € Q+ C M*. Entonces Q C ker(f3), luego existe B M/Q — k tal que 8 = Borm = w*(ﬁ).
Entonces Q1 C Im(7*).

Finalmente tenemos que (M/Q)* 4>Ql Entonces Q;"*" —— = — (M/Q);™" .

Como C}" es denso en C*, alplicando el Teorema 3.4.7 es (M/Q);"*" denso en (M/Q)*. En par-
ticular (M/Q);™** # 0. Entonces Qi-"** # 0. Luego 0 # Q" < M;"* en M. Entonces aplicando
la Proposicién 1.2.2 existe 0 # X < Qi"%, X simple en M. Luego por la Proposicién 1.2.2 es X de
dimensién finita.

Sea N =X+t ={me M: a(m)=0, Va € X}. El subespacio N es un subcomédulo de M. Aplicando
la Proposicién 2.1.4 es codimi N = dimy X, entonces codim N es finita.

Como X #0es N # M.
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Veamos que N es maximal: Sea P subcomédulo de M tal que N C P C M. Entonces P+ C N+ =
(XH)+ = X porque dimpX < co. P es un subespacio de M, entonces aplicando el Teorema 2.1.2 es
Pt = P # M. Luego P+ # 0. Como X es simple tenemos que P+ = X, entonces N = X+ = P++ = P,
Entonces N es un subcomédulo maximal de M.

L 2

Teorema 3.4.9. i) Si se cumple que para todo S € M simple, E(S) € CMfm. Entonces C;™ es denso
en C*.
i) Si se cumple que para todo S € MC simple, E(S) € MS. . Entonces C*"* es denso en C*.

fin T

Demostracién. i) Aplicando el Corolario 3.3.10 tenemos que C' = @, ; E(S;) € “M, con S; subcomédulo
simple de C para todo i € I. Como E(S;) € “My;,, aplicando la Proposicién 2.3.8 es E(S;)* € Mfm
Entonces E(S;);" = E(S;)* € ¢~M para todo i € I.

Dado que C' = @, ., E(S;), aplicando el Lema 3.4.3, es @, ; E(S;)* denso en C*. Entonces @, ; E(S;);""
T

E(S;); " C (Bier E(Si)*):at tenemos que (€D,c; E(Si)*)lat es denso en
rat

E(S;)*)," € Cyrt. Entonces C;™* es denso en C*.

es denso en C* y como @,;
C*. Ademés como @, ; E(S;)* C C* es (P

ii) Aplicando el Teorema 1.1.5 tenemos que las categorias C" M y M son isomorfas. Entonces si para
todo S € MY simple, es F(S) € M]C;m tenemos que para todo S € "M simple, es E(S) € Ccoprm.
Luego aplicando i) tenemos que (C°P);"%* es denso en (C'°°P)*. Observar que (C°P);"* = C* " entonces

C7% es denso en C*.

i€l i€l

L 2

Lema 3.4.10. Sea C una codlgebra. Cnsideremos M € MY (M EC M), X subespacio de C* e¢Y subes-
pacio de M. Entonces X - Y =X -Y(Y - X =Y - X). Donde X es la clausura de X con la topologia
finita.

Demostracion. Probaremos solamente el caso N € MY, el otro caso es andlogo.

Claramente X - Y C X - Y.

Seaa € XeycY.Sip: M — M®C es la coaccién de M, p(y) = Y yo @ y1, entonces a -y =
S a(y1)yo. Como X es denso en X, existe 3 € X tal que a(y;) = B(y1) para todos los y;. Entonces
Bry=> By =S aly1)yo=ca-y. Luegoa-y=03-y€ X -Y. Entonces X - Y C X - Y.

L 2

Teorema 3.4.11. Sea C una col:qebm tal que C; es denso en C*. entonces C;" es un ideal bilateral
idempotente de C*. Si ademds C;™ es denso en C* tenemos que C;"* = Ci ot

Demostracion. Sea I = C;7, veamos que es un ideal bilateral:

Sea f el yseaac C* Como €l existen 5; € C*,x; € C,i=1,--- ,ntal que v- 8 = suml_,v(z;) 5
para todo v € C*. Entonces:

y-Bra)=(-0B)a=r y(@)B) - a=>" y(z;)(Bi - «). Entonces - a € 1.

Como C}j"* C C* es un C*-submddulo, es un ideal a izquierda de C*.

Como I es denso en C* tenemos que I = C*. Entonces aplicando el Lema 3.4.10es I - [ =1-1 =
C*-I=1. Luego I?=1.
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Si ademds J = C;™" es denso en C*, tenemos que I = J = C*, donde I € M® y J € M. Entonces
aplicando el Lema 3.4.10es J- I =J-I=C*-I =1y J-I1=J-1=J-C* = J. Luego tenemos que
I1=J.

L 2
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Capitulo 4

Integrales

En este capitulo se definen las integrales para un algebra aumentada, se dan algunos ejemplos y se
estudia la relacién entre la semisimplicidad de un dlgebra de Hopf H y la existencia de una integral ¢ en
H tal que £(t) # 0. Una referencia para este capitulo es [DNRO1].

4.1. Integrales para un algebra de Hopf

Definicién 4.1.1. Un dlgebra aumentada es un par (H,¢) en el cual H es un édlgebray e : H — k es un
morfismo de algebras.

Proposicién 4.1.1. 1) Toda bidlgebra es un dlgebra aumentada.
2) Si H es un dlgebra de Hopf. Entonces (H*,E) es un dlgebra aumentada definiendo E(a) = a(ly),
para todo a € H* y el mapa S* : H* — H*, §*(a) = ao S es un antimorfismo de dlgebras.

Demostracion. 1) Es inmediato.
2) Veamos que E es un morfismo de algebras:

E(ap) = aB(ly) = a(1g)B(1u) = E(a)E(B), para todo o, f € H".
E(ly.) = E() = e(ly) = 1.

Ahora veamos que S* es un antimorfismo de dlgebras:

S*(a B)(x) = ((a ) o S)(x) = Y a(S(@)1) B(S(z)2) = Y alS(x2)) H(S(z1) = Y (a0 S)(z2) (B0 5)(w1)
= ZS*(a)(xg) S*(B)(x1) = (S*(B) S*(«))(x), para todox € H.
S*(1g)=85"(e) =eoS=¢e=1p-~.
L 4

Definicion 4.1.2. Sea H un algebra aumentada. Una integral a izquierda en H es un elemento t € H tal
que xt = e(x)t, para todo x € H y una integral a derecha en H es un elemento t € H tal que tz = (x)t,
para todo x € H.

Proposicion 4.1.2. Seat € H, t es una integral a izquierda en H si y solo sit es una integral a derecha
en HOP,

43
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Demostracion. t es una integral a izquierda en H si y solo si xt = e(z)t, para todo € H si y solo si
t-op x = e(x)t, para todo € H siy solo si t es una integral a derecha en H°P.

2

Ejemplo 4.1.1. Sea (G , e ,-) un grupo finito, consideremos el espacio vectorial de base G:
kG = {Z?=1 kigi : ki € k,g; € G}

En kG tenemos una estructura de dlgebra de Hopf definida por m(f®g) = f-g, u(1) = e, A(g) =g g,
e(g) =1y S(g) = g~ !, para todo f,g € G.

Definimos t := geG g veamos que ¢ es una integral a izquierda y derecha en kG.

Sea h € kG, entonces ht = h} o9 =3 ,cchg =) ;cc [, luego ht = t, para todo h € G. De donde
deducimos que t es una integral a izquierda en H.

De forma andloga se prueba que t es una integral a derecha en H.

Ejemplo 4.1.2. Sea k un cuerpo de caracteristica p > 0. Sobre el dlgebra de polinomios k[X] se induce
una estructura de algebra de Hopf como sigue: usando la propiedad universal del dlgebra de polinomios
existen y son unicos los siguientes morfismos de dlgebras A : k[X]| — k[X] ® k[X] tal que A(X) =
X®1+1®X,e:k[X]—kcone(X)=0yS:Ek[X]— k[X], tal que S(X) = —X.

Por otro lado A(X?) = XP ® 1 +1 ® XP (porque estamos en caracteristica p y todos los coeficientes
binomiales C? con 1 < i < p son divisibles por p), e(X?) = 0y S(X?) = —X?. Entonces el ideal generado

por XP es un ideal de Hopf y por lo tanto H = f)[()i]) es un algebra de Hopf.

Sea x = X en H y definimos t= xzP~!. Veamos que ¢ es una integral a izquierda y derecha en H:

p—1 p—1
<Z ]4}11‘2> xp_l = k‘oxp_l + Z k‘ix‘n—i_i_l
=0

i=1
= koxP™! [zP = 0]

= <Z k,-xi) xP~! [e(z) =0
i=0

Entonces 2P~! es una integral a izquierda en H. Como H es conmutativa resulta que ¢ es también una
integral a derecha en H.

Ejemplo 4.1.3. (El élgebra de Hopf de dimensién 4 de Sweedler)

Asumamos que k es un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Sea H la k- dlgebra generada por ¢y = que
satisfacen las siguientes relaciones: =1 22=0, xc= —cx.

Se prueba que H es un k-espacio vectorial de dimensién 4, del cual una base es {1, ¢, z, cz}. El espacio
vectorial H admite una estructura de dlgebra de Hopf definiendo:

Alc)=c®c, Alz)=c@z+2®1, e(c)=1,¢(x)=0, S(c)=ct S)=—cz.

Veamos que = + cz es una integral a izquierda de H:

Seat = x+cx, entonces t = e(1)t, ¢t = cv+x = e(c)(v+cx) = e(e)t, xt = 2?2 +xcwx = 0—ca? = 0 = ¢(2)t,
cxt = cx? + cxexr = 0 — cx’c = 0 = g(cx)t. Entonces yt = £(y)t, para todo y € H.

Luego t es una integral a izquierda en H.

De forma andloga se prueba que x — cx es una integral a derecha en H.

Proposicién 4.1.3. Sea H un dlgebra aumentada. Vale que I := {t € H : t es una integral a izquierda
en H} es un ideal bilateral de H.
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Demostracion. Es facil probar que I es un subespacio de H. Veamos que si t € [ y x € H, entonces
ztelytxel

Sea y € H, entonces, y(zt) = (yz)t = e(yz)t = e(y)e(x)t = (y)xt, por lo tanto xt € I y y(tz) = (yt)x =
e(y)tx, entonces tz € I.

L 2

4.2. Semisimplicidad de un algebra de Hopf

Teorema 4.2.1. Sea H un dlgebra de Hopf. Entonces H es semisimple si y solo si existe una integral a
izquierda t en H para la cual €(t) # 0.

Demostracion. (=) La counidad e: H — k es un morfismo de dlgebras, entonces ker(g) es un ideal de H
de codimensién 1. Sea © € H e y € ker(e) entonces e(zy) = e(x)e(y) = 0. Luego ay € ker(e).

Como H es semisimple, ker(¢) es sumando directo de H, por lo tanto existe I ideal izquierdo de H tal
que H =ker(e) @ I. Luego 1 = z +t con z € ker(e) y t € I C H. Claramente ¢t # 0, porque 1 ¢ ker(e).
Como ker(e) tiene codimensién 1, I tiene dimensién 1 e I = kt.

Sea ahora | € H, entonces It € I (porque I ideal a izquierda de H). La representacién de [t en la suma
directa H = ker(e)®I es It = 0+1t. Por otro lado : I = (I—e(1)1)+£(1)1, por lo tanto It = (I—e(1)1)t+e(1)t.
Como (I—e(1)1)t € ker(e), e(l)t € I y la representacién de un elemento de H como suma de dos elementos
en ker(e) e I es unica, tenemos que (I —e(I)1)t = 0 y £(I)t = It. Lo cual prueba que ¢ es una integral a
izquierda en H.

Ademés I Nker(e) =0y t # 0, entonces £(t) # 0. Esto termina de probar la primera implicancia.

(<) Sea t una integral a izquierda en H tal que €(t) # 0. Podemos suponer que £(t) = 1, porque si
esto no ocurre, como £(¢) # 0, tomamos una nueva integral ¢ = ¢/e(¢), con (t') = 1.
Hay que ver que H es semisimple. Para ello veremos que para todo M € gM y todo H-submddulo N de
M, resulta que N es sumando directo de M.
Sea m: M — N mapa lineal tal que 7 | y= idx (al escribir M como suma directa de N con otro subespacio,
definimos 7 como la proyeccién de M sobre N).
Definimos P : M — N, tal que P(m) = > t;m(S(t2)m) para todo m € M, donde A(t) = > t1 ® to.
Primero veamos que P(n) = n, para todo n € N.

P(n) = Ztl m(S(t2)n)

= Ztl S(tg)’rl [S(tQ)n € N]
=e(t)lyn [t1S(t2) = e(t)1]
=n [e(t) = 14]

Ahora veamos que P es un morfismo de H-mdédulos a izquierda. Para todo © € H y m € M tenemos

= Zwle(mg)tl w(S(t2) m) [z = lee(xg)]
= letl 7(S(t2)e(x2) m) [ es lineal]
= aity w(S(t2) S(z2) z3m)  [e(x)1 =Y S(x1)a2)]
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=Y aity w(S(wata) w5 m) [S(yz) = S(x)S(y)]
= (21t)1 7((S(21t)2)w2m) [21t = e(@1)1]
= (ele)t)r 7((S(e(z1)t)2) z2 m)

= 3 ety 7(S(t2) 22 m)

= 3"t w(S(ta)e(wr) 22 m)

=" tm(S(ts) @ m) [z =" e(w1)as)]
= P(zm)

Entonces #P(m) = P(xm), para todo m € M y para todo z € H.
Por lo tanto P : M — N es un morfismo de H-mdédulos a izquierda, tal que P|y = idy.
Luego N es un sumando directo en M, de hecho M = N @ ker(P).

*

Observacion 4.2.1. En el Corolario 6.0.9 veremos que en el caso de un dlgebra de Hopf, el espacio de
las integrales a izquierda y el espacio de las integales a derecha tienen dimension < 1.

Retomando los ejemplos de la Seccién 4.1, veamos en que casos las dlgebras de Hopf mencionadas son
semisimples.

1) Sea H = kG el dlgebra de grupo y t = 3~ g una integral a izquierda.

(1) = (S e 9) = |GlLi.

Por lo tanto el algebra de grupo es semisimple si y solo si |G|1; # 0, es decir si car(k) no divide a |G|.
Este es el teorema de Maschke para grupos finitos.

2) Sea H = k[X]/(XP) y t = P71 una integral a izquierda. Como &(t) = e(xP~1) = 0, tenemos que
H no es semisimple.

3) Sea H el dlgebra de Hopf de dimensién 4 de Sweedler y ¢t = x + cx una integral a izquierda en H.
e(t) =e(x) +e(c)e(x) = 0.
Luego H no es semisimple.

Proposicién 4.2.2. Sea H un dlgebra de Hopf. Si J es un ideal a derecha (izquierda) no nulo que es
también un coideal a derecha (izquierda) de H. Entonces J = H. En particular se obtiene lo siguiente :
i) Si H es un dlgebra de Hopf que contiene un ideal derecho (izquierdo) no nulo de dimensidn finita,
entonces H tiene dimension finita.

1) Un dlgebra de Hopf que contiene una integral a izquierda no nula es de dimensidn finita.

i) Un dlgebra de Hopf semisimple es de dimension finita.

Demostracion. J es un ideal a derecha y un coideal a derecha, entonces JH C Jy A(J) C J® H.

Si e(J) = 0, entonces para todo xz € J tenemos © = Y e(x1)z2 € (J)H = 0, asi que J = 0, lo cual es
una contradiccién, por lo tanto e(J) # 0, luego existe = € J tal que e(z) = 1. Entonces 1y = e(z)ly =
> x15(xq) € JH C J, por lo tanto 1y € J. Luego H = J.

i) Sea J un ideal a derecha no nulo de dimensién finita y sea {1, %2, - x,} una base de J.
Consideremos I = H* — J (donde — fue definida en la Seccién 2.1). Veamos que I es un ideal y un
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coideal a derecha de H no nulo (¢ — z = x, entonces J C I)de dimensién finita. Entonces tenemos que
H =1 y por lo tanto H tiene dimension finita.

Veamos que I es un ideal a derecha de H (IH C I).

(@=z)y=> al®) 1y
a(zs) x1 e(y2)y [y =" e(y2)un]
a(z2e(y2)) T1y1
(z2y2 S(y

)

=2
=2
=" alway2 S(ys)) z1y1 e(@)1 =) @15(x2)]
=2
>

z1y1 (S(ys) —
(

a)(r2y2)

(xy1)1 (0 ~ y2)((2y1)2) [« fue definida en la Seccién 2.1]

Z(a — y2) = (1) € 1.

I es de dimensién finita: Sea {e; : I € A} una base de H y para cada i = 1,---n sea A(x;) =
> en @ ® €, donde todos los 2t € H son cero salvo un conjumto finito de subindices I; C A. Luego
o —x; =) ,ca%lale) , para todo a € H*.

Consideremos o! € H* tal que o!(e) = d, luego o — z; = diea zlak(e) = doiea 7loy = a¥ entonces
a:f € H* — J , para todo i, k. Por lo tanto {xﬁ :lel,i=1,--- ,n} genera a H* — J = I. Entonces |
es de dimensién finita.

Por dltimo veamos que I es un coideal a derecha de H, es decir A(I) C I ® H.

Primero A(a — z;) = ;0 Azh)a(er), ademés (id @ A)A(x;) = (A @id)A(w;), entonces Y,y Azl) ®
€= jien zl®ef ey, aplicando id® av, tenemos que >, A(zh)a(e) = D kileA rl®@eFa(er). Entonces
Ala — ;) = Zk,leAxé ®efaley) € I ® H. Luego A(I) C I ® H.

i1) Sea t una integral a izquierda en H, consideremos (I = kt) el subespacio generado por ¢t. Observar
que I es un ideal a izquierda de dimensién finita: x € H,u € I = zu = zat = axt = ae(x)t € 1.
Entonces aplicando (i) H es de dimensién finita.

ii1) Sea H un dlgebra de Hopf semisimple, entonces aplicando el Teorema 4.2.1 existe una integral ¢
tal que £(t) # 0, esto implica ii).

L 2
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Capitulo 5

Cointegrales

En este capitulo se definen las cointegrales para una bidlgebra y se dan algunas propiedades del espacio
de las cointegrales. Se estudia la conexién existente entre el espacio de las cointegrales y H*"*¢, donde H
es un algebra de Hopf y por tdltimo se prueba la equivalencia entre la existencia de una cointegral de un
algebra de Hopf que no se anula en 15 y la cosemisimplicidad de dicha algebra. También se dan algunos
ejemplos de cointegrales. Una referencia para este capitulo es [DNRO1].

5.1. Cointegrales para una bialgebra

Definicién 5.1.1. Sea H una bidlgebra. Una funcional Y € H* es una cointegral a izquierda de H si
> T(z2)zy = Y(z)1 para todo 2 € H. El conjunto de las cointegrales a izquierda de H se nota por [,.
Una funcional T € H* es una cointegral a derecha de H si > Y(x1)ze = Y(x)1 para todo x € H, el
conjunto de las cointegrales a derecha de H se nota por fr. Es claro que fl y fr son subespacios de H*.

Proposicién 5.1.1. Sea T € H*, entonces T es una integral a izquierda (derecha) en H* si y solo si T
es una cointegral a izquierda (derecha) de H.

Demostracion. Primero observar que Y es una integral a izquierda en H* siy solo si oY = F(a)Y para
todo v € H* siy solo si oY = a(1)T para todo o € H*.

(=) SiaY(z) => a(z)Y(z2) = a(d_x1T(x2)) = a(Y(x)1) = a(1)Y(x). Entonces aY(x) = a(1)Y(z)
para todo z € H, por lo tanto T = «(1)7T.

(<) Si aY = (1), entonces aY(z) = a(1)Y(x) = a(Y(x)1) para todo o € H*.

Por otro lado aY(z) = (ax T)(z) =Y a(z1)T(z2) = a(d>] 21T (x2)).

Entonces a(>” 1Y (z2)) = a(Y(z)1) para todo o € H*, luego > z1 Y (z2) = YT(z)1.

2

Proposicién 5.1.2. i) El subespacio fl es un ideal de H*.
ii) Se cumple que [, € H;"*, siendo H;™* la parte racional a izquierda de H*. En particular si H{™* = 0,
entonces [,= 0.

Demostracion. i) Es inmediato aplicando la Proposicién 5.1.1 y la Proposicién 4.1.3.

i1) Es inmediato a partir de la Proposicién 5.1.1.

49



50 CAPITULO 5. COINTEGRALES

Proposicién 5.1.3. [(H) = [ (H®P) = [ (HP°P) .

Demostracion. Sea Y € H*, T € [,(H) siy solo si (aplicando la Proposicién 5.1.1) T es una integral a
izquierda en H*, siy solo si (aplicando la Proposicién 4.1.2) T es una integral a derecha en H*°P.

Por la Proposicién 1.1.4 tenemos que H*P = (H°P)* entonces T € fl(H) si y solo si T es una integral
a derecha en (H®P)*, si y solo si (aplicando la Proposicién 5.1.1) T € [ (H®P), esto prueba la primer
igualdad. La segunda igualdad es inmediata porque en la definicion de cointegrales no se utiliza el producto
de H.

Lema 5.1.4. Sea H un dlgebra de Hopf. Si T es una cointegral a izquierda de H y x,y € H. Entonces
> T(@25(y)) = 2T (@S(y1))y2.

Demostracion.

D a Y(wa S(y) = > w1 Y (@2S(y1))e(y2) lv="> 1)l
= @1 T2z S(11)) S(y2) vs e(2)1 = S(z1)2)]
=Y (w2 (Su1))2) 1 (S(y)h v2 [S anticonmutativa]
= (@S(y1))y

5.2. Conexién entre las cointegrales y H*"

Sea H un &lgebra de Hopf. Se tiene que H;"* es un H*-mdédulo a izquierda racional, esto induce una
estructura de H-comédulo a derecha en H;"%', dada por p : Hf™ — H;™ @ H, p(a) = Y ap @ aq tal
que fa =Y f(ar)ap para todo 8 € H*.

Teorema 5.2.1. El subespacio H;™" es un H-submddulo a derecha de H* (con la accion — definida en
la Seccion 2.1).

La estructura de H-mddulo a derecha y la estructura de H-comddulo a derecha dada por p le dan a H;™
estructura de H-mddulo de Hopf a derecha.

Demostracion. Sea o € Hf"* y x € H, hay que ver que a ~— x € H;"*". Veamos primero que para todo
0 € H* se tiene la siguiente relacién

B (o~ x) =73 Blarr2) (g ~ 1).
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Sea y € H. Entonces

Zﬂ(all’z) (ag ~—z1)(y) =
= Blonza) ag(y S(z1))

= > (z2 = B)(a1) ao(y S(z1)) [por definicién de —]
= ((x2 = B) &)(y S(z1)) [por definicién de p]
= (22 = B)(y S(x1))1 aly S(z1))2 [por def. del prod. de conv.]
= > (z2 = B)(y1 S(z1)1) a(y2 S(21)2)

= (x5 = B) (11 S(x2)) aly2 S(x1)) [S es anticonmutatival

y1 S(x2) 3) a(y2 S(z1)) [por definicién de —]

a(yz S(r1)) (@)1= S(a1)as]

y1) a(y2 S(z)) [z = zie(x)]

Entonces 3 (a «— z) = Y B(a1x2)(eg ~— z1). Por lo tanto o ~— 2 € H;"*. Ademds probamos que
pla—x) =3 ap — 71 @ a;xe. Entonces Hj"*" es un H-médulo de Hopf a derecha.

2

Lema 5.2.2. El subespacio de coinvariantes (H;")H es [

Demostracion. Sea a € H;", entonces o € (H;"')H si y solo si p(a) = a® 1 si y solo si Ba = B(1)a
para todo B € H* siy solo si, por la Proposicién 5.1.1, a € fl Entonces (H[‘““”)COH: fl

L 2

Teorema 5.2.3. El mapa f : [, ®H — H;"*" definido por f(T ® x) =Y < x para todo Y € [,, x € H
es un isomorfismo de H-mddulos de Hopf a derecha.

Demostracion. Por el Teorema 5.2.1 tenemos que H;"*" es un H-médulo de Hopf a derecha, entonces
aplicando el teorema fundamental de médulos de Hopf, f : (H;"*')° @ H — H;" dada por f(a®z) =
a ~— x es un isomorfismo de médulos de Hopf.

Luego aplicando el Lema 5.2.2, f : [, ®H — H;™, tal que f(Y ® ) = T «— z es un isomorfismo de
modulos de Hopf.

2

Corolario 5.2.4. H;"* =0 si y solo si ;= 0.
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Corolario 5.2.5. Sea H un dlgebra de Hopf con antipoda S.
1) Si H tiene una cointegral a izquierda no nula, entonces S es inyectiva.
2) Si H es de dimension finita, fl tiene dimension 1 y S es biyectiva.

Demostracion. 1) Si S no es inyectiva, existe z € H con z # 0y S(z) = 0. Entonces para T € fl con
T # 0, aplicando el Teorema 5.2.3 f(T® ) =T «— z = S(z) = T = 0, contradiciendo la inyectividad
de f.

2) Si H tiene dimensién finita, H;"** = H*. Entonces, aplicando el Teorema 5.2.3, obtenemos un
isomorfismo de médulos de Hopf f : fl ®H — H*. En particular es un isomorfismo de espacios vectoriales,
entonces dim(H*) = dim( [;,®H). Pero dim(H) = dim(H*) y dim([,®H) = dim( J,)dim(H ). Por lo tanto
dim(H) = dim( f;)dim(H), entonces dim( ;) = 1. Ademés S es un endomorfismo inyectivo de un espacio
vectorial de dimensién finita, luego S es biyectiva.

L 2

Observar que H*™* es un H*-mdédulo a derecha racional y luego resulta un H-comédulo a izquierda.
Analogamente vale que H}" admite una estructura de H-médulo a izquierda tal que H}"** es un H-
modulo de Hopf a izquierda. En particular tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.2.6. i) El mapa g : H®fr — HX definido por g(x @) =2 — Y para todox € H, T € fr
es un isomorfismo de H-mddulos de Hopf a izquierda.
i) H" =0 siy solo si [ =0.

5.3. Cosemisimplicidadad de un algebra de Hopf
Lema 5.3.1. Sea Y € H*, T € [ siy solo si T € Hom' (H, k).

Demostracion. Observar que k € M conp: k —k® H, p(zr) =2 ® 1.

Sea Y € H*, entonces Y € Hom! (H, k) si y solo si (po T)(y) = (YT ®id) o A)(y) para todo y € H, siy
solo si Y(y) @ g = > Y(y1) ® y2 para todo y € H, si y solo si T(y)lg = > Y(y1)y2 para todo y € H,
siysolosi T € fr.
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Teorema 5.3.2. Sea H un dlgebra de Hopf. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) H es cosemisimple.

ii) k es inyectivo en M7 (HM).

i11) Eziste T € H* cointegral a derecha (izquierda) tal que Y (1p) = 1.

Demostracion. (i) < (ii) Es exactamente el Teorema 3.3.2.

(i) = (i4i) Sea u : k — H la unidad de H, u es un morfismo inyectivo de H-comédulos, porque
w(ly) =1g y (Aou)(z) = ((u®id) o p)(x) para todo z € k.
Como k € M es inyectivo, entonces existe ¥ : H — k morfismo de H-comédulos tal que el siguiente
diagrama conmuta: k

k—p>H

Por lo tanto aplicando el Lema 5.3.1 es T € [ . Ademds Y(1g) = T(u(1x)) = 1k, luego Y(1g) = 1.
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(#i1) = (1) Para ver que k es inyectivo veamos que es sumando directo de un H-comédulo libre, es
mas veamos que es sumando directo de H.
Como T € [, entonces por el Lema 5.3.1 es T € Hom" (H, k), por lo tanto ker(T) es un subcomédulo
de H.
Veamos que H = u(k)®ker(Y): sea z € H, entonces x = z— (uoT)(z) 4+ (uoY)(x) donde x — (uoY)(x) €
ker(T) y (uoY)(x) € u(k), sea y = u(a) tal que Y(y) = 0, entonces idg(a) = (YT ou)(a) =0, luego a =0
y por lo tanto y = 0. Entonces H = u(k) @ ker(Y).
Como u es inyectivo tenemos que k es isomorfo a un sumando directo de un libre. Entonces k es inyectivo.

L 2

Observacion 5.3.1. Si H es un dlgebra de Hopf cosemisimple y escribimos H =k -1y & C, siendo C
una subcodlgebra de H, entonces de la prueba del Teorema 5.3.2 se deduce que la proyeccion de H sobre
k- 1g asociada a esta descomposicion es una cointegral a izquierda y derecha que en 1 vale 1.

Ejemplo 5.3.1. Sea H = kG, el algebra de grupo definida en el Ejemplo 4.1.1, kG = EBgeck -g =
kE-led g£1 k-g, donde k- g es una subcodlgebra unidimensional, luego simple. Entonces kG es un algebra
de Hopf cosemisimple, luego por la Observacién 5.3.1 el mapa p; : H — k definido por p;(g) = d14, para
todo g € G, es una cointegral a izquierda y derecha de H.

Ejemplo 5.3.2. Sea H un k-espacio vectorial, del cual una base es {¢; : i € N}, H admite una estructura
de bidlgebra. La estructura de codlgebra esta dada por

m
A(Cm) = Zci & Cm—i, E(Cm) = 5O,m
=0

y la estructura de algebra por

n-—+m
CnCm = n Cn4+m

con la unidad 1 = ¢p. También tenemos un isomorfismo de dlgebras ¢ : H* — k[[X]], ¢(a) = >, < a(cn) X",
para todo v € H*.

Supongamos que Y es una cointegral a izquierda de H, entonces para todo a € H* tenemos que
aY = a(1)Y y aplicando ¢ obtenemos ¢(a)p(T) = a(1)¢(Y) para todo @ € H*. Luego ¢(T) = 0
(porque k[[X]] es un dominio) y como ¢ es un isomorfismo, esto implica que T = 0. Lo cual prueba,
aplicando el Teorema 5.3.2, que H no es cosemisimple.

Ejemplo 5.3.3. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y H = k[X] el dlgebra de polinomios con la
estructura de algebra de Hopf definida en el Ejemplo 4.1.3. Veamos que H no tiene cointegrales no nulas
y por lo tanto no es cosemisimple. Sea T € H* una cointegral a izquierda, entonces a T = «(1) T, para
todo o € H*.

Sea o € H* tal que a(X) # 0. Como A(X) = X ® 1 +1® X, tenemos que (o T)(X) = a(X) T(1) +
a(1) T(X). Como YT es una cointegral a izquierda resulta también que (o T)(X) = (1) T(X), entonces
a(X) T(1) =0, como a(X) # 0 tenemos que YT (1) = 0. Veamos por induccién que T(X™) = 0, para todo
n > 0y esto concluira la prueba de que T es 0.

Supongamos que Y(X?%) = 0, para todo i =0,--- ,n — 1. Veamos que Y(X") =0

Observando que A(X" 1) =37 . ("PH X1t @ X, tenemos que (a T) (X)) =

S ocicnsr ("7 (X" T(X7). Como T es una cointegral a izquierda, es (o T)(X"~1) = a(1) T(X"F).

3

Luego (n + 1) a(X) T(X") =0y como a(X) # 0, tenemos que T(X") = 0.
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Capitulo 6

Unicidad de las cointegrales y
biyectividad de la antipoda

El objetivo de este capitulo es probar la unicidad de las cointegrales y a partir de esto deducir la
unicidad de las integrales en un dlgebra de Hopf de dimensién finita. También es probar que si un algebra
de Hopf tiene una cointegral no nula, entonces su antipoda es biyectiva. Una referencia para este capitulo
es [DNRO1].

Lema 6.0.3. Sea H un dlgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula. Entonces existe 0 : H —
H*morfismo inyectivo de H*-mddulos a izquierda.

Demostracion. Existe T € H*, T # 0 tal que o ¥ = «(1) T, para todo a € H* o equivalentemente tal
que Y Y(xz2)x; = Y(x)1, para todo = € H.

Sea 0 : H — H*, dada por 0(y)(z) = T(xS(y)) para todo =,y € H.

Observemos primero que H €g+~M con la acciéon o — = = > zja(xs) v que H* €+M con la accién

(- B)(x) = X2 ean) B(w2).

Veamos que 6 es un morfismo de H*-mddulos a izquierda, es decir que el siguiente diagrama conmuta:

H* @ H——>H

= le

H*® H* — H*
Por un lado es:
Ola —y)(@) = 00>y aly))(@) =Y 0y alye))(@) =Y T(x Sy aly:)))
= a(T(x S(y) y2) = Y T(z S(y1)) ayz)=za( (x S(y1)) y2)-

Por otro lado es:
(- 0y)(z) = alz1) 0(y)(w2) =Y _alx1) T(z2 Sy) = Y _ a1 T(z2 S(©))).

Entonces aplicando el Lema5.1.4 tenemos que 6(a — y)(z) = (- 6(y))(x) para todo x € H. Por lo tanto
Ola = y) = a-0(y) y 6 resulta un morfismo de H*-mdédulos a izquierda.

%)
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0 inyectivo : Sif(y) = 0, es 0(y)(z) = Y(z S(y)) = 0, para todo x € H. Pero T(z S(y)) = (T «— y)(x),
entonces T «— y = 0. Aplicando el Teorema 5.2.3 tenemos que y = 0. Luego 6 es inyectivo.

2

Teorema 6.0.4. Sea H un dlgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula. Entonces HX™ es
denso en H*.

Demostracion. Por ser H un algebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, aplicando el Lema
6.0.3, existe 8 : H — H* morfismo inyectivo de H*-mdédulos a izquierda. Luego aplicando el Teorema
3.3.11 tenemos que para todo S € M* simple, E(S) € Mfm y finalmente por el Teorema 3.4.9 es H"
es denso en H*.

*
Corolario 6.0.5. Si [, # 0. Entonces [ # 0.

Demostracion. Aplicando el Teorema 6.0.4 es H*"* es denso en H*, en particular H*"** # 0 . Luego
aplicando el Teorema 5.2.6 tenemos que fT #0.

L 2

Corolario 6.0.6. Sea H un dlgebra de Hopf con una cointegral a derecha no nula. Entonces H}" es
denso en H*.

Demostracion. Primero observar que (HP-¢oP)¥rat — ffrrat,
Aplicando la Proposicién 5.1.3 tenemos que [ (H) = [,(HP).

Observar que HP°°P es un élgebra de Hopf, entonces por el Teorema 6.0.4 es (HoP:cop)xrat = ( HOoP-coP)*,

Entonces H;7% = (H°P:¢°P)* = H* (como espacios vectoriales). Luego H;"** es denso en H*.

L 2

Lema 6.0.7. Sea H un dlgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, I un ideal a izquierda
denso en H*, M € Mzn y f: I — M un morfismo de H*-mddulos a izquierda. Entonces existe un unico
morfismo h: H* — M de H*-mddulos que extiende a f.

Demostracion. Como M € M | aplicando el Corolario 3.2.8 existe F(M) € M.

Por ser H un algebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, aplicando el Lema 6.0.3, existe
0 : H — H* morfismo inyectivo de H*-modulos a izquierda. Luego aplicando el Teorema 3.3.11 tenemos
que para todo S € M simple, E(S) € M;{m y finalmente por el Teorema 3.3.8, como M € M;Im, es
E(M) e MY,

Dado que E(M) € Mﬁn inyectivo, entonces aplicando el Lema 3.1.9 resulta que E(M) € g+M inyectivo.
Como E(M) es inyectivo, existe h : H* — E(M) morfismo de H*-mdédulos tal que el siguiente diagrama
conmuta:

— s M E(M)

7

—

—~

-~ h

—~

H* ™

Sea x € E(M), entonces §(x) = > x¢ ® 1, donde todos los 1 = 0 salvo un conjunto finito de indices .
Como I es denso en H*, existe a € I tal que a(z1) = £(z1), para todo z;1. Por lo tanto x = > g e(z1) =
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Saxoa(xy) =a-xz €l -z Entonces x € I - x.
Sea e = h(e) € E(M), entonces es [ -e =1-h(e) =h(le) =h(I)= f(I)C M
Sia€ H* es h(a) = h(ae) = a - h(e) = a-e € M. Por lo tanto Im(h) C M. Luego h es el morfismo que
buscédbamos.

Si b/ es otro morfismo con la misma propiedad, entonces h — h' es 0 en I. Luego I - (h n)(e) =
(h—n")(Ie) = (h—h')(I) = 0 y nuevamente como I es denso en H* tenemos que (h—h')(e) € I-(h—h')(e),
por lo tanto (h — h')(e) = 0, entonces h = h'.

L 2

Teorema 6.0.8. Sea H un dlgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula y M € lefm Entonces
dim Hompg-(H,M) < dim M. En particular dim f,= dim| =1.

Demostracion. Por el Lema 6.0.3 existe 6 : H — H* morfismo inyectivo de H*-mdédulos a izquierda. Por
otro lado H € M* = Rat(g-M), entonces 0(H) € Rat(y+M). Ademds 6(H) C H*, luego 6(H) C H; .
Como H € MH es libre, entonces H es inyectivo en M2 Rat(-M).

Sea M € MY,y sea ¢ : Homp-(H;™*, M) — Hompg-(H, M) el mapa lineal definido por:

Hl*rat f M

O(H) /s
0

H

donde ¢ es la inclusién de 0(H) en H; .

Veamos que 9 es sobreyectivo.

Previamente como H es inyectivo, existe n : H;"** — H morfismo de H*-médulos a izquierda tal que el
siguiente diagrama conmuta:

H
id
0 H Hl*rat.

Sea g € Hompy+(H,M). Consideremos g on : H;"* — M morfismo de H*-mdédulos a izquierda. Luego
Y(gomn) =gonorof = g. Entonces ¢ es sobreyectiva.

Como H es un algebra de Hopf con una coitegral a izquierda no nula, tenemos por los Corolarios 6.0.5
y 6.0.6 que H;"** es denso en H*, entonces aplicando el Lema 6.0.7 tenemos que Hompg~(H;"™*, M) =
Homp«(H*, M) = M. Por lo tanto dimyHompg~(H, M) < dimyHomg-(H;™*, M) = dim; M.

En particular si M = k, tenemos que dimHompg~(H, k) < 1.

Por el Lema 5.3.1 sabemos que [ = Hom* (H, k) = Hompy-(H, k) porque H y k € M*. Entonces dimy, [
< 1. Aplicando el Corolario 6.0.5 es fT # 0, entonces tenemos que dimkfr =1.

Por la Proposicién 5.1.3 tenemos que [,(H) = [ (HPP).
Como HP°°? un élgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula (porque [ (H) = [,(H°"P)),
entonces dimy, [,(H°"“P)= 1 por lo tanto dimy, [,(H) = 1.

*
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Corolario 6.0.9. Si H es un dlgebra de Hopf de dimension finita, entonces

dimy, {t € H : t es una integral a izquierda en H} = dimy, {t € H : t es una integral a derecha en H} = 1.
En particular si H es un dlgebra de Hopf tenemos que dimy {t € H : t es una integral a izquierda en H} =
dimy, {t € H : t es una integral a derecha en H} < 1.

Demostracion. Como H es de dimensién finita tenemos que H = (H*)* como dlgebras de Hopf. Por otro
lado, aplicando la Proposicién 5.1.1 tenemos que Y es una integral en H* si y solo si T es una cointegral
de H. Entonces t es una integral a izquierda en H si y solo si ¢ es una cointegral de H* y por el Teorema
6.0.8 tenemos que dimy {t € H : t es una integral a izquierda en H} = 1. De igual forma se prueba para
integrales a derecha.

L 2

Lema 6.0.10. 1) Sean H y K dos dlgebras de Hopf y ¢ : H — K un morfismo inyectivo de codlgebras,
con ¢(1) = 1. Si T € K* es una cointegral a izquierda, entonces T o ¢ es una cointegral a izquierda de
H.

2) Sea H un dlgebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula. Entonces Y oS es una cointegral a
derecha no nula de H.

Demostracion. 1) Hay que ver que Y Y(x2)x; = Td(x)1, para todo € H. Como ¢ es inyectivo basta
ver que ¢(> Yop(xa)xr) = ¢(To(x)1p), para todo € H

P TP(x2)r1) = 3 Th(w2)p(w1) = 2T (d(2)2)d(2)1 = Th(x)lx = Yd(x)p(1n) = H(Td(2)1n).

2) La antipoda S : H — H°P°°P es un morfismo inyectivo de codlgebras con S(1) = 1.

Aplicando 1), si T es una cointegral a izquierda no nula de H, entonces T oS es una cointegral a izquierda
de H°P°P luego T o S es una cointegral a derecha de H.

Veamos ahora que Y o S # 0. Sea J C H la envolvente inyectiva de klg, en M.

Como fl # 0, resulta J de dimensién finita y H = J @ X donde X es un coideal derecho de H. Sea
a € H* tal que a(X) =0y a(l) # 0. Entonces X C ker(a), donde X tiene codimensién finita. Luego
aplicando la Proposicién 2.3.9 o € H;"*". Por lo tanto, por el Teorema 6.0.8 & = T — z, para algun
x € H y ademds a(1) = (T «— z)(1) = T(S(z)), entonces YT 0.5 £ 0.

L 2

Corolario 6.0.11. Si H es un dlgebra de Hopf con una cointegral no nula. Entonces S*([,) = [ .

Demostracion. Sea S : H — H la antipoda de H, consideremos S* : H* — H*, dada por S*(«)(x) =
a(S(z)), para todo o € H* y x € H.

Sea T una cointegral a izquierda no nula, entonces aplicando el Lema 6.0.10, T o .S es una cointegral a
derecha no nula. Como dimy, [ = dimy, [, = 1, tenemos que S*(f, ) = [ .

2

Corolario 6.0.12. Sea H un dlgebra de Hopf, con una cointegral no nula. Entonces S es biyectiva.

Demostracion. Por el Corolario 5.2.5 sabemos que S es inyectiva. Falta probar que Ses sobreyectiva.
Supongamos que no lo es, es decir S(H) # H.

Como S(H) es una subcodlgebra de H, tenemos que S(H) es un H-subcomédulo a izquierda de H.
Entonces aplicando la Proposicién 3.4.8, existe M un H-submddulo a izquierda maximal de H tal que
S(H) C M y M de codimensién finita.

Sea € H* tal que 8 # 0y (M) = 0, luego M C ker(). Entonces aplicando la Proposicién 2.3.9,
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B € H;". Luego aplicando el Teorema 5.2.3, existe z € H tal que § =7 «— x. Como f #0esz #0y
para todo y € M tenemos (T «— x)(y) = S(y) = 0. Para todo z € H, tenemos que S(z) € M, asi que:

(Yo 8)(x 2) = T(S(x 2))
= T(S(2) S(x))
— (T — 2)(S5())
=0.

Entonces (Y o S)(xH) = 0.

Como ToS € [, entonces ToS es un morfismo de H*-médulos a izquierda. Luego (YoS)(H* — zH) = 0.
Aplicando la Proposicién 4.2.2 (T o S)(H) = 0, entonces Y o .S = 0, esto contradice el Lema 6.0.10.
Entonces S es biyectiva.

Teorema 6.0.13. Si H es un dlgebra de Hopf con una cointegral no nula. Entonces H;"*" = HX",

Demostracion. Como H es un algebra de Hopf con una cointegral a izquierda no nula, aplicando el
Teorema 6.0.4, tenemos que H;"* es denso en H*. Aplicando el Corolario 6.0.5, H tiene una cointegral
a derecha no nula, entonces por el Corolario 6.0.6 es H;"*" denso en H*. Entonces por el Teorema 3.4.11
es Hl*rat — H*rat

jrat,

L 2
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