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Resumen

En el presente trabajo se estudia la teoria de representaciones de grupos compactos.
Después de mostrar que toda representacion es suma de representaciones irreducibles y que
estas ultimas son de dimensién finita, se prueba el resultado central de esta monografia: el
teorema de Peter-Weyl. Este describe completamente las representaciones irreducibles del
grupo, y muestra explicitamente la descomposicién de la representacién regular como suma
de representaciones irreducibles. Posteriormente se estudian algunas consecuencias del
teorema de Peter-Weyl, y se calculan las representaciones irreducibles de algunos grupos
clésicos. Finalmente, luego de vincular las representaciones irreducibles del grupo con las
de un subgrupo cerrado a través del teorema de reciprocidad de Frobenius, se muestra
como aplicar el analisis armonico en la resolucién de cierto problema de reconstruccion de
un cuerpo convexo.

Abstract

In the present work, the theory of representatios for compact groups is studied. After
showing that every representation can be writen as the sum of irreducible representations,
and that the latter are finite dimensional, the main result of this monograph is proved:
the Peter-Weyl theorem. It describes completely the irreducible representations of the
group, and shows explicitely the decomposition of the regular representation as the sum of
irreducible representations. After that, some consecuences of the Peter-Weyl theorem are
studied, and the irreducible representations of some classic groups are calculated. Finally,
after linking the irreducible representations of the group with those of a closed subgroup
of it, through the Frobenius’ reciprocity theorem, it is shown how to apply the harmonic
analysis in the resolution of certain problem of reconstruction of a convex body.



Indice general

1. Teorema de Peter-Weyl.
1.1. Integracién invariante. . . . . . . . . . . . ...
1.1.1. Lamedidade Haar. . .. ... ... ... ... ... .........
1.2. Representaciones unitarias. . . . . . . . . . . . . .. ...
1.2.1. Definiciones y construcciones bésicas. . . . . . ... ... ... ...
1.2.2. Primeras propiedades y el Lema de Schur. . . . . .. ... ... ...
1.2.3. Formas integradas. . . . . . . . . ... Lo
1.2.4. Operadores de Hilbert-Schmidt. . . . . . . .. .. ... ... .....
1.3. Los coeficientes matriciales. . . . . . . .. ... o o Lo
1.4. El teorema de Peter-Weyl. . . . . . . . .. oo oo

2. Consecuencias del Teorema de Peter-Weyl.
21, GANItO. . . . o
2.2. G numerable. . . . ...
2.3. Ejemplo de G no numerable. . . ...

3. Representaciones de los Grupos Clésicos.
3.1. Representaciones irreducibles de SU(2). . . . .. ... ... .. ... ....
3.2. Representaciones irreducibles de SO(3). . . . ... .. ... ... ... ...

4. Elementos de la Teoria de Representaciones de Grupos.
4.1. Caracteres de representaciones finitas. . . . . . . .. ... ... ...
4.2. Funciones centrales del grupo. . . . . . . .. .. ... Lo
4.3. Representacién inducida. . . . . . . ... Lo L L

5. Analisis Armoénico en la Esfera.
5.1. Presentacién del problema. . . . . ... ... .. 0oL
5.2. Adaptacién del problema al andlisis arménico. . . . . . . . ... ... .. ..
5.3. Resolucién del problema. . . . . . . . .. ... o

40
40
41
44

46
46
02

55
95
99
61



Introduccion.

El anédlisis armoénico no conmutativo, y su herramienta basica, la teoria de representa-
ciones de grupos, ha existido como un area independiente de estudio desde fines del siglo
XIX. En el sentido més general, el andlisis arménico puede ser definido como el aparato
matematico aplicable al estudio y el uso de la simetria en los modelos matematicos del
ambiente. La simetria es descrita en términos de grupos de transformaciones y el objeto
del analisis armonico es el estudio de las correspondientes representaciones de grupos.

Las primeras ideas del andlisis arménico (las nociones de funciones generatrices de
una sucesién y los caracteres de grupo de un grupo abeliano finito), habian aparecido
en el contexto de la teoria de numeros y en la teoria de las probabilidades a principios
del siglo XVIII; atin antes de la creacién de la propia nocién de grupo. Con la aparicién
de las series de Fourier y la transformada de Fourier en la fisica matematica, en el siglo
XIX, el andlisis arménico conmutativo se convirtié en la herramienta més poderosa para
la resoluciéon de varios problemas de invarianza por traslaciones. Como ejemplo de ello
encontramos la teoria de las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes, las series
de Fourier y la transformada de Fourier.

La aparicion del analisis armoénico no conmutativo es usualmente relacionada con una
serie de articulos de Frobenius, publicados en el periodo 1896-1901. El objetivo original de
Frobenius fue encontrar la soluciéon a un problema planteado por su tutor, Dedekind. El
problema era el siguiente. Denotemos por z1,...,z, los elementos de un grupo finito G,
de orden n. La tabla de multiplicacién (también denominada tabla de Cayley) del grupo
G puede ser interpretada como una matriz n X n; y el determinante de dicha matriz es
un polinomio homogéneo de grado n, y tiene n variables, a saber, x1,...,x,. Dedekind lo
llamé el determinante del grupo y descubrié que para un grupo abeliano G, el determinante
podia descomponerse en factores lineales, cuyos coeficientes coinciden con los caracteres
del grupo. Por ejemplo, para el grupo ciclico de tres elementos, tenemos la identidad

det = (@ +y+2)(x+ey+e2)(z 4y +e2),
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donde e = e73".

Dedekind pudo descomponer el determinante del grupo en factores simples (no nece-
sariamente lineales), para algunos grupos no abelianos, aunque no encontré un patrén
general. Frobenius descubrié que, en general, el determinante del grupo es un producto de



la forma P --- P;'*, donde los P; son polinomios irreducibles de grado n;. Por otro lado,
también introdujo las expresiones
@i _ 9OFi
J a$j
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denominéndolos caracteres del grupo. Ademads, mostré que (en términos actuales) son fun-
cionales multiplicativos en el centro del algebra de grupo de G.

Frobenius dio una clasificacién completa de las representaciones irreducibles de los
grupos mas importantes, incluyendo el grupo de simetrias de un poligono regular con n
vértices, el grupo de permutaciones S, y el grupo alternante A,. M&ds atn, probd que
las representaciones de grupos finitos son completamente reducibles. Este resultado fue
demostrado de forma independiente y simultdnea (en 1897) por F. E. Molin, y actual-
mente se acostumbra a llamarlo Teorema de Maschke, en referencia al matematico que lo
probé un ano después para representaciones sobre un cuerpo de caracteristica p tal que el
orden del grupo no es divisible por p.

Otro resultado tedrico importante de Frobenius fue un teorema involucrando una
relacion entre las representaciones de un grupo dado y las de un subgrupo de él. Este
resultado es actualmente conocido como la reciprocidad de Frobenius.

Por otro lado, Burnside fue el primero en aplicar la teoria de representaciones de
grupos finitos al estudio de la estructura de grupos. El teorema que afirma la solubilidad
de los grupos de orden p®q¢® para p y ¢ primos, fue el punto inicial para un arduo trabajo
acerca de la clasificacién de todos los grupos finitos simples, que fue concluida reciente-
mente.

A continuacion presentamos una breve evolucion histérica en el estudio de la teoria de
representaciones.

El primer periodo de desarrollo (aproximadamente entre 1890 y 1920), estd marca-
do por los trabajos de Frobenius y Schur y los de Burnside y Molin. Sélo grupos finitos
y representaciones finito-dimensionales son consideradas en los trabajos de este periodo.
El impetu original del desarrollo de la teoria de las representaciones fue la generalizacién
por parte de Frobenius de las nociones de caracter en grupos abelianos. Fue rapidamente
descubierto que esta nocién de caracter podia ser definida como la traza de una repre-
sentacion matricial del grupo. En consecuencia, la teoria de Frobenius y la teoria de grupos
abelianos, que habia sido desarrollada previamente, fueron unidas en una tnica teoria de
representaciones de grupos.

Un sorprendente descubrimiento de esta época, que fue sistematicamente utilizado
por parte de Schur, fue el proceso de promediacién sobre un grupo, y su famoso lema
acerca de los operadores de intercambio para representaciones irreducibles. Las relaciones
de ortogonalidad fueron obtenidas en su forma general, en los trabajos de Burnside junto
con una descripcién de la estructura de las dlgebras irreducibles de matrices.



El segundo periodo esta caracterizado por la creacion de las teorias de representa-
ciones para grupos topoldgicos compactos. El resultado general mas importante de este
periodo es el teorema de Haar, acerca de la existencia de una medida finita invariante,
asi como el teorema de Peter-Weyl, sobre la completitud del sistema de representaciones
finitas de un grupo. Durante este mismo periodo, Weyl y Cartan desarrollaron la teoria
de representaciones finitas para grupos de Lie compactos. Estos resultados no sélo fueron
impresionantes por su elegancia sino que también encontraron diversas aplicaciones en la
matemaética y la fisica (la teoria de los espacios simétricos y la teoria del movimiento en
la mecanica cudntica). La teoria de representaciones de grupos se ha convertido en una
rama importante de la matemaética y tiene una popularidad creciente.

El sistematico estudio de las representaciones de grupos de dimensién infinita fue el
principal tema del tercer periodo, que comenzd en 1940. Es natural marcar el principio
de este periodo con el articulo publicado en 1943 por Gel’fand y Raikov, acerca de la
completitud del sistema de representaciones unitarias irreducibles para grupos localmente
compactos. Durante este periodo, Murray y von Neumann completaron su estudio sobre
algebras de operadores. La teoria de las dlgebras de von Neumann fue unida a la teoria de
representaciones de grupos en algunos trabajos de Adel’son-Vel’skii, Mautner y Godement.

El primer teorema de clasificacién de representaciones de dimensién infinita fue obteni-
da en 1947 por Gel’fand y Naimark. Posteriormente, en 1950, estos autores obtuvieron las
representaciones de dimensién infinita de SL(n), SO(n) y Sp(n) para n arbitrario. Este
trabajo obtuvo gran reconocimiento, y desde su aparicién, la cantidad de investigaciones
sobre representaciones de dimensién infinita se ha incrementado continuamente.

Esta monografia se centra en los descubrimientos realizados en el segundo periodo
de los antes mencionados. A continuacién presentamos la motivacién para el estudio de
las representaciones de grupos compactos.

Desde el punto de vista l6gico, el concepto de grupo topolégico (G, -, 7) es una com-
binacién de los conceptos abstractos de grupo (G,-) y de espacio topoldgico (G, 7). Las
operaciones de multiplicacién en el grupo y de clausura en el espacio topolégico son con-
cebidas de forma simultdnea en un mismo conjunto G. Sin embargo, estas operaciones
no son independientes, y estan conectadas a través de la condicién de continuidad: las
operaciones de grupo en (G, ) deben ser continuas en la topologia del espacio (G, 7).

Histoéricamente, el concepto de grupo topoldgico surgié en conexién con las considera-
ciones de grupos de funciones continuas, por lo que originalmente todo grupo topoldgico
era tratado como tal: como un grupo de funciones continuas. Desarrollos posteriores en
esta area han demostrado que las propiedades de mayor relevancia no guardan relacion
con el hecho de que el grupo en consideracién sea un grupo de funciones continuas, sino
que soOlo depende de la estructura misma del grupo topoldgico.

Una cuestion que surge naturalmente al construir una nueva teoria, es si ésta guarda
alguna relacién con objetos previamente conocidos, para los cuales existe un mayor desa-
rrollo del conocimiento. Ejemplos de esto pueden ser los grupos de matrices o los grupos



de Lie. Establecer alguna conexién en esta direccién permitiria responder preguntas sobre
los grupos topoldgicos a partir de elementos mas concretos.

Decimos que un grupo topoldgico admite una representacion de dimensién finita si
existe un homomorfismo continuo 7 : G — GL,(C) para algin n € N, es decir, un homo-
morfismo continuo desde G a un grupo topolégico de matrices invertibles. Puesto que es
obvia la existencia de la representacion trivial, a través de la cual cada elemento en G se
corresponde con la identidad en C™, la pregunta relevante es si dado un grupo topolégico,
existen representaciones no triviales de él. Mas atin, cabe preguntarse si existe un sistema
completo! de tales representaciones.

Si bien el problema considerado en el contexto de los grupos localmente compactos
tiene una respuesta mas complicada, podemos dar una respuesta satisfactoria a él si el
grupo G es compacto. En este caso, la situacion es en algunos sentidos mas complicada,
pero en otros lo es mas simple que para grupos abelianos localmente compactos. Las com-
plicaciones surgen a partir del hecho de que no toda representacion de G es unidimensional
si G no es abeliano. En cambio, toda representacién irreducible es de dimensién finita si G
es compacto, y en consecuencia pueden aplicarse las herramientas del algebra lineal. Por
otro lado, el objeto dual de un grupo abeliano es de nuevo un grupo: el grupo dual G. Sin
embargo, el objeto dual de un grupo no abeliano, que también se denota por @, no es un
grupo en general, sino un conjunto sin estructura adicional.

El primer paso en el desarrollo de la teoria es construir en cada grupo compacto una
medida invariante, o equivalentemente, una nociéon de integracion invariante. Concreta-
mente, buscamos asignarle a cada boreliano B € o(7) (la sigma algebra de Borel asociada
a 7) un nimero no negativo (su medida) que verifique la condicién de invarianza: la medida
de B debe ser igual a la medida de gB para todo g en (G. La primera construccion de una
medida invariante fue presentada por Haar en 1933. Estos resultados permiten considerar
el espacio de Hilbert asociado a G: L?(G), con lo cual entran en juego las herramientas
del andlisis funcional, ademds de aquellas provenientes de la topologia y el dlgebra.

Antes de que la construccién de una integracién invariante fuera usada para gru-
pos compactos en general, Peter-Weyl la utilizaron para la construccion de un sistema
completo de representaciones para grupos de Lie compactos, en los cuales la integracién
invariante puede construirse de forma maéas simple. Como resultado del trabajo de Haar,
su construccion puede ser automéaticamente aplicada a grupos compactos.

Por otro lado, histéricamente los grupos de Lie han sido el objeto de estudio de nu-
merosos trabajos. Ellos han sido estudiados en detalle, y en consecuencia seria importante
establecer una conexién entre los grupos de Lie y los grupos topoldgicos (compactos). Re-
sulta que a partir de la existencia de un sistema completo de representaciones en un grupo
compacto arbitrario, es posible construir cualquier grupo compacto a partir de grupos de
Lie mediante un determinado proceso de paso al limite (concretamente, un limite inverso).

'Decimos que un grupo G admite un sistema completo de representaciones si para cada g € G distinto
de la identidad, existe una representacién de G a través de la cual g no se corresponde con la matriz
identidad.



La estructura de la monografia es la que sigue.

El capitulo uno tiene como primer objetivo presentar la teoria bésica de los grupos
compactos y sus representaciones. En él se presentan distintas construcciones y ejemplos
de representaciones y se prueba el Teorema de Peter-Weyl para grupos compactos, que es
el principal resultado de esta monografia.

En el segundo capitulo presentamos algunas propiedades topoldgicas de G que se de-
ducen de propiedades de L?(G) a partir del Teorema de Peter-Weyl m4s algunos teoremas
de topologia general.

El tercer capitulo tiene como objetivo calcular explicitamente las representaciones
irreducibles de algunos grupos compactos bien conocidos: SU(2) y SO(3). Para SU(2),
tendremos que calcular su medida de Haar, y hallar sus representaciones irreducibles “a
mano”. Sin embargo, para SO(3) tomaremos un camino méas corto, pues éste es un cubri-
miento doble de SU(2), y asi obtendremos sus representaciones irreducibles a partir de las
de este ultimo.

El cuarto capitulo presenta la teoria de representaciones de grupos con mayor de-
talle que en el capitulo uno. Su principal objetivo es probar el Teorema de Reciprocidad
de Frobenius, que utilizaremos en el ultimo capitulo. En el camino, se probardn impor-
tantes resultados acerca de los caracteres de las representaciones de un grupo compacto y
se definira la nocién de multiplicidad de una representacion irreducible en otra dada.

En el dltimo capitulo damos respuesta al siguiente problema. Supongamos que K C R"
es un cuerpo compacto centrado del cual sélo conocemos las dreas de las secciones por ca-
da hiperplano, es decir, tal que la funciéon que a cada hiperplano P le asigna el nimero
real drea(P N K), es conocida. ;Serd posible obtener K a partir de esta informacién? La
respuesta es afirmativa en el caso de que K sea ademds convexo y simétrico. Para obtener
este resultado, utilizaremos la teoria del andlisis armdnico desarrollada en los capitulos
precedentes.



Capitulo 1

Teorema de Peter-Weyl.

Este es el capitulo mas importante de esta monografia y sobre él se sustentan los demads
capitulos. Como su nombre lo indica, el principal objetivo de este capitulo es probar el
Teorema de Peter-Weyl, lo cual se concreta en la tltima seccién. Para llegar a él, debemos
por un lado familiarizar al lector con los conceptos y la notacién que se utilizan. Por el
otro, debemos también obtener algunos resultados cruciales e importantes en si mismos,
que nos aproximen al teorema.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En primer lugar, se recuerdan breve-
mente los resultados basicos relacionados con la medida y la integral de Haar, que consti-
tuyen las formas naturales de medir e integrar en un grupo compacto: cuando G = S?,
la medida de Haar viene dada por algin multiplo de la medida de Lebesgue en R. La
ultima parte de esta seccién estd dedicada a mostrar que la imagen de la forma integra-
da de la representacion regular estd contenida en el algebra de los operadores compactos
de L?(G). Posteriormente se presenta la teoria basica de las representaciones de un grupo
compacto. Pueden destacarse los siguientes resultados: el hecho de que toda representacion
irreducible en un grupo compacto es de dimensién finita; el Lema de Schur, acerca de los
operadores de intercambio entre representaciones irreducibles; y finalmente el hecho de
que C(G) contiene una identidad aproximada con respecto a la involucién, lo cual permite
demostrar, a través de los operadores de Hilbert-Schmidt, que los coeficientes matriciales
asociados a las representaciones irreducibles de G' generan un subespacio denso de L?(G).
En la tercera seccién se introducen los denominados coeficientes matriciales del grupo G,
se estudia su relacion con la representacién regular, las relaciones de ortogonalidad que
ellos verifican, y se demuestra que el espacio que ellos generan es denso en C(G).

Finalmente, la prueba del Teorema de Peter-Weyl sigue la siguiente légica. A par-
tir de las relaciones de ortogonalidad de los coeficientes matriciales, es posible obtener
una base ortonormal del subespacio generado por los coeficientes matriciales. Como este
tiltimo es denso en L2(G), se deduce que este conjunto ortonormal es de hecho una base
ortonormal en L?(G). Asi, descomponemos L?(G) en una suma directa indexada en el
conjunto de las clases de representaciones irreducibles de G, CAJ, de espacios de funciones
continuas, de forma que existe una biyeccion natural entre cada uno de estos espacios y G.
En esta situacion, resulta mas sencillo estudiar la representacion regular izquierda, A, (de
hecho, cualquier representacién) restringiéndola a cada uno de estos subespacios de L?(G).



De esta forma, y con algunos calculos, se deduce que en cada espacio, A es equivalente a
un muiltiplo de la representacién irreducible que éste tiene asociado. La reunién de todos
estos resultados y argumentos, junto con algunas cuentas adicionales, es esencialmente la
prueba del Teorema de Peter-Weyl.

1.1. Integracion invariante.

Los funcionales, medidas e integrales invariantes son una herramienta vital en el estudio
de las representaciones de grupos localmente compactos. Ademads, permiten obtener los
espacios y algebras de funciones que se estudian en el andlisis arménico. Si bien en el caso
compacto puede obtenerse mas informacién acerca de las medidas invariantes, los grupos
locamente compactos admiten una tal medida, esencialmente tnica, y que en cierta forma
determina la topologia del grupo, como veremos mas adelante.

1.1.1. La medida de Haar.

Todo grupo topoldgico localmente compacto admite una medida regular de Borel,
no nula e invariante por traslaciones. A tal medida la denominamos medida de Haar,
y a la integral que ella induce, que también es invariante por traslaciones, la denomi-
namos integral de Haar. Este es un resultado importante en el estudio de los grupos
localmente compactos, pero omitiremos aqui dar una demostracién. El lector interesado
podra encontrar la demostracion clasica de él en [4] y [5], o una demostracién méas concreta
para grupos compactos en [15].

Teorema 1.1.1. Sea G un grupo topolégico localmente compacto. Entonces existe una
medida reqular de Borel no nula i, tal que pu(tA) = u(A) para todot € G, A C G de Borel.
Ademds, si v es otra medida que verifica lo anterior, entonces existe A > 0 tal que p = A\v.

Denotaremos por p a la medida provista por el teorema anterior. En general no
serd cierto que p(At) = u(A) para todo t € G, A C G de Borel. Para enfatizar este
hecho, llamaremos a la medida u medida de Haar izquierda. Puede construirse de forma
andloga, una medida de Haar invariante a derecha. Un hecho que distingue a los grupos
compactos de sus similares localmente compactos, es la existencia en general de medidas
de Haar invariantes a izquierda y derecha simultdneamente.

Teorema 1.1.2. Sea G un grupo compacto. Entonces existe una unica medida de Haar
de probabilidad en G que es invariante por traslaciones izquierdas y derechas en G.

En las condiciones del teorema anterior, la medida de Haar no sélo es invariante por
traslaciones, sino también por inversiones. Concretamente, se tiene lo siguiente.

Proposicion 1.1.3. Sean G un grupo compacto, p la medida de Haar del teorema anterior,
y A C G de Borel. Entonces (A=) = u(A).

Demostracion. Si definimos en G la medida u’ por p/(E) = u(E~1), entonces pi es otra
medida invariante por traslaciones, puesto que p es bi-invariante. Por lo tanto, existe A > 0
tal que u = A\y/. Tomando B un conjunto simétrico en G (B = B~1), se concluye que
A =1y entonces pu = p'. O

10



Observacion 1.1.4. En virtud de la invarianza por traslaciones a izquierda y derecha, y
por inversiones, concluimos que al integrar en un grupo compacto respecto a su medida
de Haar, pueden efectuarse los cambios de variables s — tsr—! para t y r € G arbitrarios,
sin afectar el valor de la integral.

1.2. Representaciones unitarias.

1.2.1. Definiciones y construcciones basicas.

Comenzaremos esta seccion introduciendo las primeras definiciones y resultados sobre
las representaciones de un grupo. Ademds, fijaremos la notacién que se usard en los proxi-
mos capitulos.

A partir de ahora, G sera un grupo localmente compacto y de Hausdorff, y H serd un
espacio de Hilbert complejo. Denotaremos por B(H) al conjunto de las transformaciones
lineales A : ' H — 'H acotadas.

Definicion 1.2.1. Una representacion del grupo G sobre el espacio de Hilbert H es un
homomorfismo 7 : G — B(H) débilmente continuo. La continuidad débil de 7 debe enten-
derse en el siguiente sentido:

V&neH, elmapa G — C: g+ (m(g)&,n) es continuo.

Ademas, si m(g) : H — H es unitaria V g € G, decimos que 7w es una representacion
unitaria.

Notacion. U(H) ={A:H —H : A€ B(H) es unitaria}.

La condicion de continuidad débil para una representacién unitaria es equivalente a la
continuidad fuerte de la misma, es decir, la condicién de que g — 7(g)& sea continuo para
todo & € H. En efecto, se tiene lo siguiente.

Proposicion 1.2.2. Sea m una representacion unitaria de G débilmente continua. En-
tonces es fuertemente continua, es decir:

lim ||7(t)x — w(to)x| =0, ¥V z € H,ty € G.

t—to

Demostracion. Basta ver que si t — e, entonces 7(t)z — z en la norma de H, para todo
x € H. Para ello, sea x € H tal que ||z|| = 1. Entonces

|lr(t)z —z||? = (r(t)z —z,7(t)z —x)
I ()z]|* = (7 (t)x, x) — (@, 7(t)z) + ||=|
= 2||z[]* — 2Re(r(t)z, ) — 2|jz||* — 2|lz|* = 0,

donde el limite vale para cada x en H, con lo que se concluye la prueba. ]

11



Definicién 1.2.3. Decimos que dos representaciones m : G — B(H1) y 2 : G — B(H3)
son equivalentes, si existe un operador acotado U : Hi — Hso que verifique

mi(g) = U 'ma(g)U.

Si ademéas U es un operador unitario, entonces decimos que w1 y 7o son unitariamente
equivalentes. En este caso, se verifica

m1(g) = Uma(g)U.

En cualquiera de los dos casos, escribiremos 71 2 w3 y denotamos por [r] a la clase de
equivalencia (unitaria) de .

Observacion 1.2.4. De aqui en més, todas las representaciones que consideremos, a menos
que lo digamos expresamente, seran unitarias. En general, la expresion representacion de
G significard representacion unitaria de G. Asimismo, la equivalencia que consideraremos
serd la unitaria, y el simbolo w1 2 w9 significara que las representaciones unitarias my y mo
son unitariamente equivalentes.

Las representaciones unitarias son las mas importantes y constituyen la clase de repre-
sentaciones mas estudiada. Existen al menos dos razones para esto. Por un lado, las repre-
sentaciones unitarias aparecen naturalmente en diversas aplicaciones (sistemas dindmicos,
mecanica cudntica, etc.). Por otro lado, las representaciones unitarias poseen una serie
de importantes propiedades, que en gran medida facilitan su estudio. Por ejemplo, todo
subespacio invariante de una representacién unitaria reduce a la representacién, ya que su
complemento ortogonal también es invariante.

Es importante observar que en el caso de grupos compactos, no hay pérdida de ge-
neralidad al considerar tinicamente este tipo de representaciones, como lo evidencia la
siguiente proposicién. El lector interesado podré encontrar los detalles de la demostracion
en [6].

Proposicién 1.2.5. Sean G compacto y © : G — B(H) una representacion de G (no
necesariamente unitaria). Entonces m es equivalente a una representacion unitaria de G.

Demostracion. Si (-,-) es el producto interno original en H, consideramos en H el siguiente
producto interno:

(&, y)n = /G (r(g)z, w(g)y)dg ¥ z,y € M.

Se prueba que (-,-), es efectivamente un producto interno en H, y que este tltimo es
completo con respecto a la norma que (-, ), induce. Asi, se deduce que H dotado con ese
producto interno resulta un espacio de Hilbert en el cual 7(g) es unitaria para todo g € G.
Finalmente, el isomorfismo entre (H, (-,-)) y (H, (-, )x) es la identidad. O

Notacion. Si m : G — U(H,) es una representacién unitaria de G, d, representard la
dimension de H,.

Observacion 1.2.6. Si mp = g, entonces dp, = dn, =: d[ﬂ]. Si 7 y p son representaciones
de G'y dr # d,, entonces m 2 p. En particular, si una representacién es finita y otra no,
entonces no son unitariamente equivalentes.
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La definicién y la proposicién que siguen seran de utilidad al momento de trabajar
con funciones continuas, y representan una generalizacién del concepto de funciéon uni-
formemente continua a grupos topoldgicos (no necesariamente métricos). Concretamente,
se tiene lo siguiente:

Definicion 1.2.7. Dada f : G — E, donde E es un espacio normado, decimos que f es
uniformemente continua si, dado € > 0, existe un entorno U de la identidad e, tal que

1f() = fg)ll <e si t_lg eU.

Observacion 1.2.8. Es claro que la continuidad uniforme es una condicién mas fuerte que
la continuidad usual, pues implica esta ultima.

Observacion 1.2.9. Como es sabido, los conceptos de continuidad y continuidad uniforme

no son equivalentes en general. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.2.10. Sean G un grupo compacto, E un espacio normado y f : G — E
una funcion continua. Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Sea U la coleccion de todos los abiertos U de G que contienen a e. Orde-
namos U con la inclusién inversa, es decir, U > W si U C W.

Supongamos que el resultado es falso, por lo que existe ¢g > 0 tal que para todo
U € U, existen ty,gu € G con ty'gy € Uy ||[f(tv) — f(gu)|l > €. Ahora, {ty}veu es
una red en GG, que es compacto, por lo que existen ¢ € G y una subred de {ty}vey, que
suponemos que es ella misma, tales que ty —y t. Puesto que t(}lgU —y e, se tiene que

gu = tU(t(}lgU) — L.

En consecuencia, si W es un entorno de t, existe U € U tal que ty, gy € W. Co-
mo f es continua en ¢, W puede ser tomado de modo que || f(t) — f(w)|| < F Ywe W.

Con esta eleccién de W, se tiene que

1f (tv) = flgu)ll < 1f (tw) = FOI + £ () = flgu)ll < €o,
lo cual es un absurdo. En consecuencia, f es uniformemente continua en G. 0

Observacion 1.2.11. Analogamente se prueba que si G es un grupo localmente compacto,
entonces las funciones continuas de soporte compacto son uniformemente continuas. La
Unica variacion en la demostracién es que habra que tomar alguna precaucién de modo
que ty € sop(f) para todo U € U.

Ejemplo 1. Sean G un grupo compacto y H = L?(G). La representacion reqular izquierda
de G, A : G — U(H), viene dada por A\(g)f(t) = f(g~'t). Obsérvese que A(g) es una
isometria para cada g € G, por la invariancia de la integral de Haar (ver observacién
1.1.4).Veamos que efectivamente es una representacién unitaria de G:

A es un homomorfismo:
e \e)f(t) = f(e7't) = f(et) = f(t) y en consecuencia, \(e) = Idpz(g).
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Ags)f(t) = f((gs)~'t) = f(s7 g™'t) = A(s)f(g7't) = A(g) (A(s) f(t)), por lo que
Ags) = (g)A(S)

A es continua:
Sea f € C(G), y veamos que g — A(g)f es continua. Sea (g;)ic; € G una red tal

que g; — ¢g. Como f es continua en G, es uniformemente continua, y en consecuencia,
dado € existe un entorno W de e en G tal que

If(t) = f(r)| <e sitlreW.
Sea ig € I tal que g[lg € W para todo i > ig. Entonces, si i > ig, se tiene que
M@ =X = [ Nads® = M) Pde = [ 1570~ g 0Pt <
< / 2dt = €.
G
Por lo tanto, [|A(g:)f — A(g)fll2 < € para todo i > I.
Finalmente, sean h € L?(G) y € > 0. Entonces, existe f € C(G) tal que
€
b= fll2 < 3

3

Ademas, si (g;)ier es como antes, existe j € I tal que
Vi Ma)f = )]l < 5
Entonces, dado que A(g) es una isometria para todo g € G, se tiene que
[A(gi)h = A(g)hllz < [[A(gi)h — Alga) fll2 + [A(ga) f — A(g) fll2 + IA(9) f — Ag)hll2
< eViel,i>].
En consecuencia, g — A(g)h es continua V h € L?(G).
A es unitaria:

Dados g € G, f,h € L*(G), vale la siguiente igualdad:

9)f, h) = /f (g )n(t)dt = /f h(gr)dr = (f, A\(g~1)h).

En consecuencia, A(g)* = A(g~!), esto es, A es unitaria.
Finalmente, veamos que A\ es una representacién inyectiva (o fiel) de G. En efecto,
sea g € G y supongamos que

>‘g = )\e = IdLQ(G)a
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o sea que para toda f € L*(Q),
)‘g(f) =T
Equivalentemente, para toda f € L?(G), se cumple f(g~'t) = f(t) para casi todo t € G.
Supongamos que g # e y sean V' un entorno compacto de e tal que g~V NV =0, y
f € C(G) tal que fly = 0; f|,~1y = 1. Entonces 0 = f(t) = f(g~'t) = 1 para casi todo

t € V, lo cual es un absurdo, puesto que por la invariancia de p y la compacidad de G,
cualquier abierto de este ultimo tiene medida positiva. En consecuencia, A es inyectiva.

Ejemplo 2. Un ejemplo simétrico al anterior viene dado por la representacion regular
derecha, dada por
p:G — L*Q)

pe(f)) = f(tg) ¥V feUL*G))ygteQG.

Observacion 1.2.12. Las representaciones regulares izquierda y derecha son unitariamente
equivalentes.

Demostracion. Sea U : L?(G) — L?(G) definido por

Uf(g) = flg ")

Entonces, es claro que U? = Id y se tiene que
Wi = [ fa™Radg = [ @bt dg = (1.UB)

Por lo tanto, U es un operador unitario en L?(G) = H = H,,. Ademds,

AUHE) = U(f)g™t) = F(t71g) = pg(N)(E™) = pU()().

Se concluye entonces que U es un operador unitario que intercambia a A y p, por lo
que estas ultimas son unitariamente equivalentes. O

En consecuencia, las propiedades que fueron observadas para la representacién regular
izquierda, también son validas para la representacion regular derecha.

Definicién 1.2.13. Decimos que una representacién 7 : G — U(H) es irreducible si no
existe K C H un subespacio propio cerrado invariante por m, es decir, tal que 7(g)K C
KVgedgG.

Observacion 1.2.14. Si dim(H) < oo, la condicién de que K sea cerrado resulta superflua.

Definicién 1.2.15. Dado un grupo G, definimos su objeto dual por G := {7 : G — B(H) :
7 es irreducible}/ 22, donde 2 representa la equivalencia unitaria de representaciones de G.

Observacion 1.2.16. El objeto dual G 1o es més que un conjunto sin ninguna estructura
algebraica adicional.
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Definicion 1.2.17. Si 7 y 7 son representaciones de un mismo grupo G, entonces w @G :
G — Hy ® 'H,; es la representacion de G definida por

m @ 1(9)(€;¢) = (w(g)x,n(g)y)- (1.2.1)

Ademas, si n € N, entonces
nmw = @i 7.

Observacion 1.2.18. Es inmediato verificar que con la definiciéon anterior, la suma de una
cantidad finita de representaciones es una representacién.

A continuacién definiremos la suma de una cantidad arbitraria de representaciones.
Para que la suma sea efectivamente una representacién, tendremos que exigir alguna
hipétesis adicional a los sumandos.

Definicién 1.2.19. Dada una familia arbitraria {H; };c; de espacios de Hilbert, definimos
su suma directa por

PHi={zec][Hi: D lzil® < oo},

i€l iel iel

con el producto interno definido por

(@, 9@, m: = Z(CUi,yi)Hm Va,ye @Hi-

icl i€l

Observacion 1.2.20. Es facil verificar que @, ; H; con el producto interno antes definido,
es efectivamente un espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.21. Sean T; € B(H;) tales que ||T;|| < M para cada i € I. Podemos
también definir el operador suma directa por

EBTz‘ : @Hi—’@Hi

iel iel el
icl ! iel =

Observacion 1.2.22. Con la notacién anterior, se verifica que @,.; T; € B(@,;c; Hi) y que
| Dic; Till < M.
Observacion 1.2.23. También con la notacién anterior, vale que si T; € U(H;), entonces

@ie[ T; € u(@z’el Hi)‘

Definicién 1.2.24. Sean {(m;, H;)}ier representaciones de G, tales que para todos g €
G,i € I, es ||mi(g)]] < M. Entonces, definimos la suma directa de representaciones de G
en el espacio @,.; H; por

@m G = B(@Hi) tal que

il i€l

g9 — Pmile) Vgea.

el
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Definicién 1.2.25. Dada una representacién de G, 7, cada sumando directo de ella (cuan-
do exista) se dice subrepresentacion de .

Observacion 1.2.26. Es inmediato verificar que @, m; es débilmente continua si cada m;
lo es.

Observacion 1.2.27. En virtud de la observacién 1.2.23, si cada m; es unitaria, también lo
es P, mi

Definicién 1.2.28. Definimos el conmutador de w(G) por 7(G) = {A € B(H) : An(g) =
m(g)AVY g € G}.

Observacion 1.2.29. Siw es unitaria, entonces 7(G)' es autoadjunto, es decir, si A € 7(G)’,
entonces A* € 7(G)'.

Demostracion. Si A € ©(G)’, entonces Ar(g) = 7(g)A V g € G. Tomando adjuntos en
ambos miembros, se obtiene

1.2.2. Primeras propiedades y el Lema de Schur.

En este apartado obtendremos algunos resultados importantes a partir de herramien-
tas bésicas. A pesar de ello, no sélo tienen interés en si mismas, sino que estas propiedades
permitirdn deducir algunos resultados de mayor relevancia y, en particular, nos encami-
naran hacia el Teorema de Peter-Weyl.

Haremos una breve disgresién para recordar los hechos béasicos acerca de la integracién
vectorial, herramienta que necesitaremos para probar que toda representacion irreducible
de G es de dimensién finita. El lector interesado podréd encontrar méas detalles en el apéndice
de [14].

Sea (M,2, 1) un espacio de medida, donde M es un espacio compacto, 1 una me-
dida regular de Borel compleja en M. Si X un espacio de Banach, definimos B(M, X) :=

{f M — X :|fllc <oo}. Ademds, decimos que una funcién f : M — X es escalonada
si existen Aq,..., A, € M medibles y disjuntos, x1,...,x, € X tales que

FO) = xa,t) -z
=1

Sea Sx = {f: M — X : f es escalonada}, que es un subespacio de B(M, X) no cerra-
do a menos que M sea finito.

Sea [ : Sx — X definido por [ (D°0" xa,(t) -z)dt = >0 u(A) -z € X. Es

1=
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rutinario verificar que la férmula anterior no depende de la descomposicién elegida para
f(t) =>"" 1 xa,(t) - z;. Ademds, se tiene que

H/fH =13 nlA) - @ill < 30 1Al - @ill < [ul(M) - | fllso,
i=1 i=1

de modo que [ es un operador lineal entre Sx y X que es acotado, y verifica || [ || <
||(M). En consecuencia, [ se extiende por continuidad a [ : Sx — X. Los elementos

de Sx se llaman funciones regladas, y, mediante argumentos generales de Teoria de la
Medida, puede verse que cualquier funcién continua entre M y X es reglada.

La siguiente observacién es una propiedad fundamental que verifica el operador re-
cién construido, y es una generalizacion de la correspondiente propiedad de la integral de
Riemann o Lebesgue en R.

Observacion 1.2.30. En las condiciones de los parrafos anteriores, sean ademas Y de Ba-
nach y T': X — Y un operador acotado. Si f € Sx, entonces T o f € Sy y ademas

/Tof = /T(XH:XAZ.-@)dt
i=1
= /i:XAi-Txidt
=1

= zn: ,U,(Ai) . Txidt
=1
=1

(/1)

Ademds, [T o flleo <||T||||f]loc- Como T es acotado, la extensién de [ a los conjuntos
Sx, Sy verifica la misma propiedad: [T o f =T ( Ir ) para toda f reglada.

Teorema 1.2.31. Sea 7w una representacion de G. Entonces, 7 tiene una subrepresentacion
de dimension finita.

Demostracion. Sea = € H tal que ||z|| = 1, y consideremos el operador 6, , : H — H
definido por 8, »(y) = (y,z)x V y € H. Definimos a : G — B(H) por ay = ()0, o7 (t)*.
Asi, VyeH,

a(y) = 7(t)0zam(t)"y = 7(t) ((7(t)"y, 2)2) = (Y, T(O)2)7 ()2 = On(t)2,m (1)

por lo que a¢ = O )z 1)z ¥Vt €G-
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Por otro lado, observemos que «; es continua en norma: sea y € H tal que ||y|| = 1,
entonces

(et = bz2)yll = [y, 7(O)x)(t)z — (y, z)x]|
< [y m@®2)(x(t)z — )| + l|lz{y, 7(t)x) = (y, z)x||
< Nyllllw@®)z([[l7(#)z — 2] + [y =)z - |
= 2lln(t)z — 2| =0,

donde el dltimo paso se debe a que 7 es fuertemente continua (ver observacién 1.2.2).

Ahora, si T € B(H) esta definido por T = fG agdt (ver los comentarios previos),
entonces T' es compacto, puesto que la integral converge en norma. Por otro lado,

Tos) = [t ppa
_ / (y, w(6)e)m(t)z, y)dt
G
_ / (y, m()a) (D), y)d
G

Y,
_ / (y, 7(8)a)[2dt > 0.
G

En consecuencia, T es positivo y por lo tanto autoadjunto. Ademéds, es no nulo:
(Ty,y) > 0 pues el integrando es unitario, no negativo y no nulo. Asi, el Teorema Espectral
aplicado a T permite afirmar que existe un valor propio de T', A > 0, y asi H := ker(T'—\)
es de dimension finita.

Veamos que para todo s € G, es 7w(s)T = Tw(s). En efecto, si s € G,y € H, se
tiene

7)) = =) [ ((Oa)e(0ad)
= /(y,ﬁ(t)x>7r(5t)xdt
G
= /(y,ﬂ(s_lr)m)ﬂ(r)xdr
G

= /(7r(5)y,7r(r)a:>7r(7‘):ndr
G
= T(rm(s)y)-

Finalmente, como H) es un subespacio propio de T, es invariante por 7(s) para todo
s € G. Se deduce que 7 : G — U(H,)) definida por 7(g)¢ = 7(g)§ para cada g € G, & € Hj,

es una subrepresentacién de w de dimensién finita. O

El teorema anterior tiene dos importantes consecuencias, que se resumen en el corolario
y el teorema que siguen. Estos, junto con el Teorema de Peter-Weyl, describen ampliamente
el Analisis Armonico para grupos compactos.
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Corolario 1.2.32. Si 7w es una representacion irreducible de G, entonces es de dimension
finita.

Demostracion. Sea 7 una subrepresentacion de dimension finita de w. Como 7 es irre-
ducible, no tiene subrepresentaciones no triviales, de modo que © = 7 y resulta de dimen-
sién finita. O

Teorema 1.2.33. Sea m una representacion de G. Entonces w se descompone como suma
de representaciones irreducibles.

Demostracion. Podemos suponer que 7 no es irreducible. Si ese es el caso, sea K < H un
subespacio propio, de dimensién finita e invariante por 7, el cual existe por el teorema
1.2.31. Entonces, K también es un subespacio propio e invariante por 7:siz € K,y € K,
se tiene que

0= (r(g”Hz,y) = (z,7(g9)y),

por lo que 7(g)y € K+ para todo y € K, g € G. Por otro lado, 1 := 7|¥X) es una subrepre-
sentacion de 7, que se descompone como suma de representaciones irreducibles. En efecto,
todo subespacio de K (automaticamente cerrado en él) reduce a 7, en virtud del célculo
anterior. En consecuencia, la factorizacién de K en subespacios invariantes termina en una
cantidad finita de pasos.

Consideremos ahora la familia
$ = {(n, IC) :n: G — U(K) es una subrepresentacién de 7, y n = @;cm;, con 7; irreducible},

que es no vacia por el argumento anterior. Ordenamos § de la siguiente manera: si
n = ®ieni,n = @Jejnj, con n; : G — UKy),n, : G — L{(IC’), entonces n < 7’ si
ICJy (m,lCz) (nz,lCl), para todo i € I.

Sea C = {(m\,K») : A € A} una cadena en §. Entonces K, = Qiel, ’Cg)’m‘ -
Sier, 1y connt 1 G — U(KY) irreducible, y si A < N, entonces Iy C Iy, y (1), K{) =
(ngﬁ),lcg\i,)) para todo i € I.

Sean Koo 1= Ureax, Moo 1 G — U(Kso) definida por na0(g9)y = ma(g)y sig € G,y € K.
Como ny(g) extiende a n)(g) si A < N, 1 estd bien definida. Es inmediato que 7o(g) es
acotada, y por lo tanto 1s,(g) se extiende por continuidad a 7(g) € U(K), donde K = Ko
Se verifica facilmente que el mapa resultante 7 : G — U(K) es una representacién unitaria

de G, y que si I = Uyeply, entonces n = @AeAzeIU,(\)a K=®XAeA,ie IICg\), de modo

que (77,\,IC>\) < (n,IC), para todo A € A.

Por lo tanto, usando el Lema de Zorn, se tiene que § tiene un elemento maximal
(p, Hp). Si fuera H, & H, la subrepresentacién de m obtenida al restringir ésta a Hlf per-
mitiria hallar una subrepresentacién irreducible (7r’ JH ) de 7, con H' C ’Hj. Pero entonces
(p e, H, ® H’) es un elemento de la familia § y es estrictamente mayor que (p, ’Hp).
La contradicciéon implica que (p, Hp) = (7T, H), y por lo tanto 7 se escribe como la suma

directa de representaciones irreducibles de G. 0
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Lema 1.2.34. Sean G un grupo compacto, y w, p representaciones irreducibles de G. Si
P :H, — Hx verifica
w(g)P = Pp(g) para todo g € G,

entonces o bien P es invertible, o P = 0.

Demostracion. Veamos que ker P y rango P son subespacios invariantes para p y m res-
pectivamente. En efecto, si € H, verifica Pz = 0, entonces

0=m(g)Pz = Pp(g)z,

por lo que p(g)z € ker P para todo g € G. Por otro lado, si z € rango P, existe y € H, tal
que z = Py. Entonces,

m(9)z = m(9) Py = Pp(g)y € rango P.

Como Hr, H, son espacios de dimensién finita, tanto ker P como rango P son cerrados.
Como p es irreducible, o bien ker P = H, o ker P = 0. En el primer caso, se tiene que
P = 0. En el segundo caso, sabemos que rango P es cerrado e invariante para m, por lo
que rango P = 0 o rango P = H,. Como el primer caso es incompatible con que P sea el
operador nulo, se concluye que es P es sobreyectivo, y en consecuencia un isomorfismo. [

Teorema 1.2.35. (Schur) Sean G un grupo compacto y m una representacion de dimen-
sion finita de G. Entonces, son equivalentes:

(a) m es irreducible
(b) 7(G) =C-1I
(¢) Todo elemento no nulo de H es ciclico para w, es decir,

siz € H,x #0,n(G)x :=span{n(g)r: g € G} =H.

Demostracién. (a) implica (b). Sea @ € 7(G)’. Como C es algebraicamente cerrado, existe
un valor propio A de ). Ademds, P := A\ — ) también es un elemento de 7(G)". Como
se tiene det(P) = 0, por ser A un valor propio de @, el lema anterior asegura que debe ser
P =0, esto es, Q = Al

(b) implica (c). Sea xg € H no nulo. Como V := w(G)xzy es un subespacio cerrado
de ‘H no trivial, bastard ver que si Py : H — V es la proyeccion ortogonal sobre V', en-
tonces Py € 7(G)’. En efecto, ello implicard que P,. =0y V = H.

Sean z,y € H. Entonces,

(Pvm(g)z,y) = (n(g)x, Pyy)
= (n(9)Pvz +m(9)(I — Py)z, Pyy).

Como V1 es invariante para m, por ser ésta unitaria, resulta que

m(g)(I - Py)z e V*
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y por lo tanto,

(Pym(g)z,y) = (n(9)Pvz, Pry)
= (Pym(g9)Pvz,y)
= (n(g9)Pvz,y).

puesto que 7(g)Pyx € V. En consecuencia, V = H.

(c) implica (a). Sean {0} & K C 'H un subespacio cerrado invariante para w, y =
un elemento no nulo de . Entonces, como H es de dimensién finita,

span{m(g)x : g € G} = span{n(g)x: g € G} C K.

En consecuencia, K = H y 7 es irreducible. O

1.2.3. Formas integradas.

Otra construccién que nos serd de suma utilidad, tanto para demostrar el Teorema de
Peter-Weyl como en capitulos posteriores, es la forma integrada de una representacion.
Mantendremos la notacion del resto del capitulo y comenzamos con algunas definiciones
bésicas.

Definicion 1.2.36. Un dlgebra A sobre C es un C-espacio vectorial junto con un mapa
bilineal y asociativo A x A — A dado por (a,b) — a-b. Ademds, A es un dlgebra normada
si es un espacio normado que cumple ||a - b|| < ||a||||b|| para cada a,b € A. Si A tiene
unidad 1, imponemos que ||1|| = 1. Finalmente, si (A4,] - ||) es un espacio de Banach,
entonces se dice que A es un dlgebra de Banach.

Observacion 1.2.37. Los morfismos de algebras de Banach son los homomorfismos de alge-
bras que son continuos.

Definicién 1.2.38. Un élgebra A con una involucién (es decir, un isomorfismo antilineal
x : A — A que cumple (a*)* = a V a € A), es una *-dlgebra. Ademds, si A es normada
(respectivamente, de Banach) y la involucién es una isometria, entonces se dice que A es
una *-dlgebra normada (respectivamente, x-dlgebra de Banach).

Observacion 1.2.39. Los morfismos de *-algebras de Banach son morfismos de algebras de
Banach que respetan la involucién.

A continuaciéon mostramos dos ejemplos generales de x-algebras de Banach. La verifi-
cacién de la definicién en cada caso no es inmediata, y el lector podra encontrar la misma
en detalle en [1] o [16].

Proposicién 1.2.40. Si G es un grupo compacto, entonces L'(G) es una x-dlgebra de
Banach con el producto dado por la convolucion, esto es:

* = “11)d
Fra®) = [ fs)gls s,
y la involucidn dada por f*(t) = f(t1).
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Proposicién 1.2.41. Si ‘H es un espacio de Hilbert, entonces B(H) es una x-dlgebra
de Banach con la composicion como producto y la involucion dada por la operacion del
adjunto, esto es, caracterizada por el hecho de que (T'z,y) = (x,T*y) V x,y € H.

La demostracién de la proposicion que sigue puede adaptarse de modo de obtener una
generalizacién a espacios de Hilbert del hecho de que en espacios vectoriales de dimension
finita, una transformacién lineal estd univocamente determinada por los valores que ella
toma en alguna base del espacio, si bien su enunciado es un caso particular de lo anterior.
Cuando la dimensién es infinita, serd necesario tomar alguna precaucién al momento de
elegir los valores en la base, de modo que la transformacion lineal inducida resulte continua.

Proposicién 1.2.42. Sean 7 : G — U(H) una representacion unitaria y f € LY(G).
Entonces existe un unico operador m(f) € B(H) tal que

fz,y) /f (t)z,y)dt ¥ z,y € H.

Demostracion. Por el Lema de Riesz, basta ver que A : H — H dada por A(z,y) =
fG f@)(m(t)z,y)dt ¥V x,y € H es una forma sesquilineal acotada. La sesquilinealidad de A
se deduce de la correspondiente del producto interno en H. Por otro lado, se tiene que si
z,y €H,

A,y)| = | / F) (), y)de

< /GIf(t)lllﬂ(t)lllwHIIdet
[l {lTlyll-

Se concluye que existe un operador w(f) € B(H) como en la tesis. Ademads, esta
demostracién permite observar que ||| < 1. O

Corolario 1.2.43. El operador mw(f) provisto por la proposicion anterior verifica 7(f)x =
Jo f@)m(t)zdt ¥V z e H.

Proposicién 1.2.44. Sea m : G — U(H) una representacion de G. Entonces el mapa
¢ : LY(G) — B(H) dado por f — =(f) es un homomorfismo de *-dlgebras de Banach.

Demostracion. Tenemos que verificar que ¢ es multiplicativo, continuo y que ¢(f*) =
©(f)*. Vedmoslo en ese orden.
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Sean f,g € L'(G),z € H. Entonces,

w(fra)@) = [ froOred

= //f “Hg(s)m(t)zdsdt
= / / f(ts™Hm(t)zdt)ds
= / /f m(rs) xdr

- / o()7(f) (m(s))ds
G

— () /G g(s)m(s)wds)
*()(g)z.

Por otro lado, la demostracién de la Proposicién 1.2.42 muestra que ||o(f)|| = ||7(f)]| <
Il fIl1, por lo que ||| < 1, y ¢ resulta continua. Finalmente, si f € L'(G),z,y € H se

tiene que
/ FE T (m(t)a, yhat

=/ft1 m(t=)y, z)dt

{e()y, =)
= <x790(f) >7

y en consecuencia p(f*) = ¢(f)*. Asi, ¢ es un homomorfismo de *-dlgebras de Banach.[]

(p(f*)z,y)

Ejemplo 3. Si X\ : G — U(L*(G)) es la representacién regular izquierda, calculemos su
forma integrada. Para ello, sean f € L(G), ¢ € L*(G),t € G. Entonces,

/f ds—/f E(st)ds = f #£(1),

y por lo tanto, \y(§) = f =& V f € L'Y(G),€ € L*(G

Ejemplo 4. Sea ahora p : G — U(L*(GQ)) la representa(non regular derecha de G. Si

U: L*(G) — L*(G) estd dado por f — U(f) = f € L*(GQ), donde f(t) = ft ) Vte G

(ver el ejemplo 1 y la observacién 1.2.12), se tiene que py = UNU V g € G. Ademas,
(fg)(t) = [frglt™)

- / F(s)g(s™ ) ds
G



En consecuencia, si f € L'(G),¢ € L*(G),t € G, se tiene que
p©0) = [ s
= [ reuavenas
)(t)ds)

(
- v
(1
&+ f(0).

Observacion 1.2.45. Con la notaciéon de los ejemplos anteriores, dado que A\ y ps con-
mutan para todos t,s € G, también conmutan Ay y pf, Afy pi, ¥ Af y pg, para todos
s,t €@, f,g € LYG).

1.2.4. Operadores de Hilbert-Schmidt.

En esta seccién desarrollaremos parte de la teoria de los operadores de Hilbert-Schmidt,
con el objetivo de demostrar que la imagen de la forma integrada de la representacién
regular estd contenida en el dlgebra de los operadores compactos de L?(G). Més atin,
veremos que el operador resultante de aplicar esta representacién a una funcién continua
es de Hilbert-Schmidt, con lo que obtendremos una identidad aproximada con respecto a
la convolucién en C(G).

De aqui en més, X serd un espacio de Hausdorff compacto, y i serd una medida regular
de Borel compleja definida en X.

Definicién 1.2.46. Sea T': L?(X) — L?(X). Si existe K € L*(X x X, uu x p1) que verifica

/Kfvy y)dy,

entonces decimos que T es un operador de Hilbert-Schmidt, y que K es su nicleo. Ademas,
la norma de Hilbert-Schmidt de T es ||T'|| s := || K||2-

Observacion 1.2.47. Sean T un operador de Hilbert-Schmidt y K su ntcleo. Entonces T es
un operador compacto. Ademas, es autoadjunto si y sélo si K(z,y) = K(y,z) Vz,y € X.

Demostracion. Ver [1]. O

Observacion 1.2.48. Si T es compacto y autoadjunto, cada subespacio propio H, = {§ €
L? : T(¢) = a&} correspondiente a un valor propio a # 0 es de dimensién finita. Por
el Teorema Espectral, existe entonces una sucesién {¢;} de vectores propios ortonormales
(que corresponden a los subespacios propios de valor propio no nulo), tales que toda & € L?
se escribe de manera tnica como

§= Zcz‘cfh’ + ¢o,
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con T(¢pg) =0y ¢; = (£, ¢;), donde la serie converge segtn || - ||2.

Nos concentraremos ahora en el caso en que X = G, un grupo compacto y de Hausdorff,
y p es su medida de Haar. Si f € C(G), entonces

NE(t) = [ €(t) = /G e )dr = /G £(s)f(ts™h) = /G K 4(t, $)€(s)ds,

con Kf(t,s) = f(ts™1), es un operador de Hilbert-Schmidt. Ademés, en vista de la obser-
vacién 1.2.47, si f(s) = f(s~!), entonces As es autoadjunto, puesto que

Kf(t’ s) = f(ts_l) = f(st™!) = Kf<3’t)~

Observacion 1.2.49. Si & € L*(G), entonces ||€]|1 < [|€]|2.

Demostracion. Como p(G) = 1, una aplicacién directa de la desigualdad de Hoélder mues-

tra que
leth = [ tenar = [ leconae< ([ \f(t)Pdtf (/ 12dt)5—usu2.

O
Observacion 1.2.50. Con la notacién de las observaciones anteriores,
[Af&lloo < [I.flloc - lIE]l2-
Demostracion.
— — , —1 < ,
IAs€lloe = I+ €llc = mix| [ )£t~ ydr| < mx [ 160N ot
< HflloortnéX/ () ldr = [ fllocllgll < N[ fllc €12
€G Ja
O

Hasta ahora tenemos que si f € C(G) cumple f(t7!) = f(t) V t € G, entonces
A ¢ L*(G) — L*(G) es un operador compacto y autoadjunto. Asf, cada subespacio
propio ‘H, distinto de ker Ay es de dimensién finita. A continuacién probaremos que la
imagen de Ay estd contenida en el espacio de las funciones continuas de G, y en particular
obtendremos que los subespacios propios de A; contienen sélo funciones continuas. El
operador Ay, con eleccién adecuada de f, nos permitira obtener una identidad aproximada
en C'(G) con respecto a la convolucion.

Proposicién 1.2.51. Sea f € C(G). Entonces,
1. \f(L*(G)) C C(G).

2. Si )\~f S (LAG), | - 1l2) = (C(G), || o) es la correstriccion de Ay a C(G), entonces
As es acotado y | Nf|| < || f]loo-

3. Ay es un operador de Hilbert-Schmidt.
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Demostracion. (1). Sea K¢(t,s) = f(ts™') € C(G x G). Entonces si £ € L*(G),t € G, es

NE(t) = [+ €(t) = /G F(5)€(s~ )ds = /G F(tr1)e(r)dr = /G K 4(t, 5)€(s)ds.

Por la continuidad uniforme de f € C(G), dado € > 0, sea U un entorno de e en G de
modo que |f(t) — f(r)| < esitr~! € U. Entonces, si tr~! € U se tiene que

) — Ape(r)] < /G K4t 5) — K 7(r, 5)|[€(s)|ds

- /G s — flrs)
el < elell2

A

de modo que As¢ es de hecho uniformemente continua para cada £ € L?(G).

(2). Sean ¢ € L%(G),t € G. Entonces,
IArE)] < /G | F(EsTDIEB)lds < [ Fllsolléll < Il fllocllzill2,

y en consecuencia, | A7| < || f]co-

(3). Como f € C(G) C L*(G), entonces Ky € C(G x G) C L*(G x G), y por lo
tanto Ay es un operador de Hilbert-Schmidt, y ademds

IAfllms = [[Ksll2 = 1fll2 < [[flleo < 0.
O

Corolario 1.2.52. Sean f € C(G) y a € C,a # 0 un valor propio de \¢, Ho C L*(G) el
subespacio propio de valor propio a asociado a \y. Entonces Ho C C(G).

Demostracion. Si € € H,, se tiene que
A€ = af € A (LX(@)) € C(G),
y entonces £ = é)\fﬁ € C(G). O

Observacion 1.2.53. Dado H un espacio de Hilbert, denotamos por HS(H) al conjunto
de los operadores de Hilbert-Schmidt de H. Entonces HS(H) es denso en K(H) segin la
norma de los operadores. El lector interesado podra encontrar una demostracién de este
hecho en [1].

Corolario 1.2.54. Sean \,p : LY(G) — B(L*(G)) las representaciones requlares in-
tegradas de G, izquierda y derecha respectivamente. Entonces

ANLYG))
p(LY(@))
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Demostracion. Se tiene que C(G) es denso en L'(G), y como [|[Af — Agl| < ||f — g1, el
hecho de que A(C(G)) C HS(L*(G)) implica que

MLYNG)) C K(LA(Q)).

Por otro lado, dado que py = UA;U, donde U¢ = f, obtenemos la afirmacion corres-
pondiente a p a partir de lo anterior. ]

Proposicién 1.2.55. Si G es un grupo compacto, entonces existe una red {fo} C C(G)
tal que para toda § € C(G), la red {\f, &} converge uniformemente a §.

Demostracion. Para cada entorno U de e € G, sea fy una funcién continua no negativa
tal que fG fut)dt = 1y sop(fy) € U. Observemos que tal eleccién es posible: podemos
tomar una funcién de Urysohn que separe {e} de U¢, normalizada de modo que su integral
sea igual a 1. Entonces {fy}y es una red en C(G) dirigida por la inclusién inversa, es
decir, U>V & UCV.

Sea £ € C(G). Asi, £ es uniformemente continua, y dado ¢ > 0 existe un entorno
W de e tal que [£(s) — &£()] < € V¥ s,t € G tales que t—1s € W. Entonces, si U > W, se
tiene:

Apé(t) — £8)] = r/s Vo (s )ds — ¢ |</fU £(s) — £(1)|ds

e/GfU(s_lt)ds =e.

En particular, la diferencia |\, £(t) —£(t)| tiende a cero con U uniformemente en t € G,
por lo que Ay, converge uniformemente a &. O

Observacion 1.2.56. Bajo las mismas hipétesis, puede probarse la convergencia uniforme
de fy*§ a ¢ exigiendo ademds que f7; = fy. Esto 1ltimo no es una hipdtesis restrictiva: si
fu es como en la proposicién anterior (no necesariamente autoadjunta), entonces w
también verifica las condiciones de la proposicién y ademds es autoadjunta. De esta forma
puede obtenerse una identidad aproximada asociada a la representacién regular derecha

integrada, p.

1.3. Los coeficientes matriciales.

Sean m : G — U(Hr) una representaciéon de dimension finita y § = {e1,...,eq }
una base ortonormal de H,. Para cada g € G, la matriz de 7(g) con respecto a (3 es
((m (g)e],el)) . Se dice entonces que ¢;;(g) := (w(g)e;, e;) es una funcion coordenada o
coeficiente matmczal de 7.

Observacion 1.3.1. Para cada 1 <4,j < dr, ¢J; € C(G) = {p: G — C: ¢ es continua}.

Definicién 1.3.2. Denotamos por £ al subespacio de L?(G) generado por aquellos coefi-
cientes matriciales que corresponden a representaciones irreducibles de G. Concretamente,
E =span{¢ : G — C:{(g) = (7(g)x,y) : 7 irreducible, z,y € Hy}.
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Observacion 1.3.3. Recordemos que toda representacién de G se descompone como la
suma, de representaciones irreducibles. Entonces, para cada representacion o de dimension
finita, la funcién ¢ dada por

(9) = (a(9)z,y)
define un elemento de &£, para cada z,y € H,.

Observacion 1.3.4. Consideramos la involucién en L?(G) dada por £*(g) = £(g~!). En-
tonces, £ es una familia autoadjunta.

Demostracion. Basta demostrar que si 7 es una representacién irreducible de G, entonces

(¢7;)" = ¢7;- En efecto,

(65)"(9) = 67,9 D) = (nlg Degren) = lenwlg™es) = (m(gei ej.) = 6Ti(0).
]

Observacion 1.3.5. Dada A € M, (C), su norma de Hilbert-Schmidt como operador en C™
se puede calcular en términos de sus entradas:

(i) s = \/ﬁ (13.1)

Observacién 1.3.6. Si A € M,(C), entonces ||A||% ¢ = tr(A*A). En particular, si B =
U* AU para alguna matriz unitaria U, entonces ||A||gs = || B| us-

Por lo tanto, si 7 es una representaciéon de dimensién finita, entonces ||7(g)| zs s6lo
depende de la clase de equivalencia unitaria de .

Proposiciéon 1.3.7. Sea G un grupo compacto y abeliano. Entonces sus representaciones
1rreducibles son de dimension 1.

Demostracion. Sea 7 : G — U(C™) una representacién irreducible de G, que sabemos que
es de dimension finita. Como G es abeliano, para todos g,t € G, es

m(g)n(t) = m(gt) = n(tg) = ()7 (g).
En consecuencia, 7(t) € m(G)’, por lo que existe \; € C con |\ = 1, tal que
7T(t) = )\tld(cn,

en virtud del Lema de Schur. Es claro que el mapa ¢t — \; es continuo. Ademads, si A\ Idcn es
irreducible, es n = 1: de lo contrario, cualquier subespacio de C" es (cerrado e) invariante
por . ]

Corolario 1.3.8. S5i G es un grupo compacto y abeliano, entonces sus representaciones
irreducibles coinciden con los coeficientes matriciales.
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Ejemplo 5. Tomemos el caso en que G = T := {z € C : |z] = 1}, con la topologia
relativa de C. Observemos que G es un grupo compacto y abeliano. Sabemos que sus
representaciones irreducibles son de dimensién 1, por la proposiciéon anterior. Ademds,
ellas estan dadas por

G — UC)~S'=aG

e — ™ conneZ.

Equivalentemente, se tiene que las representaciones irreducibles de T son de la forma
T 2— 2" conn € Z.

Ademads, si & € £, entonces £ es combinacién lineal de los coeficientes matriciales de G

y tiene la forma
n
&(z) = Z a;z".

i=—n
Los detalles de este ejemplo se encuentran en el Teorema 9.13 de [1].

Observacion 1.3.9. En virtud del ejemplo anterior, cuando G es abeliano, y a veces en
general, a los elementos de la familia £ se les denomina polinomios trigonométricos.

Cerramos esta seccién con dos teoremas centrales de la misma, que vinculan fuerte-
mente la representacion regular integrada y los operadores de Hilbert-Schmidt, estudiados
en secciones anteriores, con los polinomios trigonométricos.

Teorema 1.3.10. Sean f € C(G) con f = f*, es decir, f(t) = f(t~1) para todo t € G, y
a € R,a # 0, un valor propio de \y. Entonces:

1. 81 H, es el subespacio propio de Ay asociado a o, entonces Ho C E.
2. A (L2(@) c 8= c o(@).

Demostracion. (1). Como Af y p; conmutan para todo ¢t € G, y H, es un subespacio pro-
pio de Ay, entonces es invariante por p;, para todo t € G. Asi, si p® es la subrepresentacién
de p asociada al subespacio H,, entonces es una representacion de dimensién finita de
G, por ser Ay compacto. Por lo tanto, si {£1,...,&-} es una base ortonormal de Hq, se
tiene que (ij : G — C dada por ¢z? (9) = (pg&i,&k) es un elemento de &, en virtud de la
observacién 1.3.3.

Por otra parte, pg(&) = > 1y gbij (9)&k, y como las funciones & son continuas por
el corolario 1.2.52, se deduce que

&i(g) = petle) = > _&le)dy; (9) Vg€ G,
k=1

estoes, &= 1, ék(e)dﬂ €t

(2). Como f = f*, se tiene que \y = X} por la observacion 1.2.47, de modo que
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Ay es un operador compacto y autoadjunto. Por el Teorema Espectral, existe una base
ortonormal {¢;}r>1 de Im Ay, formada por vectores propios de A¢.

Entonces, si & € L%(G), podemos escribirla de forma tinica como suma de funciones

propias: £ =Y 70 cpdp + o, con & € ker Ay, (cx)p>1 € I2(N). Si ahora &y = Zgil CLk®k,
se tiene que A\f({n) € &, por la parte anterior. Ademas, por la parte (2) de la proposicién
1.2.51, se tiene si M > N,

[Ar(€ar) = Ap(€n)lloo = [[Af(€ar = EN)lloo < [[fllooll€ar = Enllz < [Iflloce,

si N es suficientemente grande, puesto que (€y) converge en L*(G) a Y32 | Tx .

Por lo tanto, Af{y es uniformemente de Cauchy, y en consecuencia converge uni-

formemente a cierto n € glhlle, Entonces, es n = limy A&y € L2(G), de modo que
o
0 =lm Ay = Af(;cm) =M€
En consecuencia, Af(§) € glHllee. O

Finalmente, el préximo teorema hace uso de la unidad aproximada en C(G) construida
en la seccién anterior, para obtener cualquier funcién continua en el grupo como un limite
uniforme de elementos de £. Concretamente, se tiene lo siguiente.

Teorema 1.3.11. £ es denso en C(G) con respecto a || - ||co-

Demostracion. Sea f € C(G) tal que f = f*. Entonces, si £ € C(G),
Ao = fax€=E,

por la proposicién 1.2.55, y entonces £ € ZH'”‘X’. O

En muchas ocasiones utilizaremos una versiéon més débil del teorema anterior, resumida
en el siguiente corolario.

Corolario 1.3.12. Como p es una medida de probabilidad en G, si § € C(G) vale que
€112 < ||€]lso, por lo que € también es denso en L*(G) con respecto a || - ||2.

1.4. El teorema de Peter-Weyl.

Al igual que los caracteres! en los grupos abelianos localmente compactos, las repre-

sentaciones unitarias irreducibles en un grupo compacto son una herramienta esencial para
analizar la estructura del grupo y del espacio L?(G). Concretamente, el objetivo de este
capitulo es demostrar el siguiente teorema.

'En el contexto de los grupos abelianos, el término cardcter tiene un significado distinto de aquel
que se le asocia para grupos compactos (no necesariamente abelianos); ver 4.1. Concretamente, si G es
abeliano y localmente compacto, un cardcter de G es un homomorfismo x : G — S* continuo. El concepto
de representacién de grupo (cuando éste no es necesariamente abeliano) constituye una generalizacién del
concepto de caricter, puesto que en grupos abelianos las representaciones irreducibles son unidimensionales;
es decir, son los caracteres del grupo.
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Teorema 1.4.1. (Peter-Weyl). Sea G un grupo compacto.

(a) Si p es la representacion reqular derecha de G, entonces
p = @ dp -7 (1.4.1)
[W}ECA:
(b) Dado g € G, existe [r] € G tal que w(g) # I.
(c) Si & € L*(G), entonces
I3 =3 dpgtr = Y dalm(©ls. (142)
[rleG [r]eG

Para demostrarlo, haremos uso de los siguientes resultados intermedios.

Lema 1.4.2. Sean w1, mo representaciones unitarias de un grupo localmente compacto G,
y A € B(H1,Hz2) que verifica Ami(g) = m2(9)A Vg € G. Entonces A*Ami(g) = m1(g)A* A,
es decir, A*A € m(G)'.

Demostracion. Sean z,y € ‘H. Entonces,

(A" Ari(g)x, y)

de donde se deduce que m(g)A*A = A*Ami(g), como queriamos demostrar. O

Corolario 1.4.3. En el contexto del lema anterior, se tiene también que A*ma(g) =
m1(g9)A*, y por lo tanto, AA* € mo(G)'.

Lema 1.4.4. Sean m,m representaciones de un grupo localmente compacto G, w irre-
ducible, y A € B(H1,Hz2) no nulo, que verifica Ami(g) = m2(g9)A Vg € G. Entonces AHy
es un subespacio cerrado invariante para o y ademds se tiene que T = ma| A, -

Demostracion. Por el lema anterior, y en virtud del Teorema de Schur (1.2.35), como
A*A € m(G)', se tiene que existe A € C tal que A*A = A\I. Ademds, como A es no nulo,
existe € H; tal que ||z|| =1 y Az # 0. En consecuencia,

A= \z]|? = Mz, z) = Mz, z) = (A* Az, z) = (Az, Az).
Asi que A > 0. Entonces, si B := )\_%A,

B*B=\3)\"2A4%A = %AIM = Iy,

Por lo tanto, B es una isometria y, en consecuencia, es un operador unitario de H; en
BH; = AH;. Como A es miltiplo de una isometria, A resulta cerrado en Hs.
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Por otro lado,

(BB*)(BB*) = B(B*B)B* = B(Iy,)B* = BB,
(BB")" = BB,
Bx = BB*(Bux),

por lo que BB* es la proyeccién ortogonal de Ha sobre BH; = BB*(Hg). Ademés, BB* €
m2(G)" y entonces resulta que AH; es invariante para mo. En efecto, si x € Hj, tenemos
que

7[‘2(141’) = 7T2(BB*A$) = BB*TFQ(AJJ) € AH;.

O]

El siguiente resultado es crucial, y depende fuertemente del hecho de que G es com-
pacto. Trabajaremos con su medida de Haar, p, que por ser G compacto, es invariante a
izquierda y derecha. Ademads, como u(G) < 0o, la normalizaremos de modo que u(G) = 1.
Por 1ltimo, al no haber posibilidad de confusién, denotaremos esta medida como dg.

Proposicion 1.4.5. Sean 71,7 representaciones irreducibles de un grupo compacto G.

P
Dadas las bases ortonormales para H; : {e}},”,i = 1,2, sean

Gri(9) = (mi(9)e], €)- (1.4.3)
(a) Si 7 % 79, entonces
| i) FRla)da =0 ¥i.ji e (1.4.4)
(v) o
| elita)ahand = 22 vi .. (1.4.5)

Demostracion. Para cada B € B(H1,Ha), sea A := [, ma(g)Bmi(g~1)dg. Asi,

Am(r) = /G 7>(g) Bri (g~ 7)dg
= /Gm(v"v"lg)Bﬁ(gl?“)dg

- m(r)/(J;@(?"‘lg)Bﬂl(g‘lr)dg
= my(r)A

Si w1 2 mo, entonces A = 0, en virtud del Lema 1.4.4. Observemos que esto es valido
para todo operador B € B(Hi,Hz). Tomando B = By, definido por

Bir(x) = (x, e} ez,
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se tiene entonces que:

0 = <A€]1'7€l2>
= /<7T2(9)Bik7rl(9 1)61 ef)dg
G
= /G<Bik7rl(gl) j17772(971)612>d9
= [t e et malo™)eb)ds

_ / (1 (g~ )el, el (malg 1)e?, 2ydg
G

- / o498 (g N dg
= /¢ ¢kl

Demostremos ahora (b). Tomando ahora B:Hi — Hy; A= fG m1(g Bm( Ddg y

aplicando nuevamente el Teorema de Schur, se concluye que A = A5 - I. Tomando trazas,
obtenemos

dr, dry
tr(4) = Z(Aellwellc>:Z(/Gﬂ—l(g)Bﬂ—l(g_l)ellcdgaellc>
k=1
dr,
= [ Y m(@)Bms eldg.eh
G =1

Ahora, puesto que 71(g) es invertible para todo g € G (por ser unitaria), tenemos que
{m1(g7 " )e}} es una base de H; para cada g € G y por lo tanto

dr,
> (mi(g)Bmi(g "epdg, ef) = tr(B)
k=1
Es asi que
tr(A) = / tr(B)dg = tr(B) (1.4.6)
G

Como tr(A) = tr(Azl) = Ag - dr, v tr(Bix) = tr({-,e})et) = dir,, se tiene que AB, = 3;’1 .

Por otro lado,
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| eadliois = | (xlo)el.el)rla)el ehlag -
N /G<<7r<g>e},e%)ﬂ(g‘1>ek,ezl>d9=
_ /<7r(g)Bik7r(g‘1)e},e}>d9
G

— LW@U&M@M&M@Z
= <Aike]1'7 el1> =

= /\Bik (6]1, ell> =
0ir051

dr,

O

Corolario 1.4.6. Si 7 es una representacion irreducible de G, la parte (b) de la proposi-
1

cion anterior establece que {¢7;} es un conjunto ortogonal en L*(G), y que {dZ ntoes
ortonormal.

Corolario 1.4.7. En el contexto del corolario anterior, sean 1 una representacion irre-
ducible de G tal que m 2 n; y {€Z}keA una base ortonormal de H,. Entonces, ¢Zl 4L

7., donde ¢, (g9) = (n(9)e], €]), en virtud de la parte (a).
Volvemos ahora a la demostracién del Teorema de Peter-Weyl (1.4.1).
(a) Sea p la representacién regular derecha de G. Entonces

p = GB dp -7 (1.4.7)

[7] eqd

Demostracion. Dada una representacion irreducible 7 (y por ende, finita), definimos Hin

1
como el subespacio de L?(G) generado por las d2 funciones {d2 71+ Veamos que Hy) s6lo
depende, como la notacién lo indica, de [r].

En efecto, es claro que no depende de la base ortonormal elegida en H,: dada otra
base ortonormal, la transformacién de una base en otra a través de la matriz de cambio
de base induce una transformacion de los coeficientes matriciales respecto de una base en
los correspondientes de la otra, a través de la misma matriz asociada.

Por otro lado, sean 7 una representacién de G unitariamente equivalente a m, y
U :'H, — Hy un operador unitario que verifica

n(g) = Un(g)U" Vg € G.

Al ser U unitario, si f;' := U*eT, entonces {f;} es una base ortonormal de H,,. Definiendo

N i JT*,T .
entonces € = U €ijs tenemos que:
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¢5(9)

En consecuencia, gb?j = ¢7;. Queda demostrado que H; sélo depende de la clase de

equivalencia unitaria de .

1
En virtud del corolario 1.4.6, sabemos que {dz

Ademés, de los corolarios 1.3.12 y 1.4.7, se deduce que {d2 ¢]

de L?(G). Ahora, observemos que

T(gT) =

Entonces, para cada i € {1,...

Ai: Hr — Hpy por Aje] =

fj} es una base ortonormal de H .
1

7} reG €8 una base ortonormal

(m(t)ej

o

=1

7(9)eq)

],ek €y T (9)€?>

U

s

M

(m(t)eg, ex){er, m(g)e)

B
Il

1

M&
S
R‘

( 71)¢k]( )

k=1

,dr}, definimos

l]

(se define en una base ortogonal de H, y se extiende linealmente al mismo). Por lo tanto,

peAicT(t) =

El célculo anterior muestra que si H; ) := span{ @y, . ..

Z} (tg)

Z¢

¢k]

, @ja. ), entonces

plr, . (9)Ai = Aim(g) ¥ g € G.
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Por lo tanto, el Lema 1.4.4 implica que 7 = ply, - ¥, €N consecuencia, p|H[ﬂ >d, .

Dado que existe una base de L?(G) formada por los coeficientes matriciales que correspon-
den a las representaciones irreducibles, tenemos

L*(G) = "y = P M
[xleG
y en consecuencia, hemos probado que

pE @dﬂ—‘ﬂ'

[r]e@

(b) Dado g € G, existe [7] € G tal que 7(g) # I.

Demostracion. Supongamos que existe ggp € G tal que para toda representacién m, 7(gg) =
Idy,. Puesto que w(e) = Idy,V 7y a partir de lo demostrado en (a), resulta que

p(g0) = ple) = Idr2(q),
lo cual implica que gg = e, puesto que p es inyectiva. ]
(c) Si f € L*(G), entonces

IF13 =D dptr(x = > dellw(P)lFrs (1.4.8)

[7]eG [r]eG

1
Demostracion. Como [ := {dfﬂ]d);}}[ﬂ]eé es una base ortonormal de L*(G), si f € L*(G),
podemos escribir

) L
F=D0 > g diygdh
[r]e@®i=1
Y entonces,
dir]
1A= D0 D el
[r]e@®i=1

Calculemos los coeficientes ¢, ; j, que por ser [ una base ortonormal son los coeficientes
de Fourier de f. Teniendo en cuenta la proposiciéon 1.2.42, obtenemos que:

Clnlij = /f(g)dé
= ]/f el )dg

= df]< (f)eF. )
N

[ﬂ][ (f)]z]
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Y por lo tanto tenemos que

dlx]
£ =Y > dmllw (D> = D dimglim(HlFrs.
[r]eG bI=1 [rle@

O

El Teorema de Peter-Weyl describe una descomposiciéon de L?(G) en subespacios or-
togonales. El siguiente teorema da una férmula para las proyecciones ortogonales sobre
cada uno de tales subespacios.

Dados un grupo compacto G y una representaciéon unitaria de dimensién finita 7 :
G — H, el cardcter de w es la funcién y, : G — C definida por

Xx(9) = tr(m(g)).

Teorema 1.4.8. Dada f € L*(G), su proyeccion ortogonal sobre Hix) es plex)f = dnfXx,
donde ex = d;X». En consecuencia, su descomposicion segin L?*(G) = @[w]e@ Hix es

f= Z dr [ * Xr-
[x]e@
Demostracion. Con la notacion del Teorema de Peter-Weyl, sea Py = PH *(G) la pro-

yeccién ortogonal de L?(G) sobre Hy,). Dada f € L*(G), sabemos que f = Z e P (f)
Bastard demostrar que drf * xx = P (f) V[7] € G.

Recordemos que si {e;}97, es una base ortonormal de H, y ¢7; € C(G) estd definida
por

¢§rj( ) = (m(g)ej,e;) VgeG,1<i,j<dn,

entonces Hy = span{d 11 <i,j <dp}. Ademas, {d :1<i,7 <d;} es una base
ortonormal de tal espacio. Por lo tanto,

dr
Poy(f) =dx > _(f, 65007 ¥ f € L*(G).

ij=1
En consecuencia, bastaré ver que si f € L?(G), entonces Zl T (9T 8% = [ X

Recordemos también que

dr
) = D en(tTNee) VigeG,

Y = 9n(t) VieG.
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Ahora, dados f € L*(G),[r] € @,g € G, se tiene que

Foxela) = [ fane o
dr
-/ 0 Y (0
- Z/f o, (t1)T (g)

t,j=1

=7]1/f dt )¢7;(9)

= Z<f¢”> 5(9),

1,j=1
lo cual implica que f * xyr = Z ig= WS Z;)gﬁg y asi queda demostrado el teorema. O

Proposicion 1.4.9. Sea G un grupo compacto. Entonces G es abeliano si y solo si toda
representacion irreducible de G es unidimensional.

Demostracion. (=) Es la proposicién 1.3.7.

(<) Observemos que las representaciones unitarias unidimensionales de G son multi-
plos de la identidad en C por un escalar de médulo 1. En consecuencia, tales representa-
ciones conmutan. Entonces, si 7 es una representacion irreducible de G,

-1

w(aya™ty™h) = w(@)n(y)m(e) " n(y) T = w(@)n(@) " a(y)n(y) T = Tde.

En consecuencia, zyz~'y~! € ker T para cada (7] € G. Por el teorema de Peter-Weyl,
sabemos que dado g € G, existe [7] € G / 7(g) # Idc. Equivalentemente, se tiene que

ﬂ ker m = {e}.

[r]eG
En consecuencia, zyz~'y~! = e,ry = yz, y como x e y son arbitrarios, resulta que G
es abeliano. 0
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Capitulo 2

Consecuencias del Teorema de
Peter-Weyl.

En este capitulo utilizaremos el Teorema de Peter-Weyl y las consecuencias vistas en
el capitulo anterior, para caracterizar aquellos grupos topoldégicos compactos de Hausdorff
para los cuales hay una cantidad finita o numerable de clases de equivalencia unitaria de
representaciones irreducibles. Esto surgira de analizar los resultados del capitulo anterior
relacionando las propiedades topoldgicas del grupo compacto G con las algebraicas de
L?*(G) y la cardinalidad de G. De aqui en adelante, G denotard un grupo topoldgico de
Hausdorff.

2.1. G finito.

Teorema 2.1.1. Sea G compacto. Entonces G es finito si y solo si G lo es.

Demostracion. Por el Teorema de Peter-Weyl, sabemos que

LQ(G) = @ H[ﬂ7

[7] eq

donde cada H; es un espacio de Hilbert de dimensién finita, y formado por funciones

continuas. De lo anterior se deduce que G es finito si y s6lo si L*(G) tiene dimensién finita.
Como el espacio de las funciones continuas de G,C(G), es denso en L%(G), este tltimo
tiene dimensién finita si y sélo si C(G) = L?(Q), si y sélo si C(G) tiene dimensién finita, (la
implicancia (<) se deduce del hecho de que dado un espacio de Hilbert H, todo subespa-
cio de dimensién finita es cerrado en H). Veamos que C(G) = L*(G) si y sélo si G es finito.

Si C(G) = L?*(G), supongamos por absurdo que G es infinito, y veamos que en ese
caso C(G) tiene dimensién infinita también, lo cual es un absurdo. Dado n € N, sean
x1,...,T, € G distintos. Para cada i =1,...,n, sea f; € C(G) tal que f;(x;) = 6;;. Con-
sideremos ahora ¢ : C(G) — C" tal que f — (f(x1),..., f(zy)). Es claro que ¢ es lineal, y
puesto que ¢( f;) = e;, también es sobreyectiva. En consecuencia, dim C(G) > dim C" = n,
y como n es arbitrario, C(G) tiene dimensién infinita.
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Reciprocamente, si GG es finito y de Hausdorff, su topologia es la discreta y toda funcién
en GG es automaticamente continua. En este caso, es claro que

C(@) = L¥(G) = 4.

~

2.2. G numerable.

Estudiaremos ahora el caso en que G es numerable. En estos casos, la topologia en G
jugard un papel més importante que cuando G es finito (en donde la topologia de G era
la discreta).

Definicién 2.2.1. Dados un espacio topoldgico (X, 7) y x € X, decimos que z tiene base
local numerable si existe una familia {V},},>1 de entornos de x de modo que para todo
abierto U en X que contiene a z, existe n € N tal que V;, C U. Si ademds (X, 7) tiene
base local numerable en todo punto de X, decimos que (X, 7) verifica el primer axioma
de numerabilidad.

Notacion. Si (X,7) cumple el primer axioma de numerabilidad, diremos que (X, 7) (o
simplemente X, cuando su topologia esta sobreentendida), es N1.

Observacion 2.2.2. Si G es un grupo topoldgico, las traslaciones por elementos del grupo
son homeomorfismos. En consecuencia, G es N1 si y sélo si la identidad e tiene una base
local numerable.

Observacion 2.2.3. Sea {V,,}n>1 una base de entornos de la identidad e € G. Entonces si
W, = Vo (Vi)™h
resulta que {W,},>1 es una base de entornos simétricos de e. En consecuencia, siempre

podemos asumir que las bases locales contienen sélo entornos simétricos.

El principal resultado de esta seccién afirma que G es numerable si y sélo si G es N1.
Para llegar a demostrarlo, necesitaremos algunos resultados intermedios que tienen interés
en si mismos.

Lema 2.2.4. 5S¢ G es un grupo compacto y N1, entonces es separable.

Demostracion. Sea {V,},>1 base de entornos simétricos de la identidad e. Para cada
natural n, {tV,, }+cc es un cubrimiento abierto de G. Por la compacidad de este ultimo,
existen t7,...,{; tales que

kn
G=Jtvn.
j=1

Veamos que {t{", ... NSRS N} es denso en G. Sean U un abierto en Gy s en U. Se
tiene que 571U es un entorno de e vy en consecuencia existen n € N, t? € G tales que

V,Cs WUyse V.
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En consecuencia, como V,, es simétrico, obtenemos que
-1
t? esV,  =sV, CU.
Por lo tanto, ¢! € U, y {tt,...,ty :n €N} esdensoen G. O

Definicién 2.2.5. Dado un espacio topoldgico (X, ), decimos que su topologia tiene base
numerable si existe una familia {V}, },,>1 de abiertos de X de modo que para todo U abierto
en X y para todo x € U, existe n € N tal que

zeV,yV,CU.
En tal caso, decimos que (X, 7) verifica el segundo axioma de numerabilidad.

Notacion. Si (X, 7) cumple el segundo axioma de numerabilidad, diremos que (X, 7) (o
simplemente X, cuando su topologia esté sobreentendida), es N2.

Lema 2.2.6. Si G es un grupo compacto y N1, entonces es N2.

Demostracion. Por el lema anterior, sabemos que G es separable. Sean {V,,},,>1 una base
local numerable de entornos simétricos para e € G, y {gn}n>1 un conjunto numerable y
denso en G. Veamos que {g,V;, : n,m € N} es una base numerable para la topologia de

G.

Dados W abierto de G, z € W, sean m tal que zV,2 C W, y n tal que 2~ 'g, € V.
Entonces x € ¢, Vi, v 90 Vi = m:_lgan - l‘Vn% cCwW. O

Enunciamos el siguiente teorema que nos permitird deducir méas propiedades de los
grupos topoldgicos. Su demostraciéon puede encontrarse en [9].

Teorema 2.2.7. Si (X, 7) es un espacio topoldgico de Hausdorff y N2, entonces es regqular
st y solo si es metrizable y separable.

Corolario 2.2.8. Si G es un grupo compacto y de Hausdorff, entonces es automdticamente
reqular (de hecho es también normal). Si ademds es N1, entonces es separable y N2. En
consecuencia, todo grupo compacto de Hausdorff y N1 es metrizable (con una métrica
invariante ademds).

Corolario 2.2.9. S5i G es un grupo compacto, entonces es N1 si y solo si es metrizable.

En este momento estamos en condiciones de caracterizar los grupos compactos para
los cuales G es numerable.

Teorema 2.2.10. 5S¢ G es un grupo compacto, entonces G es numerable si y solo si G
es N1.

Demostracion. (=) Por el Teorema de Peter-Weyl, sabemos que

LXG) = D Hym.

[x]e@
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donde cada H ;] es un espacio de Hilbert de dimensién finita. De lo anterior se deduce que

G es numerable si y sélo si L?(G) tiene dimensién numerable como espacio de Hilbert, y
esto 1ltimo es equivalente a que L?(G) sea separable.

Sea {fu}n>1 C L*(G) un conjunto numerable y denso. Podemos suponer que f,, € C(G)
para cada n € N. En efecto, si m € N estd fijo, sabemos que existe {g;" }r>1 € C(G) tal
que

gp' — fm en L2(G).

Por lo tanto,
{9' :meNkeN} CC(G)

también es denso (y numerable) en L?(G).

En virtud de la observacién 2.2.2, bastard ver que la identidad e tiene una base lo-
cal numerable. Sea n € N fijo, y denotamos por e, a la imagen de e por f,, es decir,
en = fn(e) € C. Sim € N, sea BY (e,) la bola en C de radio X centrada en e,,. Entonces,

Vn,m = fn_l(BS (en))

es un abierto de G que contiene a e.
Afirmacién: {V,,,, : n,m € N} es una base local para e.

Recordemos que si G es compacto y de Hausdorff, entonces es normal, y en conse-
cuencia existen funciones de Urysohn que separan conjuntos cerrados de G.

Sea U un abierto de e en G. Entonces {e} y U° son cerrados disjuntos en G. Por
lo tanto, existe f : G — C continua tal que

fle)=1y flye =0.

Como {fn}n>1 € C(G) es denso en L?*(G), sabemos que existe una subsucesién (que
indexaremos con n € N para simplificar la notacién) tal que

fo—n [ en L*(G).

Ahora, {f,} converge en || - ||2, por lo que converge en medida (en la medida de Haar
de G), y entonces existe una subsucesién (que nuevamente supondremos que es ella mis-
ma) que converge en casi todo punto de G. Como todas las funciones involucradas son
continuas, la convergencia en casi todo punto es equivalente a la convergencia puntual de
fn a f. Veamos que en estas condiciones f,, converge a f en | - ||oo-

Sig € G, dado € > 0, existe ny € N tal que

[fn(g) = f(g)l <€ Vn2>ng

Como f, y f son continuas, existe Uy, abierto de GG, que contiene a g y es tal que

[fay (1) = f(B)| < €1 ¥t €U,
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Ademss, {U, : g € G} es un cubrimiento abierto de G que, por ser compacto, admite un
subcubrimiento finito, de modo que existen g1, ..., g, tales que G = UZ:1 Uy,.. Tomando
ng = max{ng, : k=1,...,p}, se deduce que

|fno(9) — f(g)l <€ Vg€ G, yVn=>ng

esto es, || fny — flloo <€, y por lo tanto f, —, f segin || - ||co-

Finalmente, sea 0 < § < % y consideremos Bf (1) (recordar que si f es la funcién

de Urysohn antes construida, es f(e) = 1). Como {f,,} converge puntualmente a f, resulta
que e, — 1. Sean ng € N tal que
eny € By (1),
y mg € N tal que
B% (en,) € By (1).

mo

Podemos pedir ademds que ||f — fyylloo < 3. Entonces
ec Vno,mo = f;ol (B(i (6n0))‘
mo

Veamos que V,,; m, € U, lo que termina de probar que {V,, , : n,m € N} es una base local
para e.

Supongamos que existe € Vy.m, tal que ¢ U. Entonces

F(2) =0y [fuo()] > %

Se sigue que

@)~ fao(@)| = fao(@)] > 5 > 17 = Fullo

lo cual es absurdo. En consecuencia, Vy m, € U.

(<) Si G es N1, entonces es metrizable y, en ese caso, C(G) es separable, por lo que
L?(G) también lo es, y resulta G numerable. O

~

2.3. Ejemplo de G no numerable.

Para cerrar este capitulo exponemos un ejemplo de un grupo compacto con una can-
tidad no numerable de representaciones unitarias irreducibles médulo la equivalencia uni-
taria.

Proposicién 2.3.1. Sea Zo = {0,1} el grupo con dos elementos, dotado con la topologia
discreta. Entonces

G=70={f:[0,1] = {0,1}}

con la topologia producto y la multiplicacion coordenada a coordenada, es un grupo com-
pacto para el cual G no es numerable.
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Demostracion. Por un lado, G es compacto por el teorema de Tychonoff. Ademds, el hecho
de que G no es numerable se deduce de que no es N2 (y por lo tanto, tampoco N1). En
efecto, supongamos que V = {V},},,>1 es una base numerable de abiertos no vacios para la
topologia de G. Como [0, 1] no es numerable, existe ¢ € [0, 1] tal que

Wt(vn) = ZQ Vn € N.

Por lo tanto, 7; '({0}) es un abierto de G' que no contiene a ninguno de los abiertos de V,
lo cual es absurdo.

Por otro lado, hallaremos explicitamente una cantidad no numerable de representa-
ciones irreducibles de G que no son unitariamente equivalentes.

Recordemos que si un grupo es abeliano, entonces sus representaciones irreducibles
son de dimensién 1. Ademds, dos representaciones irreducibles de dimensién 1 son unita-
riamente equivalentes si y s6lo si son iguales. En efecto, si 0,1 : G — B(C) son irreducibles
y equivalentes, existe U : C — C un operador unitario tal que

o(g) =Un(g)U" Vg€ G.
Ademis, existe 6 € [0,27] tal que U(z) = €z, por lo que
a(g9)(2) = Un(g)U*(2) = €“n(g)(e~"2) = n(g)(z) Vg€ G, z€C.
En consecuencia, o = 1.

Volviendo a nuestro grupo G, nétese que Zs tiene dos representaciones irreducibles:
o,n, que estan determinadas por las igualdades

o) =Ide v (1) = —Ide.

Ahora, consideremos para cada t € [0, 1],7; : G — B(C) definida por

Es claro que si s # ¢, entonces 15 # nt, por lo que {n; : t € [0, 1]} es no numerable. Por
otro lado, n; es irreducible para todo ¢ € [0, 1], asi que {[n] : t € [0,1]} C G y este tltimo
resulta no numerable.

De hecho se puede probar que G EBte[O 1] Zo dotado con la topologia discreta. O
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Capitulo 3

Representaciones de los (GGrupos
Clasicos.

En este capitulo se calcularan las clases de representaciones unitarias de dos grupos

clésicos: SU(2) y SO(3).

3.1. Representaciones irreducibles de SU(2).
Comenzamos esta seccion definiendo el objeto de estudio:
SU(2) = {s € Ma(C) : s es unitaria y dets =1}

El primer paso para encontrar las representaciones irreducibles de SU(2) sera hallar
su medida de Haar.

Proposicién 3.1.1. SU(2) y S3, la esfera unitaria en R*, son homeomorfos.

Demostracion. Si s~! = s*, existe un vector (z,y, z,w) € R* tal que

s:( x4 iy z+zw> (3.1.1)

—z+iw x—1y
Ademds, si det s = 1, resulta

I,y z,w)[] = [=*+ |y]* + |2]> + Jw|?
= dets
— 1,

asi que (z,y,z,w) € S3. Reciprocamente, dado (z,y, z,w) € S3, la matriz s dada por la
ecuacién 3.1.1 es un elemento de SU(2). Ademés, es claro que esta correspondencia es un
homeomorfismo. En consecuencia, SU(2) es homeomorfo a S3. t

Observacion 3.1.2. En virtud de la proposicién anterior, hallar la medida de Haar en
SU(2) sera equivalente a hallar una medida en S3 que sea invariante por la operacién
equivalente, segun el isomorfismo anterior, a la traslacion en SU(2).
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Sea FE el espacio vectorial definido por

_ rt+iy  z4iw \ A

Entonces, la traslacion izquierda Lg : SU(2) — SU(2) definida por Lg(t) = s~ ¢, se
extiende a un mapa en E que, a través de la identificacién F ~ R?*, es lineal en R*. Ademas,
tal identificacion esta dada por

_ < x+1iy z—l—z’w)
x=(z,y,z,w) — X = ; . .
—zZ+ww T —y
Como
detx = (z +iy)(z — iy) — (—z +1w)(z +iw) = 22 + y* + 22 + w? = ||x|%,
se tiene que

| Lsx||? = det(Ls%) = det(s™'%) = det(z) = ||x||*> VxecRY VseSU(Q2)

asi que L es una transformacién ortogonal de R*. Ademds, como O(4) tiene dos compo-
nentes conexas, de acuerdo a det u = +1, concluimos que

Ly € SO(4) Vs € SU(2).

Andlogamente, Ry € SO(4) Vs € SU(2), donde R, denota la traslacién derecha:
Rs(t) = ts.
Observacion 3.1.3. El mapa s — L4 no es sobreyectivo, puesto que
dimSO(4) =6y dimSU(2) = 3.

Observacion 3.1.4. De lo anterior se deduce que para encontrar la medida de Haar en
SU(2), bastard encontrar la medida invariante por rotaciones de S3 (no necesariamente
todas, sino aquellas que provengan de elementos en SU(2)).

Obtenemos una parametrizaciéon de S observando que si
x=-cosf, con 0 <0 <m,
entonces (y, z,w) estd en la 2-esfera de radio sen §. En consecuencia,
x =cosf, y=senfcos¢p, z=senbsen¢cosy, w = senfsen ¢sen
con 0<O, <7, 0<¢<2m

es una parametrizacién de S3.

Un resultado de geometria diferencial, que puede encontrarse en [5], afirma que la
medida de S? invariante por rotaciones de masa total 1 estd dada por

1
dp = — sen® @sen ¢ dfdpdi).
272
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Observacion 3.1.5. Si f: SU(2) — R, se tiene que

1 2T T T
/SU(z) f(s)ds = 2772/0 /0 /0 £(0,¢,)sen’ O sen ¢ dddpdip. (3.1.3)

Determinaremos ahora las clases de conjugacién de SU(2). Si s € SU(2), el polinomio
caracteristico de s viene dado por

Xs(A) =A% = X tr(s) +1 =A% —2\cosf + 1.

Un resultado de dlgebra lineal bésica nos permite afirmar que existen 6 € [0, 27] y una
matriz unitaria u tales que

s=u"hgu 6 s=u"h_gu (3.1.4)

et? 0
hg_( 0 e )

Ademas, u puede tomarse en SU(2) normalizando su determinante. Tenemos entonces
que para toda s € SU(2), existe 0 € [—m, 7] tal que s es conjugada a hy en SU(2). Por lo
tanto, cada funcién central f de SU(2) puede considerarse como una funcién en [—m, 7]
tal que f(—7) = f(r), a través de

f(s) = f(ho) =: f(0).

Observacion 3.1.6. Toda funcién central en SU(2) se corresponde bajo la identificacién
anterior con una funcién par en [—m,7].

donde

Demostracion. Para todo 6 € [—7,m], hy es conjugado a h_g en SU(2):

h_ei90_0—1 e” 0 0 1Y _ s
=0 e )71 0 0 ef )\ -1 0 )7 ""0

donde detwu = 1, y corresponde a (0,0,1,0) € S3. En consecuencia,

f(=0) = f(h—g) = f(ha) = f(0).
O

Observacion 3.1.7. De la observacion anterior se deduce que si f es central, entonces no
depende de ¢ y 9, y se cumple

T T ) sen? )
/S U(Q)f(S)ds = 33 /0 /0 /0 f(0) sen® Osen ¢ dfdgdiy =

— i(/owf(e)sen29d9/oﬂsen¢ do) =

2 ™
= / £(0)sen?6 db.
T Jo
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Construiremos ahora una representacién irreducible de dimensién n + 1 para cada
natural n. Consideremos F,, el C-espacio de Hilbert de los polinomios homogéneos de
grado n en dos variables complejas, munido con el siguiente producto interno:

n n n
< Z apxFynF, Z bjxjy”_j> = Z k!(n — k)lagbg.
k=0 j=0 k=0
Observacion 3.1.8. Notemos que dimE, =n+1y

{x+y)", (r+wy)™,...,(x+ w”fly)", y"}

27

es una base de F,, donde w = e » es una raiz n-ésima de la unidad.

Definimos o™ : SU(2) — B(E,) a través de
(0 P)(2) = P(s7'2) s€SU2), P€E,, »= ( i > € C?

Proposicién 3.1.9. ¢ es una representacion unitaria de SU(2) en E,.

(n)

Demostracion. e s — os ' es un homomorfismo:
(6 P)(z) = P(t7's712) = (6 P)(s7'2) = 0 (6" P) (2)

() _ () )

asi que oy’ = 05
(n)

e 05 ' es un operador unitario para cada s € SU(2):

Siuz(Z)ECzﬁjo,sea

P,(2) := (uz)" = (ax + by)" Zakb” kpkyn=k

Entonces, si u = < Z ) ,U = ( ccl > € C?, se tiene
n n . . . .
<Pua Pv>E _ <Zakbn—k$kyn—k, Zajb"_]:njy”_3> _
k=0 =0

= 3 kl(n - k)ldFon R
k=0

= nl Z Cra*e® (bd)" "

= nl(ac+ bd)" = n!({u,v)cz)"

Como



se tiene que
<J§")Pu,0§”)Pv>E" =nl{us™ ! vsHEs = nl{u,v)gs = (P, P’U>En'
De esta forma, tomando sucesivamente u y v del tipo
(1,w!) con j=0,...,n—1, y (0,1),

se deduce que aﬁ”) preserva el producto interno en una base de FE,,. Esto implica que a§”)

es una isometria para cada s € SU(2).

(n)

Finalmente, os ' es sobreyectivo, con inversa dada por o

(n)

que os ’ es una representacion unitaria. ]

@1. Se concluye entonces
S

Procedemos a hallar cada cardcter x, := X, (n)-

Observacion 3.1.10. Sean
P(z,y) == 2y F para k =0,1,...,n.
Entonces, {Py, ..., P,} es una base ortogonal de E,,, con
P2 = Ki(n — ).

Observacion 3.1.11. Como cada caricter es una funcién central, bastara encontrar su valor
en hy, para cada 6 € [—7, 7.

Proposicién 3.1.12. Para 6 € [—m, 7|, se tiene

Xn(ho) = w'

sen 6

Demostracion.

AP = Pl (5 )) = P e ) = () ey

eikake(n—k:)(—iH) n—k _ 6i(2k—n)9xk: n—k

Y Y

Y en consecuencia,

n n

n 1 I
olhe) = 3of Py, Py = 30 ko
o P2~ &

Observemos que

1
xnlho) = n+ 1 = 1im S0+ DO

90 senf

(k) = xall) = (1) 1) = i 21

9+rx  senf
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y para 6 # 0, £m, se obtiene

Xn(he) = Y elh—mP
k=0

n
— ein@ 2(6727;9)]’»‘
k=0
1— 6—2i9(n+1)
1 — e—2i0

i _ p—i6(2n+1)

ema (

in@(e

- ¢ ol _ o—ib

i0(n+1) _ o—if(n+1)
il _ o—if

cos((n+1)8) +isen((n+1)0) — cos((n+1)0) + isen((n + 1)0)

cos(f) + isen(0) — cos(6) + isen(h)

e

sen(n + 1)
senf
L]

Observacion 3.1.13. En el capitulo siguiente probaremos que si o es una representacion de
dimensién finita de G, entonces es irreducible si y sélo si |[xo||z2(q) = 1 (ver proposicién
4.1.10). Asumiremos este resultado por el momento.

Corolario 3.1.14. ¢™ es irreducible para todo n € N.
Demostracion. A partir de la proposicién anterior, tenemos que

21
(Xns Xn) = i/o sen?((n +1)6) df.

Ademads, un cédlculo directo utilizando integraciéon por partes muestra que

21 21 27
Sen2 n = COS2 n = — Sen2 n
/0 ((n+1)0) do /0 ((n+1)0) do /0 (1 ((n+1)6)) db,

por lo que
2m 2w T
2/ sen?((n+1)0) dd =n / sen?((n +1)0) df = 5
0 0
Deducimos entonces que (xn, Xn) = 1 y en consecuencia, o™ es irreducible. O

Hemos demostrado entonces, que {a(”) :n =0,1,...} son representaciones irreducibles
de SU(2). Como sus dimensiones son distintas dos a dos, también sabemos que no son
unitariamente equivalentes.

Por ltimo, veamos que no hay otras representaciones irreducibles. Para ello, recorde-

mos que una representacién es idénticamente nula si y sélo si su cardcter es la funcién
nula.
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Teorema 3.1.15. SU(2) = {o™ :n =0,1,...}.

Demostracion. En base al comentario anterior, basta demostrar que si o es una represen-
tacién de SU(2) cuyo carécter es ortogonal a X(n) Vn € N, entonces es o = 0.

Supongamos que o es como antes, y sea X, Su cardcter, que es una funcién central
en L?(SU(2)) con la siguiente propiedad:

(XosXn) =0 ¥neN.

Observemos que lo anterior puede expresarse como

9 2T 9 27
0= {XosXn) = 7r/0 Xo (0)Xn(0) sen? 0 do = /0 Xo(0) sen@sen((n + 1)6) db.

T
Ademas, como X, es una funcién central, es una funcién par en [—m, 7], por lo que
n(f) := xo(0) sen b

es una funcién impar en [—7, 7], cuyos coeficientes de Fourier estdn dados por

27 ;
n(n) = / n(0) sen(nh) db = %(Xan—ﬁ =0 VneN
0

Como
{sen(nh), cos(nb),1: n € Z}

es una base ortonormal de L?([—n,7]) para cada 6 € (0,7), resulta que = 0 y entonces

Xo = 0, lo cual implica que o = 0. 0

3.2. Representaciones irreducibles de SO(3).
Recordemos que

SO3) ={U e M3(R) : UTU = I,detU = 1}.

El camino para calcular 56(\3) serd probar en primer lugar que SO(3) es isomorfo a
un cociente de SU(2), por lo que obtendremos representaciones irreducibles de SO(3) con-
siderando aquellas representaciones irreducibles de SU(2) que son triviales en el subgrupo
por el cual se pasa al cociente.

Explicitamente, una parte de la afirmacién anterior viene dada por lo siguiente:

Teorema 3.2.1. Si I es la matriz identidad en My(C), entonces

SO(3) ~ {5}(,]_(2[)}.
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Demostracion. Sea F : R? — My (C) el mapa definido por
B z T —1y
F(x’y’z)_<x+zy —z >
Es claro que F' es inyectivo y continuo. Por otro lado, es inmediato que
H :=rango(F') = {h € M2(C) : h es hermitiana (h = h™) y tr(h) = 0}.

Si s € SU(2), el mapa h — shs™! con h € H, es una transformacién lineal de H en
si mismo:

(shs™1)* = (shs*)* = sh*s* = shs™!
tr(shs™!) = tr(ss th) = tr(h) = 0,

y por lo tanto induce via F una transformacion lineal de R3 definida por:
7R3 =R | 1y(x,y,2) = F ' (sF(2,y,2)s ") (3.2.1)

Como

det F(x,y,2) = —2% —y? — 22,

resulta que 75 debe preservar la norma, esto es,
sz, y, 2) 12 = (2,9, 2|1 = 2® + y* + 22,

y en consecuencia es una isometria de R3. Como también es sobreyectiva, resulta que
7, € O(3) ¥V s € SU(2), de donde se deduce que 7 es un homomorfismo continuo de SU(2)
en O(3). Més atin, como SU(2) es conexo (por ser homeomorfo a S3) y det 7, = 1 para
s € SU(2), debe ser 75 € SO(3).

En consecuencia, 7 es un homomorfismo continuo de SU(2) en SO(3).

Por otro lado,

1
cosf@ —send (20) )

T 6 cos6 - 0 1 0
Sett —sen(20) 0 cos(20)

cosff  —isend L 0 0
T ( isenf  cosf ) = 0 cos(20) —sen(20)
> i 0 sen(20) cos(20)

Por lo tanto, se deduce que el rango7 contiene las rotaciones sobre los ejes x,y, z,
y en consecuencia SO(3) C rango7. Como la inclusién inversa es cierta por definicién,
obtenemos que SO(3) = rango 7.
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Finalmente, como
kert ={s € SU(2):sh=hsVhe H} ={I,-1I},
concluimos que 7 induce un isomorfismo de grupos topoldgicos entre

SO(3) y {SITJ—@I)}
O

Ahora estamos en condiciones de describir todas las representaciones irreducibles de

SO(3).
Proposicién 3.2.2. Para cada natural par n, la ecuacion

) _ ()

Ts s

define una representacion irreducible 7™ de SO(3).

Reciprocamente, cualquier representacion irreducible de SO(3) es equivalente a ()
para algun n par.

Demostracion. Sin es par,
ker 7 C ker (™),

pues
o = (—1)k ) v | € N.

Entonces, existe una representacién 7(™ de SO(3) tal que
7™ o1 =gl

Ademas, 7™ es una representacién irreducible de SO(3) por serlo o(™),

Por otro lado, si o es una representacion irreducible de SO(3), o o 7 es una repre-
sentacién irreducible de SU(2), y en consecuencia

ElkENtalqueUOT:a(k).

Como
{I, -1} C ker(o o 7) = ker(z®),

entonces k debe ser par, y resulta o = k). ]

Corolario 3.2.3. SO(3) tiene exactamente una representacion irreducible por cada di-
mension impar, y ninguna representacion irreducible de dimension par.

Demostracién. dim(7m™) = dim(c(™) = n + 1 que es impar. O
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Capitulo 4

Elementos de la Teoria de
Representaciones de Grupos.

En este capitulo nos concentraremos mas en el aspecto algebraico de las representa-
ciones de un grupo compacto, en contraste con los capitulos anteriores que tuvieron un
enfoque mas bien analitico.

4.1. Caracteres de representaciones finitas.

Dados un grupo compacto G y una representaciéon unitaria de dimensién finita 7 :
G — H, el cardcter de m es la funcién y, : G — C definida por

X (9) = tr(m(g))-

Esta nocién de cardcter puede extenderse a representaciones unitarias no necesariamente
finitas, pero nos concentraremos en primer lugar solo en aquellas de dimension finita, y
luego consideraremos sélo las representaciones irreducibles de GG. En esta seccién expon-
dremos algunas propiedades funamentales de los caracteres, especialmente sus relaciones
de ortogonalidad.

Observacion 4.1.1. Con la notacién del parrafo y los capitulos anteriores,

dr
Xx(9) =D iil9)-
=1

Observacion 4.1.2. En vista de la observacién anterior, es claro que los caracteres son
funciones continuas en G.

Observacion 4.1.3. Con la notacién de las observaciones anteriores, se tiene que

X=(97") = xx(9)-
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Demostracion. Dada una base ortonormal {ei}fgl de Hy, se tiene que

dr dr dr
Xalg™h) = D (rlg Neiei) =Y e m(glen) = Y (m(g)es es) =

i=1 i=1 i=1

= Z euez :Xﬁ(g)'

O

El siguiente resultado establece una importante propiedad de ortogonalidad de los
caracteres, similar a la obtenida para coeficientes matriciales (y que de hecho, se deduce
de ella).

Teorema 4.1.4. Sean 7 y o dos representaciones irreducibles de G. Supongamos ademds
que no son unitariamente equivalentes. Entonces:

1. Xr L xo en L3(G).
2 |Ixxlla = 1.

Demostracion. Sean {e}i™, y {e"} | bases ortonormales de H; y H, respectivamente.
Haciendo uso de la pr0p051c10n 1. 4 5 un calculo directo muestra que

(xmxa>=/xw( )Xo (9)dg = /¢ 9)97;(g)dg = 0.

Por otro lado, puesto que ¢}; es ortogonal a si i #£ j, se obtiene que

JJ

dr
lecb 3=> dt =
i=1

Ixxl13 =

2

O

Observacion 4.1.5. Es claro que los caracteres estan definidos en las clases de equivalencia
(no unitaria) de representaciones de G, y dado que toda representaciéon de G es equivalente
a una unitaria (proposicién 1.2.5), en el teorema anterior podria pedirse inicamente que
las representaciones m y ¢ no sean equivalentes.

Corolario 4.1.6. El conjunto {xr : [r] € G} es ortonormal en L*(Q).
Observacion 4.1.7. Es claro que el conjunto anterior no es una base de L?(G), puesto que
span{xx : [1] € G} ¢ L*(G),

ya que cualquier combinacion lineal de caracteres es una funcion constante sobre clases de
conjugacién, debido a que los caracteres lo son (ver observacion 4.2.3).
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A continuacién nos aproximaremos hacia la definicién de multiplicidad de una repre-
sentacién irreducible en otra dada. Una primera aproximacion seria partir del teorema
1.2.33, que implica que toda representacién w de G se escribe como m = S, caNnl o]0
En esta situacién, si  es una representacién irreducible de G, seria razonable definir la
multiplicidad de 7 en 7 como ny,. Si tomaramos este camino, habria que probar que la
multiplicidad estd bien definida, es decir, que si 7 = @ &M, [0]0 €s otra descomposicion

de 7, entonces N ;] = M (o] Para cada o € G.

No adoptaremos esta definicién, y en cambio definiremos la multiplicidad de acuer-
do a la relacién entre H, y H,. De todas formas, tendremos siempre en mente la nocién
anterior de multiplicidad, que resultard ser equivalente a la definicién que daremos. La
justificaciéon de nuestra definicién se encuentra en la parte (2) del siguiente lema, y la
equivalencia de ella con la motivacién que acabamos de dar, se encuentra en la parte (3).

Lema 4.1.8. Sean 7 : G — U(H) una representacion unitaria, o € G Yo = doXo-
Entonces,
1. m(ey) es una proyeccion ortogonal.

2. i [x] € G, entonces m(ey) = Oin] jo) Ldrt,. - En particular, dim 7(e;) = dgdq

lo]

3 SimT= @ae@n[ﬂv[(’]a’ entonces dim 77(60—)7'[71— = dan[ﬂ,[o‘]'

Demostracion. (1). En virtud de la proposicién 1.2.44, para ver que 7(e,) es una proye-
ccion ortogonal, bastard ver que e’ x e, = e,. Ahora, si x € G y puesto que X5 = Xo, s€
tiene que

(AoX)" * [doX)(2) = d2 /G Yo (s~ V)X (s)ds

do- R R
= d2 Z/Gﬁf)iia(xs_l)ﬁbjjg(s)ds

ij=1

da’ —_ —_
A /G 0%(5)8% (5)ds

igl=1

T 6
= dy Y ofa) =

i,5,l=1
do L

= d, Y ¢¥(x)
=1

- da%(l‘)'

(2). Sea Hy [z := span{¢] ,,...,¢] 4 }. Por la parte (a) del Teorema de Peter-Weyl,
existe un operador unitario U : H — Hy [, que verifique U*p,U = m para todo ¢ € G.
Asf, m(es) = U*peq)U = U*PyU, en virtud del teorema 1.4.8. Luego, si m = 0, se tiene
que U(Hﬂ) = Hy [o) y en consecuencia, U* P, jU = idy, .
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Por otro lado, si m 2 o, se tiene U(Hﬂ) =H1,}x] € H[x L Hs], de modo que P,jU = 0.

En consecuencia

Idy,., sim=o.

7((60):{ 0, sim 2 o;

(3). De acuerdo con el teorema 1.2.33, escribimos 7w como suma de irreducibles y aplicamos
la parte anterior para encontrar que

= B 1y - leo) = Idyy, @ -+ © Idyy,,
pyetel

donde el ultimo miembro tiene exactamente nj ;] sumandos. En consecuencia,
dim 7(es) = N (o] do-
O
Definicién 4.1.9. Sean 7 : G — U(H) una representacién de G y [o] € G. Entonces, la

%, si dim (e )Hy < 00;

multiplicidad de o en 7 es my(7) = { dim (e, My, on otro caso
g T .

Observacion 4.1.10. Si dim7(e,)H, < 00, se tiene que my(w) = Trgieg)'

Proposicién 4.1.11. Sean o y n representaciones de dimension finita de G. Dada [r] €
G, denotamos por pr y vy las multiplicidades de m en o y n respectivamente. Entonces:

cha X'r] Z HrVr.
[rle@

En particular, o es irreducible si y solo si

HxaH§::]£\xa(gﬂ2dg:=1-

Demostracion. Sabemos que o y 1 se descomponen como suma de representaciones ir-
reducibles. Concretamente, o = Z[n]eé PrTT Yy N = Z[w}e@ vym. Por lo tanto, y, =

Z[W]EG HrXmw Y Xn = Z[ﬂ.]eg VX

Finalmente,

XUaXTz Z Mr X7, Z VUXU = Z /’LWVTF<X7T7XU> = Z HrxVr.

[r]eG [o]ed@ [7],]o]eG [x]eG
]

Corolario 4.1.12. Si [r] € G y o es una representacion de dimension finita de G, en-
tonces la multiplicidad de m en o coincide con

%mHZLm@M@@
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Corolario 4.1.13. Si o es una representacion finita de G, entonces o = 0 si y solo si
Xo = 0.

Demostracion. (=) Es inmediato.

(<) Si o es una representacién de G, entonces o = Z[ﬁ] cG Mrm. Ademds, pr =
(Xo», Xx) = 0, por lo que es 0 = 0. 0

4.2. Funciones centrales del grupo.

Definicion 4.2.1. Dada f : G — C, decimos que f es una funcion central si es invariante
por todos los automorfimos internos de G.

Observacion 4.2.2. Es claro que f es central si y s6lo si es constante en cada clase de
conjugacién de G. Es por ello que las funciones centrales también son llamadas funciones
de clase.

Observacion 4.2.3. Si m: G — B(Hr) es una representacién de G de dimensién finita, su
cardcter es una funcién central.

Demostracion.

xx(tgt™) = tr W(tgt_l))

I
—
=

I
-+ -+
= =
N N N N
5 3
S =
SN—
= 3
—~
~
S—
L
3
—
N}
~—
SN—

O

El principal resultado de esta seccién afirma que cualquier funcién central de L?(G) se
descompone como la suma de caracteres con ciertos coeficientes.

Lema 4.2.4. Dados 1] € é, y s,t € G, vale la siguiente igualdad:

dﬂ/GXﬂ(rsr_lt)dr = Xx(8)Xx(t).

Demostracion. Recordemos las siguientes igualdades

dr
Tltg) = D on()er(9) VtgeG 1< j<ds
k=1

A = 5.
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Entonces,

dr
dw/ X (rsr—)dr = dWZ/ G (rsr—1t)dr
€ —Ja

dr
S /G o (rsr)oT (1) dr

1,j=1

S ([ ontrsion,oar) a5to

i k=1

4y ([ onea50ar) exto

i,5,k=1

4y ( | ¢5<r>¢ﬁ<s>mdr> A0

ik =1

RS ( | ¢z<r>mdr) SR (5)6Ti(1)

i,k =1

dr

0ii0k -
= dg Z élk@k(s) i (1)

igkil=1 "

dx
= > (s)en(t)

il=1
= Xx(8)Xx(t)-

A continuacién presentamos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.2.5. Si f € L*(G) es central, entonces

= Z <f> X7T>X7T- (4'2'1)
[Tr]Ea
Demostracion. Recordemos que, por el Teorema de Peter-Weyl, se tiene que

L*(G) = P drHx,

[r]e@

y que por el Teorema 1.4.8, si a f € L?(G) la escribimos segiin la descomposicién anterior,
obtenemos que

f= ZdW'f*XW-

[r]eG
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Por lo tanto, bastara ver que si f es central, entonces

dr - [ Xr = <faX7r>X7r'

Calculando directamente con las definiciones, y teniendo en cuenta el lema anterior,
obtenemos que

do-foxalt) = dy / F(8)xn(s™ ) ds

=t [ [ g6 “14)dsdr
~ 4 / / F()xn (s~ 10) dsdr
= ([ s6natsas) xatt

= ([ renatas) xoto

= f X7r>X7r( )
donde en la segunda identidad se utilizé el hecho de que f es central. En consecuencia,
dr - f*xXr = (f, Xx)Xx ¥ con ello queda demostrado el teorema. O

Corolario 4.2.6. Ya habiamos probado que el conjunto {x, : [x] € G} es ortonormal en
L?(@), y habiamos deducido que

span{ xr : [7] € @} C{f e L*G): f es central}.

El teorema anterior afirma que los conjuntos anteriores son iguales.

4.3. Representacién inducida.

Supongamos que G es un grupo compacto, y F' C G es un subgrupo cerrado. Es claro
que si U es una representacién unitaria de G, entonces u := U|p es una representacién
unitaria de F'. Surge de forma natural la siguiente pregunta: dada una representacién uni-
taria de F', jpuede extenderse (o inducirse) a una de G? La respuesta a esta pregunta
es afirmativa, y en esta seccién describiremos explicitamente cémo se induce una repre-
sentacién en un grupo compacto a partir de una en un subgrupo cerrado de éL.

Observacion 4.3.1. Como F es cerrado en G, resulta un grupo compacto. En consecuencia,
admite también una medida de Haar positiva, invariante por traslaciones, y de masa total
1. Para simplificar la notacién, y como creemos que no hay lugar a confusién, denotaremos
tal medida por dt, ds, dr, etc. (al igual que la medida de Haar de G).

Supongamos que u : ' — B(H,) es una representacion irreducible de F'. Entonces, por
la propiedad universal del producto tensorial, existe un inico mapa lineal ¢ : C(G)®@H, —
C(G,H,) tal que para toda f € C(G),§ € Hyes p(f @) = f-& donde f-£(t) = f()E,
para todo t € G. Consideremos sobre C'(G) Q) H,, €l producto interno definido por

O fie&> fiodaaen. = Y {fi ) 2 & &
i J

i7j
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y sobre C(G,H,,) el producto interno

<047B>C(G,Hu):/G<Oé(t),ﬁ(t)>7{udt.

Ahora, si 37, fi® &, >, f; @ §; € C(G) ® Mo, entonces

(e fioe)e(3feg)) = SUi-&f-&)
- 3 [ fog.
= %:/(;fi(f)m(ﬁi,f}>ﬁudt
- Z<fi’fjl‘>L2(G)<§i7§§>Hu

/L‘?j

= Z<fi ® &, [ ® &) r2(@)aom.
i?j
= O _Hiv&)d o),
por lo que ¢ es una isometria, y en particular inyectiva.

Ahora, dada o € C(G,Hy), sea {m,...,n,} una base ortonormal de H,. Entonces

existen ai,...,aq4, € C(G) tnicos de modo que a(t) = Zfﬁl a;(t)n;. Puesto que las

funciones «a; son continuas, se tiene que

du du
o= Zai'm :go(zoéi@mi),
i=1 i=1

de modo que ¢ es sobreyectiva. Asi, ¢ : C(G) @ H, — C(G,H,,) es un isomorfismo lineal
que preserva el producto interno.

Se deduce que ¢ se extiende a un isomorfismo ¢ : L*(G) ® H, — L*(G,H,) de
espacios de Hilbert, a través del cual en adelante identificaremos ambos espacios.

Definimos entonces el siguiente espacio, naturalmente asociado a u:

Hy ={£ € C(G,Hy) : &(sz) = u(s)é(x), Vs € Fyx € G}.

Observacion 4.3.2. Si p®id : G — B(L*(G) ® H,) esta dada por (p ® id); = p; ® idyy,,
entonces p ® id es una representaciéon unitaria de G.

Observacion 4.3.3. En las condiciones de los parrafos anteriores, Hy es invariante por
p & id.
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Demostracion. Si £ € Hy, entonces

(p®@id)i(sz) = pi(E(sx))

O

En virtud de la observacién anterior, podemos considerar la subrepresentacién U de
p ®id en Hy. Denotaremos por Q : L?(G) ® H, — Hy a la proyeccién ortogonal.

Definicién 4.3.4. La representacion inducida de u en G (més precisamente: la represen-
tacién de G inducida por la representacién u del subgrupo F') es U : G — B(Hy ) definida
por

U =Q(pt® id)Q* Vited.

Notacién. A la representacién inducida la denotaremos por Ind%(u), o simplemente Ind(u)
cuando esté claro quiénes son los grupos G y F'. Finalmente, cuando la representacion de
F esté sobreentendida o no juegue un papel importante, y no se genere confusion, la repre-
sentacién inducida se denotard por Indg y nos referiremos a ella como la representacion
inducida desde el subgrupo F'.

Lema 4.3.5. Sea V : G — U(Hy) una representacion irreducible, y sea ey = dyXy.
Entonces U(ey) € B(Hy) es una proyeccion ortogonal sobre un subespacio de Hyy) @ Hy.

Demostracion. Aplicando el teorema 1.4.8, se tiene que

(p@id)(ev) = plev) ®idw, = P,

2(]@ ® idy, .

v

y en consecuencia

(p®id)(ev)(L*(G) ® Hu) = Hpy) @ Hu.
Por lo tanto, la imagen de U(ey) = Q(p ® id)ey Q" estd incluida en Hjy) @ Hy. O

Recordemos que si U y V son representaciones de G, con V irreducible y U de dimen-
sion finita, entonces la multiplicidad de V' en U coincide con

O XV 22(@) = /G (@)X (@)dg.

Ademds, también veremos que esta multiplicidad es igual a TrU(ey ). Por lo tanto, para
hallarla necesitaremos una férmula explicita para la forma integrada de U = Ind(u).

Proposicién 4.3.6. Sean £ € C(G, H,),z € G. Entonces

1 Q€ € C(G, M), ¥ QE(x) = [puls)E(su)ds,
2. Si ademds € € Hy y f € LY(G), entonces

U(f)ﬁ(a:):/GKf(x,t)f(t)dt, donde Kf(x,t):/Gu(s)f(mlst)ds.

63



Demostracion. (1). En primer lugar, denotemos por Q' : C(G,H,) — C(G,H,) al ope-
rador definido por el miembro derecho de la igualdad en (1). Basta demostrar que Q'¢ €
C(G,Hy), y que Q" es un operador acotado, idempotente, autoadjunto y que su imagen es
exactamente Hy N C(G,H,), para luego extenderlo a L*(G,H,) y concluir que Q = Q'.
Veamoslo en ese orden.

Como £ es continua en G, es uniformemente continua por la proposicién 1.2.10, y dado

€ > 0 existe un abierto V que contiene a e de modo que si =ty € V,[|&(z) — €(y)|| < e
Asi, si 2,y € G son tales que 271y € V, se tiene que

1Q0e(@) - Qely)] < / (s )1 (sz) — ECsy)lds < e,
por lo que Q¢ € C(G, Hy).

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene que

QP = [ 105w
= /H/u(sl)f(sx)dsde
[ (Lt iesas) e

/| [( / ||s<s:c>u2ds)érdx
= [ [ tetsolazds

= eI,

de modo que Cles acotado sobre C(G,H,), con ||Q'|| < 1. Asi, @’ se extiende a un
operador acotado Q' : L*(G, H,) — L*(G,H,).

IN

IN

Ahora, veamos que @’ es idempotente, verificindolo primero en C(G,H,,).
Q@) = [ u(s)Qs(se)ds

= / u(s™1) / u(t™ )¢ (tsx)dtds
// ((ts)™H)E(tsx)dtds
_ /F (
J,

u(r~H)é(ra)dr)ds
Q'¢(x)ds
F
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Esto implica que (Q')? = @Q’, ya que es cierto en un subespacio denso de L*(G,H,) y Q'
es un operador acotado.

Dada ¢ € C(G,H,), vale que

@6 Ouemy = [ Q0.0
= /G</Fu “H(&(st))ds, (¢t )>Hu dt
= /G/F<§ £))) 5, dsdt
_ /G<g (s 1r))ds>Hu dr
| (€. Qe

= (¢ Q C>L2(G,Hu)'
Nuevamente, dado que C(G,H,,) es denso en L?(G,H,), se deduce que (Q')* = Q'

Finalmente, veamos que rango(Q’) = HyNC(G, H,,). Por un lado, la inclusién rango(Q’) C
Hy N C(G,H,) se deduce de que si s € G,

Qesa) = [ utettsayar
= / u(sr~1) (f(:nr)) dr
F

= u(s)/Fu(rl)(ﬁ(xr))dr
= u(s)Q'¢(x).

Reciprocamente, dada ( € Hy N C(G, H,), se tiene que

Qﬂwzﬁa®@umw=/u@Mwa@»wzmm

F

con lo que rango(Q’) 2 Hy N C(G, Hy), y se deduce que Q = Q.
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(2). Se tiene que

U(fe) = / FOUE )t

= / f(t < / (,Ot®zd)§(sx)ds> dt
- / / F(8)u(s)€ (st dsdt

= // sxt dtds

_ /F /G Fla s )u(s)€(r)drds

_ /G < /F u(s)f(xlslr)d5> £(r)dr
= [ Kitergtriar

Teorema 4.3.7. (de reciprocidad de Frobenius)

Sean u : F — U(H,) una representacion irreducible de F', y U : G — U(Hy) su
representacion inducida. Sean ademds V : G — U(Hy) una representacion irreducible de
G y v := V|p. Entonces, la multiplicidad de V en U coincide con la multiplicidad de u
en v: Ny U] = Nul,jo]- B decir que, en el caso de ser dimU < oo, se tiene:

[t = [ xtonis (= [ wsntis).

Demostracion. Como U, = Q(pt ® id) Q*, se tiene que

O]

Uley) = /Gev(t)Utdt = /GQev(t)(Pt ®1id)Q*dt = Q(plev) ® id) Q™.

En consecuencia, y teniendo en cuenta la férmula explicita de ) que resulta de la proposi-
cién anterior, si & € L2(G,H,),z € G, es

Qplev) 9i)Q¢(w) = [ s (plev) o i)g(sa)ds
u( &(sxt)dtds

st r)&(r)drds

Q\Q\
:

u( sr)é(r)drds

Q

Il

5

,7)E(r)dr,
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donde K (z,r) = [ u( xtsr)ds € B(Hy), es decir, K = K,,,. Como Py := p(ey)®id
es la proyeccién ortogonal sobre Hy) @ Hu, que es de dimension finita, y U (ev) = QPyQ*,
entonces

dimU(ey) Tr(Uley))
vy = dy - dv :

Afirmacion: np,) (] = (Xu; Xv) = % Jo TrK (z, x)dx.

Puesto que K(z,y) fF ~Lsy)ds, resulta

K(x,a:):/Fu(s)ev(s)ds:dV/Fu(S)XV(s)dS,

que en particular no depende de x € G. Ahora, si {h; } *, es una base ortonormal de H,,,
se tiene que

TrK(z,z) = Z(K(ﬂf, x)hg, h;)

= dv/FXu(S)XV(S)dS
= dv {Xu, XV) 2(F)-

Tr(v
Teniendo en cuenta la afirmacién recién demostrada y que npy) ) = W, es

claro que para demostrar el teorema, bastara verificar la siguiente afirmacién.
Afirmacién: Tr(U(ey)) = [, Tr(K (z, z))dx.

Como U(ey) es la proyeccién ortogonal de Hyr sobre un subespacio de H{y| ® Hy, para

calcular su traza basta tomar la base ortonormal {d v L @ep 1<, <dy;1 <k <dyl,
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y calcular:

dy  du

TI‘(U(GV)) = ClV Z Z eV ¢z] ® 6k7¢z] @ €k>
i,7=1k=1
dy dy

= 4 33 [ Wlen) (@ o o) @) (¢} 0 o) (@)da

i,j=1 k=1
dy  dy

= v 33 [ [ Ko a. el

1,j=1 k=1
dy dy

= dy Z Z// (x,u gbx gbU( x)eg, eg)dudx

3,j=1 k=1
dy

= dVZ//¢> qsg 2) Y (K (x,u)er, ex)dud

2,j=1 k=1

= dVZ//¢ ¢g 2)TrK (2, u)dudx

7,7=1

= dVZ/ (/TrK:cu¢V( )du)qﬁyj(x)d:c

1,j=1

= d (6)) ()Y ()
szzl‘/ ! j
= Tr(T),

donde T': L*(G) — L*(G) es el operador integral dado por T'(f)(z) = [, TeK (z, u) f(u)du.
A continuacién veremos que la traza de este operador es [, Tr( K (x,z))dz.

Recordemos que {¢]; : m € G} es una base ortogonal de L%(G). Sean 7 € G y
1 <14,7 <d,. Entonces

T (x) = /G Tk (a, )T (1)t

- < / Tr(u(s))w(fls—l)ds) o (1)t

dy
_— /G ( /F xau(®) Y @‘g(tlsl)qsx;(x)ds) o7 ()t

k=1
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_ ( [ [ st hotuts >ds¢zg-<t>dt) o ()

k,l,m 1
dy
- d v
v%l (/F (5)00 () )( k(D)7 (1) )qblk(x)
dy
- Z<X“’¢1‘;Z>L2(F)6[7r],[v]¢kvj(l‘).
k=1

De modo que si w2 V, Hy Cker T'y T(Hy)) € Hyyy-

Ademas, T es autoadjunto, puesto que el nicleo que lo define, Tr(K (¢, x)), lo es:

Te(K(t,2)) = Tr ( /F u(s)ev(t_lsm)ds>

El Teorema Espectral aplicado al operador integral T permite afirmar que existen una
base ortonormal de Hy), {¢1, - .. ,god%/} Y Pl P2 € R, tales que

di;
=Y k(s or)er(x) Vo € L(G), Vo ed.

En particular, para toda v € L?(G) vale la siguiente secuencia de igualdades:

/G TrK(z,y)v(y)dy = Ti(x)
d3,
= Zpk(%@k%@k(ﬂf)
k=1
d3,
= / > okt () en(y)er(x)dy
G =1

ds,
= /(Zpk%(fﬂ)sl%(y)) Y(y)dy.
G\ k=1
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2
En consecuencia, TrK (z,y) = ZZL Pk () (y). Ademds, es inmediato que

&, i,
| mK@ade =3 p [ ou@iat@de =Y,
G k=1 G k=1

y que
dy,
TT = dvy / / > orer(@)er(y) o) (v) Y () dady
ij GG k=1
&
= w3 ([ @) ([ awilo)
k=1 4y VO G
% 1 T
= D kD di ok 81 di (on, BY)
k=1 i,
d5
k=1
Finalmente,
&
™(T) = Zpk = / TrK(x, z)dz,
k=1 G
con lo que queda demostrado el teorema. O

Ejemplo 6. Supongamos que u es la representacion trivial en el subgrupo F' de G. Entonces
Ind(u) es la representacion quasi reqular en X = F' \ G (coclases izquierdas de F en G).
En otras palabras, Ind(u) estd definida por

Ind(u)(hg) = p(9) Yg€ G,heF.

Ind(u) es constante sobre las coclases de F' en G y en consecuencia puede pensarse como
una ‘representaciéon’ (en algtin sentido) del conjunto X en L?(X).

Ejemplo 7. Un caso particular de lo anterior es cuando F = {e} y entonces p = Ind% (u).
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Capitulo 5

Analisis Armonico en la Esfera.

Como aplicacién del andlisis arménico en grupos compactos, mostraremos en el pre-
sente capitulo que todo cuerpo del espacio que sea convexo, centrado y simétrico esta de-
terminado por las dreas de sus secciones con cada hiperplano.

5.1. Presentacién del problema.

Comenzamos esta seccion con algunas definiciones intuitivas.

Definicién 5.1.1. Dado A C R", decimos que A es un cuerpo si es compacto y su interior
es no vacio.

Definicion 5.1.2. Dado un cuerpo A C R", definimos el baricentro de A es el punto de
x4 € R” cuya i-ésima coordenada es

(xA4); :/ xidzy - - - dx,.
K

Ademas, decimos que A C R™ es centrado si x4 = 0.

Supongamos que K C R" es un cuerpo centrado del cual sélo conocemos las areas de
las secciones por cada hiperplano, es decir, tal que la funciéon que a cada hiperplano P le
asigna el numero real drea(P N K), es conocida. Serd posible obtener K a partir de esta
informacién? La respuesta es afirmativa en el caso de que K sea ademads convexo y simétri-
co. Para obtener este resultado, utilizaremos la teoria del analisis armdnico desarrollada
en los capitulos anteriores. Concretamente, el objetivo de este capitulo es demostrar el
siguiente teorema.

Teorema 5.1.3. Un cuerpo convexo, centrado y simétrico en R™ estd univocamente de-
terminado por las dreas de sus secciones con cada hiperplano.

Asumiremos n = 3 para simplificar notaciones y célculos, pero el resultado es vélido
en general.

Describiremos un cuerpo convexo, centrado y simétrico K, a través de una funcién
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fx definida en la esfera unitaria S C R3, de la siguiente manera. Si x € S, sea I, el rayo
desde el origen de coordenadas que pasa por x. Ahora, sea

fr(z) = %rﬁ (5.1.1)

donde r, es la longitud del segmento [, N K. Como K es centrado y simétrico, fx es una
funcién par en S. Ademas, es claro que es una funcién continua y estrictamente positiva.
La utilidad de tal funcién se evidencia en el contenido del siguiente resultado.

Proposicién 5.1.4. Las dreas de todas las posibles secciones por planos de R se obtienen
a partir de fr. Concretamente, si P es un plano por el origen en R3, yC = SN P es el
circulo mdzimo correspondiente, entonces

drea(K N P) = /CfK(:U)dx

Demostracion. Utilizamos el cambio de coordenadas polares para deducir que

2 p(0) 2m p2(9) 72
a’urea(KﬁP)—/K Pldmdy—/o dﬁ/0 pd,o—/o 5 dH—/C;da:—/CfK(a;)dx
n

O

En consecuencia, el problema resulta equivalente a demostrar que una funciéon conti-
nua, par y positiva en la esfera estd determinada por sus integrales en cada circulo méximo.

5.2. Adaptacion del problema al analisis armoénico.

Para resolver el problema presentado en la secciéon anterior, acudiremos a las herra-
mientas de la teoria de representaciones de grupos compactos. Para ello, serd necesario
considerar un espacio de funciones en la esfera més grande que el anterior (el de las fun-
ciones continuas, pares y estrictamente positivas, que denotaremos por K(S)), teniendo
la precaucion de no tomar un espacio “demasiado” grande, en donde no toda funcién
esté determinada por sus integrales sobre circulos maximos.

En linea con lo anterior, sean
L%S):{f:S—>R:/f2dA<oo}
S

y L2(S) C L?(S) el subespacio de las funciones pares de cuadrado integrable. Es claro
que
K(S) C L2(S) € IX(S).

Sea SO(3) el grupo ortogonal especial, es decir, el conjunto de las isometrias lineales
del espacio que preservan la orientacion:

SO3) ={U e M3(R) : UTU =I,detU = 1}.
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Identificamos este conjunto de forma natural con las rotaciones de R3 que dejan fijo el
origen, o también, con las rotaciones de la esfera. Puesto que estas rotaciones dejan fijos
los espacios L?(S) y L%(S) (en S estamos considerando la medida dA, que es invariante
por rotaciones), consideramos la representacion regular izquierda

T : SO(3) — L*(S) definida por Ty (f)(z) = f(U 'z)
y la subrepresentacién
Ty : SO(3) — L2(S) siendo T4 (U) = T(U)| 12(8):

Definimos el siguiente operador:
J: L*(S) — L*(S) donde Jf(z) = [ f(y)dy (5.2.1)
Ca

donde C;, es el circulo maximo de epicentro en x. Por ejemplo, si z = (0,0, 1) (el polo norte),
resulta C, = {(a,b,0) € S : a® + b? = 1} (el ecuador). Observemos que para todo x en S
se cumple que C; = C_,, por lo que J f es una funcién par de Li(S), para cada f en L2(9).

En rigor, el operador anterior queda definido por la ecuacién 5.2.1 sélo en C(S).
Ademss, si f € C(S), se tiene que

17FI3 = /S | /C F(y)dyl2dz < /S /C F () Pdyda = 2| £l

puesto que C, = C_, para todo = en S.

Por otro lado, al ser este C'(S) denso en L?(S), el operador J definido en C(S) admite
una extensién continua a todo L?(S). Ademds, dicha extensién asume la misma formu-
lacién para casi todo x en S, para f en L?(S).

Nuestro problema consiste en ver que el operador J es inyectivo, es decir, probar
que funciones distintas no tienen las mismas integrales sobre cada circulo méaximo. Esto
se deduce de la siguiente observacion.

Observacion 5.2.1. La correspondencia K +— fx definida segun la ecuacion 5.1.1, es in-
yectiva.

Demostracion. En primer lugar, observemos que un punto en un cuerpo queda determi-
nado por su norma y el rayo desde el origen que lo contiene, esto es, por r, y [, o lo que
es equivalente, por fx(z) y x.

Sean K y K’ cuerpos tales que fx = fx/. Sean p en K, y x en S tales que p estd en
el rayo por el origen desde z. Como fx(z) = fx/(x), necesariamente p estd en K’ (el rayo
es el mismo: el que pasa por z). En consecuencia, K C K', lo cual implica K = K'. [

En sintesis, hasta ahora tenemos que cada cuerpo K define una funcién continua fx
en S, y asi tenemos una correspondencia fiel entre los cuerpos y un cierto subconjunto de
L3(S).
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Ademis, construimos un operador J : L%(S) — L%(S) de forma que Jfx(x) es el
area de una cierta seccién de K. Es asi que el operador J fx posee toda la “informacién”
de la cual partimos para resolver el problema: las dreas de todas las secciones de K por
todos los posibles hiperplanos. Quisiéramos ver que este operador J también es inyectivo,
y asi, partiendo de J fx podriamos determinar el cuerpo K.

Notemos que en L?(S) hay funciones que no se corresponden con ningtin cuerpo. En
consecuencia, probar que el operador J es inyectivo en L?(S) es més de lo que necesi-
tamos, y bastaria probar la inyectividad en algin subconjunto que contuviera a K(S5).
Precisamente serd eso lo que haremos, debido a que J no es inyectivo en L?(S): en efecto,
si g es una funciéon impar en S, entonces fcx g(y)dy = 0 para todo x en S, por lo que Jg = 0.

5.3. Resolucion del problema.

Nuestro objetivo ahora sera probar que J es inyectivo en Li(S ).
Proposicion 5.3.1. J intercambia a las representaciones T, T .

Demostracion. Debemos probar que JT = T J, es decir, que para toda U € SO(3) se
cumple JT; = (T )y J. Observar que la composicién tiene sentido pues ran(J) C L2 (S5).
Ahora, si f € L?(S) y € S, se tiene que

(ITo(f) (2) = / Tu sy = [ 10 )y

x

Introduciendo el cambio de variable 2 = U~y (cuyo jacobiano tiene determinante
igual a 1, pues U € SO(3)), y teniendo en cuenta que

UNC) = {U'y: |yl =1,(z,y) =0}

= {Uly:yeR" U y|=1,{U'2,U'y) =0}
= CU*1m

obtenemos que, para toda f, para toda U y para todo z, se tiene
(JTu(f)) (x) = /c f(2)dz = Jf(U ™ 2) = Ty (Jf)(x) = (THu(J f)(@)

En consecuencia, JT' =T, J. O

Por el Teorema de Peter Weyl, sabemos que Li(S) se escribe como la suma directa
de espacios de dimensién finita e irreducibles para T,.. Ademaés, por el Lema de Schur,
en cada uno de estos espacios, J es un operador escalar. A continuacién, calcularemos

explicitamente estos subespacios y encontraremos los valores propios de J en ellos. Final-
mente, como seran todos no nulos, concluiremos que J es inyectivo.

Para el célculo de dichos subespacios, serd de utilidad considerar el espacio de los
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polinomios homogéneos en la esfera. Es asi que para cada n € N, denotaremos por P,
al conjunto de los polinomios homogéneos en tres variables de grado n, restrictos a 5, es
decir,

Pn={f:5—=R:f=P|gcon P € R[z,y, z] homogéneo de grado n}.
Proposicion 5.3.2. Para cada n € N, se tiene que
Pn - Pn+2

y ademds

Demostracion. Dada f € P, sea Py algiin polinomio homogéneo de grado n tal que
f= P}ﬂ 5. Consideremos ahora ) € Rz, y, z] definido por

Qlz,y,2) = (2° +y* + 2%) - P} (2,y, 2),
que es un polinomio homogéneo de grado n + 2. Ademaés, como
(@® +y* +2%)s =1,
resulta que
Qls = P{ls = f,

y entonces f € Ppia.

Por otro lado, veamos que el mapa que asigna a cada polinomio homogéneo en x, ¥, z de
grado n, su restriccién a S, es un isomorfismo lineal. La linealidad y la sobreyectividad son
inmediatas, asf que tomemos P tal que P|g = 0. Sea (z,y, z) € R3. Si (z,y,2) = (0,0,0),
entonces como P es homogéneo, P(0,0,0) = 0. Supongamos (z,y, z) # (0,0,0) y entonces
se tiene

0:f((x7y’z)”) :P(H(Ly,z) P(z,y,2).

[(25.2) @o )~ vl
Se deduce entonces que P(z,y,z) =0y como (x,y, z) es arbitrario, P = 0.

Finalmente,
dimP,, = dim{polinomios homogéneos en z,y, z de grado n}
= f#{monomios en z,y, z de grado n}
n
1 2

= S hit1= (n+1)(n+2)

- 2

1=0

[

Denotaremos por H,, al complemento ortogonal de P,_s en P, segin el producto
interno de L?(S). En particular,

Pn = Hn @ ,Pan-
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Observacion 5.3.3. dimH,, =dimP,, —dimP,_o =2n+1

. . . . 2
El siguiente teorema es la clave para demostrar que J es inyectivo en L7 (S).

Teorema 5.3.4. Las descomposiciones de L*(S) y L%(S) en espacios irreducibles para
T : SO(3) — B(L?(S)) tienen las formas

[e.e] o
LXS)=> Ha y LA(S)=> Hu
n=0 k=0

siendo Hy := Pq.

Demostracion. Por un lado, veamos que H,, es invariante para T', para todon =0,1,....
Dado U € SO(3), como el espacio de los polinomios homogéneos en z,y, z de grado n es
invariante por U, si f € Hy, es

<TU(f)vg> = <f’ Tf;(!]»

(f,Ty-1(9))
0 Vg € Pro

pues Ty7-1(g) € Pp—2. En consecuencia, Ty (f) € H,,. Ademads, podemos descomponer cada
espacio P, de la siguiente forma:

= Hn@Hn_Q@-“@Hnmon

por lo que
U P.=EPHan (5.3.1)
n=0 n=0

donde la igualdad (hasta ahora) es algebraica. Por el Teorema de Stone-Weirstrass, | ;- Pn
es denso en C(S) y en consecuencia, también lo es en L?(S). Por lo tanto, como @, H,, es
un espacio de Hilbert denso en L%(S), debe ser igual a este tltimo. Observemos ademds
que

{0}, sin es impar;
Hy, sinespar.

H, NL2(S) = {
Por otro lado, dada f € L2 (S), podemos escribir f =3, fn, donde f, € H, y la serie

convergen en L%(S). Si § € L?(S), denotaremos por § a la funcién de L?(S) definida por
G(x) = g(—x). Asi, como f € L2(S), es

Ademas, puesto que son polinomios homogéneos, vale que fn = (=1)"fy, por lo que si
n es impar, f, + fn, = 0y sin es par, f, + fn = 2f,. Obtenemos entonces que f =", fo
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y concluimos que es L2 (S) = @, Hoy.

Resta ver que los espacios H,, son irreducibles. Esta afirmacién es la de mas dificil
verificacion, y nos tomara varios pasos demostrarla.

Afirmacién: P, tiene 5] + 1 funciones linealmente independientes que son inva-
riantes por el subgrupo de rotaciones sobre el eje z.

Notemos que dicho subgrupo es isomorfo a S'. Primero, veamos que si f : S — R
cumple lo anterior, entonces sélo depende de z (observar que z2 +4? = 1 — 22). En efecto,
tomemos una tal f (que podemos tomar pues, por ejemplo, f(x,y,z) = 2™ es invariante
por S1), y supongamos que existen

20 € (=1,1), (z1,91) # (v2,y2) /21 + Y =25 +y5 =1 — 2§

y tales que f(z1,y1,20) # f(22, Y2, 20). Si € es el dngulo entre (21, 1), (v2,2), sea Up la
rotacién que deja fijo el eje z y rota un dngulo —@ el plano z = 0. Entonces es claro que
f no es invariante por Uy:

Up(f)(z1,91,20) = f(Uy " (w1, 91, 20)) = f(22,2,20) # f (1,91, 20).-

Por otro lado, es inmediato que las funciones
{2, 2" 2 (2 + y2), . .. ,z”_2[%}(x2 + y2)[%}}

son linealmente independientes y que son invariantes por S'. Queremos ver que si f € P,
es invariante por S!, entonces f es combinacién lineal de estas funciones. Para ello, sea f
en esas condiciones y consideremos un polinomio homogéneo P de grado n que verifique

Pls = f.

Sabemos que fijado zg, P(z,y,29) sélo depende de (22 + y?), pues sus curvas de ni-
vel son circunferencias que corresponden a cada esfera cortada con {z = zy}. Entonces
P(z,y,2) = f.(z? + 9?) es un polinomio en 7, z. Si suponemos P(z,y, z) # 2", las varia-
bles x e y estdn en la férmula que define a P, y puede restarse el monomio P(0,0, z) = az"
(buscamos funciones linealmente independientes de las anteriores).

Por lo tanto, P(0,0,2) = 0 Vz, y asi (22 + 32)|f.(2? + y?).
En consecuencia, si P depende explicitamente de z,y, entonces tiene un factor de

la forma (22 +?). Iterando este procedimiento, se deduce que f es una combinacién lineal
de las funciones anteriores.

Afirmacién: H,, contiene exactamente una funcion (a menos de constantes multi-
plicativas) invariante por St

Lo demostraremos por induccién en n, para los pares y los impares. Sin =1, H; =P,

y hay [%} + 1 = 1 funcién invariante por S'. Si n = 2, las funciones son 22 y x? + y2.
Equivalentemente, las funciones son 2%+ 3% + 22 y 222 — 22 —y2. Por un lado, 22 + y2 + 22
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es un elemento de H por ser constante. Ademads, 222 — 22 — y? es un elemento de Hs pues
si fePyes
f(@,y,2) =k V(z,y,2) €5,

utilizando un cambio de variables cilindricas, se tiene que
/ k(222 — 2% — y?) dedydz = k/ 22% — (1 — 2%)dxdydz
S S

= k:/ 322 — ldxdyd=
S

1
= 2%n / 322 — 1dz
-1

= 2kr-(°—2)|L, =0

Ya vimos que P = Hp & Hp2 @& -+ & H, 1104 o tiene exactamente [2] + 1 fun-
ciones linealmente independientes invariantes por S'. Ademads, cada uno de los 1iltimos (5]
sumandos tiene exactamente una funcién invariante, que corresponde a P,,.

Si V, es el espacio de las funciones de P, invariantes por S', sabemos que

dimV, = [g]+1.

Ademas, podemos proyectar V,, sobre cada sumando directo de P,, (observar que la
suma de estas proyecciones tendrd dimensién [5]+1), y la hipétesis inductiva asegura que
la dimensién de la proyeccién sobre H; es exactamente 1 si j # n. En consecuencia, la
dimension de la proyeccion sobre H,, también es 1, de donde se deduce la afirmacion.

Afirmacién: Cada espacio W C L2(S) idrreducible para T contiene al menos una
funcion no nula invariante por rotaciones alrededor del eje z.

Sean T : SO(3) — U(L?(S)) la representacion regular izquierda,
Ty (f)(x) = f(U'a),
y W C L?(S) invariante e irreducible por T, es decir que
™ :80(3) — U(W)

es una representacién irreducible. Considero T% | g1 : ST — U(W) su restriccién a S*. Por
el Teorema de Peter-Weyl encontramos que

W=W1& -l W, con W; irreducible para TW]51
T™W|gt =WT1® - ® T, con T;: St — U(W;) irreducible

Demostrar la afirmacion es equivalente a ver que alguna T; es la representacién trivial
de S' en W.

Consideramos los caracteres de la representacion trivial, que denotaremos por 1, y
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de las representaciones T |g1, TW y de la representacién inducida por 1 a SO(3), que

sos) denota la multiplicidad de la representacion
sl

irreducible TW en Ind Tglo(?’), aplicamos la Reciprocidad de Frobenius (Teorema 4.3.7)
para encontrar que

denotaremos por Ind Tg?(s)' Sim .y, Indl

<XTW‘SI 1) = MW 1347 50) (5.3.2)

sl
e 50(3) . . o
Por ultimo, veamos que Ind T, ™ es equivalente a T (y en consecuencia la multipli-
cidad anterior es mayor o igual a 1, demostrando la afirmacién).

Sea
L*(SO(), Hw) = {£ 3 SO(3) — M tal ave [ (@) < o}
50(3)

Consideramos el subespacio Hy de L?(SO(3), Hy) definido por

Hi = {f € L*(SO(3), Hw) tal que f(sz) = f(z) Vs € S,V z € SO(3)},

es decir, el conjunto de las funciones que son constantes sobre las coclases de 5253). Por
otro lado, es claro que %&3) ~ S(la 2-esfera en R3), y por lo tanto

H]_ ~ Lz(S)

En consecuencia, si p es la representacién regular derecha en L?(SO(3), Hyy ), entonces
la representacién inducida de 1 a SO(3) esta dada por

Ind3’® (g) = p(9)|12(s) = T,

concluyendo la prueba de la afirmacién anterior.
Finalmente, la irreducibilidad de H,, se deduce de las afirmaciones anteriores: de no ser
irreducible, admitirfa una descomposicién en al menos dos espacios irreducibles (puesto

que T es una representacién unitaria), y tendria al menos dos funciones linealmente inde-
pendientes invariantes por S!, lo cual es absurdo. O

Por 1ltimo, calcularemos los valores propios de J en los espacios H,,. Para ello, daremos
una forma explicita para la funcién L, € H,, invariante por las rotaciones del eje z.

Observacion 5.3.5. Si f : S — R depende sélo de la coordenada z, entonces se cumple

1
/f(x,y, z) dxdydz = 71'/ f(2)dz (5.3.3)
S -1

Demostracion. Introducimos un cambio de variables cilindricas para obtener

/Sf(z:,y, z) dxdydz = /O27r do /01 pdp/_l1 f(z)dz = 77/_11 f(2)dz
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Proposicion 5.3.6. Puede tomarse L, como el n-ésimo polinomio de Legendre, es decir:

d’fL
L,(z) = FD [(z - 1)". (5.3.4)
Demostracion. Recordemos que los polinomios de Legendre surgen de ortonormalizar con
el procedimiento de Gram-Schmidt el conjunto {1,2,22%,...,2", ...} con respecto al pro-

ducto interno de L?([—1,1]) (como R-espacio vectorial).

Podemos asumir que ||L,||2 = 1, de modo que bastard con demostrar que L, es orto-
gonal a zF para todo k < n.

Si k = n mod 2, entonces (L, (z),2*) = 0 pues L,, es ortogonal a P; si j < ny
j =n mod 2.

Por otro lado, sabemos que L, es combinacion lineal de las funciones
("2 @+ =01, S

En consecuencia, para demostrar que L, es ortogonal a zF para k # n mod 2, alcan-
zaré con ver que cada 2" (22 + y2)7 lo es. En efecto, como

fila,y,2) = 2" (2 +y?)) = 2" TH (1= 22,

se tiene que

1

(£, ") = /SZ"Qj(l — 22)1 2% dadydz = 7r/ 2H1 =22 de=0

-1

k

por ser fj(z).z"¥ una funcién impar en [—1, 1], lo cual concluye la demostracion. O

Sea A, el Valor propio del operador J en H,,. Sustituyendo L,, por f en la férmula que
define a J: Jf(x fc y)dy, y tomando como x el punto (0,0,1), se obtiene

AnLn(1) = 2L, (0).
Ademas, los valores de Ly, (0), L, (1) son faciles de hallar:

La()) = (22 = 1)zt = n(z 4+ 1)1 = 270,
La0) = (=10

n

d" n @21
- dzn[Z@( 122 .o
= Z CP(—1)"(20)(2i — 1) ... (2i —n 4+ 1)2%7"|.—

B O7 si n es impar;
- (=1)k(2k)IC3,  sin = 2k.
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Por 1ltimo, el valor de A, se deduce de lo anterior para obtener

0, si n es impar;

An = { 2m(~1)FEESE, sin = 2k,

En conclusién, hemos demostrado que J es un operador de ntcleo trivial en L% (S) y
por lo tanto es inyectivo. En consecuencia, queda demostrado el Teorema 5.3.4.
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