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Resumen

Este trabajo es una breve introduccién a la teoria de los espacios de operadores, también
conocidos como espacios de Banach cuanticos.

Inicialmente se definen los espacios de operadores (concretos y abstractos), los mapas comple-
tamente acotados y los completamente isométricos. Ademas se prueban dos teoremas fundamen-
tales: el Teorema de Ruan, el cual establece que todo espacio de operadores es completamente
isométrico a uno concreto, y el Teorema de Arveson-Wittstock que es un andlogo del Teorema
de Hahn-Banach.

Posteriormente se presentan varias construcciones bien conocidas para espacios de Banach,
pero esta vez realizadas con espacios de operadores, para obtener nuevos espacios de operadores.
Por ejemplo: cocientes, productos, limites directos, espacios duales y el espacio de los mapas
completamente acotados de un espacio de operadores en otro.

Finalmente se introduce la nocién de cuantizacion, se presentan las cuantizaciones minimales
y maximales en un espacio de Banach, y tres cuantizaciones en un espacio de Hilbert: el espacio
fila, el espacio columna y el espacio de Pisier.

Abstract

This monograph is a brief introduction to the theory of operator spaces, also known as the
quantic version of Banach spaces.

The abstract and concrete operator spaces are defined at the beginning, as well as the com-
pletely isometric and completely bounded maps. Besides, two fundamental theorems are proved:
the Ruan Theorem, which states that every abstract operator space is completely isometric to a
concrete one, and the Arveson-Wittstock’s theorem, an analog to the Hahn-Banach’s theorem.

Several well known constructions for Banach spaces are performed with operator spaces, in
order to obtain new operator spaces. For example: quotients, products, direct limits, dual spaces,
and the space of completely bounded maps from an operator space into another one.

Finally, the notion of quantization is introduced, the maximal and minimal quantizations
on a Banach space are described, as well as three quantizatons on a Hilbert space: the row, the
column, and the Pisier spaces.
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Introduccion.

A principios del siglo XX, las investigaciones en torno a los fenémenos cuédnticos llevaron a
cambios significativos en las nociones clasicas de estado, espacio de estados, evento, observables,
etc. Heisenberg propuso sustituir las funciones dependientes del tiempo por matrices infinitas
para representar los observables. Esta idea atrajo la atenciéon de varios matematicos, entre ellos
von Neumann, quien senalé que tales matrices se correspondian con operadores autoadjuntos.
Posteriormente el mismo von Neumann propuso que en matematica se deberia comenzar a
cuantizar los espacios, es decir, reemplazar las funciones por operadores.

Ilustremos més concretamente el circulo de ideas presentes, aunque sea muy brevemente!.

En el caso clasico el espacio de estados es generalmente el fibrado tangente de alguna variedad.
Supongamos por ejemplo que una particula esta restringida a moverse en una dimensién. El
estado de la particula se describe completamente por un par de valores (z,v) donde z es la
posicién y v es la velocidad. En este ejemplo un estado es un par (z,v) como el anterior, el
espacio de estados es el conjunto de los pares (z,v) que representan estados posibles. Un evento
es un subconjunto del espacio de estados. Por tltimo, un observable es una funcién del espacio
de estados en R.

En el caso cudntico, en cambio, los estados estan modelados por vectores de norma uno
de cierto espacio de Hilbert H (que suponemos es C" para fijar ideas). El espacio de estados
es, entonces, la esfera de centro cero y radio uno del espacio H. Mientras tanto los eventos se
modelan con subespacios de H, y se dice que dos eventos son disjuntos si son ortogonales como
subespacios?. Veamos que los observables se corresponden con los operadores autoadjuntos sobre
‘H. Si estuviéramos en el caso clasico y nuestro espacio de estados fuera el conjunto finito X,
cada observable f : X — R induciria una descomposicién de X en eventos disjuntos Ej =:
{x e X : f(x) = M}, siendo Im(f) = {A1,...,\n}. A cada estado E} le corresponde un valor
real \;. En analogia con lo anterior, descomponemos H como suma de espacios ortogonales
FEy, ..., Ey, v acada evento Ej le asignamos un valor real Ax. De acuerdo al teorema espectral
(en dimensién finita para matrices autoadjuntas) sabemos que los operadores autoadjuntos sobre
‘H son aquellos que descomponen a H de la manera antes descrita, siendo Fj, el subespacio propio

'Es una exposicién resumida de una parte del Capitulo 1 de [9].
*Ver [9] para més detalles



correpondiente al valor propio Ag.

Supongamos que en nuestro modelo clésico el espacio de fases es un espacio topoldgico
localmente compacto y de Hausdorff X, por ejemplo: el fibrado tangente de una variedad, y
admitamos que los observables son las funciones continuas f : X — R que se anulan en infinito®.
Denotemos por Cy(X) al espacio de las funciones g = f1 + ifs, donde fi y f2 son observables.
La versién cuantica de lo anterior seria la siguiente. En el espacio de los operadores acotados
sobre un C-espacio de Hilbert H, B(H), consideramos la subdlgebra cerrada A generada por
los operadores autoadjuntos que constituyen los observables del sistema. Este pasaje, de la
C*—4§lgebra conmutativa Cy(X) a la C*—4algebra no conmutativa A, es mas profundo de lo que
puede parecer en primera instancia y tiene mas implicancias que las que podriamos describir
aqui.

Tanto en el caso cldsico como en el cudntico, las dlgebras de observables Cp(X) y A son
C*—algebras. Los teoremas de Gelfand-Naimark muestran que las primeras corresponden exac-
tamente a las C*—algebras conmutativas. En este marco, los subespacios vectoriales de B(H)
pueden verse como analogos cuanticos de los espacios normados. Mds precisamente, para un
espacio normado F, tenemos una inclusién isométrica de E en C(X), el espacio de las funcio-
nes continuas sobre el espacio topolégico compacto X, siendo X la bola unidad cerrada de E*
con la topologia w*. Por lo tanto podemos pensar a E como un subespacio de la C*—algebra
C(X). Sustituimos C'(X) por B(H) y definimos los espacios de operadores concretos como los
subespacios de B(H), para algin espacio de Hilbert H. Esta es la primera nocién de espacio de
operadores y varios resultados importantes para el desarrollo de la teoria fueron establecidos en
este contexto.

Es natural preguntarse si es que existe alguna caracterizacién abstracta de los espacios de
operadores. Es decir, una definicién que, siendo equivalente a la anterior, no tuviera en cuenta
la inclusién en B(H). En 1988 Z. J. Ruan [8] dio una definicién abstracta y probé que era
equivalente a la existente, lo que se conoce como el Teorema de Ruan. Uno de los objetivos de
este trabajo es probar este resultado (1.5.1).

La definicién abstracta de los espacios de operadores es la siguiente. Para un C—espacio
vectorial V' denotaremos por M, (V') al espacio de las matrices n x n con entradas en V. Decimos
que el C—espacio vectorial V es un espacio de operadores abstracto si: para cada n € Z™ tenemos
una norma || ||, : M,(V') — R, de manera que se cumplen las siguientes propiedades:

» SiTeM,(V)y S eM,,(V), entonces:
= max{[| T |, || S]lm }-

T 0
0o S
n+m
» SiT € M,(V), a € My, »(C), 8 € My, ;n(C), en M, ,(C) = B(C? CP) consideramos la
norma de operadores, y el producto oT'8 se define con las férmulas usuales de producto

3Citamos a Marc A.Rieffel, en la pégina 68 de [10]: “It is easy to argue that, when convenient, one can restrict
attention to functions which are continuous, or smooth, and also to ones which are bounded or vanish at infinity.”



de matrices, entonces:

[T Bllm < T |lnllB]]-

Naturalmente, debemos probar que B(H) es un espacio de operadores abstracto. Con ello
tendremos que todos los subespacios de B(H) lo son. Ademés estd implicita en el teorema de
Ruan la existencia de un “isomorfismo de espacios de operadores” del espacio de operadores
abstracto V', al concreto W C B(H). Tal isomorfismo debe ser lineal, biyectivo, y ademds debe
preservar la informacién de la familia de normas en los espacios M, (V). Claramente el mapa ¢
induce una familia de mapas (¢n),cz+, tal que para cada n, ¢, : M, (V) — M, (W) esta dado
por (vij) — (p(vij)), y para que V' y W sean isomorfos como espacios de operadores, se exige
que cada ¢, sea una isometria.

Continuando con la analogia espacios normados-espacios de operadores, nos preguntamos
cudles son los mapas que se corresponden con los mapas acotados para espacios normados.
Podemos comenzar observando lo que hemos considerado como isomorfismos. Si ¢ es como
antes, observamos que sup{|l¢,|| : n € ZT} =1 < oo, donde ||¢,|| es la norma del operador ,,
entre los espacios normados M, (V') y M, (WW). Entonces, al menos en principio, los morfismos
que consideraremos entre los espacios de operadores V' y W, son los completamente acotados,
es decir, los mapas lineales v : V' — W tales que [|¢||e := sup{|[tn]| : n € ZT} < oo (cb es la
abreviatura de “completely bounded” ).

Luego tenemos una categoria con los espacios de operadores como objetos y los mapas
completamente acotados como morfismos. Volviendo a la analogia con los espacios normados
nos planteamos algunas preguntas:

= Si W es un subespacio cerrado del espacio de operadores V', ;hay alguna estructura de
espacio de operadores en el cociente V/W?.

» Si V y W son espacios de operadores y CB(V, W) son los mapas completamente acotados
de V en W, entonces ;|| || es una norma en CB(V,W)? En caso afirmativo ;CB(V, W) es
un espacio de operadores?

» Si V* es el espacio dual de (V, || ||1) /es V* un espacio de operadores?
= ;existe algin andlogo al teorema de Hahn-Banach para espacios de operadores?

También tenemos otra clase de preguntas que vinculan a los espacios de operadores con los
normados (en principio, que un espacio de operadores V sea completo quiere decir que cada
M, (V) 1o es):

= ;Todo mapa acotado entre espacios de operadores es completamente acotado?

= ;Hay alguna manera de dar a un espacio de Banach estructura de espacio de operadores?

1En [6] se encuentra otra justificacién para considerar los mapas completamente acotados.



Todas estas preguntas y otras mas tienen respuesta en la presente monografia.

El primer capitulo tiene tres objetivos. El primero es definir los espacios de operadores abs-
tractos y los concretos (en parte ya lo hemos hecho). El segundo objetivo es introducir los
morfismos que consideraremos validos entre nuestros espacios: los mapas completamente acota-
dos. Y el tercero es probar el teorema de Ruan, el cual establece que un espacio de operadores
abstracto es completamente isométrico a uno concreto.

En el segundo capitulo probaremos un teorema debido a Wittstock y Arveson, el cual, en la
analogia espacios normados-espacios de operadores, puede pensarse como el analogo al teorema
de Hahn-Banach.

En el tercer capitulo se definen los sistemas de operadores como subespacios autoadjuntos
de B(H) (decimos que el conjunto S C B(H) es autoadjunto si dado T' € S entonces T™* € S,
siendo T™ el adjunto de T'). Ademads se prueba el teorema de Arveson, otro importante teorema
de extensién.

Finalmente, en el dltimo capitulo se presentan una serie de construcciones y ejemplos. Varias
de las construcciones son bien conocidas para espacios de Banach y son posibles para los espacios
de operadores (completos) gracias al teorema de Ruan. También veremos cémo dar estructura
de espacio de operadores a un espacio de Banach, y veremos que entre todas las posibles hay
una minimal y una maximal. Para cerrar el capitulo, se presentan tres estructuras distintas de
espacio de operadores en un espacio de Hilbert.



Capitulo 1

Espacios de operadores.

Comenzaremos considerando los subespacios de B(H) para llegar a la definicién de un espacio
de operadores. Luego definiremos los morfismos que consideraremos entre nuestros espacios y
probaremos una serie de resultados que, ademés de ayudar a entender las diferencias entre un
espacio normado y un espacio de operadores, permiten probar el teorema de Ruan.

1.1. Espacios concretos y abstractos.

Sean H y K espacios de Hilbert sobre C. Por B(H,K) simbolizaremos el espacio de los
operadores acotados de H en K. Si n,m € Z", entonces B(H™, H") es linealmente isomorfo a
M,,.m (B(H)), €l espacio de matrices nxm con entradas en B(H). Con este isomorfismo inducimos
una norma en M, ,,(B(H)). Al espacio normado que obtenemos lo denotamos M, ,,(B(H)) y
M, (B(H)) si n = m. Para el caso H = C con el producto interno usual usaremos la notacién
My m(C) = My y My (C) = M,

SiTeMy(BH))ySeMpyB(H)) definimos T & S € M40 (B(H)) como:

T 0
ros-[ Y
Calculemos la norma de T & S. Sea z € H"t™ tal que ||z|| = 1. Podemos pensar que

x = (x1,72) con 1 € H", 29 € H™ tales que ||x1]|? + ||22]|? = 1. Entonces:

(T & S)all* = (T, Sw2)l|* < T2l + (1S [l2]|* < max{ T, |1S]}*

Tomando vectores de la forma (z1,0) y (0,2z2) se deduce que:

1T @ S| = max{[|T, [[S]|} (1.1)
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Ahora si a« € My, B € My y T € My, (B(H)), usando las férmulas usuales de producto
de matrices podemos definir oT'3 € M, (B(H)), y nos interesa poder dar una cota para ||aT'j3|.

Primero observamos que C" ® H se identifica con H" mediante el isomorfismo isométrico
i:H" — C"®H (ver Apéndice):

(hlvahn)'_)zez(ghz
=1

donde e; € C" es el i-ésimo vector de la base candnica de C™. A continuacién observamos que el
siguiente diagrama es conmutativo:

aT
H" ’ H"

TN

n m m n
C"®H @) C*"®H Ter C*"®H ool C"®H
Como i es un isomorfismo isométrico deducimos que:

T8 = [(a@ I @T) (B D <[l I T8 I < [T

Por lo tanto tenemos la siguiente

Proposicion 1.1.1. Si 'H es un espacio de Hilbert se cumple que:
1. SiT € Mp,(B(H)) y S € My, (B(H)) entonces: |T @ S|| = max{||T, ||S]}
2. 81T € Mp(B(H)), o € My, y B € My entonces: ||aTSB| < ||a|[|T]||A]
Lo anterior motiva la siguiente definicién:

Definicion 1.1.2. Decimos que un espacio vectorial W es un espacio de operadores concreto si
es un subespacio vectorial de B(H), siendo H un C-espacio de Hilbert.

Observacion 1.1.3. Como M, ,, (W) es un espacio vectorial y ademdas M, ,,(W) C M, n(B(H))
tenemos una norma en M, ,,(W). A este espacio normado lo denotamos M, ,,(W). Por otra
parte observamos también que como consecuencia de la Proposicién 1.1.1 tenemos las siguientes
propiedades en un espacio de operadores concreto:

(M1) SiT € M,(W)y S € My, (W) se cumple que:
1T & S| = max{[|T, [[S]}
(M2) SiT € M,(W), o € My, y B € M, 1, entonces:
T8I < [l T

11



Con lo anterior en mente tenemos la siguiente

Definicién 1.1.4. Dados un C—espacio vectorial V' y una familia de normas (|| ||n)nen
| |n : Mn(V) — [0,400) decimos que V, o el par (V,(|| |[n)nen), €s un espacio de operado-
res (abstracto) si valen las propiedades (M1) y (M2) de la observacién anterior (en la cual
entendemos W = V).

De aqui en mds omitiremos el subindice n en || ||,, cuando no haya lugar a confusion.
Simplemente escribiremos || ||.

Observacion 1.1.5. Todo espacio de operadores concreto es un espacio de operadores y todo
subespacio vectorial de un espacio de operadores es un espacio de operadores (con las normas
restringidas).

Veamos algunas propiedades de las normas en un espacio de operadores.
Afirmacién 1.1.6. Dado un espacio de operadores V', se cumple que:

1. Sive My(V) ya,B € M, son unitarias entonces: ||v|| = ||fva| = ||Jva| = ||av||

2. Siv = (vj;) entonces: |lvy;|| < [|v|| Vi,j =1, ..., nylv| < ZZ]’:I || vij

Demostracion. Para probar 1. usamos la propiedad (M2) para deducir que: ||fva| < ||v]| <
187l Bval|||e~ || = ||Bval|. Las igualdades restantes se deducen de lo anterior sustituyendo «
o 3 por la matriz identidad.

Para 2. definimos la matriz E; € M,, como aquella que tiene un 1 en la entrada 4,7 y ceros en
el resto. Luego F;vE; es la matriz que tiene a v;; en la entrada 7, j y ceros en el resto. Para i, j
dados consideramos la matriz unitaria que resulta de cambiar la columna ¢ con la j en la matriz
identidad n x n y la llamamos U; ;. En consecuencia (E;vE;)U; ; tiene a v;; en la entrada i, de
la diagonal y ceros en el resto, o sea F;vE;U; ; = 0@ v;; © 0. Usando la definicién de espacio de

operadores y la parte anterior: ||vij|| = ||EvE;Us|| = |[EvE;| < || Eillllv]|[|E;]] < ||v]|. La otra

desigualdad se deduce inmediatamente usando la desigualdad triangular y lo que acabamos de

probar en v = Z EvE;. O
i)j

1.2. M, (V) como espacio de operadores.

Dados un espacio de operadores V y p € Z* hay una estructura natural de espacios de
operadores en M, (V') que viene dada por la identificacion M, (M, (V) = Myp(V) (vij)ijzq — 0
definiendo Vkpiriptq = (Vkt1,141)r+1,g41, donde k, 1 =0, ..., n -1y 1<rg<p

O sea:

12



(Ull)ll ‘e (Ull)lp
(1)p1 - (V11)pp Vi1 ... VUl

(vnn)ll . (Unn)lp Unl ... Unn

(Unn)pt --- (Unn)pp

A través de este isomorfismo lineal damos una norma a M, (M,(V')). Veamos que esta familia
de normas le da estructura de espacio de operadores a M, (V).

Para probar (M1) tomamos v € M, (My(V)) y w € My, (My(V)). Como: v Gw =70 H w se
tiene que [[v @ w|| = [jv ® w|| = max{||v]], [[w]} = méx{[jv]], [Jwl]}-

Para probar (M2) haremos una construccién y probaremos un lema.

El isomorfismo de espacios vectoriales:

M, ® V = M, (V)

dado por @ ® v +— (ay;v); ; permite dar una norma a M, ® V. Al espacio normado obtenido lo
denotamos M, @ V.

Lema 1.2.1. Si V es un espacio de operadores, dados v € M,(V) y a € M, se cumple que
la® vl = [all[v].

Demostracion. Observamos que la norma de a®uv viene dada por la identificaciéon M, @M, (V') =
My(My,(V)) = M,,(V). La matriz o puede descomponerse como a = p|c|, donde p es unitaria
y || = (a*a)/? es positiva. Por el teorema espectral (en dimensién finita) existe una matriz
unitaria A y escalares a; > ... > ap > 0 tales que ||of| = a1 y |o| = XN (a1 ® - - - B ap)\. Definimos
v =(a1® - ®ap) ®v, que bajo el isomorfismo M, @ M, (V) = M,(M,(V)) corresponde a
(a1v) & - - - ® (apv). Luego:

le@of| = lp(A (a1 @ - @ ap)A) @ v = [|[u(A" (a1 @ -+ B ap)) ® v.(A® L)
= [\ ® L) (a1 @ ®ap) @v.(A® L] = (a1 © - - © ap) © vl = [|v]]

= llarw @ - @ apol| = méx [lavf| = |asl]jo]] = [la]]v]

RN

En la cuarta igualdad hemos usado que u\*® I, y A® I, se corresponden con matrices unitarias
y la Afirmacién 1.1.6. O

Ahora para probar (M2) observamos que si & € My, 3 € My, v v € My, (V) entonces:
avf = (a® I,)v(6 ® I,) siendo I, € M,, la matriz identidad. Usando el lema previo:

lewf]] = l[(a @ In)o(8 @ L) < lla® Lfl[[o[[[|8 ® In]l = e[l

13



La siguiente proposicion cierra esta seccién y nos serd tutil méas adelante, ademaés de ser
interesante en si misma.

Proposicién 1.2.2. Si V' es un espacio vectorial y tenemos funciones || || : M, (V) — [0, +00)
tales que se cumplen las siguientes propiedades:

(M1)’ Dados v € M,(V) y w € M,,,(V) se cumple que ||v & w||ptm < méx{||v||n, ||w]/m}-
(M2) Dados v € M, o € My, y 8 € My, se cumple que ||avS|, < |all||v]m] 5]

Entonces (|| |ln)nen es una familia de seminormas que cumplen las propiedades M1 y M2. Si
ademds || ||1 es una norma entonces (|| ||n)nen €s una familia de normas que le dan a V' estructura
de espacio de operadores.

Demostracion. Para probar que || ||, cample la desigualdad triangular tomamos v, w € M, (V),
e > 0, y definimos o = ||v||, + €y B = ||w||n + €. Tomamos v,w € M, (V) tales que v = av y
w = fw; luego tenemos que ||v]| < 1y ||w| < 1. Si definimos

v =[a!?1, BY?I,] = v+w=~y{T® W)

Observamos que ||[vy*|| = |[(a+ B)L,|| = a + 6 = ||¥||||7*]| ¥ usamos M1’ y M2 para deducir
que:

[o 4+ wlln = [l @ Wy | < [Vl méx{[0]ln, [wlla} <+ B = [Jv]ln + [lw[ln + 2¢

y concluimos que || ||, cumple la desigualdad triangular.

Veamos que se cumple la homogeneidad: sean ¢ € C y v € M, (V). Si ¢ = 0 es inmediato
que [[ev]ly, = |e|||v]ln ( M2 implica que ||0||, = 0 ). En otro caso por M2 tenemos que |cv||, =
||(cIn)v(In)|ln < |lelu]ll|v]ln = lelllvlln de lo que se deduce que ||cv||, < |e|||v]|ln y por lo tanto
levlln < lelllvlln = lelll2evlln < Elev]n:

Para ver que se cumple M1 tomemos v € M,(V) y w € M,,,(V). Como:
v=[I, 0](vaw) [é"
|lw|| < |lv& w||. Usando ahora M1’ deducimos M1.

Supongamos finalmente que || ||; es una norma. Hay que probar que dado v € M, (V) tal
que ||[v]], = 0 entonces v = 0. A partir de M1’, M2, y de lo que hemos probado, las mismas
manipulaciones que nos permitieron establecer la validez de la Afirmacién 1.1.6 implican que
maéx; ; ||vijll1 < ||v|ln Yo € Mp(V), y por lo tanto ||v]|,, = 0 implica que ||vi;||1 = 0 Vi, j, es decir,
v =0. O

usando M2 tenemos que ||v|| < [|[v @ w||. Andlogamente se tiene que
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1.3. Mapas entre espacios de operadores.

Habiendo definido los espacios de operadores nos ocuparemos ahora de los mapas lineales
entre ellos.

Supongamos que V y W son espacios de operadores, y que tenemos un mapa lineal ¢ : V —
W. Este mapa induce una familia de mapas (¢n)nen tales que

On s Mp(V) — Mp(W)  (vij)ij = (0(vig))ij

Recuérdese que ¢ es acotado si ||| = sup{||e()||: v eV, ||v]| =1} < cc.
La siguiente proposiciéon resume algunas propiedades de los mapas ¢y,.

Proposicion 1.3.1. Si V y W son espacios de operadores y ¢ : V. — W es lineal acotado se
cumple que:

1. pn es acotado y ||on] < 72|l
2. H‘an < H@n—&-l” Vn € N

Demostracion. De acuerdo a la Afirmacién 1.1.6 tenemos que:

len ()] = [[(p(vig)|| < Z le(ip)ll < llelln®[lv]

Por ltimo: [lon (v)[| = méx{[[en (V)] [0} = len(v) ®O|| = [ent1(v@0)| < llentallllvf. O

La proposicién anterior no asegura que si ||¢| < oo entonces sup{||¢n| : n € N} < oo.
Como veremos més adelante este supremo puede ser oco.

Definicion 1.3.2. Si V y W son espacios de operadores y ¢ : V — W es lineal decimos que:

» ¢ es completamente acotado si |||y := sup ||en|| < 0o
neN

» ¢ es una contraccién completa si ||/ < 1

= ¢ es completamente isométrico si ¢, es una isometria ¥n € N. Diremos que los espacios
V' y W son completamente isométricos si existe un mapa sobreyectivo y completamente
isométrico entre ellos. Por isometria entre espacios normados entendemos un mapa lineal
que preserva la norma.

» CB(V,W) :={ptal que ¢ : V — Wes lineal y ||¢||s < 00}

De la teoria de espacios normados sabemos que si X e Y son espacios normados e Y es
completo entonces B(X,Y) es un espacio normado completo. Veamos el resultado andlogo para
espacios de operadores.
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Afirmacién 1.3.3. Si V y W son espacios de operadores entonces (CB(V,W),|| ||c) es un
espacio normado. Si ademds W es completo (con || |1 : Mi(W) = W — [0,400)) entonces
CB(V,W) es completo.

Demostracion. La primera afirmacion se verifica facilmente.

Para ver que CB(V, W) es completo si W lo es, tomemos una sucesién de Cauchy, (¢*)ren, en
CB(V,W). Como ||| < |l¢|les Ve € CB(V,W) tenemos que (¢*)ren es una sucesién de Cauchy
en B(V,W), y como éste es completo, tenemos un mapa ¢ € B(V, W) tal que limy, |¢ — ©*| = 0.
Usando la Afirmacién 1.3.1 se deduce que limy, |¢, — (¢*)n|| = 0, ¥ n, y por lo tanto

Jonl = tim ()l < lim ()| < 00 VneN
Entonces ¢ € CB(V,W). Por otro lado:
16— & llep =i [ (6 — @*)n | = im lim [|(p" — ")al| < Hmlim [l — o[lep = lim " — "]

De lo anterior se deduce que limg [|¢ — ¢*|lss = 0, ya que la sucesién (¢*) es || || de
Cauchy. O

A pesar de lo observado antes de la Definicién 1.3.2 hay casos en los que ||¢|| < co asegura
que sup{|l¢n| : m € N} < co. Antes de ver un resultado al respecto veamos un lema.

Lema 1.3.4. Sim,neN, m>n yn e C"®C" entonces existen una isometria 3 : C* — C™
y un vector 1 € C" @ C" tales que: (B ® I,,)(n) = 7.

Demostracion. Si {ey,...,e,} esla base candnica de C", entonces existen vectores n1,...,n, €
C™ tales que n = ). 1; ® €;. Si definimos F' = span{n,...,n,}, se cample que dim F' < n y por
lo tanto se puede encontrar una isometria 5 : C* — C™ tal que F' C Im(f). Como consecuencia
de lo anterior existen vectores 71,...,n, € C" tales que §(7;) =n; Vj = 1...n. Para obtener la
tesis definimos: 7 = >, 7; ®e;. O

Proposicion 1.3.5. Si V' es un espacio de operadores y ¢ : V — M, es un mapa lineal, entonces
llelles = llenll- En particular ¢ es acotado si y sélo si es completamente acotado.

Demostracion. Si ¢ es acotado, cada @y, lo es también por 1.3.1. Para ver que ¢ es completa-
mente acotado basta probar que si m > n entonces ||@m|| < ||¢n||. Dado € > 0 sea v € M, (V)

tal que [[v]l <1y [[om] — € < llem(v)].
Ahora elegimos vectores unitarios 7,y € (C™")™ = C"®C" tales que ||om||—€ < [((pm)(v)n, 7)]-
Por el lema anterior existen isometrias «, 3 : C"* — C™ y vectores unitarios 7,7 € C" ® C" tales

que n = (B®IL,)(N) y v = (a® I,)(7). Luego

lemll — € < [{em(v)(B @ L) (1), (a @ L)) = [((a @ Ln)"om(0) (B @ L) (1), )| =
= [{(a” @ In)pm (v) (B © In)(1), V)| = [en(a"vB)0, )| < [lenlllle”vp]l < llenll

Como € > 0 es arbitrario deducimos que ||¢m|| < ||¢nll- O
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Corolario 1.3.6. Si V y W son espacios de operadores donde uno de ellos tiene dimension
finitan yp:V — W es lineal entonces |||l < nlle|.

Demostracion. Dado v € V tal que ||v|| = 1 consideremos el mapa 6, : C — V dado por
0,(z) := zv. Es inmediato que 6 es una isometria. Es mas, dado o € M,,, se tiene que ||(0,,) ()| =
|(cvijv)ij|| = [la@v|| = |la|||v]| = |||, de donde concluimos que 6 es completamente isométrico.

Para la demostraciéon podemos suponer que dim(W) = n. Tomamos una base, {w1, ..., wy},
de vectores de norma 1 de Wy g1,...,g, € W* tales que g;(w;) = 6;; Vi,j = 1...n. Entonces
tenemos que

n n
Idw = 6u;09; = ©= by 0900
=1 =1

n
Luego [l < S 16w, lesllgs © @lls < nllgll, donde hemos usado que [[f ]l = 1y la
j=1

proposicion anterior para deducir que [lg; 0 @llo = lg; © @l < lgsllllell < el O

1.4. Un mapa que no es completamente acotado.

El mapa con el que trabajaremos sera el que a una matriz le asocia su traspuesta. Lo
denotaremos t : M,, — M,. Veamos que es una isometria:

Sidado x € C", T es el vector que resulta de conjugar las entradas de x, entonces ||Z|| = ||z||.
Tomemos A € M,,. Con la notacién anterior: (Az,y) = (t(A)y,T) y como

[A]| = sup{|[{(Az,y)| : @,y € C" [lz| = [ly[l = 1}

[t(A)]| = sup{[{t(A)z, w)| : z,w € C" |z]| = [Jw[| =1}

deducimos que [|A]| = |[t(A)].
De acuerdo a 1.3.5, el mapa t visto como mapa de M,, en si mismo es completamente acotado.
Pero consideraremos t actuando en el siguiente espacio:

Ky = {(ai,j)meN : existe ng € N tal que ;5 = Osit>ngoyjg > no},

con la norma de operadores que da la inclusién Ko, — B(¢%), dada por ((a;;)(Ak)), = Z QrpAn,.-

neN
Observamos que la inclusion M,, — K, es una isometria.

Proposicién 1.4.1. Dado n € Z*, el mapa t : M, — M, es una isometria, y cumple que
||tllcp = m. Por otro lado, el mapa
t: Koo — Ko

es una isometria pero no es completamente acotado.

17



Demostracion. Consideremos el mapa D,, : M, — M, dado por:

allr ... A1n ail 0
A= | e = (e1de}) & -+ @ (enAe},)

apl --- QOpn 0 Ann

Primero veamos que || Dyl < 1.

Supongamos que V es un espacio de operadores, y tomemos un par de matrices a € My, p,
y B € My m, que cumplen la condicién: ||| < 1, ||3]] < 1. Con ellas construimos la funcién
Na,3 : Mp(V) — Mp (V) v — avf, probemos que |74/ < 1. Sea w € M, (M,(V')), entonces:

[0 w11 ... Wiy ,8
(Ma,8), (w) = (awi;B), ; = : : = (a0 L)w(Bel,),

ol |wg .. Wy 15}

por lo tanto (por 1.2.1):

1(ap)r (W) < lla @ L[ [[w][|8 ® L || < [lafllwllI8] < 1.

Usando lo anterior, para o = ¢;, 3 = el y V = M, tenemos un mapa completamente
contractivo ¢; : M, — C, definido por p;(A) = e;Ael. Dada una matriz A € M, vale lo
siguiente: D, (A) = p1(A) ® - - @ ¢, (A). Por lo tanto, dada B € M, (M,):

1D (B = (01(Big) & - & pu(Bi)) |
(usamos 1.1.6 para deducir que cambiar filas o columnas no cambia la norma)
= [(e1(Bi),, @ & (eu(Bi)) ]yl = 1 ()r(BY & - & () (B)]
< max{(le1llesl| B, .- -, llonllesl| Bl } < | BI]-

Hemos probado que || D, || < 1. El segundo objetivo es ver que ||t||., = n, para ello tomemos
o € M, descomponemos « de la siguiente manera:

a1 1,2 0 i 13 0

On—2n

Qp—1.n On—1,1

Qnon Qn 1 L 0 On,2 ]

Ahora consideremos la matriz de permutacién:
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10

Multiplicar a la derecha e izquierda por m permuta las filas y columnas respectivamente y
por lo tanto 7 es una matriz ortogonal (unitaria real). Obsérvese que la descomposicién de «
puede escribirse como:

—_

ne
o= D, (am®)n=k
k=

< o

Ahora, como 7 es ortogonal: t(7 %) = (77%)* = 7*, y como t es antimultiplicativo, tenemos:

n—1
t(e) = > 7" Dy(ar) (1.2)
k=0
Veamos que el mapa o +— ﬂan(omk), es completamente contractivo. Para ello observemos
que 7D, (ar®) = Nk 1 © Dy o My zi(a). Por lo tanto el mapa a 7* Dy (an®) es igual a
Nrk,1 © Dy, o N mk - Luego H777rk,1 oDpo 77]77rkHCb < ”nﬂkJHCbHDnHCanIJrkHCb < L
n—1
Retomamos (1.2) y tenemos que |[t]|s < Z 7% 1 © Dy oy pilleb < 7

k=0
Para ver que [[t|| = n, tomemos la matriz E = (E; ;)7';_; € My(M,). Definiendo:

El,l E271 - En,l
~ Eia2 FEop
E :=t,(F) = .

El n Enn

) )

tenemos que E es una matriz que tiene sélo un uno por fila y columna y por lo tanto es ortogonal,

en consecuencia ||E|| = 1. Por otro lado, si e; es el i-ésimo vector de la base candnica de C",
] * —_— o . .

visto como columna, tenemos que eie; = E; j, y por lo tanto:

€1 e 2
E=|:|[ef ... €], loquenosllevaa: |[E| = H =n
€n €n
Para terminar de ver que ||t||s = n observemos que |E| = 1y ||to(E)| = ||E|| = n.
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Por 1ltimo, usamos lo probado hasta aqui y el siguiente diagrama conmutativo:

M, —~ M, (1.3)

donde las flechas en vertical representan las inclusiones candnicas, que son completamente
isométricas, y concluimos que ||t||s = oo (actuando en Ko ), mientras que t : Ko — Ko
es una isometria. ]

1.5. El teorema de representacion.

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema:

Teorema de Representacion (Ruan) 1.5.1. Si V es un espacio de operadores, entonces
existen un espacio de Hilbert H, un espacio de operadores concreto W C B(H) y una isometria
completa y sobreyectiva ® : V — W.

El resultado clave para la demostracién es el que enunciamos a continuacion:

Lema 1.5.2. SiV es un espacio de operadores, entonces dado v € M, (V') eziste una contraccion
completa ¢ : V. — M, tal que [on(v)]| = [Jv]].

Veamos primero la prueba del teorema de Ruan usando el lema y posteriormente una serie
de resultados que nos permiten probar 1.5.2.

Demostracion del teorema de Representacion. Para n € N definimos s, (V) = CB(V, M), <1

yS = U sn (V). Sea ahora H = @ C™%) con el producto interno ((he), (9)) = 2 (s Go) enisr)
n>1 peS
donde n(¢p) es tal que p € sy (V).
Definimos el mapa ®y : V' — B(H) como v — (¢(v))pes 0sea (Py(v)) (hy)pes = (@(v)hy)pes-
Calculemos ||®y (v)]|:

1 (@v (v)) (hy)pesll? ZH@ Vhol® < ZHS@HbHUH lhol® < H1oll? Y 1|1
©p

< HUH2H(h<p)soeSHQ

(1.4)
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Luego hemos probado que ||y (v)|| < ||v||. Por otra parte tenemos el diagrama conmutativo:

My(V)—> B (,e5(C")")

en el que el mapa de la columna derecha estd dado por la identificacion H" = @we S((C”(‘P))”
a través de la isometria (sobreyectiva) ((h})ees, -, (h})pes) = (b, h)pes. Y el mapa
Py, (v) estd dado por w — ((pn)(w)),,- A partir de (1.4) deducimos que [|Pyr, )| < 1 lo que
implica que ||(®y),| < 1. Es decir que @y es completamente contractivo.

Por tltimo, dado v € M, (V'), por el Lema 1.5.2 existe g € s,(V) tal que ||(¢o)n(v)| = ||v]],
y como || (®y),, (v)]| = [|(wo)n(v)| se deduce que || (®v),, (v)|| = ||v]|, lo que prueba que Py es
completamente isométrico. Para terminar el teorema basta elegir W = ®(V'). O

Comencemos con los resultados y definiciones necesarias para probar 1.5.2.

Definicion 1.5.3. Sean V un espacio vectorial y K C V un conjunto convexo. Una funcién
f: K — R"sedice afin si f(tx + (1 —t)y) =tf(z)+ (1 —t)f(y) Vz,y € K t € [0,1].

Definicion 1.5.4. Si V es un espacio vectorial y C' C V', decimos que C' es un cono si C+C C C
ytC C OVt e RT.

Lema 1.5.5. Sean E un espacio vectorial topolégico (EVT), K C E un conjunto convezo,
compacto y no vacio, y € un cono de funciones afines reales y continuas sobre K. Supongamos
que para todo e € ¢ existe k. € K tal que e(k.) > 0. Entonces existe kg € K tal que e(ky) = 0,
Ve € ¢.

Demostracion. Dado e € € consideremos K(e) := {k € K : e(k) > 0}. Lo que tenemos que
probar es que [ .. K(e) # 0. Como cada K (e) es compacto, (ademds convexo y no vacio) basta
ver que {K(e)}cee tiene la propiedad de interseccién finita. Por absurdo supongamos que no la
tiene. Entonces deben existir e1, ..., e, € K tales que K(e1)N---NK(e,) = 0. Ahora definimos
0 : K — R" como 6(k) = (e1(k),...,en(k)), que es una funcién afin y continua. Luego §(K) es
un conjunto compacto, convexo y no vacio de R".

Si Rt = {(z1,...,2,) € R" : x; > 0, i = 1,...,n}, por la suposicién hecha se tiene
que O(K) N (R™)™ = (. Por el teorema de Hahn-Banach existe f : R® — R lineal y continua
tal que f((R")T) C [0,4+00) v f(O(K)) C (—oc,0). Por lo anterior debe ser f(z1,...,z,) =
121+ -+ &y con ey, ..., ¢ = 0. Ahora observamos que fof(v) = cre1(v) + -+ cpen(v), y
como € es un cono fof € e. Por lo tanto K(fo0) # ), lo que contradice f(0(K)) C (—o0,0). O

Definiciéon 1.5.6. Un estado en M, es una funcién p : M, — C lineal, positiva, y tal que
p(I) = 1. Por positiva entendemos: p(A*A) > 0 para toda matriz A € M,
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Lema 1.5.7. Si V es un espacio de operadores y F € M, (V)* satisface que |F| = 1 entonces
exsisten estados pg,qo de M, tales que

|F(avf)| < polaa®)2||v]qo(8*8)/2,
para todos o € My, ., B € My, ve M (V) yreN.

Demostracion. Basta probar la desigualdad para ||v]| = 1. Si S), es el conjunto de estados en M,

basta encontrar py,qo € S, tales que Re(F(avf)) < po(aa*)/2qy(5*3)"/2, para lo cual basta

mostrar que

1

5(]?0(04&*) + qo(B*0)). (1.5)
Veamos la tltima afirmacién del parrafo anterior: si en (1.5) sustituimos o por t*/2a.y 3 por

t=1/23, cont > 0, tenemos Re(F(awf3)) < (tpo(a®)+1qo(3*3)). Ahora: si po(aa*)q(8*B) # 0

ey 1/2
tomamos t = <M> ; siopo(aa®) = 0y qo(B*B) # 0 hacemos t — +oo; y en el caso

Re(F(awp)) <

poaa*)
po(aa™) # 0y qo(6*F) = 0 hacemos ¢t — 0.
Si K :=5,, x S, tenemos que K es compacto y convexo como subconjunto de (M, & M,)*
con la inclusion (p, ¢)(a®b) = p(a)+q(b). Sea A(K) el conjunto de las funciones reales continuas
afines en K. Para o € My, ,, 5 € M,.,, v € M, (V), con |[v|| =1, y r € N definimos

€aw,3(P,q) = plac’®) + q(B"6) — 2Re(F (av)).
Afirmamos que € = {eqpg: @ € My,, B € Myyp, v € M.(V), |[v]| =1yr € N} es un cono
(incluido en A(K)).
Veamos que es un cono: si ¢ = 0 se verifica que ceq,p,3 = €.1/2, , .1/25- Por otro lado, dados
€a,v,3 Y €a’ v 3 t€nemos que

Caw,5(P @) + €ar v 5 (P, q) = plaa”™ + /(o)) + (B8 + (8')"8) — 2Re(F(avf + o'v'))
3 " / 1" ﬁ ~ / v 0
Definiendo: o' = [a @ ] , B = 3 y v=vdv = 0 o | observamos que
ao” + o' ()" =" (") BB+ (8) 6 = (8")8 |0l =max{[|v]], [|v'[[} =1
y ademds avf + o/v'" = o”"v3". De esto se deduce que eq .8+ €a/ 1 3 = €qr 557 € €. Usando

el lema anterior concluimos la prueba. O

Observacion 1.5.8. A partir de un estado p en M,, podemos definir un semi-producto interno
[-, -] en M, por la férmula [A, B] = p(B*A).

SiE={AeM,: [A A =0}y M, — M,/E A~ A es la proyeccién canénica sobre
M, /E, se tiene que H := M,/E con el producto interno (A, B) = [A, B] es un espacio de
Hilbert. Hay un mapa lineal de M,, en B(H) dado por 7 : M,, — B(H) tal que n(A)(B) = AB
y se cumplen las siguientes propiedades:
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1. m(AB*) = n(A)m(B)*

2. p(A) = (n(A)I, 1) con A € M,, e I la matriz identidad de M,,.

Lema 1.5.9. Si V es un espacio de operadores, dado F € M,(V)* con |F|| = 1 existen una
contraccion completa ¢ : V. — M, y vectores unitarios §,n € (C™)™ tales que: F(v) = (¢n(v)n,§)
para todo v € M, (V).

Demostracion. La funcional F' satisface las hipétesis del Lema 1.5.7. Sean entonces pg y qo
estados cuya existencia asegura dicho lema para F'. A continuacién hacemos para cada uno de
ellos la construccién de la Observacién 1.5.8, y obtenemos: espacios de Hilbert H y X, mapas
m: M, — B(H)y 0 : M, — B(K), y vectores unitarios { € H, ng € K, tales que pp(a) =
(m(@)&o,&0) v q0(3) = (0(8)no,m0)-

Dado o € My, @ = [a1, ..., @), definimos a € M,, como
... ap -
a=10 . 0|y Ml,n:{&i OzEMLn}
o ... 0

Sean Hp = w(]\/fl;)fo CHyKy= 9(]\/4\17/71)7]0 C K. Dado v € V, se define B, : H x K — C
mediante la férmula B _
By (0(8)no, m(a)&o) = F((a) v3).
En realidad B, depende sélo de Iy de v. En efecto, supongamos que G(B)no = 9(5’ oy
m(@)&y = m(a’)&. Entonces qo((B—0")*(B—0")) = (8(B—0")*0(5—5")no,no) = 0. Andlogamente
con pg. Usando esto ultimo y el lema anterior se deduce:

[F(@vp) — F(a v8)| < |F((@ — o/)*vB)| + |F(a’ v(3 - #))] = 0.

Por otro lado B, es sesquilineal y |By,(u, h)| < ||ul|||v]|||2]]. Por lo tanto existe un inico mapa
lineal acotado g : Ko — Ho tal que |gol| < 1y F(@*v8) = (po(v)8(3)no, 7(&)&)-
Si h, k son las dimensiones de Hg y Ko respectivamente tenemos que h, k < dim(]\/fl;) <n
y podemos identificar Hy = C" @ 0,_5 v Ko = C¥ @ 0,,_.. Ahora definimos E : C* — C»
como la proyeccién ortogonal sobre Ko y ¢ : V' — M, como ¢(v) = po(v)E. Se tiene pues que
Flarvf) = (p(v)0(B)m, m(a)€o).
Falta todavia encontrar los vectores de la tesis y probar que ||¢|| < 1. Primero encontremos
los vectores: dado v € M, (V) tenemos que v = Z e;vije; siendo ey, ..., ey, los vectores fila de
irj
o(e1)mo
la base canénica; luego F(v) = Z((p(vij)H(e})no,ﬂ(é)ﬁ@ = {pn(v)n, &), siendo n = :
I 0(en)no
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m(e1)éo
y &= : . Ahora

m(e1)&o
Inll* = Z 16(€5)m0l1* = Z<9(€j)ﬁoa9(5j)ﬁ0> = (0(&;"¢;)mo, mo) Z(JO ej"e;) = qo(I) =1

J

Ansglogamente: ||£||? = 1. Para probar que |[¢[| < 1 basta probar que ||¢,|| < 1, y para ello que
[{(20)nm, &) < Nlollmllll€Lll, con my y & arbitrarios en Hf} y Kj respectivamente.

m(a1)&o 0(B1)mo ai B
Sié = : , ML= : ,a=| 1 |,yB=1|: |, setendrd que:
m(an)o 0(51)no an B

€017 =D " lIm(@)éoll® = polafas) = polaa®) y [Im* = qo(8*B).
Por ultimo:

((po)n(v)m, &) = Z<800(Uij)9(ﬁ~j)90, m(a;)&o) = ZF a;viif) = F(a*vp),

i,J
y deducimos que ((20)(v)m, &) < polaa®)'/?[[v]lao(8°8)"* < (| [[vll||m | O
Demostracion del Lema 1.5.2. Por el teorema de Hahn-Banach existe F' € M, (V)* tal que
|F(v)] = ||v]| v ||F|| = 1. Por el lema anterior existen una contraccién completa ¢ : V. — M,

y vectores unitarios 7, € (C™)" tales que F(v) = (pn(v)n,§). Por un lado sabemos que
lon(v)ll < [lv]l por ser ¢ una contraccién, y por otro: [lon(v)[| = [{on(v)n, §)| = [F(v)] = [|v]|.
Luego tenemos que ||, (v)|| = [|v]|. O
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Capitulo 2

Mapas completamente acotados y el
teorema de extension.

Una primera formulacién del teorema de Hahn-Banach para espacios de operadores seria la
siguiente: dados un espacio de operadores V', un subespacio W C V, y una funcional completa-
mente acotada f : W — C, existe una funcional completamente acotada g : V' — C tal que ¢
extiende a f y ||gllee = ||f]|ep- La demostracién de este enunciado es inmediata a partir del teo-
rema de Hahn-Banach y de la Proposicién 1.3.5 (toda funcional f acotada lo es completamente
y ademas || f|| = || fllcp, lo mismo para g).

En la busqueda de un teorema de extensién, en el caso anterior sustituimos C por B(H),
y en analogia con el teorema de Hahn-Banach nos planteamos la pregunta siguiente: dados
un espacio de operadores V', un subespacio W C V| y un mapa completamente contractivo
¢ : W — B(H), jexiste una extensién de ¢, ¢ : V. — B(H) completamente contractiva? La
respuesta es afirmativa, y para probarlo usaremos el teorema de Hahn-Banach.

Para un espacio de operadores V' denotamos al espacio dual de (V,|| ||1) como V*. Comen-
zaremos por dar una norma a M, (V™) (més adelante veremos que de esa manera se obtiene una
familia de normas que cumplen M1 y M2). Consideremos el isomorfismo lineal:

M, (V*) =2 CB(V,M,) ¢~ &
donde (p(v))sj := ¢i;(v). Observamos que en efecto ¢ € CB(V, M,,), pues por un lado

1)1 = (i NI < D i @) < Jloll D il
i3 2

y por otro el Corolario 1.3.6 nos permite afirmar que |3/ < n?||@]. N N
Reciprocamente, tenemos el mapa CB(V, M,,) — M, (V*) dado por ¢ — v, donde v;;(v) =
(1(v))ij, y aqui usamos 1.1.6 para deducir que 4] < [|9||cp. Ademads es claro que

~

S=¢ v =1
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Definicién 2.0.10. Con el isomorfismo lineal M, (V*) = CB(V, M,,) inducimos una norma en
M, (V*) dada por: ||| := ||@]||e- Al espacio normado resultante lo denotamos M, (V*).

2.1. Una nueva norma en M,(V).

Queremos construir una norma en M, (V'), que llamaremos || ||1, de manera que (M, (V), || |[1)* =
CB(V, M,). Una vez construida esta norma veremos que es 1til para probar el teorema de ex-
tension en el caso en que la dimensién de H es finita.

De acuerdo a la tltima definicién, si f € M, (V*) tenemos que

11 = 11Flles = supdll()r (v)]] : v € Mo(V), |Jvl| < 1yr € N} (2.1)

Definimos un “par dual”(con valores en matrices):

(1) My(V?) x V= My (f,0) = (flv) == (fij ()] =1

Observamos que (f|v) =

f
(1)) s Mg(V7) X My (V) = Mgr = M (M) (f,0) = ((flv)) := ({f[vij))ij=1-

(v). A partir de lo anterior definimos

Entonces tenemos que (f),(v) = ((f|v)), y por lo tanto, de acuerdo con 2.1:

£l = sup{[[{{flz0]] : 2 € Mi(V), [|z]] <1yr € N}
Si Dy, es la bola unidad cerrada en C™ con || ||2 entonces

£l = sup{[{{{(f[2))§,m] = z € Mr(V), &0 € Dpn, [Jol] < 1yr €N}

Dados vectores §,1 € Dyy, escribimos: & = (§1,1),--+,8m,1)r---»8(1,r) - - »(n,r)); andloga-
mente con 7. Entonces

r 5(171') T g(l,i)
s (F12NE= | D (Flaa) | 1 o D (o)
=1 i) =1 Eni)
. . §(1,4)
= (((fleD)&m) = Z Z<f\2jz’> : (N1 -+ > M)
g=t =t )
§(1,4)
= (flzji) : <Z J1e(25i)61,5) ant 2ji)&(t,i ), y por lo tanto
&(n,i)
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< f’z 577 ZZ( fkt Zji §(tz)> kat thzzﬂnk])

=1 t=1 k=1 ij=1

Si definimos dos matrices a € My, y 8 € M, ,, de acuerdo a: ag; =Tk ;) Y Bit = §(1.4), éstas
cumplirdn que [laflz = [In]2 <1y ||Bll2 = [|€]]2 < 1. Ademas

Z ftz)zﬂn (k,j) — Zﬁ (k,5) szlg (ti) — Zak’] Z ijﬁzt = ozzﬂ

i,j=1 i=
Con un tultimo par dual:

() Mp(VF) X M (V) = € (f,0) = (f,0) =Y (fijsvig)
i,j=1

deducimos que ( ({f|2))é,1) = Y (fu: (@2B)we) = (f, z0).

k=1

Con lo que acabamos de definir tenemos que:

I fIl = sup{|{f,v)| : v=azB con: @ € My, B € M, z€ M (V),

(2.2)
reN, [lallg, |I8lla <1y 2] <1}
Queremos construir una nueva norma en M, (V'), llamémosla || ||;, para que
If1l = sup{[(f,v)] : v e Mp(V), [JvfL <1} (2.3)

Para definir || ||; identifiquemos el conjunto sobre el cual tomamos el supremo en (2.2). Para
r,n € Z1 definimos: X| := {(a,2,8) : a € My, B € My, z € M (V), |2, ]|8]l2 < 1}, ¥
X, = U2, X Entonces reescribimos (2.2) como:

IfIl = sup{[(f,0)| - v=0azB: (a,2,08) € Xy, [|l2[| <1} (2.4)
Observando la igualdad anterior, || ||; deberfa estar dada por:
[olls = mf{{[el2ll2[[[|Bll2 = v=az8 y (a,2,0) € Xn} (2.5)

Veamos esto con cuidado, probemos que:

{v:v=azfB: (0,2,08) € Xy |I2| <1} ={v e M,(V):|v]1 < 1}
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Llamemos A al conjunto de la derecha y B al de la izquierda. Que A C B se deduce de que
para cualquier matriz a € M, , vale que |a| < [|¢|2.

Para la otra inclusion, si ||v||; < 1 existenr € Z*,y («, 2, 3) € X[ tales que ||a|2]|z][||8]|2 < 1,
yv=azfB. 51 a=0o0 =0 hemos probado la inclusién que querfamos. En otro caso definimos
o = ma, g = mﬁ y w = ||all2]|B]l2z; luego v = d'wf con |lall2 = ||Bll2 =1y |Jw| < 1. O
sea v = o/wf, con (o/,w, ) € X,, tal que |Jw| < 1.

Ahora ciertamente tenemos que (2.3) es verdadera, y dirigimos nuestros esfuerzos a probar
que || || es una norma.

Afirmacién 2.1.1. || ||; es homogénea y se cumple que dado v € M, (V)
[oll < flvfly < nffol].

Demostracion. La homogeneidad se verifica facilmente a partir de (2.5).
Por otro lado, si v € M,(V) y (o, w,3) € X,, son tales que v = awf, entonces se cumple
que [[v]] = flawp| < lel{lwll[[8] < [lel2lwll|3]]2- De esto se deduce que:

[oll < inf{[lefl2ll2[[IBll2 2 v=azB y (a,2,8) € Xn} = |v]1.
La desigualdad ||v||; < n|jv| sale de escribir v = L,v1,, luego ||v||1 < ||L,||3]|v]| = nllv]. O

Lema 2.1.2. Si V es un espacio de operadores y n € ZT, entonces la funcion
|| 1 : M, (V) — [0,400) dada por (2.5) es una norma. Denotamos por T, (V') al espacio normado
(M, (V'), || |l1). Ademds el par dual:

M (V) x My(VF) = C  ((03g), (fi)) = Y fi(wij) = (f,0)

ij=1
determina el isomorfismo isométrico: T, (V)* = M, (V*)

Demostracién. Probemos la desigualdad triangular. Sean vy, vy € M, (V), € > 0 tales que ||v1 |1+
|lv2]]1 + 2 < 1. De acuerdo a (2.5) existen matrices complejas a1, a9, 81,02, y 21 € My, (V),
2o € My, (V) tales que ||a;||2]|2||||Bill2 < ||vill1 + € para ¢ = 1,2. Siempre se puede suponer que
las matrices (« y () son no nulas y por ello haciendo el cambio «; = mai, analogamente con
B, se puede suponer que ||a;ll2 = ||Bill2 =1y ||zi]| < |lvill1 + ¢, para i = 1,2. Ahora hacemos el

cambio a; = (||vi|l1 + €)%, Bi = (Jvillh + )8 y 2z = mzi, para i = 1,2. Finalmente

podemos suponer que: [|aillz, [ 8ll2 < (Jvill + )2  lzl] < [[oill + &, para i = 1,2.

Ahora definimos: a = [al 042], 8= o Vz=2z1D® 2z = a0 (observamos que aj y
BQ 0 29

o tienen la misma cantidad de filas y lo mismo para las columnas de las matrices [3;).
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De acuerdo a lo anterior tenemos que:
v+ vz = azB, ||2l| = méx{ |z, 1221} < 1, o2 = fonl2 + flasll? < llog| + lvall +2¢ <1, y de
la misma forma |G| < 1.

Luego por (2.5) se tiene que

Cllvill + 2[jvz]l + 4e)

1
(lall3 + 118113) < 5

N

[o1 + w2l < llall2ll2l1I8l2 < llall2llBll2 <

< lvall + flvzll + 2¢

Como ¢ > 0 es arbitrario deducimos que: si ||v1][1 + ||v2]1 < 1 entonces |v; + vol|1 <
|lv1]]1 + |lv2]]1- Para el caso general basta tomar t > ||v1]|1 + ||vz]|1 ¥ ver que vale lo siguiente:

<]
1

Para teminar de probar que || ||; es norma: de acuerdo a la afirmacién anterior a este lema
sifoh =0=|jv||=0=v=0.

Por ultimo observamos que el par dual del enunciado induce un mapa M, (V*) — T, (V)*
que es isométrico por (2.3), y que el mapa es sobreyectivo se ve facilmente. O

1
—v
tl

1
-V
tl

il

) — Jorlls + ol
1

1 1
—U1 + 702

Hvl +U2H1 = t‘ ;

1

Lema 2.1.8. Si V' es un espacio de operadores y v € M, (V') entonces se cumple que:
lulh <1 siysdlosi v=avf

donde v € Mp(V), a, 5 € M, satisfacen que ||v]| < 1, |lall2 <1 y ||B]l2 < 1. Es mds: se puede
suponer que o y B son matrices invertibles.

Demostracion. (=) Seav = awf con o € My, 1y, f € My, y w € My, (V') con [Jw]|, ||e]]2, [|B]|2 <
1. Viendo a # como mapa de C™ en C" tenemos la descomposicién polar: 8 = 7|3| con || |B] | =
|B]l2 < 1. Sea P es la proyeccién de C™ sobre Ran(|3]).

Para ¢ > 0 consideramos la matriz 8. = |3| + £({ — P), que es invertible (es sobreyectiva),
y como ademds 7(I — P) = 0 tenemos que 3 = 7|3.|. Para ¢ suficientemente pequeno podemos
suponer que ||3:||2 < 1, y para tal € ponemos 3; := (.. De manera analoga, tomando el adjunto
de la descomposicién polar de o podemos descomponer: & = a1 p con p una isometria parcial y
a1 una matriz invertible n x ny |lag|2 < 1.

Definiendo v = pwv tenemos que: v = a1v0;. El reciproco es inmediato. O

2.2. El teorema de extension.

Al principio de este capitulo enunciamos el teorema de extensién para mapas completamente
contractivos, nuestro objetivo ahora es probarlo. Supongamos que V es un subespacio de un
espacio de operadores W. Primero veremos que podemos extender a W los mapas completamente
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contractivos ¢ : V' — B(H) cuando la dimensién de H es finita. La idea para probar el teorema
de extension es la siguiente: a partir de una contraccién completa ¢ : V' — B(H) tomaremos una
red de contracciones completas (p;) C CB(V,B(H)), de modo que cada uno de sus elementos
tiene una extensién completamente contractiva ¢; : W — B(H). Colocando una topologia en
CB(W,B(H)), de modo que su bola unidad resulte compacta, tomaremos una subred convergente
de (¢;) y veremos que el limite es una extensién de .

Recordemos que hemos construido una norma en M, (V) de manera que si llamamos T,(V)
al espacio normado que obtenemos, entonces 1, (V)* = M, (V*). Si bien sabemos que T,,(W) y
T,,(V') son espacios normados, atin no sabemos que dado un elemento v € M, (V'), la norma de
v visto como elemento de T}, (V') coincide con la norma como elemento de T, (W). Lo anterior
es importante pues en el caso en que dim H = n < 0o, para extender un mapa completamente
acotado ¢ : V. — M, queremos formalizar el siguiente razonamiento: ¢ puede verse como
elemento de T,,(V')*. Como T, (V) puede verse como subespacio de T},(1V), existe una extensién
¢ € T,(W)* tal que [|@|| = ¢. Como T, (W) = CB(W, M,,) podemos ver a ¢ como una extensién
de ¢, tal que ”GHCb = ||<70ch'

Corolario 2.2.1. 57V es un subespacio de un espacio de operadores W entonces la inclusion
T,(V) — T,(W) es una isometria para todo n € N

Demostracion. Como V' C W, de acuerdo a (2.5) tenemos que dado v € T,,(V') se cumple que
vz, owy < vz, (vy- Por otro lado, si [|v]|7, w) < 1, de acuerdo al Lema 2.1.3 podemos suponer
que v = aw/3 con a y 3 invertibles y w € M, (W). Pero entonces w = o 'v3~!t € M, (V) y de
acuerdo a 2.1.3 tenemos que ||v||z, ) < 1. O

Definicion 2.2.2. Si X e Y son espacios normados y ¢ : X — Y es un mapa lineal acotado

decimos que ¢ es un cociente exacto si ¢ (BX (0, 1)) = By (0,1)

En términos de la definiciéon anterior, para el caso en que H es de dimensién finita, queremos
probar que el mapa restriccién p : CB(W,B(H)) — CB(V,B(H)) es un cociente exacto. La
siguiente proposicién nos permitird probar lo anterior.

Afirmacién 2.2.3. Sip: X — Y es un mapa lineal acotado entre espacios normados, entonces
© es tsométrico si y solo si p* : Y* — X* es un cociente exacto.

Demostracion. (=) Considerando ¢ : (X, || ||x) — (Ran(y),|| |ly) tenemos un isomorfismo de
espacios normados y podemos considerar ¢! : Ran(yp) — X, que es una isometria. Ahora dada
n € Bx+(0,1), tenemos 1o ¢! : Ran(p) — C tal que ||[no ¢t = [n|| < 1. Por el teorema
de Hahn-Banach existe una extensién 7 € Y* de n con ||7|| = ||n|| < 1. Ahora observamos que

o*(M) =nop=mnoptop=mnyporlo tanto p* es un cociente exacto.

(<) Dado = € X, por el teorema de Hahn-Banach existe n € X* tal que ||n|| = 1y
In(x)| = ||z||. Como ¢* es un cociente exacto, existe p € By-(0,1) tal que n = p o . Luego
[z]| = In(z)| = [p(e(@))] < [[e()]]. Por otra parte, como 1 = [l*[| = [l¢]], se tiene que
llo(z)|| < ||z||. Por lo tanto ¢ es una isometria. O
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Corolario 2.2.4. Sean W un espacio de operadores y V. C W un subespacio. Entonces todo
mapa completamente acotado ¢ : V. — M, tiene una extension ¢ : W — M, tal que ||@||a =

1elleo

Demostracion. Consideremos el mapa inclusién T,,(V') — T,,(W), que es una isometria por 2.2.1.
Luego, de acuerdo a la Afirmacién 2.2.3, tenemos que su mapa dual T,,(W)* — T,,(V)* (que es el
mapa restriccién) es un cociente exacto. De acuerdo a 2.1.2 tenemos identificaciones isométricas
T,(W)* = M, (W*) = CB(W, M,,), y ademas el siguiente diagrama conmuta:

siendo p el mapa restriccién y las flechas verticales isomorfismos isométricos. Por lo tanto p
es un cociente exacto. Dado un mapa ¢ € CB(V,M,), como p es un cociente exacto, existe
® € CB(W, My), tal que p(®) = ¢. Por otro lado p es contractivo y por lo tanto: [¢|| =
(@) < [[@[] < [l O

2.2.1. Topologia débil de operadores.

Definicion 2.2.5. Si ‘H es un espacio de Hilbert, la topologia débil de operadores en H es la
topologia localmente convexa, en B(H), generada por la familia de seminormas (pgﬁ)g hen tales

que py(T) = (T, ).
Notacion 2.2.6. = 7 se llama topologia débil de operadores en H.
» Si X es un espacio normado yr >0, sea X, ={x € X : |jz|| <r}
Queremos probar que (B(H)1, ) es compacto. Para ello probaremos el siguiente resultado.

Lema 2.2.7. Sean X e Y espacios vectoriales topoldgicos, A C X un subconjunto convexo
absorbente, y K C Y un subconjunto compacto. Si (T;);cr es una red de operadores lineales
T;: X — Y tales que T;(A) C K, ¥ i € I, entonces existen una subred (T;,) de (T3), y un
operador T : X — Y tales que: h}rnTij () =T(z),Vexe X, yT(A) C K.

Demostracion. Para cada a € A sea K, = K, y sea Ky = H K,, que es compacto con la

acA
topologia producto. Dado i € I, sea f; € K4 tal que fi(a) = T;(a). La red (f;); tiene una subred

(fi;); convergente a cierta f € K4.

Veamos que para cualquier # € X la red (7j;(z)); es convergente. Dado = € X, como A es
absorbente, existe ¢, > 0 tal que t,z € A. Entonces Tj, (z) = (t) 1Ty, (tex) = (ta) " fi, (te),
como (f;;(tzx)); es convergente, concluimos que (73, ()); también lo es.

31



Definimos T'(z) = lim; T; (x) V « € X. Veamos que T es lineal: sean z,y € X y A € C (el

]

cuerpo de X e Y'). Entonces:

T(Az +y) =lmT; (A +y) = Um AT (z) + T5; (y) = AMmT; (z) + Um T3, (y) = AT(2) + T'(y).
J J J J

Por otro lado, si a € A, como T'(a) es el limite de la red (fj;(a)); C K y K es compacto,
entonces T'(a) € K.
U

Afirmacién 2.2.8. Si H es un espacio de Hilbert entonces (B(H)1, ™) es compacto.

Demostracion. Usemos el Lema 2.2.7 con: X =Y =H, A = K = Hy, y K con la topologia
w*. Entonces, dada una red (7;); C B(H)1, tenemos una sured (7};); y un operador lineal 7" :
H — H tales que: T'(H1) C Hy, y lim; T;,(h) = T(h) en (H,w*), o sea lim;(T;, h, k) = (T'(h), k)
V h,k € H. Por lo tanto ||T|| <1,y Tj; — T en la topologia 7.

O

Definicién 2.2.9. Si W es un espacio de operadores, en CB(W, B(H)) definimos la topologia
punto-débil, y la denotamos pw, a la topologia localmente convexa generada por la familia de
seminormas ¢y gp: w € W, g,h € H, donde gy g n(¢) = [(dp(w)g, h)|.

Afirmacién 2.2.10. 5t W es un espacio de operadores y H un espacio de Hilbert, entonces
(CB(W,B(H)),,pw) es compacto.

Demostracion. Nuevamente, usaremos el Lema 2.2.7. Esta vez X = W, Y = B(H), A = W,
K = B(H)1, e Y con la topologia 73. Por la Afirmacién anterior K es compacto. Entonces, dada
una red (¢;); C CB(W, B(H)), existen una subred (¢;;);, y un mapa lineal ¢ : W — B(H) tales
que: ¢(W1) C B(H)1, y lim; ¢, (w) = ¢p(w) en 7y ¥V w € W. O sea [|¢]| < 1 (no es la norma
completamente acotada), y lim; |<(¢ij - gb) (w)’g,h)| =0Vwe€Wygh € H. Por lo tanto
basta probar que ¢ es completamente contractivo.

Primero observamos que dada una red (7}) € M, (B(H)) = B(H") son equivalentes:

1. La red (T%) converge a S € B(H") en la topologia 73n
2. La red ((T}):;) converge a S;; € B(H) en la topologia 73, para todo 4,5 = 1,...,n.

(1) = (2) Dados z,y € H, basta considerar z,y € H" definidos por 7 = (0,...,0,z,0,...,0)
con x en el lugar j, lo mismo: y con y en el lugar ¢, y observar que ((T%)ijz,y) = ((Tk)Z, V).
(2)=1)Siz=(x1,...,2p) EH" ey = (y1,...,Yn) € H" se tiene que:
n

(T (z),y) = Z ((Tk)ij(xj),yi) y basta tomar limite.
ij=1
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Ahora probemos que dada una red (T%)x, en M, (B(H)), tal que (T});; converge a S;; € B(H)
en 7 entonces: ||S| < sup ||T%]-
k

De acuerdo a lo que vimos antes basta ver el caso n = 1. Se tiene

151 = sup{l{Sz, )| = [z, lyll < 1} = sup{im [{(Tk)z, y)| + [l=[l, [lyll <1}

< sup{sup [Tillllz iyl ll[l, lyll < 1} = sup [ Zi|

Ahora podremos probar que ||¢,| < 1 para todo n € N. Fijemos w € M, (W). Usamos lo
observado hasta ahora para deducir que:

1(@n) ()1 = [1(&(wrs))rsll = l[(Him Gi; (wrs) s < sup 1(@i;)n(w)]l < Sup 1(@i;)nlll[wl]

< sup || ¢, [|en||wl] < [|w]]
J

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de este capitulo:

Teorema de Arveson-Wittstock-Hahn-Banach 2.2.11. 5S¢V es un subespacio de un espa-
cto de operadores W y 'H es un espacio de Hilbert, entonces toda contraccion completa ¢ : V —
B(H) tiene una extension completamente contractiva ® : W — B(H)

Demostracion. Denotamos F a la familia de todos los subespacios vectoriales de dimensién finita
de 'H, y los ordenamos por inclusién.

Dado F € F definimos Pp : H — F como la proyeccién ortogonal sobre F'. Vemos B(F') C
B(H) mediante el mapa T +— (Pp)*TPp. A cada F le asociamos pr : V — B(F) C B(H),
definida de acuerdo a: pp(v) = Ppp(v) (Pr)*. Afirmamos que ¢p es una contracciéon completa.
En efecto, dado v = (v45)i; € M, (V), tenemos que:

1er)n ()l = Il (Pre(vig) (PR)"), ;1| = 1Pen 0 9n(v) o (Ppa )l < [[Peel@llesllvll < ol

Por otro lado, como F' es de dimensién finita podemos identificar isométricamente M, =
B(F), y por 2.2.4 tenemos una extensién completamente contractiva ®p : W — B(H) de ¢p.
Luego (®r)rer es una red en CB(W, B(H)), y por 2.2.10 tenemos una subred (®f,)jcs (J un
conjunto dirigido con un orden =) convergente a un mapa ® € CB(W, B(H)),, que como veremos
es una extension de . Dados v € V' y h € ‘H consideramos Fy = C.h + C.¢(v)h. Como Fy € F
tenemos un jo € J tal que si j = jo entonces F; 2 Fy. Luego si j = jo se tiene que:

(I)Fj (’U)h = PF (e} gp(’l}) e} (PF)*h = gO(’U)h
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Ademéds ®p; converge en la topologia pw a @, lo que implica que (®f, (v)h — ®(v)h,z) — 0,
para todo x € H. Con la igualdad anterior se deduce que:

(p(v)h — ®(v)h,z) = li§n<(I>F]. (v)h — ®(v)h,z) =0

y por lo tanto p(v)h = ®(v)h para todo h € H'y v € V, lo que prueba que ® extiende a ¢. [
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Capitulo 3

Sistemas de Operadores.

Ahora trataremos los sistemas de operadores que, en particular, son espacios de operadores
concretos. Con respecto a los espacios de operadores, los sistemas de operadores toman en cuenta
una porcién mayor de la estructura de B(H), ya que contienen a la identidad y son autoadjuntos.
Esto permite tener una nocién de orden y hablar de positividad y de positividad completa.
Andlogamente a 2.2.11 probaremos otro teorema de extensién, también debido a Arveson, que
permite extender mapas completamente positivos a mapas del mismo tipo.

De ahora en més (H, (-, - )) serd un C-espacio de Hilbert.

Definicién 3.0.12. Un sistema de operadores es un subespacio vectorial S C B(H), que verifica
las siguientes condiciones:

1. I € S, donde I es la identidad en H (en algunos casos escribiremos Ig).
2. S es cerrado por adjuntos, esto es: si T' € S entonces T* € S siendo T™* el adjunto de T'.

Comentario 3.0.13. FEzxiste una caracterizacion abstracta para los sistemas de operadores de-
bida a Choi y Effros [2]. Puede encontrarse en [9)].

Definicién 3.0.14. Si S € B(H) es un sistema de operadores decimos que T' € S es positivo si
(T'z,x) > 0 para todo = € H.

Notacién 3.0.15. Si T es positivo escribimos T >0y ST ={T € S: T > 0}. Obsérvese que
St es un cono.

Observacion 3.0.16. Si identificamos C = B(C) mediante A(z) = Az, entonces tenemos a C
como un sistema de operadores y observamos que CT = [0, +00). Recordemos las siguientes
propiedades de los operadores sobre un C-espacio de Hilbert.

1. T € B(H) es autoadjunto si y sélo si (Tz,z) € R Vo € H.
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2. Para un operador T' € B(H) denotamos el espectro de T como sp(7T), y se cumple que
sp(T) C {{(Tz,z): ||z|| =1}

3. Para todo operador autoadjunto T' € B(H) se cumple que ||T|| = sup{|(Tz,z)|: |z| < 1}
Veamos algunas equivalencias para mapas positivos.

Lema 3.0.17. S5 T es un operador acotado en un C-espacio de Hilbert H, entonces son equi-
valentes:

1. T >0.
2. Existe S € B(H) tal que T'= 5*S.

Demostracion. (1) = (2) por 5.3 tenemos un operador positivo S tal que T = S?, de la obser-
vacién anterior deducimos que T' = 5*S.
(2) = (1) tenemos que (T'z,x) = (S*Sx,z) = (Sx, Sx) = ||Sz|* > 0 O

Identificando M,,(B(H)) = B(H™), tenemos un mapa M, (B(H)) — M,(B(H)) que corres-

ponde a tomar adjuntos en B(H"), es facil ver que coincide con el mapa (13;);; — (17;)i,;- Como

ademds Iyn = Iy @ --- @ Iy € My(S), concluimos que M, (S) es un sistema de operadores si
pensamos M, (B(H)) = B(H").

3.1. Mapas Positivos.

Definicién 3.1.1. Si S € B(H) y W C B(K) son sistemas de operadores y ¢ : S — W es
un mapa lineal, decimos que ¢ es positivo si ¢(ST) C W, es n-positivo si ¢, es positivo y es
completamente positivo si es n-positivo para todo n € N

Notacién 3.1.2. CP(S, W) son los mapas completamente positivos de S a W.

Observamos que CP(S, W) es un cono pero no un espacio vectorial. Veamos qué relacién hay
entre los operadores positivos y los acotados.

Proposicion 3.1.3. Todo mapa positivo ¢ : S — W entre sistemas de operadores es acotado y
ademds [|l| < 2[lp(Is)]-

Demostracion. Primero observamos que si P,Q > 0 se cumple que:
1. Si P — @ > 0 entonces || P|| > ||Q]|.
2. |P = Q| < méax{|P]. |QI}
3. ||P|l—-P=>=0
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Para 1. observamos que (Px,z) > (Qz,x) y recurrimos a 3.0.16. Para 2., por 3.0.16 tenemos
que P — @ es autoadjunto, y por lo tanto |P — Q|| = sup{|{((P — Q)z,z)| : ||z|| = 1}. Por otro
lado, como P, @ > 0 entonces |((P — Q)z,x)| = |[(Px,z) — (Qz, z)| < méx{|(Pz,z)|, |[(Qz, z)|};
tomando supremo en ||z|| = 1 tenemos 2. Por tltimo ((||P|| — P)z,z) = || P||||=||* — (Pz,z) > 0.

Sea T € ST, tenemos que ¢(|T||—T) > 0= ||T|l¢(Is)—T > 0. Como ||T|Is, T, |T||Is—T
son positivos y ¢ es positiva, de las afirmaciones anteriores se deduce que ||T'||||o(D)| = ||e(T)]|-

Ahora dado T € S autoadjunto, escribimos 7' = 1(|T'||+T) -4 (||T||—T), lo que descompone
a T como diferencia de positivos. Luego usando lo anterior:

le(T)II < % max{ [ (Tl + D)l e Tl = T)II}
< % max{ ||| 7] + T|[lles)II, [[IT1 = Tl (Is) 1} < I Tl (s)]]

Por dltimo, dado T' € S, escribimos T' = Re(T) + iIm(T), donde Re(T) = (T +T*) € S
y Im(T) = (T —T*) € S son autoadjuntos y ademds ||Re(T)||,|[Im(T)| < ||T||. Entonces
le(DI < [Re(T)[[[le(Ls) | + [Hm(T) e (s)IF < 20Tl e(Ls )] O

Corolario 3.1.4. En las hipotesis de la proposicion anterior se cumple lo siguiente:
1. Sip: S — W es un mapa n-positivo entonces ||¢n|| < 2|lo(Ls)]-
2. Si ¢ es completamente positivo entonces ||¢||l < 2||¢(Ls)l]]

Demostracion. Aplicamos el lema anterior a ¢, observando que

I(en) Ut (s)l = llonIs & - & Is)|| = llo(Ls) & - - & e(Is)]| = [ e(Ls)]l

Observacion 3.1.5. Por el corolario anterior tenemos que CP(S, W) C CB(S, W).

3.2. El mapa t es positivo pero no completamente.

Sabemos que el mapa t : Ko — Ky no puede ser completamente positivo pues no es
completamente acotado. Por otro lado dada una matriz A € M,, positiva sabemos que (Az,y) =
(t(A)y,Z) y por lo tanto (Alz, z) = (AZ,T) > 0.

3.3. El teorema de extensién para mapas completamente posi-
tivos.

Supongamos que tenemos un sistema de operadores S C B(H) y un mapa completamente
positivo ¢ : S — B(H). Por lo que acabamos de ver y por el Teorema 2.2.11, tenemos un mapa
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completamente acotado que extiende a ¢. Nos preguntamos si es posible extender ¢ de manera
completamente positiva.

Primero veamos que podemos extender los mapas positivos de S a C (teorema de Krein).
Para ello veamos unos resultados.

Afirmacién 3.3.1. Si N € B(H) es normal, esto es N*N = NN*, entonces r(N) = || N||.

Demostracién. Primero probemos que si A, B € B(H) conmutan entonces r(AB) < r(A)r(B).
Por la férmula de Beurling-Gelfand (del radio espectral):

r(AB) = lim | (AB)"||'/" = lim | A" B"||'/" < lm || A™|[ V™| B/ = r(A)r(B)

Como segundo paso: si A* = A tenemos que r(A) = || A]|. En efecto: ||A?"| = ||(A*)"A"|| =
|A™||?, y por induccién completa tenemos que ||A%?"|| = ||A]|*". Por lo tanto deducimos que:
r(A) = lm || A% = || 4.

n

Para terminar: | N||? = |[N*N| = »(N*N) < #(N*)r(N) = 7(N)? < |N||* donde hemos
usado el hecho conocido de que 7(N) = r(N*). O

Lema 3.3.2. Si S C B(H) es un sistema de operadores y f : S — C es una funcional lineal

tal que f(Is) =1 y ||f|| = 1, entonces dado A € S normal se tiene que f(A) € co(sp(A)) (la
clausura de la envolvente convexa del espectro).

Demostracion. Recordamos que: si K C C es un compacto entonces co(K) = ﬂ D donde D

DeD
es la familia de discos abiertos que contienen a K. Hagamos la prueba por absurdo: suponemos

que existen A € C y r > 0 tales que sp(A) C D(A,7) y |f(A) —A| > r. Para el A anterior:

sp(A—A) ={n: A— (A+n) no es invertible} = {£ — A : A — & no es invertible}

= —X+sp(A) C D(0,7)

Como A — X es normal: ||A — \|| = (A —X), y por lo tanto [|[A — || < r. Pero r < |f(A4) — )| <
IFIIIA = M|l < r, lo que es absurdo. -

Corolario 3.3.3. En las hipdtesis del lema anterior f es positiva.

Demostracion. Si A > 0 entonces A es normal, y por lo tanto f(A) C co(sp(4)) C [0,400) =
Ct. O

Proposicién 3.3.4. Si S es un sistema de operadores y ® : S — B(H) es un mapa lineal
contractivo (i.e. |®| < 1), tal que ®(Ig) = Iy, entonces ® es positivo.
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Demostracion. Sea x € H tal que ||z|| = 1. Definimos el mapa f : S — C como f(A) =
(P(A)z,z). Entonces f es una funcional lineal tal que f(Ig) = 1y [|f|| < 1, y por el corolario
anterior f es positiva. Por lo tanto, dados A > 0y € H, se tiene que: si x = 0 entonces
(®(A)x,2) =0,y si ||z| # 0, entonces (P(A)z,z) = [|z||>(®(A) rirz, tra) > 0. O

[l ]

Afirmacién 3.3.5. Dados un sistema de operadores S y un mapa positivo ® : S — C se cumple
que || 2| < ©(Is)-

Demostracion. Supongamos que A € S es autoadjunto. De acuerdo a la prueba de 3.1.3 tenemos
que |P(A)| < ®(Ig)||A||. Ahora tomemos A € S. Sabemos que existe n € C con |n| = 1 tal que
n®(A) = d(nA) = [D(A)]. Luego: [D(4)] = B(A) = B(Re(nA)) +i®(Im(nA)) = B(Re(nA)) lo
que usamos para deducir que:

[@(A)] = [@(Re(nA))| < @(Is)[|[Re(nA)]| < 2(Is)|InAll < ®(Is)[|All
O

Teorema de Krein 3.3.6. Dados un sistema de operadores S C B(H) y un mapa positivo
¢S — C, existe un mapa positivo U : B(H) — C que extiende a ¢.

Demostracion. Si ¢(Ig) = 0 entonces por 3.1.3 ¢ = 0 y se extiende trivialmente.

Ocupémonos del caso ¢(Is) = n # 0, para el cual tenemos que ¢ es positivo, (1~ )( s) =
1 y ademds por 3.3.5 ||n71¢| < (n7¢)(Is) = 1. Por el teorema de Hahn-Banach (n~1¢) tlene
una extensién ® : B(H) — C tal que ||®| = [|[n7'¢| < 1. Ademéas ®(Is) = (n7'¢)(Is) =
y usando 3 3.4 se deduce que ® es positivo y por lo tanto n® es positivo y ademas (77<I>)‘
CIJ‘ 1(;3} g) = ¢. Concluimos que ¥ :=7n® es una extension positiva de ¢. O

Queremos usar el teorema de Krein para obtener extensiones completamente positivas de
mapas ¢ : S — M,. La idea es la siguiente: a cada mapa positivo ¢ le asociamos un mapa com-
pletamente positivo s4 : M,(S) — C, y extendemos s, a un mapa positivo r : M, (B(H)) — C.
Suponiendo que: la asociacién ¢ — sg4 es sobreyectiva, lleva extensiones y mapas completamente
positivos en extensiones y positivos respectivamente, y viceversa, tomamos ¢ : S — M, tal que
s, = r. La extension de ¢ sera .

Notacién 3.3.7. Denotaremos a la base candnica de C" mediante {el,... el} y omitiremos
el supraindice en algunos casos, especialmente cuando n =m. St A € M, ,,(C) tendremos que
Ajj = <Aej, ")y escribiremos simplemente A;j = (Aej, e;)

Si1<i<nyl<j<m, denotamos por Eij a la matriz de M, ,,(C) que tiene un 1 en el
lugar 7 de la fila 1.

Para espacios vectoriales V. y W, sobre un mismo cuerpo, L(V, W) denotard el conjunto de
las transformaciones lineales de V-a W con la suma y el producto por escalares punto a punto.
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Supongamos que S es un sistema de operadores y n € Z'. Veamos que tenemos un isomor-
fismo lineal L(S,M,(C)) = L(M,(S),C).
Dado ¢ : S — M, (C) lineal, le asociamos el mapa s : M, (S) — C definido por:

n

1 1
so ((aij)) = > dlaw)u = —Adnlaig)(er,... en), (e1. .. en)) (3.1)
k,l=1
donde (eq,...,ey,) es el vector de c que resulta de escribir consecutivamente las coordenadas
de los vectores eq,...,e,.

Hemos construido un mapa L(S, M, (C)) — L(M,(S),C), dado por ¢ — s4; ademds obser-
vamos que si 1, = Ig @ --- @ Ig € M, (S) entonces

n

so(ln) =+ 37 ol = 5 3~ (1) = o(1s)

k=1 k=1

Por otro lado, si s : M,(S) — C es lineal definimos ¢5 : S — M,,(C) como

¢s(A)ij =ns (A® Eyj) con la identificaciéon M, (S) = S ® M, (C). (3.2)
Ahora tenemos L(M,(S),C) — L(S,M,(C)), dado por s — ¢, y es facil verificar que:

rzsd)r y ¢:¢s¢

El isomorfismo L(M,,(S), C) = L(S,M,,(C)) también sirve como isomorfismo entre (M, (S), C)
y B(S, M,), pues si ¢ € B(S,M,) y A € M,(S) entonces:

1 n 1 n n
56 A)) = 12 3 oAl < - 3t < 2L S™ g < 1224 = ojma
k=1

k=1 k=1

donde hemos usado 1.1.6 y concluimos que ||s4| < n|#].
Reciprocamente si r € B(M,(S),C) y v € S, usando 1.1.6 y 1.2.1 tenemos que:

6 @)l = lIn (r(v @ Ei)); | = nll (r(v @ Eij))y5 | <n Y Irw@ Bl <n ) lIrllli(v @ Eiy)l|
i,j=1 t,j=1

< n?|r|l]lvll

Concluimos que ||¢,|| < n3||7||, y por lo tanto B(M,(S),C) = B(S, M,,) como espacios normados
(es decir: son isomorfos linealmente por un mapa acotado con inversa acotada).

Lema 3.3.8. SiH es un C espacio de Hilbert, entonces todo elemento positivo P € M, (B(H)) es
suma de n elementos positivos, cada uno de la forma (az‘aj)zjzl para algunos ai, . .., a, € B(H).
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Demostracion. Denotaremos Ry, a un elemento de M, (B(H)) cuyas entradas son todas nulas a
no ser, eventualmente, en la fila k. Escribiremos

0 ... O
Ry = |a1 ... an| ytendremos (Ry)"(Ri)= (aja;)i;
0 ... O

y por el Lema 3.0.17 (afa;); ; es positivo.

Ahora tomemos P € M,,(B(H)) positivo. Por 3.0.17 existe B € M, (B(H)) tal que P = B*B
y descomponemos B = Ry + --- + R, donde los R; son como arriba. Ademds observamos que
(Ri)*(Rj) =0sii# jyporlotanto P = (R1)*(Ri1) + -+ (Rn)"(Rn)- O

Teorema 3.3.9. Si H es un C-espacio de Hilbert, S C B(H) es un sistema de operadores y
p: S — M, es lineal, entonces son equivalentes:

1. ¢ es completamente positivo.
2. @ es n-positivo.
3. 8, es positivo.

Demostracion. (1) = (2) Trivial.

(2) = (3)Siz = (e1,...,en) € C" como en (3.1), entonces 5o(A) = ((p)n(A)z, x). Como ¢
es n-positivo: s,(A4) > 0, VA > 0.

(3) = (1) Tenemos que s, : M,(S) — C es positivo y M,(S) C M,(B(H)) = B(H").
Por 3.3.6 s, se extiende a una funcional positiva r : M, (B(H)) — C. Ahora definimos ¥ = ¢,
de acuerdo a (3.2). Es inmediato que ¥ extiende a ¢, y por lo tanto alcanza con probar que ¥
es positivo. Para ello, de acuerdo a 3.3.8 basta ver que dado P = (aja;)"i_; € My (B(H)) se
cumple que (¥),,(P) > 0, para m € Z" arbitrario.

Fijemos m € ZT, tomemos P € M, (B(H)) como en el parrafo anterior, y sea z € C" un

n

vector que escribiremos x = (z1,...,zy) con x; € C™. A continuacién escribimos z; = g Ajk€k-

Veamos que (¥, (P)z,x) > 0, usando (3.2):

(U, (P)x,z) = Z(lﬂ(a a;);, ;) Z NieAi i (U(afaj)er, e;) Z Nk (¥(ajaz))y,

i,J 1,9,k i,9,k,1
= > Appdar ((afay) © Ey,)
i7j7k:7l
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Definiendo A; € M,, como

0o ... 0 - —
A= . .|, tendremos que AfA; = (NikAj)i =1 = Dok =1 AikAj1Eri. Luego:
o ... 0
(U(P)z,z) = Y r((afa;) ® (AjA) =7 | Y (afay) ® (AJA) | =
i,j=1 t,j=1

=r (Zn:a,®/h> zn:aj(g)Aj =0
i=1 j=1

O]

Teorema 3.3.10. Dados un C-espacio de Hilbert H, un sistema de operadores S C B(H), y un
mapa completamente positivo ¢ : S — M, existe un mapa completamente positivo ® : B(H) —
M, que extiende a ¢.

Demostracion. Si s, es la funcional asociado a ¢ como en (3.1), por 3.3.9 s, es positiva. Usan-
do 3.3.6 extendemos s, a una funcional positiva s : M, (B(H)) — C. Si & = ¢,, definido por
(3.2), entonces por 3.3.9 se tiene que P es positivo, y que ® extiende a ¢ es consecuencia de que
s es extension de s, y de (3.2). O

Debido a la inclusion CP(S,B(H)) C CB(S,B(H)), siendo S un sistema de operadores,
tenemos la norma || || en CP(S, B(H)).
En forma andloga a lo visto en 2.2.1 probaremos que:

Afirmacién 3.3.11. (CP(S,B(H))H chgl,pw) es compacto.

Demostracion. Por 2.2.10, basta probar que CP(S,B(H)), es cerrado en CB(S,B(H)), con la
topologia pw.

Tomemos una red (¢g)r en CP(S,B(H)), convergente a ¢ € CB(S,B(H)),. Sean m € Z*,
A € M,,(S) positivo y z = (x1,...,2,) € H™. Entonces:

m n
(om(A)z,m) = D (p(Aig)zj,mi) = 3 Hm{pn(Aig)j, 2i) = lim((p)ma, ) > 0
i,7=1 i,7=1
Hemos probado que ¢ es completamente positivo. ]
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Teorema de Arveson 3.3.12. Dados un sistema de operadores S C B(K), un espacio de
Hilbert 'H, y un mapa completamente positivo ¢ : S — B(H), existe un mapa completamente
positivo ¥ : B(K) — B(H) que extiende a ¢.

Demostracion. Simplemente senalaremos los puntos en donde esta demostracién difiere de la
demostracién de 2.2.11. Definimos F igual que en la demostraciéon antes citada, lo mismo con
Pr para F' € F. También definimos ¢p : S — B(F) C B(H) como ¢p(v) = Pr o ¢(v) o (Pp)*.
Veamos ¢ que es completamente positivo: dado v € M, (.S) positivo, ¢, (v) es positivo. Por 5.3
tenemos que ¢, (v) =T*T con T € M, (B(H)) positivo. Entonces

(¢F)n(v) = Ppngn(v)(Ppn)* = PpnT*T(Ppn)* = (T Ppn)* (T Ppn) >0

Por otra parte si Up : B(K) — B(H) es una extensién positiva de ¢p, en virtud de 3.1.4
tenemos |Vr|la < 2||Urp(1)|| = 2|ler(I)]] < 2||¢|/s. Hemos probado que (Vp)p es una red en
CP(B(K), B(H))q)p,,|- Para terminar usamos 3.3.11 y seguimos la demostracién de 2.2.11 [
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Capitulo 4

Construcciones y ejemplos.

En este capitulo se presentardn algunos ejemplos y construcciones que pueden realizarse con
los espacios de operadores. Comenzaremos con los cocientes. En esta construccion el teorema de
Ruan se vuelve importante, tratemos de justificar el por qué. Queremos probar que el cociente
de un espacio de operadores por un subespacio cerrado es un espacio de operadores. Pensemos
un momento a los espacios de operadores, solamente, como espacios de operadores concretos.
Supongamos que tenemos un espacio de Hilbert H y dos subespacios cerrados E C F C B(H),
icémo se construye un espacio de Hilbert K y una inclusién isométrica ¢ : F/E — B(K)?
Alternativamente: tenemos F'//E C B(H)/E,y el problema es ver a B(H)/E como un subespacio
de B(K), para algin espacio de Hilbert K. Con el teorema de Ruan, solamente es necesario
equipar a cada M, (F/FE) con una norma adecuada.

Otra forma de utilizar el teorema de Ruan, que puede apreciarse en la construcciéon de
los productos, es probar que basta hacer la construccién en cuestién cuando cada espacio de
operadores es un B(H) para algun espacio de Hilbert H.

Anslogamente a lo que sucede con espacios normados, veremos que si V' y W son espacios
de operadores, entonces los espacios V* y CB(V, W) tienen una estructura natural de espacio de
operadores.

Se presentan varias construcciones mas, en particular veremos cémo inducir una estructura
de espacio de operadores en un espacio de Banach y en el dual de un espacio de operadores.

En las ultimas cinco secciones se presentan las construcciones y los ejemplos més propios de
la categoria de los espacios de operadores. Entre ellos esta el espacio de Pisier, que es el analogo
cudntico de espacio de Hilbert.

4.1. Cocientes.

Para empezar con las construcciones, veamos que si hacemos el cociente de un espacio de
operadores por un subespacio cerrado, obtenemos un espacio de operadores.
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Sea W un subespacio cerrado de un espacio de operadores V. Por 1.1.6 tenemos que M, (W),
con la restriccién de || ||, es un subespacio cerrado de M, (V'), por lo tanto tenemos un espacio
normado M, (V') /M, (W).

Sim:V — V/W es el mapa cociente, y vy, : M, (V) — M, (V)/M,(W) es el mapa cociente
descrito en el parrafo anterior, entonces Ker(m,) = M, (W), y tenemos el siguiente diagrama

My(V) — =M, (V/W) (4.1)
My (V) /My (W)

donde T, queda definido para que el diagrama conmute. A través de 7, trasladamos la norma
de M,(V)/M,(W) a M,(V/W). Veremos luego que la sucesién de normas asi obtenidas hace
de V/W un espacio de operadores.

Dado m,(v) € M, (V/W) por la construccién: ||m,(v)||n = ||[vn(v)||, ¥ por la definicién de
norma cociente:

lvn ()| = f{|Jo +w[| : w e My (W)} = mf{f|z]| : mn(2) = ma(v)}

Luego:
170 (0)[ln = mf{][z]] : 70 (2) = mn(v)}. (4.2)

Proposicion 4.1.1. Si W es un subespacio cerrado de un espacio de operadores V', entonces
V/W es un espacio de operadores con la norma dada por (4.2). Ademds la proyeccion w:V —
V/W es un mapa completamente acotado, tal que |||l = 1 st W # V, y |||l = 0 en otro
aso.

Demostracion. Usemos 1.2.2. Probemos M2, sean a € My, 1, 5 € My, U € My (V/W) y e > 0.
Tomemos v € M, (V), tal que mp,(v) = vy ||v]| < ||7]| + €. Por la linealidad de , es inmediato
que ma(awB) = 5. Luego a8l < llewBll < lallllwlI8] < lal (17l + )8]l. Haciendo
€ — 0 probamos M2.

Para probar M1’, tomemos w € M,(V/W), v € M, (V/W) y € > 0. Como antes, existen
w e M,(V)ywve My(V), tales que 7, (v) =0, m,(w) = w, ||v]| < ||| +ey [Jw| < |[|[w|| + . Es
inmediato que m,+m (v ® w) = v @ w, por lo tanto

[0 © Wllntm < [[v® wllnpm = méx{[Jo]], [[w]]} < max{[[v]lm, @]} + e

Por lo tanto V/W es un espacio de operadores.

En el caso W # V, probemos que ||m,| = 1 para cualquier n € Z". De la definicién de
las normas en M, (V/W) a través de 7, es obvio que ||7,|| = ||vn]. Como el mapa v, es la
proyeccién, tenemos que ||v,|| = 1. O
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Ahora probemos que el cociente V//W satisface la propiedad universal esperada en la categoria
de espacios de operadores y mapas completamente acotados.

Proposicion 4.1.2. Sean W un subespacio cerrado de un espacio de operadores V., W £V y
7wV — V/W la proyeccion canénica. Entonces dado un mapa completamente acotado, ¢ : V —
N, entre espacios de operadores, tal que W C Ker(p), existe un unico mapa completamente
acotado, ¢ : V/W — N, de manera que el siguiente diagrama es conmutativo:

M, (V) —2%~ M, (N)

Tn -
®n

My (V/W)
para cualquier n € N. Ademds ||@n|| = ||@nl| para todo n y por lo tanto ||¢llee = [|@||cb-

Demostracion. Observemos el diagrama conmutativo

M, (V) o M, (N)

| =

M(V)/Mn(W) "> My (V/W)

donde hemos construido @p,, como el Unico mapa tal que el tridngulo superior del diagrama
conmuta, y @, es el inico que hace conmutar al tridngulo inferior (es unico pues 7, es una
isometria sobreyectiva). Por construccién tenemos que ||¢n|| = [|[@nll = ||@n||- Definamos ¢ = @1
y veamos que (@)n, = Pn.
Tomemos u € M, (V/W); podemos suponer que u = 7, (vp(v)) = m,(v). Entonces
Pn(u) = Pu(va(v)) = en(v) = (#(vij)); ; = (B (vij));
= (P71 (vij))); ; = (@(m1(vij))); ; = Pn(u)

De lo anterior tenemos que ||@n| = ||¢n|| para cualquier n € N, por lo tanto |¢|s =
1@l]ep- m

4.2. Productos.

Tomemos una familia de espacios de operadores (V;)scs. Con ellos construimos el espacio
normado:

lo(S, V) ={f: fe][Ves Ifllooi= Slelg\lf(S)ll < oo}

seS
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Para dar una norma a M, (I (S, V5)) tomamos el isomorfismo de espacios vectoriales:

Wy M (loo (S, Vs)) = oo (S, Mn(Vs)) - (fij)ig — (fij) siendo (fij)(s) = (fi;(s))i;
o n
El mapa estd bien definido pues ||(fi;)]loo < Z | fijlloo, ademas el mapa inverso también
i,j=1
es acotado.

Hemos construido una familia de normas || ||oo : My (lso(S, Vs)) — [0,00) y queremos ver que
ellas cumplen M1 y M2. La manera en que lo haremos sera la siguiente: construiremos un espacio
de operadores W, y un mapa v : I (S, Vs) — W, de manera que cada 1, sea una isometria.

De acuerdo al Teorema de Ruan, 1.5.1, para cada s € S tenemos un espacio de Hilbert Hg,
y un mapa completamente isométrico 95 : Vy — B(H,). Construimos un mapa isométrico:

Yy, tloo(S, Vs) = 1o (S, B(Hs))  (vs) — (ws(%))s-

Veamos que para cada n € Z™, (Q/JVS)n es isométrico. Considerando la isometria ¥y, (v,) :
loo (S, Mp(Vs)) — loo(S, Myp(B(Hs))) (vs)s — ((ws)n(vs))s, deducimos que el siguiente diagrama

es conmutativo:

Mol (S, Vi) 2 My (I (S, B(H,,)))
L # lLB(HS)

,, €S una isometria.

Por lo anterior, y porque ty,, t5(3,) son isometrias, deducimos que (wvs)
(S, B(Hs) es un espacio de

De acuerdo a lo que acabamos de ver, si podemos probar que [
operadores podremos concluir que [ (S, V5) lo es.
Definamos el espacio de Hilbert H = &, .¢Hs, con el producto interno ((hs),(gs)) =

Zs€S<h’S7 gS)Hs'

Observacion 4.2.1. Si (Ts)ses € [[, B(Hs) es tal que sup, ||Ts|| < oo entonces el operador (T%)
de H definido por (Ts)(hs)s = (Tshs)s es acotado y ||(Ts)|| = sups [|T5|]-

De acuerdo a la observacién anterior podemos definir un mapa isométrico

JB(H,) loo(S,B(Hs)) — B(H)  (Ts)s — (Ts)s

El mapa (JB(HS))n induce un mapa isométrico (JB(HS))n que hace conmutar a
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(J80s)),,

LB(HS)\L # i

loo(S, Mn(B(Hs))) B(H")

(JB<HS>)n

donde el mapa de la columna derecha es la identificacién natural.

Por un lado, definimos K = @,.g HY, y tenemos una isometria sobreyectiva entre K y H",
que usamos para construir el isomorfismo isométrico v : B(K) — B(H"). Por otro, introducimos
dos isomorfismos isométricos:

w 100 (S, M, (B(Hs))) — loo(S, B(HT)), identificando, para cada s € S : M, (B(Hs)) = B(H?)
» Jpn) t loo(S B(HY)) — B(K)
Con los mapas que acabamos de definir, tenemos el diagrama que conmuta:

—

(5, M (B D ey

!

loo (15, B(HY))

Tz

Sabemos que Jg3n) es isométrico, por lo tanto (JB(HS))n es isométrico, entonces (JB(HS))n
es una isometria. Con esto concluimos que I (S, B(Hs)) es un espacio de operadores (y por lo
tanto [ (S, Vi) también).

4.3. Limites directos.

Definicién 4.3.1. Supongamos que tenemos una familia de espacios de operadores (V},)nen,
que suponemos completos, y que tenemos mapas completamente isométricos

®1 ¥2

Vi V2 V3 P (4.3)

Diremos que un espacio de operadores V,, y una familia de mapas ¢p  : Vi, — Vo es un limite
directo de (4.3) si:

1. Voo es completo.

2. Pn,00 €s completamente isométrico Vn € N.
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3. Pn,oo = Pn+1l,00 © Pn Vn € N.

4. U ©“n0o(Vn) es denso en V.
neN

Notacioén 4.3.2. Dados m,n € N tales que m > n, a la composicion pp_10---0@y : Vy — Vi
la denotamos @y, m .

En esta seccién queremos probar la existencia de un limite directo de (4.3), y la unicidad a
menos de mapas completamente isométricos.

Observacion 4.3.3. Si V es un sistema de operadores completo entonces M, (V) también es
completo: esto se deduce facilmente de 1.1.6.

Comenzamos por definir Z Vi = {(vn) € 1N, V3,) : h;ILn |vn|| = 0}.
neN

Afirmacién 4.3.4. Si (Vy,)nen es una sucesion de espacios de operadores completos entonces
lo(N, V,) es completo y Y. Vi, es cerrado.

Demostracion. Tomemos una sucesién de Cauchy (v")n, C lo(N,V,). Si denotamos v™ =

("), donde V" € V,,, entonces se tiene que ||v)" — o) || < ||[v™ —v" ||, y por lo tanto (v)"),, es una

sucesién de Cauchy en V,,. En consecuencia podemos definir w, = lim v, y deseamos que: por un

lado w := (wy)n € (N, V), y por otro lim |[v" — w|| = 0. Para Vermque w = (wp)n € loo(N, V},),

observamos que ||wy|| = || 11;71;11 vt = I%WU?H < limsup ||[v™]| < oo, porque (v"™) es de Cauchy.
Por otro lado: "

||lw —v™|| = sup ||w, — v'|| = suplim ||v, — v]"|| < suplimsup ||[v" —v™|| = limsup ||[v" — ™|,
n n T n r r

de lo que se concluye que ||lw —v™| — 0, pues (v™) es de Cauchy (con la norma || ||so)-
Para la afirmacién sobre )V, si ahora la sucesiéon (v"),, estd en ) V, y converge a
w € loo(N, V,,). Dado € > 0, tomamos m € N tal que |jw —v™|| < &, y con ello:
llwn |l < ||of]| + |lwn — v < |lop?]] + e. Por lo tanto: lim sup ||wy|| < limsup [0t +e <e. O
n n

Corolario 4.3.5. Si 7 : lo(N, V) — [o(N, Vn)/ZVn es la proyeccion sobre el cociente y

n
a este ultimo le damos la estructura de espacio de operadores definida en 4.1, obtenemos un
espacio de operadores completo, y ||Toolley = 1 si para algin n se tiene V,, # {0}.

Comenzamos a definir el limite directo de (4.3) definiendo, para cada n € Z* el mapa:

Onoo : Vi — (N, Vn)/z Vi On = oo ((0, ..., 0p—1, U, @rmt1(Vn), @nnt2(Vn), ... ).
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Veamos que estos mapas cumplen (4.3.1) (3). Tomemos v € V,,. Por un lado:

‘PnJrl,OO(‘Pn)(U) = Too((0, -+ -, 0p, 20 (v), Son+1,n+2(§0n(v))a @n+1,n+3(90n(1’))> L)) =
= 71—00((0’ vy Op, QDn(U)v Son,n+2(v)’ Spn,n+3(v)a s ))7

Por otro lado: ¢y o0(v) = Mo ((0, ..., 0n—1,Vn, Pnn+1(Vn), ©nnt2(vn),...)), y deducimos lo
que queriamos observando que

(0, vy Op, QOn(U)a (Pn,n+2(v)7 (;OTL,TL+3(U)7 s )_(07 oy Op—1, vp, Pnn+1 (Un)’ SOn,n—&-Z(vn)a cee ) € Z Va

Las propiedades (1) y (4) de (4.3.1) se satisfacen si Voo = U,, ¥n,00(Vn)-
Necesitamos unos resultados para probar la propiedad (2) de 4.3.1.

Lema 4.3.6. Si (v,) € (N, V;,) entonces |7 ((vp))|| = limsup ||vp||.
p

Demostracion. Dado p € N, definimos vP € (N, V},) como: v} =0si1 <k <p—1,yv) =v; en
otro caso. Es claro que v? —v € Y V,,, y por ello || (v)|| = ||Teo(vP)||. En consecuencia
|moo (V)] < ||0P]| = sup{||vk|| : &k = p}, de lo que se deduce ||moo(v)|| < limsup ||vg]-

k

Por otro lado, dado € > 0, existe (h,) € >V, tal que [|[v + hlleo < [|[Too(v)] + €. Como
||| — 0

l{im sup ||vy,|| = Umsup ||v, + hy|| < sup ||vn + hnl| < [[Too(v)|| + €
n n n
]

Proposicién 4.3.7. Siv € M,,(I(N, V},)), y mediante el isomorfismo My, (I(N, Vy,)) = U(N, My (Vy,))
escribimos v = (v,) entonces
(oo )m (V) || = h'mpsup v

Demostracidn. Sidenotamos por T ala proyeccion (N, My, (Vy,)) — (N, My (V) / 32, M (Vi),
entonces el diagrama

U(N, My (Vi) — LN, My (V)] Sy Mo (Vi)

e

My, (I(N, V) My, (KN, Vi) /32, Vi)

Moo )m

es conmutativo, siendo las flechas en vertical mapas isométricos, y basta usar el lema anterior. [
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Corolario 4.3.8. Si para cada n € N se define el mapa

Pn,c0 * Vo — Z(Na Vn)/ Z Vi Up — 77'00((07 ooy Op—1, vp, Pn,n+1 (Un)a @n,n+2(vn)a cee ))7

entonces Yn oo €S completamente isométrico.

Demostracion. Es inmediato a partir de la proposicién anterior y de que los mapas ¢, , son
completamente isométricos. ]

En vista de lo expuesto hasta aqui tenemos:

Proposicién 4.3.9. Dada la sucesion de espacios de operadores completos (Vi )nen y los mapas

completamente isométricos

¥1 ®2

Wi

Vo Vs (4.4)

existe un limite directo para (4.4).

4.3.1. Mapas entre limites directos.

Ahora queremos probar que el limite directo es inico a menos de isomorfismos completamente
isométricos.

Proposicion 4.3.10. Supongamos que tenemos dos sucesiones de espacios de operadores com-
pletos y mapas completamente isométricos:

1 2

Wi

V2 V3 (4.5)

W, Y1 W P2

Wy (4.6)

y ademds tenemos:

» Una familia de mapas completamente isométricos (acotado) Oy : Vi — Wy, con k € N, tal
que el diagrama

Pn .
Vi —— Vit conmuta para cualquier n € N.

On # lenﬂ (4.7)
W, T W,

» (Voo, (¢n,00)n) un limite directo de (4.5)

» (We, (¥n,0o)n) un limite directo de (4.6).
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Entonces existe un inico mapa completamente isométrico (acotado) 0o : Voo — W, de manera
que el siguiente diagrama es conmutativo;

v, e Voo para cualquier n € N.

Jo-

- s
#

3

On

Demostracion. Supongamos que existe un mapa, 6., que cumple la tesis. Entonces dado u =
©n.0o(v) deberfa ser oo (u) = ¥y 00(0n(v)). Esto prueba la unicidad y la conmutatividad del
diagrama de la tesis en caso de existencia. El mapa 6., esta bien definido en Un ©n.0o(Vi) por
(4.7) y es una isometria (estd acotado) alli, por ello lo podemos extender a un mapa isométrico
(acotado) O : Voo — Weo. Usando lo que hemos probado y que el diagrama de isometrias

Mi(Vi) 22 My (Vi)

(en)kl i(%o)k

M, n) —=M 00
(W )(T/’n,w)k k(W )

es conmutativo (el mapa (0 )y es tnico) deducimos que (0 )y es una isometria. O

Corolario 4.3.11. Si tenemos espacios de operadores completos, y mapas completamente isométri-

CcoS

1 2

Vi

Entonces dos limites directos de la sucesion anterior son completamente isométricos (hay
una isometria completa y sobreyectiva entre ellos).

Va

Vs . (4.8)

Demostracion. Usar la proposicién anterior con Wy, =V, y 8, = idy,,. 0

4.4. Espacio conjugado.

Definicién 4.4.1. Dado un espacio vectorial V', llamamos conjugado de V, y lo denotamos V/,
al espacio vectorial que obtenemos de considerar en V' la suma de V' y el producto: Cx V — V

(\,) +— Av donde X es el conjugado en C. Y, dado un elemento w de V escribimos w para
representar a w como un elemento de V.

Queremos ver que dado un espacio de operadores V', entonces V tiene estructura de espacio

de operadores. Para ello, si (7;5);; € M, (V) definimos
1@i7)i 1l = 1l (vig)i sl
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la cual resulta una norma en M, (V).

La propiedad (M1) es casi inmediata para esta familia de normas. En cambio para (M2)
debemos observar que la transformacion conj : My, ,, — M, que conjuga cada entrada es una
isometria.

Otra forma de ver esto es definiendo en H (con H un espacio de Hilbert) un producto
interno dado por: (h,g)3; = (g, h), y para un operador T € B(H) otro operador T € B(H) como
T(h) = T(h). Luego tomamos una isometrfa completa 7 : V' — B(H) y a partir de ella definimos
un mapa completamente isométrico 7@ : V' — B(H), dado por T — = (v). Por tltimo deducimos
que las normas en V cumplen M1 y M2 usando el mapa 7.

4.5. Espacios duales y espacios de mapas.

En esta seccién daremos estructura de espacio de operadores a V* y a CB(V,W). Ademads
probaremos que la identificaciéon 7 (H)* = B(H), es una identificacién por mapas completamente
isométricos.

4.5.1. V* como espacio de operadores.

~

En la seccién 2.1 dimos una norma en M, (V*) que venia dada por la identificacién M, (V*)
CB(V, M,,). Probaremos que con ellas damos estructura de espacio de operadores a V*.

Observacion 4.5.1. La norma en M, (V) determina la norma en M, (V*), pues por 1.3.5:

[fII'= sup{lI((flznll = 2 € Ma(V), |l2]l < 1}

Reciprocamente, por 1.5.2:

[o]l = sup{{[{((foD) ]| = f € Ma(V) [[fI] <1}

Proposicién 4.5.2. Si consideramos la familia de normas || || : Myp(V*) — [0, 4+00), dadas
por la observacion anterior entonces éstas determinan una estructura de espacio de operadores
en V*.

Demostracion. Probemos M2. Sean ov € My, € My, y f € My, (V*). Para r € N queremos
dar una cota de la norma del mapa («aff), : M.(V) — M,,. Para ello observamos que, si
(vij) € M, (V'), entonces

{(afB)rl(vij))) = ((afB)(vij)); ; = (@l(flvig))B); 5 = (S lvig))); 5

=(@® L) {{flv) (BeI)
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Luego, [|({(ef B)r|(vif) )| < lla @ L[ (CFloDIIB @ L[l < [lefll[f[HIv][[I8]], 1o que concluye la
prueba de M2.

Para M1’ tomemos g € M,,(V*), y v como antes tal que ||v]| < 1, entonces

I(f @ )W)l = I(f(vig) ® g(vig))ill = 1(fr(v)) ® (gr ()| < max{[[ 1], lgll}

donde hemos usado que cambiar filas y columnas no cambia la norma, por 1.1.6, para la segunda
igualdad.
Ademss || || : V* — [0, +00) es en efecto una norma (coincide con la usual). O

Si V es un espacio de operadores, tenemos en V** una estructura de espacio de operadores,
y el mapa

Ly V-V <LV(U)7f> = <f7 U)'

Proposicion 4.5.3. Si V es un espacio de operadores, y en V** tomamos la estructura de
espacto de operadores que tiene por ser un espacio dual, entonces el mapa vy 1V — V** es
completamente isométrico.

Demostracion. Dado v € My (V), queremos calcular ||(¢y)n(v)|p. Para ello tomemos f €
M, (V*). Luego

)@ = (v @) (Fu) ), , = (Fuli)s), = 4F10))

En vista de esto y de la observacién 4.5.1 tenemos que ||(¢v)(v)]| = [|v]- O

Como en la teorfa de espacios normados, si tenemos espacios de operadores y un mapa
completamente acotado ¢ : V — W, entonces tenemos un mapa dual ¢* : W* — V* dado por
©*(n) = n o . Observemos que dados g € M, (W*) y v e My(V):

{(glenv)) = (gra(p(viy))) = (" (gr1) (p(vij))) = (L )n(g)]v))- (4.9)

Proposicion 4.5.4. SiV y W son espacios de operadores y ¢ : V — W es un mapa completa-
mente acotado, entonces se cumple que:

1. llgall = (*)all para todo n € N

2. H‘P*ch = H‘Pch

Demostracion. 2. es inmediato a partir de 1. Probemos 1. : usando (4.9)

1" )nll = sup{[[{{(&")n(@) o))l = g € Mn(W?) v € Mp(V) [lgll, llv]| <1} =
= sup{[|((glen())ll : g € Ma(W") v € Mn(V) [lgll, vl <1} = llonll
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4.5.2. Topologias débiles.

Definicién 4.5.5. Decimos que la red (f;)icr C M, (V*), converge w* a f € M, (V*), si y sélo
si

h}n [{{filv)) — ({f]v))]| =0 para todo v € My(V) k € N.

Observacion 4.5.6. Como consecuencia de 1.1.6, la red (f;)icr C M,(V*) converge w* a f €
M, (V*), siy sélo sila red ((fi)k1)ier C Mp(V*), converge en la topologia w* a fr; € M, (V*),
para todo k,l = 1,...,n, (en la segunda ocasién la convergencia débil es la usual en espacios
duales).

Como consecuencia de la observacién, tenemos que la topologia w* en V* determina la
topologia w* en M, (V*). Si F' = (F;;) : V* — M, es w*—continuo, entonces cada Fj ; lo es, y
por lo tanto F' = (1y ), (v) para un v € M, (V).

Notacién 4.5.7. CB°(V*,W*) son los mapas de CB(V*,W*) que ademds son (w * —w%) con-
tinuos. Tenemos entonces que CBZ(V*, My,) = (vv )n (M, (V).

4.6. Un ejemplo de dualidad en espacios de operadores: opera-
dores de tipo traza - compactos - acotados.

Diremos que un operador T' € B(H)" es de tipo traza si existe alguna base ortonormal
de H, (e;), tal que > . (T'e;,e;) < oo. De acuerdo a un Lema del apéndice, 5.2.1, se tiene que
la suma anterior no depende de la base. Por ello, para un operador positivo, se puede definir
tr(T) := ) ,(Te;, e;). Para un operador T' € B(H) denotaremos |T'| a la raiz positiva de T*T
(ver 5.3).

Definicién 4.6.1. 7(H) ={T € B(H) : tr(|T|) < +oo}.

El espacio 7 (H) tiene estructura de espacio de Banach si definimos ||T'||; = tr(|T'|). Para un
operador 7' diremos que la traza estd bien definida si la suma ) ,(Te;, ;) es finita y no depende
de la base ortonormal (e;). En tal caso escribiremos tr(T") = >, (Te;, ;). Se puede probar que
si T' € 7 (H) entonces la traza de T" estd bien definida (ver por ejemplo [9]).

En esta seccién daremos estructura de espacio de operadores a 7 (H), y veremos que 7 (H)*
es completamente isométrico a B(H). Igualmente veremos que, si denotamos a los operadores
compactos de H en H por K(H), y consideramos la estructura de espacio de operadores que da la
inclusién K(H) C B(H), entonces K(H)* es completamente isométrico a 7 (H). Para lo anterior,
y lo que resta de la seccién, nos basaremos en los resultados sobre operadores compactos, de
tipo traza y acotados que se encuentran en la seccién 6.3 de [9], mencionando cada resultado
que de alli tomemos.
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Observacion 4.6.2. Como lo hicimos con B(H), uno puede identificar M, (7 (H)) = 7 (H"), y con
ello dar una norma en M, (7 (H)). Pero esta construccién no llevaria a un espacio de operadores
pues (M1) no se cumple: (pensemos en dimensién finita, para otro caso también vale) dados
T e M,(T(H))y S € Mp,(7T(H)) tenemos que |T| & |S| € My+m (7 (H)) es positivo; por otro
lado: (|T| @ |S|)? = |T|?> @ |S|? = T*T ® S*S, y en consecuencia

1T @ Sl = tr(IT] ®1S]) = tr(T]) + tr(S]) = [Tl + S
Por lo tanto con la familia de normas antes construidas no tenemos un espacio de operadores
en 7 (H).

De acuerdo a [9] tenemos un par dual:
T(H) x B(H) — C (A, B) — tr(AB), (4.10)

a partir del cual definiremos w : B(H) — 7 (H)* tal que B +— wp, siendo wp(A) = tr(AB).
Enunciamos dos teoremas que se encuentran en [9].

Teorema 4.6.3. Para todo B € B(H), el mapa wp define una funcional acotada sobre T (H).
El mapa B — wp es una isometria sobreyectiva que permite una identificacion isométrica

B(H) = T(H)".

En subconjuntos acotados de B(H) la topologia w* coincide con la topologia débil de opera-
dores. Ademds la convergencia en la topologia w* implica la convergencia en la topologia débil
de operadores. O sea, si WOT es la topologia débil de operadores entonces WOT C w*.

Teorema 4.6.4. Para todo A € T(H) el mapawy : K(H) — C define un funcional acotado sobre
K(H). Ademds el mapa T(H) — K(H)* dado por A — wy es una isometria lineal sobreyectiva
que permite la identificacion

K(H)* = T(H)

Los resultados anteriores dan una inclusién isométrica 7 (H) C B(H)*, con lo cual pode-
mos dotar a 7 (H) con una estructura de espacio de operadores (viéndolo como subespacio de
B(H)*). Veamos explicitamente cémo calcular la norma en M,,(7 (H)). La inclusién M, (7 (H)) C
M, (B(H)*) = CB(B(H), M,,) viene dada por el par dual:

*

(-]-): Mp(T(H)) x B(H) = C (A, B) = (A[B) = (tr(Ai;B)), ; (4.11)

a partir del cual definimos otro par dual, que permitira calcular la norma en M, (7 (H)). Teniendo
en cuenta lo anterior, la Proposicion 1.3.5 y el par dual:

(1)) s Mu(T(H)) x My (B(H)) — C dado por  ((A[B)) = ((A|Bk1)) » (4.12)
tenemos que dada A € M, (7 (H)), la norma viene dada por
[All = sup{[[(CA[T) ] - T € Mn(B(H)) |IT]| <1} (4.13)
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Teorema 4.6.5. Dado un C-espacio de Hilbert H, tenemos mapas conmpletamente isométricos
y sobreyectivos:

B(’H) — T(H)* B — wp
T(H) — K(H)* B~ wp.

Demostracion. Sabemos que ambos mapas son sobreyectivos, veamos que el primero es comple-
tamente isométrico:

Dado B = (B;j) € M,(B(H)), hay que probar que
1B = sup{[((T|B) - T € Mn(T(H)) [T =1} (4.14)

Sea T' € My, (7 (H)) con ||T'|| = 1. Viendo T como elemento de CB(B(H), M) (que es lo que
da la norma a T):
1B = I(T) (B < [T][B] < || Bll

de lo que deducimos que || B|| = sup{||({T|B))|| : T € M,(T(H)) ||T|| = 1}.

Para la otra desigualdad tomemos £ > 0. Tenemos vectores unitarios, n,£ € H", tales que
|(Bn,&)| > ||B|| — €. Definamos H; = span{n; : i =1,...,n}, Ho =span{&; : i =1,...,n}
y m = méax{dim(H1),dim(Hz)}. Fijemos isometrias S; : H; — C™, y definamos P, : H — H
como la proyeccién ortogonal sobre H;, ambas para i = 1,2. A partir de lo anterior definimos:
ri=250PFy

0 :B(H) — M,, B roBr}

Como B(H) es isomorfo a 7 (H)*, tenemos en B(H) una topologia w*. Queremos probar
que la funcién ¢ es w*—continua y completamente acotada. En tal caso por 4.5.7 sabremos que
¢ € (tv)n(My(T(H))), y con ello veremos cémo probar (4.14).

Primero veamos que ¢ es w*—continua: sea (C;) una red en B(H) que converge w* a C' €
B(H), es decir que:

limtr(C;A) =tr(CA) VYAeT(H)
j

Sean z,y € C™ vectores unitarios, entonces:
((r2Cjry = r2CrY)w,y) = (r2(Cj — C)rim,y) = (S2P(Cj — C)PLSTw,y) = ((C) — C)(S1x), S3y)

Por otro lado por 4.6.3 se tiene que im((roCjr] — roCrl)x, y) = Hm((C; — C)(STx), S3y) = 0.
J J
Por lo tanto lim((roCjr] — m2Cr7)es, ex) = 0 Vi,k = 1,...,n. Como la topologfa débil de
j

operadores coincide con la topologia de la norma en M,,, tenemos que ¢ es w* continua.
Ademss ¢, : M, (B(H)) — M, (M,,), viene dada por
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ES

(¢n)(Bij) = (T2Bijrf)i7j = (Bij) = (ro®- - -®12)(Byj) (r1®- - -®r1)”
T2 1
Definiendo rgn) =r® --Edry rén) = ro@- - -Pro, tenemos que ||r;
y deducimos que ¢ es completamente acotada.
Como lo menciondbamos antes, concluimos que ¢ € (tv)n(My(7(H))). Como n € H} =
Ran(SY) y £ € HY, entonces n = (TYL))*(:U) y &= (rgn))*(y), siendo x,y vectores de norma no
mayor a uno, y con ello tenemos lo siguiente: (que prueba (4.14))

=Nl y IS = [rll,

(eI BN = len(B)I| = 1) B ) || = [(BE™) , () )| = (B, €)| = |B]| — ¢

Para ver la segunda parte de la tesis, sabemos que como espacios de Banach K(H)* = 7 (H),
y en consecuencia IC(H)** = B(H) para cualquier espacio de Hilbert. En particular (H"™)** =
B(H™). Es un resultado de espacios de Banach que el mapa ¢ : X — X** (si X es un espacio de
Banach) cumple que ¢(Bx(0,1)) es w*-densa en Bx+(0,1); de ello deducimos que la bola unidad
cerrada de M, (K(H)) = K(H") es w*-densa en la bola unidad cerrada de M, (B(H)) = B(H").
Entonces dado T' € M,,(7 (H)) tenemos que

1T = sup{[|{((BIT)| : [B]l <1 B € Mn(B(H))} = sup{[[{((B|T))|| : || Bll <,1 B € Mn(K(H))},
y concluimos que el mapa 7 (H) — KC(H)* es completamente isométrico. O

Veremos ahora un teorema de representacion para espacios de operadores que son espacios
duales.

Definiciéon 4.6.6. Si W es un espacio de operadores tal que W = V*, siendo V un espacio
de operadores completo, y si ‘H es un espacio de Hilbert, decimos que el mapa 7 : W — B(H)
es una representacién dual de W en H si m es un w*-homeomorfismo sobre su imagen y es
completamente isométrico.

Proposicion 4.6.7. Si V es un espacio de operadores completo, entonces V* tiene una repre-
sentacion dual en un espacio de Hilbert H.

Demostracion. Para n € N, definimos s = M, (V);. Por 1.3.5 sabemos que si f € M, (V*) =
CB(V, M,) entonces || f|| = sup{||{¢|f)| : ¢ € s7}. Definimos s = J,, s5. Como en 1.5.1

H= @ C"®) y & V* — B(H) f — (@(f))pese donde p(f) = (¢|f). Con el mismo argumento
pEeSs?
usado en 1.5.1 pueba que ® es completamente isométrico.
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Veamos las afirmaciones correspondientes a las topologias débiles. Tomemos una red (fy) C
V* que tiene como w*—limite a f € V*. Por el Teorema 5.4.1 podemos suponer que (fy) C Vi
y que f € Vi*. Ahora la red (®(fy)) C B(H) es acotada, de acuerdo a 4.6.3 basta ver que ®(f))
converge a ®(f) en la topologia débil de operadores.

Tomemos (h,), (g,,) € H, entonces (B(/2)(y), (9)) = 3 (S hgs ).

pEeST

Ademds Y~ [lhg|lllg,ll < <Z ”h<,0|2> <Z ||g<pH2> = [I(ho) I (g0 )11

pEST pEST pESsT
Tomemos F', un subconjunto finito de s, y un € > 0. Calculemos

{R(2)(he), (90)) = (@F (R <D el = Nhg,gp)| <

pEST
<Y el i = IR llgel + D= I = FllllBgllllgel
pEF peso\F

Acotemos el segundo sumando: usando Cauchy-Schwarz y el hecho de que la red (fy), v f
estan acotadas (en norma) por 1, tenemos que:

N}
N[

Yo U= Flllkellgell <2 > lhgl? > gl

peS\F pes\F peS\F

Lo anterior nos permite elegir F' lo suficientemente grande para que

€
Yo Ih = Flliklllgel < 5
PEST\F
Acotemos el primer sumando: como h}n l{{e]lfx — Il = 0 podemos elegir g tal que si
g €
A= Ao entonces D [[{{plfx = M)IRellllgel < 5-

€r

Ahora, para :l F elegido, si A = Ag, se tiene que [(®(fr)(hy), (95)) — (Df)(hy), (9,))| < e.

En el siguiente parrafo usamos sin mencionar los resultados expuestos en 5.4.

Como Vj* es w*-compacto entonces también lo es ®(V}*); como ® es una isometria ®(V*); es
w*-compacto y por lo tanto w*-cerrado. Por otro lado, B(H) es de Banach y ®(V*) es cerrado
(por ser completo) entonces ®(V*) es w*-cerrado. Por tltimo ® es uno a uno sobre ®(V*) y es un
homeomorfismo restringido a Vj*. Luego @fl‘q)(v*)l es continua, y por lo tanto ®~! : ®(V*) —
V* es w*—continua. O
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4.7. CB(V,W) como espacio de operadores.

Empecemos con una identificacién entre M, (CB(V, W)) y un espacio normado que servira pa-
ra dar una norma a M, (CB(V,W)).

A cada ¢ € M,,(CB(V,W)), le asociamos ¢ € CB(V, M, (W)) de acuerdo a @(v) = (i;(v))i;
con lo que definimos

lloll == |l¢ll v por ello no distinguimos entre ¢ y @ (4.15)

Observacion 4.7.1. ¢ es completamente acotada pues dado v € M,,(V):
m
1B (@) = 1 (15 (Wr))isg )y | = 1 (@i 0r)); | = 11 (i) (@) I < 0l D Mlisllen
ij=1

donde en la segunda igualdad hemos recurrido a 1.1.6, en la tltima desigualdad usamos que
My, (M (V) es un espacio de operadores y por lo tanto se aplica 1.1.6.

Notacién 4.7.2. M, (CB(V,W)) es M,,(CB(V,W)) con la norma que acabamos de definir.

Proposicién 4.7.3. Si V,W son espacios de operadores, entonces CB(V,W') es un espacio de
operadores (con las normas definidas arriba).

Demostracion. Sean ¢ € M, (CB(V,W)), ¥ € M,(CB(V,W)),yv € M,(V);. Usando los mismos

argumentos que en la observacién anterior:

(e @ ¥)r ()] = [[(¢r(v) & (Wr(v))]| = max{[[(r(V)), | (@r ()| < max{|[el], [}
lo que prueba (M1)’. Por otro lado dadas o € My, p,, 5 € My y v € M (V)
[ (aB),. (V)] = || (ap(viz) B) || = I(ax @ L) (or(v)) (B @ L) || < e[|l B]]
Donde hemos usado 1.2.1. ]
Proposicién 4.7.4. CB(V,W) es completo si W lo es.

La prueba de esto se encuentra en 1.3.3.

4.7.1. B(FE,W) como espacio de operadores.

Ahora la situacién es la siguiente: tenemos un espacio normado F y un espacio de operadores
W'y queremos dar estructura de espacio de operadores a B(E, W).
Con lo visto al inicio de esta seccién tenemos una identificacién:

M, (B(E,W)) = B(E, M,(W)) (4.16)
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A través de dicha identificacién tenemos el espacio normado M, (B(E,W)). Una manera de
ver que obtuvimos un espacio de operadores es la siguiente: definamos 01 = E7, y parav € o1 sea
W, := W, con lo cual tenemos un espacio de operadores Il (01, W,) y una inclusién isométrica

L:B(E,W) = lo(o1, Wy) v (v(2))zeo, -

Con esto ultimo, identificando M, (W,) = M, (W),, y con el diagrama conmutativo

My (B(E,W)) —"> My, (oo (01, Wy))

| e
B(E, My(W)) —= loo (01, M (W3))

donde las columnas son mapas isométricos y sobreyectivos, y 7 es el andlogo a ¢, tenemos que ¢,
es una isometria. Por lo tanto B(E, W) es completamente isométrico a un espacio de operadores.

4.8. Cuantizaciones minimales y maximales.

Asi como tenemos la categoria de los espacios normados completos con los mapas acotados
como morfismos, y la denotamos R, podemos definir la categoria de los espacios de operadores
completos con los mapas completamente acotados como morfismos, y la denotaremos ®. Con
ello tenemos un functor de olvido, N : ® — R, que a un espacio de operadores lo ve simplemente
como espacio normado, y que a un mapa completamente acotado como un mapa acotado.

Un functor @@ : R — D es una cuantizaciéon estricta si:

1. Para cada espacio normado y completo E, se tiene que £ = N o Q(FE).

2. Para cada mapa ¢ : E — F, el mapa correspondiente Q(¢) : Q(E) — Q(F'), cumple que
1Q(P)leb = llll-

En parte vimos un ejemplo de cémo asociarle una estructura de espacio de operadores 4.7.1
al espacio normado B(E,W). Veremos dos cuantizaciones més, pero esta vez de un espacio de
Banach cualquiera.

Dado un espacio de Banach E, denotamos por b,(E) = B(E, M) y b(E) =, b-(E) (donde
la unién es sobre los naturales) y definimos las normas de matrices: si z € M, (E)

[#]lmim = sup{[[fu(@) - f € b1(E)} (4.17)

[ ]lmax = sup{[[fu(@)| : f € b(E)} (4.18)

Para ver que, en efecto, obtuvimos un espacio normado, consideramos la inclusién isométrica:

E—loW(E) zm (f(@)ren (m)
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Por otro lado considerando M, (E) — M, (loo(B1(F))), tenemos una isometria si en M, (E)
colocamos la norma || ||mm, ¥ con ello concluimos que E con la familia de normas || ||mm es un
espacio de operadores.

En cuanto a la otra norma, tomemos la inclusién isométrica:

E = oo (N, loo(ba(E), M) &= ((F@)) e (4.19)

Probemos que es un mapa completamente isométrico si en F tomamos la familia de normas
| [lméx, para un x € M, (E)

| (Werenw)a),, | = [ (B@enm) [ =5 s 15601 = ol

%, reN H reN feB.(E

La primera igualdad es por la definiciéon de la norma en los espacios producto, y la segunda
es por construccién. Por lo tanto tenemos que F con la familia de normas || ||msx €S un espacio
de operadores.

Definicion 4.8.1. Para un espacio de Banach, E, definimos min F, como el espacio de ope-
radores, completo, que resulta de considerar en E la norma (4.17). Asimismo definimos max F
como el espacio de operadores que obtenemos de considerar en F la norma dada por (4.18).

Observacion 4.8.2. Para un espacio de operadores completo, V', se tiene que para todo v € M, (V')
se cumple

[0llmin < [J0l] < Jlv/lmax
Demostracién. Denotamos s, (V') = M, (V*); = CB(V, M,,),. Sabemos que ||v| = sup{|| fn(v)]| :

f € sp(V)}. Por otra parte mediante el mapa by (V) — s,(V), dado por f — f@®O,_1, podemos
pensar by (V) C sp(V) y sp(V) = CB(V, M), C B(V,My)1 = by (V) C b(V) O

4.8.1. Cuantizacién Minimal.

Afirmacién 4.8.3. Para un espacio de operadores completo V y un espacio de Banach E
tenemos una isometria sobreyectiva:

CB(V,min E) =2 B(V,E)

Demostracion. La demostracién consiste en tomar un mapa ¢ : V. — E y ver que || : V —
E| =ll¢:V — min E| 4. La desigualdad (<) es trivial. Para la otra, tomemos v € M, (V);. De

acuerdo a 4.17 [lon (v)|lmim = sup{[|fn 0 en(v)] : f € bi(E)} = sup{[|(f o @)n(v)[| : f € br(E)}.
Pero ||[(fo@)nll < [[fowllee = If ol < |l@|l sif € bi(E). Con todo esto concluimos que

len (@)l < llell- O
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Definimos el functor min como aquel que a un espacio de Banach E le asocia min E, y a un
mapa ¢ : FF — F le asocia min ¢, que como funcién es igual a .

Proposiciéon 4.8.4. min es una cuantizacion estricta.

Demostracion. Empezamos observando que, si E es un espacio de Banach, entonces la norma
de éste coincide con || ||mm : £ — [0,00). Ahora tomemos un mapa acotado entre espacios de
Banach ¢ : E — F, a partir del cual tenemos ¢ : min £ — F (ain visto como mapa entre
espacios de Banach) con la misma norma de ¢, de acuerdo a la afirmacién anterior deducimos
que ||¢: E— F|| = ||min ¢ : min £ — min F||4 O

No sélo tenemos lo anterior sino que:

Proposicion 4.8.5. Si ¢ : E — F es un mapa isométrico entre espacios de Banach entonces
min ¢ : min E — min F es un mapa completamente isométrico.

Demostracion. Usar (4.17) y que, como ¢ es una isometria, entonces por 2.2.3 ¢*(bi(F)) =
bi(E). O

4.8.2. Cuantizacién Maximal.

Afirmacién 4.8.6. Dados un espacio de operadores W y un espacio de Banach E, tenemos
una identificacion isométrica CB(mdz E,W) = B(E,W).
FEs decir que dado un mapa lineal ¢ : E — W, se cumple que

lellew = llell-

Demostracion. Con la notacién del enunciado, la desigualdad (>) es trivial. Para probar la
restante basta ver que ||¢|| <1 = ||¢lle < 1.

Para ver lo ultimo tomemos v € M, (max E). De acuerdo a (4.18) tenemos que
Ion(@) = sup{lfa 0 wn(0)ll = If : W — Mo < 17 € N} < sup{llga()]l = llg: B — M| <
17 € N} = [|v]lmax, donde hemos usado que || f,, o nll = [[(f o @)all < [If 0 @l = [|f 0 0ll <
I £Illl¢]l < 1. Con lo anterior se concluye que [|¢,|| <1 Vn € N. O

Con esto podemos probar que:
Proposicion 4.8.7. mdz es una cuantizacion estricta.

Demostracion. Para ver que la norma de un espacio de Banach, E, coincide con la norma
maximal, basta tener en cuenta (4.18), recordando que en la presente situaciéon n = 1, y la
Proposicion 1.3.5.

Por otra parte, dado un mapa acotado ¢ : E — F' entre espacios de Banach, podemos ver el
mismo mapa como ¢ : F — méx F conservando la norma. Usamos la afirmacién anterior (con
W = maéx F) y deducimos que |[max ¢ : max £ — max Fllgp = |¢: E - max F|| = |l¢ : E —
F|. O
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A diferencia de la cuantizacién minimal, si tenemos un mapa isométrico ¢ : £ — F no
necesariamente el mapa max ¢ es completamente isométrico. Sin embargo:

Afirmacién 4.8.8. Si ¢ : E — F es un mapa isométrico entre espacios de Banach, y tenemos
un mapa contractivo ¢ @ F — FE, tal que ¢ o ¢ = Idp entonces maxp es completamente
1sométrico.

Demostracion. Como consecuencia de las hipétesis y de la proposicién anterior, tenemos el
diagrama conmutativo de mapas completamente contractivos:

/ max ¢ ;
max F——max F

m% lm‘“ v

max B
Del cual podemos deducir que (méx ) o (méx ¢) = max Idg = Idps p- Tomemos v €
M, (méx E); sabemos que ||(médx ¢),(v)|| < ||v]|. Supongamos que la desigualdad es estricta:
en tal caso tendriamos que ||[v]| = ||[(méx ), o (max ), (V)] < ||max V||| (méx @), (V)] < ||v|l,
lo que es absurdo. ]

Corolario 4.8.9. Si E es un espacio de Banach y consideramos la inclusion candnica J : E —
E**, o0 sea J,(f) = f(x), entonces mdazx J : mdax E — mdz E**, es completamente isométrico.

Demostracion. Primero veamos que la tesis vale si £ = M,. En este caso el mapa J es una
biyeccién (por las dimensiones). En consecuencia tiene un mapa inverso e isométrico. Por lo
tanto estamos en condiciones de aplicar la afirmacién anterior.

Para el caso general, tomamos v € M, (méx F). De acuerdo a (4.18): ||v||max = sup{||fn(v)|| :
f € b(E)}. Pero dado un mapa contractivo f : E — M, tenemos un mapa f**: E** — M** con
LI = II/**|l, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

E*>f M,

JE\L J/JMT

ok > M**
E f** T
Entonces [|v||max = sup{||fn(v)|| : f € b(E)} = sup{||(max Jps, )n o fu(v)||: f € bp(E) r € N} =
sup{|(£*)n(mdx Jp)a(0))]] £ € bo(E) € N} < supf |gn(mdx Jp)a(0)]| - g € by(E*) r €
N} = [[(méx Jg)n(v)||max- Pero ademas por ser Jg contractiva, se tiene que ||(méx Jg),|| <1y
por lo tanto se tiene que ||v]|max < [|[(max JE)n (V) |lmax < ||0||max- O
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4.9. Cuantizaciones y dualidad.

Supongamos que tenemos un espacio de Banach E. Sabemos que los mapas E* — M,, que son
w*—continuos son de la forma f — f,(v) para un v € M, (E). Por la construccién de la norma
en M, (min E), tenemos una identificacién isométrica M, (min E) = B?(E*, M,,) (usaremos esto
con E* en lugar de F ). Por otro lado, por la construccién de la norma en M, (méx F) tenemos
la identificacién isométrica M, ((max F)*) = CB(méx E, M,) = B(E, M,) = B°(E**, M,). La
pentiltima identificacién es por 4.8.6, y la tltima a través del mapa B(F, M,,) — B°(E**, M,),
dado por f — f** que es un isomorfismo isométrico por 5.4.1. Con lo que deducimos que tenemos
una identificacién isométrica M, ((max E)*) = M, (min (E*)). Observar que, si ¢ : (mix E)* —
min (E*) es la identificacién para n = 1, entonces las demas vienen dadas por ¢, y por lo tanto
tenemos que:

(méx E)* es completamente isométrico a min (E™)

Veamos ahora qué es lo que sucede con méx (E*). Primero veamos que si tenemos una C*-
algebra conmutativa, Z, ésta tiene una estructura natural de espacio de operadores (dada por
el teorema de Gelfand-Naimark) y que ésta coincide con su cuantizacién minimal.

Por el teorema de Gelfand-Naimark tenemos un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto (€2, 7) y un isomorfismo isométrico ¢ : Z — Cy(€2).

Definicién 4.9.1. Mediante la inclusién isométrica Cy(2) — [ (€2, C) tenemos una estructura
de espacio de operadores en C(€), la cual trasladamos a Z a través de ¢ y por ello suponemos
Z = (Cp(R2). Parala C*-élgebra conmutativa, Z, tomamos la estructura de espacios de operadores
recién definida.

Para ver que la cuantizaciéon minimal coincide con la estructura de espacio de operadores
anterior, basta probar que dado v € M,,(Z) se cumple que

||v]|mim = sup ||v(z)|| donde wv(z):= (Uz‘j(l’))ij

z€eQ ’
Consideremos la funcién ¢ : Q@ — Z* x — §,, v 0:(f) = f(z). Con ello sup{||v(z)|| : = €
0} = sup{||(dz)n(v)| : = € Q} con lo cual deducimos que vale (>).
Para terminar de probar lo que queremos, basta ver que: (0;),(v) < 1 Vz € Q = ||v]|mm < 1.
Por el teorema de Krein-Milman sabemos que Z; = co (ext(Zi"))w*, y por otro lado ext(Z]) =
{MNg: AeC A =12z € Q}. Sitomamos g = ;_;¢i(0z,), conzi,...,2, €Q,ycy,...,¢, €C,
tales que ), |c;| = 1, entonces tendremos que [|g,(v)|| < >, [cil|[(dz;)n(v)|| < 1. De acuerdo
a lo dicho antes, dada f € Z{, tenemos una red (g)), tal que cada elemento de ella es de la
forma descripta para g y la red converge débil* a f. Por ello: || fn(v)|| = || limx(ga)n(v)]| =

limy, [[(g2)a(v)]| < 1.
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Hemos hecho esto porque para el espacio de Banach E tenemos una inclusién isométrica
L: E— Z=Cy(Q) (porejemplo (2, 7) = (E],w*)). Por 4.8.5 tenemos un mapa completamente
isométrico min ¢ : min £ — min Z, es decir que la estructura de min E es determinada por la
de min Z. Consideremos el diagrama conmutativo:

L

E Z

W v |

E** L**; Z**

Que ** es una isometria se deduce de que ¢ es isometria, y por lo tanto ¢* es un cociente
exacto. Con esto, y usando que la cuantizacién minimal es estricta, tenemos que min ¢** :
min £** — min Z** es completamente isométrico.

Por otro lado, podemos ver el mapa t** como mapa de (min E)** a min Z**. Veamos que
L** es completamente isométrico para este caso. Dada n € M, ((min E)**) = CB((min E)*, M,),
queremos calcular la norma de (¢**),(n) € My, ((min 2)**) = CB((min Z)*, M,,). Tenemos:

1™)n ()| = sup{[l (ij 0 %), (W)l h € My ((min 2)")1}
— sup{[lnn o (()a(W)), Il : b € My((min 2)*);}
= sup{[[m(9)[| : g € Mp((min E)*)1} = ]|
Para la pentltima igualdad hemos usado que ¢, es una isometria, y por lo tanto (t*), = (tn)*
es un cociente exacto.
Concluimos que (min E)** es completamente isométrico a ¢**((min F)**) C (min Z)**. Por
otro lado, como Z** es una C*-algebra (ver [3] Corollary 12.1.3 ), su cuantizacién minimal es igual

a la natural. Por lo tanto las identidades de espacios de operadores: Z** = (min Z)** = min Z**.
Con lo visto antes:

S ((min E)*) C min 2 = min 2" 2O min ¢** (min E**)
Deducimos, observando que ¢** y min ** tienen la misma imagen:

(min E)** es completamente isométrico a min (E**)

En consecuencia tenemos isometrias completas (méx (E*))* = min E** = (min E)**, que
son compatibles con la dualidad (recordar que podemos definir la norma en M, (V') si conocemos
la estructura de V* como espacio de operadores) y finalmente:

méx (E*) es completamente isométrico a (min E)*.

En los argumentos usados antes teniamos en Z una estructura de espacio de operadores que
coincidia con la minimal.
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Definicion 4.9.2. Para un espacio de operadores completo V' decimos que es minimal si V =
min V, y mazimal si V = max V.

Proposicion 4.9.3. Si V es un espacio de operadores, entonces V' es minimal si y solo si es
completamente isométrico a un subespacio de una C*-dlgebra conmutativa.

Demostracion. Si V es minimal y Z2 = C(Vj*,w"), tenemos una isometria ¢ : V — Z dada
por () o = v(x) , que, por 4.8.5, deducimos que tenemos un mapa completamente isométrico
V = min (V) — min Z2 = Z. Reciprocamente si ¢« : V — Z = min (Z) es completamente
isométrico, en particular es isométrico y por 4.8.5 tenemos un mapa completamente isométrico
min ¢ : min V — min Z = Z. Como ambos mapas son completamente isométricos y tienen la
misma imagen debe ser V = min V. O

También existe una caracterizacién de los espacios maximales pero la omitiremos pues se
necesitan argumentos distintos y algunos resultados que estdn fuera del alcance del presente
trabajo.

4.10. Cuantizaciones en espacios de Hilbert.

Comencemos considerando el espacio de Hilbert 2 = {A : N — C: > | n]? < oo} con
el producto interno usual. Nos concentraremos en dos inclusiones de ¢2 en B(£2?), con las que
damos estructura de espacio de operadores a 2.

Llamemos e; al i—ésimo elemento de la base canénica de ¢2. Un operador T € B(£?) se
representa por una matriz:

<T61, 61> <T€2, 61)
<T€1, €2>

Una inclusién, la inclusién columna o : £2 — B(£?), esta dada por:
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Ambas dan a £? estructura de espacio de operadores, el espacio columna y el espacio fila res-
pectivamente. En lo que sigue trataremos de generalizar lo anterior para un espacio de Hilbert
cualquiera.

4.10.1. El espacio columna.

Si'H y K son espacios de Hilbert tenemos que B(H, K) es un espacio de operadores identifican-
do M, (B(H,K)) = B(H",K™). En particular B(C, H) es un espacio de operadores. Consideremos
la isometria C': H — B(C, H) dada por C¢(z) = 2£ para todo £ € H y z € C. Con ella definimos
una familia de normas || ||,, : My (H) — [0, 00), de manera que C' sea completamente isométrico,
esto es:

Si Cn N Mn(H) — Mn(B(C,H)) = B(Cn,Hn) ($i,j)i,j = (C$i,j)i,ja entonces:

1€lln == [ICn (I VE € Mn(H)

Definiciéon 4.10.1. A H con la estructura de espacio de operadores antes construida le llamamos
el H-espacio columna y lo denotamos H,.

Observacion 4.10.2. Si H = £2, lo que acabamos de definir coincide con el espacio columna del
inicio de la seccion.

Demostracion. Sean (V) € M, (£2)y B3',..., 8" € £2, tales que || B[]+ - -+]|8"]|*> < 1. Sabemos
que:

(eN9)(B,...,5") = ( e85, LC(A"’W’“)) = (ZﬂfAl’“,...,ZﬁfA"’“)-
k=1 k=1

k=1 k=1

Por otro lado:

Cn(A)(BL, ..., BT) = <Z ﬁ{“Alk,--~7ZﬁfA”’“> :

k=1 k=1

A partir de lo anterior es facil deducir que H (Le(AY ))”

| = lICa(37)]. =

A partir de la familia de normas que dan a H,. estructura de espacio de operadores podemos
definir una norma en M, ,(H.). Simplemente, dado v € My, »,(H.), tomamos r € Z* mayor
que n 'y m y completamos la matriz v con ceros hasta hacerla de tamano r X r, a la matriz
que resulta le llamamos v. Definimos ||v|| = ||v]|, la propiedad (M1) asegura que la definicién no
depende de r. Con lo anterior definimos la estructura de espacio de operadores en My, ,(H.).
Obsérvese que My, »(H.) es isométrico a B(C™, H™), y que a su vez M, ,,(B(C,H)) es isométrico
a B(C", H™). Por lo tanto, si Cp, p, : My n(He) — B(C", H™) = My, o(B(C,’H)) estéd dado por
(xij) — (C(z45)), entonces Cp, ,, €s una isometria.
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Con lo anterior obtendremos una férmula para la norma de un elemento (vi;) € My, n(He),
en términos de la norma de una matriz compleja.
Observacion 4.10.3. Tomemos £ € H y calculemos (C¢)* (el mapa adjunto): (Ce(z),h) =
(2§, h) = z(h,&) = (2, (h,&))c. Deducimos pues que (C¢)*(h) = (h,§). Si identificamos C = C*,
mediante z — v, donde v;(u) = zu para todo u € C, entonces tenemos que (C¢)*Cy = (1,&).

Veamos cémo usar lo anterior para calcular la norma en M, ,(H.); sea v € My, »n(He), luego

1ol = [|Crnn (0)I| = [|Cinn(0)* Conn (v) |7 = (Z (Conn(0)), <0m,n<v>>kj)

k=1 i,j=1

1 ) (4.20)
m n 2 m n 2
ol = (Z(Cvkn*cvkj) = <Z<vkj,vm>>
k=1 ij=1 k=1 i,5=1

Por la construccién de My, »(H.) tenemos una isometria ¢ : My, n(H.) — B(C", H™). Am-
bos son espacios de operadores. Veamos que la isometria da lugar a un mapa completamente
isométrico:

Mp (Mm,n(Hc)) e Mmp,np(Hc)
%Pi # \L
M, (B(C", H™)) —— B(C", HP™)

Los mapas indicados con (=) son isometrias sobreyectivas (por las construcciones respectivas),
v el mapa de la columna derecha es la isometria sobreyectiva que usamos para dar la norma en
Monpnp(He). Por lo tanto ¢, es una isometria. Hemos probado que M,, ,,(H.) es completamente
isométrico a B(C"™, H™). En particular: My, 1 (H.) = B(C, H™) = (H™)..

Una definicién alternativa para la norma en M, (H.) se puede hacer identificando M,,(H.)
M, @ H. Para oW, ..., o) e M, vy e1,...,e, € H tendriamos que:

o~

1
T r r * r 5
h h h
Z o @ ey = Z (al(j)eh)i,j = H (Z (az(j)eh)i,j> <Z (az(j)eh)i,]) H
h=1 h=1 . h=1 h=1
. 3 3
M5 Soetenaen) | =] (oo o
g,h=1 k=1 iy kh iy
r % a(l)
- Z(a(h))*a(h) - :
h=1 a(r)
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4.10.2. El espacio fila.

Para un espacio de Hilbert H tenemos isomorfismos isométricos 6 : H — H* y R : H —
H** = B(H*,C) = B(H, C) dados por: 0;(k) = (k,h) y Ry(h) = 6;(n) = (n, k).

Como B(H, C) es un espacio de operadores, podemos inducir en H una estructura de espacio
de operadores. Al espacio resultante lo llamaremos el H—espacio fila y lo denotaremos H,.. Por
la definicién que acabamos de dar, si n € M,(H,), entonces R,(n) : H — C", y se define

11l = [[Bn(n)]l
También en este caso es posible demostrar que el £2—espacio fila que acabamos de definir

coincide con el espacio fila del inicio de la seccién.

Observacion 4.10.4. Dado n € H,, el mapa (R,))* : C — H cumple que (R,)*(z) = 27.

Demostracion. (Ry(€),z) = Ry(£)z = (zn,&)n = (€, 2M)77 por lo que (R,)*(z) = 7. O
Como corolario tenemos que, dados &, 7 € H, con la identificacién C = C*: R, (R¢)* = (1, §).
Procediendo en forma andloga a lo visto para el espacio columna, dado n € M,, ,,(H,)

" 3

1Ml = 1R ()| = 1| Bon (1) (B (1)) || = <Z Rmk(ank)*>

= b (4.22)

1
2

= (Z%’k, Ujk))
k=1

También podemos probar que My, ,,(H,) es completamente isométrico a B(ﬁn, C™) y ten-
dremos que My ,(H,) = B(H",C) = B(H",C) = (H"),.

Nuevamente podemos obtener una expresién para la norma de M, (H,) con la identificacién
M, (H,) = M, ®H,. Tomemos oz(l), .. ,Oé(T) e M,yei,..., e, € H ortonormales. Esta vez sera:

3 0 @ ey = |3 ol (alh)):
h=1 h=1

Observacion 4.10.5. En el caso que dim H = 1 por la ecuacién anterior y por (4.21) tenemos
que la norma fila y la norma columna coinciden en M, (C) para cualquier n € N.

.3

= H [a(l) .. .a(r)} H (4.23)

Afirmacién 4.10.6. Si dimH = m > 1 y tomamos n € N entonces las normas en M ,(H.) y
M n(Hr) no coinciden.

Demostracion. Podemos suponer que n < m, pues en otro caso completamos con ceros. Tomemos
un conjunto ortonormal {ej,...,e,} en H. Por (4.20)

ey en)lle = || (fess e,

=l =1
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1
En cambio por (4.22) ||(e1,...,en)|r = HZ?:1<ej,ej>H ‘=n ]

Teorema 4.10.7. Si H y K son espacios de Hilbert entonces B(H,K) = CB(H¢,K.) como
espacios de operadores.

Demostracion. Tenemos que ver que, dada una matriz T' € M, (B(H, K)) = B(H™,K"), se tiene
que el mapa correspondiente T € M, (CB(He,K.)) = CB(He, M,K.), tiene la misma norma
que T

El mapa 7T se define de acuerdo a T(£) = (Tk’l(@)k,l' Fijemos ¢ € My(H.). Podemos escribir
£= Z§:1 a; ® fj, siendo { f1,..., fr} un conjunto ortonormal de H y «o; € M,,. Definimos Hy =
span{f;;j =1,...,r} y fijamos una base ortonormal {g1,...,g,} de >, ; Tk(Ho). Construimos
los coeficientes Ty (%, j), como aquellos que cumplen las ecuaciones: Tk:l( ) =2 Tha(i,5)gi
para todo k,l,j. Si To(i,j) = (Tk,l(i,j)),w» € M,y Ty = (To(4,7))i;, entonces tenemos que
ITo|| < ||T'|| por ser la primera la matriz asociada a la restriccién de la segunda en subespacios
de H" y K".

El mapa fp —1d®T: M, ® H. — M, ® M, ® K, satisface lo siguiente:

L&) =T | D ajofi| =Y aj@Tfi=> a;j@ | > Bri@Tulf))
j=1 j=1 j=1

k=1

q
.. .. 4.24
:E 04]‘®Ek,l®<§ Tk,l(la])gz) :E aj ® E Ty (i, ) Ery | @9 (4:24)
i=1 4,J

Jiksl k.l
= a;@Ty(i,j) ®gi
2]
Entonces
> =105 @ To(1,4)] I, To(1,1) ... I,®Ty(1,r)
%], . = s - s 5
np(Ne .
25:1 Qj ®T0(q7])_ Ip ®T0(q7 1) IP®T0(Q7T)
a1 @ In
< [ ® Toll : < TN N a1
ar @I,
Con esto concluimos que | T|| < ||| Para la otra desigualdad, si £ = (&1, .. .,&,) € H™, tome-
mos un base ortonormal {ei,...,e,} de span{{; : i =1,...,n}, y escribamos § = Z§:1 C(1,§)€55

donde ¢ ;) = (&, €;). Consecuentemente [|£]|? = D1 lcu,j)?- Identificamos My, 1(K.) = K" =
K™ entonces:
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]
Tii(er) Tha(er) ... Tii(er) :
& n
TE) = [D Ty = | : s o
! Toi(er) Tna(er) ... Tni(es) :’
LC(n,p)]
e ] e ]
= [(Tk,l(el)))kl S (Tk,l<ep)))k l:| C(ml) = Tl p([617 RN €p]) c(n,l)
’ a2 ’ €(1,2)
LC(n,p) ] LC(n,p).]

Usando la identificacién My, (M ,(K.)) = My np(Ke) v lo anterior:

ITEN < I Tuplers - s epDllera) | < I Tlleolllers - - eplllellél = 1T 1€]
O

De acuerdo al teorema anterior y a (4.10.5) tenemos la siguiente cadena de isomorfismos
completemente isométricos:

(H.)* = B(H.,C) =CB(H,,C) = B(H,C) = B(H**,C) = (H"),
Ahora si K = H* por isomorfismos isométricos:
(Kp)" = ((H")r)" = (He)™ = He = (K7)e

Proposicion 4.10.8. Para espacios de Hilbert H y K, tenemos una isometria completa y so-
breyectiva B(K*, H*) = CB(H,, K,).

Demostracion. Tenemos isometrias completas:

CB(H,,Kr) = CB((Kr)", (Hr)*) = CB((K")e, (H*)e) = B(K*, H*) 0

Proposiciéon 4.10.9. Para un espacio de Hilbert H, tenemos las identificaciones completamente
isométricas: He = (H)e y Hy = (H),.
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Demostracion. Para la primera, tomemos un conjunto ortonormal en H formado por ey, ..., e,
y matrices oM, ... aM) € M, si u = > oW ® e; sabemos que:

Il = I 2@ D il ) = 1 5500 958, 7 = | | S

Rl M ()
) ‘ . 1
el | =150 ey, gy = 150 0®) )
k,j Mn(Hc) o
Pero como el conjunto {ey,...,e,} es ortonormal en H procediendo como antes:
—— || 3 . L1
1@l v, (700 = HZ e = HZl a® a®|” = [|3;(a)*a®]|? lo que prueba la primera
aﬁrmacmn la otra se deduce analogamente. O
Por dltimo, observamos que (H.)* = (H*), = (H), = (H,), y observamos que el mapa

0 : H — H* podria definir un mapa completamente isométrico de H,. a (H.)*. Pero por lo de
arriba esto no sucede (las normas en M, (H.) y M,(H,) no coincden).

4.11. El ejemplo de Pisier.

El objetivo de esta seccién es probar que hay una tnica estructura de espacios de operadores
en un espacio de Hilbert H de manera que el mapa 6 : H — H* es completamente isométrico.

Para poder demostrarlo introduciremos primero ciertas herramientas que nos permitiran
usar una férmula para la norma que deseamos construir en el espacio de Hilbert. Denotaremos
como HS(K,H) al espacio de los operadores de Hilbert-Schmidt de I en H, es decir aquellos
operadores para los cuales existe una base ortonormal (e:)ier de K, tal que > . || Te;||* < co. En

HS(K,H) tomamos la norma || T[]z = (3=, | Te|| ) y obtenemos un espacio de Banach. Viendo
a K como espacio de Hilbert tenemos un mapa bilineal acotado u : H x K — HS(K,H), dado
por u(hk)(g) = (g,k)h, el cual define un mapa V : H ® K — HS(K,H). Veamos que es una
isometria.

Denotaremos V(n ® £) = T, 08 = u(n, ).

Sea v =73 .cupm® &, siendo (1), y (§;); bases ortonormales de H y K resp. (ver 5.1),
entonces:

> IvE)I =3

J

7"]

ZICTJ)IQ = [lvl?

Veamos que V es sobreyectivo. Para ello observamos que los operadores de rango finito de
K en H son densos en HS(K,H). Como V es una isometria, basta probar que los operadores
de rango finito estdn en la imagen de V. Para un operador de rango finito F' € B(K,H),

Z Cr,s) Ty, @€, (&)

T8
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consideramos (&;);cs una base ortonormal de Im(F'). Tendremos, para u € K:

F(u) = ZW F*(&))65 = ng RF* (&)

Jje€J Jj€J

lo que quiere decir que F' =V (3_; & ® F*(§;)).
Con la isometria V, tenemos una equivalencia unitaria o : B(H ® K) — B(HS(K, H))
w— VuV !

Afirmacién 4.11.1. Sib e B(H), a € B(K) y x € HS(K, H) entonces o(b ® a)(z) = bxa* (a

es el operador a actuando sobre H ).

Demostracion. Basta verlo para x = x € €S este caso:
cbea)(z)=Vbea)V i« z,q¢) = V(®a)(n ®&) = Tyeag- Ahora tomando z € K
Tpneae(2) = (2, a8)bn = b((a*z,§)n) = (bo TpoE © a*)(z). O

Corolario 4.11.2. Siu =) ,b; ®a; € B(H) @ B(K) entonces:
||u|| = sup {H Z bixa;

Demostracion. Sabemos que [|o(u)|| = ||ul|, y ademas ), bjzal = o(u)(x), por lo que basta usar
la afirmacién anterior. O

el <12 € HS(K, H)}

El producto interno de ‘H determina un mapa sesquilineal:

n

(1200 Min(H) > Ma(H) = My © My /- (1,6) = [(megnera)) = D (g ]}y ) © B
k=1

Dados &,1 € M,(H) = M,, ® H escribimos £ = 3, aM @ep, y =3, B% @ ey, siendo (ep)n

un conjunto ortonormal en H. Calculemos ((n|¢)):

((nl§)) = [Z ﬁ(f)oeé’f)] =Y "W @a® e M, ® M, (4.25)
k,li,j

h h

Teorema 4.11.3. Para cualquier espacio de Hilbert H, n € N y &, n € M,(H) se cumple que:

e < I mlm) 12 [1ElENI2
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Demostracion. Con la notacién anterior, usando el corolario previo, y tomando como espacio de
Hilbert a C™ (en tal caso la norma en HS(C™, C") estd dada por el producto interno (A, B) =

tr(AB*) ), se tiene:

s,y € M (C) [[fl2, [lyll2 < 1}

[{(n[€))] ‘ = sup {‘Qj BN zah), y)
h

= sup{ tr (Z ﬂ<h>mcv<h>y*)| L 2,y € M (C) ||z]2, [yl < 1}
h

Para z,y € M, (C) descomponemos x = v|z|, y = wl|y| (descomposicién polar) y definimos
3. Tenemos pues las

. 1 1 1
T = 3122, Y = Y1y siendo: z1 = vl|z|2, x2 = |z|2, y1 = wly[? y y2 = y|
siguientes igualdades:

r1x] = v|$|%|x|%v* = v|z|v* = |z¥|
viyy = ly*| woxl = |z[ yeys = |yl |zlllz = [l=llz [llylll2 = llyll2

Ahora:
r Zﬁ(h)x(a(h))*y*> < Z ‘tr BM 21 24 (a(h))*ygyf < Z tr ?Jfﬁ(h)xl Z2 (O‘(h))*y;
( h h ( ) h g Y

NI
N|=

<Z (55*)% % Ztr(ylﬁ xlxl(ﬁ(h))*gﬂ) tr(yg(a(h))mzxg(a(h))*ﬁ)

(w i (1) )

‘<a (ZW ®ﬂ(h>> (I ]ry |>
h

S5 o 5 : S a0 @a®

h h

1
2

SRR

< (Za’”@a(h) (Ia)) \y|>'<

g ) Iz 11 (EleN 12

VI

[N

|

O

Definicién 4.11.4. Dado un espacio de Hilbert H definimos la norma || ||o en M, (H) como

lllo = [1((€l€N 2.

Teniendo en cuenta el teorema anterior es inmediato que lo que acabamos de definir es una
norma (el teorema anterior prueba el andlogo de Cauchy-Schwarz).
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Proposicién 4.11.5. Para un espacio de Hilbert H, la norma || ||o es una norma de espacio
de operadores. Si consideramos a H y a H* como espacios de operadores a partir de la norma
| [lo, entonces el mapa candnico 1 : H — H* es completamente isométrico. Mds ain: la norma
I lo es la dnica estructura de espacio de operadores en H para la cual v es completamente
isométrico.

Demostracién. Primero veamos (M1)": [|€ @ nl|3 = [[((§ ® n]¢ @ n))]|. Reordenando las filas y

columnas: [[€ @ 7|3, = [[{(€)) ® ((nln)) & ((&lm) ® (IEN ] = max{[[€]13, InllB. [€llollnllo} =
méx{ €)%, 7115} = méx{||¢|lo, [[7]lo}? (la segunda igualdad es consecuencia del teorema ante-

rior).
Por otro lado {(a€6lagB)) = (@ ® DUEENB © B) v como (@ © @) = [aflfal = o]
18 @ B) Il = 1811181l = (18], concluimos que [lagBllo < [lellliElollBll. _ _
Veamos que ¥ es isométrico si consideramos en ‘H la norma || ||o. Si § € My, (H) con (§)w =
&1, tenemos el mapa ¢ = ¥, (€) € M, ((H)*) = CB(H, M,,), del cual queremos calcular la norma.
Para un n € M,,(H) tenemos:

em(n) = (i) = [¥n(©)(mij)] = [V (Era) (7)) = [(0ij, k)] =

(
teorema anterior deducimos que ||, (&)] < [[llolnllo = [|¥n(§)

(n|€)). Usando esto ultimo y el
oo < [€]l. Tomando 5 = k¢
deducimos que |[|¢,(&)|| = [[£]], ¥ por lo tanto que ||, ()|l < [|£]]. Esto muestra que ¢ es
completamente isométrico.

Supongamos que hay otra norma de espacio de operadores en H, digamos || ||’, que hace

a 1 completamente isométrico. De acuerdo a lo anterior ||£]|" = sup{|[{((n|¢))]| : [0l < 1}.
Tomando 7 = & deducimos que [[€]|" > [|€]lo. Por dltimo: [|€]|" = sup{[[{(n]&)[| : [In]l" < 1} <
sup{[[{(nlEN)1 : lInllo <1} = lillo- O
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Capitulo 5

Apéndice.

5.1. Espacios de Hilbert y productos tensoriales.

Lema 5.1.1. Si (E,[, ]) es un espacio con producto interno, entonces existen un espacio de
Hilbert (H,{ -, -)) y un mapa lineal e isométrico i : E — H, tales que:

» i(E) es denso en H
v v, w] = (i(v),i(w)) Yo,w € E

= todo mapa lineal acotado entre espacios normados T : E — F, siendo F completo, induce
un unico mapa T : H — F, con las propiedades: Toi =T y |T|| = ||T]|.

Demostracion. Sea (H,1i) la completacién (topoldgica) de E como espacio métrico. Observando
que H X H es una completacién de E x E; y que el mapa E x E — H (e, f) — i(e + f)
es uniformemente continuo, podemos inducir una suma en H. Lo mismo con el producto por
escalares. Esto le da a H estructura de espacio vectorial.

Ahora consideramos el mapa [, | : Ex E — C, que por lo observado antes induce una forma
sesquilineal ( -, - ) : H x H — C. Basta verificar que esta forma es un producto interno en H, y
que ademas la métrica que induce es la misma que la de H como completacién.

Por ultimo, dado el mapa T', por ser acotado es uniformemente continuo. Por lo tanto induce
un unico mapa T, que cumple 7% = T'. La afirmacién ateniente a la norma se deduce de esto
ultimo y de que i(E) es denso en H. O

Proposicion 5.1.2. Si 'H y K son C-espacios de Hilbert, y H ®, K es el poducto tensorial
(algebraico) de H y IC, entonces el mapa (-, - ) : (H®, K) X (H®qK) — C, dado por
(h@k,h @K'= (h,h)(k, k') Yh,h' € H k, k' € K, es un producto interno.

Demostracion. La construccién del mapa puede realizarse a partir de la propiedad universal del
producto tensorial.
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Verifiquemos que si u € H ®, K, entonces (u,u) > 0, y que (u,u) = 0 si y sélo si u =
0. Sabemos que u = Y. | z; ® e;, para algunos zi,...,z, € H y un conjunto ortonormal
{e1,...,en} en K. Luego:

n n
<u,u> = <Zl’1 & ei,2$i X €¢> = Z<$Z ®ej,r; ® €j> = Z<9§'i,:€j><€i,€j>
i=1 i—1 i.j i
= (@i, a) =Y [l
7 7

De esto se deduce que (u,u) > 0y que (u,u) =0 siy sélo si u=0. O
Para la siguiente proposiciéon en H ®, K tomamos el producto interno que construimos antes.

Proposicién 5.1.3. SiH y K son C-espacios de Hilbert, y H®4K es el poducto tensorial (alge-
braico) de H y IC, entonces existen un espacio de Hilbert HRIC, y un mapa i : H @, K — H® K,
tales que:

» i preserva el producto interno, esto es: (u,v) = (i(u),i(v)) Yu,v € H®4 K.
v ((H®qK) es denso en H® K.

w Si: H' y K' son espacios de Hilbert, i' : H' @, K' — H' @ K es el mapa que da la tesis de
este teorema, T € B(H,H'), S € B(K,K'), yT R4S : H®, K — H @4, K’ es el unico tal
que (T ®4 S)(r @ y) = Tx ® Sy, entonces tenemos un mapa T @ S € B(H® K, H' @ K'),
con [T @S| = ||T||||S|| v tal que (T ® S)i =i (T ®q S).

Demostracion. Los primeros dos {temes se deducen directamente aplicando 5.1.3.
Respecto de lo ultimo, usando los resultados antes citados, sélo resta ver que T ®, S :
H®, K — H ®, K’ es un mapa acotado tal que | T ®, S|| = ||T]|||S]-
Supongamos que K’ = K y S = Id (el mapa identidad), luego T'®, S = T ®, Id.
Sea u € H ®, K; podemos suponer que v = Y ;" 2; @ €; con Z1,..., &, € Hy {e1,...,en}
un conjunto ortonormal en K. Luego: [|ul|* = Z |2 ]1* v
(2

(T @0 D()|* = 1Y Twi @a eil® =Y _(Tai, Taj)eses) = Y I Tail® < IT)2lul.
i ,J v

De lo anterior se deduce que |[|T ®, I|| < ||T]|-

Ahora, en el caso general: ||T ®, S|| = |[(T ®q Idi)(Idir @4 S)|| < || TS|

Por ultimo, sean (n)neN ¥ (Yn)nen sucesiones en ‘H y K respectivamente tales que: ||z,| =
lunll = 1, Vn € N, |[Tzn|| — |T|l v [|Sznll — ||S]|. Entonces ||z, ®q yn| = 1, Vn € N,y
(T @4 5)(2n @a yn) | = [Tzl 1Synll — TSI

Con esto concluimos que ||T' ®, S|| = ||T']|||S|| y terminamos la prueba. O
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De acuerdo a la proposicién anterior podemos pensar ‘H ®, K como incluido en H & K.
Hallemos una base ortonormal de H ® K.

Sean (e;)ier v (fj)jes bases oronormales de H y K respectivamente. Afirmamos que O =
(€i ® fj)(ij)erxs €s una base ortonormal de H ® K. Primero observamos que es un conjunto
ortonormal.

Ahora supongamos que u € H®K es tal que (u,e; ® f;) =0,Vi € I, j € J. Queremos ver que
u € (H®,K)*, y por lo tanto u = 0. Si v € H ®, K queremos probar que (u,v) = 0. Escribimos
v=> T @y, con k € N. Veremos que v es limite de una red donde cada elemento de ésta
es una combinacién lineal de elementos de O, de ello deducimos que (u,v) = 0.

Veamos pues que v es el limite de una red con las caracteristicas anteriores. Basta verificarlo
para el caso v = x ® y. Si I’ y G son subconjuntos finitos de I y J respectivamente, consideremos
zp =Y (zedeneya = (yfi)fi Luego ap@ya = > (z,e)(y fj)e; @ f.

el JjeG (i,J)eFxXG

Por otro lado: [z @y — 2p @ycll < ||z — zrllllyll + 2y — yal, y como sabemos que

h’lgn |z —zp| = 1%11 lly — yc|| = 0 tenemos lo que queriamos.

5.2. Resultados sobre operadores en espacios de Hilbert.

Lema 5.2.1. Sean H y K F—espacios de Hilbert donde F =R o C, p: H x K — F una forma
sesquilineal acotada. Entonces existen unicos operadores T € B(H,K) y S € B(K,H), tales que
p(h,k) = (Th,k)x = (h,Sk)x, YVh e H, y k € K.

Lema 5.2.2. Si T es un operador acotado sobre un C-espacio de Hilbert H, entonces T es
autoadjunto si y sélo si (Tx,x) € R para todo x € H.

Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos 5.2.3. Si T € K(H) es un
operador autoadjunto entonces:

» sp(T) C sp,(T) U{0}. (El espectro puntual de T es sp,(T) = {\ € sp(T) : T — X no es
inyectivo })

= sp,(T) \ {0} es finito o infinito numerable. En el ltimo caso sp,(T) \ {0} = (An)nen, con

= Si X € sp,(T)\ {0} entonces Ker(T — \) es de dimension finita.
= FEziste una base ortonormal de H formada por vectores propios de T
» Si P, es la proyeccion ortogonal sobre Ker(T — \,) entonces:

1. 0 = P, Py, para todos n,m € N con n # m.

N
2. T = pen AnPu, es decir im [T =3 APu|| = 0.

n=1
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5.2.1. Operadores compactos y de tipo traza.

Los resultados necesarios para este tépico estdn en la seccién 6.3 de [9]. Por ello solamente
proporcionamos una demostracién elemental de un lema que, en el texto citado, se prueba
acudiendo a una versién del teorema espectral més general que la de la pagina anterior.

Lema 5.2.4. Para un operador acotado y positivo S sobre un espacio de Hilbert H, se cumple
que: si la suma )y, (Aey, ex) es finita para alguna base ortonormal (e) de H, entonces es finita
para cualquier base ortonormal y no depende de la base. Ademds A es compacto.

Demostracion. Si (fj) es otra base ortonormal, por el teorema de Fubini tenemos que:

> (Afs, £5) ZZ (fjr ex) (i e1) {Aep, er) = ZZ Firer){(fj, e (Aex, er)
J J j
= Z<€k7€l><Aek;€l> = Z(Aek,€k>~
k,l

k

Para ver que A es compacto, tomamos B = A3 de acuerdo a 5.3. Alcanza con ver que B es
compacto. Para ello basta probar que dada una sucesién (z,,)nen C H con ||z,]| < 1 entonces
(Bn),cy tiene una subsucesién convergente.

Observamos que dada la base ortonormal (ej)rer, se tiene que H? = > (Bey, Ber) < oo
(suponemos que la suma no es cero pues en ese caso la tesis es inmediata).

Fijamos la sucesién (z,) como arriba. Dado n € N sabemos que I, ={k € [ : (zy,ex) # 0}
es numerable, y por lo tanto Jo = |J,, [, es numerable. Concluimos que J := Jy U {k € I :
|Bek|| # 0} = {j1,j2, ...} también es numerable.

Ahora dado N > 1, definimos Py : H — H como la proyeccion otrtogonal sobre span{e;, :
1<i< N}y Jy={j1,...,jn}. Por otro lado, consideramos 2 = x,, para todo n € N. Dado

N > 1 sabemos que (Pn(a:N _1))n es una sucesién acotada en un espacio de dimensién finita,

n
N-1
n

y por lo tanto (ac
convergente.

Tomemos la subsucesién de (z,,) dada por (z)
de Cauchy, lo que concluira la prueba.

)n tiene una subsucesion, que denotaremos (xg )n, tal que (Pn(xg ))n es

es una sucesion

y veamos que (Bac%)N>1

N>1
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N+ N N+ N N+ N
1Sy — SeNIl < D Hanty — 2N, en)lllBel = Y [anih — 2N, ew)ll| Bex|+

k kedyr
N+
+ Z .’EN_i_Z—JJN,GkHHBGk”
kel—Jy
2 3
N
<[ T g -aer) (Sisar) -
kedns k
1 3
N+ 2 ’ 2
lemﬁ TN er)| S ISel? ] <
kel—Jn
1
2
N+ N+
<||Pryih — Payl|H + ey b —anll | Y [1Se]?
kel—Jy

1

2

<[Pyt —PaflH+2( > ||Sexl?
kel—Jy

2
€
Sabemos que dado € > 0 existe M € N tal que Z |Sex|® < 6 Ademsds existe un
kel—Jn
No € Ntal que si N > Ny y p > 0, entonces ||PxN — Pl

| < 53 Por lo tanto

HSx%iz —SzN|| <e si N>Nyp>0 M como antes.

O

Definicién 5.2.5. Para un operador positivo A € B(H), definimos tr(A4) = Z(Aek, er) para

k
una base ortonormal (eg)res (la suma puede ser infinita).

Lema 5.2.6 (Descomposicién polar). Dado A € B(H), si |A| = (A*A)% entonces existe un

unico operador U € B(H), tal que A = U|A|, U‘Ran|A|J_ =0y U‘Ran\A| es una isometria.

Demostracion. Tenemos que ||Az|* = (JA?z,x) = |||A|z|?. Si existe un tal U, entonces en
Ran(]A|) debe estar definida por U(|A|z) = Az. Veamos que la definicién no depende de la
eleccién de |A|z: si |A|z = |A]y, entonces por lo anterior |||A|(z —y)||? = 0. Adem4s es inmediato
que U es una isometria en Ran(|A|). Podemos extender U a Ran|A|, por ser este ultimo una
completaciéon de Ran|A| y U uniformemente continua. Como debe ser Upgyjaj. = 0, U queda
definida en H. O
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5.3. Raiz de un operador positivo.

En esta seccién resumimos algunos resultados, extraidos de [7], que nos permiten resolver el
siguiente problema: dado un operador positivo T' € B(H) encontrar un (dinico) operador positivo
S € B(H) tal que T = S2.

Lema 5.3.1 (Desigualdad de Schwarz generalizada). Si A € B(H) es positivo entonces:
|(Ah, k)| < (Ah,h)(Ak, k) para todos h,k € B(H).

Demostracion. Dado t € R consideramos u; = h + t(Ah, k)k, planteamos la ecuacién 0 <
(Auy, uy), desarrollamos el producto (Aug,us) (usando que A es autoadjunto) para obtener un
polinomio de segundo grado en ¢t. Obtenemos la tesis planteando que el discriminante del poli-
nomio debe ser no positivo. ]

Teorema 5.3.2. Sea (A,)nen una sucesion de operadores positivos tales que:
m Ap1 — Ay 20 para todo n € N.
» sup{||4n] : » € N} < c0.

Entonces (Ap)nen converge punto a punto en norma a un operador R € B(H) positivo. Con la
convergencia nos referimos a que:

lim||Rz — Apz|| =0 para todo x € H
n

Demostracion. Ver [7] O

Teorema 5.3.3. Dado un operador positivo A € B(H), existe un unico operador positivo T" €
B(H), tal que A =T?. A este operador T lo denotaremos medianteA? .

Demostracion. Ver [7] O

5.4. Topologias débiles en espacios de Banach.

Teorema 5.4.1. S5i V,W son espacios de Banach y ¢ : W* — V* es un mapa lineal, entonces
p es w*—continuo si y solo si cp‘W* es w*—continuo con la topologia relativa. En este caso existe
1

un unico mapa ¥ : V. — W lineal, acotado, y tal que ¥* = .

Demostracion. Para la equivalencia sélo es necesario probar el reciproco. Observamos que ¢ es
acotada, pues p(V[*) es w* compacto, y usando el teorema de la acotacién uniforme se deduce
que ¢(V}*) es acotado en norma.
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En caso de existir una ¢ como en la tesis, tendriamos el diagrama conmutativo:

Y ew

| |

kK *k
VW

donde los mapas J son los candnicos. Sabemos que los mapas Jy : V — V** v Jy : W — W**
son isometrias, y por el teorema de Banach son isomorfismos de espacios de Banach sobre su
imagen. En caso que ¢*(Im(Jy)) C Im(Jw), el mapa 1 queda tnicamente determinado por

P = <JW‘Im(JW)> o ¢* o Jy, lo que implicaria que 9 es acotada.
Para ver que ¢*(Im(Jy)) C Im(Jw) basta observar que el espacio dual de W* con la

topologia w*, es W. A partir de lo anterior se deduce que ¢ = ¥*, con ¥ acotado, por lo tanto
P* es w*—continua. O

Lema 5.4.2. SiV es de Banach y X es un subespacio cerrado en norma de V*, entonces X es
w*-cerrado si y sélo si X1 es w*-cerrado. Ademds existe un subespacio W de V, tal que X = W+
(el anulador), y tenemos un w*-isomorfismo lineal e isométrico entre X y (V/W)*.

Demostracion. El directo es inmediato, y el reciproco es consecuencia del teorema de Krein-
Smulian. Para el resto de las afirmaciones consideremos W =X, ={z €V : f(z) =0V f €
X}, es inmediato que W es w es un subespacio cerrado. Por lo tanto W es cerrado en norma.
Ahora W+ = (X,)* =X con la topologia w*, entonces W+ = X.

Por un lado, dada f € W+ tenemos que W C Ker(f), y por lo tanto f induce una tnica
funcional f : V/W — C, que cumple que ||f|| = ||f|l, vy f = f o 7mw. Con ello tenemos un mapa
lineal e isométrico W+ — (V/W)*. Para ver que el mapa es sobreyectivo: dado n € (V/W),
construimos 7) = n o my con Ty la proyeccién canénica. Es claro que 7) € W,

Es inmediato que los mapas W+ — (V/W)* f — fy (V/W)* — W+ 5 — 7 son w*-continuos
e inversos uno del otro. O
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