Trabajo Monogratico
Homeomorfismos de Brouwer en R?

Javier Correa

Orientador Martin Sambarino

Licenciatura en Matematica
Facultad de Ciencias
Universidad de la Republica
Uruguay



Resumen

El teorema de Traslacién de Brouwer afirma que dado un homeomorfismo f del
plano, que preserva orientaciéon y no tiene puntos fijos, entonces todo punto del
plano pertenece a un encaje topolégico propio L de R, disjunto de su imagen que
separa f(L) de f~'(L). Tales curvas son llamadas lineas de Brouwer. Patrice Le
Calvez en el 2004 probd que es posible construir una foliacion del plano por lineas
de Brouwer. Este trabajo consiste en probar este ultimo teorema, incluyendo los
resultados previos para que sea autocontenido.

Abstract

The Brouwer’s Translation Theorem asserts that, given an homeomorphism f of
the plane, which preserves orientation and is fixed point free; then every plane’s
point, belongs to a proper topological imbedding L of R, disjoint from its image
and separating f(L) and f~'(L). Such curves are called Brouwer’s lines. Patrice
Le Calvez in 2004 proved that its posible to construct a foliation of the plane by
Brouwer’s lines. This work consists in prove the last theorem, including previous
results making it selfcontain.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

1.1. Preliminares

Este trabajo es practicamente autocontenido. Para su lectura se necesita prin-
cipalmente nociones basicas de topologia. Los unicos tres teoremas destacados que
usaremos y pero no demostraremos son los siguientes:

Teorema (de Punto Fijo de Brouwer). Sea D un conjunto homeomorfo a {(z,y) €
R?:22+y> <1} y f: D — D una funcién continua. Entonces, existe v € D tal

que f(x) = .

Teorema (de Jordan). Sea I es un intervalo compacto de R y v : I — R? un
mapa continuo e inyectivo excepto en sus extremos donde valen lo mismo. Entonces
R? — (1) tiene exactamente dos componentes coneras, una acotada y la otra no.

Teorema (de Schoenflies). Sea I es un intervalo compacto de R y v : I — S* un
mapa continuo e inyectivo excepto en sus extremos donde valen lo mismo. Entonces
S% — ~(I) tiene eractamente dos componentes conexas. Ademds cada una de estas
es isotdpica a disco de S*.

1.2. Notaciones

Consideraremos R? con su orientacién y su estructura euclideana usual.

Llamaremos disco de R? a cualquier subconjunto del plano, homeomorfo al con-
junto {(z,y) € R?: 2? +¢y* < 1}.

Notaremos como int(A) al interior de A. Si bien, podriamos usar de forma mas
comoda /01, en algunas partes, la notacién quedaria sobrecargada de simbolos.

Una foliacién topoldgica unidimensional de R? es una descomposicién del plano
en subvariedades topolégicas de dimension 1 disjuntas que verifica lo siguiente: si
llamamos hoja a cada subvariedad de la descomposicion, tenemos que para todo
x € R? existe un abierto U, y un homeomorfismo h, : U, — R?, tal que para toda
hoja L que intersecta a U, existe una constante ¢y, tal que LNU ={y € U : h(y) =
(h(y), cr)}-

Llamaremos arco a todo mapa de I C R (un intervalo compacto) a R? continuo
e inyectivo a menos de los bordes. En la seccién 2, que trabajaremos con arcos de
traslacién los bordes podran tener la misma imagen. Sin embargo, a partir de la
seccion 3 los extremos de un arco seran distintos. Por lo general nos referiremos a
un arco como toda la clase de equivalencia, dada por reparametrizaciones de la curva
de forma estrictamente creciente. Pese a esto, en algunos casos lo importante sera la
imagen y no la orientacion y en dicha situacién nos referiremos como arco a toda
la clase de equivalencia, dada por reparametrizaciones, crecientes o decrecientes.
En todo caso, quedard claro la importancia de la orientacién. En particular, en la
notacién, no distinguiremos entre la curva y su imagen.

Llamaremos grafo del plano a una dupla (A, V') donde A es una familia de arcos
del plano, V C R? es cerrado y discreto y ademés Va € A, los extremos de a son
elementos de V. Decimos que es un grafo dirigido si los arcos estan orientados y



1 INTRODUCCION

existen dos funciones e,s : A — V tales que s(a) y e(a) son los extremos inicial y
final de a respectivamente. Decimos que es un grafo no dirigido si los arcos no estan
orientados.

Llamaremos linea de R? a todo mapa de R en R?, continuo, propio e inyectivo. O
mas precisamente, a toda la clase de equivalencia dada por reparametrizaciones de
la curva de forma estrictamente creciente. Por lo tanto una linea I', queda determi-
nada por su imagen y una orientacion. Gracias al teorema de Schéenflies podemos
construir un homeomorfismo h : R? — R? que preserva orientacién y ademéds tal
que hoT(t) = (0,t), para todo t € R. El conjunto cerrado h~([0, +o0) x R)
es independiente de h y lo notamos como R(I'). De la misma forma, notamos
L(T') = h™!((—00,0] x R). En particular R(I') — 'y L(T') — T son las componentes
conexas de R? — T

Decimos que dos lineas I y IV no se intersectan transversalmente si ' C R(I") o
' C L(I"). Esta relacién es facil de verificar que es simétrica. Més precisamente, I
y I” no se intersectan transversalmente si y sélo si una de las siguientes propiedades
se cumple:

» R(I") € R(I") (y por lo tanto L(I") C L(I)).
R(I") € R(T") (v por lo tanto L(T') € L(I"))
R(T)

L(T)

U R(T") = R? (y por lo tanto L(T') N L(I") =T NT).
U L(T") = R? (y por lo tanto R(T') N R(I') =T NT).

1.3. Introduccién

En esta tesis, estudiaremos los homeomorfismos del plano, que preservan orien-
tacion y son libres de puntos fijos. A estos mapas los llamaremos homeomorfismos
de Brouwer. Comencemos por recordar el Teorema de Traslacion de Brouwer que
afirma lo siguiente:

Teorema (de Traslacién de Brouwer). Sea f un homeomorfismo de Brouwer. En-
tonces, por todo punto del plano, pasa una linea T tal que f(I') € R(T') =T y
fYT) c L(T) —T.

Dado f un homeomorfismo de Brouwer, llamaremos [linea de Brouwer a to-
da linea que verifica la tesis del Teorema. Ademas de la demostracién original de
Brouwer|[Br12], deben senalarse las demostraciones debidas a Franks [Fr92], Guillou
[Gu94] y Le Calvez, Sauzet [LS96].

El teorema tiene consecuencias inmediatas, que dan un buena descripcion de la
dindmica de f. SiU = R(I')—R(f(I")) y consideramos W = J,,,, f"(U), entonces W
es un abierto, invariante por f y ademas fy- es conjugado por un homeomorfismo a la
traslacién en R%. Naturalmente, nos podemos cuestionar si W debe ser R?. Es decir,
si todo homeomorfismo de Brouwer es conjugado a la traslacion. La respuesta a tal
pregunta es negativa. Para eso, tengamos en mente el siguiente ejemplo. Supongamos
que f, es el tiempo 1 del flujo que tiene por érbitas, las mostradas en el dibujo.
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o
>

Sean L y Ly las dos rectas horizontales que son invariantes por f. Una propiedad
dindmica que cumplen las traslaciones es que para todo C' compacto, existe ng € N
tal que Yn > ng se da f*(C)NC = ¢. Sin embargo, si en nuestro ejemplo, tomamos
C un segmento de recta que une un punto de L; con un punto de L. Se verifica
facilmente que f"(C)NC # ¢ Vn € Zy por lo tanto f no es conjugado a la traslacién.

La demostracion del teorema, es bastante simple en tres casos particulares.

|

|

]
|

|

/
/
%
%

= f es el tiempo 1 de un flujo, inducido por un campo de vectores de clase C*.

» f se encuentra C! cerca de la identidad. O mds precisamente, D f, no posee
valores propios negativos para ningtin z € R?.

= f es un difeomorfismo que baja al toro y es isotépico a la identidad.

Analizaremos tinicamente el primer punto. Si v : R? — R? es el campo de vectores
que induce a f, sea u : R? — R? el campo de vectores dado por u = Tr/2 O U;
donde 7,5 : R*? — R? es la rotacién de dngulo 7/2. Es decir, v es un campo
ortogonal a wu. Puesto que f no tiene puntos fijos, por el teorema de Poincaré-
Bendixon sabemos que v no puede tener singularidades y por lo tanto u tampoco.
Por no tener singularidades, nuevamente por Poincaré-Bendixon, sabemos que las
orbitas del flujo inducido por u tienen que ser lineas. En particular, estas orbitas
son lineas de Brouwer para f, y en verdad, de esto obtenemos una foliacién C* del
plano por lineas de Brouwer. Mas aun, si queremos podemos aproximar u por un
campo C'™ y asi obtener una foliacion C'* del plano por lineas de Brouwer.

PN
\\\\\\\

Figura 1: Orbitas del flujo inducido por el campo ortogonal del ejemplo anterior.
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De los otros dos casos, podemos obtener también una foliacién C'* del plano
por lineas de Brouwer. El segundo es relativamente sencillo y el tercero es mas
complicado, cuyas ideas para la demostraciéon, vienen de la geometria simpléctica.
Estas situaciones, sugieren la pregunta natural de si es posible para cualquier homeo-
morfismo f de Brouwer, encontrar una foliacién del plano por lineas de Brouwer. Le
Calvez en [LeC04] da una respuesta afirmativa a esta pregunta y sobre ese trabajo,
se basa este principalmente.

Teorema (de Le Calvez). Si f es un homeomorfismo de Brouwer, entonces existe
una foliacion topoldgica del plano, donde las hojas son lineas de Brouwer de f.

El teorema de traslacion de Brouwer, es frecuentemente aplicado en el estudio de
la dindmica de difeomorfismos o homeomorfismos de superficies. El teorema anterior,
dice en particular que podemos elegir continuamente una linea de Brouwer por todo
punto del plano. Observemos ademas, que la dinamica de una foliacién, es de cierta
forma transversal a la dindmica del homeomorfismo. Por todo punto z € R? podemos
tomar un arco -, que una z con f(z), tal que v sea transversal a la foliacién. La
concatenacién de los arcos ys»(,) forman una linea transversal a la foliacién que
contienen la érbita de z.

La principal herramienta para demostrar el teorema de Le Calvez es la nocién de
descomposicion en ladrillos, libre y maximal, del plano. La nocién de descomposicion
libre es introducida por Flucher [F190] para mostrar la existencia de un punto fijo
en la versién topoldgica del teorema de Conley-Zehnder en dimension dos. Ademaés,
es utilizada en [LS96] para obtener una demostracién topoldgica del teorema de
traslacién de Brouwer. La nocién de descomposicion en ladrillos libre y maximal es
desarrollada y utilizada por Sauzet en su tesis [Sa01]. También fue aplicada por Le
Roux [LeR01] en un estudio de la dindmica de homeomorfismos del plano cerca de
un punto fijo con indice de Lefschetz # 1.

En la seccién 2, comenzaremos a desarrollar una de las principales herramientas
que daremos forma en la seccion 3. Sin embargo, esta seccién tiene interés propio
puesto que da una nocién e informacion, acerca de la dindmica de un homeomorfismo
que preserva orientacion en el plano. Los resultados de esta seccién son debidos
a Brouwer y pueden encontrarse también en [Br84]. En la seccién 3, veremos las
principales propiedades de las descomposiciones en ladrillos, obtenidas por Sauzet,
aunque, las demostraciones de la mayoria de los resultados de esta seccién son origi-
nales. En la seccion 4, a partir de una descomposicién en ladrillos libre y maximal
obtendremos una familia de lineas de Brouwer que luego induciran la foliacién. En
esta seccidén estudiaremos las principales propiedades del espacio de tales lineas.
En la seccién 5, construiremos la foliacién del plano por lineas de Brouwer. Sin
embargo, construiremos primero una quasi-foliacion y de ese punto modificaremos
la construccién para obtener finalmente una foliacién.



2 LEMAS DE EXISTENCIA DE PUNTOS FI1JOS

2. Lemas de Existencia de Puntos Fijos

El objetivo de esta seccion es desarrollar el preambulo para una de las herramien-
tas mas importantes que sera concretada en la siguiente seccién. La filosofia de los
resultados que aqui se muestran es la siguiente: si tengo un punto que en el primer
iterado se aleja pero luego vuelve cerca, entonces necesariamente debe haber un
punto fijo cerca. Esto es consecuencia de la falta de direcciones para moverse en R2.
Los resultados principales de esta seccion tendran como conclusion que f tiene al
menos un punto fijo, por lo tanto a partir de ahora f serda un homeomorfismo del
plano que solamente preserva orientacion.

2.1. Primer Lema - Discos Desbordantes

Lo primero que necesitaremos es la nocién de discos de desborde.

Definicién 2.1.1. Sean C'y D dos discos compactos del plano tales que int(C) N
int(D) # ¢. Si J es una componente conexa de la interseccién, donde int(J) # ¢,
sabemos que J es un disco. En esta situacién decimos que D desborda a C' a lo largo
de un arco vy C 9C =: ¢ si:

w int(y) C 0J
= los extremos de  son la interseccion de D =:d y

= existe un arco § C d determinado por v que verifica:

o int(d)J=1¢
e 7 UJ son la frontera de un disco A donde int(A) ()int(J) = ¢

Figura 2: Discos de Desborde
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Observacion 2.1.2. Como ¢ N d es un conjunto cerrado en ¢ y por lo tanto su
complemento es abierto se tiene que hay a lo sumo una cantidad numerable de arcos
de desborde. M4s atin, por ser ¢ homeomorfo a S! y estar acotado si hay una cantidad
infinita de arcos siendo estos {; }ien con {d;}ien v {Ai}ien los conjuntos asociados
respectivamente, tenemos que diam(vy;) — 0, diam(&;) — 0y diam(A;) = 0.

Con esto definido pasamos al primer lema de puntos fijos.

Lema 2.1.3 (Primer Lema de Existencia de Puntos Fijos). Si D = f(C) donde
f(vi) €6y o € f(v:) Vi €N entonces f tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Dado ¢ € N, por las condiciones del lema, existe [; un arco tal que [; C
int(6;) y 1;N f(v;) = ¢. Como A, es un disco, sea h; : A; — [0, 1]? un homeomorfismo
que preserva orientacién donde h(v;) = [0,1] x {0} y por lo tanto h(d;) = {0} x
[0,1]U[0,1] x {1} U {1} x [0, 1]. Podemos suponer ademés que h(l;) = [0,1] x {1}.
Definimos r : [0,1]* — [0,1]?* tal que r(z,y) = (z,0), y luego g : J — J de la

o m (1,1

.T.
h,C#,)

h, (%)
1

[0,m (01

Figura 3: imagen de h;

siguiente forma:
o) = f(x), si f(x)eJ
hi ' (r(hi(f(2)))), i fla) € A
Tenemos entonces una funcién que en particular es continua. Los tinicos puntos
donde la continuidad podria ser dudosa es en aquellos x € J tales que f(x) € ~;. Sin
embargo, por la construccion de h; y r, es claro que para un z en dicha condicion se
tiene que h; '(r(hi(f(z)))) = f(x) y por lo tanto queda g bien definida y continua.

Puesto que J es un disco y g es continua, por el teorema de punto fijo de Brouwer,
existe xy € J tal que g(xg) = xo. Si f(zo) € J, tendriamos que f(xo) = g(xg) = xo,
por lo que terminamos. Supongamos que f(xg) € A; y lleguemos a un absurdo. Si
f(zo) € A; entonces g(xg) € v; 0 sea que g € ; y por lo tanto f(zo) € f(v:) C d,
como f(y;) Nl = ¢, entonces h;(f(7;)) € {0,1} x [0, 1]. De esto, por la definicién
de g, concluimos que zy € {p%, pi} donde p} y pb son los extremos de ;.

Veamos que esto no puede pasar. Supongamos sin perder generalidad, que zo = p}
con h;(xg) = (0,0). Si g(xg) = xg, tenemos que h;(f(xg)) € 0 x [0, 1]. Hay entonces
dos casos:

= Si hi(f(p3)) € {0} x [% 1] y ademds si hi(f(p3)) = (0, 82), hi(f (p})

C

t1 < ty entonces, h;(f(v;)) C {0} x [0,1] y por lo tanto f(v;)
absurdo.

) =(0,t1) y
0; lo cual es
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» Sino ocurre el caso anterior tomando un punto ¢; € f~'(l;) deducimos que f
manda la orientacion dada por piphg; en la orientacion dada por f(p}) f () f(ph)
contradiciendo que f preserva orientacion.

]

Con este resultado, pasamos ahora a la nocién de los arcos de traslacién y usando
)
el primer lema, obtendremos el segundo lema de existencia de puntos fijos.

2.2. Segundo Lema - Arcos de Traslacion

Definicién 2.2.1. Decimos que « : [0, 1] — R? es un arco de traslacién si f(a(0)) =
a(l) y ademés f(a—{a()}) Na—{a(l)} = ¢.

Lema 2.2.2 (Segundo Lema de Existencia Puntos Fijos). Si o es un arco de
traslacion y existe n > 1 tal que f"(a — {a(1)}) N — {a(1)} # ¢ entonces f
tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Por simplicidad, notemos p = «(0). Razonemos por absurdo y tome-
mos k =min{n > 1: f"(a—{f(p)}) Na—{f(p)} # ¢}. Por la definicién de arco
de traslacién sabemos que k£ > 2. Orientamos ahora a para que sea creciente segin
t € [0, 1], es decir de p hacia f(p).

Como f*(a) N a es compacto, mirando la preimagen por (f* o a)~! en [0, 1],
concluimos que tiene un minimo ¢,. Definiendo entonces ¢ = f* o a(ty) resulta ser el
primer punto en f*(a) que intersecta a «.. A partir de ahora notaremos 7™ como el
subarco de f™(«) que tiene como extremo inicial 7 y extremo final s, siempre que r
y s sean puntos de f™(«).

Definimos ¢ como la curva dada por la unién compatible de los arcos orientados:

ci=qf) UM PG) U U ) U p)g

Como ¢ es homeomorfa a S* por la eleccién de ¢, aplicando el teorema de la curva
de Jordan sabemos que ¢ separa R? en dos componentes conexas, una acotada y la




2 LEMAS DE EXISTENCIA DE PUNTOS FI1JOS

otra no. Definimos C' como aquella componente acotada. Sea ahora D = f(C) y
d := 0D. Por la definicién de ¢ se concluye que

d=F@)Pp) VPP U U ) U (0)f(g)

Observemos que, en particular el arco f(q)f2(p)1 U j"2(p)f3(p)2 U f*(p)q )q se
encuentra contenido en ambas fronteras con la misma orientacion. Sl el caso fuera
int(C) Nint(D) = ¢, tendrfamos que f no preserva orientacién lo cual es absurdo.
Sea J el disco compacto tal que int(J) es la componente conexa de int(C) Nint(D)
que tiene al arco que va desde f(q) hasta ¢, anteriormente descrito como parte de
su borde.

Analicemos ahora los arcos de desborde. Si no hubiera, tenemos que D = f(C') C
C y por el teorema de punto fijo de Brouwer tenemos un punto fijo en C', por lo que
habriamos terminado. Suponiendo que hay arcos de desborde se deben encontrar en

k+1

qf(p)o U f(p)f(q)1 ya que el resto de la frontera de C' es compartida con D. La idea
ahora es usar el lema anterior, para eso nos resta probar que 6 € f(v) vy f(v) € 6.

Figura 4: arco de traslacién que se corta por primera vez en el k-ésimo iterado

Separemos el estudio en dos casos:

= v (F@)f(@) — {f(0)}) # é. Si ocurriese esto, en verdad f(p)f(q) C 7 por
la definicién de q.

-agww%mvcwu°<>m tenemos f(7) < J(@)?(p) U

2(p)f2(q) (Q) Luego como § C qfk1(p) U f*1(p)f(q) “*!1 En particular

f’““(p)f( ) o C & y por lo tanto f*1(p) € 6 pero f*1(p) & f(7).

e f(v) € 0. Es inmediato porque f*(p) € f(y) y si f?(p) € J estarfamos
contradiciendo la minimalidad de k.
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n Y C qf(p)o. De esto concluimos que f(v) C f(q)f2(p)1. Probemos que § ¢ f(7)
yf(y) g9

e 0 ¢ f(v). Es inmediato porque existe r extremo de d en o — {f(p)} ¥
f(v) C flo).
e f(7) € 4. Sino fuera cierto, obtengo r € f*(a — {f(p)}) N fla—{f(p)})

y por lo tanto f*(a — {f(p)}) N —{f(p)} # ¢ contradiciendo la mini-
malidad de k.

]

2.3. Tercer Lema - Puntos Periédicos

A partir del segundo lema, surge inmediatamente el tercer lema que dentro este
grupo de resultados. Sin embargo, antes de demostrarlo necesitaremos el siguiente
sublema:

Sub-Lema 2.3.1. Si f no tiene puntos fijos, entonces dado p € R? existe o un arco
de traslacion y t € (0,1) tal que a(t) = p.

Demostracion. Veamos primero que existe € > 0 tal que B, N f(B,) = ¢. Esto
se puede demostrar con un simple argumento de topologia y usando que f es un
homeomorfismo. Sin embargo, veamos otro argumento poco méas complicado, cuya
esencia serd repetida nuevamente. Razonando por absurdo, podemos construir los
conjuntos C,, = By 1/n N f(Bp1/n). Entonces {C, },>1 es una familia decreciente de
compactos no vacios. Luego, la interseccion de todos estos es no vacia. Sin embargo,
(N>1 Bpi/n = {p}. Por continuidad de f tenemos que (1,5, f(Bp1/m) = {f(p)}. De
lo que se concluye p = f(p) llegando a un absurdo.

Sea r = sup{e > 0: B, N f(Bye) = ¢}. Sabemos que existe porque el conjunto
se encuentra acotado por d(f(p),p) y ademds por lo anterior sabemos que r > 0.

Observemos que B,, N f(B,,) = 0B,, N df(B,,) y no es vacio. Si ¢ € B,, N
f(B,,), entonces f~(q) € 0B,,. Como q # f~'(q) definimos o de la siguiente
forma:

a(ty = L2+ (1=20f7q) site[0,1/2
Sl @=2t)p+ (2t —1)g site[1/2,1]
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Es claro que a es un arco, a(1/2) = p, f(a(0)) = f(f'(q) =¢=«
a C By, y f(a) C f(By,), concluimos que f(a)Na C {g,f(9)} = {a(1),(0)}
por lo que « es un arco de traslacién. O

Lema 2.3.2 (Tercer Lema de Existencia Puntos Fijos). Si f tiene puntos periddicos,
entonces tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Por absurdo supongamos que no tiene puntos fijos. Sea p un punto
periddico, por el sub-lema anterior, existe o un arco de traslaciéon y ¢ € (0, 1) tal
que a(t) = p. Luego si n = per(p) entonces {p} = f"(a — {a(1)}) Na — {a(1)}
contradiciendo el 2do Lema. O

2.4. Cuarto Lema - Cadenas de Discos Libres Periddicas

Apuntamos ahora a demostrar el tultimo lema, el cual serd el que utilizaremos
luego. Para esto, necesitamos definir el concepto de cadena de discos libres periddica.

Definicién 2.4.1. Una cadena de discos libres periddica es un conjunto de discos
del plano Dy, ..., D, tales que:

e f(D)NDi=éYi=1,....n

« DiND;=¢sii#j

» Para cadai=1,...,n— 1 existe m; tal que f™(D;) () Dit1 # ¢
» existe m,, tal que f(D,) N Dy # ¢

Sub-Lema 2.4.2. Sean z,y € R2, sean U y V abiertos que contienen al segmento
Ty y tal que Ty C V. C V. C U. Entonces existe h : U — U un homeomorfismo
isotopico a la identidad tal que h(x) =y y hjy_v = Id.

Demostracion. Sea v : R? — R? el campo de vectores constante v(p) = y — x. Sea
®, el flujo asociado a la ecuacién diferencial inducida por el campo v. En particular
®,(p) = p + t(y — x). Tomemos ahora W un abierto tal que 7y C W Cc W C V
y sea p : R? — [0,1] una funcién chichén, es decir diferenciable y tal que p = 1
y pve = 0. Definimos u : R* — R* el campo de vectores dado por la relacién
u(p) = p(p)v(p) y nos tomamos ¥, el flujo asociado a la ecuacién diferencial, que
es inducida por el campo u. Definimos finalmente h : U — U como h = W;. Por
ser el tiempo 1 de un flujo, h es isotépico a la identidad. Ademds, se tiene que
h(z) = Vy(x) = ®1(z) =y porque upy = v y Vt € [0,1] Vy(z) € zZy C W y por lo
tanto W,(z) = ®;(x). Por dltimo hjy_yv = Vyy_y = Id porque ujy_y = 0. O

Lema 2.4.3 (Cuarto Lema de Existencia de Puntos Fijos). Si f admite una cadena
de discos libres periddica entonces tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Para cada i = 1,...,n tomamos x; € D; tal que f™(x;) € D;q
sii<ny fM(x;) € Dysii=n. Sea zip1 = f(z;) sii <nyz = fm"(x,).
Sea A = |, U;n:lfl{fj(xz)} En cada D;, elejimos una poligonal p; que una z;
con x; y tal que p; N A = ¢. Tomamos entonces dos abiertos U; y V; tales que
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p; C Vi CV; CU; C D,; donde U;NA = ¢. Para cada i aplicamos el sub-lema anterior
tantas veces como cantidad de vértices menos uno tenga la poligonal p;, obteniendo
un homeomorfismo que preserva orientacién h; : R* — R? donde h;(U;) C Uj,
hi(2) = ;i y hyye = Id. Defino ahora h : R? — R? como h = h,, 0 --- o hy. Puesto
que los soportes de h; — Id son disjuntos dos a dos obtenemos que

T para otro caso

Definimos ahora ¢ : R? — R? tal que ¢ = foh. Por ser composicién de homeomorfis-
mos que preservan orientacién resulta un homeomorfismo que preserva orientacion.
En particular

G () = gt (g o)) gL f((2))) =

g (f () = g (f ) = g ) =
g () = = g™ (2) = ¢ (g(za) =
9" (f(R(z0) = g™ (f ) = [ (20) = 21
Concluyendo que ¢ tiene un punto periédico y por el tercer lema obtenemos
que existe ¢ un punto fijo de g. Ahora, tenemos que ¢ ¢ D; para ningin i porque
g(D;) N D; = f(h(D;)) N D; C f(D;) N D; = ¢. Pero entonces ¢ = g(q) = f(q) v
por lo tanto f tiene un punto fijo. El cuidado extra tomados con los elementos de

A es porque si no son tomados en cuenta, se podria modificar la nueva érbita de z;
perdiendo que sea un punto periédico. O

11
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3. Descomposicion en Ladrillos

Empecemos estableciendo que a partir de ahora, f serda un homeomorfismo de
Brouwer. El principal objetivo de esta seccion es definir, probar la existencia y estu-
diar las principales propiedades de las descomposiciones en ladrillos. Basicamente, la
continuidad establece que una funcién se comporta aproximadamente de la misma
forma en la vecindad de un punto. Por otra parte, las lineas de Brouwer hablan
acerca de la direccion en la que se mueve un punto bajo f. La idea de usar las
descomposiciones en ladrillos para lograr lineas de Brouwer es colapsar un entorno
a un objeto y estudiar el movimiento de ese objeto como un grafo dirigido.

3.1. Conceptos Basicos

Definicién 3.1.1. Una Descomposicion en Ladrillos es una terna (A, V, B) donde
A es un conjunto de aristas (que llamaremos arcos), V' es un conjunto de vértices y
B es un conjunto de discos cerrados del plano que verifican lo siguiente:

(A, V) es un grafo del plano no dirigido.

= V es discreto en R2.

Para todo v € V #{a € A : v es extremo de a} = 3.

Siendo E la unién de los elementos de A y de V como subconjuntos de R?
(que llamaremos el esqueleto de la descomposicion), los elementos de B son las
clausuras de las componentes conexas de R? — E, que llamaremos ladrillos.

Varias observaciones hay que hacerse. En primer lugar los arcos por el momento
no estan orientados. Les daremos una orientacion luego, cuando la descomposicion
sea libre y maximal que definiremos inmediatamente. El segundo punto es de suma
importancia, facilita el estudio y ademas garantiza que si dos ladrillos tienen un
vértice en comun entonces tienen un lado en comun.

Los arcos son compactos por lo que tienen sus extremos y entonces en la definicion
de E' los vértices no son necesarios. Sin embargo, lo definimos de esa forma porque
hace el concepto de esqueleto.

En particular, trabajaremos con ladrillos compactos. Si bien llevara un trabajo
extra lograrlos, es compensado por la uniformidad que tienen los argumentos pos-
teriores y que la compacidad hace simples los argumentos para demostrar varias
propiedades. En general, esta descomposicién se puede ver como una estratificacién
topoldgica de R?. M4s atin, los arcos acd son continuos, no necesariamente diferen-
ciables.

Si X C B nos referiremos a él indistintamente como un subconjunto de B o como
el subconjunto de R? dado por la unién de los elementos de X.

12
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3.2. Descomposiciones Libres y Maximales
Definicién 3.2.1. A continuacion definiremos varios términos importantes

» Decimos que dos ladrillos b y b son adyacentes si existe a € A tal que a C

obNob'.
= Decimos que (A", V', B’) es una subdescomposicion de (A,V,B) si E' C E.
= Decimos que una descomposicién es libre si Vb € B, f(b)Nb=¢

= Decimos que una descomposicion es libre y maximal si es libre y no admite una
subdescomposicion libre.

Observacién 3.2.2.

= La esencia de tener una descomposicién libre y maximal viene de una operacion
muy simple que se puede aplicar a una descomposicién en ladrillos. Si tenemos
una descomposicion libre, dada una arista, miramos los ladrillos adyacentes que
la tienen en su frontera. Si b U es un conjunto libre (f(bU V)N (bUY) = ¢)
entonces podemos “borrar” la arista. Esto es, sacamos a de A, pegamos las
correspondientes aristas, sacamos los vértices de a de V' y unimos los ladrillos,
obteniendo asi una subdescomposicion libre. Para ser mas formales, si v; y
vy son los vértices de a, sean at,a’ las otras dos aristas que tienen a v; como
extremo ademéds de a. Definimos entonces a, = a‘Ua} parai = 1,2. Siendo A’ =
(AU{CL’I, aé}) - {a7 CL%, CL%, a%? a%}v V= V_{vla UQ} y B = (BU{bUb/}) - {b> b/}7
resulta (A’, V', B') una subdescomposicion libre de (A, V, B).

= De la operacion anterior se deduce inmediatamente, que una descomposicién
es libre y maximal si y sélo si es libre y Vb, 0/ € B adyacentes, se cumple
fO)YNY # ¢o f(V)Nb # ¢. Esta tdltima equidad nos da una versién mads
manipulable de la condicion de ser libre y maximal, que serd la que utilizaremos.

Apuntamos ahora a probar la existencia de una descomposicién libre y maximal,
pero primero necesitaremos traducir los resultados obtenidos en la seccién anterior,
por esto tendremos que conformarnos de momento con el siguiente lema:

Lema 3.2.3. Dado f un homeomorfismo de Brouwer, existe una descomposicion en
ladrillos libre.

Demostracion. Para construir la descomposicion solamente determinaremos los la-
drillos; a partir de estos los vértices son aquellos puntos que se encuentran en la
interseccion de tres ladrillos y las aristas aquellas curvas que se encuentran en la
intersecciéon de dos ladrillos.

Comencemos descomponiendo el plano, por cuadrados de la forma [k, k + 1] X
[k, k' 4+ 1] con (k, k') € Z*. Si bien a cada vértice le llegan cuatro aristas de esto nos
ocuparemos luego. Primero construyamos una descomposicién del plano en conjun-
tos libres. Fijado un cuadrado [k, k+ 1] x [k’, k' 4 1], si es libre lo dejamos como esta4.
Sino es libre, lo escribimos como la unién de cuatro cuadrados iguales y miramos
ahora cada cuadrado individualmente. Tomamos uno de los cuadrados, si es libre
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

lo dejamos como estd, sino lo escribimos como uniéon de cuatro cuadrados iguales y
asi sucesivamente. Este algoritmo termina, puesto que sino, obtenemos una familia
de cuadrados {Q, }n,en compactos y decreciente tales que f(Q,) N Q, # ¢. Si q, €

Qn N f71Q,) entonces ¢y, f(gn) € Q. Dados n,m > 0 tenemos que si n > m ¢, €

Qm y por lo tanto d(qn, ¢m) < diam(Q,,) = QL,E por lo que {¢,}nen €s una sucesién

de Cauchy y tomamos entonces g = lim,, g,. Por otra parte d(q,, f(g,)) < ‘2/—3 de lo
que concluimos:

lo cual contradice que f no tiene puntos fijos.

Si indexamos Z? por N, podemos usar el algoritmo anterior en cada cuadrado.
De esto obtenemos finalmente una familia de cuadrados {Q, }nen que son libres, su
unién da todo R? y sus interiores son disjuntos dos a dos. Solo nos queda ahora
arreglar el tema de los vértices. Observemos primero que a cada vértice le llega a
lo sumo 4 artistas. Esto se verifica observando que en el algoritmo se mantiene esta
propiedad en cada paso. Para solucionar el problema hay varias formas de hacerlo,
una es en cada vértice con cuatro aristas, modificar ligeramente una arista, para
que queden dos vértices que le llegan 3 aristas a cada uno y ademas que los nuevos
“cuadrados” se mantengan libres. Sin embargo, me parece mas elegante hacerlo de la
siguiente forma: Si B$,1 /n, €8 la bola de centro v y radio 1/n segtin la norma 1, entonces
para cada v existe un n suficientemente grande tal que f(B}J,l/n) N B})J/n = ¢, sino
existiera un tal n con el mismo razonamiento al del sub-lema 2.3.1 terminamos
probando que f(v) = v. Tomemos ademés n para que 1/n sea menor a un tercio del
tamano menor entre las aristas que llegan a v. Siendo {v; };en los vértices conflictivos,
definimos entonces

neN 1€N €N

que claramente define una descomposicion en ladrillos libre. O

l

Figura 5: Modificaciones para transformar vértices de 4 artistas en vértices de 3 aristas
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3.3. Orbitas de los Ladrillos

Teniendo probada la existencia de una descomposicién libre, introduzcamos una
notacién. Dados b,0’ € B, b — V' significard que f(b) NV # ¢.

Definicién 3.3.1. Se define naturalmente la funciéon ® : P(B) — P(B) por
PX)={eB:TeX/b->1}
Anélogamente se puede definir &~ : P(B) — P(B) por
P (X)={teB:3Fbe X/t —b}

La siguiente proposicion traduce lo probado en la seccién anterior, al lenguaje de
los conceptos que manejamos ahora.

Proposicion 3.3.2. Dada una descomposicion libre, si b € B entonces

b |Jereh)

n>1

Demostracion. La idea para demostrar esto es razonar por el absurdo y suponer que
existen by,...,b, € B ladrillos distintos entre si, tales que by — --- — b, — by.
A simple vista, podriamos pensar que tenemos un absurdo directo del cuarto lema
de existencia de puntos fijos. Sin embargo, los b; no son abiertos sino compactos
y tampoco son necesariamente disjuntos, pueden intersectarse en su frontera. Es
posible modificar ligeramente los arcos para que si b — b’ entonces f(int(b)) N
int(l') # ¢ y en esta situacion el resultado es directo del cuarto lema puesto que
int(by),...,int(b,) forman una cadena de discos libre periédica. Sin embargo, el
resultado es cierto en general sin tener que recurrir a modificar la descomposicion.

Podemos pedir que si j > ¢ + 1 no ocurre b; — b;, de lo contrario consideramos
by = -+ = b —b; = bj1 = -+ — b, = b;. También podemos pedir que si j > iy
b; — b; entonces j = n et = 1, de lo contrario consideramos b; — b1 — ...b; — b;.
Es decir, si miramos el conjunto B como los vértices de un grafo donde las aristas
estan dadas por b — b, la proposicién dice que no hay ciclos en el grafo. El absurdo
es suponer que hay un ciclo y en tal caso, tomamos uno que no tenga un sub-ciclo
contenido.

Para cada ¢ = 1,...,n — 1 sea z; € b; N f1(biy1) y zis1 = [f(x;); sea x, €
by N f7 (b)) v 21 = f(z,). Puesto que x; y 2z; estdn en b; me tomo ; C b; una
curva que une x; con z; donde ademads int(vy;) C int(b;). Veamos que estas curvas
son dos a dos disjuntas. Puesto que los interiores de las curvas estan en los interiores
de los ladrillos que son dos a dos disjuntos, tenemos que probar tinicamente que
los extremos de las curvas (si es que ya no estan en el interior de los ladrillos) son
disjuntos.

Sea j > i, si x; = x; entonces f(x;) € bjs1 y por lo tanto b; — b1 lo cual es
absurdo. Si x; = z; entonces b;_; — b; lo cual no puede ser. Si z; = z; 0 2, = x5
entonces b;_; — b; lo cual tampoco ocurre.

Sea ahora 0 < r := min{d(v;,7;) : @ # j}. Como b; es libre, v; también y por lo
tanto existe 0 < r; < r/2 tal que D; = B(~;,7;) es un disco del plano libre. De lo
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contrario, usando la compacidad de ; podriamos encontrar un punto en ; N f(7;).
Finalmente Dy, ..., D, es una cadena de discos libres peridédica y por el cuarto lema
de puntos fijos, obtenemos un absurdo. O

3.4. Existencia de una Descomposicién Libre y Maximal

Lema 3.4.1. Dado f un homeomorfismo de Brouwer, existe una descomposicion en
ladrillos libre y maximal.

Demostracion. En virtud de la observacion 3.2.2, uno se encontraria tentado a tomar
una descomposicion libre cualquiera y unir ladrillos hasta que quede una descom-
posicién maximal. Sin embargo, con este proceso podriamos perder la compacidad
de los ladrillos. Por ejemplo tomemos la descomposicién en ladrillos dada por la
familia

B={kk+2 x[k,K +1] CR*: k+k espar }

Con esta descomposicién R? queda como una pared de ladrillos en el sentido cotid-
iano. Tomemos f : R*? — R? dada por f(z,y) = (z,y + 3/2) la traslacién del vector
(0,3/2). La descomposicién en ladrillos inducida por B resulta ser libre puesto que
la altura de cualquier ladrillo es 1 y estamos trasladando verticalmente el ladrillo
3/2. Tomemos un ladrillo cualquiera b € B y observemos que tiene 6 ladrillos ady-
acentes: dos arriba, uno a derecha, dos abajo y otro a izquierda. La imagen de b
por f intersecta a los de arriba; la pre-imagen de b por f intersecta a los dos de
abajo y por lo tanto, segtn el algoritmo solo podriamos unir b con los ladrillos que
se encuentran a su izquierda y a su derecha. Como esto es para cualquier ladrillo; al
final los ladrillos obtenidos serfan de la forma R x [k, k + 1].

Como se menciond anteriormente, es beneficioso trabajar con ladrillos compactos
y por lo tanto, resulta evidente que partiendo de una descomposicién libre, unir
ladrillos no va a ser suficiente. Tendremos entonces que modificarlos en su forma.

El algoritmo para hacer esta construcciéon tiene sus bases en hacer un recorrido
de un grafo en anchura. Recorrer un grafo en anchura es, tomar un nodo inicial y
procesarlo. Agregar a la lista de préximos nodos a recorrer todos sus nodos adya-
centes. Procesar el primer nodo adyacente y agregar al final de la lista de proximos
nodos a recorrer todos sus nodos adyacentes no procesados. Pasar al segundo nodo
y asi sucesivamente. Esta forma de recorrer consiste en visitar un nodo, luego to-
dos sus adyacentes, luego todos los adyacentes de los adyacentes y asi hasta visitar
todos los vértices del grafo o indefinidamente si el grafo es infinito. Este recorrido,
por ejemplo es el utilizado para asignar el nimero de Erdos a un investigador. La
importancia de este recorrido es que para un grafo infinito todos los nodos (de una
componente conexa del grafo) son visitados.

El grafo con el que trabajaremos tiene por nodos los ladrillos y las aristas de-
terminadas por la adyacencia entre los ladrillos (como subconjuntos de R?). De la
definicién, por ser R? conexo, es claro que el grafo queda conexo y por lo tanto
todos los ladrillos seran visitados. Un primer problema a la vista es que los nodos
no quedaran intactos. Todo lo contrario, la frontera de algunos ladrillos sera modi-
ficada y otros ladrillos seran unidos. Sin embargo, no se crearan nuevos ladrillos. La
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operacion de modificar un ladrillo va a ser, tomar dos ladrillos adyacentes y modi-
ficar el arco que se encuentra en la interseccion de los dos, agrandando un ladrillo
y achicando el otro, pero ambos se mantendran ladrillos. Por otra parte los ladrillos
que son unidos, van a ser adyacentes por lo que el nuevo conjunto también sera un
ladrillo. Pensemos la unién, como la operacion de colapsar dos nodos a uno solo,
donde las aristas que llegan al nuevo nodo, es la union de las aristas que llegaban
a los ladrillos antes de ser unidos. Si bien esto hace que el concepto de recorrer el
grafo pierda sentido pues el grafo va a cambiar constantemente, en el algoritmo un
ladrillo que fue procesado, no volvera a serlo y por lo tanto el conjunto de ladrillos
procesados nos dara la descomposicion en ladrillos libre y maximal.

Sin més especulacién del algoritmo, pasemos a la construccién de la descomposi-
cion. Primero tomemos un descomposicion libre, que existe por el lema 3.2.3. Dados
byt € B dos ladrillos adyacentes decimos que estan bien relacionados si b — b’ o
b — b. Observemos que por la proposicién anterior los dos casos no se pueden dar
simultdaneamente, sino tendriamos b — b — b. Si todos los ladrillos tienen una buena
relacién con sus adyacentes, entonces por el segundo punto de la observacién 3.2.2
tenemos una descomposicion libre y maximal. Lo que vamos a hacer es modificar de
a un ladrillo, para que tenga una buena relaciéon con todos su vecinos.

Notaremos el conjunto de los ladrillos adyacentes a b como ady(b) y el entorno de
b como E(b) = ady(b)U{b}, mas en general si X C B notaremos E(X) = (J,cx E(D).
Inductivamente definimos E"(X) = E(E" (X)) donde E'(X) = E(X).

Comencemos entonces con la construccién. Fijemos primero by € B. Si este
fuera muy chico tal que no tiene una buena relacion con ninguno de sus vecinos, lo
agrandaremos de la siguiente forma: Como R? = |, -, E"(bo) existe mg > 1 tal que
E™ (by) N f(by) # ¢ y por lo tanto existe ng tal que E™ (by) es libre pero E™T (b))
no. Se dan entonces dos situaciones:

» existe O € E™T(by) — E™(by) tal que E™(by) U b no es libre. En ese caso
definimos bf, := E™(by).

= no ocurre lo anterior y existen V' y 0V’ € E™T1(by) — E™(by) tales que b’ Ub” no
es libre. En ese caso definimos b) := E™ (by) U b'.

Sea ahora By = {b € B : b ¢ by} U{b,}, donde b}, primero representa un conjunto
de ladrillos y luego representa un ladrillo. Por simplicidad de la notacién by sera by,.

Logramos entonces una familia de ladrillos de una descomposicién libre donde
ademads existe b’ € ady(by) tal que by y b’ tienen una buena relacion.

Lo que haremos ahora es modificar a by y sus adyacentes para que by tenga una
buena relacién con todos sus adyacentes y ademés si O, b” € ady(by) y son adyacentes
entre si entonces también tienen una buena relacién. Esto se podria ver como obtener
lo deseado localmente.

Cuando nos refiramos a iterar el proceso sobre un ladrillo, estaremos hablando de
la serie de operaciones que realizaremos a partir de ahora sobre by y sus adyacentes
para lograr la situacion deseada localmente. El paso anterior, es un paso inicial que
no serd necesario repetirlo puesto que, cada vez que comience a procesar un nuevo
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ladrillo, por la forma en que lo elegiremos, ya va a tener un ladrillo adyacente con
el que tiene una buena relacién.

Sea b? un ladrillo adyacente a by que tiene una buena relacién con este. Enume-
ramos el resto de los ladrillos adyacentes a by a partir de b? seglin aparezcan en la
frontera de by recorriéndola en sentido horario.

Figura 6: by y sus adyacentes enumerados

Sea entonces ady(by) = {b7,...,0% }, donde b) y b9, son adyacentes si i =
1,....kg — 1, y b} y b)) también son adyacentes Comencemos por generar una
buena relacién entre los adyacentes de by.

Afirmamos que existe un i; tal que 1 < iy < kg y U] 1 ] es libre pero U
no. Sino ocurriera esto, quiere decir que ady(by) es un conjunto libre. Como bo y
b9 tienen una buena relacién, se da b9 — by o al revés. Supongamos que el caso
es VY — by, esto querfa decir que f(b?) Nby # ¢. Como supusimos que ady(by) es
libre entonces necesariamente f(ady(by)) C by. Puesto que f es un homeomorfismo
y bo es compacto, tenemos que f(by) C by y luego por el teorema de puntos fijos de

Brouwer f tendrfa un punto fijo. Sea entonces b = U i1 b?

Continuando, es claro que existe 75 tal que i1 < iy < kg y U

1
si iy < ko entonces U;Qtl 1 O

que b} y b} tienen una buena relacién porque b?l 1 C by

i1+1 bO

0
i~y 41 b5 es libre pero

no es libre. Siendo b} = U? 1141 b9 resulta inmediato

0
vt b] es libre

pero si i3 < ko entonces U;:”tlﬂ b} no es libre. Sea by = UJ * i1 0] Es claro que
by y b} tienen una buena relacién. Si iz = ko, y b y by tienen una buena relacién
terminamos, sino redefinimos b} := b} U b} y damos por terminada esta parte. Si
i3 < ko iteramos el paso de este parrafo sucesivamente. Puesto que #ady(by) = ko
en menos de ko pasos terminamos, logrando los ladrillos b, ...,b, donde b} y b;,,
son adyacentes con una buena relaciéon parai=1,...,k —1;y b y b,,Cl tamblen son
adyacentes con una buena relacion.

A la familia de ladrillos {b € By : b # ) Vi = 1,...,ko} U {b},.... b, } la
notaremos como Bj. Puesto que hasta ahora tinicamente hemos unido ladrillos y
por la forma en que lo hicimos B} induce una descomposicién en ladrillos libre.

Observemos una propiedad importante de este primer paso. Supongamos que en el
conjunto de los ladrillos {b{, . .., b } aparecen tres ladrillos consecutivos b0 15 b], i1
tales que b9_; y b9 tienen una buena relacién y b) y b9, también tienen una buena

relacion. Si k es el paso en donde i, > 7 — 1, como b?_l U b? no es libre tenemos

Si io = kg terminamos, sino existe i3 tal que io < i3 < ko y U
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

que 7 < 7 y por lo tanto 7, = 7 — 1. En el paso siguiente como b? U b?+1 no es libre
iry1 = J y por lo tanto by, = bY. Esto quiere decir que b§ no es modificado en el
proceso. Esta propiedad al final va a hacer que los ladrillos ya procesados no sean
modificados mientras se procesan otros ladrillos.

Tenemos entonces by donde sus adyacentes en B son bf, ..., b, y ademéds tienen
una buena relacién entre si donde corresponda y b} tiene ademds una buena relacién
con by. Nuestro objetivo ahora es modificar los b} para que tengan todos una buena
relacién con by, pero con el cuidado de que b} mantenga las buenas relaciones que
tiene con todos sus vecinos, no sélo con sus ladrillos adyacentes comunes a los de
byo. Preservar estas relaciones hara que una vez procesado un ladrillo b, cuando
procesamos otro ladrillo ¥’ que tiene un adyacente comun a b, sea este b”, al modificar
b” no pierda la buena relacién que tiene con b.

o
0
9

Figura 7: A la izquierda se encuentra una representaciéon B luego de la primera parte del algoritmo.
A la derecha una representacién de los ladrillos b, b’ y b donde los pintados de gris representan
los ladrillos ya procesados

Sean 77 < ... < j; los indices de aquellos bjl- que no tienen una buena relacién con
by. Puesto que j; > 1, tenemos que b}rl tiene una buena relacion con by y ademas
con b;l. Esto nos da las siguientes posibilidades:

1 1 1 1
= bj, = bj,_y0bj = by

En realidad, los dos puntos anteriores se encuentran relacionados. Mas atn by —
bj, 1 < bj, = b}, ypor lo tanto b} | — by < bj_; — bj . La razén de esto es
muy sencilla, como bjl1 y by no tienen una buena relacion, la descomposicién inducida
por unirlos es libre y si el caso fuera by — b}l_l y b}l_l — b]l-1 entonces, en la nueva
descomposicién tendriamos by Ubj, — b}, — by Ubj, contradiciendo la proposicién
3.3.2.

Supongamos que estamos en el caso by — by, y b; — b ;. O sea f(bo) b}, #
¢y f(bj,)Nbj,_, # ¢. Siay d sonlas aristas comunes a b; , y b, y a b},
y b}, respectivamente; entonces f(bj, Ubg) N (a U a') = ¢. Lo anterior es cierto
porque estamos suponiendo que b}l U by es libre. Sea C' la componente conexa de
bj,_1 — f(boUbj,) que tiene en su frontera a a y a a’. Por ser by y b;_; adyacentes, no
puede ocurrir f(bg) C bj, _; sino bj _; no serfa libre. Andlogamente no puede ocurrir
f(bj,) € bj, ;. Y por lo tanto C es un disco.
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

En la frontera de C' hay dos opciones no necesariamente una excluyente de la
otra. Estas son:

» existe [ C by tal que f(I) C 0C.
= existe I’ C 9bj, tal que f(I') C OC.

Figura 8: Representacién de los ladrillos bg, bjlll_1 y b}l

Supongamos que ocurre la primera. Para garantizar que al final de la operacion
que realizaremos ahora, bj, _; siga siendo un ladrillo necesitaremos que f(int(bg)) N
int(b;rl) # ¢. Si este no fuera el caso, y por lo tanto la interseccién se da entre
las fronteras, podemos modificar levemente la frontera de b}l_l (agrandandolo) para
que asi sea, con el cuidado de mantener la condicién de ser libre para el ladrillo
agrandado y mantener todas las buenas relaciones que tiene el ladrillo adyacente a
bj, 1 que fue reducido.

Lo anterior suena mas complicado de lo que verdaderamente es. Recordemos que
un ladrillo b siempre tiene una cantidad finita de adyacentes. Mantener las buenas
relaciones es: si achicamos b en b'; lo que necesitamos es Vb" € ady(b) donde b — b” o
b — bmno ocurra f~1(0")Nb C b—1b sib— b’y tampoco pase que f(b")NbC b—V
si b — b. Es decir, si por cada b” tal que b — b tomamos un punto zy» € f(0”")Nb
y por cada b” tal que b — b” tomamos un punto zy» € f~(0”) Nb. Entonces lo tnico
que tenemos que pedirle a la modificacién es que xy ¢ b— b V" y con esto el nuevo
ladrillo b’ tiene las mismas buenas relaciones que las que tenia b.

Estamos entonces en la situacion f(by) N OC # ¢. Lo que vamos a hacer ahora es
agrandar a bj en b3 achicando a b}, en b3 _; para que b3 N f(by) # ¢, logrando
que b?l y by tengan una buena relacion. Claro estd, que la modificacién se hara para
que 5?171 tenga las mismas buenas relaciones que tenia b}lfl. La forma de hacer esto
es muy sencilla, supongamos que x1,...,x, son los puntos definidos en el parrafo
anterior para b, _;. Como C' es un disco tomamos un arco v C C donde int(y) C
int(C'), tiene un extremo en d’, el otro en f(I) y ademds z; ¢ v Vi. Tomamos ahora
e > 0 tal que D, = B(7,¢€) es un disco, no contiene a ningin z;, D, N f(bjl-l) =0y

ademds D., C int(bj _,Ubj ). Definimos entonces b3, = D, Ubj, y b, =bj _, — D,.
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

Como pedimos que f(int(by)) N int(b}l_l) + ¢, b?l_l es conexo y por lo tanto
un disco. Si no hubiéramos pedido tal condicién hubieran quedado 2 componentes
conexas. Nos quedd b3 libre porque f(b% ) Nb5 = f(bj, UD,) N (b;, UD,) C f(bj, U
bj,—1) N (bj, U Dy) = (f(b5,) N (b5, U D)) U (f(bj, 1) N (bj, UD,)) C (f(bj,) Nbj,) U
(f(b5,) VD) U (f(bg,1) O (b5, U b, 1))

Donde el primer término es vacio porque bjl-1 es libre, el segundo por construccién
de D, y el tercero porque b}l_l es libre y ademas como supusimos que se da b}l —
b}rl no ocurre lo opuesto por la proposicion anterior. Que b?rl es libre, resulta
inmediato porque esta contenido en bgl'l—r Finalmente, los x; nos garantizan que
b _, mantiene las buenas relaciones de b; ;. Como bj C b3, el nuevo ladrillo no
pudo perder ninguna buena relaciéon, mas aun gano una buena relacién con by.

En el caso en que existe I’ C c%jl-l tal que f(I') € OC, pero no I, hacemos
exactamente lo mismo salvo que v tiene un extremo en f(I') y el otro en a y el
ladrillo que agrandamos es by.

Para el caso by, — by y bj,_; — bj en vez de trabajar con f(b;) v f(bo),
trabajamos con f~1(bj) v f~"(bo).

Lo que hacemos ahora es aplicar todo este procedimiento a bjl2 y asi sucesiva-
mente. Si j, = ji 4 1 trabajamos con b3 en vez de bj . Luego aquellos ladrillos bj
que no fueron modificados los llamamos b?. Al final logramos que by, b%, . .., b? sean
ladrillos de una descomposicion libre, donde de los anteriores, todos aquellos que son
adyacentes, tienen una buena relacion entre si. Observemos que de este ltimo paso,
si aparecieran tres ladrillos b}_l, bjl-, bjl. 41 tales que todos tienen una buena relacion
con by entonces el del medio no es modificado. En verdad no es necesario el primer
ladrillo b}fl pero ahora quedara claro porque lo explique asi.

Lo que hacemos ahora es aplicar el procedimiento que hicimos en by a b?. Ob-
servemos que entre los adyacentes de b?, by aparece entre b3 y b?. Como by y b?
tienen una buena relacién y ademds tienen buenas relaciones con b3 y b7, por lo
que observamos anteriormente by no es modificado cuando procesamos. Continua-
mos procesando sucesivamente b2, ..., b7 y por las mismas razones que para by, los
ladrillos ya procesados no resultan modificados.

Sea B; la familia de ladrillos resultante de remplazar los ladrillos nuevos por los
ladrillos viejos despues de procesar b7. Continuamos procesando ahora los ladrillos
de E%(by) — E1(by) (donde el sub-indice 1 viene de la familia B;) de forma orde-
nada segun aparezcan en 0FE;(by) orientandola de forma horaria. Luego procesamos
los ladrillos de E3(by) — F3(by) y asi sucesivamente de a niveles. Por la forma del
algoritmo, como ya dijimos los ladrillos ya procesados no son modificados y por lo
tanto tenemos que Ej(by) = Ea(by) = E,(bo) Vn > 1, E3(by) = E2(by) Vn > 2y
mas en general E(by) = E"(by) Vn > m. Por otra parte, inductivamente se ve que
E"™(by) C El'(by) y por lo tanto J,,~, E(by) = R2. Si entonces definimos B’ como
B'=,,>1 E7(bo), nos queda una familia de ladrillos que induce una descomposi-
cién libre y maximal porque todos los ladrillos tienen una buena relacién con todos
sus adyacentes. O
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

Teniendo finalmente garantizada la existencia de una descomposicién en ladrillos
libre y maximal, a partir de ahora fijaremos la descomposicion para una f dada.

3.5. Conexién en B

Veremos ahora un concepto ttil, que resulta natural definirlo en el conjunto de
los ladrillos.

Definicién 3.5.1. Decimos que X C B es conexo si Vb, b’ € X, existen by,...,b, €
X tal que by = b, b, =1 y b; es adyacente de b;, 1 sii=1,...,n— 1.

Proposicién 3.5.2. Si X C B lo identificamos en R?, entonces las nociones de
conexion coinciden. Ademds si X es conezxo entonces ®(X) es conexo.

Demostracion. Para ver lo primero, por esta vez notemos X' = (J,cx b C R2. De

hecho, si X’ es conexo como X’ = int(X’) entonces X' es arcoconexo. Dados b, 0’ €
X, tomamos z € b, 2’ € V' y v :[0,1] — X’ un arco tal que v(0) =z y (1) = 2.
Sean by,...,b, los ladrillos tales que existen 0 =tp <t1 < ... <t,—1<t,=1€
[0, 1] donde ~([to,t1]) C b1,...,¥([tn—1,ts]) C b,. Entonces by = b, b, =V y dado
ie{l,...,n—1} ~(t;) € bjNb;1 por lo que b; y b1 son adyacentes y por lo tanto
X es conexo.

Si X es conexo y X’ no lo fuera, existen Y’ y Z’ subconjuntos de X’ cerrados,
disjuntos y no vacios tales que X’ =Y’ U Z'. Dado y € Y’ existe b, € X tal que
y € b,. Como los ladrillos son conexos b, C Y’. Andlogamente existe b, € X tal
que b, C Z'. Sea entonces by, ...,b, tales que by = by, b, = b, y b; es adyacente
de b4 para i = 1,...,n — 1. Por el mismo razonamiento aplicado a b,, cada b;
estd contenido en Z' o Y'. Sea j < n tal que by, ...,b; estan contenidos en Y’ pero
b1 estd contenido en Z’. Como b; y bj41 son adyacentes, entonces existe a € A tal
que a € b; N b,y y por lo tanto Z' NY' # ¢ lo cual es absurdo.

Veamos que si X es conexo, ®(X) es conexo. Por lo anterior, si identificamos X
como un subconjunto de R? tenemos que f(X) es conexo. Luego

ox)= |J b= |J (XU

b:Iye f(X)Nb b:3ye f(X)Nb

Si b es tal que existe y € bN f(X), como by f(X) son conexos, y f(X)Nb # ¢,
entonces f(X) U b es conexo. Luego si b y b’ estdn en ®(X) entonces estdn en la
misma componente conexa porque f(X) C (f(X)Ub) N (f(X)Ud) y por lo tanto
(X)) es conexo en R2. De lo anterior ®(X) es conexo en B. O

3.6. Propiedades de una Descomposicién Libre y Maximal

Lo que haremos ahora es estudiar las propiedades que tiene una descomposicién
libre y maximal. La primera de ellas es que podremos orientar los arcos de A y luego
veremos que estas orientaciones no son arbitrarias, sino ricas en propiedades.

Comencemos con una consecuencia muy sencilla pero importante de la proposi-
cién 3.3.2 y que la descomposicion sea libre y maximal.
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

Observacion 3.6.1. (Orientacién de los arcos)

Dado a € A un arco, sean b y b’ los ladrillos adyacentes que tienen a a en su
frontera. Puesto que la descomposicién es libre y maximal, se da b — b o b’ — b.
De la proposicién 3.3.2 sabemos que el o antierior es excluyente, sino tendriamos
b — b — b lo cual no ocurre. Esta situacién nos permite orientar a de la siguiente
forma:

= si b — b/, entonces orientamos a para que b’ se encuentre a la derecha de a y b
se encuentre a la izquierda de a.

» si ' — b, entonces orientamos a para que b se encuentre a la derecha de a y v/
se encuentre a la izquierda de a.

Notaremos [(a) al ladrillo que se encuentre a la izquierda de a y r(a) al ladrillo
que se encuentre a la derecha de a. La orientacién de a, permite naturalmente definir
entre sus extremos (que son siempre distintos) el extremo inicial que llamaremos s(a)
y el extremo final que llamaremos e(a). Observemos que tanto s(a) como e(a) son
elementos de V.

Figura 9: Orientacién de a en el caso b — b’

Tenemos ahora definida una orientacion en los arcos de nuestra descomposicion,
lo que queremos ahora es estudiar las concatenaciones compatibles de los arcos. Esto
motiva las siguientes definiciones

Definicién 3.6.2. Una familia de arcos {a;}ic; C A, indexada por I C Z, es
admisible si e(a;) = s(a;4+1) cuando 4,7+ 1 € I. En tal caso, podemos definir un arco
orientado I' = [ [,.; a; mediante la concatenacién de los arcos, donde la orientacion
coincide con la dada en a; cuando restringimos I' a a;.

Definimos la vecindad derecha de T' como r(I') = {r(a;) : i € I'}. Andlogamente
definimos la vecindad izquierda de T' como I(T") = {i(a;) : ¢ € T}.

Con estas definicién apuntamos ahora a probar una proposicién que da una des-
cripcién de la frontera de un ladrillo. Para eso necesitamos primero un sub-lema.
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

Sub-Lema 3.6.3. Dado b € B, existen a,a’ € A tal que b =r(a) = I(d).

Demostracion. Supongamos por absurdo que db = [[\_, a; donde e(a;) = s(a;+1)

parai=1,...,n—1y ademas e(a,) = s(a1). Sean by, ..., b, los ladrillos adyacentes
a b que comparten ay,...,a, con b respectivamente. Pensemos primero en el caso
b=r(a;) Vi.

Esto quiere decir que b; — b Vi y por lo tanto no ocurre b — b;. Como ademas
b es libre, concluimos que f(b) N E(b) = ¢. Esto implica que f(b;) N E(b)¢ # ¢ Vi.
Como f(b;) es conexo obtenemos que existe j; € {1,...,n} tal que f(b;) Nbj, # ¢ o
sea b; — bj,.

Sea g : {1,...,n} — {1,...,n} tal que g(i) = j;. Entonces tenemos que b; —
bg1y = bgz1y = <+ = bgnry — .... Como los b; son finitos en algiin momento dos
ladrillos se repiten en la secuencia anterior, llegando a un absurdo.

Para el caso b = l(a;) es andlogo mirando hacia el pasado. Sino, basta observar
que una descomposicion en ladrillos libre y maximal para f, también es una descom-
posicién en ladrillos libre y maximal para f~! pero la orientacién de los arcos es la
inversa. O

Proposiciéon 3.6.4. La frontera de un ladrillo b es la union de dos arcos bien
orientados:

TL,

F:Hai yF':Ha;
donde s(ag) = s(ayp), e(an) =e(a,,) yr(I') =1(T) = {b}.

El vértice inicial comtn de ag y af, lo notaremos como s(b). El vértice final comin
/
de a,, y al, lo notaremos e(b).
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

Demostracion. Supongamos que no es cierto. Puesto que la frontera de b no puede ser
un tnico arco bien orientado por el sub-lema anterior, deben existir ay, as, as, a4 € A
arcos de la frontera de b que verifican:

» Si g = s(ay) y recorremos 0b desde x en el sentido determinado por la ori-
entacién de aq, encontramos aq, as, a3z y a4 en ese orden.

= 7(a1) = r(az) = l(ag) = l(as) = b.

Sean by, by, b v by los ladrillos adyacentes a b con quien comparten la arista a;
respectivamente. Por la orientacion de las aristas, tenemos que by — b, b3 — b,
b — by y b — by. De esto, la informacién que nos interesa es la siguiente:

Como ®({b}) es conexo en B, by, by estan en ®({b}) y son adyacentes a b, entonces
{b} U ®({b}) es conexo en B y en particular es un anillo que encierra en B una
componente conexa y acotada que tiene a b; o a b3.

Para ver esto, como f(b) Nby # ¢, f(b) Nby # ¢ y b es libre, ni by ni by estan
contenidos en f(b). Si C' la componente arco-conexa de (bU by U by) — int(f(b))
que tiene a b. Sean y; € Of(b) Nby N C e yy € If(b) Nby N C. Sean xo = f~(yo)
v x4 = f1(y4). Sea v una curva inyectiva en b que une x con x4 donde ademds
int(y) C int(b). Sea § una curva inyectiva cuya imagen esté en C, que une y, con
ys. Luego la curva f(v) U es una curva cerrada que por el teorema de Jordan
separa R? en dos componentes conexas; una acotada y la otra no. Observemos que
f(y)ud C f(b)ubUbyUby C ®({b})Ub. En particular, como v C b, f(y)Nb= ¢.
Como un extremo de § estd en by y el otro estd en by, podemos suponer que 9 corta
una sola vez a4 y una sola vez ay. Si orientamos f(7) U 4, sin importar cual sea
esta orientacion tenemos que by esta a la derecha y b3 a la izquierda o al revés, por
como definimos los arcos a;. De esto se concluye que (int(®({b})Ub))¢ (en R?) tiene
una componente conexa acotada donde b; o bs estd contenido en ella. Notémosla
como X.
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3 DESCOMPOSICION EN LADRILLOS

Figura 10: En la figura de la izquierda se encuentra una representacion del ladrillo b, donde la curva
verde representa a ¢ y la curva azul representa a f(7). A la derecha se encuentra un representacién
de la descomposicién en ladrillos donde el conjunto de ladrillos en gris representa ®({b})

X puede ser identificado con un conjunto de ladrillos en B el cual es finito y tiene
a by 0 a b3. Supongamos a partir de ahora que b; estd en X. Del sub-lema anterior,
como b; — b, tenemos que existe b tal que ] — by. En particular b} no puede estar
en ®({b}) porque sino, tendriamos b — by — by — b lo cual es absurdo. Es claro,
con el mismo razonamiento que b} no puede ser b y por lo tanto b} € X. Aplicamos
de nuevo el sub-lema sobre b y obtenemos v, donde 0}, — b}. Por las mismas razones
by ¢ ®(b) U {b} y por lo tanto by € X. Pero ademds by # b y b, # by. Iteramos el
paso ahora en b), y asi sucesivamente. Cada nuevo 0/, que obtenemos tiene que estar

en X y tiene que ser distinto de los b},...,0,_,y de b; puesto que sino, estariamos
en contradiccion con la proposicion 3.3.2. Como X es finito, en menos de #.X pasos
obtenemos un absurdo. O

Veamos ahora una observacién simple pero importante que es consecuencia de la
proposicién 3.3.2.

Observacién 3.6.5. Si v € V| sabemos que existen tres arcos en A que tienen
como extremo a v. En particular v no puede ser el extremo final de los tres arcos ni
tampoco el extremo inicial. De modo mas formal: Dado v € V, existen a;,as € A
tal que s(a;) = e(ay) = v.

Ademas, de esta observacion concluimos que dado v € V, existe b € B tal que
v =5(b) ov=ce(b).

Demostracion. Por absurdo, supongamos que v = s(ay) = s(az) = s(a3) donde ay, as
y as estan indexados de forma horaria. Sean by, by y b3 los ladrillos que tienen a v en
su frontera y verifican b; = l(a;). Entonces tenemos que by — by — by — by lo cual
es absurdo. La situacién es andloga para v = e(a;) = e(as) = e(as).

by by b b
&)
a, by W = 5(h) v = gib)
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3.7. Subconjuntos Atractores y Repulsores de B

Para terminar esta seccion, estudiaremos la nocion de conjuntos atractores y
repulsores en B. Traducir la nocién de un conjunto atractor al lenguaje de la des-
composicion en ladrillos es una pieza esencial a la hora de buscar lineas de Brouwer
en la estructura que estamos trabajando. La razon de esto es clara: si I' es una linea
de Brouwer, R(I') es un conjunto atractor.

Definicion 3.7.1. Decimos que X C B es un conjunto atractor si verifica
(X)X
Decimos que X C B es un conjunto repulsor si verifica
P (X)C X
Estudiemos ahora algunas de las propiedades de los conjuntos atractores y repul-
sores.
Proposicién 3.7.2. (Propiedades de los conjuntos Atractores y Repulsores)

1. X es atractor si y solo st B — X es repulsor.

2. Sea {X;}ier una familia de conjuntos de B. En primer lugar se verifica:

o <Ux> = Jo (X)) o <ﬂX) c (@ (X)

iel iel iel iel
Si los X; son atractores, entonces la union y la interseccion de los X; son

atractores. Ademds se dan los resultados andlogos para ®~ 1y los conjuntos re-
pulsores.

3. Si X es un atractor (repulsor), toda componente conexa de X también es un
conjunto atractor (repulsor).

4. El conjunto
ey
n>1

es atractor, conexo y no contiene a b.

5. 81 X esun atractor y a € A verifica a C 0X entoncesr(a) € X yl(a) € B—X.
Demostracion.

1.Seab € B—X.Silt € & ({b}) N X entonces tenemos que b’ — by luego
be d({b'}) C X lo cual es absurdo. La demostracién del reciproco es analoga.

2. La parte de los atractores es inmediata a partir de las dos relaciones de los
conjuntos. Para la unién, v’ € @ ({J,.; X;) siy sélo si existe b € [J,; X; tal que
b— b siysélosiexistei € I ybe X; tal que b — b siy sélo si existe i € [
tal que b’ € ®(X;) siy sélosi b’ € [J,o; P (X5).

Para la interseccién. Si v/ € ® (ﬂiel Xi) entonces existe b € [),.; X; tal que
b— U y por lo tanto tV/ € ®(X;) Vi € I.
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3. Sea X’ una componente conexa de X y sea b € X’. Como b € X tenemos que

O({b}) C X. Luego, puesto que existe b’ € B adyacente a b tal que b — b'. Por
ser ®(b) conexo, es P({b}) U {b} conexo y ademdas ®({b}) U {b} C X. De esto
concluimos que ®({b}) U {b} C X’y por lo tanto ®({b}) C X".

. b no esta por la proposicién 3.3.2. Ademas es atractor porque

® (U <I>”({b})> = [Je@"({oh) = [J 2"({op) < |J e"({v})

n>1 n>1 n>2 n>1

Para ver que es conexo, basta observar que b U ®({b}) es conexo y usar que:

U ey = J@"{op uem({o}) = [J 2 ({oy u e({b})

n>1 n>1 n>1

Como ®"({b} U ®({b})) es conexo y ®"({b} UD({b})) N ®" ({b} U D({b})) =
"+ ({b}) # ¢ obtenemos finalmente que (J,,~,; ®"({b}) es conexo.

. Si fuera al revés, entonces [(a) € X y como [(a) — r(a), obtenemos que r(a) €

X. Por lo tanto r(a) Ul(a) C X y entonces a C int(X) por lo que a ¢ 0X.
[l
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4. Lineas de Brouwer en el Esqueleto

En esta seccién estudiaremos las lineas de Brouwer que se encuentran contenidas
en el esqueleto E. No sélo las estudiaremos individualmente,también las analizare-
mos como un espacio al cual le daremos una topologia y un orden.

Sil' = HieZ a; donde los a; es una familia admisible indexada en Z, tienen
sentido r(I'), I(T"), R(I") y L(I'). Es recomendable revisar las definiciones de los
anteriores conjuntos que se encuentran en 3.6 las primeras dos y en 1.2 las ultimas
dos. Nétese que r(I') y R(I") son distintos. En particular r(I') € R(I") y andlogamente
() ¢ L(T)

4.1. FE-Lineas de Brouwer
Comencemos por definir las E-lineas.

Definicién 4.1.1. Decimos que I' C E es una E-Linea de Brouwer si es una linea
de Brouwer.

Lo que haremos ahora es mostrar un teorema que nos dara informacién de como
encontrarlas.

Teorema 4.1.2. Sea X un atractor y I' una componente conexa de 0X. Entonces
los arcos de A en I' son una familia infinita admisible indexada en Z y ademds I" es
una E-linea de Brouwer.

Demostracion. Veamos primero que es admisible. Por el dltimo punto de la proposi-
cién 3.7.2, r(I') = {r(a) : a C T'ya € A} C X. Sean a,a’ € A arcos en I' tales
que e(a) € a'. Supongamos por absurdo que e(a) # s(a’). Esto quiere decir que
e(a) = e(a’), que implica r(a) = I(a’) o r(d’) = l(a).

Si el caso es r(a) = l(a') tenemos que r(a’) Ul(a’) C X, por lo que @’ no esta en
la frontera de X. Si el caso es r(a’) = [(a) entonces r(a) Ul(a) C X, por lo que a no
estd en la frontera de X.

Si I' = [],c; ;i como I' es una componente conexa del borde de una variedad
topoldgica, o es un homeomorfa a St o es un encaje propio de R en R?. Por lo tanto
I = Z o podemos suponer que [ = {1,...,n} y ademas e(a,) = s(ay).

Supongamos que [ es finito y e(a,) = s(ay). Por el teorema de la curva de Jordan
y que los a; pertenecen A concluimos que existen X; y X5 subconjuntos de B tales
que son disjuntos en B, B = X;UX,, R*—T = int(X;)Uint(X3) y ademés podemos
suponer que X; contiene a r(I') y X5 contiene a [(I"). Uno de los dos X; o X5 debe
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ser finito, ya que identificados en R? uno debe ser acotado. Supongamos que X; es
finito.

Sea by = r(a;) € X1, sabemos que existe by € B adyacente a by tal que by — bs.
En particular by # l(a1) y by # by y por lo tanto by € X;. Existe luego b3 € B
adyacente a by tal que by — bz, en particular by # by, by # by y si by € r(I") entonces
by ¢ I(I") por lo que by € X;. Sucesivamente, si tomamos by, by, ..., by, ladrillos en
X tales que by — by — - -+ — by, donde b; # b; si i # j y b; es adyacente a b, ;1 para
1=1,...,m—1. Sabemos que existe b,,1; € B adyacente a b,, tal que b,, = b;,11 y
en particular by, 1 # b; Vi = 1,...,m. A su vez, si b,, € r(I") entonces b,, 1 ¢ [(T")
por lo que b,,11 € X;. Como X es finito, en #(X;) pasos obtengo un absurdo.

Teniendo ahora que I = 7Z, podemos construir nuevamente X; y X, tales que
B = X, UX, donde R? —T' = int(X;) Uint(X,) y ademds podemos suponer que X
contiene a 7(I') y Xo contiene a [(I"). Como r(I') es la unién de conjuntos conexos,
donde tal unién contiene a I', que es conexo, obtenemos que r(I') es conexo. Sea
X3 la componente conexa de X que contiene a r(I"). entonces X3 C X;. Por ser X
atractor y por el tercer punto de la proposicién 3.7.2 tenemos que X3 es atractor.
Luego X5 es una componente conexa de B — X3 que es un repulsor y por lo tanto
X5 es un repulsor. Finalmente X; es B — X5 que es un atractor.

Probamos entonces que X; es un atractor y X es un repulsor. En particular
X1 =R()y Xy =L(T") y por lo tanto f(I') € R(I") y f~Y(T") € L(T"). Para que sea
una linea de Brouwer, necesitamos que f(I') € R(I')—Ty f~1(T') € L(T')—T. Ahora,
si existe x € I" tal que f(x) € I', sea b, € r(I') tal que x € b, y sea by, € I(I') tal que
f(x) € by(y), entonces tenemos b, — by(y) donde b, € X y by, € X, contradiciendo
que X sea atractor. Como f(I')NT = ¢, f~HT)NT = ¢ y ademds concluimos que
I' es una linea de Brouwer. ]

El teorema anterior nos dice que tenemos lineas de Brouwer en el esqueleto E' y
nos da una condicién suficiente para encontrarlas. Veamos ahora que las E-lineas
son compatibles con las orientaciones y una suerte de reciproco del teorema anterior.

Proposicién 4.1.3. Sea I' una E-linea. Entonces es una concatenacion de arcos,
que forman una familia admisible indexada en 7 y ademds I" es la frontera de un
atractor.
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Demostracion. Por estar I' en E sabemos que es una concatenacién de arcos, que
a priori no necesariamente estan bien orientados. Sin embargo, I' estd orientada y
tenemos bien definidos los conjuntos R(I') y L(I"). Como I' C E, resulta que R(T")
puede ser identificado con una familia de ladrillos en B. Como I' es una linea de
Brouwer, f(R(I")) C int(R(I")) y por lo tanto R(I") es un atractor en B. Reciproca-
mente L(T') es un repulsor en B. Finalmente, como I' es la frontera de un atractor
por el teorema anterior tenemos la admisibilidad de los arcos. O]

Observacién 4.1.4. Todo arco a € A estd contenido en una E-Linea.

Demostracion. Basta tomar el conjunto X = J,,»; ®"({(a)) que por el cuarto punto
de la proposicién 3.3.2 sabemos que es un atractor y [(a) no esté en el. Sin embargo
r(a) € ®(l(a)) C X y por lo tanto a € dX. Por el teorema 4.1.2 tenemos que si I'
es la componente conexa de X que contiene a a, entonces I' es una F-linea. O

Veamos por ultimo, en lo que respecta al entendimiento de las FE-lineas, la si-
guiente observacion

Observacién 4.1.5.

= Seal' =[], a; donde la familia {a;};c; es admisible y ademads I es un intervalo
en Z. Podemos extender I' a una E-linea si y sélo si [(I') N {J,,5, @"(r(I)) = ¢.

» si I' = [[,c; a; donde los arcos de I' forman una familia admisible. I' es una
E-linea si y sélo si szﬁn a; se puede extender a una F-linea Vn > 1.

Demostracion.

= SiT seextiende a I entonces es cierto para IV y como I(T') C I[(T), (T") C r(I")
y ® respeta el orden de las inclusiones tenemos el directo.

Para el reciproco, si tomamos X = |J,-,®"(r(I')). Resulta ser un atractor
donde ademas [(I') C B — X por lo que I esta en la frontera de X. Si tomamos
[ la componente conexa de la frontera de X, que contiene a I', sabemos que
I'" es una E-linea.

» El directo es trivial asi que veamos el reciproco. Para esto por el punto anterior
basta probar que I(I') N U,,5q @™ (r(I')) = ¢. Si no fuera cierto existen a; y a;
arcos de I' y by,...,b, € B tales que r(a;) = by — -+ = b, — l(a;). Si
n > max{|i|,[j|} concluimos que por el punto anterior [[;_" a; no se puede

extender a una FE-linea, lo cual contradice la hipdtesis.

1=—n

]

31



4 LINEAS DE BROUWER EN EL ESQUELETO

4.2. Espacio de las F-Lineas de Brouwer

Teniendo ahora una nocién més clara de donde encontrar lineas de Brouwer,
pasamos a formalizar el espacio de las E-lineas de Brouwer. Le proveeremos a A la
topologia discreta y A% la topologia producto. Notaremos o : AZ — A% el shift:

o({ai}iez) = {ait1 }iez

Observacion 4.2.1. El conjunto de las familias de arcos admisibles {a;};cz tal que
[I;cz @i es una linea de Brouwer, es un cerrado A de A” invariante por o.

Demostracion. Que A es invariante por ¢ es inmediato. Veamos que A es cerrado.
Si {a"}ey € Ay a" — «a. Dado i € Z el conjunto U; = {a/ € A% : o} =

i
@i, Q4 = Q1) es abierto en A%, Luego, existe n tal que o™ € U; y como a” es
admisible entonces e(a;) = e(a') = s(af’;) = s(a;1) por lo que a es una familia

admisible. Para ver que a es una E-linea, tomemos el abierto V,, = {a/ € A% : o/

; Vi=—-m,...,0,... m}. Para cada m, obtenemos un n tal que o € V,, y por lo
tanto [['Z"  «; se puede extender a una E-linea. Luego, por el dltimo punto de la

it=—m

observacion 4.1.5 tenemos que « induce una E-linea. O

Observacion 4.2.2. Dado a € A. Definimos A, = {a € A : ap = a}. Ya sabemos
que este conjunto no es vacio. En particular es un conjunto compacto.

Demostracion. Es simple observar que es cerrado. Si {a"},en € A, converge a
a € A. Para todo n tenemos a = af y por lo tanto a = ay.

Dada una arista a € A, sean P(a) = {a' € A:e(a) = s(a)} y P a) ={d € A:
s(a) = e(a’)}. Por la observacién 3.6.5 sabemos que P(a) y P~!(a) no son vacios.
Mas aun por las condiciones iniciales de la descomposicién, pueden tener uno o dos
elementos a lo sumo. Definimos de forma més general P(X) = {d’ € A : Jayx €
X tal que e(ax) = s(a)} y P7Y(X) = {d’ € A: Jax € X tal que s(ax) = e(d)}.
Si X es finito, entonces P(X) y P~}(X) también son finitos. Ahora

A, c[[P(a)
1€EZ
y por lo tanto es compacto. O

Notaremos A al conjunto de las E-lineas de Brouwer. El mapa

T A — A, {az‘}iez — Hai

1€EL

baja a un cociente y define una biyeccién entre el conjunto A/o y A. Es claro que
si m({a;}iez) = m({a}}icz) entonces deben ser los mismos arcos y por ser familias
admisibles, debe existir n € Z tal que a; = a;4, Vi € Z. Por lo tanto {a}}icz =
0" ({a;}icz). Reciprocamente si {a;}icz = 0" ({ai}icz) es claro que definen la misma
E-linea. De esto, podemos definir la topologia cociente en A /o y transportarla a A.

Por lo general esta topologia no es Hausdorff y tiene como sub-base los conjuntos
Ay ={' € A:a C T} donde a € A. Observemos que la restriccién de = a A,
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define un homeomorfismo sobre A,. Los conjuntos A, son abiertos, compactos, pero
no necesariamente cerrados.

Veamos con un ejemplo que la topologia de A no tiene por que ser Hausdorff y los
A, no tienen porque ser necesariamente cerrados. Supongamos que en B tenemos
una “franja” de ladrillos como se muestra en la figura.

S e B B P e

2 o
—\\ - <t - —ﬁ
Podemos suponer que f es el tiempo 1 del flujo cuyas érbitas se muestran en
rojo. Para garantizar que tenemos una franja de ladrillos como se muestra en la
imagen, podemos crear a partir de dicha franja una descomposicién libre, usando
la idea de los cuadrados en el complemento de los ladrillos que queremos que estén
(ver lema 3.2.3). Luego observando el algoritmo de la demostracién para obtener
una descomposicién libre y maximal (ver lema 3.4.1), si empezamos por uno de
los ladrillos de la franja, como tienen una buena relaciéon con todos sus adyacentes
entonces estos no resultan modificados.

Sean I'! y I'? las E-Lineas que se muestran en la figura. Puesto que los A, son una
sub-base, para estudiar un entorno que contiene a I'* 0 a I'?, basta fijar a; ..., a, en
I y mirar las E-lineas que pasan por los a;. En particular I'' y I'? no pueden ser
separados por entornos disjuntos. Si ay, ..., a, son arcos de I'' y a}, ..., a/, son arcos
de I'%. Supongamos que a, y a’, son los arcos que se encuentran mas a la derecha
(segtin R?) en cada I'". Sea a” una arista vertical (en la franja comprendida por los
I'") que se encuentra méas a la derecha que a, y a/,. Tomamos entonces la E-linea
' que comienza igual a I'! pasa a,, baja por a” y luego vuelve por I'2. Es claro que
I' pertenece a los dos entornos y por lo tanto en este ejemplo la topologia de A no
es Hausdorff. M4s ain, si a’ € I'? entonces Ay no es cerrado. En efecto si U es un

entorno de I't, U N Ay # ¢ y se prueba con la misma construccién a la anterior.
Como I't ¢ A, obtenemos que A, no es cerrado.

4.3. Intersecciones de las F-Lineas

Apuntamos ahora a estudiar las intersecciones de las E-Lineas. Si tuviéramos
una foliacion del plano por lineas de Brouwer, estas no se intersectarian entre si. Co-
mo estamos trabajando en el esqueleto E, por lo general tendremos intersecciones
no triviales de lineas distintas. La mejor situacion que podemos anhelar con el ob-
jetivo de construir una foliacion, es que las intersecciones de las E-lineas no sean
transversales. Es recomendable revisar el concepto de interseccién transversal que
fue definido en 1.2.
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Proposicion 4.3.1. Si I y IV son dos E-lineas, las condiciones siguientes son e-
quivalentes:

1. T y I se intersectan transversalmente.

2.r(O)NniI) # oy (T)Nr(l’) # ¢ en B.
Demostracion. Mostremos primero 1. = 2. Si la interseccién es transversal entonces
= [N (RIY) =T7) # ¢.

- TA(LY) —T) £ 6.

Del primer punto, como I' C r(I") concluimos que 7(I') N (R(I") — ') # ¢. Como
int(r(I')) es denso en r(I') y R(I")—1I" es abierto, obtenemos que int(r(I")) N (R(I")—
[} # ¢. Andlogamente del segundo punto obtenemos que int(r(I')) N (L(I") —
I') # ¢ y como int(r(I')) es conexo concluimos que int(r(I")) NI # ¢. Luego
int(r(T))NII") # ¢ y por el mismo argumento de densidad int(r(I')) Nint({(I")) #
¢. Utilizando ahora la densidad y la condicién de ser abierto de (e, int(b) en
int(r(I')) y la densidad y la condicién de ser abierto de (Uyg;ry int(b) en int(I(1")),
encontramos que existen b € r(I') y &' € (") tal que int(b) Nint(b') # ¢. Como los
ladrillos tienen interiores disjuntos dos a dos entonces b = V. Por lo tanto r(I") N
[(I'") # ¢ en B. Con un argumento analogo concluimos que ((I") N r(I") # ¢.

Veamos 2. = 1. Supongamos que I' y IV no tienen interseccién transversal y
estudiemos los cuatro casos enumerados en la primera seccién.

» Si R(I') € R(I'"). En B tenemos que ¢ = R(I') N L(I") D r(I") Ni(I") lo cual es
absurdo.

» Si R(I") C R(I"). Es andlogo al caso anterior.

» Si L) UL(Y) =R*) ROC)NR(I) =T NI". SiT y I tuvieran un arco en
comun, entonces las orientaciones de los arcos comunes, deberia ser opuesta lo
cual es absurdo. Por lo tanto en R?, R(T') N R(I’) = ¢ y entonces R(T") U R(T”)
no es conexo. Si b € [(I') N R(I') entonces R(I') UR(I") = R(I') U (bUR(I)) =
(R(F')ub)U R(I"). Como la unién de dos conexos cuya interseccién no es vacia
es conexo, obtenemos un absurdo.

» Si R(I") U R(I") = R?% Es andlogo al caso anterior.
[l

Corolario 4.3.2. El conjunto de A x A formado por los pares de E-lineas que no
poseen interseccion transversal es cerrado en A x A.

Demostracion. Sean I' y I" dos E-lineas que se escriben como I' = [],.,a; vy
IV = [,z a;- Si estas se intersectan transversalmente, por la proposicién anterior,

obtenemos que existen dos enteros ig, i, tal que l(a;,) = r(a;{)) y otros dos enteros

i1,y tal que r(a;,) = l(a;/1 ). En particular, cualquier par de lineas que pertenezca al

abierto (Ag,, N Ag, ) X (A, N Ay, ) tendrdn interseccién transversal y por lo tanto
ZO 11

conjunto de los pares de E-lineas que poseen intersecciéon transversal es abierto. [
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Nuestro objetivo ahora, es mostrar que podemos cubrir el esqueleto por E-lineas
de Brouwer que no tienen interseccion transversal entre ellas. Para esto indexaremos

A = {ai}izo.
Sub-Lema 4.3.3. Dado n > 0, existe una familia {X['};>o de atractores tales que:

1. La frontera de X' contiene el arco a;.

2. Los atractores X{',..., X

» son comparables por la relacion de inclusion.

Demostracion. Hagamos la construccién de forma inductiva. Si n = 0 definimos
X? = U, ®"(I(a;)). Sabemos que por la proposicién 3.7.2, este conjunto es un
atractor que no tiene a l(a;) y sf a r(a;), por lo que a; € 9X?.

Supongamos que tenemos X! Vi € N. Si i > n + 1, definimos X' = X
Consideremos ahora los 2n + 2 atractores:

XPNX . X AX XPUXE L XPUXE

Por hipétesis inductiva tenemos que dados i, j € {0,...,n} coni # j,seda X* C X7
o X' C XJ'. Supongamos que X;' C X Entonces XN Xpg CXPNXiy C
X! U Xny1 CXFUXE, y por lo tanto estos 2n + 2 atractores son Comparables por
la relacién de 1nclus10n

Fijemos i € {0,...,n}. Sabemos que I(a;) ¢ X Si l(a;) ¢ X', entonces a;
estd en la frontera de X UX) | yen ese caso definimos XM = XruXn,. Si
l(a;) € X}, entonces r(az) € X7, por ser un atractor. De lo que deducimos que a;
estd en la frontera de X' N X", y en ese caso definimos X' = X' N X", .
Definamos ahora X,’fjfll Con los mismos argumentos, si l[(a,+1) ¢ X' entonces

an+1 estd en la frontera de X U X", | v en ese caso definimos X]| = X” UXn,,.Si
l(any1) € XT, apyq esté en la frontera de XJ N X", y definimos entonces X| =
XoeNXp. O

Teorema 4.3.4. Existe una familia {T';};>0 de E-lineas de Brouwer tales que:
1. Cada linea T'; contiene el arco a;.
2. Dos lineas I'; y I'; no se intersectan transversalmente.

Demostracion. Sean los {X['},>0.i>0 del sub-lema anterior. Llamemos I'} a la com-
ponente conexa de 90X que contiene a a;. Dados i y j, sea n > ¢,j. Si X' C X7
entonces [(I') N X7 = ¢ y r(I'}) C X7 por lo que [(I'}) N7(I'}) = ¢. Si la inclusién
es al revés [(I'?) Nr(I'}) = ¢ y por lo tanto Vn > 4,5 I'! y I'} no se intersectan
transversalmente.

Definimos ahora I'* € [[,5,Aq, como I'* = {I'!'};>0. Por ser compacto el espacio
producto [ [,y Aa;, {I'™}n>0 tiene un punto de acumulacién I' = {T'; };>o.

Como I'; € A,, tenemos que a; C I';. Por el corolario 4.3.2 y lo demostrado ante-
riormente concluimos que para cualesquiera 4, j, I'; y I'; no se intersectan transver-
salmente. [
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4.4. Propiedades del espacio A’

Notaremos ahora A’ como la clausura de {I'; : ¢ > 0} en A, donde los T'; son
los obtenidos en el teorema anterior. Por el corolario 4.3.2 sabemos que las FE-
Lineas de A’ no se intersectan transversalmente. Los conjuntos A, = A’N A, no son
necesariamente cerrados en A’, pero si abiertos, compactos y forman una sub-base
de la topologia de A’.

El resto de esta secciéon esta dedicada al estudio del espacio A’ y del vinculo entre
la topologia del mismo y un orden natural que podemos definir sobre las E-lineas.

Definicién 4.4.1. En A’ definimos el orden:
' <I"& R(T') C R(T)

Observacién 4.4.2. El orden definido anteriormente, no es necesariamente total.
Sin embargo, restringido a cada A/, si lo es y ademas A/, es un intervalo en A’.

Demostracion. En efecto si I' y I pertenecen a A/, entonces r(a) € R(I') N R(I")
y l(a) € L(I') N L(I'"). Como I' y I no se intersectan transversalmente entonces
RI)YN L) = ¢ o R(I") N L(I") = ¢. De esto, concluimos que R(I') C R(I") o
R(I) C R(I).

Para ver lo segundo, si I' y [ estdan en A/, [V estd en A’ y ademas I' < IV < I,
Entonces R(I') C R(I") y por lo tanto r(a) € R(I'), L(I"") C L(I') y por lo tanto
l(a) € L(I'). De esto concluimos que I € A.

Un ejemplo donde el orden no es necesariamente total es en el definido ante-
riormente en 4.2. Si {a;};ez son los arcos verticales que tienen extremo inicial en
I'" y final en I'?, la tnica E-linea que pasa por a; es aquella que comienza igual a
I't, baja por a; y luego sigue como I'2. Lo anterior estd dado principalmente por la
orientacién que tienen los otros arcos verticales que comienzan en I'! o I'? y no son
uno de los a;. Luego, tenemos que las F-Lineas que pasan por los a;, sean estas I';
necesariamente estdan en A’ por la construccién del mismo. Finalmente, como A’ es
cerrado y los I'; acumulan en I'' y en I'?, entonces estas estdn en A’. Es claro que
I'" v I'? no son comparables y por lo tanto el orden no es total. O

Proposicién 4.4.3. La topologia de !, es la del orden.

Demostracion. Es suficiente dar una aplicacién continua, estrictamente creciente de
A} a R. Toda linea I' = [],., a; con ag = a le asociamos una sucesién {e;}icz €
{0,1}% de la siguiente forma. Si i > 0, e; = 1 si existe a’ € A tal que s(a’) = e(a;)
y (@) = r(ai+1) v e; = 0 en otro caso. Sii < 0, ¢; = 1 si existe @’ € A tal que
e(d) = s(ai41) vy l(d') = r(a;) y e; = 0 en otro caso. Es decir, cuando i > 0 si
recorremos I hacia el futuro cuando llega a un vertice si “sube” asignamos 1 a e;
y si “baja” asignamos 0. Cuando ¢ < 0, recorriendo I' hacia el pasado, si “sube”
asignamos 1 y si “baja” asignamos 0.
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4 LINEAS DE BROUWER EN EL ESQUELETO

Figura 11: A la izquierda se encuentra el caso en que e; = 1 si i > 0 y a la derecha el caso en que
1< 0.

Consideramos el mapa que a cada I' le asocia L v yveamos es continuo.
i€Z 4lil
Para eso, dado I' = ], a; con ag = a, tomemos I" en el abierto N=" Aj,.. Sean

1=—n
{€;}icz los asociados a I y {€.};cz los asociados a . Tenemos entonces que e =
e;Vi=—(n—1),...,n—1y por lo tanto

€
Zzﬂl ZN

1€Z €L

4
<ZE

i>n—1

Como la serie de la derecha es la cola de una serie convergente, la continuidad es
inmediata.

El hecho de que sea inyectiva y creciente esta dado porque dos lineas en A/, no se
intersectan transversalmente. Sean I' = [[,., a; y I' = [[,5 @ en A}, y sean {e;}icz
y {€.}icz las sucesiones asociadas a I' y a I"” respectivamente. Supongamos que T’
y I son distintas. Sea ng > 0 tal que Vi = 0,...,n9, a; = aj ¥ Gpy41 # @), Sea
mo < 0 tal que Vi = —1,...,mg+ 1, a; = a; ¥ am, # ay,,. Supongamos que I' < T",
entonces R(I') C R(I"). Si e,, = 1, entonces r(an,+1) = l(ay, ;) y por lo tanto
7(@not1) € R(I') — R(I") lo cual es absurdo. Por lo tanto e, = 1y e,, = 0. Por el
mismo razonamiento, tenemos que e;, =1y €,, = 0. Luego

e;—eZ e—el
Z4|| Z4I| To Z 4i 4m0+z

1€EZ i>ng i<mg
1 1 1 1 1 11 1 11
> — — — — — - — ——Q=>0
T 4o L= gl + 4mo Z 4=i  4no 4no3 + 4mo  4mo 3
1>no 1<mo
y por lo tanto la funciéon es estrictamente creciente. O]

Definicién 4.4.4.
= Dado a un arco, definiremos las siguientes lineas:
- 3 / + _ 7 /
', =minA, yI') = maxA,

Sabemos que existen porque A/ es compacto y la topologia es del orden.

» Para toda familia {I',},>0 en A’ convergente a I' € A’ podemos encontrar
un abierto de la forma A/ tal que contiene a todas las I';, a partir de un n
suficientemente grande y comparar I',, con T'.
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4 LINEAS DE BROUWER EN EL ESQUELETO

Decimos que {I',} tiende por valores superiores (inferiores)al'siT,, > T' (I, <
I') para un n suficientemente grande.

» En la situacién del punto anterior, diremos que I' estd aislada a derecha (aislada
a izquierda) si no existe {I',} que tienda por valores superiores (inferiores) a I'.

Las definiciones anteriores, motivan preguntarse si las lineas de la forma I'} y
I', son todas las lineas aisladas a derecha o a izquierda. En la siguiente proposicion

daremos una respuesta afirmativa, pero antes, necesitaremos el siguiente sublema:

Sub-Lema 4.4.5. Sea I' = [[,., a; € A’ tal que Ya; T'], > T'. Entonces para todo I,

intervalo finito en Z, existe I' > T' que contiene a HZE]

Demostracion. Veamoslo por induccién en el cardinal de I, que notaremos n. Si
n =1, I = {i} y tomamos I'' = I'} . Para n = 2 también es cierto. Si I = {i,i + 1}
sean Fl,Fzﬂ e A tal que r; > F Iiviy >T,a; CT; ya;nq C g Sean ademas
v=-e(a;) = s(a;41) y @ € A la tercer arista que tiene un extremo en v. Si v = s(a’)
entonces a; C I';11 y por lo tanto I';;; verifica. Si v = e(a’) entonces a;41 C I'; y por
lo tanto I'; verifica.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para n > 2 y veamos que también
es clerto paran+1 > 2. Si I = {i,i+1,...,1+n}. Sean I';,;T";1; € A’ tales que
Iy >T, ' >T, T'; contiene Hi§j<i+n a;j y ;41 contiene Hi<j§i+n a;j. Como I'; y
i1 contienen el arco [[,_;_;,, a; (que no es vacio por ser n > 2), los arcos I'; y
I';+1 resultan comparables por lo que el menor de ellos contiene a [], <j<iin @G- U

Proposicién 4.4.6. Las E-lineas aisladas a derecha (izquierda) son las lineas TS

(I')), a € A.

Demostraciéon. Es claro que si a € A entonces '] es aislada a derecha, puesto que
A/, es un abierto de I'} y por definicién no hay E-lineas mayores en A/,.
Si una linea no es de la forma I'f, por el sub-lema anterior, podemos construir
una familia {I', },>1 tal que si I' = [[,., a;, entonces I', > I" y I, contiene el arco
i=n <2 . .
IT; a;. Tal sucesién converge a [' y tiende por valores superiores. O]

=N

Estudiemos ahora las E-lineas de I'" que son de la forma I'} o T, y su interaccién
con los ladrillos.

Proposicion 4.4.7. Dados a y a' dos arcos, se dan las siguientes propiedades:
1. Sil(a) =l(a’) entonces T'f =T,

2. Sir(a) =r(d") entonces 'y =T,.

3. Sil(a) =r(a’) entonces TS < T, y (T'F,T,) = ¢.
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4 LINEAS DE BROUWER EN EL ESQUELETO

Demostracion.

Sea b € B. Sabemos que la frontera de b estda formada por dos arcos bien
orientados []o<;<, @i v [lo<i<n @i donde r(ai) = I(a;), s(ao) = s(ag) = s(b) y
e(a,) = e(a,) = e(b). o

1. Veamos que I'y, = I';. |y por lo tanto I';, = I'7.. Dado i € {0,...,n — 1},
sea a” la tercer arista que tiene como vértice e(a;) = s(a;+1) = v. Si v = e(a”)
entonces a;;1 C Iy, y por lo tanto I';. y Iy | son comparables. Por la definicién
de I';.,, tenemos que I'f, > I';. Como I(a”) = r(a;) tenemos que a; C I';, |

sino serfa I, | < I'y. Luego por la definicién de I';, concluimos que I'y, > I'}

aiy1
y entonces son iguales. Si v = s(a”) es andlogo.
2. Este punto se demuestra de forma andloga al primero.

3. Sea a~ la tercer arista que tiene como extremo a s(b) y a* la tercer arista que
tiene como extremo a e(b). En particular e(a™) = s(b) y s(a™) = e(b), de lo que
concluimos que I'j y I'_, son comparables, ya que ambas tienen a a™ y a a™.

0
Como b € R(F;{)) — R(T'}) deducimos que I'}, < I, Toda linea I € 1 F;G]
contiene a a~. Si b € R(I') entonces I' contiene a; y por lo tanto I' = ', . Si
0

b € L(I') entonces I' contiene ag y por lo tanto I' = I'}. .

]

La proposicién anterior nos dice que podemos indexar las lineas I'}” y ', no solo
por los arcos, sino por los ladrillos. Notaremos:

I =T, sir(a) =0
I, =T} silla)=0
Del tercer punto de la proposicién anterior, tenemos que para todo b € B,

(I}, Iy) = ¢.
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4 LINEAS DE BROUWER EN EL ESQUELETO

Las anteriores definiciones, sugieren una relacion de equivalencia natural que
esta dada por:

b=l T =Ty, =T,

Observacién 4.4.8. Si by b son adyacentes entonces no pueden estar relacionados.
En efecto, para todo arco a € A tenemos que:

F+

fo > Tiw =T4 >T; =T},

I(a) r(a)
Proposicién 4.4.9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1.b=V.
2.0 er(Ty)NiTy).
8.V e R(IY)NLT,).

Demostracion. Todo ladrillo &' € r(T);)NI(T;,). Si las E-lineas asociadas a by V' son
iguales entonces es inmediato que b’ € r(I'}) NI(T} ). Es decir 1. = 2. se verifica.

Veamos 2. = 1. Si &' € r(I'}), entonce T}, y I') tienen al menos un arco en
comin a tal que r(a) = 'y por lo tanto son comparables. Como I}, = T'; entonces
I}, < T}. Del mismo modo, si ¥ € I(I';) tenemos que I', < T,,. Si la condicién 2.
es cierta entonces I,y <T',, < T} <T'} y como (I';,I'}) = ¢ tenemos que I'; =T,
y I =T}.

Para mostrar la equivalencia entre 2. y 3. basta ver que R(I'; )N L(T, ) = ()N
(T, ). Para esto, es suficiente mostrar R(I'}) N L(T, ) € r(I)) Ni(T,).

Observemos que un ladrillo adyacente a b no pertenece a R(I') )NL(T', ). En efecto,
para todo a tal que r(a) = b (I(a) = b) tenemos que l(a) ¢ R(T}) (r(a) ¢ L(T})).
Deducimos entonces que la componente conexa, en B, de R(I'} )NL(T'; ) que contiene
a b, se reduce a {b}. De esto, se concluye inmediatamente que la componente conexa,
en B, de R(I';})NL(T; ) que contiene un ladrillo b’ equivalente a b se reduce a {b'}. Por
la equivalencia entre 1. y 2., tenemos que la componente conexa de R(I'}) N L(T;)
que contiene un ladrillo r(T'} ) NI(T, ) se reduce a este ladrillo. Nos basta demostrar
entonces que toda componente conexa X de R(I'}) N L(T'; ) contiene un ladrillo de
r(CF) NUTy).

Partamos de un ladrillo by € X. Como el conjunto L(I',") es conexo y contiene a
L(T}). Podemos entonces tomar una familia {b; }1<;<, de ladrillos de L(T'; ) tal que:

= b1 es adyacente a b; sii =0,...,n— 1.
» b, € L(TY).

Si es necesario, reduciendo la familia, podemos suponer que b; € R(T}) si i < n.
Los b;,i < n estén entonces en X y ademds b,_1 € r(I'y) N L(T, ).
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4 LINEAS DE BROUWER EN EL ESQUELETO

+

L(p) *
b . /B L

+ b

Ry ) @
f o bof X

Ll ) [
R, )

El arco a™, que sale de e(b) estd en I, y en I'} y por lo tanto r(a™) € r(I'}) N
R(T; ). De esto concluimos que el conjunto conexo r(T'}") no estd contenido en L(T} ).
Podemos entonces construir ahora una familia de ladrillos {;}o<;j<,s en r(I'})) tal
que

u b6 = bnfl.
» U, es adyacente de b} sii=0,...,n — 1.

w U e L(Iy)sii<n

Los ladrillos b;,i < n’ estdn entonces en X y finalmente 0/, , € r(T'}) NI(T} ).
[

Observacion 4.4.10. Sea b € By a € A un arco de I'}". Dos casos son posibles:
1. el ladrillo r(a) pertenece a [(I',’) y por lo tanto es equivalente a b.
2. el ladrillo r(a) pertenece a r(I';) y por lo tanto a es un arco de I'; y l(a) €

(ry) nury).
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4 LINEAS DE BROUWER EN EL ESQUELETO

Figura 12: Representacién de I‘;‘ y Iy

Definicién 4.4.11. La unién de los arcos comunes a I, y T} y los ladrillos equi-
valentes a b es un conjunto cerrado C} del plano. Llamaremos a Cj, como cadena de
equivalencia la cual no depende del representante de la relacién de equivalencia. En

particular
Gy = R(T{) — int(R(Ty)) = L(Ty) — int(L(T}))

Los ladrillos equivalentes a b nunca son adyacentes, son separados por los arcos
comunes a I’} y T';". Puesto que los conjuntos anteriores no dependen de la clase de

equivalencia, notaremos b la clase de equivalencia y (5 = Cj, si b € b. De la misma
forma, notaremos I'> =TI, y I‘: =T,

Notaremos C' como la unién disjunta de A y B. Una cadena de equivalencia entonces
la podemos escribir como [ [, ¢; donde la familia {c;};cz tiene sus elementos en C
y es tal que e(¢;) = s(c;1) para todo i € Z. En particular los ¢; que son ladrillos,
son los elementos de la clase de equivalencia y los arcos definidos entre dos ladrillos
consecutivos son las componentes conexas de FZ_ N F%r .
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5 FOLIACION DE R? POR LINEAS DE BROUWER

5. Foliacién de R? por Lineas de Brouwer

Construiremos primero una quasi-foliacién. Esta subseccion podria ser omitida,
sin embargo tiene importancia puesto que es una primera aproximaciéon a la solucion
del problema. Gracias a la construccién de las cadenas de equivalencia, sabemos que
foliando un ladrillo desde su vértice inicial hasta su vértice final, al concatenar los
arcos de esta foliacion con los arcos comunes a I‘; y PE_ obtenemos una familia de
lineas que forman una quasi-foliacion. La dificultad esta en hacer que sean lineas
de Brouwer. El principal inconveniente de esta construccién es que las lineas del
esqueleto no son separadas. Para solucionar esto, en 5.2 lo que hacemos es dejar un
pequeno espacio sobre la izquierda de los arcos de A, para que por estos espacios
pasen disjuntamente una familia de lineas de Brouwer que es isomorfa a A’. Luego,
rellenamos lo que queda de los ladrillos con determinado cuidado y obtenemos final-
mente una foliacion por lineas de Brouwer.

5.1. Construccion de una Quasi-Foliacion

Comenzaremos por foliar cada ladrillo b € B por una familia continua de arcos
orientados {7} }1c[-1,1 que parten de s(b) y terminan en e(b). Si D es el disco unidad
cerrado de R?, tomaremos un homeomorfismo que preserva orientacién h : b — D
que envia s(b) en (—1,0) y e(b) en (1,0). Observemos que por h preservar orientacion
cada arco a tal que r(a) = b es enviado al semiplano de ecuacién y > 0 y cada arco
tal que I(a) = b es enviado al semi-plano de ecuacién y < 0. Notaremos ~f el arco
definido sobre [—1, 1] por:

Yi(s) =ht ((s,t\/ 1-— 32)>

Fijemos ahora una clase de equivalencia b. Cada conjunto

t __ — + t
rt = (r; nry) v
beb

define naturalmente una linea, donde la orientacién coincide con la de los arcos
comunes a PE_ N F; y la de los arcos ;.

Las lineas anteriores no se intersectan transversalmente entre ellas. En efecto
R(TY) C R(TE) sit <t

Si estuviéramos en la situacion f (R(FiF )) C int(R(I;)) entonces estas lineas
serfan de Brouwer. Vamos a ver ahora que uno puede reparametrizar en ¢ cada
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5 FOLIACION DE R? POR LINEAS DE BROUWER

familia {7} }+c[_1,1] obteniendo una familia {F%}te[fl,l] de lineas de Brouwer aunque
la relacién f(R(I'})) C int(R(T;)) no se verifique.

+
5

fF(lg)

Figura 13: Representacién del caso f(R(F/;)) C int(R(I;))

Comencemos por establecer el siguiente sub-lema muy simple.

Sub-Lema 5.1.1. Sea X un conjunto ordenado, Y C X wun subconjunto finito y
{9z }zey una familia de homeomorfismos crecientes en [—1,1] tal que si x < a2
entonces ¢,(1/3) < g (—1/3). Dado xo ¢ Y . existe g,, un homeomorfismo creciente
en [—1,1] tal que si x < ' en Y U{zo} entonces g.(1/3) < g.(—1/3).

Demostracion. Notemos Y~ = {zx € YV :z <zt y Y " ={x €Y 2 >z} y
analicemos todos los casos posibles:

1. SiY™ =Y = ¢ elegimos un g,, arbitrario.

2.51Y " =¢y YT # ¢ elegimos g,, tal que g,,(1/3) < mingey+ g.(—1/3).
3.S51Y ™ # ¢y YT = ¢ elegimos g,, tal que g,,(—1/3) > méx,cy- g.(1/3).
4. SiY™ £ ¢y YT # ¢ elegimos g,, tal que

mé}f 930(1/3) < gmo(_l/g) < gwo<1/3> < min gx(_1/3)
€Y zeY+

No hay ningtn obstédculo para la construccion de g,, en el caso 4. En efecto existe
xm €Y yat € YT tal que maxey- g.(1/3) = g.-(1/3) v mingey+ g.(—1/3) =
gz+(—1/3). Como zg < 't y 7 < mp, tenemos que = < z* y que g,-(1/3) <
Gat (_1/3) u

Lema 5.1.2. Sea X un conjunto ordenado finito o numerable. Entonces existe una
familia {g,}-ex de homeomorfismos crecientes en [—1,1] tal que si x < x’ entonces

9:(1/3) < g (—1/3).

Demostracion. La construccion se hace inductivamente tomando de a elementos de
X y utilizando en cada paso el sub-lema anterior. O
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Puesto que f(I';) Cint(R(I;)) y f(Fg) C int(R(F{)), podemos reparametrizar
cada familia {7} }ie(—1,1) por un homeomorfismo v, : [—1,1] — [—1,1] de tal forma
que

sit € [—1,-1/3] = f(7) Cint(R(T;))

sit € [1/3,1] = C int(L(f(T})))

F(re )

/Y—\J

A END

La relaciéon siguiente
b=t ebel)o({v})
n>1
define en B un orden. Entonces podemos construir una familia de homeomorfismos

o [—1,1] — [-1,1],b € b que verifica la conclusién para el orden restringido a b.

-1
Resta verificar que cada linea I'" = Iz N F%r ) Uscs 13" “) es una linea de Brouwer.

Puesto que f(T)NR(T?) # ¢y f~HTH)NL(T?) # ¢, basta mostrar que f(T')NI" =
¢. Si este conjunto no fuera vacio, existen b,0’ € by t € [—1, 1] tal que

S (t ' (®
fog Dy n P £ e
—1
De donde deducimos que f(v;* (t)) C L(I7) y por lo tanto g, ') > —1/3.
1 1
Ademéds como fyg,b' ® tiene un punto de f(7," (t)) C R(f (F; )) entonces tenemos que

g, ' (t) < 1/3 y por lo tanto g,(—1/3) < t < gy(1/3). Como f(b) N¥ # ¢ entonces
b < b contradiciendo la propiedad del lema anterior.

Asumiremos de ahora en mas que nuestra familia {v}vcpc[—1,1] estd reparame-
trizada para que cada F% sea una linea de Brouwer.
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. . » . ’ .
Proposicién 5.1.3. Dos lineas F%, FZA, no se intersectan transversalmente.

Demostracion. Sean by b dos cadenas de equivalencia. Veamos primero el caso en

que una de las dos lineas FE_ , F%“ es comparable con alguna de las dos lineas Fi, F;.
+ . o . .

Fg) = ¢ y por las definiciones de las mismas

Si esto ocurre como (I';,T) = ¢, (T,

las cuatro lineas FE_ , F{ , Fl; y F;{ son comparables. En esta situacién se da alguno
de los tres siguientes casos:

L.bo=V
- + - +
2. 1“3 <Fg §FQ<F&

- + - +
3.1, <I'p I <13

Ya vimos que la proposicion es cierta en el primer caso. Para el segundo y el tercer
caso demostramos la proposicion de la misma forma. Supongamos que el segundo es
cierto, entonces:

R(TG) C R(IY) € R(I';) C R(I';)

Veamos ahora que la proposicion es cierta si alguna de las dos lineas FE_ , Fg no
es comparable con alguna de las dos lineas Ft%’ F;{. Si esto ocurre entonces R(FE_ n
R(F;) =¢o L(Fér) N L(F;) = ¢ (en B).

5
[ E
b
£
5
ps

Pensemos el caso, R(I';) N R(I';) = ¢ (en B). Esta relacién sigue siendo cierta

en R? porque, si comparten algiin punto deben compartir un arco. Sin embargo, las
orientaciones del arco que se deducen por las lineas que lo contienen son opuestas.
Ademds, como vimos en la proposicién 4.3.1, en B, l(I‘E’) N R(F&) = ¢. De esto
concluimos que, en B:
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R(TH) N R(T;) € (R UIT;)) N RT;) = ¢

Deducimos entonces que por las mismas razones R(I}F )N R(F;) =¢en Byen

R?. Concluyendo que R(IH) N R(I’ZA',) = ¢ y por lo tanto no se intersectan transver-
salmente.
La proposicién también se verifica si L(I'Y) N L(I'}) = ¢ y la demostracién es
andloga al caso R(I'>) N R(I';) = ¢.
[

La familia {F%}Et esta formado por lineas de Brouwer que no se intersectan
transversalmente y que cubren el plano. Todo punto z ¢ E pertenece a una unica
linea y la familia define una foliacién en un entorno de z. Un punto z € E que no
esta en V pertenece a varias lineas, sin embargo, todas estas coinciden en un entorno
de z con el arco que contiene a z. La familia define entonces una foliacién en un
entorno de z.

5.2. Construccién de una Foliacion

Supongamos que tenemos una foliacién del plano en Lineas de Brouwer. Sobre
las hojas de la foliacién podemos definir un orden natural, andlogo al orden definido
sobre A’ en la seccién anterior, a saber:

I <TI'< R(T) c RI)

Por otra parte, sobre la foliacion podemos definir una topologia cociente que
viene de la usual en R?. En particular, esta topologia es Hausdorff si y sélo si el
orden es total. Por el contrario, toda linea admite un entorno totalmente ordenado,
de clausura compacta.

Un ejemplo donde la topologia no es Hausdorff es tomar f como el tiempo 1
del flujo inducido por el campo u, definido en la seccién 1. Recordemos que las
orbitas de este flujo, son las hojas de una foliaciéon por lineas de Brouwer, para
el tiempo 1 del flujo inducido por el campo v. Por las mismas razones, el flujo
inducido por el campo —v, tiene como orbitas, hojas de una foliacién por lineas de
Brouwer para nuestra f. La foliacién por lineas de Brouwer que tenemos ahora, es
la mostrada en la primera imagen de la seccién 1, salvo que la orientacion en las
hojas, es la opuesta. En particular, si L; y Lo son las lineas horizontales, como tienen
orientaciones opuestas, R(Lg) C L(L;) y por lo tanto el orden no es total. Tomemos
un abierto saturado U; que contenga a L, y otro Us, que contenga a Ly. Supongamos,
sin perder generalidad que Ly = Rx {1}y L; = Rx{—1}. Es claro que si los abiertos
son saturados, entonces existe ¢ty € R tal que [tg, +oo) x [—1,1] C Uy NUs, y por lo
tanto el espacio no es Hausdorff.

Construiremos ahora una foliacion en lineas de Brouwer que contiene un conjunto
cerrado e isomorfo (del punto de vista topoldgico y del punto de vista de orden) a
A’. Para esto, como se mencioné al comienzo de la seccién dejaremos un espacio a
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la izquierda de cada arco, para que por estos pasen la familia de lineas de Brouw-
er disjuntas que es isomorfa a A’. Construiremos la foliacién de a partes, primero
sobre un entorno de los vértices y luego sobre un entorno de los arcos. Finalmente
rellenaremos aquellos espacios en los ladrillos que no fueron foliados.

Definicién 5.2.1. Decimos que un arco a € A es singular si ', = I'l". Es decir si
A}, se reduce a una tnica linea.
En el caso contrario diremos que a es reqular.

Podemos elegir para todo arco a € A un abierto conexo, simplemente conexo y
libre U, C R? tal que a C U,, f(U,) C R(T';)y f~(U,) € L(T'}). Por lo tanto, para
toda E-linea I' € A/, tenemos que f(U,) C R(T") y f~'(U,) € L(T'). La condicién
anterior tiene como objetivo hacer que las lineas de la foliacién que representen lineas
de A’ resulten lineas de Brouwer. Por el momento esta hipotésis no la usaremos.

Elegimos Vv € V un abierto conexo y simplemente conexo U, tal que v € U,,
U, c U, NU,, NU,,, donde ay,as y ag son las tres aristas que tienen a v como
extremo. Ademas U, no intersecta ningin ladrillo que no sea adyacente a v y ninguna
arista que no sea aj, as y as.

Construiremos ahora alrededor de los vértices. Para eso, distinguiremos en casos:

» Supongamos que v = e(ay) = s(az) = s(as).
Podemos conjugar f por un homeomorfismo que preserva orientacién donde v
es el origen (0,0), K, = [-1,1]*> C U, y ademés:
e ayN[—1,1]> =[-1,0] x {0}.
e a;N[—1,1]2 = [0,1] x {0}.
e azN[—1,1]2 = {0} x [0, 1].

¥
¥

En particular, el arco a; es regular en A’ puesto que existe una linea que contiene
a ay y ag y existe otra que contiene a a; y a az. Por otra parte, observemos que
v = s(b) donde b = I(az) = r(as). Separaremos ahora la construccién en base a
la regularidad de as y as.
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e Supongamos que as y az son los dos regulares.
Definimos 3 cuadrilateros T}, T2 y T3 de la forma siguiente:

o los extremos de T! son (—1,0),(0,0),(0,1/4) y (=1,1/4).
o los extremos de T2 son (—1,1/4),(0,1/4),(0,1) y (—=1,1/2).
o los extremos de T2 son (—1,1/2),(0,1),(—=1/2,1) y (—=1,3/4).

El segmento {—1} x [0,3/4] lo notaremos I¢(a;) y lo orientamos tal que
sea creciente sobre las y. Este serda el segmento de llegada de a;.

El segmento {0} x [0, 1/4] lo notaremos por I*(ay) y lo orientaremos para
que sea creciente sobre las y. Este sera el segmento de partida de ao.

El segmento [—1/2,0] x {1} lo notaremos I°(a3) y lo orientaremos para que
sea decreciente sobre las x. Este sera el segmento de partida de as.

El segmento {0} x [1/4,1] lo notaremos I°(b) y lo orientaremos para que
sea creciente sobre las y. Este sera el segmento de partida de b.
Finalmente el segmento {—1} x [1/4,1/2] serd el centro de I¢(ay).

I'(2,)
T
= & “|S b
|{a1] Ti (b) b
Tl n|5(32:}|

Foliamos ahora los cuadrildteros T° por arcos, orientados para que sean
crecientes sobre las x de la siguiente forma. Foliamos TI! por segmen-
tos horizontales, T por segmentos paralelos a los bordes paralelos del
cuadrilatero. Finalmente T2 por segmentos que unen t € {—1} x [1/4,1/2]
con \,(t) € I°(b), donde A, es un homeomorfismo creciente entre el centro
de I¢(ay) y el segmento de llegada de b. Llamaremos A\, como homeomor-
fismo de enlace . Este homeomorfismo més tarde podra ser modificado y
consecuentemente la foliacién en T2, El homeomorfismo anterior tendra el
papel que tenia reparametrizar las lineas que pasaban por los interiores
de los ladrillos en 5.1 con el objetivo de que quedaran lineas de Brouwer.
Utilizando la demostracion de la proposicion 4.4.3 podemos construir para
i = 2,3 un conjunto cerrado A que contiene los extremos de I°(a;) e iso-
morfo (como espacio topolégico ordenado) a A, . Si ahora transportamos
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cada uno de los dos conjuntos, por las hojas de la foliacion definida en
cada cuadrildtero, obtenemos dos conjuntos cuya unién es isomorfa a AJ

~6
y notaremos A .

e Supongamos ahora que ay es regular, pero ag es singular.
Definimos los cuadrilateros T)! y T como los del caso anterior. El segmento
de llegada de ay pasard aser I¢(a;) = {—1}x][0,1/2], orientado para que sea
creciente sobre las y. Los segmentos de partida de as v b se se mantendran
iguales y el segmento de partida de a3 se reduce al punto (0, 1), el punto
de partida de az. La foliacién definida sobre T es idéntica y de la misma
forma foliamos T con el homeomorfismo de enlace \,. El conjunto 7\23 se

reduce al punto de partida de az. Sin embargo, el conjunto KZQ se define
de la misma forma, conteniendo los extremos de I*(az) e isomorfo a A}, . Si
transportamos este conjunto por la foliacién en 7.}, cuando le adjuntamos
el punto (—1,1/2), obtenemos un conjunto isomorfo a A} que notaremos

~e
Ae .

= _ E
= Es 18] . g "fﬂ:_f
W [ LA
1%(ay) S—
= T! *(ay)
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e Supongamos que as singular y ag es regular.

En este caso el cuadrilatero T queda igual al primer caso y el cuadrildtero
T? pasa a ser la unién de los dos primeros cuadrildteros del primer caso.
Es decir, T? es el cuadrildtero que tiene como vértices (—1,0), (0,0), (0, 1)
y (—=1,1/2). En este caso, [¢(a;) = {—1} x [0,3/4], I*(b) = {0} x [0,1],
I*(a3) = [-1/2,0]x{1}. Ademas el punto de partida de a5 es el punto (0, 0).
La foliacién sobre T permanece igual al primer caso. En T? hacemos una
foliacién por segmentos que unen ¢ € {—1} x [0,1/2] con A, (t) € I°(b),
que resulta un homeomorfismo de enlace. Cuando transportamos Aj_ por
la foliacién en T? y le unimos el punto (—1,0) obtenemos el conjunto /N\Z .
que es isomorfo a A, .

b
HEN
_,-"'--
//3 d-"f#
T2 {,;// o
% b / T
B LA e 1
REN 2 "(b) s
: T P T
e
= da

e Finalmente supongamos que as y as son singulares.
En este caso el cuadrilatero T?? queda como en el caso anterior y no tenemos
ni cuadrilatero T'! ni cuadrilatero T7. En este caso, I¢(a;) = {—1} x[0,1/2],
orientado para que sea creciente sobre las y. Ademdas I°(b) = {0} x [0, 1].
Los segmentos de partida de as y as se reducen a los puntos (0,0) y (0, 1)
respectivamente. En T hacemos una foliacién como en el caso anterior
obteniendo un homeomorfismo de enlace. Finalmente A;, = {(0,1)}, A}, =

{(0,0)} y KZQ = {<_1v0)’ (_17 1/2)}'

» Supongamos ahora que v = s(a;) = e(ag) = e(as).
Construiremos objetos andlogos al caso anterior. En esta situacién sin embargo
cambiaremos la posicién de las aristas:

e a;N[—1,1]? =[0,1] x {0}.
e ayN[—1,1]? =[-1,0] x {0}.
e azN[—1,1]* = {0} x [0, 1].

o1
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Es decir, hicimos una simetria sobre el eje vertical. Tomaremos los cuadrilateros,
como los simétricos a los del punto anterior segin corresponda el caso. Los arcos
de los ejes verticales seran orientados de la misma forma, pero los arcos sobre
las = son orientados de forma inversa a como fueron orientados anteriormente.
Inclusive las hojas de las foliaciones. A su vez, los conjuntos simétricos de los
segmentos de partida, pasaran a ser de llegada y viceversa.

I(a.)
T
b I(b)} $ .
{a, Tf I"(a,)
i n "(a,) ¢ Te
=5 d,

Observemos varias cosas de esta construccién. Para todo arco a € A, tenemos
definido I*(a) en s(a) y I¢(a) en e(a). Andlogamente, para todo ladrillo b € B,
tenemos definido 7°(b) en s(b) y 1¢(b) en e(b). A su vez, en cada intervalo asociado a
un arco a, tenemos una copia de A!. Ademés todo segmento de partida o de llegada
de un arco, esta situado respecto al ladrillo adyacente a la izquierda del arco y sus
extremos inferiores estan sobre cada arco. _ _

Lo que haremos ahora es unir cada punto de ¢ € A} con aquel punto en A{
que representa la misma FE-linea de A/, que representa ¢. De esta forma obtenemos
nuestro conjunto isomorfo a A’. En la construccién rellenaremos los espacios que
quedan en el medio para tener definida la foliacion no solo alrededor de los vértices,
sino tambien a la izquierda de los arcos.

Fijemos un arco a € A. Conjugando f por un homeomorfismo que preserva
orientacién, podemos suponer que a es el segmento orientado que une (—2,0) con
(2,0) y que el rectangulo [—3,3] x [—1,1] esta contenido en U,. Podemos suponer
ademés que el cuadrado [1, 3] x[—1, 1] centrado en e(a) es un trasladado del cuadrado
K(q) descrito anteriormente, en el caso en que e(a) es la fuente de dos arcos o en el
caso en que existe otro arco a’, que tiene como extremo final a e(a) y verifica I(a) =
r(a’). Si existe otro arco a’ que tiene como extremo final a e(a) pero r(a) = l(a'),
podemos suponer que es la imagen de K., por una rotacién de m/2 luego de ser
trasladado.

Supondremos también que [—3, —1]x[1, 1] es la imagen de K, por una traslacion
en el caso de que s(a) es el fin de otros dos arcos, o el caso en que existe a’ tal que
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s(a’) = s(a) yr(a’) = l(a). Si existe a’ tal que s(a’) = s(a) pero el caso es [(a') = r(a)
podemos suponer que es la imagen de K por una rotacién de —m/2 luego de ser
trasladado.

ey

L
L 4
L 3

s(a)

Consideraremos ahora el cuadrilatero 7, cuyos respectivos lados son °(a), I°(a),
el segmento contenido en a que une los extremos inferiores de I%(a) y I¢(a) y el
segmento que une los extremos superiores. Este cuadrilatero resulta estar contenido
en [(a). Indexando A por N podemos construir los cuadrildteros por recurrencia para
que estos sean disjuntos dos a dos. Consideraremos un homeomorfismo ¢, estricta-
mente creciente que envia A2 en A¢ y lo extendemos a un homeomorfismo entre I*(a)
y I¢(a). Tomamos entonces una foliacién de T, por los segmentos orientados, para
que sean crecientes segun las z, uniendo ¢ € I°(a) con su correspondiente imagen en
I¢(a).

Recordemos que C' es la unién disjunta de A y B. Toda hoja de T, se prolonga
al llegar a /¢(a) en un tnica hoja contenida en el cuadrilatero Tj(a) lo que conduce a
un punto de I*(c) donde s(c) = e(a). Uno obtiene entonces una familia continua de
arcos orientada indexada por ¢t € I°(a) que induce un homeomorfismo ¥, entre /°(a)
Y Ueec Js(e)=e(a) 1 *(c). En otras palabras, ¥, va de intervalos de partida en intervalos
de partida uniendo seguin se recorre las hojas de la foliacién definida hasta ahora.

Observemos que dado I' = [[.., a; € A', si t; € I°(a;) es el asociado a I' entonces
U, (t;) = tiv1. En particular, dado un arco a, la hoja que pasa por el extremo
superior de I®(a) representa I que es Fl’(a) y andlogamente la hoja que pasa por el
extremo inferior de I°(a) representa I', que es F:f(a). Maés atun, dado b € B, si ag y
ag, son los arcos tales que s(ag) = s(aj) = s(b) con r(ay) = l(ag) = b, entonces el
extremo superior de I°(ag) es el extremo inferior de I°(b) y el extremo inferior de
I*(ag) es el extremo superior de 1°(b).

Lo que queremos ahora es definir la foliacién en el resto de cada ladrillo y lo
haremos uniendo puntos de 7°(b) con puntos de I¢(b). La construccién es parecida
a como hicimos en 5.1 salvo que antes, las lineas de relleno iban de s(b) a e(b). Con
esto logramos des-singluarizar los vértices.

La unién de las fronteras de los cuadrilateros T y T, junto con los arcos singu-
lares definen una descomposicion en ladrillos libre, que tiene a la original como una
subdescomposicién. Los T! y los T, son ahora ladrillos de esta nueva descomposi-
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cién. Como veremos inmediatamente, todo otro ladrillo esta contenido en un ladrillo
b € By todo b € B contiene un ladrillo de esta nueva descomposicion que no es de
la forma T? o T, y lo notaremos Tj.

Dado un ladrillo b. La frontera de b se escribe como unién de dos arcos [ [, @
Y [ocicn @i donde s(ag) = s(ap) = s(b), e(an) = e(ay,) = e(b) y l(ai) = r(af) = b.
Los cuadrildtero Ty y T} donde v = s(a};) estdn contenido en I(a}) y por lo tanto

tienen su interior disjunto al de b. Por otra parte los Cuadrllateros de T,, vy T, K
donde v = e(a;) estan todos contenido en b y ademads la unién de estos da un disco
donde la frontera estd formada por I°(ag) C ag, 1°(an) C al,, el arco [[yc;c, @i ¥
finalmente el arco (J],-,.,, X Is(ai))'y donde v es la hoja de T}, que une max I*(a,,)
con max I(a,). De esto, deducimos que existe entonces un tnico ladrillo 7}, de la
nueva descomposicion que esta contenido en b. Este es un disco donde la frontera

estd contenida en la unién de (H0<l<n fymaxf (az)>

v y del segmento contenido en
max[( ))

H0<l<n/ a;, que une los dos extremos de (][, <i<n Vai ~. Esta frontera contiene

los segmentos de partida y de llegada de b.

Podemos tomar ahora un homeomorfismo i que preserva la orientaciéon enviando
T, sobre [—1,1]%, y los segmentes I°(b) y I¢(b) sobre {—1} x [-1,1] y {1} x [-1,1]
respectivamente. Consideramos ahora la foliacién orientada, imagen por h=! de la
foliacion horizontal orientada para que sea creciente sobre las . Cada hoja saliente
de un t € I*(b), al llegar a I¢(b) se prolonga en una unica hoja de Tf(b), que termina

en un punto W,(t). Este punto se encuentra en el centro de I*(a®) donde a™ es el
Unico arco que verifica s(a™) = e(b).

Notaremos
mmIS(b méx I8 (a; ) maxIs(b) min I%(a})
= [[ sy ™ = I
0<i<n 0<i<n/
Diremos que una familia

{(ciyti) }iez € O% x HIS(Ci)

1EL
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es admisible si e(¢;) = s(¢iy1) ¥ ti1 = Ve, (¢;) para todo i € Z. Con esto entonces,
acabamos de definir una foliacién F' orientada sobre el plano, donde las hojas son
lineas de la forma

I

i€
con {(c;, t;) }iez admisible.
El resultado siguiente es evidente por la construccion:

Proposicién 5.2.2. Sean T = [[,., 74 y I" =[],z
i €Z yi €7 tales que ¢; = ¢, entonces las dos hojas son comparables y tenemos
que I' < TV si y sdlo sit; <tl,.

722 dos hojas de F. Si existe

Estudiemos ahora las hojas de F.

Proposicién 5.2.3. Sea I' = [[,., V& una hoja de F. Entonces se da uno de los
siguientes casos:

1. Si todos los ¢; son arcos, entonces la linea I = HiEZ ¢; aparece en N y cada t;

es el elemento de Kﬁl que corresponde a I".

2. Existe ig € Z tal que ¢;, es un ladrillo y tal que t;, estd en el interior de 1°(c;,).
Entonces los ¢; que son ladrillos, son exactamente los ladrl'llos de la clase de
equivalencia de c;, y t; estd en el interior de 1°(¢;) Yi. Si b es dicha clase de
equivalencia entonces Cy = [, ¢i.

3. Eziste ig € Z tal que ¢;, es un ladrillo y tal que t;; = méxI1°(¢;,). Si Fjio =

. th / s +
[1;cz @i, podemos escribir I' = [[.., vdi donde t; € A  corresponde a Fcio

4. Eziste iy € Z tal que ¢;, es un ladrillo y tal que t;;, = minI*(c;,). Si Lo, =

[1;cz @i, podemos escribir I' = [, vai donde t; € A corresponde a F%

Demostracion.

1. Sea {(¢;,t;)}iez una familia admisible donde cada ¢; es un arco. Basta con
mostrar que existe un i tal que ¢; € AZ. Como W(AZ) N I°(cipa) = A7, .
Inductivamente, hacia futuro y pasado en Z, probamos que t; € I°(c;11).

Si existiera una tal linea I = [[._, a;, en particular tendriamos que ¢; = a; Vi.

1EL
Supongamos que ningun t¢; esta en KE:» notemos t§ = min{t € Kﬁo t > toly
to = max{t € A} :t <to}. Sabemos que existen los anteriores porque to & AZ
y por lo tanto los conjuntos sobre los cuales tomamos méximo y minimo son
compactos. El punto #J corresponde a una linea I'" = HiGZ a; y el punto ty
corresponde a una linea I'” = [[;_; a;". Como las lineas son diferentes podemos
suponer por ejemplo que existe i > 0 tal que a;” # a; . Sea iy el entero positivo
mas chico que verifica lo anterior. Notemos entonces a; como arcos comunes a
I'" yI'" cuando i =0,... 45 — 1.
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o6

Observemos que ig > 1y que r(a;)) = l(a;). Si t] € KZ (respectivamente
t; € Aj,) es el correspondiente a I”“ (respectlvamente ['7), entonces la imagen

por ¥, del segmento [t;, ¢]] C I®(a;) es igual al segmento [t;, 1, t7,;] C I%(a;41),
sii € {0,...,ip — 2}. De esto concluimos que ¢; = a; y t; € [t;,t]], sii €
{0,...,ip — 1}. Observemos que ademds (¢;, ;) no contiene ningtin elemento

de A; porque (I'",I'*) es vacio en A'.

La linea I es inferior I'* y debe contener a a;,_;. Como es estrictamente supe-
z0

rior a I'™, concluimos que I'" = 'y analogamente que '™ = I‘;l . Deducimos
i0 4
entonces que la imagen por W,, _, del intervalo (¢; _;, ti_1) estd contenido en

el interior de I°(b), con b = r(a, ) = l(ay ). Finalmente obtenemos que c;, no
es un arco, sino el ladrillo b, llegando a un absurdo.

. Sea {(¢;, t;) biez una familia admisible, con ¢y un ladrillo y ¢y en el interior de

S / 3 3 A
I°(cy). Notemos [, ¢ la cadena de equivalencia de ¢, donde ¢ = ¢p. Ya
sabemos que el 1nico arco que tiene como extremo final, el extremo inicial de
o, €s ¢y = c_1; y que el Unico arco que tiene como extremo inicial, el extremo

final de ¢y es ¢ = c1. Sean entonces I';, = [[,c.,a; € Ny '} = HZEZ TeN

donde a~; = a*, = ;. Notamos t; € A®_ el punto correspondlente al'yy

7

th e /~X2+ el punto correspondiente a I'f . Si hay n™ arcos con ¢y como el ladrillo

adyacente a izquierda y n™ arcos con ¢g como ladrillo adyacente a derecha,

tenemos que a, . =a,_, = c}.

Supongamos que existe un ladrillo en la familia {¢}};>; y notemos ¢;, el primero
que aparece. Tenemos entonces que a,_, = af .. = ¢, para todo i €
+ _ /

{0,...io—2} y la,— ;1) =r(ags 1) . De esto obtenemos que la ima-

genpor W, delintervalo [t7 ,t:rnJr} C I*(c z+1) esiguala [t , ., t5,.  .]C
I°(c ), para todo i € {0,...,ip — 3} y la imagen de (¢ tr ) C

—24n~ Yig—24nT
I°(c;,_,) por We -, es igual a ( AP ,t;; 1int) Cant(I°(c ZO)) Como el punto

t1 pertenece a (tn_, t*,) deducimos que ¢; = ¢; paratodoi € {1,...,ig} y quet;,
esta en el interior de ¢;,. Podemos argumentar de forma andloga hacia el pasado
y luego, repitiendo el paso, inductivamente queda el punto 2. demostrado.

. Basta observar que si ¢ es es un ladrillo y ty = méx{/®(co)} entonces ty esté en

I*(ap) si ag es el arco que verifica r(ag) = ¢ y s(ag) = s(¢p). En particular debe
ser ty, como elemento de I%(ag), el minimo. Como KZO tiene los extremos de
I*(ag) entonces por el punto 1. sabemos que se puede identificar con una linea
de Brouwer. Por la construccién de I°(ao), la linea debe ser I', = T'} .

4. Es analogo a 3.
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Estudiemos momentaneamente las hojas de F' que verifican el punto 1. de la
proposicion anterior.

Proposicion 5.2.4. Consideremos la aplicacion © que manda una linea de I' =
[Liczai € A le asocia la hoja O(') = Hl.ezfyfli(r) de F', con t;(I') € A;, el ele-
mento asociado a I'. Entonces, esta aplicacion es un homeomorfismo estrictamente
creciente, de N’ sobre su imagen. Mds ain, cada curva ©(T') es un linea de Brouwer.

Demostracion. La inyectividad es inmediata del hecho que la inversa esta bien defini-
da. Qué es un homeomorfismo sale del hecho que O, es claramente un home-
omorfismo creciente. Veamos ahora que es creciente. Para eso, hay que tener en
cuenta la siguientes propiedad: Para toda linea I' = [[..,a; € AN, Vi € Z y
Vt € [minI*(a;),t;(T')] el arco v} esta contenido en [(T'). En particular R(I") C
R(O(I')) € R(I') U(I"). Mas precisamente: R(O(I')) C R(I') U,z Ua,-
Supongamos que [ = [],., a; € A’ es estrictamente superior a I'. Si las lineas I
y IV no tienen ninguin arco en comin, entonces

R(O(T)) ¢ RT)UIT) C RT') € R(OT)

)
Si I' y IV tienen un arco comun a; = aj,, entonces t;(I') < ¢;(I') y entonces
R(O() Cc R(O(I)).
Para mostrar que O(T") es una linea de Brouwer, tenemos que utilizar las propiedades
de los abiertos U,, enunciadas al comienzo de la sub-seccién. Tenemos:

f@@@mCﬂMDUU%i
C int(R(D)) U | Jint(R(T;)) C int(R(L)) C int(R(O(T)))

€L

Finalmente, nos queda por demostrar la siguiente proposiciéon:

Proposicién 5.2.5. Podemos escoger los homeomorfismos de enlace \,,v € V' para
que todas las hojas de F' sean lineas de Brouwer.

Demostracion. Para todo ladrillo b € B, vamos a reparametrizar la foliacion definida
sobre Ty, no solo por t € I*(b), sino también por t’ € [—1, 1] considerando un home-
omofismo creciente hy, de [—1,1] en I*(b), obteniendo as{ una familia {v; }yc[_1 1) de
sub-arcos de los arcos fy,? o(t),

Consideremos una hoja I' = [],, Vﬁ de F' que pasa por el interior de un ladrillo

T, v sea b la clase de equivalencia de b. Si ¢; es un ladrillo, entonces I' contiene el
arco ve', con t; = he,(t)). Observemos que I' es disjunto de I'> y ademés R(I';) C
int(R(T)).

Siby = ¢y, y b = ¢y, son dos ladrillos sucesivos en la cadena de equivalencia
~ "’ 1tk . .
[,z ci de b, los arcos Yoo Y Vp, ' son separados en I' por un arco v incluido a la vez

en Uy, cics, U, v en la vecindad izquierda [(]] ¢;). La primera inclusién nos

1

10<8<11
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5 FOLIACION DE R? POR LINEAS DE BROUWER

dice que f(7) estd incluida en int(R(FE_)) y por lo tanto en R(I') — I'. La segunda
inclusién nos dice que I' estd incluido en L(I'1) y que f~!(7) estd entonces contenido
en z’nt(L(I‘%r )). Por lo tanto la imagen inversa no encuentra ningun ladrillo ¥ € b,
Como tampoco encuentra algin U,, donde a es un arco contenido en la cadena de

equivalencia, concluimos que f~!(y) esté incluido en L(T') —T .

Podemos ahora, pedirle al homeomorfismo h, que f(yf) C int(R(I';)) sit" <
—1/3y que f~H(y¥) C int(L(T)) sit >1/3.

Lo que nos falta mostrar es que podemos elegir los homeomorfismos de enlace
Aev), b € B para que I' sea una linea de Brouwer. Basado en lo anterior, esto es

suficiente para que I' sea libre. Recordemos de 5.1, que definimos un orden sobre b y
que podemos tomarnos una familia de homeomorfismos que verifiquen la conclusion
del lema 5.1.2 para cada orden. Uno puede entonces elegir los homeomorfismos de
enlace A3 para que toda hoja I' = [],_, fyé’ de F', que pase por el interior de un
ladrillo Ty, y verifique el segundo punto de una proposicién anterior, contenga para

=1y ~
un cierto t' € [—1,1] todos los arcos ’yégb ( ), b € b. De acuerdo con lo anterior, si I
se intersecta con su imagen, existen b,0’ € by t' € [—1, 1] tales que:

197 M) 191 (t')
FOpr TNy £

Obtenemos entonces una contradiccién idéntica a la obtenida en 5.1. OJ
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