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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion.

El objetivo principal de este trabajo es caracterizar todas las sucesiones exactas cortas de algebras
de Hopf, que empiezan en un algebra dual a la de un grupo, y terminan en un algebra de grupo. Es
decir, dados dos grupos finitos F, G, queremos hallar todas las extensiones de kF por k©.

El interés en estudiar este tipo de extensiones viene al menos por dos lados. Por uno, nos per-
miten obtener ejemplos de algebras de Hopf que no son conmutativas ni coconmutativas. Por otro,
se aplican en la clasificacion de algebras de Hopf semisimples. Por ejemplo, usando estas extensiones
se puede probar que toda algebra de Hopf de dimensién pg, con p y g primos distintos es isomorfa a
un algebra de grupo o a su dual (ver [3]).

A continuacién haremos un breve resumen de la monografia.

Este primer capitulo estd dedicado a fijar algo de notacién para el resto del trabajo, y a repasar
algunos conceptos basicos de la teoria de algebras de Hopf.

En el segundo capitulo, la primera seccion introduce el concepto de sucesién exacta corta de
algebras de Hopf y lo relaciona con el previamente existente concepto de sucesién exacta corta de
grupos. Luego se estudia el ejemplo trivial (cuando en el centro aparece el producto tensorial de
los extremos), y se termina mostrando un teorema que condiciona parte de la estructura de una
extension, el teorema de la grieta.

El tercer capitulo estd dedicado a construir ejemplos de extensiones de kF por k“. Primero
se toma el caso del producto semidirecto de un &algebra R por un grupo F' que actua en ella por
automorfismos, y se construye una extensién de kF por k¢ (poniendo R = k¢, y la accién de F
proveniente de una accién de F' en G por automorfismos de grupos). Se observa que tiene una es-
tructura multiplicativa no trivial pero una estructura comultiplicativa trivial, y se ve enseguida un
caso ligeramente més complicado, que es torcer aun mas la multiplicacion mediante un cociclo. La
ultima seccion plantea torcer las estructuras multiplicativa y comultiplicativa a la vez, sustituyendo
la accién por automorfismos de grupos por el concepto de par ligado de grupos: dos grupos F, G, una
accién de F' en G y una de G en F', con ciertas relaciones . A partir de un par ligado y de un cociclo
para cada accién, en el teorema 3.2.4 se construye una extensién de kF por k©.



El capitulo cuarto, el mas importante del trabajo, se dedica a establecer el reciproco del teorema
3.2.4. Se parte de una extensién cualquiera de kF por k¢, y usando el teorema de la grieta se hallan
acciones de par ligado entre F'y GG, y cociclos para dichas acciones, de forma tal que la extensién de
la que partimos es isomorfa a una de las construidas en el capitulo tercero (ver teorema 4.5.1).

1.2. Convenciones.

En todo el trabajo, salvo que se indique lo contrario, los simbolos en general representaran los
mismos tipos de objetos matematicos. Algunas cosas que hay que asumir (casi) sin pensar son:

» La letra k representard un cuerpo (aunque para muchos resultados solamente se usa que es un
anillo conmutativo). Las estructuras de espacios vectoriales que aparezcan van a ser siempre
sobre k.

» Usaremos las letras A, H, K para algebras de Hopf, siempre de dimensién finita (a veces no
vamos a necesitar esta hipotesis, pero es suficiente para que todo funcione como queremos).
Denotaremos a sus elementos con letras como a, h, k, respectivamente. Es la tinica vez que
vamos a repetir una letra, pero va a quedar claro por el contexto cuando k se refiere al cuerpo,
y cudndo k € K es un elemento del algebra.

= Para las operaciones de multiplicacion, unidad, comultiplicacion, counidad y antipoda, usamos
las letras m,u, A, e y S, respectivamente. Salvo que necesitemos especificar, usaremos las mis-
mas letras sea el algebra que sea.

» Cuando comultipliquemos, usaremos la notaciéon de Sweedler:
A(a) = E a1y @ ag).
a
A veces, si queremos alivianar la notacién y si las cosas son obvias, omitiremos el simbolo de
sumatoria, el subindice a o los paréntesis.

= De la misma forma que en el punto anterior lo haremos para las coacciones, en donde el
subindice 0 denotara el elemento del comédulo:

p(m) = me @mq),

p(m) = m1) ® m),
m
si la coaccion p es a derecha o a izquierda, respectivamente.

= Dadas dos algebras de Hopf, si en su producto tensorial definimos todas las operaciones com-
ponente a componente, obtenemos el algebra de Hopf producto. !

10tra forma de verlo es que, al hacer el producto tensorial de los espacios, también lo hacemos con los mapas
correspondientes a la estructura de Hopf (con alguna trasposicién mediante, para que las cosas queden bien definidas
formalmente).



» Cuando consideremos k como algebra de Hopf, lo haremos con la estructura trivial (no puede
tener otra). Esto es, asumiendo que k ® k = k via la multiplicacién del cuerpo, todos los mapas
estructurales son la identidad.

» Cuando expresemos igualdades de funciones en términos de morfismos, muchas veces no lo
haremos con toda la formalidad categérica. Algunos isomorfismos, como el del punto anterior
por ejemplo, seran asumidos de forma automatica. La idea en este trabajo no es expresar las
cosas de forma categorica, simplemente hay igualdades que se ven mas claras escribiendo sélo
las funciones, sin evaluarlas en elementos genéricos.

» Con las letras G, F' nos referiremos a grupos finitos (tampoco va a ser siempre necesaria la
finitud, pero es en el marco en que vamos a trabajar). En general usaremos las letras z,y, z
para los elementos de F', y q,r,s,t para los de G.

= De todas formas no restringirse, usar el sentido comun.

Por otra parte, hay algo con lo que si tenemos que tener cuidado. Si bien los objetos que estudiamos
son por lo general dlgebras de Hopf, los morfismos que encontremos no siempre van a preservar toda
esa estructura, si no se vuelve todo muy restrictivo. Por momentos nos concentraremos en una
parte de la estructura, como por ejemplo ver un algebra de Hopf sélo como &algebra, codlgebra,
modulo, comédulo, ete. Incluso ese tipo de morfismos nos va a interesar especialmente, pues estamos
intentando explorar ejemplos distintos de la teoria, modificando parcialmente la estructura. Mas
adelante lo veremos, vamos a obtener familias de algebras de Hopf no isomorfas, pero con la misma
estructura de modulo sobre cierta subdlgebra y con la misma estructura de comédulo sobre cierto
cociente.

1.3. Definiciones previas

Para la comprension de este trabajo son necesarios ciertos conceptos previos de la teoria de
algebras de Hopf, que no aparecen definidos aqui. Se pueden encontrar en [2] y en [4]

» La counidad H = k es un morfismo de algebras de Hopf. En este caso definimos
H" := Ker(e).
Observemos que, como es el nticleo de un morfismo, va a ser un ideal de Hopf de H.
» Sea (M,—) un H-médulo. El espacio de los H-invariantes de M es

M":={meM:Yhe H h—m=eh)m}.

» Sea (M, p) un H-comddulo. El espacio de los H -coinvariantes de M es

Mt . =Ime M:p(m)=m®®1y}.

En los dos puntos anteriores, si hay acciones o coacciones a la izquierda v a la derecha a la vez
) )
para aclarar se pone el superindice del lado correspondiente: 7M., <HM .
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» Un H-mddulo codlgebra (a izquierda) es, como su nombre lo indica, un espacio vectorial M
que tiene a la vez estructura de H-médulo (a izquierda) (M, —) y de codlgebra (M, Ay, €nr).
Ademas, incluimos en la definicién que ambas estructuras sean compatibles, esto es que los
mapas que definen cada estructura sean morfismos para la otra, o lo que es lo mismo:

Au(h=m) =3 (b = m1) @ (hy = my) Vh € H, m € M.

ev(h—=m) = ey(h)ey(m)

» Un H-comdédulo dlgebra (a derecha) es, como su nombre lo indica, un espacio vectorial M que
tiene a la vez estructura de H-comédulo (a derecha) (M, p) y de élgebra (M, mys, 157). Ademas,
incluimos en la definicién que ambas estructuras sean compatibles, esto es que los mapas que
definen cada estructura sean morfismos para la otra, o lo que es lo mismo:

p(mn) = > mono®mny Ym,n € M,

= Si A es de dimensién finita, podemos traspasar toda la estructura de Hopf a A*, dualizando los
mapas. Al ser * un funtor contravariante, intercambia las estructuras de algebra y coalgebra.

max ‘= (AA)* Upx = (EA)* SA* = (SA)*
. . . (1.1)

Age = (ma)* €ar = (uq)

Lo que estamos usando implicitamente es que hay una inclusiéon natural A* ® A* C (A® A)*,

ademds de que estamos en dimension finita, entonces como tienen igual dimensién la inclusién

es una igualdad.

= Llamamos kF' al espacio vectorial libre que tiene como base los elementos de F'.
Como en F' tenemos una multiplicacién, podemos extender la misma a kF' por bilinealidad,
usando que F' es base. Con esta operacién le damos a kF' estructura de algebra asociativa,
y la unidad es la propia unidad de F'. Para ponerle la estructura de coalgebra lo hacemos
trivialmente, otra vez en F' como base.

Alz)=z®z ; elx):=1 ; Ve eF .

Ver la compatibilidad entre la estructura de algebra y de coalgebra, es una cuenta facil. También
observemos que para darle estructura de dlgebra sélo usamos la estructura de monoide de F, y
para la de coalgebra menos ain, se puede hacer con cualquier conjunto. Justamente, el axioma
que nos falta usar del hecho de que F' sea un grupo, es lo que usamos para definir la antipoda:

S(x):=2"' VrecF
y lo extendemos linealmente a kF'.

» Definimos k% como el espacio vectorial de las funciones de G en k. Ahora, como G es base
de kG, hay un isomorfismo lineal entre las funciones de GG en k y las transformaciones lineales
de kG en k; esto es, podemos identificar £ con el dual de kG. Entonces, con los dos puntos
anteriores le damos a k¢ estructura de algebra de Hopf. Veamos més en detalle las operaciones:



af=myo(a®f)oA, Ya,B € k°.

Si evaluamos la ecuacién anterior en un s € GG cualquiera, queda

(@B)(s) = mi (e @ B)(s © 5)) = a(s)B(s).

Con esta forma de verlo, la multiplicacién es la conocida punto a punto. La unidad de este
producto es la funcién constante igual a 1.
Ahora, la comultiplicacion:

A(a) = aom,

esto es,

Ala) = Z a1 @ oy & Vs, t € G ast) = Zal(s)ag(t).

La counidad es
e(a) = a(lg).

Y la antipoda viene dada por

S(a)(s) = a(S(s)) = a(s ™)

Hay otra forma de escribirlo mas concreta, viendo las operaciones en una base fija. Llamemos
{es 1 s € G} C kY a la base dual de G, esto es ey(t) = Js;. La funcién e, no es otra cosa
que la proyeccion sobre el espacio generado por s, con respecto al complemento generado por
G\ {s}. Con esta forma de verlo, los elementos de la base son idempotentes y ortogonales, y
en consecuencia la unidad es la suma de todos ellos.

eser = 0515 ; Lo = € .

La estructura de coalgebra también es interesante:

6(65) = 55710
A(es) = Z eq ® Er
qr=s

Observemos que, como G tiene estructura de grupo, todos sus elementos tienen inverso, entonces
podemos escribir la comultiplicacién de otra forma:

Ales) = Z eq ® €415 = ZeST_l ® e.
q r

Por 1ltimo, la antipoda queda de la siguente forma:

S(es) = es-1.



Capitulo 2

Extensiones de algebras de Hopf.

2.1. Definicion de extension

Observacion 2.1.1. Consideremos la siguiente sucesion en la categoria de dlgebras de Hopf:
K5 ASH.
Entonces:

s Le damos a A estructura de K-mddulo codlgebra a izquierda con la siguiente accion:

k-a:=uk)a.
De forma andloga se le da estructura de K-maddulo codlgebra a derecha:
a-k:=auk).

s Le damos a A estructura de H-comddulo dlgebra a derecha con la siguiente coaccion:

pla) = Zal ® m(as).

De forma andloga se le da estructura de H-comddulo dlgebra a izquierda:
pla) = Zw(al) ® as.

De ahora en adelante asumiremos que ¢ es inyectivo, o sea que lo vemos como una inclusion, y
que 7 es sobreyectivo, o sea que lo vemos como la proyeccién a un cociente.

Teorema 2.1.2. Las siguientes igualdades de espacios vectoriales son equivalentes:

H=A/AK*
H=A/K"A
K = AcoH
K = COHA
La demostracién de este teorema se puede encontrar en [1]. O

Definicién 2.1.3. Si las condiciones del teorema anterior se cumplen, decimos que A es una exten-
sion de H por K, o que tenemos una sucesion exacta corta de dlgebras de Hopf.



Simplemente a modo de motivacion, vamos a observar que esta definiciéon generaliza la nocion de
sucesion exacta corta que se tiene para grupos. Una sucesién exacta corta de grupos es una sucesion
de grupos y morfismos

G5 Gy B G,

tal que ¢ es inyectivo, p es sobreyectivo, y se cumple que Im(i) = Ker(p). Observemos que por
linealidad podemos extender los mapas a las dlgebras de grupo, y obtenemos una sucesion

kGy -5 kGy B kG,

que va a ser una sucesién exacta corta de dlgebras de Hopf si y sé6lo si la sucesién de arriba es una
sucesion exacta corta de grupos. Para probar esto, observemos que i a = > Agg un elemento
genérico de kG5, entonces

€ (kGo) "% & pla) =a @16 > M\g@plg) = > Ag®@1 & plg) =1, Vg: Ay #0

9€Ga g€eG2o

< a € k(Ker(p)).

g€G2

Luego probamos que (kG3)®*G3) = k(Ker(p)). Por otro lado sabemos que i(kGy) = k(Im(i)).
Entonces .
Im(i) = Ker(p) & k(Im(i)) = k(Ker(p)) < i(kGy) = (kGy)°*C).

«.

Por otro lado, la “vuelta” de lo anterior se puede hacer tomando los elementos de tipo grupo de
las dlgebras de Hopf. Recordemos que si H es un algebra de Hopf, entonces h € H es un elemento de
tipo grupo si verifica A(h) = h® h y €(h) = 1. Los elementos de tipo grupo de H forman un grupo
con el producto de H, que denotamos G(H). Si

KS5ALSH
es una sucesion exacta corta de algebras de Hopf, entonces la sucesion obtenida por restriccion
G(K) 5 G(A) 5 G(H)

es una sucesion exacta corta de grupos.
Para probarlo, observemos que i(G(K)) = «(K) N G(A) y por lo tanto i(G(K)) = AT N G(A).
Sea a € G(A), entonces

aci(GK))epa)=a®leaxn(a) =a®1en(a) =1 ac Ker(n).
Entonces I(G(K)) = Ker(7).

2.2. La extension trivial

Teorema 2.2.1. La sucesidn
KS5SKeoHDSH

Es una sucesion exacta corta, definiendo
k) =k®1
(k@ h):=e€(k)h



Dado su cardcter trivial, la denominamos justamente la extensidn trivial®.
Esta trivialidad se ve reflejada, por ejemplo, en que dentro del producto tensorial los factores apare-
cen de alguna forma separados, sus estructuras no interactian. Las copias isomorfas a K y a H,
respectivamente K ® 1y y 1x ® H, son subdlgebras de Hopf? de K ® H.
Demostracion:
Para demostrar el anterior teorema sélo precisamos verificar una de las igualdades del teorema 2.1.2,
verificaremos que (K @ H)®°H = K ® 1p. Por el camino, veremos quiénes son la accién y la coaccién
en este caso particular.

—~ K®(K®H)— K®H

F—(kkoh) =uk)koh)=Kely)(koh)=Kkoh

Entonces lo que nos queda es

Es la accion natural, en cierto sentido lo mas trivial que podemos definir.

plk@h) = Y (k®@h) @7((k®h))

kRQh
= Z/ﬁ@hl ®7T(/€2®h2)

k,h

= Y ki ®h @ e(k)hy

kh

= Z €<k2)k1 ® (Z hl ® hg)

k

= Y (k)b ® A(h) = k@ A(h)

k

Entonces lo que nos queda es
b= idie ® A, (2.2)

Es la coaccién natural, en cierto sentido lo més trivial que podemos definir.

Con lo anterior, pasamos a demostrar el teorema 2.2.1:
La inclusién (K @ H)*" > K ® 1 es clara:

pkl) =k A()=kR101l=ke1c (K H)“!.

!Esto no es sélo un nombre asi porque si, las clases de isomorfismos de extensiones forman un grupo, en el cual la
extension trivial es el neutro. Se puede encontrar el resultado en [1].

2En el caso general, esto sélo sucede con la copia isomorfa a K, mientras que la copia isomorfa a H es sélo un sub
H-comédulo, como veremos en la seccién 2.3



Para la inclusién inversa, tomamos {k'}; una base de K, entonces un elemento genérico de K @ H
se escribe de forma tnica como Yy, k' ® h', para ciertos h' € H. 3

Ahora,
p (D Ken | =KoY mehl,
% 7 ht

pero si asumimos que este elemento estd en (K ® H)®H sabemos que

p| D Koh|=> KFehely.
Entonces, juntamos las dos de arriba y para cada ¢ tenemos la igualdad

d hieh=nrol
hi

y si aplicamos € ® id lo que queda es h' = e(h")1y y tenemos la inclusién inversa. O

2.3. El teorema de la grieta

El teorema que viene a continuacion dice, entre otras cosas, que todas las extensiones de H por
K son isomorfas a K ® H como espacio vectorial, asi que podemos pensar que de alguna forma
estamos deformando la estructura trivial sobre el mismo espacio de base, obteniendo varios ejemplos
no isomorfos pero de igual dimensién.
Podemos ver el paralelismo que hay con las sucesiones exactas cortas de grupos abelianos, las cuales
se dice que se escinden en el caso en que el término del medio es isomorfo a la suma directa de los
otros dos. Cuando hay multiplicaciéon y unidad, como en este caso, tiene sentido que el término del
medio sea isomorfo al producto tensorial de los otros dos. En este caso, el andlogo de una sucesion
exacta corta de grupos que se escinde, es una extensién de algebras de Hopf isomorfa a la extension
trivial, que vimos en la seccién anterior.
De todas formas, en una sucesion exacta corta de grupos finitos, resulta que siempre el cardinal del
término del medio es el producto de los cardinales de los términos de las puntas. Esto es, es término
del medio es isomorfo como conjunto al producto de los de las puntas. El andlogo de esta afirmacién
es justamente, que en una extension de algebras de Hopf, el término del medio es isomorfo como
espacio vectorial al producto tensorial de los términos de las puntas.
Cuando se cumple la tesis del siguiente teorema, decimos que una sucesion exacta corta de algebras
de Hopf se agrieta. (En inglés, is cleft).

Teorema 2.3.1. Dada una extension de dlgebras de Hopf de dimension finita
K5 ASH,
eriste
0:A— K®H,

un isomorfismo de K-mddulos y H-comddulos* , que ademds preserva la unidad y la counidad.

3Esto es, K ® H es un H-médulo a derecha libre, de base {k'};.
4Recordemos que en A las estructuras de médulo y comédulo son las que vienen de ¢ y , respectivamente, y que
en K ® H son las naturales, o lo que es lo mismo, las heredadas de la extensién trivial. Estdn definidas en (2.1) y (2.2).
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La demostracién de este teorema se puede encontrar en [5]. O

Introducimos ahora algunas notaciones y definiciones que nos seran ttiles en lo que sigue.
Definicién 2.3.2. .

» Definimos # : K ® H — A como la inversa de 6. Esto es,

k#h :=0"'(k®h) € A.

» Definimos ¢ : H — A mediante
¢(h) == 1#h.

Siguiendo el lenguaje de las extensiones, a ¢ se le llama seccién.

» Definimos v : A — K mediante ®
~v(k#h) := e(h)k.

Siguiendo el lenguaje de las extensiones, a 7y se le llama retraccion.

Observacién 2.3.3. De las propiedades de 6 sabemos que ¢ es H-colineal, v es K-lineal, y que ambas

preservan unidad y counidad. Ademds, en la proposicion 7.2.7 de [2] se prueba que ¢ es invertible

por convolucion®.

Ahora veamos como quedan escritas estas propiedades en funcién de los simbolos que definimos:

0 morfismo de K-mdédulos: K - (k#h) = KEk#h

0 preserva unidad: g = 1x#ly (2.3)
6 morfismo de H-comddulos: p(k#h) = >, (k#h1) ® hs '

6 preserva counidad: e(k#h) = e(k)e(h).

Proposicion 2.3.4. Con la notacion recién definida, + y m pueden escribirse de la siguiente forma:
v (k) = k#1y.
w 7(k#h) = e(k)h.

Demostracion:
La primera igualdad es mas facil, sale en una sola cuenta, usando que 6 es K-lineal y preserva unidad:

Para la segunda, como es de esperar, usaremos las otras dos propiedades. Primero, que 6 es
H-colineal:

> (k#h) @ hy = p(k#th) =Y (k#h) © w((k#h)s).

h kth

°Esto alcanza para definir v en cualquier elemento de A, porque {k#h}rck, nem son las imdgenes de los tensores
elementales de K ® H, y por lo tanto generan A linealmente.
5Observar que dualizando se puede probar que 7 también es invertible por convolucién.
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Si aplicamos €4 ® idy en los miembros extremos de la igualdad,

> e(k#thn)hy = e((k#th)))m((k#h)z).

h k4th

En el miembro de la derecha, solo usando que 7 es una transformacion lineal, nos queda

7 (32 el(eth)) (k) ) = m ().

En el miembro de la izquierda, usamos la expresién de la counidad que aparece en (2.3), y nos
queda

> e(k)e(hi)hy = (k) Y~ e(hn)hy = €(k)h,
que era lo que queriamos. O

Observacién 2.3.5. Sea {h'}; una base de H. Entonces, para cada a € A existen tnicos {k'}; en
K tal que a =Y, K'#h'.

La explicacién de esto es que {1x ® h'}; es una base de K ® H como K-mdédulo a izquierda. Como
0 es isomorfismo de K-médulos a izquierda, {1x#h'}; es una base de A como K-médulo a izquierda.

Volviendo al ejemplo de la extension trivial, podemos tomar 6 = idggy, ya que vimos que las
estructuras de modulo y comoédulo son las usuales. Nos queda k#h = k®h, y la seccion y la retraccion
que quedan son las usuales:

o(h) =1k ®@h; ~(k®h)=¢€(k)h.

12



Capitulo 3

Extensiones de kF' por kG, Ejemplos.

Ahora nos vamos a centrar en extensiones de la forma
K5 ASEF

Ya sabemos de la seccién anterior que toda extension de kF por k¢ es isomorfa como espacio vectorial
G . G . . . G ’ .

ak® ®@kF = @, p k" ® x. Luego podemos escribir A = @, k“#x, asi alcanza con definir las

operaciones en elementos genéricos de la forma a#z, con a € k¢ y v € F.

3.1. Producto semidirecto, producto cruzado

Vamos a centrarnos por ahora en la estructura de dlgebra, que es sobre la que hay mas resultados.
La forma en la que recién describimos la extensién, y el hecho de que k¢ es un algebra conmutativa,
nos permiten plantearnos como ejemplo el producto semidirecto.

Definicién 3.1.1. Sean R un dlgebra conmutativa, F un grupo, y — una accion a izquierda de F
en R por automorfismos de dlgebras. Llamamos producto semidirecto al dlgebra R x F, que como
espacio vectorial es RF = €, Ru,, y cuya multiplicacion viene dada por

(uz)(Buy) = a(z = 0ty

zeF

Su unidad es 1guq,,.

Supongamos que F' actia por la derecha en G, con una acciéon que denotamos <. Esto permite
definir una accién a izquierda de F en k%, que denotamos por —, dada por

(x —a)(s) :=a(s<ax), Yack® VzecF

Como las operaciones de k¢ como algebra son las definidas punto a punto, resulta que la accién —
recién definida es por automorfismos de dlgebras.

Ahora, como F estd actuando en k¢ por automorfismos de algebras, en particular sus elementos
mandan invertibles en invertibles, por lo tanto podemos restringir la accién a (%), que es un grupo
abeliano. Entonces podemos decir que, bajo la accién +—, (k%)* resulta un F-médulo a izquierda. En
este caso, podemos definir algunos conceptos provenientes de la cohomologia de grupos.
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Definicién 3.1.2. Sean (M,-,1,—) un F-mddulo* y o : F x F — M una funcion.
= Decimos que o es un cociclo, si

(x = o(y,2))o(x,yz) = o(x,y)o(zy,2), Vr,y,z€ F.

= Decimos que un cociclo o estd normalizado, si

o(l,z)=0(z,1) =1, Vx€F.

Los cociclos normalizados nos sirven para torcer mas la estructura, dando lugar a productos
cruzados en general.

Definicién 3.1.3. Sean R un dlgebra conmutativa, F' un grupo, — una accion a izquierda de F' en R
por automorfismos de dlgebras, y o un cociclo normalizado para dicha accion. Llamamos producto
cruzado al dlgebra R x, F', que como espacio vectorial es RF = @ _p Ru,, y cuya multiplicacion
viene dada por

zeF
(auy)(Buy) = a(z = B)o(z, y)uay.
Su unidad es 1guy,.

Si o es trivial, o sea o(z,y) = 136 Vz,y € F, estamos en el caso anterior.

Otra propiedad que tienen los productos anteriormente mencionados, es que incluyen natural-
mente a R = k% como subdlgebra (identificando a con aui,.), que es parte de lo que estamos
buscando para definir una extension con estos elementos.

En cuanto a la estructura de codlgebra y a la proyeccién sobre kF', ponemos las mismas que en
la extensién trivial, o sea copiamos la estructura de k¢ @ kF.

Para que estas dos estructuras sean compatibles, es condicién necesaria y suficiente que < sea una
accién por automorfismos de grupos, y que para cada x,y € F el elemento o(z,y) : G — k* sea
también un morfismo de grupos.

La antipoda, definida en un elemento de la base {esuz}(sw)caxr viene dada por

S(esuy) = (o(z, 27 ) (7)) e(san)-1Up1

Teorema 3.1.4. Sean F y G grupos finitos, — una accion a izquierda de F en k& por automorfismos
de dlgebras, y o un cociclo para dicha accion. La sucesion

K¢ 5 kY x, F 5 kF,
es una sucesion exacta corta de dlgebras de Hopf, donde
Wa) = ouy,, Va €k,

m(au,) = e()z, Va € kY Vo F.

1Con esto queremos decir que la estructura de grupo abeliano subyacente la escribimos de forma multiplicativa, en
vez de la usual notacién aditiva. Esto es simplemente porque a lo largo del trabajo aparece todo de esta forma.
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Demostracion:
Sabemos que ¢(k®) = k%u; ,.; vamos a verificar que esto es igual a A°*) Lo hacemos calculando la
coaccién en un elemento genérico de A, que escribimos como ) p 0.

' (Z ) ~ (e (A (Z ))

= (id®m) (ZZ Qp)1Uy @ aut)Qua?)

TEF g
= Z Z(Q/x)lucc ® 6((az)2)$
el og
— Z Z Oém 1Ug @ T
T€EF ag
= Z Qply @ T
zeF

Para que esto sea igual a er £ Uy ® 1p, es necesario y suficiente que a, = 0 Va # 1p, o sea, que
el elemento esté en k%u; ., que es lo que querfamos probar. O

Observemos que lo que hemos modificado con respecto a la extension trivial es sélo la estructura
multiplicativa. Se puede hacer lo mismo trabajando en los duales, para obtener extensiones que tienen
modificada la estructura comultiplicativa, y no la multiplicativa. Lo que aparece en esos ejemplos es
lo dual, una accién a izquierda > de G en F', que origina una acciéon a derecha < de G en kF', y un

cociclo normalizado 7 para dicha accién?.

En el ejemplo de la siguiente seccion describiremos una forma de modificar la estructura multi-
plicativa y la comultiplicativa a la vez. Basicamente, lo que aparece son todos los elementos anteriores
juntos, y se hacen un poco méas complejas las relaciones entre ellos.

3.2. Par ligado de grupos

Antes de mostrar el ejemplo de extensién que veremos en esta seccién, vamos a definir lo que es
un par ligado de grupos, y a dar una forma equivalente de interpretarlo.

Definicién 3.2.1. Sean F,G grupos, < una accion a derecha de F' en G y > una accion a izquierda
de G en F. Decimos que (F,G,<,>) es un par ligado si se cumplen las siguientes condiciones:

stax = (s<a(tez))(tazr) Vs,te GVreF (3.1)
lg<dx=1g VxeF (32)
spay = (s>x)((s<ax)py) Vs,e GVr,yeF (3.3)
s>lp=1F Vs e G (34)

2La definicién de cociclo normalizado para una accién a derecha es andloga a la que definimos para una accién a
izquierda. Esta descrita con mas detalle en la seccién 4.3.
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Ahora vamos a interpretar la definicién anterior. Supongamos que hay un grupo llamado II, que
tiene dos subgrupos que se llaman F' y G, de forma que IT = FG y que F NG = {1}. Esto quiere
decir que la multiplicacion del grupo, restringida a F' x G, es una biyeccién sobre II, o, lo que es
lo mismo, que dado cualquier elemento p € II existen Unicos x € F' y s € G tales que p = xs.
Para describir completamente II, reduciéndolo de alguna manera en términos de F' y GG, tenemos que
saber qué pasa cuando se multiplica un elemento de G por uno de F', en el sentido inverso al que nos
referimos arriba.

Proposiciéon 3.2.2. En estas condiciones, seant> : G X F — F, y<: G x FF — G, definidas
mediante la igualdad
st =(s>x)(s<x), VseG, VreF.

Entonces:
s La funcion > es una accion a izquierda de G en F
» La funcion < es una accion a derecha de F' en G
» (F,G,<,>) es un par ligado

Demostracion:
Vamos a escribir las igualdades de la propiedad asociativa y de unidad, y expresar esas igualdades
como productos de un elemento de F' por uno de GG, ya que sabemos que esa expresion es unica.

La propiedad asociativa nos dice s(zy) = (sz)y. Observar que:
s(xy) = (s> xy)(s <zy)

(st)y = (spx)(saz)y = (s> a)((saz)>y)((s<x) ay)
De lo anterior obtenemos, por la parte del factor de G, que < es accién, y por la parte del factor

de F, la ecuacién (3.3). Andlogamente, de (st)x = s(tz) se deduce que 1> es accién y la ecuacién (3.1).

Por otro lado, de s1 = s = 1s, deducimos
sl=(s>1)(s<l)

s = 1s.

De lo anterior obtenemos, por la parte del factor de GG, que 1z actia en G como la identidad, y por
la parte del factor de F, la ecuacién (3.4). Andlogamente, de 1z = 2z = x1 deducimos que 14 actia
en F' como la identidad y la ecuacién (3.2). O

En la proposicién anterior vimos céomo obtener un par ligado a partir de dos subgrupos de un
grupo dado. La proposicién siguiente muestra que el reciproco también es cierto: dado un par ligado,
podemos construir un grupo II como el que teniamos al principio.
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Proposicién 3.2.3. Sea (F,G,<,>) un par ligado. Entonces el conjunto 11 = F x G tiene estructura
de grupo definiendo:

(x,8)(y,t) := (z(s>y), (s<y)t), ¥(z,s),(y,t) €Il
In == (1r, 1)
Podemos identificar F' con F x {1g}, y G con {1p} x G, y de esta manera obtenemos que
II=FG

FNG = {1y}
O

Hecho este paréntesis para entender lo que es un par ligado de grupos, procedemos a dar el
ejemplo que lo contiene.

Teorema 3.2.4. Sea (F,G,<,>) un par ligado de grupos finitos. Sean 0 : G X F' x F — k* y
7:G X G X F — kX mapas que verifiquen las siguientes condiciones:

o(s<xyy, z)o(s;x,yz) = o(s;x,y)o(s;xy, z), Vr,y,z € F, s € G, (3.5)
o(s;1,2) =0(s;2,1) =1, Ve eF, sed. (3.6)
T(r,st;x)1(s, t;x) = 7(rs, t;z)r(r,s;t>x) Vo € F, r,s,t € G (3.7)
(s, ;2) =7(1,8;2) =1 VxeF, seq. (3.8)

o(st;x,y)7(s, t;xy) = o(s;t>a, (t<z)>y)o(t;z,y)m(s, t;x)T(s<a(t>x);t<z;y) Vs, t € GVr,y € F

(3.9)
oc(lg;x,y) =1 Vr,yeF (3.10)
T(s,t;1p) =1 Vs, t € G (3.11)

Sea kG#U’TkF el espacio vectorial de base {esum}(s,x)erF- Definimos las siguientes operaciones
en esa base y extendemos por linealidad:

(6sua:)(etuy) = 5341,150(3; xZ, y)esuazy

1kG#G,TkF = E 65U1F
seG

Alesuy) == Z T(S1,82;T) €5, Uy @ €y Usy
s189=5
e(esuy) = 051,

-1

Slesug) == o(s spax, (s>a) ) (s s x)_le(sqx)flu(sm)fl

Con las operaciones anteriormente definidas, k“#,.kF es un dlgebra de Hopf.
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Demostracion:
Las propiedades que hacen que k“#, . kF sea una bidlgebra se demuestran ficilmente, haciendo la
cuenta directa y haciendo uso de las condiciones arriba mencionadas®, de la forma en que detallamos:

Asociatividad  (

Unidad  (

Coasociatividad  (

Counidad (

Compatibilidad multiplicacién-comultiplicacién  (
Compatibilidad multiplicacién-counidad ~ (
Compatibilidad unidad-comultiplicacién (

Compatibilidad unidad-counidad Sale sin condiciones

Para ver que la S definida es una antipoda vamos a demostrar, evaluando en un elemento genérico
exu, de la base de k%#,.kF, que es la inversa por convolucién a derecha de la identidad?. Esto es,

que
(mo (id®S8)oA)(e,u,) = (woe)(eyu,) =0p1,u1,, VreG, VzeF.

Primero comultiplicamos:
Ale,u,) = Z T(8,t;2) estlyy, @ e,

st=r
Ahora aplicamos la antipoda en el lado derecho y multiplicamos:
(mo(id®S8)oA)(eu,) =

= Z 7—(37 L Z) (esutbz)o—(t_l; >z, (t > Z>_1)_17—(t_17 U Z)_le(tﬂz)*lu(tbz)*l

st=r

= Z (s, t;2)o(t to 2z, (bo2) ) it )7t (estinz) (€ (taz)-1U(tsz)-1)

st=r

= Z (s, t;2)o(t itz (te2) ) it )7t Osa(ton),(taz) 10 (831> 2, (L z)’l)esu(mz)(tbz)q

st=r

= Z Osa(ton) (ta) 1T (8,1 2) Tt s 2) ot st e 2, (b 2) ) lo(s; te 2, (> 2) Hesun,

st=r

En el medio, vamos a probar la siguiente igualdad sobre el delta de Kronecker que aparece en la
cuenta que hicimos recién:

5s<1(t>z),(t<lz)*1 - 5st,1G-

De las propiedades (4.6) y (4.7) sabemos que

tra(ts2)(taz) =t Ttz =12 = 1g,

3Las igualdades a plantear estdn escritas con mds detalle a lo largo del capitulo 4. Mientras que deducir las
propiedades de kG#UJkF a partir de las de las acciones y los cociclos es directo, el reciproco requiere un poco mas
de trabajo y a eso se dedica dicho capitulo.

4Esto es suficiente porque en un algebra de dimensién finita, como es en este caso las funciones lineales de kG#UJkF
en kG#U,TkF con el producto de convolucién, alcanza con demostrar que un elemento es invertible a derecha para
probar que es invertible, y en ese caso su inverso es el inverso a derecha hallado.
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luego (t<2)™t = (t7ta(tp2)).
Como < es una accién, actuar con un elemento fijo como ¢ > z s una biyeccién, entonces

sa(tvz)=(t<z) ' esatvz)=ta(trz)es=t"est=1g
Habiendo probado esto, la igualdad que queremos demostrar es

drig Z T(s,t;2)T(t 1t 2) Lot ez, (t2) ) o (s ez, (t52) Hesur, = eleru)lkey, kr = 01Uy

st=r

Como estamos evaluando dos expresiones multiplicadas por 6, 1., s6lo tenemos que chequear que la
igualdad vale para r = 14, porque en el otro caso ambas son iguales a 0. Pero si » = 14, entonces
s = t~!. En este caso, podemos sustituir todas las veces que aparece s por t~!, y los factores
correspondientes a valores de o y 7 se cancelan. Lo que nos queda es

(mo(id®S8)oA) e, u,) = Z eslly, = ZesulF =uy, = (uoe)(er us).

st=1¢ se@
O
En forma andaloga al teorema 3.1.4 se prueba el siguiente:
Teorema 3.2.5. Sean F,G,<,>, 0,7 en las hipdtesis del teorema anterior. Entonces la sucesion
k¢ 5 k9%, kF 5 kF,
es una sucesion exacta corta de dlgebras de Hopf, donde
tles) =esur,, VseG,
m(esuy) = 051,%, Vs € G, Vo € F.
]

Por 1ltimo observemos que, si > es trivial, entonces < es una accién por automorfismos de grupos,
y si ademds 7 es trivial, queda trivial toda la estructura comultiplicativa. Ademaés, la ecuacion (3.5)
vy (3.6) nos dicen que o es un cociclo normalizado para la accién — de F en k¢ inducida por <, asf que
lo que obtenemos es un producto cruzado como los del ejemplo de la seccién anterior.
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Capitulo 4

Extensiones de kI’ por kS en general.

Lo que vamos a hacer en este capitulo es partir de cualquier extensién de kF por k¢, y demostrar
que es una de las del ultimo ejemplo del capitulo anterior. Es decir, ya torcimos la estructura mul-
tiplicativa y la multiplicativa todo lo que podiamos, y no podemos hacer mas. En lo que sigue,
consideramos una extension de algebras de Hopf fija, de la forma

K¢ 5 AL EF

4.1. Identificando estructuras

Para empezar vamos a fijarnos en la estructura que tiene A como kF-comddulo, en este ca-
so podemos hacer una construccién parecida a la que hicimos cuando definimos los coinvariantes.
Recordemos la definicion de los coinvariantes, aplicada en este caso:

AR — Lo e A pla) =a® 15}
Vamos a hacer lo mismo, pero en vez de 1 tomamos cualquier elemento x € F"
Ay ={a€A:pla) =a®x}
Observacion 4.1.1. Los espacios A, nunca son triviales. Es mas,
a#z € A,, VreF, Yack®,

0, lo que es lo mismo,
kKS4tx C A,, VYreF.

Demostracion:
Es una cuenta:

pla#z) = (a#z) @z, VYack® zcF

Al igual que los coinvariantes, es obvio que A, es un subcomodulo para cualquier x € F.
Los coinvariantes ademés son un subcomédulo dlgebra, ya que si a,b € A®°*F) = p(ab) = p(a)p(b) =
(a®1)(b®1l)=ab®(1-1) = ab® 1. En el caso del algebra de grupo kF, lo que tenemos es que F' es
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cerrado por la multiplicacion. Podemos aplicar la propiedad de compatibilidad de comoédulo dlgebra
igual que recién, y lo que obtenemos es

AA, C Ay, Vz,ye F
Esto nos va a dar una F-graduacion, una vez que probemos lo siguiente:

Teorema 4.1.2.
A, = kS#x, VreF

A:@Ax

zeF

Demostracion:
Ya sabfamos que A = @, kC4#x, (esto es por el isomorfismo lineal entre A y k¢ ® kF, ademés
de que F es base de kF), y que esta suma directa es como k“-médulos (observacién 2.3.5) y como
kF-comédulos (observacién 4.1.1).
Ahora veremos que los espacios { A, },ecr son linealmente independientes. Supongamos que podemos
escribir
Ozz%, (ay € Ap, YT € F).

zeF

Aplicamos la coaccién a ambos lados de la igualdad y obtenemos la siguiente igualdad en A ® kF":

0:,0<Za$> :ZP(GI)ZZ%®$-

zeF zeF

Ahora, como F' es base de kF' como espacio vectorial, {14 ® z},cr va a ser base de A® kF como A-
moédulo. Esto quiere decir que la forma en la que escribimos recién al 0 de A ® kF es tnica, de donde
todos los coeficientes a, son nulos. Esto nos dice que los {A,},cr son linealmente independientes,
esto es, que su suma es directa.

Para probar que dicha suma es todo A sélo hay que hacer unas cuentas con las dimensiones de los
espacios. Sabemos que cada A, tiene dentro a k%#x, por lo tanto

dim(A,) > dim(k%#z) = #G.

Entonces
dim (@ Ag;) > S H#G = (#F)(#G),
zeF zeF

pero esto ultimo es la dimension de A. Con esto demostramos que las desigualdades de arriba son
igualdades, y por el hecho de ser subespacios de igual dimension obtenemos las dos igualdades del
teorema. O

Por otra parte, A = A, = k941p = (k%) = k% como algebra de Hopf (observemos que

es conmutativa). Por esto abusamos de notacién, escribiendo oo como elemento de A, en vez de ¢(«)
6 a#l.
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4.2. La multiplicacién de A

La primera definicién es simplemente para que haya menos simbolos en la vuelta.
Definicién 4.2.1. Para cada x € F llamaremos u, al elemento 1#x € A,.

La observacién 2.3.5 nos permite afirmar que {u,}.cr es base de A como k-médulo. Ademss,
por la forma de la accién de k% en A que aparece en (2.3) sabemos que

aFtr = au,, VYaeck® reF
Juntando estos resultados obtenemos lo siguiente:
Observacién 4.2.2. Dado cualquier a € A, existe una unica coleccion de coeficientes {a, }per C kY

tales que
a = E Uz Uy
zeF

En particular, si existe un x € F tal que a estd en A,, entonces existe un unico o € k& tal que
a = QU

Ahora vienen dos definiciones que haremos usando la observacion anterior junto con el hecho de
que A es un algebra F-graduada.

Definicién 4.2.3. Sabemos que uyu, € Ay, Yo,y € F; y que u,a € A, Vo € F, Yo € kC. Entonces:

» Definimos o : F' x F' — k% mediante la iqualdad

Uty = 0(Z,Y)Uyy. Y,y € F

» Definimos —: F x k% — k% mediante la igualdad

uper = (x — a)u,. Ve € F ,a € k®

Podemos ver estas definiciones en forma més explicita. Al ser ¢ invertible por convolucién (recor-
dar observacion 2.3.3), vamos a ver con una cuenta que los u, son invertibles. Sea 1 la inversa por
convolucién de ¢. Entonces

(0 x ) (x) = (mo(p®p)oA)(x) = (mo(¢@y))(r® )= dx)(r),

pero ademaés esto es igual a €(z)1 = 1, por lo que ¢(x) y ¥(x) son inversos. O sea que ¢(z) = 1#x = u,
es invertible, para todo x € F'. Esto nos permite expresar las definiciones de una manera mas limpia:

o(z,y) = ugu,u,, (4.1)

Yy

T o= ugou, (4.2)

Ahora veamos como queda la multiplicacion para dos elementos homogéneos de la graduacién
(los demds son sumas de éstos):

(ug)(Buy) = alr — Bluuy = a(x — B)o(T,y)Uay (4.3)

Entonces, lo que hacemos es ver qué propiedades le podemos encontrar a — y a ¢ para que ellos
determinen la extension, y asi hacer lo que recién hicimos para el otro lado.
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Teorema 4.2.4. —: F x k% — kY es una accion por automorfismos de dlgebras.

Demostracion:
Actuar con un elemento x es un automorfismo de algebras porque es la conjugacién por el elemento
Uz, y la siguiente cuenta nos muestra que — es accion:

r—(y—« :umyéau’lzuxu au’lu’lzuxuaumu ’lzax,yuxaax,yux e
T Yy Y T Yy Yy Y Y

= o(z,y)ugyoug, o(z,y) " = o(z,y)(zy = a)o(z,y) ™" =y = a.

El dltimo paso (el de la cancelacion de o(x,y)) lo podemos hacer porque los tres factores pertenecen
a kC#1 = k%, que es un algebra conmutativa. O

Teorema 4.2.5. Para todo par x,y € F se cumple que o(x,y) es un elemento invertible de k%, y el
mapa o : F x F — (k%)% es un cociclo normalizado.

Demostracion:
Empecemos por ver que los o(x,y) son siempre invertibles, esto es facil porque en (4.1) los tenemos
expresados como producto de elementos invertibles. La propiedad de cociclo es consecuencia de la
asociatividad del producto; para ver esto vamos a multiplicar de las dos maneras posibles una terna
de elementos de la base, y ver qué queda:

(uguy)u, = o(z, Y)ugyu, = o(z,y)o (Y, 2)Usy:
i g12) = 020 (g, 2ty = (& = 0y, 2) sty = (& = 0y, 2)) (2, Y2 by

La asociatividad nos dice que los dos resultados son iguales. Entonces, luego de dividir por .
nos queda

(x = o(y,2))o(z,yz) = o(z,y)o(zy, ),
0, lo que es lo mismo,
(SL’ - U<y’ Z))O'(xy’ z)fla(x,yz)a(x, y)il = 1.

Esto quiere decir que o es un cociclo para el F-médulo (K¢)*.

La condicion de normalizacion viene de ver cémo se comporta el cociclo con u; = 141, que
sabemos que es la unidad del producto:

Uy = ugu, = o(l,2)u, = o(1,x)

Y

1
1.

Uy = Uguy = o(x, )u, = o(x, 1)

La férmula (4.3) y los teoremas 4.2.4 y 4.2.5 se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 4.2.6. Si A es una extension de kF por k©, entonces existen una accion a izquierda
—: F x k% — k% y un cociclo normalizado o : F x F — (k%)% tales que A es isomorfo como
dlgebra al producto cruzado k& x, F. ]
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Ahora que ya tenemos més datos sobre — y o, podemos intentar describir de forma ain mé&s
concreta la multiplicacién, traduciendo los elementos de la ecuacién (4.3) a operaciones que dependan
solamente de los grupos F'y G. El siguiente teorema y la definicién que viene enseguida apuntan
en esa direccién, queremos librarnos de los o € k%, y escribir la accién de F en términos de los
elementos de GG directamente.

Teorema 4.2.7. La base {e,}scq es invariante bajo la accion de F sobre k¢. Dicho de otro modo,
VseG, zeF, teG: x—e,=¢
Antes de demostrar el teorema, vamos a precisar un lema sencillo:

Lema 4.2.8. Si un dlgebra tiene una base de elementos idempotentes y ortogonales, entonces dicha
base es unica.

Demostracion:
Sean {e;}i—1..n ¥ {di}iz1,. n dos bases (ordenadas) formadas por elementos idempotentes y ortogo-
nales. Para cada ¢ escribimos el elemento d; segin sus coordenadas en la base {e;};:

di = Z )\ijej.
J

Lo que queremos probar es que para cada ¢ hay un unico j tal que \;; = 1, y para todo [ # j se
cumple \; = 0. Esto es, que la matriz de cambio de base (\;;); j_1,..» €s una matriz de permutaciones.
Primero que nada escribimos el producto entre dos elementos de la nueva base, y lo desarrollamos:

didi/ = <Z )\ijej) <Z )\,’/j/éj/) = (Z )\ij>\i’j’€j€j’) = (Z Aiin/j/5j7j/€j> = Z)\ij)\i/jej.
J 7' 7' 3.4 J

Sabemos que el producto anterior también es igual a
5i,i’di = Z 5i,i’)\ijej'
J

Igualamos coordenada a coordenada, y para cada i,4’, j tenemos la igualdad
AijAirg = 0 it Nij- (4.4)
Para i =4/, la igualdad (4.4) nos queda
Azzj = \i; = N; € {0,1}.

Ahora, como d; # 0, para cada ¢ hay al menos un j tal que \;; = 1. Esto es, en la matriz (\;;); ;
hay al menos un uno por fila, con lo cual en total hay al menos n unos. Ademas, si hay exactamente
n, con esto sabemos que hay exactamente uno en cada fila.

Ahora veremos que hay a lo sumo n unos en la matriz. Observemos que para i # ¢ la igualdad
(4.4) nos queda A\;jAy; = 0, con lo cual deducimos que en la columna j hay a lo sumo un uno (si
hubiera dos, llamamos i e ¢’ a sus indices y obtenemos una contradiccién con lo anterior). Con esto,
sabemos que en la matriz hay a lo sumo n unos, y en caso de haber exactamente n sabemos que
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hay exactamente uno en cada columna. Como hay al menos n y a lo sumo n, sabemos que hay
exactamente n unos en la matriz (\;;); j, y por lo anterior sabemos que hay exactamente uno en cada
fila y exactamente uno en cada columna. O

Demostracion:
(del Teorema 4.2.7)
Como sabemos, {e,}scq es una base de k¢ formada por elementos idempotentes y ortogonales. Como
F actia por automorfismos lineales, {z — e;}scq es una base para cada x, y como ademads estos au-
tomorfismos preservan la multiplicacion, los elementos de esta base también van a ser idempotentes y
ortogonales. Pero, por el lema anterior, dicha base es tnica, por lo cual {z — es}scq = {€s}seq. Co-
mo los automorfismos son biyecciones, restringidos a este conjunto finito van a ser permutaciones. []

Proposicion 4.2.9. El mapa < : G X F — G definido mediante la 1gualdad
T —es=¢€gp1 VrEF sed
es una accion a derecha de F' en GG. Es decir,
s<d(xy) = (s<x)<y Vse G, x,y € F,
s<alp=s, VseQG.

Demostracion:
Demostraremos que €sq(zy) = €(sar)ay, Para s, T,y genéricos:

-1 -1

Csazy = (xy)il — 65 = (yil‘ril) — s = yil - ('T — 65) =Y T E(sar) = E(sqar)<y-

También vemos que e,q1, = €, para un s genérico:

-1
Csalp :(1F) — €5 = 1F4€s:€s-

Como la funcién que a s € G le asocia e, € k¢ es inyectiva, queda probado lo que queriamos. O

Observacion 4.2.10. Con la accion de F' en G asi definida, resulta ser que — es la accion de F
en k¢ inducida por <. Esto es,

(x —a)(s)=a(s<az) Ve eF scG, ackC.
Demostracion:
Lo probaremos para o = e;, esto nos alcanza porque tanto — como las evaluaciones son lineales.
(l’ - 6,5)(8) - etﬂmfl(s) = 5t<lac*1,s = 5t,s<1a: = Gt(S < fL‘)

]

Lo tnico que nos falta es escribir ¢ sin pasar por k¢. Lo que vamos a hacer es evaluarlo en un
elemento genérico de G, con lo cual pasaremos de igualdades de funciones, a igualdades de nimeros
en k*.
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En adelante identificaremos el cociclo o con un mapa

c:GXxFxF—k*,

simplemente evaluando:
o(s;z,y) =o(x,y)(s), Ve,yeF sed,.

Ya que pasamos todo a los grupos y al cuerpo, volvemos a escribir la ecuacién de cociclo:

o(s<ax;y, z)o(s;x,yz) = o(s;x,y)o(s;ey, 2), Vr,y,z € F, s € G;

y la condicién de normalizacion:
o(s;l,z)=0(s;z,1) =1, VzxeF, se€q.

Ahora, hagamos las cuentas para escribir la multiplicacién en la base {esty } (s z)eaxF-
Quiza lo inico que no es estrictamente operatorio y que usaremos en la siguiente cuenta, es el hecho
de que
eso(x,y) =o(z,y)es = o(s;x,y)es, Vr,y € F, s € G.

Aunque a simple vista sélo le estamos agregando una letra y un punto y coma, estamos cambiando
una multiplicacién de dos elementos de k%, por una multiplicacién de un elemento de &% por un
escalar de k. Esto nos es 1til porque queremos dar una expresion de la multiplicacion en términos de
una base como k-espacio vectorial. La igualdad anterior vale porque, al estar multiplicando por ey,
el inico valor de la funcién distinto de 0 va a ser justamente el valor en s.

Con esta aclaracion hecha, operemos:

<€suz>(6tuy) - 65(5(] - et>0-<x’ y)u:cy - esetqula(l’u y)uzy - 5s,t<1z*1650-(x7 y)“my - 5s<$,t0(s; x, y)esumy'

4.3. La comultiplicacion de A (la multiplicacion de A*)

Lo que hemos hecho hasta ahora fue partir de A, una extensién cualquiera de kF por k%, y
fijarnos en su estructura de algebra. Para ver la estructura de coalgebra, lo que vamos a hacer es
fijarnos en la extensién dual:

Ay e)

Como podemos apreciar, se asemeja a la extension original, sélo que F'y G cambiaron de rol!.
Vamos a trabajar igual, pero con un cambio. Recordemos que en la extensién original usamos la
estructura de £“-médulo a izquierda y kF-comédulo a derecha, los mapas eran

kYA — A,
p:A— AR EF.

Si dualizamos estos mismos mapas, obtenemos

'E] hecho de que esta sucesién sea una extensién se deduce de la demostracién del teorema 2.1.2, que se encuentra
en [1].
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FLAT — KGR AT,

p*A*®l€F—>A*,
los que nos dan respectivamente una coaccion y una accién, pero en este caso la coaccion es por la
izquierda y la accién es por la derecha (quedan iguales a las definidas en la observacién 2.1.1). A su
vez, el isomorfismo 6* respeta estas estructuras, por lo tanto podemos usar (0*)~! : kG ® kf' — A*
como el isomorfismo andlogo al que nos da el teorema 2.3.1. Vamos a preferir trabajar con éstos
aunque nos cambien las cosas de lado, porque tienen la ventaja de ser exactamente los duales de

la extensién original, y las relaciones de compatibilidad entre la multiplicacion y la comultiplicacién
de A nos van a quedar escritas de una manera més natural (ver por ejemplo el teorema 4.3.3).

Entonces, lo que vamos a obtener es una base de A* como k“-médulo a derecha, a la que llamare-
mos {vs }seq, una accién a derecha de G en k¥" dada por

Q48§ = Us_lows,

y un cociclo normalizado 7 : G x G — (k¥')* definido por
t - _1

T(s,t) = vy VsV

Observemos que la condicion de que 7 sea normalizado se escribe igual que la de o, pero la de cociclo
cambia porque en este caso la accion es por la derecha:

T(r, st)7(s,t) = 7(rs, t)(1(r,s) — t)
Andlogamente al teorema 4.2.6 se obtiene el siguiente:

Teorema 4.3.1. Si A es una extension de kF por k, entonces existen una accion a derecha +—:
kE x G — k¥ y un cociclo normalizado 7 : G x G — (k¥')*, tales que A* es isomorfo como dlgebra
al producto cruzado G . k¥ O]

Y finalmente, arreglamos las cosas para escribir todo solamente en términos de los grupos. Pode-
mos escribir un teorema analogo al 4.2.7, que nos permita hacer la siguiente definicion:

Definicién 4.3.2. Vamos a definir una accion a izquierda > : G X F' — F, mediante la igualdad
€r — S=¢€41,, VrEF se€d.

Con la accién de G en F asi definida, resulta ser que  es la accién de G en k% inducida por ».
Esto es porque se verifica

(= s)(x)=a(spz) VzeF sc€G, ackt

En adelante identificaremos el cociclo 7 con un mapa
T:GxGxF — k¥,

simplemente evaluando:
T(s,t;x) == 71(s,t)(x).
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En estos casos, las variaciones que hacemos entre las formas de esribir los cociclos o y 7 son para
que siempre queden los elementos de G a la izquierda de los de F', asi las féormulas a las que lleguemos
se ven mejor (un ejemplo es la siguiente).

La condicién de cociclo queda:

7(r,st;x)1(s, t;x) = 7(rs, t;x)r(r,s;t>x) Ve € F, r s, t € G,

y la condicién de normalizacion:
(s, ;) =7(1,8;2) =1 VaxeF, seq.

Ahora, veamos como queda la multiplicacién de dos elementos de la base de A*:

(vs€z)(veey) = vsvi(eg “— t)ey = vuT (8, t)er-1p06y = Vst T(8, 1) (04155 4€y) = O oy T(S, 1Y) Vst€y.

Ahora que tenemos la multiplicacién en A*, como vimos en (1.1), sélo tenemos que dualizarla
para obtener la comultiplicacion de A. Dado un elemento e,u,, con r € GG, z € F, supongamos que

Aeyu,) = Z T35 1y €stie @ ey, (4.5)
(s,2),(t,y)EGXF

donde T7’;, , son escalares de k. O sea, estamos expresando A(e,u.) como combinacién lineal de los

elementos de la base {esu, ® etuy}(s,xﬂt,y)eGX r. Para saber cuanto valen los escalares, tenemos que
aplicarle a A(e,u,) algunos elementos de (A ® A)*. Més en concreto, los elementos de la base dual
de {esu, ® etuy}(s,w),(t,y)EGx r. Para eso, tenemos que saber primero cudl es esa base dual. En esa
direccion es que va el siguiente teorema.

Teorema 4.3.3. La base de A* formada por {vses}(smycaxr, €s la base dual de {esus}(szyeaxr:
(vs€s)(estiy) = 05 90zar, Vs,8 € G, x,2' € F.

Demostracion:

vser = (SH#1r)(lkgFter) = s#e, = 0" (s @ ey).
esty = (eo#1ip)(la#a') = eg#a’ = 0 ey @ 7).
(vsez)(esttyr) = (9*(5®6$>>(9_1(65’ ®1')) = ((s®ex) OQ)(Q_I(QS’ ®1')) = (s®e;)(es ®T) = 04,50z.ar-
H

Corolario 4.3.4. La base de A* ® A* =2 (A® A)* formada por {vse, @ viey} (s z),(ty)caxr, €s la base
dual de {esuy @ ey} (s.2),(ty)cGxF-

Ahora que conocemos la base dual, podemos hallar los escalares T, que aparecen en (4.5).
Para ver bien qué estamos haciendo, vamos a indicar con el subindice correspondiente en donde
estamos haciendo las operaciones.

1Y

Ty = (esua @ equy)" (Aa(eruz)) = (vser @ viey)(Aalerus)) = (Aa) (vsex © viey)(eruz) =
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= M A~ (Use;t ® Utey)(eruz) = ((Usez)(vtey))<eruz) = (5x,tl>y7-(87 t; y)”steyxeruz) - :c,tDyT(Su t; y)(sst,r(;y,z

Ahora que ya tenemos de forma explicita los T, ,, los sustituimos en (4.5):

A(eruz) = Z 5$,tl>y7-(87 tv y)ést,réy,z Esly & €Uy

(s,2),(t,y) EGXF

Los deltas de Kronecker nos dicen que en esa sumatoria solo seran distintos de 0 los términos corre-
spondientes a los (s, ), (t,y) que verifiquen z = t>y, st = r e y = z. Aplicando esto llegamos a la
formula deseada:

Aleyu,) = Z T(8,1; 2) sy, ® epu,

st=r

4.4. Compatibilidad entre multiplicacién y comultiplicacién

En las dos secciones anteriores probamos que A es un algebra y una codalgebra.

Teorema 4.4.1. El dlgebra y codlgebra A es una bidlgebra si y solo si las siguientes igualdades valen
Vs,t € G, Yr,y € F:

stazr = (s<a(tvx))(t<x) (4.6)

lg<zr =1g (4.7)

spay = (s>x)((s<x)>y) (4.8)

solp=1p (4.9)

o(st;x,y)7(s, txy) = o(s;tvx, (t<x)>y)o(t;z, y)r(s, t;x)T(s < (t>x);t <z y) (4.10)
o(lg;z,y) =1 (4.11)

T(s,t;1p) =1 (4.12)

Demostracion:
Probaremos solo que las condiciones anteriores son necesarias; la suficiencia se deduce inmediatamente
de la misma prueba.

La condiciéon de A de ser una bidlgebra se traduce en cuatro compatibilidades, estamos relacio-
nando los mapas m y u, que definen la estructura de algebra, con A y ¢, que definen la de codlgebra.
La compatibilidad entre u y € ya la tenemos, porque el teorema de la grieta nos afirma que la unidad
y la counidad son las mismas que en k% ® kF. O sea, no obtenemos informacién adicional. Veamos
cémo se expresa la compatibilidad entre A y m, en elementos genéricos de la base:

A((esua})(etuy>) :A((;SQx,tO-(S; xZ, y)esua:y) = 584m,t0(5; x, y)A(Gsty) -
:654m,t0(5; X, y) Z 7—<817 5923 xy)eslusgbacy & eszuxy (413)

S189=s§
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A(esug)Aeruy,) =

= ( Z T(S1, S2; T)€s, Usypz @ €S2UI> (Z T(t1, 125 Y) et Utypy & et2uy> =

5182=s t1to=t

- Z (81, 82;2)7(t1, 123 y) (esluszlm)(ehutwy) ® (es2ux)(6t2uy) -
S1820=S
tito=t

= Z 7(817 52; x)T(th t27 y) (551<(sgl>x),t10-(31; So > X, 1o > y)es1u(82>x)(t2>y)) ® (632<1x,t20-(32; Z, y)eszumy) =

S182=S
tito=t

- Z (5514(52>x),t1552<z,t20<51; S9 > T, o> y)U(SQ; z, Z/)T(51; 52, x)7_<t17 t27 y)esl U(sopx) (t2d>y) & CsyUgy =

S182=S
tito=t

= Z 558;14(82%)7“;(532@@0(332—1; 5901, ta > y)o(s9; 1, y)T(585 1, 805 2)T(H5 1, Lo y)essgl U(syoz) (tapy) © €solay

so€G

toeG

Lo ultimo que hicimos fue despejar s; en funcién de sy y s, y ¢; en funcion de t, y t. Lo que

tenemos ahora es una sumatoria con varios indices fijos (s,t € G, z,y € F), y dos indices que
varfan libremente por todo G (sg,t3). Pero podemos observar que en cada sumando aparece el factor
Osyamtys O S€Q que para cada Sq, al variar ¢y sélo sobrevive el sumando correspondiente a ty = s9 <.
Entonces podemos escribir lo de arriba como una sumatoria en la que varia sélo ss, sustituyendo ¢,
por s <x. Ademas vamos a cambiar el otro delta de Kronecker por uno equivalente, multiplicando
ambos argumentos del delta por s, <. El tltimo cambio lo hacemos en uno de los argumentos de
7, cuando aparece la expresion t(sy <z)~!, dado que vale 0 salvo cuando se cumple la igualdad del
anterior delta de Kronecker, lo podemos cambiar por ss; ' <(sy>x). Hechas estas aclaraciones, lo que
queda es:

Z 5(5551q(sm))(sm),tg(ssz_l; 820, (82 40) b y)o(s2; %, y)7 (5557, 595 2)T (855" < (59> ), 89 A3 y)
so€G

€5yt U(sao) ((s292)py) @ CspUay
(4.14)

La condicién de bidlgebra es que los resultados de (4.13) y (4.14) sean siempre iguales. Los tenemos
a los dos expresados como sumas de tensores elementales de A ® A, cuya segunda componente es
€5, Uzy. El conjunto {es,uzy}s,ec es linealmente independiente en A (es un subconjunto de la base de
A con la que estamos trabajando). Entonces podemos afirmar que para cada tensor la componente
de la izquierda debe ser igual en ambas expresiones, esto es:

5s<x,t0(s; x, y)T(SS;l, S59; xy)essglusyxr:y =

— 6(852_14(52m))(qux),ta(ssgl; 590, (8992 )>Y )0 (805 1, y) T (8551, 805 )T (855 1<(89>11), S9; y)6582—1U(82>$)((824$)>y),

Vs, t,so € G, Va,y € F.
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Escribiendo s de la forma s = sys9, la igualdad anterior equivale a:

531524x,t0(3132; X, y)T(Sla 59; $y)631U52ny =
= 5(514(52>x))(52<1x),t0(31; o>, (82 47) > y)o(s2; 7, y)T (81, 52; 1) T (514 (52>T), 2 45 y)eslu(82l>w)((52<1x)l>y)7

Vt, s1,s0 € G, Vx,y € F.

Ahora, si evaluamos esta igualdad en z, ¥, s1, so arbitrarios, pero para cierto t := syso <, el delta
de Kronecker del primer miembro de la igualdad queda igual a 1, por lo tanto dicho miembro es
distinto de 0. Esto es porque la imagen de los cociclos o y 7 estd en k™, y el elemento ey, Usypqy €5
distinto de 0.

Para que el segundo miembro sea distinto de 0, el delta de Kronecker que aparece tiene que ser
distinto de 0, o sea, igual a 1, lo que nos da la igualdad (4.6).

Seguimos en este caso, en el que sabemos que el elemento al que hace referencia la igualdad es distinto
de 0. Podemos apreciar que es un elemento homogéneo de la F-graduacion de A a la que hacemos
referencia en el teorema 4.1.2. El primer miembro de la igualdad nos dice que dicho elemento esta en
Agppay, y el segundo nos dice que estd en Ag,pr)((spar)py)- Como tienen un elemento distinto de 0 en
comun, ambos subespacios son el mismo, por lo tanto sus subindices deben ser iguales. Esto nos da
la igualdad (4.8).

Lo que nos queda se puede escribir de la siguiente manera:

0(5152; @, Y)T(81, 825 TY) €5, Usypzy = O (513 52D, (529 )>Y) 0 (825 2, Y) T (51, S2; )T (514(S2>T), S99 Y ) €5, Uy
(o(s182; 2, y)7 (51, S2;2Y) — 0(515 82> 2, (52 4@) > y)o(S2; T, Y)T(81, 82, ) 7(81 A (82> T), 82 X3 Y)) €5, Uy = 0
Como e, Us,pqy 7 0, entonces

o(s152; 1, Y)T (51, 52; 0Y) — 0 (81552 > 1, (52 <9x) > y)o (8237, y)T (51, 52;)7(51 A (52> 1), 82 < x39) = 0

o(s189;x,y)7T(s1, S2;2y) = 0(81; 82> x, (S92 <) > Y)o(S9; 2, Y)T(S1, S2; )T (81 < (S92 ), S2 < ;5 Y)

Esto es la igualdad (4.10).

Ahora quedan cuentas un poco mas faciles. Vamos a escribir la condiciéon de compatibilidad de
la counidad con la multiplicaciéon para los elementos ej,u, y €1,uy, para x,y € F' arbitrarios:

E(elcuﬂﬁ)e(elcuy) = 51G71G51071G =1

€<<61Guz>(€1Guy)) = 6<51G<$,1GJ<1G; Z, y)elcuwy>
= 5lc<1:c71G0—(1G’; x? y)e(elcuiy)
- 51Q<$,1G0(1G; '/1“7 y)alc,lc
= 51@41‘,1GO-(1G; x? y)
Esto implica que §1,41,0(1lg;x,y) = 1. En particular, es distinto de 0, por lo que el delta de Kro-

necker tiene que valer 1. Esto nos da la igualdad (4.7). Sustituyendo el delta por 1, la igualdad que
nos queda es justamente (4.11).
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Lo que nos queda es plantear la compatibilidad entre la comultiplicacién y la unidad. Recordemos
que 14 =y, = ZteG esu1,,. Ahora la cuenta:

Alur,) = Y 7(s,t1p)estipr, ® ey,
s,teG
= E (E T(Sat§ 1F)€sut|>1p> & epuq,
teG \seG
Ul U, = U, &® (E etu1F> = E Uty O €Uy,
teG teG

Tenemos A(14) y 14®14 expresados como sumas de tensores elementales de A® A, cuya segunda
componente es e;u,. El conjunto {e;u;, }eq es linealmente independiente en A (es un subconjunto
de la base de A con la que estamos trabajando). Entonces podemos afirmar que para cada tensor la
componente de la izquierda debe ser igual en ambas expresiones, esto es:

ZT(S,t; lp)estpr, = U1, = ZesulF, vVt € G.

seG seG

Podemos apreciar que es un elemento homogéneo de la F-graduacién de A a la que hacemos
referencia en el teorema 4.1.2, y que es distinto de 0. El primer miembro de la igualdad nos dice que
dicho elemento esta en Ay ,., v el segundo nos dice que estd en A;,.. Como tienen un elemento distinto
de 0 en comun, ambos subespacios son el mismo, por lo tanto sus subindices deben ser iguales. Esto
nos da la igualdad (4.9).

Lo que nos queda se puede escribir de la siguiente manera:

ZT(S, t;1p)esuy, — Z esl, = Z(T(S, t;1p) — 1esur, =0
seG seG seG

Como {esuy, }seq es linealmente independiente, obtenemos para cualquier s (y para cualquier ), que
(1(s,t;1p) — 1) = 0, lo que nos da la igualdad (4.12). O

4.5. Conclusion.

El siguiente teorema resume los resultados obtenidos a lo largo de este capitulo, y es el reciproco
del teorema 3.2.5:

Teorema 4.5.1. Sea

K¢ AT kF
una extension de dlgebras de Hopf. Entonces existen acciones <: G X F — G y>: G x F — F tales
que (F,G,<,>) es un par ligado, y mapas 0 : G X F X F - k* y7:G x G x F — k™ que verifican
las condiciones (3.5) a (3.11) del teorema 3.2.4, de forma tal que A es isomorfa a k®#,.kF como
dlgebra de Hopf.
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Demostracion:

En la seccion 4.2, a partir de la base {esux}(s,x)GGX r de A, se definen < y o con las siguientes
igualdades:
Up€s = Cgqp—1Ug,

Uglly = O(T,Y)Usy, 0O(s52,y) = 0o(z,y)(s).

Con esta definicién se llega a escribir la multiplicacién y la unidad tales como aparecen en el teorema
3.2.4. Del hecho de que A es un algebra, se deduce que < es una accion a derecha, y que o verifica
las ecuaciones (3.5) y (3.6).

En la seccion 4.3, a partir de la base {Usew}(s,ac)erF de A*, se definen > y 7 con las siguientes
igualdades:

€zVs = Us€s—1py,
VsV = UstT($>t)a T(S,t;.’ﬂ) = T(S,t)(%’).

Con esta definicion se llega a escribir la comultiplicaciéon y la counidad tales como aparecen en el
teorema 3.2.4. Del hecho de que A es una codlgebra, se deduce que > es una acciéon a izquierda, y
que 7 verifica las ecuaciones (3.7) y (3.8).

En la seccién 4.4 se deduce, partiendo de que A es una bidlgebra, que (F,G,<,>) son un par
ligado y que ¢ y 7 verifican las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.11).

Como la multiplicacién, la unidad, la comultiplicacion y la counidad estan escritas de la misma

forma que el teorema 3.2.4, la antipoda también tiene la misma forma que en dicho teorema, y la
demostracion de que efectivamente es una antipoda es la misma. O

33



Bibliografia

Masuoka, A. FExtensions of Hopf algebras, notas de curso en la FaMAF, Universidad de Cérdoba,
en octubre de 1997.

Montgomery, S. Hopf algebras and their actions on rings. CBMS 82, Amer. Math. Soc.: 1993.

Natale, S. Sobre el problema de clasificacion de las dlgebras de Hopf semisimples Notas del curso
en el VI Encuentro Rioplatense de Algebra y Geometria Algebraica, Montevideo, Junio 2000.

Pereira, M. Bidlgebras y categorias monoidales, Monografia de Licenciatura en Matematica,
UdelaR. http://www.cmat.edu.uy/cmat/monografias

Schneider, H-J. Normal basis and transitivity of crossed products for Hopf algebras, Journal of
Algebra, vol. 152, 1992, no.7, pp. 289-312.

34



