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Resumen

El objetivo de este trabajo consiste en presentar las construcciones de tres dlgebras de Hopf
graduadas y estudiar algunas de sus propiedades. Dada un algebra de Hopf H y un bimdédulo de
Hopf M, definiremos el élgebra tensorial Tp (M), la codlgebra cotensorial Cr (M) y el dlgebra
simétrica cudntica Sy (M).

En la primera secciéon del primer capitulo se enuncian resultados que seran necesarios a lo
largo del resto de la monografia, tales como las definiciones de algebras y coalgebras graduadas,
filtracion corradical, etc. En la segunda seccién se muestran estas construcciones en el caso par-
ticular en que H = k es un cuerpo y M = V es un k-espacio vectorial. Esto aparece como
motivacién de lo que sera el trabajo en los capitulos siguientes y para mostrar un ejemplo de las
estructuras que definiremos.

En el segundo capitulo nos enfocamos por completo en la construccién del algebra tensorial
Ta(M), la que construimos para A un algebra y M un A-bimédulo. En el Teorema 2.3.4
mostramos con detalle cémo dar estructura de dlgebra graduada a T'4(M) y atn mostramos
un poco mas, probando que admite estructura de algebra graduada en 4 M 4. La definicién de
algebra en 4 M 4 junto a su caracterizacién se dan en la segunda seccién del capitulo (Proposi-
ci6én 2.2.2). Para culminar el estudio de T4 (M) mostramos que verifica una propiedad universal
(Teorema 2.4.1), de interés por si misma y que serd de utilidad en el Capitulo 4.

En el tercer capitulo nos enfocamos en la construccién de la coédlgebra cotensorial Co (M), la que
construimos para C' una codlgebra y M un C-bicomddulo. En el Teorema 3.3.5 mostramos con
detalle como dar estructura de codlgebra graduada, de forma dual al capitulo anterior probamos
que admite estructura de codlgebra graduada en “ M®. En las secciones previas a este teorema
se define el producto cotensorial y se demuestran algunas propiedades de éste y a su vez se define
y caracteriza lo que es una codlgebra en  M¢. Culminamos el estudio de Cc(M) mostrando
que verifica una propiedad universal (Teorema 3.4.1).

En el dltimo capitulo generalizamos las construcciones del dlgebra tensorial y la codlgebra coten-
sorial al caso en que H es un dlgebra de Hopf y M es un bimédulo de Hopf. Para dar estructura
de codlgebra graduada a Ty (M) y de dlgebra graduada a Cg (M) aplicamos las propiedad uni-
versales demostradas en los dos capitulos anteriores. Las estructuras de bidlgebra graduada se
muestran explicitamente en las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.3. La existencia de la antipoda se de-
duce a partir del Teorema (1.1.13), en el cual se da una idea de su construccién. A partir de lo
anterior obtenemos que Ty (M) y Cg (M) son algebras de Hopf graduadas.

Para culminar el trabajo se muestra que existe un mapa natural entre Ty (M) y Cy(M) de
donde se desprende la existencia del algebra simétrica cuantica.



Notaciones

En este trabajo k representa un cuerpo fijo. Todos los espacios vectoriales serdn sobre k a menos
que se indique lo contrario. Siempre escribiremos ® para referirnos a ®|, el producto tensorial
sobre k.
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Capitulo 1

Algebras de Hopf graduadas.

1.1. Graduaciones y filtraciones: preliminares.

En esta seccion definiremos los conceptos de graduacién y filtracién de dlgebras y coalgebras,
introduciendo la filtracién corradical. A su vez enunciaremos resultados que nos seran de utilidad
en los capitulos siguientes. Las referencias para esta seccién son [1] y [2].

Definicién 1.1.1. Sea (A, m,u) un algebra. Decimos que A es una dlgebra graduada si existe
una familia {A,},>0 de subespacios de A que satisface:

A=A, 1a€do, AiA;C Ay, Vi j>0.
n>0

Definicién 1.1.2. Sea (C,A,¢) una codlgebra. Decimos que C' es una codlgebra graduada si
existe una familia {C}, },>0 de subespacios de C' que satisface:

C=@Cn e(Cn)=0,Yn>1; A(C,)C > Ci®Cj, ¥n>0.
n>0 i+j=n

Definicién 1.1.3. Sea C una codlgebra, una filtracion en C es una familia {C), },>0 de subes-
pacios de C' tal que:

= Unzo Gn = C,

» Cp € Chyr, Vn >0,

. A(Cn) c zi-‘:—j:n C;® Cj, Vn > 0.
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Observacion 1.1.4. Si C = @,,~7Cn es una codlgebra graduada y definimos D,, := @;-, C;,
entonces { Dy, }n>0 es una filtracién en C.

Definicion 1.1.5. Una codlgebra C' se dice simple si no tiene subcodlgebras propias.

Definicién 1.1.6. Sea C una coalgebra, definimos el corradical de C como corad(C') := >, ; D;,
siendo {D; : i € I} el conjunto de todas las subcodlgebras simples de C.

Proposicién 1.1.7 (Lema 5.1.10, [1]). Sean C' y D codlgebras entonces corad(C ® D) C
corad(C) & corad(D). O

Proposicién 1.1.8 (Proposicién 11.1.1, [2]). Sea C = €P,,5,Cy una codlgebra graduada
entonces corad(C) C Cy.

Proposicién 1.1.9 (Teorema 5.2.2, [1]). Sea (C,A, &) una codlgebra, para n > 0 se define
C, de la siguiente forma:

» Cy = corad(C),
s C,=AC®C,1+Co®C), Vn>1.

Entonces {Cy, : n > 0} es una familia de subcodlgebras que define una filtracion en C, llamada
la filtracion corradical. ]

Definicion 1.1.10. Sea B una bidlgebra. Decimos que B es una bidlgebra graduada si existe
una familia {B,, },>0 de subespacios de B de forma tal que B es graduada como &lgebra y como
codlgebra.

Definicién 1.1.11. Sea H un algebra de Hopf. Decimos que H es un dlgebra de Hopf graduada
si H es una bidlgebra graduada y el mapa antipoda Sy : H — H respeta la graduacion { Hy, }n>0;
es decir, Sy(Hy,) C Hy, ¥Yn > 0.

Lema 1.1.12 (Lema 5.2.10, [1]). Sean C una codlgebra, A un dlgebra y f € Hom(C, A).
Luego f es invertible por convolucion si y sélo si floraaicy €s invertible por convolucion. ]
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Teorema 1.1.13 (Proposicién 1.5.1, [3]). Si H = @, .\ H, es una bidlgebra graduada tal
que Hy es un dlgebra de Hopf, entonces H es un dlgebra de Hopf graduada.

Demostracion: Por (1.1.8) tenemos que corad(H) C Hyp, donde Hy es un algebra de Hopf.
Luego ideorqq(r) s invertible por convolucion y por lo tanto el lema anterior implica que idy es
invertible por convolucion.

Para completar la prueba es necesario ver que S : H — H, la antipoda de H, respeta la gra-
duaciéon. Para ello veamos como se construye la antipoda.

Tenemos H = €P,,5o Hn = HoD <@n21 Hn) Como corad(H) C Hy entonces existe un
subespacio V. C H tal que Hy = corad(H)@ V. Luego H = corad(H)@ V', donde V' =

Sea Scorad(m) ¢ corad(H) — corad(H) C H la inversa por convolucion de ide,pqq(p)- Definimos
g+ H — H por ¢'|coraarry = Scorad(iry ¥ 9'|v: = 0. Obsérvese entonces que

g (H,) =0, Vn > 1. (1.1)
Luego definimos v : H — H por v = ue — idy * ¢', es decir v = ue — m(idyg ® g")A.
Sean > 0 como H es una codlgebra graduada tenemos que:
(idy * ¢')(Hp) = (m(idy ® ¢')A)(Hy) € (m(idg @ ¢)) | Y H; @ Hj
i+j=n
Es decir

(idsr g') (Ha) Sm | S H; g/ (H))

Como se verifica (1.1) y H es un &lgebra graduada obtenemos
(idw % ¢')(Hy) € m(Hy, @ ¢'(Ho)) € m(Hy, ® Ho) C Hy.

Por otra parte ue(Hy,) =0, VYn > 1y ue(Hy) C Hp. En conclusién

v(Hy) € Hy, Vn > 0. (1.2)
Ug sim=20
A continuacién para m > 0 definimos v = ¢ vy x---xv sim > 1 En la demostracién del
—_——

m veces

Lema (1.1.12) se muestra que tiene sentido definir I' : H — H por I' = 3 - ;9™. A partir de
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(1.2) es inmediato ver que I'(H,,) C H,, ¥Yn > 0.

Con ésto culminamos la construccién de la antipoda S : H — H que se define por S = ¢’ xT",
es decir S = m(¢’ ® I')A. Entonces para n > 0 tenemos

S(H.) Cm | S ¢(H) @ T(H)) | =mlg(Ho) ® T(Hy,)) € m(Ho ® H,) C H,

1+j=n

Luego S(H,) C Hy,, Vn > 0. O

1.2. Construcciones de algebras de Hopf graduadas.

Una referencia para esta seccién es [2].

Consideramos Vec| la categoria de los k-espacios vectoriales. Sea V' € Vec .

« T(V): el dlgebra tensorial.

Sea T(V) = @,,50 Vo, donde Vo =k, Vi =V y V, =V ®- -0V, ¥n>2.

n veces
T(V) se denomina dlgebra tensorial sobre V. Es posible dar estructura de dlgebra graduada a

T (V') definiendo mapas lineales m : T'(V) @ T(V) - T(V) y u : k — T(V) por
m(A® p) = A, VA, p €k,

MA@ Quy))=m(11® - Quy) ®AN) =A1 Q- Ruy, VNEK 1 Q- @, € T(V)

Yy
u(\) =\, YA ek

Obsérvese que T'(V') es generada como algebra por Vp y V.

A su vez es posible dar estructura de codlgebra graduada a T'(V') de forma que resulte cocon-
mutativa. Para ello definimos los siguientes mapas lineales:

= A:T(V) - T(V)®T(V) tal que A = 7 Ay, donde para cada n > 0 tenemos

Ap Vi — @y j—, Vi ® V; definido por

e Ap(A\) =A@1 =1 ®A, VAek,



CAPITULO 1. ALGEBRAS DE HOPF GRADUADAS. 6

e Af(v) =11 Qutov®]l, VYveVy
e A(v1®--®@up) = A1(v1) - Ar(vp), Y1 @+ Qv € Vi, V> 2.

» ¢ : T(V) — k tal que ¢ = mp, donde 7 es la proyeccién de T'(V') sobre k. Es decir
eAN) =X VAekye(V,) =0, Vn>1.

Obsérvese que A y ¢ asi definidos resultan morfismos de algebras.
La coconmutatividad de T(V') como coélgebra es inmediata debido a la definicién de A,, para
n=0,1y de que A es un morfismo de algebras. Por ejemplo:

AQ('Ul ®1}2) = 1| ® V1V + U1 QU9 + V2 QU1 + V12 X 1| = (TO Az)(vl ®2}2), Y1 @ vg € T(V) ®T(V).

Obsérvese que obtuvimos que T'(V) tiene estructura de bidlgebra graduada y entonces, aplicando
el Teorema (1.1.13), obtenemos que 7'(V') es un algebra de Hopf graduada.

x C(V): la codlgebra cotensorial.

SeaC(V):@nZOVn, donde Vo =k, Vi =VyV,=V® -V, Vn>2.

n veces
C (V) se denomina codlgebra cotensorial sobre V. Es posible dar estructura de codlgebra gradua-

da a C(V) definiendo mapas lineales A : C(V) - C(V) @ C(V) ye: C(V) — k por

s A= ano A,,, donde para cada n > 0 tenemos A, : V,, — P Vi ® V; definido por

i+j=n

e Ag(N) =2A@1 =11 ®\ YA€k,

e Af(v) =1 Qutv®]l, VveVy

i An(v1®'“®vn):1®(Ul®"'®’Un)+2?:_11('01®"'®’Ui)®(’vi+1®--~®vn)—|—
(1 ®--Qu,) ®1, Yn > 2.

» ¢ =7, donde 7y es la proyeccién de C(V') sobre k. Es decir e(A\) = A, VA eky
e(V,) =0, Vn > 1.

A su vez es posible dar estructura de dlgebra graduada a C(V') de forma que resulte conmutativa.
Con el objetivo de definir el producto en C(V') introducimos la siguiente definicién:

Definicion 1.2.1. Sea S, el grupo de las permutaciones de n elementos. Decimos que o € S,
es un i-shuffle (1 <1i < n) si o preserva el orden de {1,--- ,i} yde {i +1,--- ,n}.



CAPITULO 1. ALGEBRAS DE HOPF GRADUADAS. 7

Observacion 1.2.2. Escribiremos S, ; para referirnos al conjunto de i-shuffles de S,, Vi =
1,---,n — 1. Entonces:

g€ Spisiol)<---<o(i)yo(i+1l)<---<on).

Ejemplo 1.2.3. Sin =4 ei =2, tenemos Sa2 = {(1234), (1324), (1423), (2314), (2413), (3412) },
donde (1324) representa la permutacion que verifica o(1) =1, 0(2) =3, 0(3) =2 y o(4) = 4.

Luego definimos el mapa lineal m : C(V) ® C(V) — C(V) por m = 3, -, my, donde para

VioV; — V, tal que m,, = 3 7

cada n > 0 tenemos m,, : ®i+j:n my) conmy 1 V;QV; =V,

definido de la siguiente forma:

» para n = 0: mP’(A ® p) = A, VA, p €k,

i+j=n

s paran=1LmIA®v)=w=vA=mlve ), VAck veVy
= paran > 2:
¢ Sii=0mlAQW Q- Q) = Q- Qvj, YA€k 1 Q- @vj € V.
e Sii,j>1: mﬁf((vl®---®Uz’)®(vi+1®"'®vn)):Zaesn,ivcr(l)@"'@%(")’
Vi@ Qu eV, 111 ®@---Qup €V
e Sij=0m((1N® - QV)RN) = 1 - Qu, VNEk v ® - ®v; € V.

Por otra parte definimos el mapa lineal u : k — C(V) como u(\) = A\, VA € k.

Como mencionamos antes con estas definiciones resulta que C(V) es un &dlgebra graduada y
conmutativa.

Obsérvese que los mapas m y u asi definidos son morfismos de codlgebras y que por lo tanto
tenemos en C(V) estructura de bidlgebra graduada. Luego, por el Teorema (1.1.13), tenemos
que C(V) es un algebra de Hopf graduada.

Observacion 1.2.4. Notar que en el caso que V sea de dimensién finita, C(V') es isomorfa al dual
graduado de T'(V*) (Ver [2]).

x S(V): el algebra simétrica.

Probaremos mds adelante que existe un unico ¢ : T(V) — C(V) morfismo de &lgebras de
Hopf que verifica que 1(\) =\, VA € ky ¢(v) = v, Yv € V. La imagen de este morfismo es una
subélgebra de Hopf de C(V') que escribimos S(V) y sunticleo esk < u®@v —v®@u : u,v € V >.
Luego S(V) es isomorfa al dlgebra simétrica

(V)
k<u®@v—-—v®u, u,v €V >




Capitulo 2

El algebra tensorial.

2.1. Bimoddulos sobre un algebra

A partir de esta seccién A denota una k-algebra.

Definicion 2.1.1. Decimos que un espacio vectorial M tiene estructura de A-bimddulo si M
tiene estructura de A-mdédulo a izquierda y de A-médulo a derecha y ambas estructuras son
compatibles, en el sentido

(a-m)-a =a-(m-d)Va,a € AVYm € M.

Escribiremos B € 4 M 4 para decir que B es un A-bimddulo.

Ejemplo 2.1.2. A es un A-bimddulo con el producto como accion.

Observacion 2.1.3. Si M es un espacio vectorial que tiene estructura de A-médulo a izquierda
y de A-médulo a derecha, entonces M es un A-bimédulo si y sélo si la accidn por la izquierda
A® M — M es un morfismo de A-mddulos a derecha si y sélo si la accién por la derecha
M ® A — M es un morfismo de A-mddulos a izquierda.

En lo anterior consideramos A ® M como A-médulo a derecha mediante (a®@m)-a’ = a® (m-a’)
y M ® A como A-médulo a izquierda mediante a - (m ® a’) = (a-m) @ d’.

Proposicién 2.1.4. Si M; € AM Vi € I entonces @,;c; M; € aMa.

Demostracion: Sea m =, ;m; € @,;c; M;, donde sélo una cantidad finita de los m; son
no nulos.

Definimos *; : A ® (@;c; Mi) — B, M; por

a*lm:a*l(Zmi):Za'mi

el el

8
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y #r : (Dier Mi) ® A — @,y Mi por
m*, a = (Zmi)*ra:z:mi-a
iel il

Con estas definiciones @, ; M; resulta un A-médulo a izquierda y a derecha.

Para ver que @, ; M; es un A-bimédulo sélo falta ver que #; y *, son compatibles:

(a*(Zmi))*a’:(Za-mi)*a':Z(a-mi)-a/:
iel iel
:Za-(mi-a’):a*(Zmi-a'):a*((Zmi)*a’), Va,a' € A
O

Observacion 2.1.5. Notar que en la construccién anterior la inclusion ¢; : M; — @,.; M; es un

morfismo en aM 4, Vj € J, luego esto prueba que 4 M4 tiene coproductos.

il

Definicion 2.1.6. Si M € M4y N € 4 M, definimos el espacio vectorial M ® 4 N mediante:

M&® N

M N = .
“a k{im-a@n—-m®a-n:acA meMmneN}

Escribiremos m ® 4 n para indicar la clase de m ® n en M ®4 N, aunque cuando no haya lugar
a confusion utilizaremos sélo m ® n.

La prueba de la siguiente Proposicién es inmediata.

Proposicién 2.1.7. Si ¢ : M — M’ es un morfismo en My y 1 : N — N’ es un morfismo
en 4 M, entonces erxiste un inico mapa lineal p @ : M @4 N — M’ @4 N’ tal que m @4 n —
p(m) @a9P(n). O

Observacion 2.1.8. Observar que si M € M4y N € 4 M entonces
(AQM)RA4N~A®(M®yN)

como espacios vectoriales, identificando (e @ m) ®an ~a® (m @4 n).
De la misma forma
M@y (N@A) ~(MosN)® A

identificando m ®4 (n®a) ~ (M ®@4n) ® a.
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Proposicién 2.1.9. Sean M, N € s M4, entonces M @4 N € sMy4.

Demostracion: Dado que M € 4 My, por la Observacién 2.1.3, tenemos que la acciéon por
la izquierda A ® M — M es un morfismo en M4 y es claro que idy : N — N es un morfismo
en 4 M. Luego por la Proposicién 1.1.6 tenemos que - @ idy : (AQ M) ®4 N — M ®4 N es un
mapa lineal. A suvez (AQ M) ®4 N ~ A® (M ®4 N), entonces componiendo - ® idy con este
isomorfismo damos estructura de A-mdédulo a izquierda a M ®4 N de forma tal que:

ax(m®an)=(a-m)an, Vae A, me M, n€ N.
Anélogamente damos estructura de A-mddulo a derecha a M ® 4 N de forma tal que:
(m®an)*,a=m®®a(n-a), Vvac A, me M, ne€ N.
Para ver que M ® 4 N es un A-bimédulo falta ver que #*; y *, son compatibles:

ad*x((mean)*xa)=ad*(m@an-a)=d -man-a=

= (@ -m®an)*xa=(a*(m®an))*xa Va,a' € A, me M, n€ N.

O]

Definicion 2.1.10. Si M; € oM 4 Vi=1,--- ,n, definimos:

My ®---® M,

M ®p---®4 My, = %

donde V=37, V;, con

Vi=k{m®@ - -@m;wa@mi1® - @my—m1®@ - @mi@a-ymip1 @ --@my}, Vi=1,--- n.

Observacion 2.1.11. En forma andloga a la Proposicion 2.1.8, se prueba que si M; € g4 My Vi =
1,--- ,n entonces M1 @4 -+ Q@4 M, € aAMa4.

Observacion 2.1.12. Dados M, N, P € 4 M4 vale:
M@AN(X)AP:(M®AN)®AP2M®A(N®AP)

como A-bimédulos. Lo mismo puede extenderse para n tensorandos.

Definicion 2.1.13. Sean M, N € asM 4. Decimos que un mapa lineal f : M — N es un

morfismo de A-bimddulos si f es un morfismo de médulos a izquierda y a derecha, es decir si

verifica:

fla-m-b)=a- f(m)-b, Va,b € A, m € M.

Escribiremos f es un morfismo en 4 M 4 para decir que f es un morfismo de A-bimédulos.
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A continuacién veremos la propiedad universal de la suma directa en el contexto de A-
bimédulos y morfismos de A-bimddulos.

Proposicion 2.1.14. Sean N € gsMy, M; € aMa, Vi € 1, y p; : M; — N morfismos en
AMy Vi € 1. Entonces existe un unico ¢ morfismo en a4M4 tal que el siguiente diagrama
conmuta:

@iGIMZ’LN .

e

M;

Demostracion: Por la propiedad universal de la suma directa en espacios vectoriales el mapa
@ : @ijerM; — N necesariamente estd definido por o(>_;c;mi) = D icp wi(ms).
El mapa ¢ es un morfismo en 4 M4 pues cada ¢; lo es. Ademds ¢ [r,= ¢; y por lo tanto ¢ es
el inico morfismo que hace conmutar el diagrama. O

Observacion 2.1.15. Si M € 4 M 4 entonces M ® 4 A~ M en 4 M4 mediante m@ar—m-.ay
m— m® ly. Andlogamente A®4 M ~ M en 4 M 4 definiendo a®@m—a-ymy m— 1lgQ@m.

2.2. Algebras en 4 My
Definicién 2.2.1. Una terna (B, m,u) es un dlgebra en 4 M4 si:
1. Be aMuy

2. m:B®4 B — B, u: A — B son morfismos en 4 M4 tales que los siguientes diagramas

conmutan:
BoaBosaB 2 Be,B, (2.1)
m@idl im
B®sB—- B
y
AAB B, B Be, A, (2.2

S

B
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Proposicion 2.2.2. Sea B un A-bimddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1.

Ezisten mapas lineales m : B4 B — By u: A — B tales que (B,m,u) es un dlgebra
en AMay.

Ezisten mapas lineales mp : B& B — B y up : k — B tales que (B, mp,up) es una k-
dlgebra, y si 1p = up(1y) y escribimos mp(b® b') = bb', Vb,b' € B, entonces se verifican
las siguientes condiciones:

a) (a-b)y =a-(bV), YVaec A, b, € B

b) b -a)= (V) a, Vae A, bt €B

c) (b-a)t)/ =bla-V), Vae A, bt €B

d) a-1p=1p-a, Ya € A.

Demostracion: Notar que (B, mp,up) es una k-algebra si y sélo si los siguientes diagramas

conmutan:

BeBoB"BeB vy (2.3)

mB@idi \LmB

B®B B

mp

id id
ke BEBe BEE Bok (2.4)

N

B

Observar que dado m : B ® 4 B — B, si definimos mg : B® B — B por mp = m o,
donde 7 es la proyeccién candnica de B ® B sobre B ® 4 B, entonces mp verifica 2.c).

Reciprocamente, dado mp : B B — B que verifica 2.¢), la propiedad universal del cociente
aplicada am: B® B — B®4 B implica que existe un dnico mapa lineal m : B B — B
tal que mp =mom.

Sean entonces m : B4 B — By mp : B® B — B relacionados por mgp = mow. La
condicién de que m sea un morfismo de A-bimédulos equivale a que mp verifique 2.a) y
2.b). También es claro que la sobreyectividad de 7 implica que (2.1) conmuta si y sélo si
(2.3) conmuta.

Dado u : A — B morfismo en g4 M 4, definimos up : k — B por ugp = uouya, donde uy es
el mapa unidad de A como k-dlgebra. Sean 14 = ua(1)) y 1p = u(1a) = up(1}). Como u
es un morfismo en 4 M4 tenemos que:

a-lp=a-u(ly) =ulaly) =u(a) =u(lga) =u(ly)-a=1p-a, Ya € A,
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luego 1p verifica 2.d).

» Reciprocamente, dado up : k — B que verifica 2.d), definimos u : A — B mediante
u(a)=a-1p=1p-a, Ya € A.
Es inmediato probar que u definido de esta manera es un morfismo en g M 4. Ademds
(woua)(ly) =u(la) = 1p =up(l]) entonces uouy = up.

= Sean entonces u : A — B y up : k — B relacionados por ug = u o u4 con u morfismo en
AM 4. Observar que (2.2) equivale a: b = u(14)b =bu(l4), ¥b € B y que (2.4) equivale a:
b=up(1l])b =bup(ly), Vb € B. Como u(la) = up(l}) = 1B, entonces u verifica (2.2) si
y sélo si up verifica (2.4).

O

Observacion 2.2.3. Si (B, m,u) es un algebra en 4 M4, escribiremos 1p = u(l4) y
b =m(b@a b)), Vb,b' € B.

Definicién 2.2.4. Sean (B, m,ug), (B',m/,up) élgebras en 4 M 4. Decimos que ¢ : B — B’
es un morfismo de dlgebras en aM 4 si ¢ es un morfismo de A-bimédulos que ademas hace
conmutar los siguientes diagramas:

BoaB22 B e,B | - p.

| A

B B’

©
Observacion 2.2.5. Notar que la conmutatividad de los diagramas anteriores es equivalente a

@(b1b2) = p(b1)¢(b2), Vb1, bz € By ¢(1p) = 1p.

Observacién 2.2.6. Sea ¢ : B — B’ un morfismo en 4 M 4. Notar que de la proposicién 2.2.2 se
deduce que ¢ es un morfismo de algebras en 4 M 4 si y sé6lo si ¢ es un morfismo de algebras.

2.3. Algebra tensorial

Definicién 2.3.1. Sea M € 4 M4, definimos
Ta(M) =P M,
n>0

donde Mo=A, Mi=MyM,=M®Q4...04 M VYn > 2.

n veces
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Observacion 2.3.2. Observar que la Proposicién (2.1.4) implica que T4(M) € a4 M 4.
Explicitamente la estructura de A-bimédulo de T4 (M) es la siguiente:

1. Sin=0: My= A con la estructura de A-bimédulo de A (dada por el producto).
2. Sin=1: My = M con la estructura de A-bimddulo de M.

3. Sin>2:M,=M®®4...24 M donde las acciones son:

n VECES

axp(m - @my)=(a-m)@ma2 - Qmy

(M1 ®...0my)*a=m Q- - @Mmy_1® (My - a)

Observacion 2.3.3. Notar que existe un isomorfimo de A-bimédulos:

@Mm XA @Mn =~ @ Mm ®A Mn

m>0 n>0 m,n>0

obtenido identificando (3_,, zm) ®4a (3_, Yn) = >0 1 Tm @A Yns VT € M, yn € My,

Teorema 2.3.4. Si M € 4 M4, entonces Ta(M) admite una estructura de dlgebra en 4 My.

Demostracion: Tiene sentido definir mjj, : M; ® 4 My, — M1, Vi, k > 0 de la siguiente
manera.

» Para j =k =0, moo(a®b) = ab.

» Paraj=0yk>1, mop(a®(mi @ --@myg)) =ax(mi - @myg) = (a-m) - @my.
» Paraj>1yk=0, mjp((ni®---®@m;)®a)=(m & - @mj)*xa=m - & (m;-a).
» Para j > 1y k>1, m;, es concatenar los elementos de M; con los de My, es decir:

mik((Mm1 @ @m;j) @ (M @ Qng)) =m @ - @mj ®ny @ @ ng.

Luego mjj, : Mj @4 My, — Mjiy, € Ta(M) es morfismo de A-bimédulos, V4, k > 0. La propiedad
universal de la suma directa (Prop. (2.1.14)) implica que existe un tnico morfismo m en 4 M4
tal que el siguiente diagrama conmuta:

D, k>0 Mj ®a My —">Ty(M)

inc ]
mj,k

M; @4 My,
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Por la observacién (2.3.3) sabemos que @j,kzo M; @4 My ~Ty(M) ®4 Ta(M). Entonces com-
poniendo m con este isomorfismo obtenemos, abusando de la notacién, m : Ty (M) @4 Ta(M) —
T4 (M) morfismo en 4 M 4.

Por otra parte definimos u : A — T4(M) como la inclusién u : A = My — B, Mn =
TA(M), claramente es un morfismo en 4 M 4.

= Veamos que m hace conmutar el siguiente diagrama:

TA(M) XA TA(M) XA TA(M) %TA(M) XA TA(M)

id@ml lm

Ta(M) @4 Ta(M) Ta(M)

m

Utilizando nuevamente la propiedad universal de la suma directa alcanza con probar que
el siguiente diagrama conmuta VYm,n,p > 0:

M, Q1
Mm ®A Mn ®A Mp — Mmyn ®4 Mp .
id@mnmi imm+n,p
Mm XA Mn+p Mmooty Mm+n+p

Observar que la conmutatividad de este diagrama se deduce de lo siguiente:

e Sim =n =p =0, el diagrama resulta ser el que corresponde a la propiedad asociativa
en el dlgebra A.

e Sim=1yn=p=0, el diagrama resulta ser el que corresponde a que M sea un
A-moédulo a derecha.

e Sim=0,n=1yp=0,el diagrama resulta ser el que corresponde a la compatibilidad
de las acciones en M € 4 M 4.

e Sim=mn=0yp=1, el diagrama resulta ser el que corresponde a que M sea un
A-médulo a izquierda.

e Sim,n>1yp=0, tenemos:

(Mimtn,0 0 (Mump @1d)) (21 ® -+ @ Tn) @ (Tm41 @ -+ ® Tgn) ® @) =
= Myt o((Z1 @ @ Tyyn) ®0) =21 @ -+ @ Trgn—1 @ (Tmyn - 0) =
= Mpp((T1 @ @ Tp) @ (Timt1 @ -+ @ Ty - @) =

= (Mmm o (Id@mp))((T1 @+ Tm) @ (Tm41 @ -+ @ Typn) ® a).
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e Sim=0yn,p>1, es andlogo al caso anterior, utilizando la definicién de #;.
e Sim>1,n=0yp>1, tenemos:
(Minp0 (M 0®id) ) (21 @ - - R RARYL R - -RYp) = T + - Ty —1® (T 7 0) QYL R - - @Yy
y
(Mmtpo(id@mop)) (21 @ - QT Ra®Y @ - QYp) = T1& + QT @(a-1y1) DY2®- @Yy
Estos dos resultados son iguales debido a la definicion de M,,.
e Sim,n,p > 1 entonces:
(Mntnp © (Mmp @ id)) (1 Q- @ Tm) @ (N @+ Qyn) O (21 © -+~ ® 2p)) =
=R QIm@YQ QU221 Qzp =
= (Mmntp 0 ((d O Mpp))((T1 @+ @ Tp) @ (N @+ O yYn) ® (21 Q-+ ® 2p)).
= Veamos que u y m hacen conmutar el siguiente diagrama:

A @4 Ta(M) 2L Ty (M) @ 4 Ta(M)

T
Ta(M)

Por la propiedad universal de la suma directa es suficiente probar que el siguiente diagrama
conmuta Ym,n > 0:

A®q M, 2% Ao, M,

\ lmo,n
My,

donde el isomorfismo entre A® 4 M,, y M, es el que estd definido en la Observacién (2.1.8).
Calculamos

(Mmopo(u®id)(a@r1 @ @xp) =(a-21) ®T2@ R XaQTI RT2 R - @ Ty
Por lo tanto el diagrama conmuta.
= Andlogamente probamos que u y m hacen conmutar el diagrama:

Tu(M) @4 Ta(M) 2EX Ty (M) @4 A

|

Ta(M)

En conclusién (T4(M), m,u) es un dlgebra en g4 M 4. O
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Definicién 2.3.5. Llamamos dlgebra tensorial de M sobre A a Ta(M) con la estructura de
algebra en 4 M 4 definida en el teorema anterior.

Observacion 2.3.6. Notar que el dlgebra tensorial es un algebra graduada.

2.4. Propiedad universal del algebra tensorial

Teorema 2.4.1. Sean M € s M4, B un dlgebra en aMa y ¢ : M — B un morfismo en aM 4.
Entonces existe un tinico ¢ : To(M) — B morfismo de dlgebras en sMy tal que el siguiente

diagrama conmuta:
inci /
@

Ta(M)

B (2.5)

Demostracién: Para cada j = 0,1,--- definimos ¢; : M; — B de la siguiente manera:

» Sij=0, $o(a) =a-1p. Obsérvese que como B es un algebra en 4M 4, entonces gy(a) =
1B - a.

«Sij=1, 4=
» Si j > 2. Generalizando la Proposicién 2.1.6 para una cantidad j de morfismos en 4 M 4

y aplicandola a ¢, obtenemos que existe un tinico mapa lineal <p®f4 =0 RA-- Q4 @ tal
—_—

J wveces
que:

my @4 @amj— p(my) @a - @a p(my).
A su vez, a partir de la multiplicacién mp : B®4 B — B, tenemos mapas lineales m! = mp
ym"® =mp"lo(mp®id,_1), Yn > 2, donde id,, 1 = idg @4 - @4 idp.

n—1 veces

Luego componiendo estos mapas tiene sentido definir 4; := m?~to cp®]A, Vj > 2; es decir:
$i(my @ - @my) = p(ma) - - - p(my).

Es claro que ¢; es un morfismo en M4, Vj > 0. Entonces por la propiedad universal de la

suma directa tenemos que existe un tnico ¢ : @,~, M,, — B morfismo en 4 My, que extiende

a cada ¢;. Es inmediato que ¢ hace conmutar el diagrama (2.5).

A continuacién mostraremos que ¢ es un morfismo de algebras.
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= Veamos que ¢ hace conmutar el siguiente diagrama:

Ta(M) @4 Ta(M) “2%> Boa B

q lmB

Ta(M) B

donde m y mp son los productos en Ty(M) y B como algebras en 4M 4. Utilizando
nuevamente la propiedad universal de la suma directa es suficiente probar que el siguiente
diagrama conmuta VYn,p > 0:

o
M, ®a M, 2B &, B

mn,pl lmB

A4ﬁ+ﬁ B

Pntp
La conmutatividad de este diagrama se deduce de lo siguiente:

e Sin=p =0, tenemos (mpo(PoR¢p))(a®a’) = mp((1p-a)®(a’-1p)). Como estamos
trabajando en B® 4 B se verifica que (1g-a)®(d’-15) = (1p®a-(a’-15)) = 15®((ad’)-
1p)) y por lo tanto (mpo(Po®¢p))(a®a’) =mp(lp®((ad')-15)) = 15((ad’)-15) =
(ad") - 1p = (Yo omop)(a®d’),Va,a’ € A. Es decir mp o ($o ® ¢o) = $o © mop.

e Sin=0yp=1, tenemos: (Yo ® ¢)(a ®m) = (1p - a) ® p(m). Como estamos
trabajando en B® 4 B se verifica que (1g-a) @ o(m) = 1p® (a-p(m)) y por lo tanto
(mpo(Po®@p))(a®@m) =1p(a-p(m)) =a-p(m). Como ¢ es un morfismo en 4 M4
entonces a-p(m) = ¢(a-m) = ¢(mp,1(a®@m)) y en conclusién mpo(Po@¢p) = pomy 1.

e Sin=1yp =0, tenemos: (¢ @ gp)(m @ a) = p(m) @ (a - 1p). Como estamos
trabajando en B® 4 B se verifica que ¢(m)® (a-1p) = (p(m)-a) ® 15 y por lo tanto
(mpo(p®ép))(m®a) = (p(m)-a)lp = ¢(m)-a. Como ¢ es un morfismo en 4 My
entonces p(m) -a = ¢(m - a) y en conclusién mp o (¢ ® @) = ¢ 0 my .

e Sin,p>1, tenemos

(mp o (én @ @p) (M1 ® - ®mp) @ (Mg ® --- ®my)) =
=mp(p(ma) - (mn)) @ (e(m1’) - p(my)) =

/

= p(m1) - - - p(mn)p(mi) - - - p(my,)

(Prap o Mup) (M1 @+ @mp) ® (M) @ - @ my)) =
:@n_i_p(ml®...mn®m1/®...®mp/) —
= p(m1) -+ o(mn)p(m]) - - p(my).
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= Veamos que ¢ hace conmutar el siguiente diagrama:

A—"=Ta(M)

RN

B

donde u y v’ son los mapas unidad de T4(M) y de B como algebras en 4 M 4, respectiva-
mente. Como indica la Proposicién 2.2.2, v’ esta definido de forma tal que v/(a) = a-1p =
1p-a, Ya € A.
Luego

(¢ ou)(a) = p(a) = o(a) = a- 15 = o/(a), Va € A.

Para finalizar la prueba, veamos la unicidad de ¢.

~

Si existe 1) : T4(M) — B un morfismo de algebras en 4 M4 que hace conmutar el diagrama
(2.5), entonces:

= por definicién de morfismo de algebras en 4 M 4 tenemos 7/;(1TA(M)) = 1p. Como 17, (ar) =
14 se verifica que 9(a) = (aly) =a-9(14) =a-1p, Va € A.

= como ¢ hace conmutar el diagrama (2.5) se verifica que ¢)(m) = ¢(m), Ym € M.

= por definicién de morfismo de slgebras en 4 M 4 tenemos ¢(mi®- - -@my,) = th(my) - - - Y (my) =
o(my)---(my), donde my € M Vi=1,--- ,n.

Luego 1/3 coincide con el mapa ¢ definido anteriormente. O

Observacion 2.4.2. Dado ¢ : A — B un morfismo de &lgebras, podemos dar estructura de
A-bimédulo a B via ¢ definiendo acciones a derecha e izquierda de la siguiente manera

a-b-a =pla)be(d), Ya,a' € A, be B.

Con estas acciones, la multiplicacién de B verifica las condiciones del punto 2 de la Proposicién
2.2.2 y por lo tanto existen mapas lineales m : By B — By u: A — B tales que (B, m,u) es
un algebra en 4 M 4. Explicitamente:

m(b@a ) =0bb, Vbt € By

u(a) =a-1p = ¢(a), Va € A.
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Corolario 2.4.3. Sea M € sM 4. Sean B un dlgebra, ¢y : A — B un morfismo de dlgebras y
p1: M — B un mapa lineal que verifica

p1(a-m-a’) = po(a)pi(m)po(a’), Ym € M,a,a’ € A. (2.6)

Entonces existe un tinico ¢ : To(M) — B morfismo de dlgebras en sMy tal que el siguiente
diagrama conmuta:

Demostracion:  Observar que la condicicién (2.6) equivale a que ¢; : M — B sea un
morfismo de A-bimdédulos con B € 4 M 4 via ¢g.
Aplicando la propiedad universal de T4 (M) obtenemos que existe un tnico ¢ : Ty(M) — B
morfismo de dlgebras en 4 M 4 tal que el siguiente diagrama conmuta

M—"—=B.
'mcl /
¢
Ta(M)
Finalmente observar que la condicién ¢(17,(x)) = 1p (ver observacién 2.2.5) equivale a la
conmutatividad del siguiente diagrama:
4— 5.
inc /
Ta(M)



Capitulo 3

La coalgebra cotensorial

El lector que no esté familiarizado con los conceptos bésicos de codlgebras y comédulos puede
encontrarlos en [1] y [2].

3.1. Bicomoddulos sobre una coalgebra

A partir de esta seccién C' denota una codlgebra sobre k.

Definicién 3.1.1. Decimos que (M, d;,d,) es un C-bicomddulo si (M,d;) es un C-comédulo a
izquierda, (M, d,) es un C-comédulo a derecha y las coacciones §; y d, son compatibles, en el

sentido
(ide ® 6,) 0 0;(m) = (6 ® id¢) o §.(m), Ym € M.

Escribiremos M € © M para decir que M es un C-bicomédulo.

Observacion 3.1.2. Con la notacién de Sweedler, si

dp(m) = Zmo ®@mi y §(n)= Zn—l ® no,
(m) (n)

la condicién de compatibilidad queda:

mel @ mo @my = Z m_1 ® (mo)o ® (mo)1 = Z (mo)-1 ® (mo)o ® ma
(m),(mo) (m),(mo)

Ejemplo 3.1.3. C' es un C-bicomddulo con el coproducto como coaccion.

21
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Observacion 3.1.4. Notar que si M es un espacio vectorial que tiene estructura de comédulo a
izquierda y de comoddulo a derecha, entonces M es un bicomdédulo si y sélo si la coaccion por la
izquierda &§; : M — C ® M es un morfismo de comédulos a derecha, si y sélo si la coaccién por
la derecha 6, : M — M ® C' es un morfismo de comédulos a izquierda.

En lo anterior consideramos C ® M como comédulo a derecha mediante idg ® d, y M ® C' como
comdédulo a izquierda mediante §; ® idc.

Proposicién 3.1.5. Si M; € M, Vi € I, entonces P,cr M; € CMC.

Demostracién: Llamemos d; y 6, a las coacciones a izquierda y derecha en M;. Sea = €

@z‘e ; M; entonces x = Zie 1 Z;, donde sélo una cantidad finita de los x; son no nulos.
Definimos &; : @,;c; M; — C ® (P, M;) por

() = dfw) = (x:) 1 ® (2:)o

iel
y O : @ieIMi — (@ieIMi) ® C por

6r(x) = ) dp(ai) = Y (2:)o ® (w1

el

Con estas definiciones ,c; M; resulta un comédulo a izquierda y a derecha.
Para ver que @),.; M; es un bicomédulo sélo falta ver que §; y d, son compatibles:

((ide ® 6;) 0 &) (x) = Y (2i)-1® & ((x:)o) = Y (x:)-1 ® ()o)o ® ((wi)o)r =
= ((x:)0)-1® ((@i)o)o ® (wi)1 =D 8((2:)0) @ ()1 = (& @ ide) 0 6,)(x).
]

Observacion 3.1.6. Notar que en la construccién anterior la inclusion ¢; : M; — @, .; M; es un

morfismo en “ MY, Vj € J, luego esto prueba que “ M€ tiene coproductos.

Definicién 3.1.7. Si M € MY y N € © M, definimos el producto cotensorial de M y N como
M Re N = ker(6M @ idy —idy @ 6).

A veces escribiremos 2221 m; X n; para decir 2221 m; @n; € M Ko N.

Observacion 3.1.8. Notar que con la notacion de Sweedler tenemos:

l

l l
Zmi Xn; € Mch@ZZ(mi)()@ (77%)1 ®XKn = sz@) (ni)—l b2y (nz)o
=1

=1 (m;) i=1 (n;)
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La prueba de la siguiente Proposicién es inmediata.

Proposicién 3.1.9. Sean ¢ : M — M’ un morfismo en M€ y1p : N — N’ un morfismo en © M,
entonces existe un unico mapa lineal o) : MR N — M'Ke N’ tal que mXn — o(m)X(n).

O]

Proposicién 3.1.10. Si M € MY y N € “ M entonces
(CoM)XReN~C®(MXcN)

como espacios vectoriales, y de la misma forma
MXo(N®C)~(MXcN)C.

Demostracion: Sabemos que C® (M @ N) ~ (C® M) & N como espacios vectoriales, donde
(C® M) € MY mediante id @ 6p;. Sea ¢ : C ® (M @ N) — (C ® M) ® N tal isomorfismo.
Tenemos que CQ(MXcN) C CR(M&N), luego queremos ver o(CRMHReN)) = (CM)XeN.
Sea Z -1 c®(m; ®n;) € C® (M Kc N) entonces go(z 1 c®(mi®n)) = Zﬁ.:l(c® m;) @ n;.
Como St ¢® (m; ®n;) € C® (M Ko N) tenemos

ZZC@ mi)—1 ® (m;)o @n; = ch®mz (7)o ® (ni)1,
=1 n;

es decir que

!
ZZ cR@m;)-1 @ (c®m;)o ®@n; = ZZC@TM ni)o @ (ni)1
=1 (m;

y por lo tanto, 32t (c®@m;) @ n; € (C © M) Ko N.
En conclusién gp(Eézl c®@m; ®n;) € (C® M)Xc N. Andlogamente se prueba para ¢~ '. Luego
(C®M)XRc N ~C®(MRXc N).

Andlogamente se prueba que M Ko (N ®@ C) ~ (M Ko N) @ C. O

Proposicién 3.1.11. Si M, N € “ M, entonces M Rg N € “ M.

Demostracion: Tenemos que M @ N € “ M definiendo como coaccién a derecha
0 : MON — M®N ®C por

dr(m®@n) :Zm®no®n1
(n)
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y como coaccién a izquierda d;: M @ N — C ® M ® N por

(m®n) = Zm_1 ® mo @ n.
(m)

Observar que ((idc ® 6,) 0 0;)(m®@n) = ((0; ®idc) 0 dp)(m®n) = Z(m),(n) m_1 ®mgoRng®n,.
Entonces 6, y §; son compatibles. Luego, para probar que M Ko N € “ M alcanza con ver que
M X N es un subcomédulo a izquierda y a derecha de M ® N, es decir que §,(M Ko N) C
(MReN)®@Cy (MR N)CC®(MXoN).
Probaremos que §,(M Ko N) C (M Ko N) ® C' y andlogamente se prueba que 0;(M Ko N) C
CW@(AfEQj]V)
Sea x € M M N, entonces si x =), m; X n; tenemos que:

ZZ m;i)o ® (m;)1 @ n; = szz® ni)—1 ® (ni)o (3.1)
(M) i (ng)

Llamemos y = §,(z) = (idy ® 6N )(z), luegoy e M@N®Cey=>3, 2 (ns) ™i @ (ni)o @ (ni)1-
Aplicando a ambos lados de la ecuacién (3.1) el mapa idy; ® idc ® 5 obtenemos:

ZZZ(mi)O®(mi)l®( (ni)1 —ZZ Z m; ® (ni)—1 ® (ni)o ® (n4)1,

i (mq) (nq) i (nq) ((ni)o)

es decir:
(M @idy ®@idc)(y) = (idy @ 6 @ idc)(y). (3.2)
Como y € M®N ®C, podemos escribir y = Y ) pp®ej, donde p, € MON, Vh=1,---,n
y {e1, -+ ,en} C C es linealmente independiente. Entonces, por (3.2):
n n
> (M @idy)(pr) @ en =Y (ida @ 6))(pn) ® en.
h=1 h=1
Luego como {eq,...,e,} es linealmente independiente, tenemos que (6M ® idy)(pp) = (idyr ®

(5ZN)(ph), Vh y por lo tanto p, € M Ko N, Yh =1,--- ,n. Entonces y € (M Ko N) ® C. O

Definicién 3.1.12. Si M; € “MC, Vi =1,--- ,n, definimos:

n—1
MR- ReMy=(V;CMi®@--- @M,
i=1

donde

Vi = ker(idy, ®- - - idyy, , ®0L®- - ®idyg, —idy, @+ ®idy, @67 @ - -®@idy, ), Vi=1,-- ,n—1.
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Observacion 3.1.13. En forma analoga a la Proposicién 3.1.10, se prueba que si M; € “ MC | Vi =
1,---,n entonces M; Ko --- Ko M, € C M.

Observacién 3.1.14. Dados M, N, P € © M los isomorfismos naturales
MINRP~(M@N)@ P~M® (N ® P)
inducen isomorfismos
MXeNKeP~(MXoN)Xe P~MKq (N Xe P)
como C-bicomédulos. Lo mismo puede extenderse para n tensorandos.

Definicién 3.1.15. Sean M, N € “MC. Decimos que f : M — N es un morfismo de C-
bicomdédulos si f es un morfismo de comddulos a izquierda y a derecha, es decir si verifica:

S Fm)-r @ (Fmo =S moy® fme) v S (Fm)o® (Fm) =3 Flmo) @ my.

Observar que estas dos condiciones son equivalentes a

Y moa @ fmo)@mi =Y (f(m))-1® (f(m))o@ (f(m))1, Ym € M.

Escribiremos f es un morfismo en © M® para decir que f es un morfismo de C-bicomédulos.

A continuaciéon veremos la propiedad universal de la suma directa en el contexto de C-
bicomdédulos y morfismos de C-bicomdédulos.

Proposicién 3.1.16. Sean N € “MC, M; € “MC, Vi € I y ¢; : M; — N morfismos en
CMC, Vi € I. Entonces existe un tnico ¢ morfismo en CMC tal que el siguiente diagrama
conmuta:

%)
@iEIMi*)N .

P

M;

Demostracion: Por la propiedad universal de la suma directa en espacios vectoriales ¢ :
@D,c; M; — N necesariamente esta definido por o (D _,c;m;) = > i @i(m;).
El mapa ¢ es un morfismo en “ M® pues cada ¢; lo es. Ademés ¢ |m;= @; y por lo tanto ¢ es
el inico morfismo que hace conmutar el diagrama. O
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Proposicién 3.1.17. Si M € C M entonces MRcC ~ M y CRc M ~ M como C-bicomddu-
los.

Demostracion: Tenemos que M Ko C={x e M @ C / (6, ® idc)(x) = (idyr @ A)(z)}.
Entonces, si Zé:l m; ® ¢; € M Ko C se verifica que

) NIATTAETES ST ST

=1 (my) (Cz
Aplicando idy; ® ide ® € a ambos lados de la ecuacién vemos que

l

ZZ(mi)O@’(mz )1 ®e(c) Zmz®Zcz ®e((ci)2),

=1 (m;) (ci)

lo cual implica que 22:1 e(c)or(my) = 22:1 m; @ ¢;.

Por otra parte, como J, es coacciéon a derecha en M tenemos que
(0r ® idc)or(m) = (idpr @ A)op(m), ¥Ym € M; esto implica que 0,(m) € M Xeo C, Ym € My
por lo tanto Im(é,) C M K¢ C.
Luego, podemos definir mapas lineales ¢ : M — M Ko C por ¢(m) = 6.(m) Ym € My
Y : M®C — M por p(m®c) =¢e(c)m Ym € M, ¢ € C. Abusando de la notacién llamaremos
también ¢ al mapa anterior restringido a M X C.

Queremos ver que ¢ y 9 son inverso uno del otro:
» P(p(m)) = (0:(m)) = V(X mo @ M) = 32, (ma)mo = m, Ym € M
o (v (Tharmi@a)) = Sy e elem) = Sy eleemi) = Sy e(ei)d (m:) =

= mi®c, ¥m®ce MR C.

Es inmediato probar que M € “M% implica que ¢ es un morfismo en “ MY, luego M y
M K¢ C son isomorfos como C-bicomoédulos.

Anslogamente se prueba que C Ko M ~ C. O

Observacion 3.1.18. Notar que de la prueba anterior se deduce que Im(d,) = M K C' e
Im(§;) = C Re M. En particular Im(A¢g) = C Ko C.
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3.2. Coalgebras en “M¢

Definicién 3.2.1. Una terna (D, A, ) es una codlgebra en © M si:
1. DeM%y
2. A:D— DR¢gD, e:D — C son morfismos en “M tales que los siguientes diagramas
conmutan:

D 2 _DK:D

A\L iA@idD

D¢ D = DR DR D

, (3.3)

DR C<~———D——->CK¢cD (3.4)

) A )
idp®e e®idp

DXc D

Proposicion 3.2.2. Sea D un C-bicomddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existen mapas lineales A : D — DXc D ye: D — C tales que (D,A,€) es una codlgebra
en CMC.

2. Ezisten mapas lineales Ap : D — D® D yep : D — k tales que (D,Ap,ep) es una
codlgebra y se verifican las siguientes condiciones:
a) ((5,« X ’idD)AD = (idD & 5Z)AD;

b) los siguientes diagramas conmutan:

Ap Ap

D D®D , D DD
] i i5z®idD Or l \LidD R0y
c) el siguiente diagrama conmuta:
Or 0y
DC<~—D——C®D
ED@idC\L lidc@sp

k@C?CﬁC(@k



CAPITULO 3. LA COALGEBRA COTENSORIAL 28

Demostracion: Notar que (D, Ap,ep) es un coalgebra si y sélo si los siguientes diagramas

conmutan:
D D®D (3.5)
AD\L lAD®id
D®D D®D®D
y
k@ D<——D———>D®k. (3.6)
;M lA%
D® D

Observar que la condicién 2.a) equivale a Im(Ap) C DXeg D. Seat: DXe D — D® D la
inclusion.

» Dado un mapa lineal Ap : D — D ® D que verifica 2.a), es decir Im(Ap) C D K¢ D,
luego podemos escribir Ap =10 A siendo A : D — D K¢ D un mapa lineal.

» Reciprocamente, dado A : D — D K¢ D lineal, si definimos Ap = 1o A, entonces Ap es
lineal y verifica 2.a).

» Sean entonces A : D — DXo Dy Ap : D — D ® D relacionados por Ap = 1o A. La
condicién de que A sea un morfismo de C-bicomédulos equivale a que Ap verifique 2.b).
Ademas es claro que (3.3) conmuta si y sélo si (3.5) conmuta.

s Dado ¢ : D — C, definimos ep = ¢ o €, donde ¢ es el mapa counidad de C' como
coalgebra.
Si € es un morfismo en “ M tenemos que:

*

((id, ®6D)O(51 Zd 1 ®ep(do) = Zd 1 ®@ec(e(do))
)2 =

= (e(d) ®ec((e(d)2) > e(d) = Y ee((e(d)) (()

= 6c(€(d0)) ®dy =Y ep(d) ®dy = ((ep ® idc) o é,)(d), Vd € D,
luego ep verifica 2.c). (x y ** provienen de la conmutatividad del diagrama (3.4)).

» Reciprocamente, dado ep : D — k que verifica 2.c) podemos definir ¢ : D — C por
e=(ep®ide)od, = (ide ®ep) o Jy, es decir

:=> ep(do)dy =) _d_1ep(do), Vd € D.
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Es inmediato probar que € definido de esta manera es un morfismo en “ M. Ademaés

(ecoe)(d) =) eclen(do)dr) = epldo)ec(dr) =ep(>_ doec(dr)) =ep(d), Vd € D,

es decir ep = ecg oe.

= Sean entonces € : D — C y ep : D — k relacionados por ep = €¢ o €, con £ morfismo
en “ M. Observar que (3.4) equivale a > ec(e(d))de = d = Y diec(e(d2)) y que (3.6)
equivale a Y Jep(di)da =d =) diep(dz). Entonces ¢ verifica (3.4) si y sélo si ep verifica
(3.6).

O
Observacion 3.2.3. Notar que el mapa lineal € : D — C definido en la Proposiciéon anterior es

un morfismo de codlgebras.
Veamos que ¢ verifica Agoe = (e®¢e)o A, d € D entonces

Ac(e(d) =) eldr ®@e(d) =) eldo) ® dy = (e ®id)(d,(d)) =
= (e®id)((id®e) o Ap)(d) = (¢ @ &)(Ap)(d).
(La condicién * se verifica pues M € “ M y %x pues ¢ hace conmutar el diagrama (3.4)).
Definicién 3.2.4. Sean (D1, Aq,e1) y (Da, Ag, e9) codlgebras en “ M. Decimos que ¢ : D1 —

Dy es un morfismo de codlgebras en © M si ¢ es un morfismo en “ M que hace conmutar los
siguientes diagramas:

D1 DQ )

a) |-

D1 Xe Dy WD2 Xe Do

Proposicién 3.2.5. Sean (D1,A1,e1) , (D2, Ag,e9) codlgebras en “MC y o : Dy — Dy un
morfismo en “ MC. Entonces ¢ es un morfismo de codlgebras en MC si y sélo si ¢ es un
morfismo de codlgebras.
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Demostracion: D1y Dy son codlgebras con los mismos coproductos y, utilizando la misma
notaciéon de la Proposicion 3.2.2, con counidades ep, : D; — k, ¢ = 1,2 con €p, y ¢; relacionados
por ep,(d) = ec(ei(d)), Vd € D;. Es decir €;(d) = > ep,(do)ds.

Lo tnico que hay que probar es que la conmutatividad de (3.7) es equivalente a la de

Dy —>D, . (3.8)

EDll /
€D2

k
» Es inmediato probar que la conmutatividad de (3.7) implica la de (3.8).

» Luego, si (3.8) conmuta tenemos que

ei(d) = ep,(do)dr =Y ep,(p(do))di = D e, ((d)o)p(d)1 = e2(p(d)), ¥d € D,

y entonces (3.7) conmuta.

3.3. Coalgebra cotensorial

Definicién 3.3.1. Sea M € M€, definimos

Co(M) =P M,

n>0

donde My=C, Mi =My M,=MRc-- Ko M, ¥n > 2.

n veces

Observacion 3.3.2. Observar que la Proposicién 3.1.5 implica que Co(M) € “ M.
Explicitamente la estructura de C-bicomédulo de Co(M) es la siguiente:

1. Sin=0: My=Cy es la estructura de C-bicomédulo de C' (dada por el coproducto).
2. Sin=1: M; =M y es la estructura de C-bicomédulo de M.

3. Sin>2: M,=MHK¢---Xc M donde la coaccién a derecha es idy ® -+ - ® idy; R, v a

n veces n—1 veces

izquierda es 0; @ idy ® - - - @ idyy.

n—1 veces
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Observacion 3.3.3. Notar que en Co(M ) escribimos M, para referirnos a M K¢ -+ - Ko M mien-

n veces
tras que en T4(M) lo utilizamos para referirnos a M ®4 --- ®4 M, es decir que utilizamos el

n veces
mismo simbolo pero en general los objetos a los que se refieren son distintos.

Observacion 3.3.4. Notar que existe un isomorfismo de C-bicomédulos:

@Mm o @Mn ~ @mecMn

m>0 n>0 m,n>0

obtenido identificando (3_,, xm) X (32, yn) = >, Tm B yn, VEm € M, yn € M,y,.

Teorema 3.3.5. Sea M € © M© entonces Cc(M) admite una estructura de codlgebra en © M.

Demostracion: Definimos A,, : M,, — @iﬂ-:n M; ® M;, ¥n > 0 de la siguiente forma:
s paran =0, Ay =Ac.

= paran =1, Ay =4, + ;. Observar que en esta definicién estamos considerando

6 My=M—M&C=MeM— @ M oM,

i+j=1
y
oM =M-—->CM=My® M — @ M1®M]
it+j=1
= paran > 2,
Ap(z1 X Nay,) =0(z1) Rag K-+ Ka, +
n—1
+Z(x1®-~-®xi)®(azi+1&~--@xn)+x1@--~@xn,1&5T(xn)
i=1
es decir:

An<$1 X...X ;L'n) = Z(.ﬁ(}l)(_l) X (ml)(o) XaoX--- N, +
n—1

+ Z(l‘l X gl‘l) (%9 ($i+1 X-.. &In) + le XK. - Xz, 1 X (xn)(o) X (ﬂfn)(l)
=1
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Es claro por la Observacién 3.1.18 que Im(A,) € @, ;_,(M; K¢ M;), Vn > 0.
Veremos a continuacién que A, : M, — @, ;_,(M; Ko M;) C Co(M) Ko Co(M) es un
morfismo de C-bicomdédulos, Vn > 0.

s Paran =0y n =1 es claro debido a las definiciones de Ag y Aj.

s Para n > 2, probaremos que A, es un morfismo de C-comdédulos a derecha, es decir:

(A @ide) o (idn1 ®6,) = | Y idy, ® 6] | 0 Ay, (3.9)
i+j=n
' Ac sij=0
donde id; = idy ® -+ ®idy, Vj > 1y 67 = Or sij=1.
J v:ces idj—l ® 57‘ si ] >2

Calculamos el lado izquierdo de (3.9) para x = 1 X --- K x,, € M,
(A ®@idc) o (idn—1 @ 6,))(z) = Z(xl)(fl) ® ((x1)(0) R BB (2n)0)) @ (#n)(1) +
+ Z 21 W R2y) @ (21 B B (20)(0) @ (20) 1) +
+ Z 21 BB () 0))0) @ (Tn)0)) (1) @ (#n)1)  (3.10)
v el lado derecho de la misma,
> (idy, ®63) | o Ay | (@) =D (1) 1) @ ((x1) o) Bz B+ B (2n)0)) @ () (1) +
i+ji=n

+Zx1& B2) @ (i1 B B (20)(0) @ (@) (1) +

+Z 21 B W (2n)0)) @ (@n) 1)) 1) © ((Tn)(1))(2)-
(3.11)

Como M,, € MC entonces (3.10) es igual a (3.11) y por lo tanto se verifica la ecuacién (3.9).
Andlogamente se prueba que A,, es un morfismo de C-comédulos a la izquierda, luego

Ay 2 M, — Co(M) Ko Co(M) es un morfismo de C-bicomédulos, ¥n > 0. La propiedad
universal de la suma directa (Prop. 3.1.15) implica que existe un tinico morfismo A en © M tal
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que el siguiente diagrama conmuta:

Dz0 My —2> Co(M)Re Co(M) , ¥n > 0.
incT /
M,

Definimos ¢ : Co(M) — C como la proyeccién € = mp : Co(M) = @,y M, — My = C.
Claramente ¢ es un morfismo en “ M. Observar que € = Y n>0Ens siendo €y, : My, — C, Vn >0,
eg=tdcye,=0, Vn>1.

A continuacién mostraremos que A y ¢ asi definidos hacen conmutar los diagramas de la
definicién 3.2.1.

= Veamos que A hace conmutar el siguiente diagrama:

A

Cc(M) Co(M)Re Co(M)

s |aoi

Co(M) Be Co(M) > Co(M) B Co(M) Be Co(M)

Para ver esto es suficiente con probar que A, verifica

Y Ai@idy, | oAn=| D idy, ® Aj | 0 Ay, Yn > 0. (3.12)
it+j=n itj=n

Observar que (3.12) se verifica debido a lo siguiente:
e Sin =0, la ecuacién resulta ser la que corresponde a la propiedad coasociativa en la
codlgebra C.
e Sin = 1, la ecuacién resulta ser la que corresponde a las condiciones de que M €
C MC )
e Sin>2seaxr=>» r1X---Kux, € M,, entonces:
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A) calculamos el lado izquierdo de (3.12) en z:

(( YA ®ide) oAn) (z) = (3.13)
i+j=n

_le (1) @ (#1) o) Wap W -+ Way) + (3.14)

+ Z xr1 (_1)® 1 (0)®($2®"‘®$n>+ (3.16)

+ ) (@) @ (21) ) Raa B M ay) @ (24 K- Ray,) + (3.17)
n—1i:i—1

Y N @R Kag) ® (e K Bay) @ (w41 K- M) + (3.18)
i=2 a=1
n—1

+ ) (@B B (23)(0) @ (@) 1) © (i1 K-+ Ray) + (3.19)
=2

+ ) (@) @ (1)) Raa R+ B (2n)(0) ® (2n) (1) + (3.20)
n—1

+ Y (@1 R Bz,) ® (2ar1 B B (2)(0) ® (2n) 1) + (3.21)
a=1

+ ) (@1 B B (2n)(0) @ (zn) (1) @ (n)2) (3.22)
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B) calculamos el lado derecho de (3.12) en z:

D idy, @A | oA, | () = (3.23)
i+j=n

= Z (1) (—2) @ (21) (1) @ ((21) (0) W - W) + (3.24)
+ Z;(:cl)(_l) ® (z1) () Mo B R ag) @ (2g41 B+ Kay) + (3.25)
- az_:(xl)(l) ® ((x1)(0) B+ B (20)(0) ® (20) 1) + (3.26)
+ Z 21 B By @ (2i41) (1) @ (Tig1) o) B+~ Kay) + (3.27)
+ Z 21 R Bay) @ (21 K- B (20)0) @ (20) 1) + (3.28)
- an nzll(xlx---&xi)®(xi+1®--.&xa)®(xa+l&---&an (3.29)
+ Z(axl% B 2no1) @ (20)(0) @ (20) 1) + (3.30)
+ ) (@R Ry 1) ® (2n) (1) @ (Tn)(0) + (3.31)
+ ) (@01 R Ry B (20)(0) @ (Tn) (1) @ (2n)2) (3.32)

C) veamos que ambos lados son iguales:

e Los términos (3.14) y (3.22) son iguales a los términos (3.24) y (3.32) respectivamente.

e El término (3.15) corresponde, por definicién de M, con el término de (3.27) de
indice ¢ = 1.

e El término (3.16) es igual al término (3.25) de indice a = 1.

e El término (3.17) es igual al término (3.25) de indice a = 2.

e El término (3.18) es igual al término (3.29).

e El término (3.19) con indice i = n — 1 corresponde, por definicién de M, con el
término (3.31).

e Los términos de (3.19) con indices ¢ = 2,--- ,n — 2 corresponden, por definicién de
M,,, a los términos de (3.27) con indices i = 2,--- ,n — 2.

e El término (3.20) es igual al término (3.26).
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e El término (3.21) con indice a = n — 1 es igual al término (3.30).

e El término (3.21) con indices a > 0y b > 1 es igual al término (3.28).

= Veamos que € y A hacen conmutar el siguiente diagrama:

Co(M) —2> Co(M) B Co(M) (3.33)

\ lidcc(kj)®€

Co(M)Xeo C

La conmutatividad de (3.33) equivale a la de:

Ap
My — ®i+j:n(Mi N Mj) , Vn > 0.
~ ipiﬂ':n(idMi ®e;)
Mn gC C

e Sin > 2 la Proposicién 3.1.10 implica

Z idy, ® €jlo Ayl (1R Ra,) = le X...-Wx,-1 X ($n)(0) X (33n)(1)
i+j=n
~g XN,
e Los casos n = 0,1 son inmediatos.

= Andlogamente se prueba que € y A hacen conmutar el siguiente diagrama:

Co(M) B Co(M) <2— Co(M)

E@idcc(hj)l /

C Re Co(M)

En conclusién (Co(M), A, ) es una codlgebra en € MC. O

Definicién 3.3.6. Llamamos codlgebra cotensorial de M sobre C a Cc(M) con la estructura
de coslgebra en “ M definida en el teorema anterior.

Observacion 3.3.7. Notar que la codlgebra cotensorial es una codlgebra graduada.



CAPITULO 3. LA COALGEBRA COTENSORIAL 37

Observacion 3.3.8. Notar que en la definicién de A,, para n > 2, si escribimos

Ap(z1 X Ray,) =0(z1) Mg K-+ - Ka, +

n—1
+Z(I1|X®$1)®(CL‘Z+1&giﬂn)Jrl‘l&&xn,l&&«(ﬂfn),
i=1
entonces 11X Ny, @21 X R, =21 X R, =210 - Qxpen M, Vi=1,--- ,n—1.

3.4. Propiedad universal de la coalgebra cotensorial

Teorema 3.4.1. Sean M € “MC, D codlgebra en MC y ¢ : D — M morfismo en € M€
tal que @(corad(D)) = 0. Entonces existe un unico ¢ : D — Co(M) morfismo de codlgebras en
CMC tal que el siguiente diagrama conmuta:

D~ Co(M) (3.34)

| A

M

Demostracion: En esta demostracion utilizaremos la siguiente notacion: D » = DKo - - - Ko D
~—_————

n veces

yfor=f® --@f, Vn>1
—

n veces
Para cadan =0,1,--- definimos ¢, : D — M, de la siguiente manera:

» Sin=0, @y =e, donde ¢ es el mapa counidad de D como coélgebra en © M.

s Sin=1, ¢1 =¢.

= Sin>2, 8, =% o A%‘l, donde Ap es el mapa comultiplicaciéon de D como coalgebra

A sin =2
C C n—1 __ D, )
en " MPy Ap _{ (Ap @idpe, )0 A2, sin > 3.

Como D € “ M€ tenemos que Ap(D) € DX¢ D y por lo tanto A"(D) C D 1 ¥n > 1.
Como ¢ es un morfismo en “ MY entonces (D ») C M =, lo que implica que 4, (D) C

My, ¥n > 0. Claramente ,, es un morfismo en CMC, Vn > 0.

» Veamos que tiene sentido definir ¢ : D — Co(M) por ¢ =3 < ¥n-
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Tenemos D = |J,,~ Dn, donde {D,},>0 es la filtracién corradical de D, observar que
entonces Dy = corad(D).
Luego
Ap(Dy) C Z D; ® Dj
i+j=n

entonces
AH(Dn) S > Ap(Di)@Dj = Y Di®D;® Dy
+j=n i+j+k=n

y por induccién obtenemos

AB(Dy) € Z D, ®---®D,, , Ym,n > 0.

10+ +im=n

Sim >n, comoi; > 0,¥j > 0eig+---+iy = n entonces existe j € {0,--- ,m} tal que i; =
0y por lo tanto D;; = Do, el corradical de D. Luego pm1(Dp) = (e®m+t 0 AT (Dy,) = 0,
pues ¢(Dy) = ¢(corad(D)) = 0.

Ahora, si d € D entonces existe n > 0 tal que d € D,,. Luego ¢,,+1(d) =0, Vm > n 'y por
lo tanto ¢ estd bien definido.

» Como ¢, es un morfismo en “M, ¥n > 0 tenemos que $ es un morfismo en “MC y
claramente, hace conmutar el diagrama (3.34).

= A continuacién mostraremos que ¢ es un morfismo de coalgebras.

e La conmutatividad del siguiente diagrama es inmediata:

D~ Ce(M)

| A

C

donde 7 : Co(M) — C' es el mapa counidad de Co (M) como codlgebra en © M

e Veamos ahora que ¢ verifica
(p®@@)oAp)(d) = (Aop)(d),Vd e D (3.35)

donde A es el mapa comultiplicacién de Co(M) como codlgebra en € M.
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(A) Calculamos el lado izquierdo de la ecuacién (3.35):

=(e®e)(Ap(d)) + (3.36)

+ D > e(dyy) @ (9% 0 ABTY) (dio) + (3.37)
+ Z Z (s Nf)fl) (day) @ (deg)) + (3.38)
T Z Z (0% 0 AT (dy) ® (p®m o AT (de2)) (3.39)

Obsérvese que (3.36)€ C ® C, (3.37)€ D,,,5; C ® M, (3.38)€ D,>; Mn®C'y
(3.39)€ @,y o M ® My

(B) Calculamos el lado derecho de la ecuacién (3.35):

(Ao@)(d) = ( +§j®"om1d>)=
n=1

= Ac(e(d)+ (3.40)

+ 5(pld)) + (3.41)

+ ai(p(d) + (3.42)
+oo

n (0% 0 ALTH(d)) (3.43)

+
1
>

Obsérvese que (3.40)e C®C, (3.41)e M ® C'y (3.42)e C ® M.
Obsérvese también que para todo n > 2

Ay (9% 0 A% (d)) € COMy+M@My,_1+My@My, o+ -+ My 9@ Mo+ My, 1 @M +M,2C
y por lo tanto

(343) € D (COMy+M & My—1+Mp® My—z+- -+ My_2® My + My_1 @ M + M, ®C).
n>2
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(C) Veamos que ambos lados de la ecuacién (3.35) son iguales:

* Los términos de (A) y (B) en C'® C son (3.36) y (3.40) respectivamente, que son iguales
pues ¢ es un morfismo de codlgebras como se muestra en la Observacién 3.2.3.

* El término de (A) en C ® M es (3.37) de indice m = 1 y el de (B) es (3.42), luego
queremos ver que:

D eld) ®@p(d2) = Y (p(d)-1® (p(d))o. (3.44)
Como (D, Ap,ep) es una codlgebra y Ap es un morfismo en “ M tenemos que (¢ ®idp) o

Ap = 5ZD, es decir
Z (d) ® dy = Zd 1 ® do.

Como ¢ es un morfismo en “ M tenemos que (idc ® @) o 5ZD = 5lM o ¢, entonces:
> (e (d)-18(p(d))o = (ide@p) (D dr @ do) = (ido) (Y e(di) @ da) =D e(di)@ip(d).

* Andlogamente, el término de (A) en M ® C es (3.38) de indice n = 1 y el de (B) es
(3.41), que son iguales pues (D, Ap,ep) es una codlgebra y Ap, ¢ son morfismos en M.

Para comparar los siguientes términos es importante recordar la definicién de A,, : M,, —
@Hj:n M; ® Mj con n > 2 pues (3.43) involucra la aplicacién de estos mapas.
Entonces, si n > 2:

JANS (;vlﬁ---ﬁmn) :zélM(xl)@mgﬁ---XxnjL

+Z (21 R Ray) @ g1 K- Ray) + 21 K- K, KoM ().

Por lo tanto A, ((¢®" o AL71)(d)) tiene un sumando en C ® M, que es
(61" @ idar 1) (0" 0 ALTH(d))

(n — 1) sumandos en M; ® M; con i +j = n e i,j > 1 que son los correspondientes al
segundo sumando de la definicién de A, y por ultimo, un sumando en M, ® C' que es

(idar®= @ 621 (" 0 AT)(d)) -
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* Para j > 2 los términos de (A) y (B) en C' ® M; son respectivamente

1. (3.37) de indice m = j, es decir: ((¢ ® ¢®7) o (idp ® Agl) o Ap)(d)

2.y el primer sumando de (3.43) correspondiente al indice n = j, es decir :
(61 @ ida ) (9% 0 A5 1)(@)) -
Explicitamente 1. vale:
(e ® ™) 0 (idp & A ) 0 Ap)(d) = (e @ ¢™) o (idp © A% ) (Y day @ dia) ) =
= ((e®¢™) 0 (idp ® Ap @ idyye, ) 0+ o (idp & Ap @idp)) (3 dry © Ap(d(z)) =
= ((e@¢™) o (idp ® Ap ®idpye, ) 0+ 0 (idp @ Ap @ idp)) (Y dsy @ dpyy @ d)) =
== ((e®@¢®) o (idp @ Ap @idpe; »)) (Zdu) ®do® - ® d(j)) =

= (e ® ¢®) (Z diy®di) @+ ® d(j+1)) = eldn) ® e(dez) @ -+ ® o(d(js1))-

Por su parte, 2. vale:
(0} @ ida 1) o (9% 0 AJ))(d) =
= (6 @idy®=1) 0 (§*) o (Ap ®idpe;_») 0+ 0 (Ap ®idp) o Ap) (d) =
= (6 @ idy® ) 0 (9%) o (Ap @ idpe, ) 0+ 0 (Ap ®idp)) (Z d;y )
== (6" @ idy®i1) 0 (¢%9) o (Ap ®id e, , ) <Z diy@dp) ®- - ® d(j—l)) =
= (6} ®idp®i1) (Z e(d1)) ® p(d) @+ ® w(d(j))) =
= (p(dw) (1) © e((da)) () @ p(dz) ® - @ p(d;))

Observése que a partir de (3.44) se deduce:

Z(@(d(n))(— 1) @ e((d)))0) @ p(de)) ® - @ p(dg)) =
= el o((d1)2) ® @(da) @ - @ p(dy) = > eldry) ® pldz)) ® -+ ® (d(j41))-

Por lo cual los términos de (A) y (B) en C' ® M; son iguales.

* Andlogamente se prueba que para j > 2 los términos en M; ® C coinciden en (A) y (B).
Estos términos son
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1. (3.38) de indice m = j, es decir: (¢%i o (idp ® A‘gl) ®e)oAp)(d)

2.y el ultimo sumando de (3.43) correspondiente al indice n = j, es decir:

(9% @e) o (A} @idp) o Ap)(d).

* Por tltimo, para i,j > 1 los términos de (A) y (B) en M; ® M; son (3.39) con indices
n =14, m = j y los que corresponden al segundo sumando de la definicién de A,, en (3.43)
con indice n =1 + j.

Explicitamente en (3.39) tenemos (((gp‘@i o AL ® (¢p®i o Agl)) o AD> (d) y en (3.43)

(¢®z’+j o Agrj _1> (d) que claramente son iguales.

» Para finalizar la prueba probaremos la unicidad de ¢.
Sea ¢ : D — Cg(M) un morfismo de coalgebras en “ M que verifica m 09 = . Para
probar que ¥ = ¢ alcanza con ver que el siguiente diagrama conmuta:

DY~ Co(M), ¥m > 0.

N Tm
Pm

M,

Es decir que si llamamos f,, = m,, 09, entonces ¥ = >~ fm ¥ la conmutatividad del
diagrama anterior es equivalente a f,,, = ¢, Ym > 0.

Por induccién en m:
e Sim = 0, entonces fy = Jp equivale a myo1p = € que se cumple pues 1 es un morfismo
de codlgebras en “ M.
e Sim =1, entonces f; = @1 equivale a m 0 = ¢ que se cumple por hipdtesis.

e Sea m > 2 y supongamos que f,, = @™ o ATB_I. Queremos probar f, 11 = @®m+l o
A'D.

Para cada d € D escribimos Ap(d) = ) d(1) ® d(2); como 1 es un morfismo de
codlgebras entonces (¢ ® ¥)Ap(d) = A((d)), luego:

1.
Ap(d) = A fuld) = A(fa(d)),

n>0 n>0

con A(fp(d) eCOM, +MMy_1+--+ M, 1M+ M, ®C.
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2.
(¥ ®@¥)Ap)( de(l ) @ ¥(dz) Zan W) ® fm(dez) =
n,m=>0 (
—ZZZJ% ) @ fildz),
n>0i+j=n
con Y i, 2oy fild)) ® fi(d@) € COMy+M® My_1+ -+ Mp1® M+
M, ® C.
Luego

ZA(fn Z Z Zfz ®f] d(?))

n>0 n>0i+j=n

y por lo tanto: A(fu(d)) = 32542, 2 ) fild (1)) ® fj(d@), ¥n = 0.

Obsérvese que fn(d) € Mn 'y 34y fi(d)) ® fj(d(2)) € M; ® M;. Luego, por definicién
de A, comparando los términos pertenementes a M; ® M; y teniendo en cuenta la
Observacion (3.3.8) se obtiene que fn(d) = 3_ 4 fi(d(1)) ® f;(d(2)) en M®n | Vi, j tales
quei #0, j#0,ei+j=n.

En conclusién

frr1(d) =" fnld) ® fild) =D (%™ 0 AL (dw) ® fi(dez)) =
(d) (d)
= ((¢®m 0 AT @ @) A(d) = (%™ 0 A) (d).

O]

Observacion 3.4.2. Dado ¢ : D — C un morfismo de codlgebras podemos dar estructura de C-
bicomédulo a D via ¢ definiendo como coaccién a derecha 6, : D — D®C por 6, = (idp®Ryp)oAp
y como coaccién a izquierda §; : D — C' ® D por 6 = (¢ ®idp) o Ap.

Claramente con estas definiciones se verifican las condiciones del punto 2 de la Proposicién 3.2.2.
y por lo tanto existen mapas lineales A : D — DX D y e: D — C tales que (D, A, ¢) es una
codlgebra en © MY, Explicitamente:

= di®dy, VdeDy

ZED d1 (Zap dq dz) —go(d), Vd € D.
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Corolario 3.4.3. Sea M € © M®. Sean D una codlgebra, @y : D — C un morfismo de codlgebras
y o1 : D — M mapa lineal que verifica

> e1lda)) @ woldz) = Y (e1(d))0) @ (21(d)) (1), (3.45)
D " wolday) @ pr(de) =Y (1(d) (1) @ (1(d))0), (3.46)

y ¢1(corad(D)) = 0. Entonces existe un inico p : D — Co (M) morfismo de codlgebras en © M€

tal que el siguiente diagrama conmuta:
b
©

T
D —=C¢c(M)
l

N

donde my y w1 son los proyecciones de Co(M) = €,,~o M, sobre My = C y My = M respecti-
vamente.

C

0

1

M

Demostracion: Las condiciones (3.45) y (3.46) equivalen a que ¢1 : D — M sea un morfismo
de C-bicomédulos con D € “ MY via .
Aplicando la propiedad universal de C(M) obtenemos que existe un tnico ¢ : D — Co(M)
morfismo de codlgebras en “ M tal que el siguiente diagrama conmuta:

D—5Co(M) .

AN

M

Finalmente observar que el hecho de que ¢ sea un morfismo de coédlgebras en “ M implica
mo(p(d)) = e(d), Yd € D, pero por la observacién anterior (d) = o(d), Vd € D, luego el
siguiente diagrama conmuta:

DLCC(M).

NP

M



Capitulo 4

El algebra simétrica cuantica.

4.1. Bimodulos de Hopf sobre una bialgebra.

A partir de esta seccién k denota un cuerpo fijo y H una bidlgebra sobre k. Todos los espacios
vectoriales y todos los productos tensoriales seran sobre k, a menos que se diga lo contrario.

Definicion 4.1.1. Decimos que M es un H-bimddulo de Hopf si M es un H-bimdédulo, H-
bicomédulo y las acciones a derecha e izquierda son morfismos de H-comdédulos a derecha e
izquierda o equivalentemente las coacciones a derecha e izquierda son morfismos de H-mddulos
a derecha e izquierda.

Escribiremos M € g/\/lg para decir que M es un H-bimddulo de Hopf.

Observacion 4.1.2. Explicitamente, M € HMH si:

% (h-m)-B =h-(m-N), Vh,h' € H, m € M. (4.1)
x Y mo1® (mo)o ® (mo)1 = Y _(mo)-1 & (mo)o ©ma, ¥m € M. (4.2)
x> (ham_1) ® (hg-mo) = (h+-m)_1 ® (h-m)o, Yh € H, m € M. (4.3)
* Y (b1 -mo) ® (homy) =Y (h-m)o @ (h-m)1, Yh € H,m € M. (4.4)
* Y (m_1hy) @ (mg-hg) = > (m-h)_1 & (m-h)o, Vh € H,m € M. (4.5)
x> (mo-h1) @ (mihg) = (m-h)o® (m-h)1, Vh € H,m e M. (4.6)

45
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4.2. El algebra simétrica cuantica.

A continuacién veremos que dados H una bidlgebra y M € ML es posible dar en Ty (M)
y Cp (M) estructura de bidlgebra graduada. Ademas mostraremos que en el caso en que H sea
un algebra de Hopf resulta que Ty (M) y Cy (M) también lo son.

Proposicion 4.2.1. Sean H una bidlgebra y M € g./\/lg Entonces T (M) admite estructura
de bidlgebra graduada.

Demostracion:  Ya probamos que Ty (M) admite estructura de algebra graduada (Teo.
(2.3.4)), por lo tanto sélo nos resta ver que existen morfismos de algebras A : Ty(M) —
Ty(M)@Ty(M)ye:Ty(M)— k tales que (T (M), A, €) es una codlgebra graduada.

Consideramos Ay : H — H® H, el coproducto de H. Dado que H es una bidlgebra tenemos
que Ag es un morfismo de algebras y H ® H C Ty(M) ® Ty(M) es una subélgebra, luego
Agp:H—-H®HCTyg(M)® Ty (M) es un morfismo de élgebras.

Consideramos también Ay : M - M @ H+ H® M C Ty(M) ® Ty (M) definido por
Apr = 6+ 65, donde d; y 9, son las coacciones de M como H-bicomddulo.
Veamos que A verifica

Ap(z-m-2') = Ag(z)Ay(m)Ay(2'), Vo,2' € Him € M.

Sabemos que Aps(x-m-2') = 6)(x-m - 2') + 6.(x - m - x'). Luego por (4.3) y (4.5) tenemos

S(x-m-a') = (z-m- 90’)(71) ® (90 m-2') ) =

=D zm )y @z - ( =D _rymne ) ® 2 me) - 7o) =

(Z«Tu)@f’? ) (Zm ) (Zfﬂ ) Ap(z) - oi(m) - Ap ().
Andlogamente, utilizando (4.4) y (4.6) obtenemos
or(x-m-2') = Ag(2)d,(m)Am ().

Luego

Apy(z-m-2') = Ag(x) (6;(m) + 6,(m)) A (2) = Ap(z)Ap(m)Ap(z').
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Entonces podemos aplicar el Corolario 2.4.3, obteniendo que existe un unico morfismo de
algebras en gpMp, A : Ty (M) — Ty (M) ® Ty (M) tal que el siguiente diagrama conmuta:

Explicitamente A = ijo Aj, donde
» Ao=Ag, A1 =Any
= para j > 2, Aj(ml R - QF mj) = AM(ml) . -‘AM(mj), VYmi Q-+ Qg m; € Mj.

Obsérvese que entonces
A(M,) € > M;® M, ¥n > 0. (4.7)
i+j=n
pues si n > 2 tenemos que
A(M,) C Ap(My)--- App(My) C (Mo ® My + My ® M) -+ - (Mo ® My + My ® M)

n veces n veces

y como Tpy(M) es un dlgebra graduada resulta A(M,) C >, ., M; ® M;. Los casos para
n = 0,1 son inmediatos.

Por otra parte definimos ¢ : T (M) — k por € = ey o mg, que es claramente un morfismo de
algebras. Obsérvese que £(M,) =0, Vn > 1.
Luego queremos ver que A y ¢ definen en Ty (M) una estructura de codlgebra, es decir que
hacen conmutar los siguientes diagramas:

A

Tu(M) Te(M)® Ty(M) (4.8)

s |aoi

Tu(M) @ Tu(M) 5=z T (M) @ Tp (M) © Tu(M)

~

k ® Ty (M) Ty (M) Ty (M) @k . (4.9)

> A

Tyg(M)® Ty (M)
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» Para ver que (4.8) conmuta, por el corolario (2.4.3), es suficiente probar que
(A®id)oAorj = (id® A)o Aoy para j=0,1,
donde ¢g e ¢1 son las inclusiones de H y M en Ty (M) respectivamente.

e Para j = 0 es inmediato pues es la coasociatividad de Ag.

e Para j =1 es necesario ver que (Ag ® idy + 0; ® idy + 6, @ idg) o (6, + ;) es igual
a (idg ® 6, +idg @ & +idy @ Ap) o (8, + &), y esto vale debido a que M € T M.

» Veamos ahora que el lado derecho de (4.9) conmuta. Por el Corolario (2.4.3) es suficiente
probar que
xo(id®e)o Aoy =id; para j =0,1,

donde idy = idp, id; = idp y x es el isomorfismo natural entre Ty (M) @ k y T (M).

e Para j =0 queda yo (id®epg)o Aoy =idg, lo cual vale pues (H, Ap,ep) es una
coalgebra.

e Para j =1 tenemos para m € M

(xo(id®e)oAprou)(m) = (xo(id®e)) (Z M) @ mey + Y m_1) @ m(o)) =
= Zm(o)e(ml) = sz(m),

lo cual vale pues M € MH.

» Andlogamente se prueba la conmutatividad del lado izquierdo de (4.9).

Luego (T (M), A, ¢€) es una codlgebra graduada. O

Corolario 4.2.2. Sean H un dlgebra de Hopfy M € BMIL. Entonces Ty (M) admite estructura
de dlgebra de Hopf graduada.

Demostracion: Sabemos que Ty (M) = @nzo M, es una bidlgebra graduada tal que My =
H es un algebra de Hopf, luego aplicando el Teorema (1.1.13) obtenemos que Ty (M) admite
estructura de algebra de Hopf graduada. O
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Proposicion 4.2.3. Sean H una bidlgebra y M € g/\/lg Entonces Cr (M) admite estructura
de bidlgebra graduada.

Demostracion:  Ya probamos que Ci (M) admite estructura de coalgebra graduada (Teo.
(3.3.5)) , por lo tanto sélo nos resta ver que existen morfismos de codlgebras m : Cy(M) &
Cu(M) - Cyg(M)yu:k— Cyx(M) tales que (Cr (M), m,u) es una algebra graduada.

Consideramos para i, j > 0 los mapas lineales mé’j : M; ® M; — Mg definidos de la siguiente
formas:

« my*(h@h') =my(h@ k') =hk, Yh,l' € H, donde my es el producto de H.

s my? =0sii4j>0.
Claramente mé’j son morfismos en g My, Vi,j > 0. Luego, aplicando la propiedad universal
de la suma directa, existe un tinico mg : Cy(M) ® Cy(M) — H morfismo en g My tal que

mo|lger = mp. Explicitamente mg = Zij>0 mé’j y por lo tanto mo(M; @ M;) =0, sii+j > 0.
Observar que myg es la proyeccién sobre My ® Mo = H ® H compuesta con el producto de H,
luego como H es una bialgebra tenemos que mpyg es un morfismo de codlgebras y por lo tanto

mgp es un morfismo de codlgebras.

También consideramos para i, > 0 los mapas lineales mzlj : M; ® M; — M, definidos de la
siguiente forma:

« m%(h@n)=hyn, Yhe Hne M,
« ' (n@h)=n-h, Vhe Hne My
s mi) =0sii4j#1

La propiedad universal de la suma directa nos permite definir m; : Cy (M) ® Cy (M) — M por
mi = Zi,j>0 mzl’j. Obsérvese que mi(M; ® M;) =0, si i+ j # 1. Veamos que m; verifica las

condiciones (3.45) y (3.46) del Corolario 3.4.3, es decir

Zml(d(l)) & mo(d(Q)) = Z(ml(d))(o) & (m1(d))(1), Vd € Cyg(M)® Cyr(M), (4.10)

> “mo(dgry) @ mi(d) =D _(ma(d)) 1) @ (ma(d)) ), Vd € Cu(M)® Cy(M).  (4.11)

Tenemos Cp(M) @ Cu(M) = @, j>o Mi ® M;, entonces podemos considerar d € M; ® M;.
Ademsds podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que d = n; ® nj, con n; € M;, n; € M;.
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Veamos que se verifica (4.10). Obsérvese que el lado izquierdo de (4.10) es aplicar a d el mapa
(m1 ® mp)A, donde A es el coproducto de C (M) ® Cy (M) como coalgebra. Como Cp (M) es
una codlgebra graduada para ,j > 0 tenemos que:

AM;@ M) C Y (M@ M) ® (My @ My).
a+b=i
ct+d=j

Luego

((m1 ®@mo)A) (M@ My) € > ma(My ® Me) @ mo(My ® My) =
a+b=1
c+d=j

= my(M; @ M;) ® mo(Mo ® M),
como mo|a,er, = mpy obtenemos
((m1 & mQ)A) (Mz (9] Mj) - ml(Mi &® Mj) & Mo.

Entonces ((m1 ® mo)A) (M; ® M;) = 0si i+ j # 1. Luego sélo debemos calcular (m; ® mg)A
en M; ® M; cuando i + j = 1. Si d = h ® n, el lado izquierdo de (4.10) queda

((m1 @mo)A) (h@n) = (ha)-1(0) ® (he)yn())- (4.12)

Obsérvese ahora que el lado derecho de (4.10) es aplicar a d el mapa 6,0m;. Como my (M;@M;) =
0 si¢+j # 1 sélo debemos calcular §, o my en M; ® M; con i + j = 1. Entonces el lado derecho
de (4.10) queda

(6 0ma)(h®@n) =Y (h-n)g ® (h-n)u). (4.13)

Andlogamente se hace la cuenta para el caso d = n® h, con h € H y n € M. Luego
la condicién (4.4) implica que (4.12) y (4.13) son iguales y la condicién (4.6) implica que
((m1 ®@ mp)A) (n® h) = (6, omy)(n ® h), por lo tanto my verifica (4.10). Andlogamente, uti-
lizando (4.3) y (4.5), podemos ver que m; verifica (4.11).

A su vez obsérvese que m(corad(Cy(M) @ Cg(M))) = 0, pues por la Proposicién (1.1.7)
tenemos corad(Cy(M) @ Cug(M)) C corad(Cy(M)) ® corad(Cg(M)) y por la Proposicién
(1.1.8) tenemos corad(Cy(M)) C My = H entonces corad(Cy(M) @ Cy(M)) C H® H 'y
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ml(H®H) =0.

Luego podemos aplicar el Corolario (3.4.3) obteniendo que existe un tnico morfismo de
codlgebras en L MH m : Cy(M) ® Cy(M) — Cg(M) tal que el siguiente diagrama conmuta

/

Cr(M)® Cy(M HCH{M

.

Explicitamente m = > -, m, donde m, = mj ®n o A" Vp > 2, donde A es el coproducto
de C(M)®Cg (M) como codlgebra. Es inmediato observar que m(M; ® M;) C M4, Vi,j > 0.

Por otra parte definimos u : k — Cy (M) por u = ¢ o uy, donde ¢ es la inclusién de H en
Cy(M) y up es el mapa unidad de H. Claramente u es un morfismo de codlgebras.
Luego queremos ver que m y u definen en Ci (M) una estructura de dlgebra, es decir que hacen
conmutar los siguientes diagramas:

Crr(M) @ Cr(M) ® Cpr(M) & O (M) @ Cr (M) (4.14)
m@idl lm
Cu(M)® Cu(M) ™ Cr(M)
y
k ® Cx( @ )TCH‘&JH( yok. (4.15)

Cu(M)

» Para ver que (4.14) conmuta, por el Corolario 3.4.3, es suficiente probar que
mjomo (id®m) =mjomo (m®id) para j =0, 1.

e Para j = 0 es inmediato pues es la asociatividad de mp.
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e Para j = 1 es necesario ver que
(idg ® - +idy @ +idy @mp)o (- +-) = (+ @idy + - @idy +mpy Qidar) o (- + 1),
y esto vale debido a que M € gMy.

= Veamos ahora que el lado derecho de (4.15) conmuta. Obsérvese que por el Corolario 3.4.3
es equivalente a probar

m(z®1ly) =z, Vo € M,, Vn > 0. (4.16)

Dado que m(z ® 1) = my(x ® 1g) si x € My, ¥n > 0 entonces (4.16) es equivalente a
probar
mp(z® 1) =z, Yo € M,,¥n > 0.

e Para n = 0,1 es inmediato.

e Para n = 2. Es suficiente ver que mo(mXn® 1g) = m&Xn, YmKn € M. Entonces
mae(mXn® lyg) =
= (m1 ®@ mq) <Z(m(_1) ®1g) ® (me) Xn® 1H)> +
+ (M1 @ my) ((m Q1) R (@ ly)+ Y (mBng @ 1ly)® (ng) @ 1H)> =
=(m-1g)®(n-1yg) =mXn.
e Para n > 3 los casos son andlogos al anterior.

» De la misma forma se prueba la conmutatividad del lado izquierdo de (4.15).

Luego (Cgy (M), m,u) es una élgebra graduada. O

Corolario 4.2.4. Sean H un dlgebra de Hopfy M € g/\/lg Entonces C (M) admite estructura
de dlgebra de Hopf graduada.

Demostracidn: Sabemos que Cy (M) = €D, M» es una bidlgebra graduada tal que My =
H es un &lgebra de Hopf, luego aplicando el Teorema (1.1.13) obtenemos que Cg (M) admite
estructura de algebra de Hopf graduada. O
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Proposicion 4.2.5. Sean H una bidlgebra y M € g/\/{g Consideramos las inclusiones
w:H—Ty(M), io: H— Cy(M), v : M — Tyg(M), &1 : M — Cy(M). Entonces existe un
anico v : T (M) — Cg (M) morfismo de bidlgebras tal que el siguiente diagrama conmuta:

X

l
(M) —— Cu(M).
!

M

L1
T
Lo -

Lo

H

Demostracion: Obsérvese que ¢y es un morfismo de dlgebras, pues por las definiciones del
producto m y la unidad u en C (M) se verifica mo (ip ® ip) = lpompy, y u = ipouy.
Ademéds (7 es un mapa lineal que verifica (3(h-m-h') = h-m-h' = i(h)i(m)ip(R'), Yh,h' €
H, me M.

Luego, dado que C (M) es un algebra, podemos aplicar el Corolario 2.4.3 obteniendo que existe
un unico ¢ : Ty (M) — Cy (M) morfismo de algebras tal que el siguiente diagrama conmuta:

N\

%M) Y Op(M).

M

L1
ThH
Lo ~

Lo

H

Explicitamente i estd dado por ¢ = ijo Yj donde Y9 = iy, Y1 = 1 y para j > 2,
Yi(x1 ®F -+ Qp xj) = t1(x1) - - - 1(z5). Obsérvese que 9 asi definido respeta la graduacién:

Y(H)=H, v(M) =M, y p(M®1)C M #, ¥n>2. (4.17)

Veamos ahora que ¢ es un morfismo de codlgebras, es decir que hace conmutar los siguientes
diagramas:

Ty (M) —2 Ty (M) ®@ Ty (M) | (4.18)

! v

Cu(M) —>Cn(M) @ Cp (M)
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donde A y A’ son los mapas comultiplicaciéon de Ty (M) y Cy (M) respectivamente y

Ty (M) —Y~ Cy (M), (4.19)

|

k

donde ¢ y €’ son los mapas counidad de Ty (M) y Cg(M) respectivamente.

» Para ver que (4.18) conmuta, por el Corolario 2.4.3, es suficiente probar que
(Y ®yp)oAor;=A oo paraj=0,1.

e Para j = 0 la ecuacién (4.18) queda (ip®p) oAy = Agoiy, pues Alg = Ay = Ay
y ¥|g = (p. Su validez es inmediata.

e Para j =1 la ecuacién (4.18) queda (11 ® (1) o (6; + 6,) = (6; + d,) o (1, pues Alys =
8 + 6, = Al|ar v ¥ p = 1. Su validez también es inmediata.

» La conmutatividad de (4.19) se verifica de forma clara dado que ¢ = egomy = ¢’ y ¢
verifica (4.17).

En conclusién ¢ : Ty (M) — Cg (M) es un morfismo de bidlgebras. O

Observacion 4.2.6. Notar que en la proposicién anterior Im(w)) es la subdalgebra de Cry (M)
generada por H y M.

Definicion 4.2.7. Si H es un élgebra de Hopf llamamos dlgebra simétrica cudntica asociada
al par (H, M) al dlgebra de Hopf Si (M) = Im(3)), donde 1 es el morfismo de bidlgebras de la
proposicién anterior.



Bibliografia

[1] S. Montgomery, Hopf Algebras and their Actions on Rings, AMS, CBMS, 82, (1993).
[2] M. Sweedler, Hopf Algebras, Benjamin, New York, (1969).
[3] W.D. Nichols, Bialgebras of Type One, Comm. in Algebra, 6, 15, (1978).

[4] Xiao-Wu Chen, Hua-Lin Huang, Pu Zhang, Dual Gabriel Theorem with applications, (2004).

55



