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Resumen

Se consideran elementos aleatorios (e.a.) en un espacio de Banach separable (X, ||-||). Se
define el valor esperado de un e.a. en X por medio de la integral de Pettis. Se prueba una
ley fuerte de los grandes numeros (l.f.g.n.) para una sucesién de e.a. {x,} independientes
con idéntica distribucién en X bajo la hipétesis de E ||z1]| < co. En el caso en que X es un
espacio de Hilbert, se extienden otros resultado sobre la l.f.g.n. conocidos en el caso real, y
se muestran contraejemplos de los mismo para espacios més generales.

En la segunda parte del trabajo consideramos X un espacio de Hilbert separable. Mediante
la funcién caracteristica (f.c.) de una medida de probabilidad en X se define un e.a. gaussiano.
Se prueba la existencia utilizando el teorema de Minlos-Sazonov cuya prueba también damos
aqui. Se demuestra un criterio para la compacidad relativa (de hecho un criterio para la
tension) debido a Prohorov y se prueba un teorema central del limite para e.a. independientes
e identicamente distribuidos con varianza finita.

Palabras claves: probabilidades en espacios de Banach, ley de los grandes nimeros,

funcién caracteristica, elementos aleatorios gaussianos, teorema central del limite.
Abstract

Random elements (r.e.) in a separable Banach space (X, |-||) are considered. We defined the
expected value of a r.e. in X by means of the Pettis integral. We prove a strong law of large
numbers (s.l.L.n.) for a sequence of independent with the same distribution r.e. {z,} in X,
under the hypothesis of E ||z1|| < oco. In the case in that X is a Hilbert space, we extend
other known results on s.l.l.n. of the real case, and we show some counter-examples of the
same one for more general spaces.

In the second part of the work we considered the case in that X is a separable Hilbert
space. By means of the characteristic function (c.f.) of a probability measure in X we defined
a gaussian r.e.. The existence is proven using the theorem of Minlos-Sazonov whose proof also
we give here. We demonstrated a criterion for the relative compactness (in fact is a criterion
for the tension property) due to Prohorov and a central limit theorem for independent, with
the same distribution and finite variances r.e. is proven.

Key words and phrases: probabilities on Banach spaces, law of large numbers, cha-

racteristic functional, gaussian random elements, central limit theorem.
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Introduccion.

El estudio de la teoria de probabilidades en espacios abstractos ocupa hoy en dia un
importante lugar en dicha disciplina. La necesidad de estudio en esta subrama de la teoria
de probabilidades se manifiesta hace ya varios anos, teniendo sus primeros impulsos en los
trabajos de M. Frechet(1948) y posteriormente E. Mourier(1953). Por esos anos, la consi-
deracion de los procesos estocasticos como elementos aleatorios en un espacio de funciones
-es decir, una variable aleatoria a valores en un espacio funcional- realizada por Doob(1947),
Mann(1951), Prohorov(1956) -y la escuela Rusa en general-, ha inspirado entre otras cosas
el estudio de los teoremas limites para elementos aleatorios abstractos. Muchas de las leyes
de los grandes numeros fueron generalizadas a elementos aleatorios que toman valores en
un espacio abstracto. Por ejemplo, Mourier en los afios 1953 y 1956 generalizo la ley fuerte
para elementos aleatorios independientes e identicamente distribuidos a valores en un espa-
cio de Banach separable. Posteriormente, Beck(1963) generaliz6 la ley fuerte para variables
independientes no necesariamente con la misma distribucién pero a expensas de exigirle al
espacio una condicién de convexidad, condiciéon que resulta equivalente a la validez de la
ley fuerte de Kolmogorov.! De este modo se ve claramente un vinculo muy profundo entre
analisis y probabilidad; en este caso relacionados con aspectos geométricos de los espacios
de Banach. Por ser este uno de los puntos de contacto de mayor actividad entre estas dos
grandes disciplinas de la matematica, se encuentra una riqueza enorme de métodos nuevos no
provenientes de ninguna de ellas en particular. El estudio de la convergencia débil de medidas
y los teoremas limites en general también tuvieron sus generalizaciones.

La importancia de estos estudios no es simplemente la importancia que tiene toda abstrac-
cion, que de hecho es mucha. No sélo se trata de expandir las fronteras de la misma, sino que
las aplicaciones tanto de caracter tedrico como préactico son relevantes. Las aplicaciones del

estudio de la convergencia débil en espacios més abstractos y los teoremas limites en general

!Para elementos aleatorios independientes no necesariamente con la misma distribucién.



tanto dentro de la propia disciplina como su vinculacién con otras, ha sido muy fructifero.
Otro aspecto importante son las aplicaciones estadisticas. En contraste con un enfoque que
consiste en un tratamiento de datos infinito-dimensionales mediante aproximaciones con ba-
ses adecuadas, considerar la propia naturaleza infinito dimensional de los datos puede ser
muy provechoso. Asi, la necesidad de tener espacios y teorias capaces de manipular dichos
objetos es muy importante; inclusive para problemas muy sencillos en estadistica como pue-
den ser el problema de posicién 6 el problema de regresion. Por ejemplo, surge la necesidad
de definir de forma adecuada el concepto de mediana, el concepto de forma cuadratica, entre
muchos otros problemas estadisticos en espacios de Banach. Son temas que no hemos tratado
aqui pero que reflejan un panorama bastante amplio de cosas por hacer, es decir, en forma
un tanto exagerada podriamos afirmar que hay mucha estadistica -infinito dimensional- que
requiere ser estudiada.

El objetivo de esta monografia es el de exponer en forma detallada y autocontenida
algunas partes importantes de la teoria. En el primer capitulo introducimos los conceptos
bésicos, las definiciones necesarias y los problemas que se plantean al extender los tipos de
espacios con los que se trabaja. Se define el concepto de walor esperado por medio de la
integral de Pettis para espacios normados y se prueba un teorema de existencia.

En el capitulo dos se trabaja con la ley de los grandes niimeros. La teoria en espacios de
Hilbert separables se desarrolla sin problemas utilizando practicamente los mismos métodos
que en el caso de variables reales. Asi, son validos los teoremas de Rademacher-Mensov para
el caso ortogonal, las desigualdades de Kolmogorov y ambas leyes fuertes de Kolmogorov
para el caso independiente. Sin embargo, para espacios de Banach la teoria es mas trabajosa,
valiendo si el teorema de Mourier que mecionamos arriba pero siendo falsas en un contexto
general las leyes fuertes y débiles para el caso independiente cuando se imponen condiciones en
las varianzas. Hecho fundamental es la invalidez de la propiedad de aditividad de la varianza
para elementos independientes. La generalizaciéon de estos teoremas en este caso requiere la
exigencia de condiciones de convexidad como ya dijimos.

En el capitulo tres estudiamos la convergencia débil y el teorema central del limite.
La primera en un contexto bastante general y el segundo exclusivamente para el caso de
elementos aleatorios i.i.d. a valores en un espacio de Hilbert. Se estudia el teorema de Prohorov
donde se afirma que la propiedad de tension en una familia de probabilidades es suficiente para
la compacidad relativa y que es también necesaria en el caso separable y completo. Estudiamos
también un criterio para la tensiéon debido a Prohorov para medidas en espacios de Hilbert.

El método utilizado es exclusivamente el de las funciones caracteristicas o transformada de



Fourier, lo cual implica el estudio de los S-operadores. Se define asi la distribucién gaussiana
en términos de su funcion caracteristica mediante el teorema de Milnos-Sazonov, que es una
extension del teorema de Bochner para el caso infinito dimensional.

Por dltimo mencionamos que hemos estudiado una pequeinia parte de la teoria. Muchos
resultados existen; como por ejemplo teoremas limites para arreglos triangulares que cumplan
la condicién de Lindeberg pueden ser extendidos a espacios de Hilbert. También el estudio de
las distribuciones infinitamente divisibles en estructuras algebraicas mas generales. En este
sentido este trabajo consiste en una “caja de herramientas”, tanto para proseguir en estudios

de caracter tedrico como estudios aplicados.



Capitulo 1

Elementos Aleatorios en Espacios

Meétricos.

1.1. Definicion de elemento aleatorio.

Sea (M, d) un espacio métrico, denotamos por By, la o-algebra de Borel en M -la menor
o-algebra de M que contiene a los subconjuntos abiertos de M-. En este contexto deci-
mos que una aplicacién T': M — N, donde N es otro espacio métrico, es Borel medible si
T~Y(B) ={x € M : T(z) € B} € By para todo subconjunto boreliano B € By. En lo que

sigue trabajaremos siempre con un espacio de probabilidad fijo (€2, A, P).

Definicién 1.1. Una aplicacion v : & — M se dice un elemento aleatorio (e.a.) en M, si
v Y(B) ={w € Q:v(w) € B} € A para todo subconjunto B € By;; es decir, la aplicacion v
es (A, Bar)-medible.

Si M = R con la métrica usual, la nocién de elemento aleatorio es la misma que la
de variable aleatoria. Lo mismo ocurre en R", pues los abiertos son uniones numerables de
“rectdngulos” abiertos Iy x Is X -+ x I, donde cada I; = (a;,b;) es un intervalo abierto de
R. Luego una funcién & = (z1,--- ,zy) : 2 — R™ es un elemento aleatorio en R" si y sélo si
cada z; : 2 — R es una variable aleatoria.

Obtenemos otro ejemplo si consideramos s el conjunto de las sucesiones en R con la

métrica producto: si x = {z,} e y = {yn} entonces

= L |zn =yl
d = —_wn Jnl
(x’y) ;2n1+“rn_yn|



Las proyecciones 7, : s — R dadas por m,(z) = z,, son continuas y por ende Borel medibles.

Sean = € s, r > 0 y consideremos
Bla,r) = {y €s: dly.z) < r}

la bola abierta de centro x y radio r. Para cada entero positivo m y cada € > 0 definimos los
conjuntos abiertos

L |y — i

NE =y~ WiT il = 1,2,...,
e {y 201+ |y; — x4 c parat m}

Seam > 1 tal que >+, .1 27" < /2. Entonces si y € Ny, . para e = r/2m, tenemos que
d(y,z) < r de donde el conjunto abierto N, . C B(x,r). Luego la familia de estos conjuntos
forman una base para la topologia de s, y més aun, todo abierto de s es unién numerable de
conjuntos de esta familia; es decir, s es separable.

Sea v : 2 — s un elemento aleatorio en s. Escribimos para cada w € €2,

v(w) = (v1(w), v2(w), . ..)

donde cada v; : 2 — R. Luego como v; = m;(v), tenemos que v; es una variable aleatoria para
cada 7 > 1.
Reciprocamente, supongamos que cada v; es una variable aleatoria. Como
m

(%) vil(hX“'XImXRX'”):mU'_l(IZ‘)

)
=1

tenemos que si cada I; es un abierto en R, (x) pertenece a A, por lo que v es un elemento
aleatorio en s. En resumen, v = (v1,vg,- -+ ) es un elemento aleatorio en s si y sélo si cada v;
es una variable aleatoria en R. LLuego podemos pensar a los elementos aleatorios en s como
una sucesién de variables aleatorias en R.

Es importante notar que en los tres ejemplos que vimos, pudimos caracterizar a los ele-
mentos aleatorios en términos de sus coordenadas utilizando fuertemente que dichos espacios
eran espacios métricos separables. Esta es una caracteristica que como veremos mas adelante
se mantiene en los espacios separables en general.

Muchas veces se utiliza la nocién de elemento aleatorio de Radon, que exige ademés que
la distribucién de dicho elemento aleatorio sea una medida de probabilidad tensa en M1,

Una nocién ligeramente mas débil que la definicién que nosotros dimos es la siguiente: si el

!Estos conceptos los definiremos més adelante.



espacio M es un espacio de Banach y B* denota su dual topoldgico, se dice que v es un
elemento aleatorio -en el sentido débil- si para todo f € B*, f(v) es una variable aleatoria.
Esta ultima definicidn es méas tratable si el espacio B cumple la siguiente propiedad: existe

un conjunto numerable D, contenido en la bola unidad B*, tal que para todo =z € B
|z]| = sup f(x)
D

pues hace ||-|| una variable aleatoria. No entraremos en estos temas, pero mencionamos que en
el caso separable toda nocién razonable de medibilidad de los elementos aleatorios coincide

con la que nosotros dimos.

1.2. Propiedades basicas de los elementos aleatorios.

En esta seccion trataremos de extender las propiedades bésicas de las variables aleatorias

en R a elementos aleatorios en un espacio métrico general.

Proposicion 1.1. Sean M y M; espacios métricos y T : M — M una funcién Borel

medible. Entonces si v es un e.a. en M, vi = T(v) es un e.a. en M;.

Demostracion. Basta observar que la composicién de una funcién (A, Bys)-medible con una

aplicaciéon Borel medible, es también (A, Bjs)-medible. O

Proposicién 1.2. Sea {E,}n,>1 una sucesion de conjuntos en A tales que E, N Ep, = 0
sin #m, y Q= U,> En Sea ademds {z,} una sucesion en M. Entonces la funcion

v:Q— M tal que v(w) =, cuando w € E,, es un elemento aleatorio en M.

Demostracion. Sea B € By Entonces si {x,, }r>1 es el conjunto de valores de v tales que

Ty, € B, tenemos que v1(B) = Uk>1 Eny, € A O

Proposicién 1.3. Sea {v,}n>1 una sucesion de e.a. en M tal que v,(w) — v(w) para cada

w € Q. Entonces la aplicacion definida por w +— v(w) es un e.a. en M.

Demostracion. Necesitamos probar que v es Borel medible. Como podemos generar Bj; con
los conjuntos cerrados, bastara probar que v~(C) € A para todo C' C M cerrado. La clave
consiste en escribir v1(C) de una forma conveniente.

Sea v(w) € C. Como vy, (w) — v(w), dado k > 1

d(vp(w),v(w)) <

| =



a partir de un m -que depende de w-. Entonces

vp(w) € Cy={z € M :d(z,C) < %}

para todo n > m.2 Es decir que w € () v,;1(C},). Como esto debe ocurrir para todo k > 1

n>m “n

concluimos que w € (N1 Umz1 Npzsm v (Ck).

Reciprocamente si w € (151 Uys1 Npsm Un - (Ck), entonces dado k > 1, existe m > 1 tal

que w € (V> v;1(C},). Luego para cada n > m, existe z,, € C tal que

ol M

d(xp, vp(w)) <
Como vy, (w) — v(w), si n > ng tenemos que d(v,(w), v(w)) < %, de donde
dv(w),zp) < d(v(w),vp(w)) + d(vp(w), z,) < %

si n > max{m,no}. Esto implica que d(v(w),C) = 0, es decir v(w) € C = C pues C es

cerrado. Es decir, w € v™1(C). En resumen,

o= U M et

k>1m>1n>m

que es un conjunto medible -de A-, pues cada C} es abierto en M y cada v, es un elemento

aleatorio en M. O

Usaremos estas dos proposiciones para probar que en un espacio métrico separable M,
todo elemento aleatorio es el limite uniforme de una sucesién de elementos aleatorios “dis-
cretos” que toman una cantidad numerable de valores. Para esto precisamos el siguiente

lema.

Lema 1.1. Sea M wun espacio métrico separable. Entonces dado X\ > 0 arbitrario, existe una
funcion T : M — M Borel medible, tal que T toma un conjunto numerable de valores y

d(T(x),z) < X\ para todo x € M.

Demostracion. Sea {x,} un subconjunto denso numerable en M. Consideremos los conjuntos

E1 = B(xl,)\) y

n—1
E, = B(zp,\) — U B(z;,\) paran > 1
i=1

2Aqui d(z, C) = inf{d(z,y) : y € C}.

10



Entonces los conjuntos { Ey, }n>1 son disjuntos dos a dos y cubren M. Podemos definir entonces
T(x) = zp sixz € E,. Es claro que T es Borel medible, pues si {z, }r>1 son aquellos elementos

del conjunto denso que estdn en B, para un B € Bj; dado, entonces

TY(B) = | J En, € Bu
E>1
yva que cada FE, es un boreliano. Ademas dado x € M, x € E,, para algin n, por lo que
T(x)=xn,y dT(z),z) = d(xn, ) < A O

Proposiciéon 1.4. Sea M un espacio métrico separable. Un mapa v : Q — M es un e.a. en
M, siy sdlo si existe una sucesion {v,} de e.a. discretos en M que converge uniformemente

av.

Demostracion. Supongamos que v : 2 — M es un elemento aleatorio en M. Para cada
n > 1, como M es separable sabemos que existe T, : M — M Borel medible, que toma
una cantidad numerable de valores y tal que d(T,(z),z) < n~! para todo z € M. Entonces

definimos v, :  — M dado por v, = T, (v). Luego v, es un e.a. discreto en M tal que

sup d(vn (), v(w)) < -
weN n

de donde v,, converge uniformemente en ) a v.
Reciprocamente supongamos que existe tal sucesién {v,} de e.a. discretos que converge
uniformemente a v. Como en particular v,(w) — v(w) para todo w € €, sabemos por la

proposicién anterior que v es un elemento aleatorio en M. ]

Dados dos elementos aleatorios u y v en M la funcién z = d(u,v) -en un contexto general-
no tiene por qué en principio ser medible, es decir, no tiene por qué ser una variable aleatoria.
Como veremos mas adelante, muchos resultados y definiciones se expresan en términos de la
métrica d, lo cual restringe en una primera instancia la clase de espacios que nos interesan.
Una condicién suficiente para que z sea una variable aleatoria es que el espacio M sea
separable. Denotamos B, X By, la o-algebra generada por los conjuntos de la forma A; x A

tales que A; € Byy,.

Proposicion 1.5. Sean v y v e.a. en un espacio métrico M. Si M es separable, entonces

d(u,v) es una variable aleatoria.

Demostracion. Sabemos que la funcién d : M x M — R es continua, luego es Borel medible.

También sabemos que u,v :  — M son funciones (A, Bjs)-medibles, si y sélo si el mapa

11



w — (u(w),v(w)) es medible sobre la o-dlgebra producto Bys x By en M x M. Como M es
separable sabemos que By;xyr = By X Bys. Lo anterior implica que al ser u y v medibles,
(u,v) sea un e.a. en M x M. Luego la composicién x = d(u,v) es un e.a. en R, es decir, una

variable aleatoria. O

Consideremos un espacio métrico M discreto con cardinal superior al de R. Como todo

subconjunto de M es abierto,
BM X BM = O'({Al X A2 : Az C M,L abierto}) = O‘({Al X A2 : Az C Mz})

Ademss A = {(x,y) : * = y} es un subconjunto cerrado de M x M? y por ende A € Bysx -
En realidad Byrxy = P(M x M) pues el producto de discretos es también discreto. Pero
A ¢ By x Byr. (Ver Halmos, Measure Theory, Problema 2 péag. 261).

Consideremos Q2 = M x M y A = By x Bys. Entonces las proyecciones u, v : 2 — M dadas
por u(z,y) =z y v(x,y) = y son medibles como funciones entre estos espacios. Veamos que
x = d(u,v) no es una variable aleatoria. Lo que ocurre es que A es un boreliano en M x M,
pero A ¢ A por lo que (u,v) no es un elemento aleatorio en M x M. Asf, como A = d~1({0})
y {0} € Bg, 271({0}) = A ¢ A con lo cual z no es una variable aleatoria.

Debido a esto nos restringiremos a espacios métricos (M, d) separables para dar las si-
guientes definiciones. Igualmente siempre que sea posible dar los resultados en un contexto

mas general, lo haremos.

Definicién 1.2. Sea {v,, }n>1 una sucesion de e.a. y v un e.a. en un espacio métrico separable

M. Decimos que v, converge a v:

» con probabilidad 1 o casi sequramente (v, — v c.s.) si

P({w e Q:d(v,(w),v(w)) —0}) =1

= en probabilidad (v, — v) si para todo € > 0,

P ({w e Q:d(vp(w),v(w)) >€}) —0

» en la r-media (v, =" v) conr >0, si

Ed(vn,v)" — 0

3Esto es pues A = d~'({0}).

12



Es decir, decimos que v,, converge a v casi seguramente, en probabilidad o en r-media,
cuando la variable aleatoria z,, = d(v,,v) converge a cero casi seguramente, en probabilidad
o en r-media, respectivamente.

Como nuestro primer objetivo es la ley de los grandes niimeros, no damos aqui la definicién
de convergencia en distribucién que veremos més adelante. Cuando hablemos de la ley fuerte
de los grandes nimeros, nos estaremos refiriendo a la convergencia de los promedios en
el sentido casi seguro, y si usamos la palabra débil, serd en el sentido de convergencia en
probabilidad.

Las relaciones entre los distintos tipos de convergencia son exactamente las mismas que en
el caso real. Es decir, por ejemplo la convergencia c.s. implica la convergencia en probabilidad.
Otra propiedad que extendemos es por ejemplo la desigualdad de Markov. Como d(u,v) es
una variable aleatoria no negativa, si existe Ed(u,v)" para algin r > 0, tenemos que

Pd(u,v) > €) < EirEd(u, o)

para todo € > 0. Luego si v, —" v para algin r > 0, aplicando esta desigualdad vemos que
I
Sea {v,,} una sucesién de e.a. y v un e.a. en un espacio métrico separable M. Si existe un

r > 0 tal que

+oo
Z Ed(v,,v)" < 400
n=1

entonces v, — v c.s.. Las pruebas detalladas de estos resultados no las hacemos aqui pues
son totalmente andlogas a las mismas para el caso real. De todos modos se puede consultar

Padgett-Taylor|[3].

1.3. Elementos aleatorios en espacios normados.

En esta seccion veremos algunas propiedades de los elementos aleatorios cuando el espacio
métrico M es un espacio normado, es decir, un espacio vectorial £ con una norma que
denotaremos por ||-||. En estas condiciones tenemos definido el espacio dual E* de E, formado

por los funcionales lineales f : F — R continuos, es decir aquellos para los cuales

IfII = Supllf(l‘)l < Fo0

llz||=

Este también es un espacio normado -en realidad es de Banach- con esta misma norma.

13



Como la norma es una funcién continua tenemos que si v : {2 — FE es un elemento aleatorio
en E, entonces ||v]| es una variable aleatoria*. Del mismo modo cada funcional f € E* es una
funcién continua, por lo tanto f(v) es una variable aleatoria para cada f € E*. En el caso
separable el hecho de ser una variable aleatoria f(v) para cada f € E* nos garantiza que v
sea un elemento aleatorio. La idea de la demostracién de esto la utilizaremos bastante, por

lo que nos serda mejor disponer del siguiente lema.

Lema 1.2. Sea (E, ||-||) un espacio normado separable. Si {x,} es un subconjunto denso en
S5(0,1) ={z € E: |z| = 1}, sea g, € E* tal que ||gn|| =1 y gn(zn) = 1 para cada n > 1.

Entonces®

B0, = ({z € B gale) < 1}

n>1

Demostracion. Si xz € B[0, 1], entonces para cada n > 1 tenemos que |g,(x)| < ||gn]| ||z =
|z|| <1, dedonde z € A=, {z € E: gn(x) <1}
Sea z ¢ B0, 1], es decir ||z|| > 1. Entonces por la densidad de {x,}, existe {zy, } tal que

) ﬁ — Zn, || < £ Luego tenemos que
T 1
I <W_x"k> Tz
Pero como gy, <ﬁ — xnk> = %ﬁf) — 1, tenemos que W — 0, es decir
gny,(z) =k |z
Luego existe k suficientemente grande tal que gy, (x) > 1. Entonces z ¢ A. O

Proposiciéon 1.6. Sea (E,|||) un espacio normado separable. Consideremos la familia F

de los conjuntos

{r € E:(fi(x),..., fn(z)) € B}
denden > 1, fi € E* y B € Brn para i =1,...,n. Entonces Bg = o(F).

Demostracion. Consideremos la familia ligeramente distinta Fy formada por los conjuntos

de la forma
{r € E: fi(x) € By,..., fu(x) € By}

4Observar que no es necesario que F sea separable.

5Denotamos a la bola cerrada de esta manera
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conn > 1, fi € E*y B; € Bg. Como Fy C F, tenemos que o(Fy) C o(F) y como los
funcionales son continuos es claro que o(Fy) C Bg. Luego bastara probar que Bg C o(Fp).
Pero al ser E separable todo abierto es uniéon numerable de bolas abiertas, las cuales son
uniones numerables de bolas cerradas, por lo que es suficiente ver que estas dltimas pertenecen
a o(Fo).

Sea Blzg,r| una bola cerrada de centro zg y radio 7 > 0 en E. Definimos 7' : F — E

dada por T'(z) = (z — ), entonces T' es un homeomorfismo y por el lema anterior tenemos

que
Blao,r] =T ' (B0,1]) =T (({r € E: gn(x) < 1}) =
n>1
NT ' {z€E:gux) <1}) = [{z: (T (2)) <1} =
n>1 n>1
{7 gn(@) <7+ gn(@o)} = [) g0 ' (—00, o)) € 7(F0)
n>1 n>1

Més atin, hemos probado que Bg = o({f~1((—o0,7]) : 7 € R, f € E*}).

Corolario 1.1. Sea (E,|||) un espacio normado separable. Si v : Q) — E es tal que f(v) es

una variable aleatoria para cada f € E*, entonces v es un e.a. en E.

Demostracion. Como f(v) : @ — R es medible el conjunto {f(v) € B} es medible para todo
f € E* y todo B € Bg. Es decir, el conjunto

{vef(B)leA

para todo f € E* y B € Bg. Entonces v es (A, o(Fp))-medible y como por el lema o(Fy) =

Bg, vesune.a.en F. O
Corolario 1.2. Sean vy, ...,v, elementos aleatorios en un espacio normado separable E. Si
A,y ..., Ay Son reales arbitrarios, entonces Z:-L:l \iv; es un elemento aleatorio en E.

Demostracion. Sea f € E* arbitrario. Entonces f (> " \vi) = > Nif(vi), y como una
combinacién lineal de variables aleatorias -en R- es también una variable aleatoria, concluimos

por el corolario anterior que Y ;" ; A\;v; es un elemento aleatorio en E. O

Como ejemplo podemos caracterizar utilizando lo que tenemos hasta ahora, cudles son los

elementos aleatorios en ciertos espacios. Si denotamos I! el espacio vectorial de las sucesiones
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reales absolutamente sumables con la norma ||z[| = >_, 5 @], entonces v = (v1,v2, ) es un
elemento aleatorio en [!, si y sélo si {v;} es una sucesién de variables aleatorias absolutamente
sumables. Si v es un elemento aleatorio en I!, entonces m; o v = v; es una variable aleatoria
pues m; -la proyeccién candnica- es una funcién continua. Reciprocamente, supongamos que

*, entonces existe {a,} € [

{v,} € 1! es una sucesién de variables aleatorias. Sea f € (I')
-las sucesiénes reales acotadas con la norma del supremo- tal que f(z) = > -, apz, para

todo = € I'. Luego

N
f)(w) = Z anUn(w) = NETOO Z anUn(w)
n>1 n=1

por lo que es medible al ser limite de funciones medibles. Como f es arbitrario, tenemos que
v es un elemento aleatorio en 1.

Estos mismos argumentos nos permiten afirmar que si I? = {z = {x,} : >, o |zn|P <
) >

+o0} con la norma ||z|| = (anl |xn\p> ? para p > 1, entonces los elementos aleatorios en [P

son las sucesiones {v,} de variables aleatorias en [P.

Proposicién 1.7. Sean E un espacio normado®, v un elemento aleatorio en E y o una

variable aleatoria. Entonces av es un elemento aleatorio en E.

Demostracion. Supongamos primero que « es discreta, es decir toma una cantidad numerable

de valores; a saber {x1,z2,...}. Sea B € Bp, entonces

(a0) Y(B) = (a) '(B) N | En = | J(av) " "(B)NE,
n>1 n>1
donde E, = {w € Q : a(w) = z,}. Como (av)™}(B) = {w : a(w)v(w) € B} y en E,

a(w) = x,, tenemos que
(aw) M (B)NE, = {w: z,0(w) € B} = {w:v(w) € T, }(B)}

con T), : E — FE dada por T),(v) = x,v. Como T, es continua, al ser B un boreliano también
lo es su preimagen por T},. Luego como v es un elemento aleatorio, (aw) ™1 (B) N E, € A, de
donde también (av)~!(B) € A.

En el caso general, sabemos que existe {«,, } una sucesién de variables aleatorias discretas
que convergen puntualmente a «. Nuevamente por la continuidad de la multiplicacién por
escalares, tenemos que

an(W)v(w) —n a(w)v(w)

5No necesariamente separable.
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para cada w € (), y por lo tanto av es un elemento aleatorio por ser limite de elementos

aleatorios en FE. O

Si v es un elemento aleatorio en un espacio métrico M, entonces éste define una medida

de probabilidad en (M, Bjs) dada por
P,(B)=P (v }(B))=P(veDB)

A esta medida de probabilidad P, la llamaremos distribucién o ley de v. Las siguientes
definiciones que vamos a dar las podemos formular sin problemas en un espacio métrico en
general, a pesar de estar esta seccion destinada a estudiar elementos aleatorios en espacios

normados.

Definicion 1.3. Sean vy y vy dos elementos aleatorios en un espacio métrico M. Decimos

que v1 y vo son identicamente distribuidos si
P (v, € B)=P(vy € B)

para todo subconjunto boreliano B € By;. Es decir, si las medidas de probabilidad induci-
das por ambos en M coinciden. Diremos que una familia de elementos aleatorios en M es

identicamente distribuida, si dos cualquiera de la familia son identicamente distribuidos.

Definicién 1.4. Dado un conjunto finito de elementos aleatorios {v1,...,v,} en un espacio

métrico M, decimos que son independientes si
P(Ul € Bi,...,u, EBn) :P(’Ul S Bl)P(Un € Bn)

para toda coleccion By, ..., By € Bys. Decimos que una coleccion arbitraria de elementos alea-
torios en M es independiente si todo subconjunto finito de ésta, estd formado por elementos

aleatorios independientes.

Proposicion 1.8. Sean v y vo elementos aleatorios independientes e identicamente distri-
buidos en un espacio métrico M, y sea ¢ una funcion Borel medible de M en otro espacio
métrico My. Entonces ¢(v1) y ¢(ve) son elementos aleatorios independientes e identicamente

distribuidos en M.

Demostracion. Sea By € By, , entonces B = <;5*1(B1) € By, de donde
P (¢(v1) € B1) =P (vi € ¢ (B1)) = P (v1 € B)
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=P(va € B) =P (va € ¢ (B1)) = P(¢(v2) € By)

por lo que ¢(v1) y ¢(v2) son identicamente distribuidos.

Sean B, By € By, , entonces
P (¢(v1) € B1,¢(v2) € Bo) = P (v1 € ¢~ 1(B1),v2 € ¢~ 1(B2))

=P (v € ¢ (B1)) P (v2 € ¢ (v2)) = P(¢(v1) € By) P ($(v2) € Bs)

y tenemos asi la independencia. U

Es claro que este resultado se extiende con la misma demostracién para una sucesién de
elementos aleatorios.
Nuestro proximo objetivo es dar algunas condiciones bajo las cuales podamos garantizar

que dos elementos aleatorios en un espacio normado sean identicamente distribuidos.

Definicion 1.5. Sea F una familia de subconjuntos en Byr. Decimos que F es una clase
determinante para By si dadas dos medidas de probabilidad en Byr, P y Q, tales que P(A) =
Q(A) para todo A € F; necesariamente debe ser P(B) = Q(B) para todo B € Byy.

Proposicion 1.9. Sean E un espacio normado separable y vi,vy : £ — E dos elementos
aleatorios en E. Entonces, v1 y va son identicamente distribuidos si y solo si f(v1) y f(ve)

son variables aleatorias con igual distribucion para todo f € E*.

Demostracion. Si vy y vy son identicamente distribuidos, como f € E* es Borel medible por
la proposicién anterior f(v1) y f(v2) también lo son.

Supongamos que f(v1) tiene la misma distribucién que f(vq) para todo f € E*. Esto
quiere decir que P (f(vi1) € B) = P(f(v2) € B) para todo f € E* y B € Bg.

Como antes sea F la familia de subconjuntos de Bg formada por los conjuntos de la forma

{r € E:(fi(x), -, fn(x)) € B}

con f; € E* vy B € Brn. Es claro que F es un algebra de conjuntos, por lo que bastara probar
que las medidas de probabilidad inducidas por v; y ve coinciden en F.

Para esto, sea A € F con
A=A{z:(fi(x), -, fu(z)) € B} donde f; € E*, B € Bgn

y definimos 7' : E — R™ como T'(z) = (fi(z), -, fn(z)). De este modo, al componer T

con v; obtenemos dos vectores aleatorios en R™, a saber T'(v;) = (fi(vi), -, fu(vi)). Por
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Cramer-Wold sabemos que la distribucion de estos estd univocamente determinada por la
distribucion de las combinaciones lineales de las coordenadas de dichos vectores. Es decir,
dados ti,...,t, € R la distribucién de ;" ; ¢; fi(v;) nos determina la distribucién de T'(v;)
al variar (t1,---,t,) € R™ Como Y 1", t;fi(vj) = (t1f1 + -+ + tnfn)(v;) = g(vj) con g =
tifi+- - tnfn € E*, concluimos por hipétesis que T'(v1) y T'(v2) tienen la misma distribucién
en R", es decir

P(T(v1) € B) =P (T(v2) € B)

Pero esto quiere decir que
P(v1 € A)=P((fi(v1), -+, falv1)) € B) =

P((fl(UQ)J”' 7fn(7)2)) S B) = P(Ug c A)

Luego P,, = P,, en o(F). Como FE es separable o(F) = Bg. Es decir, v1 y vy tienen la misma

distribucion. O

Habfamos probado que Bg = o({f 1 ((—o0,r]) : f € E*,r € R}). Luego las intersecciones
finitas de los estos conjuntos forman un 7-sistema que genera la o-dlgebra de Borel en E.
Recordamos que un 7-sistema es una coleccién de subconjuntos cerrada por intersecciones
finitas. De la prueba de la proposicion anterior podemos ver que si dos probabilidades coinci-
den en {f~1((—oco,7]) : f € E*,r € R} -llamaremos semiespacios a estos conjuntos- entonces
también coinciden en las intersecciones finitas. Luego la coleccién de semiespacios es una

clase determinante para E cuando este es separable.

Proposicion 1.10. Sean E un espacio normado y vi1,vs :  — E dos elementos aleatorios
en E. Si vy y vy son independientes, entonces f(vi) y g(va) son variables aleatorias indepen-

dientes para todo f,g € E*. Mds aun, st E es separable entonces el reciproco es cierto.

Demostracion. La primera parte de la proposicién es inmediata y se deduce de la propo-
cisiéon 1.8. Supongamos que E es separable y que f(v1) y g(ve) son variables aleatorias
independientes para todo f,g € E*. Entonces F x F es un espacio normado separable con
Bpxr = Bg xBg, de donde (v1,v2) es un elemento aleatorio en E x E. Ademas cada funcional
F € (E x E)* es de la forma F(z,y) = F(z,0) + F(0,y) = f(x) + g(y) con f,g € E*. Luego
para probar que v1 y v2 son independientes debemos probar que P, , = P, X P, -la medida

producto en E x E-. Como los semiespacios {(z,y) € E X E: F(z,y) <r}, F € (E x E)*
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y 7 € R son una clase determinante, bastard probar que ambas medidas de probabilidad

coinciden en estos semiespacios. Sea A = {(z,y) : f(z)+ g(y) < r} un semiespacio. Entonces

HMRAM—ARNMMM@—LPU@+MMSﬂﬂmw

= /RP (t+g(ve) <71) de(vl)(t) = Pf(vl) * Pg(v2)((—oo,r])
=P (f(v1) +g(ve) <r) = Pvl,vz(A)

Luego esta igualdad vale en todo Bgx g, es decir, v1 y v9 son independientes. Ul

1.4. Valor esperado de un elemento aleatorio.

En esta seccién definiremos y estudiaremos el concepto de valor esperado o esperanza de
un elemento aleatorio en un espacio normado separable. Nos concentraremos por ahora en
definir tal concepto, demostrar unas propiedades bésicas y probar un resultado de existencia

para elementos aleatorios en espacios de Banach.

Definiciéon 1.6. Sean E un espacio normado separable y v un elemento aleatorio en E.

Llamaremos valor esperado de v a un elemento x € E que cumpla

fl@) = Efw) = [ ()P
para todo funcional f € E*. En caso de existir tal elemento lo denotaremos x = Ewv.

Como E* es una familia de funciones que separa puntos -es decir, si z # 0 € E entonces
existe f € E* tal que f(z) # 0- en caso de existir un elemento x que cumpla la definicién

anterior, debe ser tnico. Pues si x1 es otro que la cumple, se tiene que

f(z1) =Ef(v) = f(z) Vfe€E*

de donde x — 1 = 0.
De una forma similar definimos la varianza de un elemento aleatorio como el promedio

de las distancias cuadraticas de v a Ev. Es decir,

Definicion 1.7. Sea v un elemento aleatorio en un espacio normado separable E y supon-

gamos que existe su valor esperado Ev. Definimos la varianza de v como
o? (v) :/ |v — Ev||* dP
Q

Llamaremos desvio estindar de v a o(v), la raiz cuadrada de la varianza.
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Comencemos por ver algunas propiedades.

Proposiciéon 1.11. Sean E un espacio normado separable, v y w dos elementos aleatorios

en E ya € E un elemento fijo. Entonces

1.

2.

6.

Si existen Ev y Ew, entonces Ev + w = Ev + Ew.
Si existe Ev y r € R, entonces Erv = rEwv.
Si v = a con probabilidad 1, entonces Ev = a.

St v = a con probabilidad 1 y o es una variable aleatoria tal que Ea existe, entonces
Eav = (Ea)a.

SiT : E — F es un operador lineal acotado y Ev eziste, entonces ET (v) también existe

y vale ET (v) = T(Ewv).

Si Ev existe entonces ||Ev|| < E ||v||, pudiendo esta dltima ser infinita.

Demostracion. 1. Sea x = Ev + Ew. Entonces

f(z) = f(Bv+Ew) = f(Ev) + f(Ew)
=Ef(v) + Ef(w) = Ef(v) + f(w) = Ef (v + w)
para todo f € E*.
Sea 2 = rEv. Entonces
f(z) = f(rEv) = rf(Ev) = rEf(v) = Erf(v) = Ef(rv)
para todo f € E*.
Tenemos que f(a) = Ef(v) para todo f € E*, pues f(v) = f(a) con probabilidad 1.

Tenemos que f((Ea)a) = (Ea)f(a) = E(af(a)) = E(af(v)) = Ef(av) para todo
fekb

Sea y = T'(Ev). Entonces si f € F*,
fy) = f(T(Ev)) = foT(Ev) = Ef o T(v) = Ef(T(v))
pues foT € E*.
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6. Sea f e E*tal que ||f|| =1y f(Ev) = ||Ev||. Entonces

[Ev]| = f(Ev) = | f(Ev)| = [Ef(v)|
<E[f()] <E[f[vll = Elo]

O

El siguiente resultado nos garantiza la existencia del valor esperado de un elemento alea-
torio v en E, si E|jv|]| < 400 y E es completo. Es importante también pues en la prueba
se calcula el valor esperado de elementos discretos en estas condiciones. Luego se obtiene la

esperanza de v aproximando por elementos discretos de la misma forma que se hace en R.

Proposicion 1.12. Sea £ un espacio de Banach. Si v es un elemento aleatorio en E tal que

E ||v|| < +00, entonces Ev existe.

Demostracion. Supongamos primero que v es discreto y que toma los valores {x1,x2,...}.

Entonces bajo estas hipdtesis tenemos que

Ello] = llzall P (En) < +oo
n>1
donde E, = v~ '({z,}). Luego zn = 27]:[:1 xn P (Ey) converge por la completitud de E al
valor x = -, 2, P (E,). Pero entoces si f € E*

N N

y como 3207, P (Ep) |f ()] < 12050 P (En) [@all; tenemos que 325% P (E,) |f(z4)] <
400, de donde

“+oo
f@) =" P(Ey) f(zn) = Ef(v)
n=1

Luego Ev = 1 P (E,) z,.

En el caso general, sea {v,} una sucesién de elementos aleatorios discretos tales que
1

|vn —v|| < - para cada n. Por lo anterior sabemos que existe para cada n, Ev, € E.

Probemos que {Ev,} es una sucesién de Cauchy. Sea p € N,

1 1
||Evn+p — Eu,[| = ||Evn+p —v| < E ||Un+p — ]| < n + D —0 VpeN

n+
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Como E es completo existe x € E tal que lim,, Ev, = x. Luego
/(@) = Bf(v)] = [lim f(Evn) — Bf (v)] < limsup [Ef(vn) — f(v)
< limsup E|f(vn —v)| < [f|Hm E o, — 0]l =0
n
de donde f(z) = Ef(v). Como esto vale para todo f € E*, concluimos que = = Ev. O

La hipotesis de completitud es en efecto necesaria. Por ejemplo consideremos el espacio
E = R* formado por todas las sucesiones reales con sélo una cantidad finita de términos
no nulos, con la métrica del supremo. Entonces F no es completo. Sea v :  — R tal
que P (v=e,) = 5 donde €, = {Jn}i>1 € R*®. Entonces ||v|| = 1 con probabilidad 1,
y por lo tanto E||v|| = 1 < +o0. Pero si pensamos a v como un e.a. en ¢q -las sucesiones
convergentes a cero- que es la clausura de R*°, y por ende un espacio completo; entonces

Ev =Y+ e, ={1/2,1/4,1/8,...} € o pero no es un elemento de R>.
Consideremos el espacio ¢ de las sucesiones reales convergentes. Entonces ¢ es un espacio

de Banach separable con la norma
o = sup o] para = = {z,) € c
Supongamos que v = {v,} es un e.a. en c tal que
() Bl =Esupfoa] < oo

Afirmamos que Ev = {Ev,,}. Como existe lim, v,, en todo €, por (x) podemos aplicar conver-
gencia dominada y concluir que también existe lim,, Ev, = Elim,, v,, de donde {Ev,} € c.
Ademss, si f € c*, entonces podemos identificar f con (fo,{f»}) donde fo € Ry {f,} €Il

De este modo

F({Bvn}) = folimBEvy, + Y foBu, = EQ folimv, + Y fovn p = Ef(v)
n n
n>1 n>1
Consideremos ahora el espacio de Banach C = C]0,1] de las funciones continuas x :
[0,1] — R con la norma

z] = sup |z(t)]
te(0,1]

Sea v un e.a. en C, tal que

E|jv]| = Esup|v(t)] < oo
t
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Probaremos que Ev = {Ev; : t € [0,1]}. Primero observemos que la aplicacién t — Ev; -que
llamaremos - es continua. En efecto tenemos que vy — vy — 0 cuando h — 0 y como

E |Jv]| < oo nuevamente si aplicamos convergencia dominada vemos que
|E’Ut+h — E’Ut| < E|Ut+h — ’Ut| — 0

cuando h — 0. Como C* es el conjunto de las medidas signadas finitas en [0, 1], tenemos que
dado p € C*,

) = [ Bodut) = [ [rarin =B { [ vduv} = Euto

por lo que z = Ew.
A continuacién veamos cémo podemos calcular el valor esperado cuando el espacio en el
que estamos trabajando tiene una base de Schauder. Sea E un espacio de Banach con base de

Schauder {e,}. Ponemos e; a las funcionales coordenadas relativas a la base {e,}, es decir,

Tr = E xTie;
7

entonces ef(z) = . Como E es de Banach tenemos que -consecuencia del teorema de la

si

aplicacion abierta- e € E*. Luego si v es un elemento aleatorio en E, e} (v) es una variable

aleatoria para todo k. Mas ain, si consideramos P,, los operadores de sumas parciales

n
P,(z) = Z xi€;
i=1
estos también son continuos. Como {e,} es una base, para cada x € F fijo tenemos que
[l = Pa(2)|| =n 0
es decir, P,(x) — x. Luego P,(v) converge puntualmente a v y podemos escribir

v=Ilim P,(v) = Z er(v)ey

n

Supongamos que existe Ev. Entonces debemos tener
¢} (Bv) = Eef(v)
de donde podemos escribir

Ev = Z Ee; (v)en,
n
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Luego si identificamos v con la sucesién (vq,ve, -+ ) donde v, = €} (v) podemos identificar a
Ev con
Ev = (Evy,Evg, - -+)
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Capitulo 2
Ley de los Grandes Numeros.

En este capitulo estudiaremos la ley fuerte de los grandes niimeros para e.a.. En la primera
parte nos concentraremos en e.a. a valores en un espacio de Hilbert separable. Probaremos
las extensiones de las desigualdades de Rademacher-Mensov para el caso ortogonal y de
Kolmogorov para el caso independiente. Luego probaremos en ambos casos las leyes fuertes
que se deducen de éstas. La teoria en este caso transcurre del mismo modo que en el caso
real y se utilizan los mismos métodos de prueba.

En la segunda parte veremos la ley fuerte de Mourier para el caso i.i.d. en espacios de
Banach separables, analizaremos algunos ejemplos que invalidan las extensiones de la ley

fuerte y débil para e.a. independientes con restricciones en sus varianzas.

2.1. Generalizacion a espacios de Hilbert separables.

2.1.1. Definiciones y aspectos basicos.

A lo largo de esta secciéon denotamos por H un espacio de Hilbert real, que suponemos
separable, y denotamos por (-,-) su producto interno. De este modo tenemos definida la
norma como ||z|| = \/{(x, ).

Si z e y son dos elementos aleatorios en H, entonces sabemos que ||z — y|| es una variable
aleatoria y mas ain, tanto x + y como x — y son elementos aleatorios en H. Deducimos

entonces que
1 2 2
(w.y) = 7 (lz+ 9l = llo — )
es una variable aleatoria. Esto lo podriamos obtener diciendo que al ser H separable, By« g =

B xBpr; luego tenemos que (x, y) es un elemento aleatorioen HxH y como ( , ) : HxH — R
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es una funcién continua, (x,y) es una variable aleatoria.
Por la desigualdad de Markov que mencionamos en el capitulo anterior, al ser d(x,y) =

|z — y|| tenemos que dado € > 0
1 T
P(llz -yl 2 €) < ZE |z -yl
st E|lz —y||” < 400 para algin r > 0.

Definicién 2.1. Sean z ey dos elementos aleatorios en H con B ||z||* < +oo y E ||y||* < +oo.

Decimos que x e y son no correlacionados si
E(z,y) = (Ez, Ey)

Una familia arbitraria de elementos aleatorios es no correlacionada si dos cualquiera de ellos
lo son.

Cuando
E(z,y) =0

decimos que x ey son ortogonales. Asi, una familia arbitraria de elementos aleatorios en H
es ortogonal si dos cualquiera de ellos los son. Si ademas E||z||*> = 1 para todo elemento de

la familia, decimos que es una familia ortonormal.

Si z e y son tal que Ex = Ey = 0, entonces x e y son no correlacionados si y sélo si z e y

son ortogonales. Como
E(z — Ex,y — Ey) = E(z,y) — E(z, Ey) — E(Ez, y) + (Ex, Ey)

y como (-, Ey) y (Ez,-) son elementos de H*, de la definicién de valor esperado obtenemos

que E(z,Ey) = (Ex, Ey) y E(Ex,y) = (Ex, Ey). Entonces deducimos que

Luego podemos afirmar que x e y son no correlacionados si y sélo si z — Ex e y — Ey son
ortogonales.
Observemos que hemos exigido que los “momentos” segundos de = e y sean finitos. Esto

no es formalmente necesario pero bajo estas condiciones tenemos que
9\ 1/2 5\ 1/2
Bl(z, )| <E el Iyl < (Bllel?) ™ (BlylP) " < +o0
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Los célculos que hicimos recién nos permiten definir la covarianza de dos elementos alea-

torios x e y en H como
cov (z,y) = E(x — Ex,y — BEy) = E(z,y) — (Ez,Ey)

vy tenemos que dos elementos aleatorios son no correlacionados si y sélo si su covarianza es
cero.

Habiamos definido la varianza de un elemento aleatorio  como
o2 (z) = /Q |z — Bz dP = B||z — Bx|® = cov (2, 2)
y obtenemos como en el caso real,
o® (z) = Bllz|* - ||Ex|?
Ademss la desigualdad de Chebychev toma la siguiente forma:

Si x es un elemento aleatorio en H con varianza finita, entonces para todo ¢ > 0

1
P(||lz = Ez|| > ¢) < 50 (2)
€
que se deduce de la desigualdad de Markov para r = 2.
Sean z1,xo, ..., x, elementos aleatorios en H. Entonces denotamos por s,, = x1+- -+ x,.

Asi, tenemos que

n n
o2 (sn) = E(sp, — Esp, s, — Esp) = E<Z z; — Ex;, ij — Exj)
i=1 j=1

n n n
= ZZE@Z — Exj,z; — Exj) = 202 (z;) +2 Z cov (x4, ;)
i=1

i=1 j=1 1<i<j<n
Osea
n
02 (sp) = Z o2 (x;) + 2 Z cov (x4, ;)
i=1 1<i<j<n

Asi tenemos probado el siguiente lema:

Lema 2.1. Si z1,...,x, son elementos aleatorias en H no correlacionados, entonces



La importancia de este lema la veremos més adelante y aunque es exactamente el mismo
resultado que en el caso real, es justamente el resultado que permite extender la teoria del
caso real a los espacios de Hilbert.

Antes de comenzar con la ley de los grandes niimeros veremos una extension de los lemas

de Toeplitz y Kronecker para espacios de Banach, que usaremos mas adelante.

Lema 2.2 (Lema de Toeplitz). Sea {upk}ni>1 una sucesion doble de nimeros reales

positivos tales que

+o0
(1) lm Y wpp=1 (2) lm uy=0 k=12,...
n—-+o0o n—-+o0o
Sea s1, So, ... una sucesion en un espacio de Banach B que converge a s. Entonces

“+o00
tn = E UnkSk —n S
k=1

Demostracion. Tenemos que

—+o0 “+o0 —+o00
It — s|| = Zunksk—s = Zunk(sk—s)—i— <Zunk—1> s
k=1 k=1 k=1

ko +oo +o0o
< Zunk(sk_s) + Z unk(sk_s) + Zunk_l HSH
k=1 k=ko+1 k=1
Fijemos ko tal que ||s; — s|| < € para todo k > ko. Entonces
+00 +oo +oo
Z Unk(sk — 8)|| < Z Ung ||k — s|| < € Z Unk
k=ko+1 k=ko+1 k=ko+1
Si nj es tal que para todo n > ni, u,, < € para k= 1,2,..., kg, entonces tenemos que

ko ko ko
Zunk(sk—s) SZunkHsk—sH <kzerHsk—5H
k=1 k=1 k=1

y sea ng > np tal que ‘E;ﬁ? Unk — 1‘ < € para todo n > ng. Entonces

+o0
D ke — 1| [Is] < €]lsll
k=1

y como

+o0 400 ko
D7 Uk Dtk — 1+ unp 1< 1+ €+ eko
k=ko+1 k=1 k=1
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tenemos que para todo n > ng

ko
[t — sl <€ (Z sk — sll + 1+ e(ko + 1) + HSH) = eM (ko)

k=1

donde M (k) es una constante fijado el kg. Luego t,, —, s. O

Lema 2.3 (Lema de Kronecker). Sean {x,} una sucesion en un espacio de Banach B y

{\n} una sucesidn creciente a infinito de mimeros reales positivos. Si > +°7 £ converge en
- n

B entonces,

T+ + Ty
—n 0
An
Demostracion. Sea s, =Y p_ 5&y s = ilied X, es decir [|s, — s|| — 0. Entonces tenemos

que Sp — Sp—1 = i—z para n > 2y si ponemos sg = 0y A\g = 0 podemos hacerlo para n > 1,

Ty = )\n(sn - Snfl)
Asi tenemos que
1 « 1 «
— Tk = — A — Sk—
" bW > Aelsk — sp-1)
k=1 k=1
1 n—1
— E (—30)\1 + Z()\k — )\k+1)3k + )\nsn>
k=1
) Tt
— s _ Zktl T Ak
= Sp, Z )\n Sk
k=0
Entonces si ponemos u,; = W >0parak=0,1,....n—1yuy, =0parak >n—1,

tenemos que
+o00 1 n—1
Zunk = EZ/\kH - =1
k=0 k=0

Aet1 — Ak

_
An

pues A, — +00. Luego por el lema de Toeplitz, tenemos que

n 0

Unk =

n—1

Akt1 — Ak
th = Zunwk = Z . kTS
k k=0 "
y entonces

n n—1
1 B Ak+1 — Ak B
— $k_3n_2—sk—>ns—5—0
An k=1 k=0 An
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Corolario 2.1. Sea {z,}, una sucesion de elementos aleatorios en un espacio de Banach

separable B. Si
—+00
Tn

n
n=1

es convergente en B con probabilidad 1, entonces

TLF - F
n

—, 0 c.s.

2.1.2. Sucesiones de elementos aleatorios no correlacionados.

Como vamos a trabajar con la esperanza del maximo -en norma- de las sumas parciales
de e.a. ortogonales, nuestra proxima proposicion es una util desigualdad similar en su impor-
tancia a la desigualdad de Kolmogorov para elementos independientes, que nos servird para

probar la ley fuerte para e.a. no correlacionados.

Proposicién 2.1 (Desigualdad de Rademacher-Mensov). Sean 1,9, ..., x, elemen-
tos aleatorios ortonormales en H y cq,ca,. .., c, nimeros reales. Entonces"

2

k n
E méx Z cjzil| < (log?4n) Z c?
j=1 j=1

1<k<n

Demostracion. Consideremos el caso n = 2” para un entero v. Pongamos s; = c1z1+- - -+c¢;x;
Y Zaf = Cat1Tat1 + -+ + cgzg para a = w2k, B = (u+ 1)2¥ con k = 0,1,...,v y u =
0,1,...,2""% — 1. Entonces cada
(1) S5 = Zzazﬂi
i

para cierta cantidad de las z,3 de forma que podemos elegir 51 — a1 > B2 —ag > ---.

0 2V
k=v } {
21/71
k=v—1 ¥ A {
21/—2 3_21/—2
k=v=2 b ———ptt——
k=0 - A
01 2¥ —1

1El logaritmo es en base 2.
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Por ejemplo, s, es la suma de las z,3 senaladas en el dibujo. De este modo la cantidad

de sumandos en (1) es menor o igual que v y tenemos por Cauchy-Schwarz,

2 2
\st2=< ) s(znzai@.u) <o Pl <0
i i o,

donde la tltima suma es tomada en todos los valores posibles de a y 5. Como esto vale para

todo j tenemos que

2
k

@ mix |3 ;| = mis sl < v Yzl
Jj=1 a,B

Ademi3s
2 2
EVZHZaﬁH :VZEHZQBH :yzci+l+...+c%
Q7B C\(,ﬁ O‘7B

donde la tltima igualdad se desprende de la ortonormalidad de los elementos. Como la iltima

suma es tomada en todos los valores de a y 3, separando en los valores de k desde 0 hasta v

y en cada una de ellas sumando de u2* hasta (u + 1)2* para los valores u = 0,...,2" "% —1;
obtenemos
v 2v=k_1 2v
6(21+1+"'+C%:Z Z Ci2k+1+" 1+u ZZ V+1203
o8 k=0 u=0 k=0 j=1 =1
de donde

EI/ZHZQQH 1/+1)Zc < y+12zn:c log22nzn:cjz»
j=1 j=1

7=1

y tomando esperanzas en (2) obtenemos

k n
E max cizill <log?2n ?
1<k<n Z it =708 Z J
7j=1 =1
En general, sea v tal que 2¥ < n < 2*!. Entonces ponemos ¢, 1 = -+ = cws1 =0 y

obtenemos que s = s, para k > ny

, 2
max ||sg||” = max HSkH

1<k<2ov+1 <k<n
de donde
21/+1
E max S —E max s < log? 2V 12 ¢ < log? 4n cj
o Ioul” e < 1?2 Y 6 < o ]Z;
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Teorema 2.1 (Rademacher-Mensov). Sea {x,} una sucesion de elementos aleatorios en
H ortonormales y {c,} una sucesion de nimeros reales tales que

+0o0
Zci log? k < +00
k=1

entonces
+oo
> cra
k=1
converge con probabilidad 1.

Demostracion. Sea R, = Z;:Ofl crxy. Entonces por la ortonormalidad de los x; tenemos que
para todo m > n, B[S0 cpael|? = S0 2 < Y52, 2 < oo de donde tomando limite,

“+oo

E|Ral* =3 ci

k=n

Como
+oo +oo +oo
A:Zczlogzkz Zczlogzkz Zczlogzn
k=1 k=n k=n

tenemos que

+00
2
CkS 3
— log“n
por lo que
A
E | R |? < =
| Ban? < 5

lo cual implica que Ron —, 0 c.s.. Sea

D, = méx |Ry— Ron|

2n<k<Lontl
Entonces tenemos que
2
k—1 antl g
ED) =E_ méx |[> cu;|| <log(4(2"'—-27) Y
on<k<ontl J
- j=2n j=2n
ontl_q
_ 2 2
=(n+2) E cj
j=2n
pero este ultimo es equivalente a
2n+1_1 2n+1_1 2n+1_1
2 2 _ 1. 29n 2 27 2
n g c; =log®2 E c; < g cjlog”j
j=2n j=2n j=2n
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Luego, ZZS& ED? < 400 lo cual implica que D,, — 0 c.s.. Sea 2" < k < 2"*! entonces
[Rell < |Rr — Ron || + || Ron || < Dy + [[Ron|| = 0 c.s.
es decir, R, — 0 c.s. ]

Teorema 2.2. Sea {z,} una sucesion de elementos aleatorios ortogonales en H tales que

Ex; = 0 para todo i. Si
—+00

E ||z 2
Z%logjk < +o0
k=1

entonces
r+ -ty

n

— 0 c.s.

Demostracion. Consideremos y,, = si E||z,]|> # 0 e y, = 0 si no?. Entonces

Bllanl D172
1 1
(B [lz:]|*)Y2 (B ||=4]1%)

es decir, y, es una sucesion ortonormal de elementos aleatorios en H. Consideremos entonces

E{yi, y;) = 17z Blas, 25) = 0y

o= (Bl
k
y tenemos por hipdtesis que
— 21..2 —E [EZ3 2
Zc log k—z 12 log“k < +00
k=1 k=1

Luego por el teorema de Rademacher-Mensov tenemos que

Jiockyk = Jio (B fla*) 2 Tk — . Tk
k=1 k=1 k (EHv”UkHQ)l/Q 1 k

converge con probabilidad 1 y el lema de Kronecker nos permite afirmar la tesis. U

Teorema 2.3. Sea {x,} una sucesion de elementos aleatorios no correlacionados en H tal

que
+oo 9
o (w)
Z 2 log? k < +o00
k=1
entonces
sn — Esp,

— 0 c.s.
n

Demostracion. Basta observar que y, = =, — Ex,, es una sucesién ortogonal, tal que Ey,, = 0
2
Y E[lynll =o? (zn). -

2En este caso se tiene z, = 0 c.s..
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2.1.3. Sucesiones de elementos aleatorios independientes.

Antes de demostrar los teoremas de esta seccién probaremos el siguiente lema,

Lema 2.4. Sean x ey dos elementos aleatorios en H tales que B ||z||* < 400 y E ||y||* < 4o0.

Si x e y son independientes, entonces son no correlacionados.

Demostracion. Como x e y son no correlacionados si y sélo si y—Ey y x —Ex son ortogonales,
podemos suponer que Ex = Ey = 0 y probar que z e y son ortogonales. Como H es un espacio
de Hilbert separable, existe una base ortonormal completa {e,} en la cual podemos escribir

el producto interno

+oo
<l‘, y> = Z<$? €n> <y7 6n>
n=1
Como ||z [yl € L'(Q) ¥
D (@ en)(y e <D 1w en)l [y, en)] <
n=1 n=1

m /2 s m 1/2
<Z |<x,6n>l2> (Z |<y,en>!2> < =l Iyl
n=1 n=1

podemos aplicar el teorema de convergencia dominada para escribir
m
E(z,y) = lim E(z,en)(y,en)

m——400
n=1

Pero (-,e,) € H* de donde (z,e,) v (y, e,) son independientes y
E<I‘, en><y, €n> = E<‘T7 6n>E<y, en> = (ECE, en><Eya €n> = 0
es decir, E{x,y) = 0 como queriamos demostrar. O

Teorema 2.4 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean z1,z2,...,x, elementos aleatorios
independientes en H. Supongamos ademds que Exj, = 0 y o2 (z3) = E|jzx|* < +o0, para

k=1,...,n. Entonces para todo € > 0

k

>

1 n
> e) < 6—2202 (z4)
i=1

P | max
1<k<n
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Demostracion. Fijemos un € > 0. Pongamos A = {méxlgkgn

k
die1 Ti

>e}. Para k =
1,2,...,n sea

A =A{llsill <.y llseall <€ skl > €}

donde denotamos s; = x1 + - - -+ xj. Entonces es claro que |J;_; Ay = A, mds ain una unién

disjunta. Ademéds

n n
[ lsallzap =37 [ sallFap =37 [ si 5, sl dp
A k=1" Ak k=1 Mk
n n n
:Z/ ||skH2dP+Z/ Hsnsk||2dP+2Z/ (Sks Sn — Si)dP
k=1"Me k=1"Mk k=1"Me

Pero como
/ (Sky Sn — Sg)dP = / 1A, (Sks Sn — sk)dP = / (1A, Sk, Sn — Sk)dP
Ap o) Q
= E<1Ak3k73n — Sk> = <E1Ak8k,E8n — Sk> =0

Tenemos que

Zo%n=02<sn>=Eusn||2=/ r|sn||2sz/ sl dP
i=1 L A

:Z/ |ysk\|2dP+Z/ ||sn—sk|]2dPZZ/ 5|2 dP
k=1" Mk =17 Mk g

> €Y P(Ay) =P (A)
k=1

de donde resulta la desigualdad. O

Teorema 2.5. Sea {x,} una sucesion de elementos aleatorios independientes en H. Si

+oo 9
ST o

n2
n=1

entonces

1 n
— E z;, — Ex; —, 0 c.s.
n

i
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Demostracion. Primero observamos que alcanza con probar el caso en que Exz,, = 0 para

todo n. Denotamos con s, = x1 + - - - &, y definimos

skl
M, = 0
" 2n<1}clg}2{n+1 k

Probaremos que M,, — 0 c.s.. Dado € > 0, tenemos que

P(Mn>e):P< max @>e>§f’< mAax Hsk||>e2”>

on <f<n+l on<g<n+l
1 2n+1
2
<P <k1<n2ax skl > e2”> < o ; o ()

donde la dltima desigualdad se deduce de la desigualdad de Kolmogorov. Entonces

ZP(Mn>€ Z :672202(:%) Z 4%
n=1 n=1

i k=1 n:2nt+i>k

n+1

Para cada entero k > 1, existe un dnico entero j(k) tal que 21(k) < | < 20(W)+1 Tyego

v L L4 _ 16
qn A~ 3. 450k = 32

n:2nt1>k n=j(k)

De este modo

N 16 = o2 ()
P(M,>e) < —
L0 9Sse

Entonces por Borel-Cantelli deducimos que M,, — 0 c.s.. U

2.2. Generalizacion a espacios de Banach separables.

Cuando trabajamos en un espacio de Banach vemos que la situacién es drasticamente
diferente. En los espacios de Hilbert no tuvimos ninguin inconveniente en extender practica-
mente todos los resultados relativos a la ley fuerte de los grandes nimeros que conocemos
del caso real, y mas aun los métodos que utilizamos para probarlos fueron exactamente los
mismos. Se puede decir, que esto se debe al importante y simple resultado 2.1, la varianza
de la suma de e.a. no correlacionados es la suma de las varianzas.

Para espacios de Banach es muy poco lo que se puede decir en un contexto general. Por
ejemplo, no de forma inmediata pero si relativamente simple se puede extender la ley fuerte

de Kolmogorov para variables independientes con igual distribucion, ley que probé Mourier
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en 1953. Las principales desventajas que aparecen en demostrar leyes para e.a. no correlacio-
nados radican en la carencia de un producto natural en el espacio, teniendo que recurrirse
a definiciones en el sentido débil. Pero sin ir tan lejos, la ley fuerte para e.a. independientes
no es cierta -en general- bajo la tinica hipotesis de varianzas uniformemente acotadas. Tam-
poco es verdadera la ley fuerte de Kolmogorov -caso independientes sélo- que probamos en
la seccién anterior, ni siquiera para espacios uniformemente convexos y reflexivos. Antes de

probar el teorema de Mourier veamos algunos ejemplos de todo esto.
Ejemplos

Consideremos el espacio I! de las sucesiones reales absolutamente sumables. Sean 6" € ! dado
por 6" = {din}i v {An} una sucesién de variables aleatorias reales tales que con probabilidad

1/2 toman los valores 1 y —1. Entonces definimos
Up = A" = {0,...,0, 4,,0,...}
Como podemos identificar (I')* con [*°, dado f = {f;} € (I*)* tenemos que

por lo que {f(v,)} es una sucesién de elementos aleatorios independientes para todo f € (I1)*,

de donde {v,} es una sucesién de e.a. independientes. Ademéds tenemos que Ev, = 0 y como
[on]l = |An| =1
deducimos que o2 (v,) = 1 para todo n. Sin embargo, también tenemos que
logp + -+l = A1+ -+ |An| =n
de donde ¢ (vy + - -+ +v,) = n? y vemos que no se cumple el lema 2.1. Més atin
1>
n 2

por lo que n™1 "7 v; no converge a cero.

n

1
= — E ‘Ak‘zl Vn
n
k=1

1

Consideremos ahora el espacio [P con 1 < p < 2. Sea 1 —p~' < g < 1/2. Denotamos

igual que antes 6" y sea {A,} una sucesién de variables aleatorias reales independientes que
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toman los valores £n? con probabilidad 1/2. Tomamos como antes v, = A,d0" que forman

una sucesién de e.a. independientes en IP. Asi, Ev,, = 0 para cada n y

1/p
[vnll = (Z |An5in|p> = [An| =n?

de donde o2 (v,) = n??. Luego

2 2q
o” (vn) n 2g—2
_ _ q
D g =D =) M <o
n n

n

Pero
p n n n n
1 & 1 kP4 kP4 (n/2)P4  ppa—rtl
- = — p =  —— [
nZ“n np ‘Ak’ Z np > np > npP = 2pg+1 —
k=1 k=1 k=1 k=[n/2] k=[n/2]
pues ¢ >1—p~L.

Teorema 2.6 (de Mourier). Sea {v,} una sucesion de elementos aleatorios independientes

e identicamente distribuidos en un espacio de Banach separable X. Si E |jv|| < 400 entonces

n
1
- E v; —n, BU1 c.s.
n <

=1

Demostracion. Como E ||vi|| < 400 y X es un espacio de Banach separable, tenemos que
existe Ev;. Ademéas como v, y v1 son identicamente distribuidos tenemos que Ev,, = Euv;
para todo n.

Supongamos primero que los v, son discretos tomando una cantidad numerable de valores

{a,}. Para cada entero k > 1 definimos

Up  Siv, €{ay,...,ax}

eSS

0 sino.

Entonces tenemos que {vF} son una sucesién de elementos aleatorios independientes e iden-

ticamente distribuidos tales que
k
B (o] = 3 llaill P (o1 = a) < B Jurl] < +o0
i=1

y con la particularidad siguiente: toman valores en un espacio de Banach de dimensién finita,

a saber V = ({a1,...,ax}). Luego, para cada k existe A} C Q de probabilidad 1 tal que
1 n
- Z vf —n Evlf
=1
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Sea también para cada k
k

_ k
n = Un — U

r n

Entonces {HrfLH} es una sucesién de variables aleatorias independientes e identicamente dis-

tribuidas con

+oo
E|rd]| = 3 lall Por = a:) S B < +o0
i=k+1

Luego para cada k existe Ai C Q de probabilidad 1 en donde
>3
i
k

Como rf — 0 puntualmente en Q y E||rf|| < E|lv1]| para todo k tenemos que

k
T

=B

Bt =0

Entonces, sean ¢ > 0 y k tal que
E

r’fH <e

Consideremos el conjunto A = (0, (A% N A2) también de probabilidad 1. Luego en A vale

k
T

1 n
ng +

+E ||

1 n
—ZUZ’*E’Ul
n < 1

1=

1 n
— g vf valf
nizl

Como el primer término converge al tercero que es menor que €, podemos elegir n suficiente-

mente grande para que su suma sea menor que 3e. Para el término del medio, como k es fijo
por lo que observamos antes podemos tomar n grande para que sea menor que €. Luego

n

%Zvi—Evl

=1

< 4e

para n > ng.

En la situacién general, como X es separable, para todo A > 0 existe T : X — X Borel
medible que toma una cantidad numerable de valores y tal que ||[Thz — x| < A para todo
x € X. Entonces tenemos que para cada A

n

%Zvi—Evl

=1

+E HT>\7)1 — ’Ul”

1 n
< - Z; | Thv; — vil| +
1=

1 n
=Y Ty — ETyv,
n =1

1 n
= Ty — ETav
n =1

<22+
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Por lo que hemos probado el segundo término converge a cero cuando n — 400 en un

conjunto Ay de probabilidad 1 para cada A\ > 0. Sea A, = L y sea A = Mo At /m- Dado un

“m

€ > 0 arbitrario fijemos m tal que % < €, entonces en el conjunto A vale

n

%Zvi—Evl

i=1

< 2e+ < 3e

1 n
- Z Ty ymvi — ETy 01
=1

sin > ng. |

Cuando se retira la hipétesis de identica distribuciéon vimos que los teoremas fallan para
espacios de Banach en general. En el primer ejemplo la situacién es un poco diferente que la
del segundo, ya que se puede probar que si el espacio cumple una condicién de convexidad,
es valida la ley fuerte para e.a. independientes con varianzas uniformemente acotadas. La
condicién de la que hablamos es la condicién de Beck. Un espacio de Banach se dice del tipo
(B) si existen un entero positivo k y un € > 0 tales que para todo x1, ..., z; con norma menor
o igual que 1 se tiene

l£x1 £ £zl > k(1 —¢)

para alguna eleccién de los signo 4+ y —. Dentro de esta clase se encuentran por ejemplo, los

espacios uniformemente convexos.
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Capitulo 3
Teorema Central del Limite.

Estudiaremos ahora la convergencia en distribucién de e.a., principalmente a valores en
un espacio de Hilbert. El capitulo tiene como objetivo principal el teorema central del limite
para e.a. indepenidentes e identicamente distribuidos en un espacio de Hilbert separable.
Para ello, utilizamos el método de las funciones caracteristicas, probamos la existencia de e.a.
gaussianos utilizando el teorema de Minlos-Sazonov. Estudiamos también las propiedades de
compacidad relativa de una familia de medidas de probabilidad en espacios métricos mediante

el teorema de Prohorov y damos un criterio para ésta en espacios de Hilbert.

3.1. Convergencia débil en espacios métricos.

Sea (M,d) un espacio métrico y B la o-dlgebra de Borel de M. Diremos que una suce-
sién {P,} de medidas de probabilidad en M converge débilmente a P -también medida de
probabilidad en M- si

/M F(2)APa() = /M f(2)dP(x)

para toda funcién f : M — R continua y acotada. En simbolos escribiremos P, = P.
Hay muchas otras formas de definir este concepto, por supuesto todas equivalentes que no

probaremos aqui. Utilizaremos las siguientes:
» P, = P.
» P(F) > limsup,, P, (F) para todo F C M cerrado.
» P(G) <liminf, P,(G) para todo G C M abierto.

» P,(A) —, P(A) para todo A € B tal que P(0A) = 0.
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Los conjuntos que cumplan P(0A) = 0 los llamaremos conjuntos de P-continuidad o simple-
mente de continuidad.

El concepto de tension es uno de los mas importantes que manejaremos. Dada una familia
arbitraria de medidas de probabilidad IT en M, diremos que es tensa si para cada € > 0 existe
un compacto K C M tal que

P(K)>1—¢

para toda P € II. La importancia de este concepto radica en el siguiente teorema de Prohorov.

Teorema 3.1. Sea I1 una familia de medidas de probabilidad en M. Si Il es tensa, entonces

II es relativamente compacta.

Demostracion. Sea {P,} una sucesién en II. Debemos probar que existe una subsucesién que
converge débilmente a una medida de probabilidad P no necesariamente perteneciente a II.
Elegimos K1 C M compacto de forma tal que P,(K;) > 0 para todo n. A continuacidn,
elegimos Ky C M tal que Pn(f(g) >1-— % para todo n. Sea Ky = K1 U Ky que también es
compacto. De este modo, obtenemos una sucesién creciente { K, } de subconjuntos compactos
tales que

P, (K,)>1—- 1, Vn, u

U
Tomamos K = |, K, -puede no ser compacto-. Entonces K es un subconjunto separable de

M pues cada K, lo es al ser compacto. Asi, existe una familia 4 numerable de abiertos -de
hecho bolas abiertas- con la siguiente propiedad: para todo abierto G de M y todo punto
x € KNG existe un abierto A € A, x € A C A C G. Sea H formada por el conjunto vacio
y la familia numerable de las uniones finitas de conjuntos de la forma AN K, con A € Ay
u > 1.

Como para cada H € H la sucesién {P,(H)} estd acotada y H es numerable, aplicando

un razonamiento diagonal podemos extraer una subsucesién {P,,} tal que exista el limite
O‘(H) = Hum(H)
7

para todo H € H. La idea es a partir de « extender primero a todos los abiertos, para luego
construir una medida exterior que restringida a los borelianos funcione bien.

Veamos primero qué propiedades cumple «. Si H; C Hs, entonces como
Oé(H1> = lim Pnl(Hl) S h’mPnl(Hg) = Oé(HQ)

« es mondtona; este mismo argumento nos muestra que « es subaditiva en uniones finitas,

aditiva en uniones finitas disjuntas y «(() = 0.
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Para cada abierto G de M definimos

B(G) = sup a(H)
HCG
Asi, tenemos que 3(0) = «(f) = 0. Si G; C Go, como todo H que esté incluido en G
lo estard también en GGo, tenemos que (8 es mondtona. A continuacion definimos para cada

subconjunto S de M

v(5) = dnf, B(G)

donde el infimo lo tomamos en todos los abiertos que contengan a .S. Veamos entonces que
~ es una medida exterior.

Tenemos por un lado que B(G) > v(G) para todo G abierto, pues siempre éste es un
abierto que se contiene a si mismo. Pero por la monotonia de § debe ser v(G) = B(G); es
decir v y 3 coinciden en los abiertos. Asi, en particular () = 3(0) = 0. Ademas, si S1 C So
todo abierto que contenga a Ss también contendrd a Si, y en consecuencia v es también
mondtona. Resta probar que ~ es subaditiva en uniones numerables.

Sean G1 y G4 abiertos. Sea H € H tal que H C G1UG>. Definimos los conjuntos cerrados
Fy={x€ H:d(z,GY) > d(z,G%)}

Fy={x € H:d(zx,GS) > d(z,GY)}

Es claro que Fy y F3 son cerrados. Sea x € Fi, si x estuviera en G claramente tendriamos
d(xz,G$) = 0 y por lo tanto d(x,G5) = 0. Al ser éste cerrado tendriamos que x € G§ pero
esto implicarfa que z € (G1 U G3)¢ C H€ lo cual es absurdo. Luego F; C G y del mismo
modo probamos que F» C G5. Observemos ademas que H C Fy U Fb.

Fl paso siguiente sera encontrar subconjuntos H; y Hz de 'H que estén entre medio de F;

v Gy, es decir, que F; C H; C G;. Procedamos con F}. Como H € H,
l
H=|J4nK,
j=1
para ciertos A; € A y enteros uj. Sea u = méx{uj}, entonces F; C K, que es compacto por

lo que F; también lo es. Para cada punto z € Fy, como F; C G; podemos encontrar A, € A

tal que x € A, C A, C G1. Luego existen z1,...,z, en F; tales que

s
Fl g UA:'C]
j=1
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Sea entonces H; = | J_,; A,. N K,. Del mismo modo procedemos con Fs.
]—1 J p

Luego tenemos que
a(H) < a(Hy U Hs) < a(Hy) + a(Hz) < B8(G1) + B(Ga)

y tomando supremo en H tenemos 3(G1UG2) < B(G1) + 5(G2). Podemos concluir entonces
que (3 es finitamente subaditiva.
Sea {G}} una sucesién de abiertos arbitraria. Tomamos H C J, G, con H € H. Como

H es compacto deben existir Gy, , ..., Gy, tales que H C Ujvzl G, Entonces
N N
aH) < B |Gk | <D B8(GH) <D BG)
j=1 j=1 k

y tomando supremo en H obtenemos que
3 (U Gk) <) B(Gy)
k k

Podemos probar ahora que 7 es o-subaditiva. Sea {Sj} una sucesién de subconjuntos de
M. Dado € > 0 arbitrario, para cada k elegimos Gy 2 Sy abierto tal que 3(Gy) < v(Sk) + 57

Luego como G = |J,, Gj es un abierto que contiene a | J;, Si, tenemos que

gl (U Sk) <p (U@:) < Zﬂ(Gk) < Z’Y(Sk) +e
k k k %

Como € es arbitrario concluimos que v es o-subaditiva. Es decir, efectivamente v es una
medida exterior.

Probemos ahora que todo cerrado es y-medible. Sean F' C M un cerrado, G C M un
abierto y € > 0 dado. Sea Hy € H tal que Hy C GNF¢y B(GN F°) < a(Hp) + €. Elegimos
ahora Hy € H tal que Hy C GNHS y B(G N Hf) < a(Hy) + e. Entonces tenemos que

WG NF) +4(GNF) < B(G N HE) + B(G N F) < a(Hy) + a(Hy) + 2

=a(HoUHp)+2e < B(G) + 2¢

Luego
B(G) > ~v(GNF)+~(GN F°) para todo G abierto.

Si L € M es un conjunto arbitrario, entonces como para todo L C G abierto se tiene que
YVLNF)+v(LNF) <y(GNF)+v(GNF) < B(G)
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tomando infimo en G obtenemos la desigualdad que buscabamos. Como los conjuntos -
medibles son una o-dlgebra que contiene a los cerrados, contiene a los borelianos. Ademas al
ser v una medida cuando la restringimos a los conjuntos y-medibles, podemos obtener una
medida definida en los borelianos simplemente con la restriccién de v a estos. Ademé&s como
K, € H para todo u' se tiene
12 9(M) = BOD) = sup a(H) = swpa(K,) = supl - 5 =1
HCM u u U
de donde P = v|p es una medida de probabilidad.
Ademas, para todo abierto G se tiene que
P(G) = B(G) = sup a(H)
HCG

Como P,,(H) < P,,(G) para todo n; tenemos que
a(H)=1lmP,,(H) <liminf P,,(G) YVH C G

y en conclusién se obtiene que
P(G) < liminf P,,(G)
1

para todo abierto G' de donde P,;, = P. 0

Teorema 3.2. Sea M wun espacio métrico completo y separable. Si II es una familia de

medidas de probabilidad en M relativamente compacta, entonces I es tensa.

Demostracion. Fijemos € > 0. Probemos primero lo siguiente: si {G,} es una sucesién cre-
ciente a M de abiertos, entonces existe n tal que P(G,,) > 1 — € para toda P € II. Si no fuera
asi, tendriamos para cada n una P, € II para la cual P,(G,) < 1 —e. Como II es relativa-
mente compacta debe existir () medida de probabilidad y una subsucesién {P,,} tales que
P,, = Q. Pero como Q(M) = limQ(G,) y para cada m < n tenemos P,G,, < 1 — ¢, vale
para todo n fijo

Q(Gy) < h’miinf P, (Gn) <1—c¢

de donde Q(M) < 1—elo cual es absurdo. Consideremos los conjuntos A;; = B(x;, 1/k) donde
{z} es un conjunto denso numerable en M. Entonces para cada k tenemos que |J; Aix = M,

por lo que debe existir n = n(k) tal que

n(k)

€

P(|J Aw) >1- ok
i=1

1Como son compactos estén incluidos en una unién finita de elementos de A.
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para toda P € II. Luego sea A = ), U?:(li) A;i. Entonces A es un conjunto totalmente acotado
y como M es completo, K = A es compacto. Pero ademas,

n(k)
P(E?) < P(A) <Y Pl (|JAw)| <e
k =1

es decir, K es el compacto que buscabamos. O

A continuacién probaremos un teorema también de Prohorov que nos da un criterio para
determinar la tension de una familia de probabilidades en un espacio de Hilbert separable.
Sea entonces H de Hilbert separable y sea {e;} una base ortonormal completa de H. Entonces

para cada z € H y para cada N > 1 definimos

00 00
(@) =) (re) =) af
i=N =N

donde denotamos z; = (z, €;).

Teorema 3.3. Sea Il una familia arbitraria de medidas de probabilidad en H. Si se cumple

lim sup/ 3 (x)dP(z) = 0
N—oo pell JH

entonces I1 es tensa.

Demostracién. Denotemos 1y = suppery [5; 7% (2)dP (). Es claro que {1)n} es decreciente, y
la hipétesis del teorema es que ¥ \, 0. Fijemos € > 0. Entonces podemos encontrar -pasando
si es necesario por una subsucesién- una sucesiéon 0 < ay — oo tal que Y yanny < €.

Definimos entonces los conjuntos
Ky ={z € H:r§(z) < ay'}

y consideremos K = (\y Ky. Como K C K; = {z : ||z]|* < aj'} tenemos que K es débil-
mente -secuencialmente- compacto. Probemos que K es efectivamente compacto en norma.
Consideremos {z,,} una sucesién en K. Entonces existe una subsucesién {z,,} y un z € K

tales que x,,, — x débilmente. Pero como

N-1 0
[E— = Z(wm/ —x,e))% = Z(xm/ —z, )% + Z(xm/ —x,e;)?
i i=1 =N

Para cada i tenemos que
<$m’ - Z, e’i>2 = <xm’a €i>2 + <:L‘a €i>2 - 2<$m’7 €i><fL‘, ei) <
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(T ei)2 + (x, 6¢)2 + 2|z, i) || (x, €)]

De donde sumando tenemos que

o oo
D Gy — w0 S rRe(wm) + R (@) +2 Y @ el (@, )
i=N =N
oo 1/2 / o 1/2
< ) 30 -2 (3w’ (S
i=N i=N
9 4
(ry(@m) +r(2)” < —
aN
Luego tenemos que
e 1
H$m’_$”2gz m — T, ez +a
Entonces eligiendo primero N para que a— < § y luego haciendo m/ suficientemente grande

para que la suma finita sea también menor que €/2 tenemos que
2
[2n — al|” <€

si m’ es suficientemente grande.

Por tdltimo vemos por la desigualdad de Chebychev que para toda P € 11

KC <ZP KN <ZO¢N/ TN dP(iL‘)SZOéN¢N<€
N

3.2. Funciones caracteristicas.

Nuevamente nos concentramos en un espacio de Banach X separable y sea X* su espacio
dual. Consideremos una medida de probabilidad en B, la g-algebra de Borel de X . Definiremos

la transformada de Fourier de P que denotaremos por P:X* = C como
P(l) = / '@ dp(z) Vi e X*
X
De este modo tenemos que P(0) = 1 y que |P(I)| < 1 para todo [ € X*. Ademds como

P+ 1) - PO)| < / €#) — 1]dP(z / min{ ||l [l2]], 2} dP(x)
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Y el integrando en la derecha estd acotado por 2 y converge a cero cuando h — 0 para cada x,
aplicando el teorema de la convergencia dominada vemos que P es uniformemente continua.

También vemos fcilmente que P(—1) = P(l) y que si P| y P, son dos medidas de

probabilidad en X, denotando P; * P, la convolucién tenemos que
P« Py(l) = PL(1)Py(1) Ve X*

Por ultimo mencionamos que al igual que en el caso finito dimensional tenemos que P es

definida positiva.

Proposicién 3.1 (Unicidad). Sean Py y P, dos medidas de probabilidad en X . Si P =D

entonces Py = Ps.

Demostracion. Sea | € X* fijo. Consideremos [ : X — R como una aplicacion medible y
definamos y; = P;(I71), es decir para todo boreliano A de R tenemos que p;(A) = P;(I71(A)).

Entonces como ¢l € X* para todo ¢t € R tenemos por la férmula de cambio de variable que
Pit) = [ e"apw) = [ e dpitw) = )
X R

Pero entonces iy = jiz y por el teorema de unicidad para R debe ser 1 = po. Pero como los

semi-espacios son una clase determinante debemos tener P; = Ps. O

Proposicién 3.2 (Continuidad). Supongamos que {P,} es una sucesion de medidas de
probabilidad en X tal que P, = P, entonces P,(l) — P(1) para todo | € X*. Reciprocamente,
si {P,} es una sucesion tensa de medidas de probabilidad tal que P,(1) — 0(1) para todo
l € X*, para cierta funcion 0 : X* — C, entonces existe P medida de probabilidad en X tal
quePn:>Pyif’:9.

Demostracion. Si P, = P entonces como P,(I) es la integral de una funcién continua y
acotada la conclusion la deducimos de la definicion.

Reciprocamente, como {P,} es tensa existe una subsucesién {P,,} y una medida de
probabilidad P, tal que P,, = P. Pero entonces por lo que recién probamos tenemos que
P, () — P(I) para todo | € X*. Como también se tiene P, (I) — 6(l) debe ser § = P.
Pero este argumento muestra que lo mismo ocurre para cualquier subsucesién. Es decir, toda
subsucesién que converja débilmente converge en efecto a una misma medida limite, a saber

P, debido a la unicidad de la transformada de Fourier. Luego necesariamente P, = P. [
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Si x es un elemento aleatorio en X definimos la funcién caracteristica de z, @, : X* — C

como la transformada de Fourier de su distribucion. Es decir

i~ [ i) 50
X

Por 1ltimo, observemos que si H es un espacio de Hilbert separable, la correspondencia
que nos brinda el teorema de Riesz entre H y H* dada por h — (-, h) establece un isomorfismo
lineal isométrico. Entonces podemos pensar la transformada de Fourier de una medida de

probabilidad en H como una aplicacién P:H — C dada por

P(h) = /H @M P (1)

y ésta conserva las propiedades que recién probamos.

3.3. Teorema de Minlos-Sazonov.

En esta seccién demostraremos el teorema de Minlos-Sazonov que es una generalizacion
para espacios de Hilbert separables del teorema de Bochner. Es decir, se plantea el siguiente
problema: dada una funcién ¢ : H — C continua con ¢(0) = 1, cudndo es ¢ una funcién
caracteristica? En el caso finito dimensional es conocido el teorema de Bochner que afirma
que una condicién necesaria y suficiente para que ¢ sea una funcién caracterista es que
sea definida positiva. El resultado de Minlos-Sazonov lo utilizaremos para poder definir un
elemento gaussiano en H. Para probarlo necesitamos algunas herramientas.

Sea H un espacio de Hilbert real y separable. Denotamos B la o-algebra de Borel en H.
El lema que sigue basicamente lo hemos probado en la proposicién 1.6 de la seccién 1.3, pero
para hacer esta seccién mas autocontenida lo enunciaremos y probaremos de nuevo en una
forma ligeramente distinta.

Dado un subespacio finito dimensional &/ de H denotamos By la o-algebra de Borel en
U. Sea my la proyeccién ortogonal sobre U, entonces diremos que un subconjunto £ C H es
un cilindro de base U si existe B € By tal que E = W&lB . Llamamos BY la o-algebra de
todos los cilindros de base U. Por tltimo sea B® = |J,;, BY. Como a un cilidro siempre se le
puede ampliar la base, es facil ver que B° es un élgebra. La continuidad de las proyecciones

nos garantiza que todo cilindro es boreliano y de hecho vale el siguiente lema.

Lema 3.1. B coincide con o(B°).
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Demostracion. Basta ver que toda bola cerrada pertenece a o(B%). Sea
S={zeH:|z—ml < p}

Consideremos una base ortonormal {e;} y sea U, = (e1,...,e,). Entonces definimos
Sp =z : ||z — o)l < p}

es decir, S, =7, 1B,, donde B,, es la bola cerrada de centro 7, (zo) y radio p en U,,. Luego
cada S,, € B°. Es claro que como ||, (x — z0)|| < ||x — 0| se tiene que S C S,, para todo n.
Veamos que (), S, C S.
De hecho, si z ¢ S entonces existe € > 0 tal que
o — ol = p+ e
Como 7, (x — xg) — = — g, para n suficientemente grande se tiene necesariamente que

|7n (2 — 20)[| > p. 0

Dada una medida de probabilidad P en (H,B) podemos definir una familia de probabili-
dades {Py} en {(U,By)} de la siguiente manera. Como 7 es una funcién continua de H en

U podemos escribir para cada B € By
Py(B) = P(m,'B)
A las Py las llamaremos proyecciones de P.

Definicién 3.1. Sea {Qu} una familia de medidas de probabilidad en {(U,By)}. Decimos
que es una familia compatible si para todo Uy C Us y todo E € By, se tiene que

Quy (E) = Qu, (@jE N u2>

Es claro por como definimos las proyecciones de una medida de probabilidad en H que
éstas forman una familia compatible. Nuestra siguente proposiciéon dard una condicién ne-
cesaria y suficiente para que dada una familia compatible de medidas finito-dimensionales,

exista una medida P cuyas proyecciones coincidan con la familia original.

Proposicién 3.3. Sea { P} una familia compatible de medidas de probabilidad finito-dimensionales
en H. Entonces existe una probabilidad P definida en H tal que las proyecciones de P son

las Py si y solo si para todo € > 0 existe Ny tal que si N > Ny entonces,
sup Py ({||lz|| > N} nU) < e

donde el supremo es tomado en todos los subespacios U de dimension finita.
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Demostracion. De existir dicha P entonces como P({||z|| > N}) —xn 0, dado € > 0 existe
Ny tal que si N > Ny entonces
P({llzl = N}) <€

Luego dado U de dimension finita tenemos que
Py({llzll = Ny nU) = P(m {{llz] = N} nud}) < P({|lz] = N) < e

Probemos el reciproco. Como la familia { P, } es compatible podemos definir sin ambigiiedad
la funcién de conjuntos en B° siguiente; si E € BY entonces existe & de dimensién finita y

B € By tal que E =, ! B. Entonces ponemos
P(E) = Py(B)

De este modo vemos que P es positiva, finitamente aditiva -pues a todo cilindro se le puede
agrandar la base- y P(H) = 1. Como B° es un 4lgebra que genera los borelianos bastara pro-
bar que P es o-aditiva en B° o lo que es equivalente, la continuidad por arriba en el vacio.

Sea entonces { £, } una sucesién decreciente al vacio de conjuntos en BY. Probaremos que
P(E,) | 0. Para cada n sea U,, un subespacio de dimensién finita con E,, € By, y podemos
suponer sin pérdida de generalidad que U, es creciente -nuevamente esto es pues a todo
cilindro se le puede agrandar la base-. Para cada n sabemos que existe B,, € By, tal que
E, =7, 'B,,, donde 7,, denota la proyeccién ortogonal sobre U,,.

Supongamos primero que cada B, es un subconjunto compacto por lo tanto cerrado y
acotado de U,. En este caso, como las proyecciones son débilmente continuas tenemos que

cada F, es débilmente cerrado. Sea
Sy =A{z: [z < N}

Entonces sabemos que Sy es un conjunto débilmente compacto y por lo tanto también lo
es para todo n, Sy N E,. Ademds como Sy N E, | 0 por la compacidad debe existir un

no = no(N) tal que Sy N E,, = () para todo n > ng. Dado € > 0, sea N = N(e) tal que
sup Py ({||z|| > N}nU) < e

Luego por lo anterior, existe ng = ng(IN) = ng(e) tal que E,, C {z : ||z|]| > N} si n > nyo.

Como B,, C E, tenemos que
P(Ey) = Py, (Bn) < Pu,({llzll > N} NUyp) <e
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Veamos el caso general. Sea ¢ > 0 y para cada n sea C,, C B,, compacto tal que Py, (B, —
Cpn) < €/2". Sea F,, = 7, 'C,, entonces F,, C E, y P(E, — F,) = Py, (B, — Cy) < ¢/2".
Como {F,} no tiene por qué ser una sucesién decreciente, tomamos G, = F; N --- N F,.

Entonces tenemos que G,, C F;, C E,, y ademas

Gn =7 N (C) NN, Y(C)

n

y como 7; *(C;) = 7 (w1 (Ci) NU,), tenemos que

Gn =7, (77 HC) N - N 1(Cr1) N CR) N U

Luego si ponemos D,, = (7r1_1(C1) N Ny 1(Cno1) N Cp) NUp, vemos que Gy, = 7,1 (Dy,)
con D,, compacto. Ademés

n n n
P(E,—Gn)=P(|JE.—F)<> P(E,~F)<> P(E-F)<e
i=1 i=1 i=1
Pero {G,, } decrece al vacio pues cada G,, C E,, y por lo que probamos anteriormente P(G,,) |
0. Pero entonces
0 <limsup P(E,) <lmP(G,)+e=c¢
n

n

y como € es arbitrario se concluye la demostracion. O

Teorema 3.4 (Minlos-Sazonov). Sea ¢ : H — C una funcion continua, definida positiva y
tal que ©(0) = 1. Entonces ¢ es una funcion caracteristica si y sélo si se verifica la siguiente

condicion: para todo € > 0 existe un S-operador en H, S, tal que si (Scx,x) < 1 entonces
1 —Rp(z) <e

Demostracion. Supongamos que @ es la transformada de Fourier de una medida de probabili-
dad P. Entonces claramente ¢ es continua, definida positiva y ¢(0) = 1. Veamos que cumple

la condicién. Sea € > 0. Entonces

|~ Rp(z) = 2 /H sen? <<y’2x>> dP(y)

B /x||<<s e <@> e Jall>6 son’ (@) )

.z ol > § (y,2)* €
< [ Uar@ v 2p(el >0 < [ Pap) + g

2 2
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donde 0 > 0 lo elegimos para que P(||z|| > d) < §. Definimos A : H x H — R como

Apw)= [ o)y w)dP()
l|=]|<6
Entonces A es una forma bilineal simétrica en H y
[A(v, w)| < 8% [|v]] fJwl|

Luego existe S operador lineal acotado en H tal que (Sv,w) = A(v,w) para todo v,w € H.
Se ve facilmente que S es autoadjunto, positivo, compacto y de traza finita, es decir un

S-operador en H. Sea S, = %S entonces tenemos que

1 —Rp(z) < =(Sex,x) + %

DO

y esto nos da el operador que buscabamos.

Probemos el reciproco. Sea U un subespacio de dimension finita de H. Entonces la res-
triccién de ¢ a U es una funcién continua, definida positiva y tal que ¢(0) = 1. Luego por el
teorema de Bochner en dimension finita sabemos que existe una medida de probabilidad Py
en 3y tal que ¢ es su transformada de Fourier, es decir vale la siguiente represenatcién para
todo h € U,

o) = [ eary ()
Probaremos que {Py} es una familia compatible. Sean U; C Us subespacios de dimensién
finita de H, entonces si 7 : Us — U denota la restriccién de la proyeccién ortogonal sobre
Uy a Uy, lo que debemos probar es que Py,m ! = Py, . Para ésto fijemos x € U;. Si miramos

a x como elemento de Us podemos escribir

/ exp(i(z,y))dFu, (y) = ¢(z) =/ exp(i(z, y))dFu, (y)
Uy Uz

— [ expiw nu)aPu ) = | explife.p)iPur )
Us 280

y la igualdad que buscabamos se deduce de la unicidad de la transformada de Fourier, en
este caso para medidas en U;. Por la proposicién anterior bastard ver que para cada € > 0

existe Ny tal que si N > Ny se tiene que
sup Py({l|z|| > N} nU) < e

para probar la existencia de una medida de probabilidad P cuyas proyecciones sean Pjy.

Veamos primero lo siguiente, dado o« > 0 y N > 1 tenemos que

/u 1= oxp (=5 1al?) dPu(e) > / e (=5 1) dBu(x)
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> /||g;||2N 1 —exp <—%N2) dPy(x) = (1 — exp (—3N2)> Py(||z]| = N)

Observemos lo siguiente, el integrando que utilizamos es la transformada de Fourier de una
distribucién normal multivariada en U con media cero y matriz de covarianza al. Entonces
si d = dim(U) escribiendo el integrando como la integral de cos(x, u)zq(u)dAg(u) con u € U,
donde hemos denotado z, la densidad gaussiana y A; la medida de Lebesgue; vemos que

podemos hacer Fubini e intercambiar las integrales para llegar a la siguiente igualdad:

1= e (<5 lelR) aruto) = [ (1= et s e {5 Il f aratw

< [ (5 +20500)) G o0 {5 Il adato)

donde S, es el S-operador que sabemos existe por hipdtesis. Sea {e;} una base ortonormal

completa de H tal que {ej,...,eq} es base de Y. Entonces como

/(u, ei)(u, €j)za(u)dAg(u) = 0;;
u

tenemos que

/L{ (% + 2<SEU,U>) mexp {_% ||U”2} da(w)

¢ d
—fe2y <s€ei,ej>/ s e3) {11, €5) 20 (1) dAa(w)

(
ij=1 u
¢ d 1 1
=3 —|—2;<Sgel,el>/u<u,el> FENTTE exp{ 5 llull }d)\d(u)

d
€ €
=5 + 2« iE_I(SEei, ei) < 5 + 2atr(Se)

En resumen, tenemos que

Al > 2 (5 3n0s) (1o (5))

y eligiendo « primero y N después podemos hacer dicha probabilidad arbitrariamente pe-
quena.
Hemos probado entonces que existe una medida de probabilidad P en H tal que sus

proyecciones son F;. Veamos pues que ¢ es en efecto la transformada de Fourier de P. Sea U,
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una sucesién creciente a un subespacio denso. Denotamos por P, la medida de probabilidad

en U, y m, la proyeccién. Entonces, dado x € H tenemos que

o(mn(a)) = / exp(i{ma (), 4))APy(y) = /H exp(i{mn(z), Tn(y)))dP(y)

_ / exp(i(mn(z), y))dP(y)
H

Como 7, (z) — x para todo = € H el teorema de convergencia dominada y la continuidad de

 nos conducen a la igualdad

o(z) = /H exp(i(z, 4))dP(y)

Es decir, ¢ es la transformada de Fourier de P. O

3.4. Distribucién gaussiana y el teorema central del limite.

En esta seccién trabajaremos en el conjunto Py de las medidas de probabilidad en un

espacio de Hilbert separable H, tales que
/ HxHQdP(az) < 00
H

Si P € Py vemos que [, [|z|| dP(z) < oo también y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

también lo es
| @aapta) < oo
H

para todo y € H. Ademds como la aplicacién y — [ y(z,y)dP es lineal y continua existe

up € H univocamente determinado por P tal que

(up,y) = /H (x,9)dP(z) Wy € H

Por esta ultima igualdad vemos que up no es mas que el valor esperado de un elemento
aleatorio en H que tenga a P como distribucién.

De forma totalmente andloga vemos que

/ (x,y){x,z)dP(x) < o0
H

para toda P € Py y todo y,z € H. Como la aplicacién
2) = [ (@) (e dP(@) = (up.y) up. 2
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es bilineal y continua existe un operador lineal acotado Sp : H — H determinado de manera

Unica por la distribuciéon P, que cumple

<SPy,Z>=/H<m7y><x,z>dP(3:)—<UP,y><UP,Z>=/ (z —up,y){z —up,z)dP(z)

H

Asi en particular vemos que (Spy,y) = [, (z glT —up,y Y2dP > 0 para todo y € H. Llamaremos
a este operador, el operador de covarianza de la dlstrlbumon P. Resumimos en la siguiente

proposicién las propiedades de Sp.

Proposicion 3.4. Si P € Py y Sp es el operador de covarianza de P, entonces
(i) Sp es autoadjunto.
(i) Sp es positivo, esto es (Spy,y) > 0 para todo y € H.

(iii) Sp es un operador compacto, esto es la imagen de un conjunto acotado es relativamente

compacta.
(iv) Sp tiene traza finita.

Demostracion. (i) Basta observar que la forma bilineal que define Sp es simétrica, esto es

w(y,z) = w(z,y)-
(ii) Ya lo probamos arriba.

(iii) y (iv) Para probar que Sp es compacto bastara probar que se cumple (iv). Sea {e;} una base

ortonormal completa de H. Entonces como

(Spei,e;) = /H<a:,ei>2dP(:z:) — (up, e;)?

para cada n tenemos que

n
Spez,el / Z x,e;) dP Z uP,ez
i=1

Y como el integrando de la derecha esta acotado por ||z]|® que tiene integral finita
vemos que podemos pasar al limite y entonces

tr(Sp) = Spez,eZ / Z (x,e) dP Z(UP,€i>2
=1

:/ |z — up|®* dP(z) < oo
H
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Como Sp es postivo existe el operador raiz cuadrada 5’113/ 2 y tenemos entonces que
2
1/2
) HSP/ i
i

Por lo que la raiz de Sp es un operador de Hilbert-Schmidt y en consecuencia es

= Z(S};/Qei,S}g/Qei> = Z(SP€i7€i> =tr(Sp) < oo

A %

compacto. Como los operadores compactos son un ideal en los operadores de H y
(5113/ 2)2 = Sp concluimos que Sp es compacto.
O

A todo operador lineal acotado que cumpla las condiciones (i),(ii),(iii) y (iv) lo llamaremos

un S-operador.

Proposicion 3.5. Sea ¢ : H — C la funcidn definida por

¢(y) = exp <i<u,y> - %<Sy, y>>

donde p € H y S es un S-operador. Entonces existe una medida de probabilidad P en H tal
que p = P. Ademds P € P, u es el valor medio de P y S es el operador de covarianza de
P.

Demostracion. Claramente ¢ es continua y ¢(0) = 1. Sea {e;} una base ortonormal de H
y denotemos V,, el subespacio de dimensién finita generado por {ei,...,e,}. Entonces si

r =Y xe; €Vy, tenemos que

1 n
o(r) = exp Zmz Ly €5) 5 Z zix;(Se;, ej)

ij=1
Esto muestra que ¢ restringida a V;, es la transformada de Fourier de una distribucién normal
en R" con media ((u, €;))i_; y matriz de covarianza X" = ((Se;, €;));';_; -recordar que S es
autoadjunto y positivo-. Luego cada restriccion a los V;, debe ser una funcién definida positiva.
Llamemos ¢, a ¢ restringida a V,,. Sean z1, ..., zy nimeros complejos y hq, ..., hy elementos
de H. Para cada n ponemos hj = m,(h;) = >, (hi,ej)e; € V; parai=1,..., N, donde 7,

es la proyeccién ortogonal sobre V,,. Asi tenemos que

N
Z zzip(hy — Z 2k Zipn(hy — hy') >

k=1 k=1
Cuando n — o0, m,(h;) — h; y como ¢ es continua resulta que ¢(h} — h}') — @(hy — h;y) por
lo que tomando limite

N
> zzip(hy, — ) >
k=1
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Es decir, ¢ es definida positiva. Para terminar la prueba por el teorema de Minlos-Sazonov,
sera suficiente mostrar que para cada ¢ > 0 existe un S-operador S tal que para todo x € H
que virifique (Sez,z) < 1 se tiene 0 < 1 — Ryp(x) < e.

Por un lado

0 <1 Reo(z) = 1 — cos{p, ) exp (—%(Sm,x))

—1—exp <—%(Sm,x)> (1= cos(ps, 7)) exp <—%<Sw,x>>

1

< g(so.a) + 3lmar? =

S+T,
2

> 2,7) = e(Sex, z)

donde Ty, x = (u, x)p y Se = (S+1T),)/2¢. Luego bastara probar que S, es un S-operador. Como
(T, z) = {(p, )% > 0 para todo z € H tenemos que T}, es un operador positivo. Ademés
es compacto pues su imagen tiene dimensién uno. Se ve facilmente que 7}, es autoadjunto y

ademas

2
tr(Ty) = Y (Tueiei) = |lpl* < oo
i
Por lo que T}, es de hecho un S-operador. Luego al ser S, combinacién lineal positiva de
S-operadores también es un S-operador.

Probemos ahora que la medida de probabilidad P definida por ¢ esta efectivamente en

Pa2. No perdemos generalidad con suponer que p = 0. Entonces

Reo(x) = exp <%<Sx,x>> _ /H cos(y, 2)dP(y) = 1 — 2 /H sen2@dp(y)

< exp (—2 /H sen’ @dﬂy))

2/Hsen2 <y’—2x>dP(y) <

para todo x € H. Evaluando esta tltima desigualdad en tx con ¢ € R positivo y tomando

de donde deducimos que

(Sx, )

limite en ¢ — 0 tenemos que

2 t
Hminf—/ sen? <y2’x>dP(y) < —(Sz,x) Yre H
H

t—0 t2

| =

Como el integrando t=2sen?(t(y, z)/2) — (y,z)?/4 cuando t — 0, el lema de Fatou nos dice
que
/ (y,z)2dP(z) < (Sz,z) Vx € H
H
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Luego deducimos que

/Zy,ez )"dP(y §Zsez,e, <tr(S) <

y por el teorema de convergencia dominada deducimos que

/mwwwsww<m
H

Probaremos ahora que i y S son el valor medio y el operador de covarianza de P respectiva-
mente. Para esto sea v un elemento aleatorio con distribucién P. Consideremos (-, h) € H*
para un h € H fijo, entonces tenemos que (v,h) es una variable aleatoria real tal que su

funcién caracteristica esta dada por

Ploan(®) = [ dF(s) = [ teap(e) = P(en)
R H

= exp <z’t<,u, h) — ﬁ(Sh h>>

Luego para todo h € H tenemos que (v, h) es una variable aleatoria con distribucién normal,
E{v,h) = {u,h) y 0 ({v,h)) = (Sh, h). Esto implica por definicién de valor medio que p es

el valor esperado de v. Ademaés tenemos que

2 = s — 2 s) = T — 2 T) =
ome—A<@m»Mm A<AWWH)<%M

para todo h € H y por la identidad de polarizacion esto define de manera tinica a Sy vemos
que S = Sp.
O

Definicion 3.2. Diremos que un elemento aleatorio en H tiene distribucion gaussiana o que

es gaussiano, si su distribucion P tiene como transformada de Fourier

P = exp (itn - E1)

donde en esta igualdad p € H y S es un S-operador.

Proposicion 3.6. Sea v un elemento aleatorio en H. Entonces v tiene distribucion gaussiana

st y sélo si (v,h) es una variable aleatoria con distribucién normal para todo h € H.
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Demostracion. En la demostracion del teorema anterior vimos que si un elemento aleatorio
es gaussiano, entonces para todo h € H, se tiene que (v,h) tiene distribucién normal. Es
decir, nos falta probar el reciproco.

Supongamos que (v, h) es normal para todo h € H de media puy, y varianza O'}QL. Denotamos
por P la distribucién de v. Entonces pongamos v = ), v;e; donde {e;} es una base ortonormal

de H y v; = (v, e;). Por hipétesis cada v; es una variable aleatoria normal de pardmetros p;

> i = ol* = p?
%

por lo que la serie de la izquierda converge c.s. a una variable aleatoria finita p?. Para cada

y al-g. Ademaés tenemos que

N consideremos el vector aleatorio en RY dado por uy = (vi,...,vy). Luego uy tiene

distribucién gaussiana. En efecto dado (¢1,...,tN) € RV arbitrario tenemos que
N
oy + -+ tvon = (v, ) tie)
i=1

que tiene distribucién gaussiana. El vector de coordenadas my = (p1,...,uN) DO es otra

cosa que el valor medio de dicho vector aleatorio. Ademads tenemos que

N
px = llun]* =) vf <p?
i=1

H-‘r

un

el my

@) / i

Sea II el “plano” perpendicular -en RY- al subespacio generado por my -es decir a la

RN

recta Om,- que pasa por el punto my. Vemos que la probabilidad de que u,, este en uno
u otro semi-espacio es la misma, es decir P (uy € II") = 1/2, por lo que con probabilidad

mayor o igual que 1/2 tenemos que ||my|| < p.Esto implica que si la sucesién
N
2
I = ui
i=1
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no estuviera acotada, tendriamos una probabilidad superior o igual a 1/2 de que p? tampoco

lo estuviera lo cual es imposible. Luego necesariamente debe ser
> ui < oo
i

Podemos definir entonces el vector u € H poniendo 1 = ), p1ie;. Como sabemos que v tiene
esperanza si y sélo si v — p la tiene, podemos suponer que p = 0.
Consideremos 7wy : H — Vj las proyecciones ortogonales sobre los subespacios Viy gene-

rados por {ei,...,en}. Sea h € H fijo, como 7y (x) — z para todo z,

Bexp(it(my (1), b)) = /H exp(it (mx (z), h))dP(x)

= /H exp(it(z, my (h))dP(z) = @u(mn (th)) — ¢u(th) = Eexp(it(v, h))

para todo ¢ € R. Luego la funcién caracteristica pn de (mn(v),h) converge puntualmente
a ¢ la funcién caracteristica de (v, h). Ademds como son variables gaussianas, existen los

momentos y podemos escribir

o(t) =1 +iupt +r1(t) y on(t) = 1+ 12()

donde

T (t)
t

‘—>Osi|t|—>0

Luego fijemos ¢t > 0, entonces

[nllt] < lo(t) — on ()] + [r1(t) — r2(t)]
y haciendo N — oo tenemos que

M@ +[r2(D]
g

ln] <

cuando [t| — 0. Esto muestra que E(v, h) = 0 para todo h € H, de donde existe Ev = 0. En
general -cuando p # 0- se tiene Ev = p.
De manera muy similar, utilizando el mismo tipo de razonamientos pero de una forma

un tanto més engorrosa, se puede probar que E Hv||2 < 0.2 Esto implica que P € Py y nos

2El lector interesado puede consultar E. Mourier, Annales de P'Inst. H. Poincaré, vol. 13, no. 3, 1953, p4g.
161-244.
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garantiza la existencia del S-operador de covarianza S de P. Por definicién tenemos entonces
que
(Sh,h) = o* (v, h)) = o},

Luego para cadat € Ry h € H fijos vale que

2

ou(th) = Eexp(it{v, h)) = exp <¢ch - %@i) — exp (it(u, By — §<Sh, h))

Esto vale en particular para ¢t = 1, lo que muestra que v es un e.a. gaussiano.

O

La proposicién anterior es la que permite conectar la definicién que nosotros dimos de
e.a. gaussiano en un espacio de Hilbert, con su equivalente para espacios de Banach. Nuestro

altimo teorema es una generalizacién del teorema central del limite para v.a. i.i.d. en R.

Teorema 3.5. Sea {v,} una sucesion de elementos aleatorios independientes e identicamente
distribuidos en H, tal que la distribucion de vy estd en Po y E(vy) = 0. Si S es el operador

de covarianza de vi y definimos
n
1
Zn = —0 E o8
n nl/2 : %
=1

FEntonces

Zn = N
donde N es la distribucion gaussiana con media O y operador de covarianza S.

Demostracion. Sea h € H fijo. Entonces {(v,,h)} es una sucesion de variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas en R con media cero y varianza (Sh, h). Luego

por el teorema central de limite en R, sabemos que
1 n
(zn, h) = —75 2% h) = N(0, (Sh, h))

Como la transformada de Fourier de (z,, h) es

@y () = P, (th)

y como

—¢2
Pz, (1) —n exp <T<Sh’ h>>
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para todo t € R, tenemos que en particular para t =1,

P, (h) —n exp <w>

Como esto vale para todo h € H tenemos la convergencia puntual. Veamos ahora que {P, }
es tensa.

Fijemos {e;} una base ortonormal completa de H. Entonces para cada m > N,

m m m m
/ D Az e)dP., (z) =) / (w,€:)7dP., (x) = > 0% ((zn,e1)) = > (Sei, e)
H,—xN i=NYH i=N i=N
y como podemos pasar al limite pues la varianza es finita, tenemos que
(o ¢]
| @, (@) = Y (seie)
H i=N

para todo n. Luego como esta serie converge pues es la traza de S, tenemos que el limite en
N es cero. Entonces la sucesiéon es tensa. El teorema de continuidad nos garantiza que P,

converge en distribucién a una medida de probabilidad cuya funcién carcateristica es (*). O
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