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Resumen

En este trabajo monografico se clasificaran las algebras hereditarias de
tipo de representacion infinito manso a través de los diagramas euclideanos
también llamados Dynkin extendidos. En particular, se describird completa-
mente el comportamiento de la categoria de mdédulos finitamente generados
de dichas algebras.

Para esto estudiaremos a K@ el dlgebra de caminos con Q un diagrama
euclideano. Se estudiaran los médulos de dicha dlgebra a partir de los médu-
los indescomponibles. Estos se dividiran en dos segun la anulacién o no de un
parametro llamado defecto de la dimensién del médulo indescomponible.

Una vez hecha esta division, se probard que los de defecto no nulo se
encuentran en biyeccién con su dimensién y se describird su forma con la
ayuda de un functor llamado functor de coxeter.

Los de defecto nulo seran llamados médulos regulares. Dentro de estos,
distinguiremos los homogéneos y los no homogéneos.

Para la comprension de los no homogéneos se obtendra una lista com-
pleta de los moédulos simples regulares no homogéneos. Y por ultimo se
probaran dos teoremas describiendo los médulos regulares (un teorema para
homogéneos y otro para no homogéneos) a partir de los simples regulares.



Abstract

In this monograph tame Hereditary algebras of infinite representation
type will be classified through euclidean diagrams (also called extended
Dynkin). In particular, the category of finite generated modules will be com-
pletely described.

In order to achieve this, we will study K@, the path algebra in which
Q is an euclidean diagram. The modules of this algebra will be studied by
understanding the indescomposable modules. These modules may be divided
in two parts according to the anihilation of a parameter called defect of the
dimension of the indescomposable module.

Once this division is done, the modules with non zero defect will be in
bijection with their dimension, and their form will be described with the
help of a functor called coxeter functor.

The ones with zero defect will be called regular modules. In the regular
modules we sill distinguish the homogeneous and non-homogeneous ones.

In order to understand the non-homogeneous ones, a list of all the non-
homogeneous simple regular modules will be obtained. Finally, two theorems
will be demonstrated describing the regular modules from the simple ones.
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Capitulo 1

Preliminares

El objeto de estudio de este trabajo estd enmarcado dentro del area
de la teoria de Representaciones de Algebras, y dentro de esta, en el uso
de carcajes como herramienta para la comprension de la categoria de los
médulos asociados a un algebra.

Para poder situar al lector no familiarizado con estos temas dedicaremos
este capitulo a aspectos generales relacionados a la teoria de Representa-
ciones de algebras y luego al lugar que ocupan los carcajes (que no son otra
cosa que grafos orientados) en dicha teoria.

Nos limitaremos al caso de K-dlgebras de dimensién finita con K al-
gebraicamente cerrado aunque muchos de los resultados que citaremos se
cumplen en un contexto un poco mas general (dlgebras de Artin).

1.1. Algebras y Moddulos

Uno de los objetivos centrales de la teoria de representaciones de dlgebras
(o de anillos en general) es poder entender un algebra a través del estudio
de los moédulos asociados a la misma.

Definamos estas estructuras bdsicas (anillo, algebra, médulo) y veamos
que en nuestro contexto el estudio de los médulos se basa en el estudio de
los indescomponibles.

1.1.1. Estructuras basicas

DEFINICION 1.1.1. (Anillo) Un anillo es un conjunto con dos opera-
ciones (A,+,.) donde A con + es un grupo abeliano (asociativa, conmuta-
tiva, neutro y opuesto) con el elemento 0 como neutro y donde se cumplen
las siguientes condiciones:



1. (a.b).c = a.(b.c)
2. a.(b+c)=ab+acy(b+c)a=b.a+ca paraa,b,ce A

OBSERVACION 1.1.2. Trataremos con anillos con unidad, o sea, existe
un elemento llamado 1 que cumple que 1-a=a-1=a, V a € A.

DEFINICION 1.1.3. (Cuerpo) Un anillo A es un cuerpo si es conmu-
tativo (a.b ="b.a, Ya,b € A) y todo elemento tiene inverso, o sea, para todo
a € A existe b€ A tal que a.b=0b.a = 1.

DEFINICION 1.1.4. (Cuerpo Algebraicamente cerrado) Sea K un
cuerpo, decimos que K es algebraicamente cerrado si para todo polinomio
no constante con una indeterminada t con coeficientes en K se cumple que
todas las raices estan en K.

DEFINICION 1.1.5. (Algebra) Sea K un cuerpo, una K-dlgebra A es
un anillo con unidad tal que A como K-espacio vectorial es compatible con
la multiplicacion de A como anillo, en otras palabras

Aa.b) = (a.N).b =a.(A\.b) = (a.b)N VA€ K a,be A

Dentro de las dlgebras en general nos van a interesar las de dimension fini-
ta siempre sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Recordemos de qué se
tratan.

DEFINICION 1.1.6. (Algebra de dimensién finita) Una K-dlgebra A
se dice de dimension finita si su dimension sobre K como espacio vectorial
es finita.

Podemos hablar de A-médulos siempre que A tenga estructura de anillo.
En nuestro contexto A serd un algebra (que en particular es un anillo) asi que
definimos médulo en nuesto caso de la siguiente manera:

DEFINICION 1.1.7. (Médulo) Se A una K-dlgebra. Un A-médulo a
derecha es un par (M,.), donde M es un K-espacio vectorial y M x A — M
(m — m.a) una operacion binaria que satisface las siguientes condiciones:

1. (z+y)a=za+y.a
2. z.(a+b)=z.a+zb

3. x.(ab) = (xz.a)b

4. x- 1=

5. (xA).a=z.(a)) = (z.a)\, Ve,y e M, a,be A, A € K.



OBSERVACION 1.1.8. Notemos que el propio A se puede ver como un
A-médulo a derecha. Los ideales a derecha de A también tienen estructura
de A-mddulos considerando la multiplicacion a derecha como la accion.

DEFINICION 1.1.9. (Submédulo) Un K-subespacio vectorial N de M,
A-médulo a derecha, se dice un submddulo de M si na € M ¥Vn € N,a € A.

DEFINICION 1.1.10. (Homorfismo de A-médulos a derecha) Sean
M y N A-mdédulos a derecha, un mapa K-lineal h : M — N es un homo-
morfismo de A-mddulos si h(ma) = h(m)a Ym € M,a € A.

Los A-moédulos a derecha con los homomorfismos de A-médulos a derecha
forman una categoria llamada ModA. Dentro de esta podemos considerar a
los A-médulos a derecha finitamente generados. Estos, con los homomorfis-
mos correspondentes forman una subcategoria a la que llamaremos modA.

Con estas mismas ideas podemos definir A-mdédulo a izquierda y la cat-
egorias AMod y Amod. A lo largo de este trabajo usaremos mddulos a
izquierda o derecha en el caso que corresponda.

1.1.2. Teorema de Krull-Remak-Schmidt

DEFINICION 1.1.11. (Médulo indescomponible) Sea M un A-médu-
lo, M es indescomponible si M es no nulo y no se puede escribir de la forma
M~NE@L con N yL A-médulos no nulos.

Que un médulo sea indescomponible no implica necesariamente que no
tenga submédulos propios (éstos serdan los médulos simples).

Los médulos indescomponibles seran los elementos basicos para entender
A-mod ya que todo médulo se escribe de forma tnica (a menos del orden)
como suma directa de médulos indescomponibles y esto es lo que dice el
siguiente teorema:

TEOREMA 1.1.12. (Krull-Schmidt-Azumaya) Sea A una K-dlgebra.
Supongamos que M y N son A-mddulos con M = M@ Ms ... M, y
N =N @N>...@ N, siendo N; y M; indescomponibles para i =1...s,
7 =1...7. Entonces, si M ~ N, r = s y existe una permutacion o tal que
M; ~ Ng;) para todo 1 <i <.

1.2. Teorema de Gabriel I

En esta seccion nos centraremos en entender la relacion que existe entre
los carcajes y las K-algebras de dimension finita. Esta relacién nos la dard el
Teorema de Gabriel pero primero veamos algunos conceptos basicos sobre
los carcajes comenzando con su definicién.



DEFINICION 1.2.1. (Carcaj)

Un carcaj Q = (Qo, Q1, s, t) es una cuddrupla que consiste en dos con-
Juntos: Qo (cuyos elementos son llamados puntos o vértices) y Q1 (cuyos
elementos son llamados flechas), y dos mapas s,t: Q1 — Qo que asocian a
cada o € Q1 su fuente s(a) € Qo y su destino t(a) € Qo, respectivamente.

DEFINICION 1.2.2. (Carcaj finito)

Decimos que un carcaj @ es finito si Qp y Q1 son conjuntos finitos.

DEFINICION 1.2.3. (Grafo subyacente)
El grafo subyacente QQ de un carcaj QQ se obtiene de @ sin tomar en cuenta
las orientaciones de las flechas.

DEFINICION 1.2.4. (Carcaj conexo)
Decimos que un carcaj es conexo si Q) (el grafo subyacente) es conexo.

DEFINICION 1.2.5. (Camino)

Sea Q@ = (Qo, Q1, s, t) un carcaj a,b € Q. Un camino de largo ¢ con
fuente a y destino b (de a en b) es una secuencia (a|aq, ag, ..., apb) donde
a € Q1 cumple que s(aq) = a, t(ay) = s(ags1) y t(ay) =b. Un camino de
esta forma se escribe de forma abreviada de la forma aias ... ap.

Notacion: Llamaremos ; al conjunto de todos los caminos de largo .
Acordamos ver a los puntos de ()9 como caminos de largo cero, los llamamos
camino trivial o estacionario y se reppresentan como &, = (a || a).

OBSERVACION 1.2.6. Los caminos de largo cero y uno estan en biyec-
cion con los puntos y flechas del carcaj respectivamente.

DEFINICION 1.2.7. (Ciclo)
Un camino de largo I > 1 que comienza y termina en el mismo punto se
llama ciclo. Un carcaj que no contiene ciclos se llama aciclico.

Una primer relacion entre los carcajes y las algebras aparece con la con-
struccién del dlgebra de caminos. Esta pasard a ser un caso particular del
Teorema de Gabriel, veamos de que se trata.

DEFINICION 1.2.8. (Algebra de Caminos)

Sea Q un carcaj. El Algebm de Caminos KQ es la K-dlgebra tal que como
espacio vectorial tiene de base los caminos en Q) y el producto de dos vectores
de la base se define de la siguiente manera:

(a|a1,a2, e ,Oég|b)(6‘ﬁ1,/82, cee 76k’d) = 5bc(a’alaa2a cee 70%7617/827 cee 7ﬁk|d)

En otras palabras, la operacion es "pegar”los caminos si se puede, o sea, St
el primer camino termina donde comienza el sequndo.



Para poder definir otras algebras a partir de un carcaj ) necesitamos
mas estructura. Es aqui donde aparecen los ideales admisibles 7 y luego el
algebra KQ/Z.

DEFINICION 1.2.9. (Ideal flecha)

Sea Q un carcaj finito y conexo. Llamaremos ideal flecha (Rq) al ideal bilat-
eral de KQ generado por las flechas de Q). Observemos que Rg = @~ KQ;
siendo KQ; el subespacio de KQ generado por los caminos de largo 1. A su
vez, para cada l > 1, RZQ = @mzl KQn, es el ideal de KQ generado por los
caminos de largo mayor o igual que [.

DEFINICION 1.2.10. (Ideal admisible) Sea Q) un carcaj finito y R el
ideal flecha del dlgebra de caminos KQ. Un ideal bilateral T de KQ se dice
admisible si existe m > 2 tal que:

2
Ry €1 C Ry,

Si Z es un ideal admisible de KQ, el par (Q,Z) se dice un carcaj acotado.
Al dlgebra cociente KQ /T la llamaremos dlgebra del carcaj acotado (Q,T).

Luego de definidas las dlgebras K@) /Z es natural preguntarse cuando un
algebra se puede escribir de esta forma. Para esto daremos la definicion de
algebra bésica y conexa.

DEFINICION 1.2.11. (Conjunto completo de idempotentes prim-
itivos ortogonales)

Consideremos una K-dlgebra de dimension finita. Un elemento e € A se dice
2 — ¢. Los idempotentes ey, es se dicen ortogo-
nales si ejea = ege; = 0. Un idempotente e se dice primitivo si no se puede
escribir como e1 + e siendo ey y eo idempotenes ortogonales no nulos.

idempotente si cumple que e

Al ser A de dimension finita admite una descomposicion como A-mddu-
lo a derecha A= PP Po@ ... P, siendo P;, coni =1,...n, ideales a
derecha indescomponibles y P; = e; A con e; un idempotente primitivo. El
conjunto {ei,ey...en} se llama conjunto completo de idempotentes primi-
tivos ortogonales.

DEFINICION 1.2.12. (Algebra bdsica)
Sea A una K-dlgebra con el conjunto completo de idempotentes primitivos
ortogonales

{e1,ea...en}. El dlgebra A es bdsica si e;A # ejA, Vi # j.

DEFINICION 1.2.13. (Algebra conexa)
Un dalgebra A es conexa (o indescomponible) si no se puede escribir como
producto directo de dos dlgebras no nulas.



Por ultimo enunciaremos el Teorema de Gabriel para algebras de di-
mension finita (es el caso que nos interesa) y daremos un ejemplo de su
aplicacién.

TEOREMA 1.2.14. (Gabriel I)
Sea A una K-dlgebra basica, conexa y de dimension finita.
FEntces existe un ideal admisible T y un carcaj Q  tal que A ~ KQa/Z

EJEMPLO 1.2.15. Sin entrar en detalles de construccion y solo a modo
de ejemplo si consideramos A = KJt]/ < t™ >, con m > 1, entonces A ~

KQ/T con Qo ={1}, Q1 ={a} eZT =<a™ >:
=t

1.3. Representaciones y médulos

Luego de obtener una relacién entre carcajes y algebras y sabiendo que
a partir de la categoria de modulos podemos comprender el dlgebra encon-
traremos una forma de ver a los médulos en el carcaj. Para esto definiremos
las representaciones y luego citaremos un resultado que relaciona los médu-
los de un algebra y las representaciones de un carcaj.

DEFINICION 1.3.1. (Representacion)

Sea @ un carcaj y K un cuerpo algebraicamente cerrado. Una representacion
K-lineal M de Q (o simplemente una representacion de M en Q) es definida
de la siguiente manera:

(a) A cada punto a € Qq del carcaj le asocia un K-espacio vectorial M,,

(b) A cada flecha o :a — b en Q1 le asocia un mapa K-lineal po : My —
M.

Podemos escribir M = (Mg, pq) con a € Qo y o € Q1. Decimos que la rep-
resentacion M es de dimension finita si cada M, es un K-espacio vectorial
de dimension finita.

En esta primera definicién de representacién no aparece el ideal admisi-
ble. Veamos la definicién de representacion acotada por Z y para esto defi-
namos primero relacion.



DEFINICION 1.3.2. (Relacién)

Sea @ un carcaj. Una relacion en QQ con coeficientes en K es una com-
binacion K-lineal de caminos de largo | > 2 que comienzan en un mismo
vértice y terminan en un mismo vértice. Una relacion p se escribe de la
stguiente forma:

m
p= Z Ajw; con A\ € K y w; los caminos de largo por lo menos 2 tal que
i=1

s(w;) = s(wy) y t(w;) = t(wy) 4,5 =1,...,m.

LEMA 1.3.3. Si Q es un carcaj finito e T un ideal admisible de KQ existe
una cantidad finita de relaciones {p1,...pm} tal que T =< p1,...pm >.

Ahora si veamos el concepto de representacién acotada por 7.

DEFINICION 1.3.4. Dado p = Z)\iwi una relacion, definimos ¢, =

=1
m

E Xitow,; stendo @y, la composicion de las transformaciones lineales corre-
i=1
spondientes.

DEFINICION 1.3.5. (Representacion acotada por un ideal admis-
tble 7) Sea Q un carcaj finito, T un ideal admisible de KQ. Una repre-
sentacion M = (Mg, pa) de Q se dice acotada por el ideal admisible T si
cumple que ¢, = 0 para toda p relacion del ideal.

Las representaciones indescomponibles jugaran el papel de los médulos
indescomponibles.

DEFINICION 1.3.6. (Suma directa de representaciones)

Dadas dos representaciones M = (Mgy,00) y M' = (M, ¢,) definimos
la representacion suma directa M@ M’ como (M@ M)y = M, P M, y
(M@ M')a = Ma D M,

DEFINICION 1.3.7. (Representacién indescomponible)
Una representacion M de QQ se dice indescomponible si no es isomorfa a la
suma directa de dos representaciones no nulas.

Asi como entre los anillos tenemos los homomorfismos de anillos y entre
los moédulos los homomorfismos de médulos veamos la definicién de morfismo
entre representaciones.

DEFINICION 1.3.8. (Morfismo de representaciones)
Sean M = (Mg, 00) y M' = (M), ¢l) dos representaciones de Q.



Un morfismo de representaciones f : M — M' es una familia f =
(fa)acq, de mapas K-lineales, con cada fq : M, — M, tal que para todo
a:a—b, O fo= foa, 0 sea, que el siguiente diagrama conmuta:

M, 2 M,
fal , ifb
M, s M

El conjunto de las representaciones K-lineales de un carcaj ) junto a
los morfismos de representaciones forman una categoria que llamaremos
Repg (Q). Dentro de esta podemos distingir una subcategoria que consiste
en considerar las representacines de dimensién finita con los morfismos co-
rrespondientes; a esta la denotamos repk (Q).

Veamos ahora el resultado que relaciona las categorias ModA con Repg (Q).

TEOREMA 1.3.9. Sea A = KQ/T donde Q es un carcaj finito y conexo
e Z es un ideal admisible de KQ. Eziste una equivalencia K-lineal de cate-
gorias:

F: ModA = Repr(Q,T)
Ademds esta equivalencia entre categorias se restringe a:
F:modA S repg(Q,T).

Gracias al teorema anterior podemos ver los médulos de un algebra (en
las hip6tesis del Teorema de Gabriel) como representaciones. Dentro de los
moédulos asociados a un algebra podemos distingir los indescomponibles que
ya vimos, pero también los simples, proyectivos e inyectivos. Recordemos
sus definiciones.

DEFINICION 1.3.10. (Médulo simple)
Sea M un A-mddulo, M es simple si es no nulo y no contiene submddulos
PropLos.

DEFINICION 1.3.11. (Médulo inyectivo) Un A-médulo a derecha E
se dice inyectivo si para cualquier homomorfismo inyectivo (monomorfis-
mo) de A-mddulos a derecha u : L — M, el mapa inducido Hom(u, E) :
Homa(M,E) — Homa(L, E) es sobreyectivo. En otras palabras, para todo
monomorfismo u : L — M y homomorfismo g : L — E, existe ¢ : M — E
que hace conmutar el siguiente diagrama:



DEFINICION 1.3.12. (Médulo proyectivo) Un A-mddulo a derecha P
se dice proyectivo si para cualquier homomorfismo sobreyectivo (epimorfis-
mo) de A-mddulos a derecha h : M — N, el mapa inducido Hom(P,h) :
Homy(P,M) — Homa(P, N) es sobreyectivo. En otras palabras, para todo
epimorfismo h : M — N y homomorfismo f : P — N, existe f' : P — N
que hace conmutar el siguiente diagrama:

P

f/

Veamos ahora la forma de las representaciones asociadas a los moédulos
simples, indescomponibles y dento de éstos, a los proyectivos e inyectivos
indescomponibles.

LEMA 1.3.13. Sea A ~ KQ/Z. Consideremos F, el functor del teorema
anterior.

(a) Los mddulos simples se transforman bajo el functor F en las repre-
sentaciones S(i) con i € Qo siendo:

. 0 ¢ ]
S(Z)j: K ’Li?
S(i)a =0, Va € Q1

(b) Los médulos indescomponibles se transforman en las representaciones
indescomponibles;



(¢) Los mddulos proyectivos indescomponibles se transforman bajo el func-
tor F' en las representaciones P(i) coni € Qg siendo P(i) = (P(i);, ¢a)
de la siguiente forma:

P(i); es el K-espacio vectorial con base {w = w + L}, los caminos de
1enj.

Dado oo :a — b, po : P(i)g — P(i)p estd dada por la multiplicacion a
derecha de o = o+ T,

(d) Los médulos inyectivos indescomponibles se transforman bajo el functor
F' en las representaciones 1(i) con i € Qo siendo I(i) = (I(i)j,%a) de la
stguiente forma:

I(i); es el dual del K-espacio vectorial con base {v = v+1} siendo v los
caminos de j en 1.

Dado v : a — b, o : I(i)q — I(i)p esta dada por el dual de la multipli-
cacion a izquierda de & = o+ 1.

1.4. Tipos de representacion

Dada un &lgebra en las condiciones del teorema de Gabriel nos intere-
sard estudiar los modulos indescomponibles. En este sentido, podriamos di-
vidir a las algebras en dos tipos: las que tiene un nimero finito de médulos
indescomponibles (a menos de isomorfismos) y las que tienen infinitos médu-
los indescomponibles no isomorfos. A las primeras las llamaremos de tipo
de representacion finita mientras que las segundas seran de tipo de repre-
sentacién infinita.

Dentro de todas las algebras en las condiciones del Teorema de Gabriel
nos centraremos en las hereditarias y dentro de éstas, en las que su grafo
subyacente es Dynkin o Euclideano. Veamos de que se tratan estas algebras
y que propiedades tienen.

DEFINICION 1.4.1. (Algebras hereditarias) Decimos que un dlgebra
A es hereditaria a derecha si cualquier ideal a derecha de A es proyectivo
como A-mddulo.

Decimos que un dlgebra A es hereditaria a izquierda si cualquier ideal a
izquierda de A es proyectivo como A-mddulo.



En el contexto de dlgebras de dimension finita A es hereditaria a derecha
st y solamente si lo es a izquierda y por lo tanto las llamaremos simplemente
hereditarias.

TEOREMA 1.4.2. (a) Si Q es un carcaj finito, conexo y aciclico, en-
tonces A = KQ es hereditaria.

(b) Si A esun dlgebra bdsica, conexa y hereditaria, consideremos {e1, ez .. .en}
un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales. Entonces
A~ KQ con Q un carcaj finito, conexo y aciclico (|Qo| =mn).

1.4.1. Diagramas Dynkin y Euclideanos

En el problema de clasificacion de dlgebras hereditarias, podemos pensar
a dichas algebras, gracias al resultado anterior, como algebras de caminos

KQ.

Dentro de todos los carcajes posibles vamos a distinguir ciertos carcajes
cuyos grafos subyacentes son de la siguiente manera:

n>4




An n>1
- '\ L ./'
D, - S
h n>4
Eg | :
Er
Eg

A los primeros cinco los llamaremos diagramas de Dynkin mientras que
los siguientes cinco son los diagramas de Dynkin extendidos o Euclideanos.
El subindice en cada caso se refiere al nimero de puntos del grafo en los
Dynkin y al niimero de puntos menos uno en los Euclideanos. Esto se debe
a que los Euclideanos se construyen a partir de cada diagrama Dynkin agre-
gando un punto y el nombre del diagrama hace referencia al Dynkin del cual
proviene.

A partir de los diagramas anteriores podemos construir una familia de
carcajes eligiendo alguna orientacién para cada una de las aristas. Nos vamos
a interesar en todos éstos salvo el caso An con las aristas orientadas todas
en el mismo sentido. La razon es que el algebra de caminos que se obtiene
es de dimensién infinita y estas algebras no seran nuestro objeto de estudio.

En varias ocasiones querremos obtener resultados para carcajes cuyos
diagramas son Dynkin o Euclideanos (nos centraremos en los Euclideanos).
Si quisieramos probar estos resultados a mano deberiamos considerar, en
principio, todas las orientaciones posibles de dichos diagramas lo cual seria
bastante extenso y de alguna forma repetitivo.

A continuacién veremos una herramienta que nos servira para reducir la
cantidad de casos a probar.

DEFINICION 1.4.3. reflexion (0,) Sea Q = (Qo,Q1,s,t) un carcaj
finito conexo y aciclico con n = |Qol|. Para todo punto a € @Qy podemos
definir un nuevo carcaj 0,Q = (Qf, Q1,5 ,t") donde Qo = Qf pero todas las
flechas que comiencen o terminen en a se invierten.



DEFINICION 1.4.4. (Sucesién admisible de pozos)
Una sucesion admisible de pozos es un orden para los vértices del carcaj
(araz...an) que cumple:

(i) a1 es un pozo, o sea, en aj solo terminan flechas;
(ii) a; es un pozo en o4, _, ...04,Q, para 2 <1i < n.

Este concepto serd visto en el proximo capitulo como enumeracion admisible.
Alli se verd también que todo carcaj finito y aciclico admite una enumeracion
admisible (una sucesion admisible de pozos).

DEFINICION 1.4.5. (Sucesién admisible de fuentes)
Una sucesion admisible de fuentes es un orden para los vértices del carcaj
(biba ... by) que cumple:

(i) by es una fuente, o sea, en by solo comienzan flechas;
(i1) b; es una fuente en oy, ...0p,Q, para 2 < i < n.

Claramente, si (ajasg . . . ay) es una sucesién admisible de pozos, (apan—1 ...a1)
es una sucesion admisible de fuentes.

OBSERVACION 1.4.6. Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico. Sea
(araz...a,) una sucesion admisible de pozos.

(a) Sil <i<mn, entoncesa; es una fuente y aj+1 €s un pozo en o, ...0q, Q.
(b) Sil <i<n,entoncesa; es un pozo y a;—1 es una fuente en oq, ...0q, Q.

(c) 0a, - 00, Q =04y ...04,Q

LEMA 1.4.7. Sean Q y Q' dos drboles que tienen el mismo grafo subya-
cente, o sea que cumplen QQ = Q)', sin ciclos. Fxiste una sucesion de puntos
de Q i1,12...,1; tal que:



(a) Para cada 1 < s <t, is es un pozo en o;,_, ...04Q;

(b) oi,...00,Q =Q.

Demostraciéon: Alcanza probar el resultado en el caso en que Q y Q'
difieren en una flecha ya que podemos construir una sucesion de carcajes

Q = Q1,Q2,...,Q; = @ tal que Q; y Q;11 difieran en una flecha con
i=1,...,p—1.

Sea av: i — j en Q1 tal que en Q] es o’ : j — i la tinica flecha en la que
difieren. Consideremos el siguiente subcarcaj de Q y Q": Q" = (Qo, @Q1/{a}).
Como @ y @' son drboles Q" no es conexo. En particular, ¢ y j se encuen-
tran en componentes conexas distintas (las tnicas dos componentes porque
partimos de un carcaj conexo) y podemos escribir Q" = Q| JQ’ donde Q*
es la componente conexa que contiene a i y Q7 la que contiene a j.

Tanto Q' como @’ seran arboles y por lo tanto podemos considerar una
sucesién admisible de pozos para cada uno, Qf = {1,2,...m} y Q) = {m+
1),...,n}. Sabemos, por la observacién anterior que para cada 1 < k < m,
k es un pozo en oy_1...01Q" y por lo tanto serd un pozo en oj_1 ...o01Q.
Més aun, o, ...01Q = Q'.

Luego de este resultado, dado un diagrama Dynkin o Euclideano distinto
de A, (son todos arboles) con una orientacién arbitraria podemos pasar a
cualquier otra orientacién aplicando o, repetidas veces en forma adecuada.

Para el caso de A,, nos servird la siguiente observacion:

OBSERVACION 1.4.8. Si consideramos el diagrama A, con una ori-
entacion que contenga exactamente m flechas antihorarias, podemos pasar
con reflexiones (reiteradas veces y en forma adecuada) a cualquier otra ori-
entacion de A, que tenga m flechas antihorarias.

Demostracion: Consideremos el diagrama A,, con una orientacién que
contenga exactamente m flechas antihorarias.

Supondremos que m < n + 1 ya que estamos excluyendo el caso en que
todas las flechas estan orientadas en el mismo sentido como ya observamos
anteriormente y por lo tanto siempre habrd un pozo o una fuente. Conside-
remos un pozo a (con una fuente es andlogo). Esto implica que habrd una
flecha horaria que termina en a y una antihoraria que termina en a.

Al aplicar o, la flecha horaria pasa a ser antihoraria y la antihoraria pasa
a ser horaria pero el niumero de flechas antihorarias m se mantiene. Veamos
la siguiente figura:
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SN T
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Observemos que dado un carcaj de grafo subyacente A, con m flechas
antihorarias, aplicando o, para pozos o fuentes podemos ir corriendo las
flechas de a una hasta que queden las m flechas antihorarias todas juntas al
comienzo (fijando un vértice como primero); esto implica que puedo pasar
de una orientacién de A, a otra aplicando reflexiones.

1.5. Forma cuadratica

En esta seccidon presentaremos una herramienta que serd muy usada en
el siguiente capitulo y que asigna a cada carcaj una forma cuadratica.

Veremos uno de los resultados basicos en los que se obtiene informacién
del carcaj a partir de su forma cuadratica. Este resultado serd especialmente
atil en el caso de los diagramas de Dynkin y FEuclideanos.

DEFINICION 1.5.1. (Forma cuadrdtica asociada a un carcaj Q)
Sea Q) un carcaj finito, conexo y aciclico. Sea n = |Qo| el nimero de puntos

de Q.

Escribiremos como {e1,ea...e,} a la base candnica de 7" (o Q™ en el
caso que sea necesario). La forma cuadrdtica asociada a @Q se define como:

qQ(z1,x2, ... xy) = Z x? — Z Ty(a)Tt(a) CON (T1,T2,...,Tpn) € Z".
i€Qo ac@Q1

Observemos que la forma cuadratica asociada a un carcaj depende sola-
mente del grafo subyacente y no de la orientacién de las flechas.

Recordemos que una forma cuadréatica g es definida positiva si ¢(z) > 0
para todo x € Z™ no nulo. Se dice que una forma cuadratica ¢ es semidefini-
da positiva si ¢(z) > 0 para todo = € Z™. Por tltimo, una forma cuadratica
q es indefinida si existe x € Z" tal que g(z) < 0 e y € Z™ tal que ¢(y) > 0.
Observemos que en el caso de gg siempre van a haber vectores con gg(x) > 0
por ejemplo, gg(e;) = 1, e; de la base candnica.



Para una forma cuadratica semidefinida positiva g, el conjunto

rad g ={x € Z"/q(x) = 0}
se llama radical de ¢q. El corrango de g se define como el rango del radical.

Veamos ahora algunos lemas y ejemplos que nos llevaran al resultado
principal de esta seccién.

LEMA 1.5.2. Sea QQ un carcaj finito, conexo y aciclico. Si el grafo subya-
cente de Q (Q), no es Dynkin, entonces contiene un diagrama Euclideano
como subgrafo.

Demostracién: Mostraremos que si ) no contiene un grafo Euclideano
entonces es Dynkin. Como Q no contiene a A, debers ser un érbol. Como
@ no contiene a Dy ningin punto en @ tendrd més de tres vecinos (puntos
con los cuales tiene una flecha en comin). La exclusién de ljn conn > 5
implica que a lo sumo un punto tendrd exactamente tres vecinos. Estamos
en al siguiente situacion:

siendo s, r y t la cantidad de puntos en cada rama (no contamos en
ninguno el vértice que conecta las tres ramas). Podemos asumir que r < s <
t. La exclusién de E6 asegura que 1 < 1.Sir=0Q = Agipy1. Sir =1,
al no poder contener a F7 sabemos que s < 2. Sis=0esun A,, si s =1,
entonces Q = D; 3 y si s = 2, como Fg no es subgrafo de Q se concluye
que t < 4.Sit =00t =1 pasamos a los casos anteriores y si t = 2,3,4
obtenemos FEg, E7 y Eg respectivamente.

EJEMPLO 1.5.3. Consideremos el siguiente carcayj:
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SN

les— 72 o 2
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qQ = 23 + 23 — ma1ze = (11 — m/229)% + (1 — m?/4)23. Si m=1, q¢
es definida positiva, si m = 2 es semidefinida de corango 1 y si m > 2 es

indefinida.

LEMA 1.5.4. Sea Q tal que su grafo subyacente Q es Euclideano. Entonces
qqo es semidefinida positiva de corango uno.

Demostracion: El lema se demuestra simplemente hallando la forma
cuadratica asociada a cada uno de los diagramas euclideanos y un generador
del radical (lo llamaremos v) en cada caso.

cl, c2 P,

LT,
Ap J

p>q, ptqg=n-—1

N
a1 a2 dq
9 =Y (zi— ;)
EERNR I
ve 1 N
N e

4qq = Z (2a¢ — 21)* +2 Z (2t — 211)° + Z (2n—3 — 2by)

=12 1<t<n—4 =12
1. 1
v= N2 2 2 2/
1/ 1

al a2 z ‘ b2 b1
36qg = (6a; — 3az)? + (6by — 3b2)? + (6c1 — 3c2)? + 3[(3az — 22)% + (3bg — 22)2 + (3cy — 22)?]

1,
|

o
v= 1 2 3 2 1
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24(]@ = 6[(2&1 — a2)2 + (2b1 — b2)2] + 2[(30,2 — 2a3)2 + (3b2 — 2()3)2] + (4a3 — 32)2
+(4b3 — 32)2 + 6(2c — 2)?

- Ce
Eg ‘
al a2 a3 a4 a5 z, b2 b1

120gg = 30(2a1 — a2)? + 10(3ag — 2a3)? + 5(4as — 3a4)* + 3(5as — 4as)*
+30(2b1 — b2)? + 2(6as — 52)? + 10(3by — 22)? + 30(2¢ — z)?

LEMA 1.5.5. Sea Q un carcaj conexo tal que qg es semidefinida positiva
y Q" un subcarcaj pleno, propio de Q. Entonces la restriccion qg de qg en
Q' es definida positiva.

Demostracion: Claramente g es semidefinida positiva para cualquier
subcarcaj pleno de Q. Supongamos que existe Q' tal que gg no es definida
positiva. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que @’ es minimal
con esta propiedad. Sea ' = ), xle; un vector no nulo tal que g(z') = 0.
La minimalidad de @' implica que z # 0 para todo i € Qf. Més atn,
podriamos suponer que z; > 0 ya que al ser semidefinida positiva se cumple
que si 2’ =", |zt|e;, entonces go(z”) < qo(2).

Sea j € Qo\Q( un vecino (predecesor o sucesor) de k € Q. Definimos el

vector = ), x;e; en Q" de la siguiente manera:
/

@ si i€ Q@
:ci:{ 1/2z;, si i=j

0 si i€Qo\Q)

Entonces qo(z) = qq(z' + zjej) = qo/(2) + x? - Z Tz < xf -
lEI;Um;
rhr; = 1/4x)F —1/22)2 = —1/42}? < 0 lo que contradice que qq es semi-
definida positiva.



COROLARIO 1.5.6. Sea @) un carcaj cuyo grafo subyacente es Dynkin.
Entonces qq es definida positiva.

Demostracién: Dado un carcaj @ cuyo grafo subyacente Q es Dynkin,
es un subgrafo pleno de un grafo Euclideano @’. Usando el lema 1.5.4 sabe-
mos que la forma cuadratica asociada a un carcaj Euclideano gg/ esa semi-
definida positiva y por el lema 1.5.5 podemos asegurar que qg es definida
positiva.

PROPOSICION 1.5.7. Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico, Q el
grafo subyacente asociado a Q.

(a) Q es un diagrama de Dynkin si y solamente si qq es definida positiva.

(b) Q es un diagrama Euclideano si y solamente si qo es semidefinida
positiva pero no definida positiva.

(c) Q no es un diagrama de Dynkin ni Euclideano si y solamente si qq es
indefinida.

Demostracion:
El directo de (a) es el corolario anterior.
El directo de (b) es el lema 1.5.4.

Supongamos ahora que g es semidefinida positiva, entonces, gracias al
ejemplo 1.5.3 sabemos que Q no contiene dos puntos con méas de dos flechas
entre si. Por lo tanto, si Q no es Dynkin por el lema ?? sabemos que contiene
a un diagrama Euclideano. Esta inclusién del diagrama Euclideano en @ no
puede ser estricta por el lema 1.5.5. Esto muestra el reciproco de (a) y (b).

Sea @ ni Dynkin ni Euclideano. Por (a) y (b) qg no es semidefinida posi-
tiva y por lo tanto serd indefinida. Usando nuevamente las partes anteriores,
si g es indefinida su grafo subyacente no puede ser ni Dynkin ni Euclideano.

1.6. Gabriel 11

Por dltimo en el capitulo, veremos el resultado que da una condicién
suficiente y necesaria para que un algebra de caminos sea de tipo de re-
presentacion finita. Omitiremos la demostracién pero vale la pena resaltar
que usa fuertemente la forma cuadrética asociada a un carcaj y algunos
resultados que vimos en la seccién anterior.

TEOREMA 1.6.1. Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico, K un cuerpo
algebraicamente cerrado y A = KQ el dlgebra de caminos de Q.



(a) El dlgebra A es de tipo representacion finita si y solamente si el grafo
subyacente QQ es uno de los diagramas de Dynkin.

(b) Si Q es un diagrama Dynkin el mapa dim : M — dimM induce una
biyeccion entre las clases de isomorfismo de los A-mddulos indescom-
ponibles y el conjunto {x € N™;qq(x) = 1} de las raices positivas de
la forma cuadrdtica qg de Q.

(¢) Elnimero de clases de isomorfismo de los A-mddulos indescomponibles
es 1/2n(n+ 1), n? —n, 36, 63 y 120 si Q es el diagrama de Dynkin
A, Dy, (n>4), Eg, E7 y Eg respectivamente.

Para ver la demostraciéon de este teorema, el lector puede dirigirse al
libro [4], capitulo VII, seccién 5.



Capitulo 2

Modulos determinados por
su dimension

En los proximos dos capitulos nos ocuparemos en describir las dlgebras
de caminos de dimensién finita (esto excluye al caso A,, con las flechas todas
orientadas en el mismo sentido) que provienen de los diagramas Euclideanos
llamados también Dynkin extendidos.

Recordemos cuales son los diagramas de Dynkin extendidos o Euclideanos:

An T T n>1
~ '\.7 o 7./'
D, ./ .

-‘ n>4
Eg I S
E; |
Eg

Sabemos que un algebra hereditaria de dimension finita, basica y conexa
sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado se puede escribir como KQ con Q
un carcaj finito, conexo y aciclico, por lo cual, cuando pensamos en dlgebras
hereditarias (bajo las hipétesis anteriores) pensamos en un algebra del tipo
KQ. También sabemos que las dlgebras hereditarias de tipo representacién
finita no son otras que las 4lgebras de caminos KQ con @ un diagrama de
Dynkin.

26



Teniendo en cuenta este resultado resulta bastante natural interesarse
en las 4lgebras de caminos KQ de dimensién finita con ) un diagrama de
Dynkin Extendido. Sabemos que estas van a ser de tipo representacién in-
finita pero al ser tan pequena la diferencia entre los diagramas de Dynkin y
los Euclideanos (es solamente extender por un punto en el lugar adecuado)
es logico pensar que va a haber una cierta estructura especial o un cierto
orden a la hora de estudiar los médulos de dicha &dlgebra. A este tipo de
4lgebras (las de caminos de dimensién finita con @ Euclideano) las llamare-
mos mansas.

Para estudiar la categoria A-mod, uno de nuestros objetivos centrales va
a ser estudiar la estructura de los médulos indescomponibles. Estos van a
determinar la forma del carcaj de Auslander-Reiten (ver apéndice) asociado
al algebra, del cual aunque no estudiaremos en detalle, daremos una idea de
su forma.

Este capitulo trata de relacionar un médulo con su dimensién y ver en
que contexto esta relacién es una biyeccién. Para plantear este resultado
necesitaremos tanto herramientas asociadas a la dimensién de un mdédulo
como ayuda de functores adecuados.

El segundo capitulo, utilizando las herramientas introducidas anterior-
mente, estudia los médulos indescomponibles que no estan en biyecciéon con
su dimension. Una vez estudiado esto tendremos una idea clara del compor-
tamiento de los médulos indescomponibles asociados al dlgebra de caminos
KQ con Q un diagrama Euclideano.

2.1. Herramientas basicas acerca del vector dimen-
sion

El primer resultado en la clasificacion de algebras hereditarias necesita
manejar herramientas relacionadas a la dimesiéon de los médulos asociados
a un carcaj. Recordemos la definicién de forma cuadratica asociada a un
carcaj y corrango.

DEFINICION 2.1.1. (Forma cuadrdtica asociada a un carcaj) Sea
Q un carcaj con Q) Euclideano, tal que |Qo| = n. La forma cuadrdtica aso-
ciada a Q, qq : Z" — Z, se define como qQ(x1,22,....,Tp) = Zier z? —

1
Y ac0; Ts(a)Ti(a) CON (T1,T2, ..., Tn) € Z".

DEFINICION 2.1.2. (Corrango de qg) El corango de qq es el rango
del radical, donde el radical es N = {x € 7" /qq(x) = 0}.

OBSERVACION 2.1.3. Podemos fijar un generador del radical v que
cumpla que todas sus entradas son positivas y una de ellas es 1. Para esto



basta encontrar un v con estas condiciones para cada diagrama Fuclideano.
Veamos el generador del radical v asociado a cada diagrama Euclideano:

@ . @
\.
/b p>q¢p+qg=n—1

P
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di 42 dq
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I
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1,
V= \272272/
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~ cl.
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24QQ = 6[(2&1 — a2)2 + (2()1 — b2)2] + 2[(30,2 — 20,3)2 + (3b2 — 2b3)2]+
(4az — 32)% + (4b3 — 32)2 + 6(2c — 2)?

E8 C.

ai a2 a3 a4 a5 z.‘ b2 b1

120gg = 30(2a1 — a2)? + 10(3ag — 2a3)? + 5(4as — 3a4)* + 3(5as — 4as)*
+30(2b1 — b2)? + 2(6as — 52)? + 10(3by — 22)? + 30(2¢ — z)?

DEFINICION 2.1.4. (Forma bilineal simétrica asociada a qq) La
forma cuadrdtica qq define la forma bilineal simétrica (.,.) que cumple:

1. q(z +y) = q(z) +q(y) + 2(z,y);

o equivalentemente

2. (z,y) = 1/4(q(z + y) — q(x — y)).

DEFINICION 2.1.5. (Reflexion) Dado i € Qo definimos la reflexion
$i L™ — Z" como si(x) = x — 2(z, €;)e;.

PROPOSICION 2.1.6. (Propiedades del functor de reflexion (s;))

1. 82 =1, Vi€ Qy;

2. (si(x),si(y)) = (z,y).

Para demostrar 1. utilizamos la definicién de reflexién y obtenemos que:
sisi(z) = si(z — 2(z,e)e;) = x — 2(x,e;)e; — 2(x — 2(x, €;)ei, e;)e; = x —
2(x,e)e; — 2(x,e;)e; + 4(x, e;)(ei, e)e; = x — 4(x, e5)e; + 4(x, e5)e; = x.
Para demostrar 2. calculamos: (s;(x), s;(y)) = (x—2(x, €;)e;, y—2(y, ei)e;) =
(I, y) - Q(I’ ei)(ei’ y) - 2(y7 ei)(xv ei) + 4(567 ei)(yv ei)(eiv ei) = (SU, y)



DEFINICION 2.1.7. (Enumeracién admisible) Dado el carcaj Q, di-
remos que una enumeracion de Qo es admisible si para cada flecha o € Q1,
a1 — j, entonces i < j.

OBSERVACION 2.1.8. Todo carcaj Q finito y aciclico admite una enu-
meracion admisible.

Demostracion: En el caso particular de no haber flechas es claro que
cualquier enumeracion es admisible.
Si hay alguna flecha « : ¢ — j probemos primero que el carcaj tendra al
menos un pozo.
Supongamos que no tiene pozo. En ese caso debe haber alguna flecha [ :
j — k. con k un vértice del carcaj o de lo contrario j seria pozo. Luego,
af serd un camino de ¢ en k. A su vez, k serd el comienzo de alguna flecha
v : k — p (sino k serfa pozo) y afv un camino de i en p. En definitiva, como
el carcaj es finito, en un nimero finito de pasos este camino volverd a algin
vértice por el que ya pasé y se formara un ciclo, contradiciendo la hipétesis,
lo que prueba la existencia de un pozo.

Una vez probada la existencia de un pozo la enumeracién admisible se
construye de la siguiente manera:
Le asignaremos el nimero 1 a un pozo del carcaj (podria haber més de
uno). Luego consideramos el subcarcaj pleno de @) que proviene de restringir
los vértices a Q(1) = Qo/{1}. Este subcarcaj es también finito y aciclico.
Alli también habra al menos un pozo y a uno de ellos le asignaremos el
numero 2. Con este procedimiento, en finitos pasos obtendremos la enu-
meracién admisible buscada ya que en el i-ésimo paso todas las flechas que
salen del vértice al que le asignamos el nimero ¢ llegan a vértices que ya enu-
meramos anteriormente (de lo contrario ¢ no seria pozo en el paso i-ésimo)
y cumple la definiciéon de enumeracién admisible.

DEFINICION 2.1.9. (Transformacion de Coxzeter) Dado Q) y una
enumeracion admisible para Qg definimos la transfomacion de Cozeter aso-
ciada a la enumeracion como ¢ = $pSp—1..-8251

DEFINICION 2.1.10. (Grupo de Weyl) Llamamos Grupo de Weyl al

subgrupo de Aut(Z™) generado por las reflexiones.

PROPOSICION 2.1.11. Sea Q un carcaj finito, aciclico y conexo.Consideremos
s; las reflexiones y ¢ la transformacion de coxeter. Entonces si cx = x,
six = x Vi.

Demostracion: Dada una enumeracién admisible cx = s$,8,—1...S12.
Observemos que parai € {1,2...,n} se cumple que z; = (cz); = (SpSp—1-- - $T);
ya que al aplicar s1, So,. . .,8;—1 la coordenada i-ésima no se modifica. Sii =n



la igualdad anterior implica que (s,(x)), = x, y por lo tanto s,(z) = x ya

que la reflexién s,, solo afecta la coordenada n-ésima de x. Si ahora consid-

eramos i =n — 1 ($pSp—1(2))n—1 = (sn(x — 2(z,en—1)en—1))n-1 = (sn(z) —

2(1'7 en—l)sn(en—l))n—l = (Sn(l‘)—2(.7}, en—l)en—1+4(x7 en—l)(en—b en)en)n—l-
Usando que s,x = z y considerando la coordenada n — 1 obtenemos que

Tno1 = (Snsn-1(®))n-1 = ( — 2(z,en-1)en-1)n-1 = T — 2(z,€y-1) =

(Sn—1(2))n—1 y por lo tanto s,_i(x) = x. Siguiendo el razonamiento an-

terior con todo ¢ € g obtenemos que s;x = x Vi.

PROPOSICION 2.1.12. Sea N el radical de qQ y B =
{x € Z"/x es estable bajo W} donde W es el grupo de Weyl. Entonces
B=N

Demostracién: (C) Si un elemento z estd en B en particular cumple
que s;(z) = z Vi € Qo, o sea, usando la definicién de s;, z—2(z, e;) = x lo que
implica que (z,€;) = 0 Vi € Qo. O sea, qq(z) = (z,2) = 3,0, Ti(z, ) =0
y por lo tanto B C N.

(D) Sea z € N como @ es un diagrama Euclideano, la forma cuadrética
asociada es semidefinida positiva y por lo tanto se cumple que |(z,y)|?> <
(z,7)(y,y). Entonces (z,y) = 0 Vy € Z", en particular (x,e;) = 0 Vi € Qp.
Luego si(z) = x Vi € Qg de lo que se deduce que z es estable bajo W.

OBSERVACION 2.1.13. La técnica que aparece en la sequnda parte de
la demostracion en la proposicion anterior se usard repetidas veces, cada vez
que x € N se cumple que (x,e;) = 0 para todo i € Q.

OBSERVACION 2.1.14. Cada elemento w de W induce una transforma-
cion w : Z"/N — Z"/N de forma que w(x + N) = wx + N. Llamaremos W
al conjunto de los w.

PROPOSICION 2.1.15. W es finito.

Demostracién: Sea M = {z € Z" /qq(z) < 1},
lleva a M en M ya que q(x) = (z,z) = (si(z), si(x))
W lleva M en M.

M = M/N. Como W
= q(s;(x)), entonces,

Afirmamos que la accién de @ sobre M es fiel, o sea, podemos identificar
a W con un subgrupo de permutaciones de M. Para probar esta afirmacién
debemos ver que el mapa que lleva w +— (og : T — WZ) que va de W
en el grupo de las permutaciones de M es inyectivo. Si oy = 0 entonces
wZ = vz Yo € M. En particular, we; = v¢é; (recordemos que qg(e;) = 1) y
por lo tanto, utilizando la linealidad, wz = vT Vx € Z" lo que implica que

son la misma transformacién, o sea, v = w.



Para concluir con la prueba faltarfa ver que M es finito lo que implicarfa
que su grupo de permutaciones lo es y W también. Consideremos la forma
cuadrética gg, existe una matriz P invertible con coeficientes en Q que
transforma a la forma cuadrética qg en una diagonal de la forma Zle ciy?
siendo ¢; > 0 (por ser semidefinida positiva los ¢; son mayores o iguales que
cero, en caso de ser cero no los considero en la sumatoria) siendo y = zP.
Si x € M, entonces gg(xz) < 1y como ¢; > 0 se cumple que ciyz-2 <10
sea, |yi| < /1/ci 1 <i<t Ademds N ={zxcZ"/y; =0 1<i<t}. En
definitiva, M = M/N C {x € Z"/|y;| < \/1/ci}/{x € Z"/y; =0} 1 <i <t
que es un conjunto finito (los y que verifican |y;| < 1/1/¢;,Vi =1,2...,t son
una cantidad finita ya que su preimagen por la matriz P que es invertible
es finita al estar en Z" y ser acotada) y por lo tanto M también lo seré.

Consideremos ahora la transformacin de Coxeter ¢ para un cierto Q) y
una cierta enumeracién admisible. Se desprende del resultado anterior que
el orden de ¢ es finito y por lo tanto tenemos la siguiente situacién:

c"(z) = x + (Ocx)v (2.1)

donde m es el orden de ¢, v es el generador del radical y (0.z) es un entero
(esto se debe a que el generador tiene alguna entrada uno) al que llamaremos
defecto de x respecto de c .

OBSERVACION 2.1.16. Podemos ver al defecto como una forma lineal
O : Z" — Z que a cada vector en Z™ le asocia su defecto respecto de ¢ o
como un cierto vector 0. = (Oc€;) que en la entrada i-ésima tiene al defecto
del elemento de la base candnica asociado a esa coordenada.

PROPOSICION 2.1.17 (Propiedades del defecto 8,). Sea ¢ la transfor-
macion de Coxzeter para un cierto Q ym el orden de ¢ en W entonces:

1. Oc(x) = Oc(cx);
2. ™y = x + t(0.x)v para todo t € 7.

Demostracion:

1. Sabemos que ¢™(z) = = + (O.x)v para un cierto m y si aplicamos ¢
de ambos lados ¢™(cx) = cx + (0.x)v ya que v es estable bajo ¢ por lo que:

Oc(x) = Oc(cx).

2. Lo probaremos por induccion:
El paso base es la ecuacién (2.1). Ahora, supongamos que t=Dmg — gy (t—
1)(dex)v. Esto implica que ¢™™c"™x = z+(t—1)(dex)v y si multiplicamos por
¢™ de ambos lados nos queda que '™z = ¢™x+(t—1)(d.z)v (volvemos a usar
que v es estable bajo ¢). En conclusién, c!™(z) = (¢™x — Oc(x)v) +t0.(z)v =
x + t0c(x)v.



OBSERVACION 2.1.18. Consideremos (e;, e;), la forma bilineal aplicada
a los vectores i,j de la base candnica. Por definicion (e;, e;) = q(e; + e;5) —
q(ei) —qlej) y al desarrollar 1+ 1 — ki — 2 = —k;; donde k;; es la cantidad
de flechas de i en j.

PROPOSICION 2.1.19. Dado un carcaj Q con |Qo| = n, la transforma-
cion de Cozeter no depende de la enumeracion admisible elegida en Qq, solo
depende de la orientacion de las flechas.

Demostracion:

La idea béasica de la demostracién es observar que si tengo varias opciones
en un cierto paso de la enumeracién admisible la reflexiones correspondientes
van a conmutar.

Consideremos dos enumeraciones admisibles que llamarenos {1,2,...n}
y {ki,ka...ky}. Para todo i < ki , por definicién, no existen flechas de i a
k1, tampoco existen flechas de ki en i, ya que ki estd en primer lugar en la
segunda enumeracion.

Afirmamos entonces que (e;, e, ) = 0 ya que, si no hay flechas entre ellos
Q(ei + 6k1) = Q(el) + Q(ekl) Y 8iSk1 = SkqSi:
sisk, (2) = si(z — 2(z, e, Jer,) = si(x) — 2(w, e, )si(er,) = z — 2(z, ei)e; —
(l‘ ekl)(ekl (eku 61)61)
sk’lsl( ) = Sy (:L' - 2(1’,6@)
((L‘ eZ)(el (627 ekl)ekl)

Como (e;, ex, ) = 0 las expresiones son iguales y por lo tanto sy, ... s2s1 =
Sp .. .Ski+15k—1---515k, y repitiendo este procedimiento obtenemos que
Sky, - - - SkoSk; = Sn ... S251.

6’@) = 5k1( ) 2($,€¢)Sk1 (62) =T— 2(1‘,€k1)6k1 -

OBSERVACION 2.1.20. Consideremos los diagramas Fuclideanos como
en la figura (2.1.8) pero ahora con una cierta orientacion. Recordemos que
en el caso de A, todas las flechas no pueden estar orientadas hacia el mis-
mo lado ya que el dlgebra es de dimension finita. Recordemos también que
en A, consideramos una familia de ejemplos distinguiendo la cantidad de
flechas antihorarias (o horarias) en cada caso. Podemos calcular el vector
de defectos y obtenemos:
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2.1.1. El defecto y los cambios de orientacion

Sea Q un carcaj con transformacién de Coxeter ¢ = s, ...8281 y O
el vector de los defectos. Consideremos ahora Q' = 01Q), el carcaj que se
obtiene invirtiendo las flechas de Q que salen o llegan a 1. En este caso
particular, por ser una enumeracién admisible, 1 es un pozo y por lo tanto
solo hay flechas que llegan a él.

La transformacion de Coxeter ¢ asociada a Q' es de la forma ¢ =
$18p - .. $2. Observemos también que ¢ = sjcsy. Sabemos que (¢)™e; =
e; + (Owe;)v, al multiplicar por s; y usar la observacién anterior obtenemos
que c"s1(e;) = s1e; + (Ow€;)v, 0 sea,

80161- = 86(8161') (2.2)



OBSERVACION 2.1.21. Notemos que con la lista de defectos que obtuvi-
mos en la observacion anterior y la formula que acabamos de obtener sobre
el defecto cuando aplicamos o1, podemos calcular el vector de defectos para
cualquier orientacion sin ciclos elegida en los diagramas Euclideanos (Esto
fue visto en el capitulo anterior en el lema(1.4.7) y observacion (1.4.8)).

2.2. Raices de qqg

Las raices positivas de la forma cuadrética asociada a un carcaj ) con
|Qo| = n (siempre pensando en diagramas Euclideanos) van a jugar un papel
fundamental a la hora de clasificar los médulos indescomponibles. En este
contexto, las raices son los vectores que toman el valor uno al aplicarles la
forma cuadrética gg, o sea, las raices son los € Z" tal que gg(x) = 1.
Estudiaremos la forma de dichas raices y las clasificaremos segun su defecto.

LEMA 2.2.1. Sea QQ conexo y B un vector positivo no nulo de Z" en el
radical. Las entradas de 3 son todas no nulas.

Demostracion:

Como 3 € N se cumple que: gg(3) = 0y por lo tanto (3, e;) = 0 Vi € Qo.
Supongamos que 3, = 0 para algin p. Luego 0 = (3, e;,) = Z?Zl Bj(ej, ep) =
D i=1,5p Pi(=kpj) + Bp s0 sea, By = 3274 ;2 Bj(kp;) = 0. Como ky; y f;
son mayores o iguales que cero concluimos que 3; = 0 para todo j que
sea predecesor o sucesor de p (que exista una flecha de j en p o de p en
J). Repitiendo el razonamiento anterior, partiendo de 3; = 0, vemos que
también (B = 0 para todo k sucesor o predecesor de j.

En definitiva, al ser el grafo conexo, todas las entradas de § serfan nulas
lo cual es absurdo ya que partimos de un vector S no nulo. El absurdo
proviene de suponer que alguna de la entradas de 8 es nula por lo tanto
probamos que las entradas de [ son todas estrictamente positivas.

PROPOSICION 2.2.2. Sea qq una forma cuadrdtica asociada a un cierto
Q. Siqq es semidefinida positiva entonces las raices de la forma cuadrdtica
son positivas o negativas (una raiz es positiva o negativa si todas sus en-
tradas lo son).

Demostracion:

Consideremos x rafz de gg: * = ™ + 1z~ siendo 2™ el vector que contien
las entradas positivas de = y =~ las negativas. Consideremos ahora |z| =
2t —x7. Observemos que |z| > 0 ya que al ser raiz = es no nulo.



Como estamos trabajando con una forma cuadrética semidefinida posi-
tiva, go(|z|) > 0. Supongamos que gg(|z|) > 0. En este caso tenemos 0 <
QQ(|$D = Z |x‘12 - Z |x‘s(a)’w|t(a) < Z xz2 - Z Ls(a)Tt(a) = QQ(I‘) =

1€Qo acQy 1€Qo acQ
1. Entonces gg(|z|) = 1 ya que es el tinico entero mayor que cero y menor

o igual a uno. Por lo tanto, 2 = qg(z) + qo(|z]) = qo(a™ +27) + qg(a™ —
7)) = qo(") + (™) + 2(xF,27) + qo(a™) + qo(—27) — 2(zF,27) =
2(qg(x™) + qo(x7)) ya que go(z) = go(—=). Esto nos lleva a dos posibles
casos:

L. go(zt) = 0y go(z~) = 1. Esto implica que z* € N. Si x # z~,
entonces 7 es no nulo y por el lema anterior todas sus entradas serfan
no nulas. Esto implicaria que = = 0 lo cual es absurdo al ser =~ raiz.
La tinica posibilidad es que z = z~.

2. qo(zT) =1y qo(z7) = 0. Con un razonamiento similar al del caso
anterior deducimos que z = z T

Nos faltarfa ver el caso en que gg(|z]) = 0. En este caso 1 = gg(x) =
aQ(|z|=227) = qq(lz]) + 90 (227) = 2(|z|, 227) = 4gq(27) ya que |z| estd en
el radical. Por lo tanto, gg(x~) = 1/4 y esto es absurdo.

LEMA 2.2.3. Sea qg una forma cuadrdtica semidefinida positiva, r una
raiz positiva de qq. Entonces para todo i € Qo s;(z) es positiva o x = e;.

Demostracion:
Como la forma es semidefinida positiva, dado i € Qq:
0 < gq(zte;) = q(z) + qlei) +2(w, ) = 2+42(x, €;) (2.3)

= —2<2(x,e) <2
Dividiremos en casos:
1. Si2(z,e;) <0 entonces s;(x) =z — 2(z,e;)e; >0

2. Si 2(x,e;) = 1, al sustituir en la reflexién, s;(x) = = —e;. Si z; # 0
entonces s;(z) > 00 z = e;.
En el caso x; =0,

9@z +e) =qo(x)+1— Z zj <2
j/ 3 ai—j

pero por (2.3), qo(z + €;) = qo(z) + qo(e;) + 2(z,e;) = 3 y esto es
absurdo.

3. Si2(x,e;) = 2entonces por (2.3) qo(r—e;) = 0 porloque x—e; € N. Si
Q@ es Dynkin, entonces, x = e; ya que los diagramas de Dynkin tienen
una forma cuadratica asociada definida positiva. Si @ es Fuclideano
x — e; = A siendo v el generador de N.



Recordemos que v tiene todas sus entradas positivas y una de ellas es
1. Como x es positivo A > 0. Si A =0 se deduce que z =¢; ysi A >0
se cumple que s;(x) = = —2(x, e;)e; = x —2e; (ya que nos encontramos
en el caso 2(z, e;) = 2). Por otro lado, t—2¢; = x—e;—e; = Av—e; >0
al ser las entradas de v todas positivas. Se concluye que s;(x) > 0.

DEFINICION 2.2.4. Sea Q Euclideano, |Qo| = n, ¢ una transforma-
cion de Cozeter correspondiente a una enumeracion admisible 1...n de Q.
Definimos

pi=8182...5i-1(€), G = SnSn—1...Si+1(€;), con i=1,2... n.

PROPOSICION 2.2.5. Para todo 1,7 € Qo pi y q; son raices positivas de
qQ-

Demostracion:

Para todo 7, j € Qo tanto p; como ¢; son raices:
Basta ver la definicién de cada una y observar que si x es raiz también lo es

si(x) ya que (z,y) = (si(x), si(y))-

Para todo 7,5 € Qo p; y g; son positivas:
Consideremos el caso de p; para algin ¢ € Q9. Como e; es una raiz positiva
de qq, aplicando el lema anterior, s;_1(e;) sigue siendo positiva.

En general, sea j algiin ntimero entre 1 e ¢ — 1. La reflexién s; modi-
fica solamente la entrada j-ésima del vector al que se la aplica por lo que
Sj41---Si—1(e;) tiene la entrada j-ésima nula. En particualr, sj1...5,-1(e;) #
ej. Usando el lema anterior obtenemos que s;sj41...5;—1(e;) es una raiz
positiva. En conclusién (el j es arbitrario) p; es una raiz positiva. Con g; el
razonamiento es similar.

OBSERVACION 2.2.6. Consideramos todos los diagramas Fuclideanos
con una cierta orientacion y una transformacion de Coxeter c. Si hallamos
los posibles p(i) y q(i) Vi € Qo y calculamos sus defectos podremos verificar
que 0¢(pi) < 0 y 0c(q;) > 0. Utilizando la ecuacion (2.2) y la observacion
stguiente obtenemos este mismo resultado sin importar la orientacion elegi-
da. Calculemos entonces p; (los q;j se calculan de la misma forma) para los
carcajes vistos en (2.1.20) y veamos sus defectos:



ci ¢ C% ,,,,,,,,,,, <;Cp.\

a-'/ / b

di a2 do

p
O, =
0, 0, .0%9\
-(n+1)-< / n+1
0 0 0 0

Una enumeracion admisible es a,ci...cp,di,...dg,b Do = €q, 0c(Pa) =

—(n+1)<0
De; =€+ €cy + .oy Oc(pe;) =—(n+1)+04+...40<0coni=1...p
Pd; = €ated +...€q;, Oc(pg;) = —(n+1)+0+...+40<0conj=1...q

Py =2eq+ec +...Fee, teq +...eq,+ep, Oc(py) = —2(n+1)+(n+1) <0;

D,
at. + b1
z1 z2 zn—3/
[ —

Una enumeracion admisible es a1, ag, 21 . . ., 2n—3,b2,b1 Doy = €qy, Oc(Pa,) =

—-1<0

Pas = €as, 8c(pa2> =-1<0
Dz = €ay +€ay + €z + ...+ €z, Oc(py;) =—2<0parai=1,...,n—3
Dby = €ay +€ay F € +.ooFe€s otep, Oclpy,)=—1—-14+1<0

Dby = €qy + €ay + €2 + ...t € o+ €1y, Oc(Pp,) =—1—14+1<0;



Una enumeracion admisible es z,az, by, ca,a1,b1,¢1 p. = e, Oc(p:) =

-3<0

Pay = €ay + €2, Oc(Pay) = —3+1<0

Db, = €b, + €2, Oc(pp,) = —3+1<0

Dey = €y + €2, Oc(Pe,) = —3+1<0

Pa, = €ay + €ay + €z, 0c(Pa,) =—3+1+1<0

Dby = €b, + €ty + €2, Oc(pp,)) =—3+1+1<0

Doy = €cy + €cy + €2, Oc(pe,) = —3+14+1<0;

Er

at 6.12 a3 zl b3 b2 b1

Una enumeracion admisible es z,c, a3, az, a1,bs, by, by p, = €, 0c(p.) =
—4
Pe=¢€s+e€c, Oc(pe) =—4+2<0
Pas = €z + €ag, Oc(Pag) = —4+1<0
Dby = €z + €by, Oc(Ppy) = —4+1<0
Pay = €2+ €ag + €ay, Oc(Pay) = —4+1+1<0
Dby = €5+ €hy + €py, Oc(Ppy) = —4+1+1<0
Pay = €2+ €ag + €ay + €ay5 Oc(Pay) =—4+1+1+1<0



Db, =€z + €ps +€p, + €y, Oc(pp,) =—4+1+1+1<0;

Una enumeracion admisible es z,c, as, aqas, az, a, ba, by p, = e,
86(]92) =—6p.=¢e;+e., 60(]70) =—6+3<0
Das = €z + €qs5, 8c(pa5) =—64+1<0
Dby = €2+ €y, Oc(Pr,) = —6+2<0
Das = €z + €a5 T €ay, 8c(pa4) =—6+1+1<0
Do, =€z + €py +epy, Oc(pp,) =—6+2+2<0
Pag = €z + €ag + €ay + €ags Oc(Pag) = —6+1+14+1<0
Day = €z + €ay + €ay + €ag + €ay, Oc(Pay) =—6+14+1+1+1<0
Day; = €z + €qs + €ay + €ag + €ay + €ay, Oc(Pa,) = —6+14+14+14+14+1<0.

Si consideramos Q' = 01Q, ¢ = sics1 y p, = sip;i (también ¢, =
$1G; ), usando el resultado que habla sobre el defecto al aplicar o1 obten-
emos: Opp; = Oc(sip;) = Ocpi (de la misma forma Oyq, = 0:(siq}) = 0cqi)
y por lo tanto el defecto de los p; es megativo sea cual sea la orientacion
elegida (el defecto de q; serd positivo sin importar la orientacion).

LEMA 2.2.7. Sea Q un carcaj con Q Euclideano o Dynkin, ¢ una trans-
formacion de Coxeter y x una raiz positiva.
Entonces:

1. cx #0 siy solo si x =p; para algin 1 <i<n

2. ¢ lx #0 siysolo six=q para algiin 1 < i <n

Demostracion:

1. (=) Si cx # 0 entonces existe algin ¢ para el cual s;_1...s251(x) =
e;. Si se aplican reflexiones a izquierda de ambos lados se obtiene x =
5182...8i—1(€;) = p;



(<) Basta observar que cp; = —¢; ya que Sy ...s251(8152...8i—1(e;)) =
Sp...si(e;) = —q (si(e;) = e; — 2qg(e;)e; = —e;) y como g; es una raiz
positiva —¢q; = cp; # 0.

2.(=) Esta parte es similar a la anterior, si ¢~ !z % 0, entonces, 35 tal
que Sj41...5p(x) = e; y por lo tanto z = g;.

(<) Basta observar que cp; = —¢; implica —p; = ¢~ 1¢; # 0.

LEMA 2.2.8. Sea Q un carcaj con Q Euclideano. Entonces toda raiz posi-
tiva x de qg es de la forma x = xo+Av donde v es el generador del radical N
Y To es una raiz positiva que cumple xo < v y A > 0 € Z. Dado x, A y g son
Unicos con estas propiedades. A su vez, todo vector y € Z™ que tenga esta
forma (y = xo+ v con xg < v raiz positiva y X > 0 € Z) es una raiz positiva.

Demostracion:

Probemos en primer lugar que xg + Av es una raiz positiva:
a0 (o + M) = (20 + Av, 79 + Av) = (20, Z0) + 2(w0,v) + A?(v,v). Como v
estd en el radical el tnico termino que no se anula es el (xg, zo) (recordemos
que (z,9)* < (z,2)(y,y)). Por lo tanto gg(xo + Av) = (20, z0) = 1.

Partamos ahora de x una raiz positiva cualquiera, consideremos A > 0,
el maximo con la propiedad de ser z — A\v raiz positiva. Sea g = x — Av
faltarfa probar que zg < v: £g—v también es raiz (gg(xo—v) = (z9, o) = 1)
pero no es positiva por la forma en que elegimos el A. Por lo tanto x¢g — v
debera ser negativa (ya probamos que las raices son positivas o negativas)
con lo cual zg < v.

Por 1ltimo probemos que la eleccién de A y xp son tnicas:
Supongamos que xg + Av = yg + puv con xrg < v, Yo < v raices positivas y
A, i > 0 € Z. Tenemos que xo—yp < v lo que implica que (A—p)v < 0. A su
vez Yo — o < v, 0 sea, también se cumple que (ux — A)v < 0. En conclusién,
para que ambas desigualdades se cumplan, A = p y xg = yo-

PROPOSICION 2.2.9. Sea Q un carcaj con Q Euclideano, ¢ la trans-
formacion de Coxeter correspondiente a una enumeracion admisible de Qq.
Entonces:

1. Toda raiz positiva x de defecto negativo cumple que x = ¢ °p; para
algin s > 0 y algun 1 < i < n. Dado x la eleccion del s y el p; son
unicas. A su vez, todo z de la forma z = ¢ *p; es una raiz positiva de
defecto negativo.



2. Toda raiz positiva y de defecto positivo cumple que y = c'q; para algin
t >0y para algin 1 < 5 < n. Dado y la eleccion del t y el q; son
tnicas. A su vez, todo z de la forma z = c'q; es una raiz positiva de
defecto positivo.

3. Toda raiz positiva de defecto nulo se escribe como x = xg + A\v con
xo < v una raiz positiva de defecto nulo y A > 0.

Demostracion:

1. Sea z una raiz positiva de defecto negativo. Considerando la propiedad:
™My = x 4 t(0.x)v, Vt € Z, sabemos que para cierto t ¢!™(x) % 0 y usando
el lema (2.2.7) ¢™~!(z) = p;. Sea s = tm — 1, aplicando ¢~* de ambos lados
obtenemos que x = ¢ *p;.

Todo z = ¢~ ®p; es una raiz. Veamos que es positiva: si z no es positiva
entonces es negativa (por el lema 2.2.2) y ¢~ H(c™5+ 1 (p;)) # 0. Si =T (p;) es
rafz positiva, usando (2.2.7) ¢=**1(p;) = ¢;. Si ¢ (p;) = c L™ 2(p;) <
0 vemos si ¢ *72(p;) es positiva y si lo es usamos (2.2.7). Este proceso
va a detenerse en finitos pasos ya que p; es una raiz positiva por lo cual
existe u < s tal que ¢ “p; es rafz positiva y ¢ “p; = ¢;. Esto implica que
Oe(c™5T (i) = De(c™(pi)) = De(gj) > 0. A suvez, Oc(c™ 5 (p;)) = Oe(pi) <
0 (por propiedad del defecto) y esto es absurdo, lo que nos lleva a concluir
que z es raiz positiva de defecto negativo.

Por 1ltimo veamos que los x de la forma z = ¢ ®p; son todos distintos:
supongamos ¢ °p; = c*tpj con s,t >0,1<j<n,1<i<n.Supongamos
t > s, entonces, 0 £ cp; = c(c "p;) = c_(t_s_l)pj > 0 y esto es absurdo.

2. Andlogo al caso 1.

3. Sabemos, por el lema (2.2.8) que x = 29+ \v con g < vy A > 0.
Queremos ver que J.(xg) = 0 pero esto es claro si observamos que d.(v) = 0
por estar en el radical. Por otro lado si 0.(xg) = 0 se cumple que d.(x) = 0.

2.3. El functor de reflexion

Pensando ahora en todo el mdédulo y no solamente en su vector dimen-
sién, definimos el functor de reflexion y luego el functor de Coxeter.

Como lo sugieren sus nombres, estaran fuertemente relacionados con la
reflexion s, y la tranformacién de Coxeter ¢ que vimos anteriormente. Con
todas estas herramientas llegaremos a la biyeccion buscada entre ciertos
médulos y su dimensién.



DEFINICION 2.3.1 (Functor de Reflexién). Sea Q un carcaj finito, conexo
y aciclico con a un pozo. Definimos el functor de reflexion S} : KQ—mod —
K(0,Q)—mod, dada una representacion M = (My, vo) en Mod KQ tenemos
ST (M) =N con N = (Ny,v3) donde:

M, b+#a

Nb:{ Ker(@ Do EBMCHMQ) b=a
_ ) ¢a ta)F#a
T’Z)a_{ ol tla) =a

stendo m, : @ M, — Ms(a) la proyeccion, e i : N, — @ M. la

B:c—a B:c—a

inclusion.
Ya definimos el functor sobre los objetos de la categoria faltaria definirlo

sobre los mapas. Sea f: M — M’ un morfismo de representaciones defini-
mos g = ST (f) de la siguiente forma:

Sib#a, gy = fo;
Sib=ua, g, es tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 — (M), — P MM,

B:c—a

l | g L&Bf. It
]

0 - (SIM). — & M- M,
Bic—a

Dualmente definimos S, : KQ —mod — K(0,Q) — mod para a una fuente.
Dada una representacion M = (My, ¢o) en KQ-mod tenemos (S; M) = N
con N = (Ny,13) donde:

Ny = { Coker(pa)a : My — @ M, b=a

stendo m : @ M. — N, la proyeccion sobre el conicleo e i : N, —
B:a—c

@ M. la inclusion.

B:a—c



Sea f: M — M' un morfismo de representaciones definimos g = S, (f)
de la siguiente forma:

Si b# a, gp = fb;
Sib=a, g, es tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 - My, — P M.~ (S; M)

B:a—c

l L fa 1PBrf 1
B

0 - M @ M (s,
B:a—c
OBSERVACION 2.3.2. Luego de la definicion faltaria probar que tanto

St como S son functores. Lo probaremos para S con a un pozo (la prueba
es basicamente la misma en ambos casos) y para esto probaremos :

1. SiH(id) = id;

2. 57(f9) = Sa(f)S3(g) conf: M —Pyg:N—MMN,PeKQ

En ambos casos basta probar que coinciden en el lugar a ya que en los otros
vértices coinciden por definicion.

En el caso 1. tenemos el siguiente diagrama:

0 - (SiM)e — & M.— M,
Bic—a

! | 9a | Pide Lida
B

0 — (SfM), — @McﬂMa
B:c—a
Claramente conmuta para g, = idq.En el caso 2. tenemos por definicion
de SF(f) y St(g) que los siguientes diagramas conmutan:

0 — (S;N)a — @ Ne— Ng
Bic—a

! LS4 9 LPBge  |ga

5
0 — (SiM)a — P M.—M,

B:c—a



! L S7 fa LPr. Lt
B

0 — (SiP — PPr— P
Bic—a

Y por lo tanto el diagrama grande también lo hace y S (fg) = S (f)S; (g)
por definicion.
OBSERVACION 2.3.3. Se cumple que S (f +g) = S (f) + S (g) y
Sa (f+9) =52 (f)+ 54 (g) con f,g: M — N.
Lo probaremos solo para S;F. Observemos que basta probar que coinciden en
el vértice a. Por definicion de S} (f + g) el siguiente diagrama conmuta:

0 —  (SfM), — EBMC—> M,

l LSH(f+9)a L@Hg (f+9)a

0 -  (SfN), — @ N.— N,

Veamos que (S (f) + S} (g))a hace conmutar este diagrama, o sea que,
@(f + g)eine = in((SS(f) + SF(9))a) siendo iy, in las inclusiones de
B
(SFM), en @ M. y (SFN), en @ N, respectivamente.
B:e—a B:c—a
Sea v =xay + Tay + - - - + Ta, un elemento de (S M),

@ (f +9ei(@) = (f + 91 (@) + - + (f + Der(Tar) = for(Tay +

Jeq (fval) A feo(Tay) e, (Tay) EB fcz @ Ye; (z) = ZN((S;_(]()“‘
S (9))a)(2)

OBSERVACION 2.3.4. El functor S es exacto a izquierda y el functor
S~ es exacto a derecha.

a

Demostracién: Dado f : M — N un morfismo de representaciones
inyectivo, queremos ver que S; f : ST M — SN también lo es. Basta probar
que (S f)a es una transformacién lineal inyectiva. Sea z € Ker(S) f)a,
z € @,...o Mc y lo podemos escribir de la forma & = z¢, + ¢, + ... + Z¢,.
Por definicién de S}, 0= (S f)a(Te, + ey + -+ + Tey) = ferTey + fegTey +

..+ fe,xe, lo que implica que f.,z., =0 Vi y al ser f., inyectiva z., =0 Vi
v (S f)a es inyectiva. Para S, el razonamiento es andlogo.

PROPOSICION 2.3.5. Sea (M, ) un KQ-Mdédulo:

(a) Si a es un pozo M ~ S;SHM)@P K con K una suma directa de
copias de S(a)



(b) Si a es una fuente M ~ SFTS (M)@ L con L una suma directa de
copias de S(a)

Demostracion:

Probaremos solamente la parte (b), la parte (a) se demuestra en forma
similar. Sea (N, x) = (S, S, (M),S; St (p)). Entonces N; = M; Vi # a ya
que tanto al aplicar S, como S, los espacios vectoriales asociados a i con
1 # a no cambian.

Afirmamos que N, = Im(¢a)a donde (¢4 )q es el de la definicién de S :
Al aplicar las definiciones de los respectivos functores (S} y S, ) sobre
el espacio vectorial asociado a a nos queda N, = Ker(@,.._.,(S; ¥)a :
D.cna Me — (B,.qme Mc/Im(pqa)a). Observemos que los M. que apare-
cen en la definiciéon primero con « : a — ¢ y luego con « : ¢ — a son los
mismos sumandos que al aplicarles S, las flechas que llegan a ellos cam-
bian de orientacién. Faltaria probar que el nicleo del mapa que claramente
contiene a I'm(pq)q es exactamente I'm(pq,)q. Para esto veremos que pasa
elemento a elemento.
Dado z = 2¢, + Zey ...+ 2¢, € Doy Me
Do (Sa Pla(®) = (S5 P)ar (Ter) + (Sg ©)as (Tey) + - + (Sg P)ae (Te,)-
Aplicando la definicién de S, ¢ nos queda Tig(q,)(Te,) + Tig(ay) (Tey) + -+ - +
is(at)(xct) = 7(z)
Donde 7 : @,.qc Me = (B 4.qsc Mc/Im(pa)a) es la proyeccién. Por lo
tanto z € Ker(@,,.._.,(Sg ¢)a siy sélosi m(x) = 0siy sélosiz € Im(pa)a
y esto prueba la afirmacion.

Observemos ahora que la siguiente es una sucesién exacta:

0 - K, — M, — N, — 0donde K, = Ker(¢a)a-

Al tratarse de espacios vectoriales tenemos que 3 ¢ : M, — K, tal que ¢, :
My, — No P K, con ¢g(u) = (pa)alu),¥(u)) es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Definimos ahora un morfismo ¢ entre las representaciones (N, x)
y (M, @) @(K,0) donde (K, 0) es la representacién que en el lugar a vale K,
y en el resto de los espacios vectoriales cero con los morfismos todos cero.

si b # a, ¢p(u) = (u,0)
si b= a, ¢, es la definida anteriormente.

Sabemos que ¢, es un isomorfismo y si b # a el morfismo es la identidad ya
que la representacién K vale cero, asi que es isomorfismo también. Lo tnico
que resta probar es que ¢ es un morfismo de representaciones. Si s(3) = a
queremos que el siguiente diagrama conmute:



M, — M,
Pa | L &
N, P, — Ny&PO

Poipp(u) = (pp(u),0)

Xpba(u) = xp((Pa)a)(w),¥(w) = (xs(Pa)a(),0) = (T5(Pa)alu),0) =
(pp(u),0) Observemos que en los casos en que s(f) # a es inmediato que el
diagrama conmuta y ¢ es el isomorfismo buscado.

COROLARIO 2.3.6. Sea M un KQ-Mddulo indescomponible.

(a) Sia esun pozo entonces M ~ S(a) (es equivalente a decir S;F (M) =0)
o M~ S;SH(M) (es equivalente a decir S} (M) #0). En el sequndo
caso End(SFM)k(s,q) = End(M)gq(en particular SfM es indes-
componible) y dimS;} (M) = so(dimM).

(b) Sia es una fuente entonces M ~ S(a) (es equivalente a decir Sy (M) =
0) o M ~ S,5, (M) (es equivalente a decir S; (M) # 0). En el se-
gundo caso End(S; M)k (s,q) =~ End(M)kq (en particluar S; M es
indescomponible) y dimS; (M) = sq(dimM).

Demostracion:

Demostraremos solamente la parte (a), para esto observemos que por el
lema anterior tenemos que M ~ S, SH(M)@ K y como M es indescom-
ponible hay dos opciones:
la primera es M ~ S(a) y en tal caso (S;(M)), = S(a), =0sib#ay
(S (M))a = Ker( @ ¢a : 0 — S(a)a) = 0 Por lo tanto Si (M) = 0 Si

a.c—a
partimos de S;f (M) = 0 sabemos que el tinico espacio vectorial distinto de

cero puede ser en el lugar a por lo tanto la tnica opcion, si M es indescom-
ponible, es que (M # 0) M ~ S(a).

La segunda opcién es que M ~ S ST (M) en este caso S;F (M) # 0 (sino
estarfa en el caso anterior). Si partimos que S; (M) # 0 entonces M no es
isomorfa a S(a) y M ~ S; S (M).

En esta segunda opcién probaremos que se cumple que End (S, M) K(02Q)
End(M)fq. Definimos ¢ : End(M)gq — End(Sf M) (s,q) de forma que
©o(f) = SF(f). Veamos primero que es un morfismo de anillos:
o(f+g) =S5 (f+g) =S (f)+54(9) = ¢(f)+¥(g), usando la observacién
(2.3.3), o(fg) = S (fg) = Sa(f)Sa(9) = e(f)elg) vy ¢(1) = 1 ya que S

es un functor.



© es inyectiva:
Supongamos que S;(f) = S} (g). Por definicién f, = g, para todo b # a.
En el vértice a tenemos la siguiente situacién:

0 — (SFfM), — Qv - M
B:c—a
l ! S;_(f)a = S;(g)a il @(f)c = @(g)cl (h)a
B B
0 — (SFM), — b v - M
Bi:c—a

Definiendo el h, para que el diagrama conmute deberiamos ver que la
eleccion es Unica y en este caso hy = fo = gq. Si @ Vo @ M. — M, es

a:c—a
un epimorfismo la eleccién es inica:

Supongamos que hay dos opciones h, y k,; cumplen que @ pahe =
a:.c—a

@ Yaoka ya que la otra parte del diagrama conmutativo es la misma en

aic—a

ambos casos. Usando la sobreyectividad de @ Yo ha ¥ kg son iguales.

a:c—a

P va es un epimorfismo:
Si @ ¢a no fuera un epimorfismo como tiene en cuenta a todas las transfor-
maciones lineales que llegan a a, y a es un pozo, tendria algin subespacio
de M, al cual no le llega ninguna flecha y por lo tanto tendria a S, como
sumando de M. Esto es absurdo ya que estamos en el segundo caso en el
cual M ~ S, S (M), indescomponible.

 es sobreyectiva:
Dado g € End(S;M)K(UaQ), defino f € End(M)kg como f, =gy sib# a
y fa de forma que el diagrama correspondiente conmute.

Veamos ahora que dim(S;}(M)) = sq(dimM):
Afirmamos que: sq(dimM) = Z(dimM)beb—i—(( Z (dim)My)—dimM,)e,:
b#a b—a
Sa(dimM) = dim(M)—Q(dim(Z), €q)€q = Z(;imM)beb+(—2(dim(M), €a)
b#a
+ dim(M)a)eq = Y _(dimM)pe, + (Y (dth)b) — 2dim(M)q(eq; €a) +
b#a ab—a
dim(M)q)eq = Z(z;'mM)beb + () (dim)My) — dimMa)e.
b#a ab—a
En particular, sjdimM)a =( Z (dim) My)—dim M, Por otro lado dim (S} M) =

ab—a



dim( @ M_.)—dim(Im( @ ©¥a)), cOmo vimos que @ ¢ €s un epimorfismo,dim/(S; M) =
a:c—a a:c—a a:c—a
dim( @ M.) - dim(M), = > dim(M), — dim(M),.

o:c—a oic—a

DEFINICION 2.3.7. A partir de los functores de reflexion definimos
Ct =SSt | ...858F + ModKQ — ModKQ y C~ = S;S, ...S, :

ModKQ — ModKQ y los llamaremos Functores de Coxeter

OBSERVACION 2.3.8. El functor CT es exacto a izquierda y C~ es
ezacto a derecha. Esto es consecuencia de la exactiud a isquierda de S y

la exactitud a derecha de S, .

PROPOSICION 2.3.9. Sean P, = S Sy ... S, S(i) e [; = SFS;, ... S, S()
definidos para todo i = 1,2,...,n. Entonces P; y I; son los mé dulos pro-
yectivos e inyectivos indescomponibles de KQ.

Lo probaremos tnicamente para los proyectivos, para los inyectivos el
razonamiento es similar. Sea P; = S7 S5 ...S;_{5(i), recordemos que S(%)
en este caso es el médulo simple en el lugar i en o;...0,(Q). Claramente
S(i) es proyectivo indescomponible en o; . ..0,(Q) al ser ¢ un pozo alli.

Basta probar que S;" P(k)g,,,..0n(@) = P(k)o,..0n(Q) cOn k < i:
Si probamos esto, S, S(k) = P(k), ,..0.(Q)- Luego, S, 8, S(k) =
Si_oP(k)gy,_1..on@) = P(K)oy 5. .00(Q) Y en finitos pasos obtenemos Sy ... S, 5, S(k) =
P(k)al...on(Q) = P

Probemos ahora que S; P(k)q,,,..0,(0) = P(k)s,..0.(q) con k < i
Para probar esto, recordemos primero, la forma de los proyectivos indescom-
ponibles:
P(a)p es el espacio vectorial con base los caminos de a a b, Vb € Q. Si
a:c—d, P(a)y: P(a). — P(a)q es multiplicar por « a derecha.
Aplicando esto en nuestro caso tenemos,
(P(K)oyy..on@)i = K* 0= en g1 .. 0n(@Q)), v,

Si a p - j? (P<k)0i+1.‘.0n(Q))O¢ : (P(k)a,+1an(Q))p - (P(k)0'1+10'n(Q))]
llevaa ap...0q en o ...oq0.

Aplicando la definicién del functor de reflexion:

Kt Av/vk—5} (en Oir1...0 (Q)) J 7£ l
ST P(k Cit1...0n = ’L . ‘ -
( 7 ( ) i+ (Q))] { @ﬁlﬂc(P(kj)U%FlO'n(Q))c J =t
B (P(k)osy1..0m(@)a s(@) #1
ST P(k o o a = i i+1 n .
( i ( ) AR n(Q)) { 7 (P(k)UiJrl---o'n(Q))t(a) — @ﬁ:iHC(P(k)O'z?Fln.O’n(Q))C S(Oé) =1



con ¢ la inclusién.
Por tdltimo, usando nuevamente la definiciéon de proyectivo indescomponible
obtenemos que:
(P(k)ai...an(Q))j = K* {V/V:kﬂj}(en SRR (Tn(Q)), y,sta:p— j, (P(k)ai...Un(Q))a :
(P(k)ai...an(Q))p - (P(k)oi...an(Q))j lleva a ... en ay...qc.

Observemos que si @ # j los caminos de k en j en 0;41...0,(Q) y en
i ...0n(Q) son los mismos. Si i = j, los caminos de k enien oy ...0,(Q) los
podemos ver como los caminos de k en ¢ con c otro vértice tal que 35, : i — ¢
en oit1 - ..o, (Q) multiplicados por dicha (.. Esto concluye que los espacios
vectoriales coinciden.
Con las flechas también es bastante claro ya que si s(«) # i (en 041 ... 0,(Q))
el comportamiento de las flechas es el mismo y si s(a) =i (P(k)o,. .0, (Q))a
es inyectiva (se puede ver entonces como una inclusién).

LEMA 2.3.10. Sea M un KQ-mddulo entonces:
(a) M ~C~CtTM @ P con P proyectivo
(b) M ~CTC~M@1I con I inyectivo.
Demostracién:

(a) Sea 1,2,...,n una enumeracién admisible. Sabemos por la proposi-
cién (2.3.5) que M ~ ST S M (P S(1)). Observemos que S(1) = P(1)
ya que al ser 1 un pozo S(1) es el proyectivo indescomponible asociado al
vértice 1.

Si aplicamos un razonamiento similar a Sfr (M), tomando en cuenta que
allf es 2 el pozo, obtendremos S;" (M) ~ S5 S5 S;"M @ (D S(2)), sustituyen-
do en la primera expresién nos queda:
M ~ ST (S5 SFSTM)@ Sy (D S(2)) B(@ P(1)). Observemos que Sy (D S(2))
no es otra cosa que P(2) y razonando inductivamente obtendremos el resul-
tado esperado. La demostracién de la parte (b) es dual a la de (a).

COROLARIO 2.3.11. Sea M un KQ-mddulo indescomponible, entonces:

(a) M ~ P; para algin i (esto es equivalente a decir CTM =0) o M ~
C~CtM (CT(M) #0). En este caso Endgqg(CTM) ~ Endgq(M) y
dim(CtM) = c(dimM)

(b) M ~ I; para algin i (esto es equivalente a decir C~M = 0) o M ~
CTC~M (C~(M) #0). En este caso Endgg(C~M) ~ Endgq(M) y
dim(C~M) = ¢~ Y(dimM)

Demostracion:



(a) Como M ~ C~CtTM @ P con P proyectivo, al ser M indescom-
ponible tenemos solamente 2 opciones: M ~ P; para alginio M ~ C~CTM.
En el primer caso C*M = CT(P;) = S, ... S ST ... S 1(S(i)).

Usando el corolario (2.3.6) tenemos dos opciones posibles: si el proceso
no para vamos tachando las S;-“ con las Sj_ hasta el lugar ¢ — 1 inclusive y

CtP ~ S} ...8F(S(i)) = 0 ya que S;"(S(i)) = 0. Si el proceso se detiene
entonces S; ... S;_;S(i) = S(k) para algin j.

Observemos que en este caso ¢ debe ser igual a k, ya que la coordena-
da i-ésima no cambia al aplicarle los functores de reflexién menores que 1.
Por lo tanto S, ... 5;75(i) = S(i) y entonces S} ... S ST ... S (S(i)) =
S ...S8F(S(i)) = 0. Supongamos que CT (M) = 0 Entonces para algtin j se
cumple que S;-r_l . STH(M) ~ S(j). Entonces M ~ S ... S;-r_lS(j) y por lo
tanto M ~ P;.

Pasemos al caso en el cual C~C+ M ~ M. Asi, End(Ct M) = End(S;} ... S M) ~
End(S} ,...S M)~ End(M) y dimS;\...S{ M = s,dim(S;} ,...S]) =
SnSn—1-..81 = c(dimM). La demostracién de la parte (b) es dual.

DEFINICION 2.3.12. Un KQ-Modulo M lo llamamos preproyectivo si
M ~ C™°P; para algin s entero positivo y algin j desde 1 hasta n. Diremos
que M es preinyectivo si M ~ CT5I; para algin s entero positivo y algin j.

PROPOSICION 2.3.13. Sea M un KQ-Médulo indescomponible. (Q Eu-
clideano o Dynkin). Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) M es Proyectivo;

(b) M~ P;

(c) CTM = 0;

(d) c(dimM) # 0.
Dualmente, son equivalentes:

(a) M es Inyectivo;



(¢c) C~M =0;
(d) ¢~ H(dimM) # 0.

Demostracién: (a) < (b) Se prueba observando que M es indescom-
ponible y los proyectivos indescomponibles son los P; con ¢ variando en los
vértices del carcaj.

(b) & (c¢) Lo probamos en el corolario (2.3.11)

(b) & (d) (=) dim(P;) = dim(S; Sy ...S;_;S(i)) = sidim(S; ...S;_,S(7))
ya que la coordenada i-ésima permanece fija. Repitiendo esta idea tenemos
que dim(P;) = s182...s;—1€; = p; y sabemos que cp; % 0.

(<) Si ¢(dimM) # 0 entonces c(dimM) # dim(Ct M) por lo que sélo que-
da la opcién que CTM = 0y M ~ P;. Las otras equivalencias son las duales.

2.4. Relacionando el functor de reflexion con las
raices de qq

OBSERVACION 2.4.1. Consideremos las siguientes listas:

P, P, .. P, P, I I, .. I, I,
c—Pp C P . . C~ P, C+Il C+IQ . . C+In
c—3pP C3*P ... .. C(C7°P, ctn C*L, ... .. OCFI,

Si Q es Euclideano los preproyectivos y preinyectivos listados aqui son
no isomorfos:
Si C=5P; # 0 entonces, dim(C~°P;) = ¢~ dim(C~*"1B;) = ¢~ °p; y sabemos
que las raices ¢~*p; son todas distintas (lo mismo ocurre si CT5I; #£ 0 y g,
son todas raices distintas entre si y distintas a las ¢”'pj ya que difieren en
el signo del defecto).

Ahora supongamos que C~5P; = 0, esto implica que C~5T1P; ~ j para
algin j y por lo tanto ¢*tp; = q; y esto es absurdo porque los defectos
tienen signo opuesto.

DEFINICION 2.4.2. Definimos 0.(M) = 8.(dimM).

PROPOSICION 2.4.3. Sea Q un carcaj con Q Fuclideano.

El mapa dim que a cada mdodulo le asocia su dimension induce una biyec-
cion entre las clases de isomorfismo de los KQ-Mddulos indescomponibles
de defecto no nulo y las raices positivas de defecto no nulo de qq.

Demostracion:



Sea M un KQ-Médulo indescomponible con 9.(M) < 0. Recordemos una
de las propiedades del defecto:

™ (dimM) = (dimM) + td.(dimM )v. (2.4)

Podemos asegurar que para un t lo suficientemente grande '™ (dimM) % 0.
Llamaremos s + 1 = tm, siendo s+1 el minimo para el cual esto ocurre.

Por lo tanto c*dimM = dimC*M y C°M ~ P; para algun i.
De esta ultima observacién deducimos facilmente que M ~ C~*F; y por lo
tanto dimM = dimC~°FP; = ¢ %p;.

Si consideramos un moédulo cuyo defecto es positivo, el razonamiento es
similar. Partiendo de la propiedad del defecto (2.4) nuevamente observamos
que para un cierto entero t negativo ¢"™dimM « 0y por lo tanto M ~ C*I;
y dimM = cttq;.

Veamos que se trata de una biyeccién.

Inyectividad: Supongamos que tenemos dimM = dimN y O.M = 0.N <
0 (si el defecto es positivo el razonamieno es andlogo). Entonces, dimM =
dimC—*P; = ¢ ®p; = c*tpj = dimN. Esto implica que s =t e i = j ya que
si s < t obtendriamos 0 £ cp; = c‘t+$_1pj > 0 lo cual seria absurdo.

Sobreyectividad: Dada una raiz positiva de defecto no nulo ya sabemos
que es de la forma ¢ *p; o c+tqj. Basta considerar las preimagenes C~°F; o
C™I; respectivamente.

OBSERVACION 2.4.4. Si comenzamos a construir el carcaj de Auslander-
Reiten asociado a KQ, el dlgebra de caminos de dimension finita de QQ con
Q Euclideano, partiendo de los proyectivos e inyectivos indescomponibles,
obtenemos que la componente que comienza en los proyectivos indescom-
ponibles va a contener a los mddulos preproyectivos (y unicamente a estos)
mientras que la componente que termina en los inyectivos indescomponibles
consta de los modulos indescomponibles preinyectivos.

Por lo tanto, los mddulos que se encuentran en ambas componentes es-
tardn en biyeccion con su dimension. Hay otra componente en el carcaj de
Auslander-Reiten. Esta estard relacionada a los médulos que veremos en la
stguiente secciom, los modulos regulares.



EJEMPLO 2.4.5. Veamos un ejemplo y la forma de su componente pre-

proyectiva y preinyectiva:

Ejemplo

Componente preproyectiva

N/

Componente preinyectiva



Capitulo 3

Los KQ-mdédulos Regulares

Luego de estudiar y clasficar los KQ-moddulos de defecto no nulo estudi-
aremos que ocurre con los médulos de defecto nulo.

3.1. Qué son y cuales son sus propiedades funda-
mentales?

LEMA 3.1.1. Sea M un KQ@Q-mddulo FEuclideano. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(a) Si M =@, M; con M; indescomponible, d.M; = 0;
(b) O.M =0 y d.M' <0 para todo submddulo M' de M;

(c) OcM =0y d.M" >0 para todo M" cociente de M.

Demostracion:

(b)=(a) Supongamos que M = @, M; con M; indescomponible. Sabe-
mos que .M = 0y d.M; < 0 Vi. Como el defecto es aditivo 0 = .M =
>; 0cM;, lo que implica que, d.M; = 0 Vi.

(a)=(b) Como M = @, M; con M; indescomponible y 9.M; = 0 se
cumple que 9. M = 0.
Sea M’ un submédulo de M. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que M’ es indescomponible. Como CT es exacto a izquierda si consideramos
i: M — M tenemos C*i: CT™ M’ — C* M, monomorfismo.

Tenemos dos alternativas:
(1) CT*™m M’ = 0 a partir de cierto t.
(2) CT*™ M’ es indescomponible Vt.
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Si se cumple (1) 3 un s > 0 minimal tal que C+*D M’ = 0, en este caso
C*M' ~ P; para algtin i y por lo tanto M’ es preproyectivo y 0.M' < 0.

Si nos encontramos en el caso (2) tenemos por un lado que dimC"(M') =
dimM' + t0.M' y por otro dimC*™ M’ < dimC*™ M. Como dimC'™M =
dimM (recordemos que d.M = 0) la tinica opcién posible es que 9. M’ < 0
va que de lo contrario dimC?™(M") creceria con t.

Para probar (b) < (c¢) basta observar que 9.(M/M') = 8.M — d.M'.

DEFINICION 3.1.2. Un KQ-mddulo que cumpla con alguna de las tres
propiedades mencionadas en el lema anterior es llamado regular. Liamare-
mos R a la subcategoria plena de KQ — mod de los KQ)-mddulos requlares.

PROPOSICION 3.1.3. R es una subcategoria abeliana y cerrada bajo
extensiones.

Demostracion:

Veamos primero que es cerrada bajo extensiones.
Observemos que dada:

f g s 2
0— X = Z =Y — 0 una sucesién exacta,

dimZ = dimIm(g) + dimKer(g) = dimY + dimIm(f) = dimY + dimX y
por lo tanto 0.2 = 9.X + 0.Y. Esto implica que si dos de los KQ-médulos
de la sucesion tienen defecto nulo el tercero lo tendra.

Los submoédulos de X son submédulos de Z. Los cocientes de Y son co-
cientes de Z y los submédulos de Z son extensiones de submédulos de X
por submédulos de Y por lo tanto si dos de ellos son regulares el tercero lo
serd (usando en cada caso la equivalencia adecuada).

Dados X, Y € R, sea o : X — Y un morfismo de mdédulos.
Im(a) € R:
cada submédulo L de Im(«) (en particular para L = I'm(«)) es un submédu-
lo de Y y por lo tanto 0.L < 0.
A suvez, Im(a) ~ X/Ker(a) y por lo tanto 9.Im(«) > 0. Por lo tanto debe
cumplirse que, d.Im(a) =0y d.L < 0 para todo submédulo L de I'm(«) lo
que implica que I'm(a) es regular.
Para ver que Ker(a) y Coker(a) son regulares basta considerar las sigu-
ientes sucesiones exactas:

0 — Ker(a) Lxe Im(a) — 0

0— Im(a) Ly 5 Coker(a) — 0 y utilizar lo probado més arriba.



Los mddulos homogéneos
Dentro de los médulos regulares vamos a distinguir un conjunto de moédulos
llamados homogéneos. Estos se van a diferenciar de los no-homogéneos en
su estructura y en el debido momento los trataremos en forma separada.
Veamos su definicion.

DEFINICION 3.1.4. Un KQ-Mdédulo regular M se dice homogéneo si
dimL = av con a > 0, v el generador del radical, para todo factor simple de
composicion L en R de M. Llamaremos 'H a la subcategoria plena de R de
los modulos homogéneos.

OBSERVACION 3.1.5. ‘H es una subcategoria que al igual que R es
abeliana y cerrada bajo extensiones.

OBSERVACION 3.1.6. Si M es un KQ-Modulo regular cumple que ¢"dimM =
dimM (ya que O.M =0).

Supongamos ahora que M es simple regular.
M es homogéneo si y sélamente si cdimM = dimM :

(=)Si partimos de M homogéneo, por ser simple regular es un factor
stmple de composicion de €l mismo y dimM = av por lo que dimM es
estable bajo c, o sea, cdimM = dimM .

(«)Si partimos de cdimM = dimM, usando la proposicion (2.1.11)
vista en el capitulo anterior, esto alcanza para asequrar que dimM es es-
table bajo W (grupo de Weyl) y por lo tanto pertenece al radical. Entonces
dimM = av con v el generador del radical y a > 0 por tratarse de una
dimension de un maodulo.

PROPOSICION 3.1.7. Sea M un KQ-Mdédulo indecomponible regqular, a
un pozo. Entonces S; M es indescomponible reqular. Si partimos de un M
simple regular, también lo serd S; M y si ademds de ser simple regular es
homogéneo también lo serd al aplicarle el functor de reflexion.

Demostracion:

Observemos en primer lugar que M # S(a) ya que al ser a un pozo, S(a)
es proyectivo y por lo tanto su defecto es no nulo.
Consideremos c la transformacién de Coxeter de Q y ¢’ = s,cs, la transfor-
macién de Coxeter de Q' = 0,Q. Recordemos que dys,e; = O.€;.
Como M es indecomponible, M € R si y s6lamente si .M = 0. Sabemos
que 0. M = O0.(dimM) = 0y (5o M) = O (S M) por lo cual si M € R, S M
también (ya probamos que un médulo indescomponible no isomorfo a S(a)
sigue siendo indescomponible al aplicarle el functor de reflexién).



Partamos ahora de M es simple regular. Sea L un submddulo propio
regular de S;” M que suponemos por absurdo que existe. Podemos considerar
N # ST M regular tal que:

0-L58TM5 N0

es exacta (basta considerar N = Coker(i) con i la inclusién de L en
SFM).
Como S, es un functor exacto a derecha de la sucesién anterior obtenemos:

M~S-StM L S-N —0 (1)
Como N es regular, S; N lo es y también lo serd Keryp al ser R una subcat-
egoria abeliana. Pero Kerp C M estrictamente ya que ¢ es sobreyectiva y
SN # 0. Observemos que Kery # 0 ya que ¢ = S;F 7y usando la definicién
de S obtendriamos que L ~ @ S(a) lo cual es absurdo al ser L regular. En
conclusién, obtuvimos un submddulo propio no nulo de M lo que contradice
la hipétesis de ser simple regular.

Por tdltimo, supondremos que M es ademds homogéneo. Al ser simple
regular esto implica que dimM = bv con b > 0 y v el generador del radical.
A partir de esto, dimSFM = s,dimM = s,bv = bv y por lo tanto S M
resulta ser homogéneo.

3.2. Existencia de ecuaciones

Con el objetivo de comprender los médulos indescomponibles regulares
no-homogéneos utilizaremos una herramienta llamada ecucacién. La exis-
tencia de ecuaciones para ciertos médulos regulares nos ayudara a construir
un conjunto de modulos simples regulares no homogéneos que luego seran
las piezas con las que construiremos todos los mdédulos indescomponibles
regulares.

DEFINICION 3.2.1. Sea E un KQ-mddulo regular. Una forma lineal
7n: Q" = Q es una ecuacion para E si cumple:

(i) n(dimE) > 0;

(it) Sin(dimM) > 0 para M regular, entonces, E ~ M' con M' submddu-
lo de M.

(iii) Si n(dimM) < 0 para M regular, entonces, CTE ~ M" con M" un
submodulo de M.



Notacién: nM = n(dimM) y E; = CT™E (Ey = E).

OBSERVACION 3.2.2. Dada una ecuacion 1 para un cierto modulo reg-
ular E y a un pozo, tenemos una ecuacion para S, E.

Consideramos el vector (7;)icq, donde cada entrada nos da el valor de
n(e:).
Entonces podemos escribir nE = 3, o ni(dimE);.
Definimos n¢ = n%(e;) = n(sqe€i).
En definitiva:

! 77?:77z‘+/€w?7a i#a
donde k;, son las flechas entre i y a.

De esta forma n%(S} M) = n%(sqdimM) = n(s2dimM) = nM.
Veamos que n* cumple la definicién de ecuacién:

(i) n*(Sa E) =nE >0

(i) Sin®M > 0. Entonces n®M = n®(S;};S,; M) > 0yaquen®(S; S, M) =
n*(M @ S(a)) y como n* debe ser lineal n*(M P P;-, S(a)) = n*M +
n(n*(S(a))) y n*S(a) = 0 al ser n%°S(a) = n“*(e,) que por definicién es
n(sq€q) = 0. Sabemos que si n*(S;F S, M) > 0 entonces n(S,; M) > 0. Por lo
tanto, £ ~ N donde N es un submdédulo de S, M. Como el functor S; es
exacto a izquierda se cumple que S F ~ SN donde S N es un submédulo
de M.

(iii) De forma similar si n® M = n®(S;7S,; M) < 0, entonces, n(S; M) < 0
y por lo tanto C*E ~ N con N un submédulo de S; M y SFCTE =
CtSFE ~SIN.

OBSERVACION 3.2.3. Inductivamente si 1 es una ecuacion pare E dado
s € N obtenemos una ecuacion para CT5E .

OBSERVACION 3.2.4. En todos los diagrama Euclideanos podemos en-
contrar un cierto modulo tal que su dimension sea tgual al generador del
radical v en cada caso. Veamos dicho mdodulo para una determinada orien-
tacion:
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erjtez ° !
NGenen)  (enes
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/ (e1,e2) \
e1+Aeg * e2
(e1+e2)+A(ea+e3)
(€1+€2762+€3l
o (e . g
(61,62) (62+€3)
e3,e4
(e2a—e3)+A(e1+eq) (61-1-62,61—1—63,614-64)l (e1,e2,e3) (e1,e2) €1
(e2—e3,e1+eyq) (e1,e2,e3,e4)
(es+e6,e1+e3+es,e1+ea+teq)
L]
. (64762) (63,e4>765.) (62,61376:1,65) (61562.,63,6476% e (61,62,6.3266) . (e1,¢e6)
(617647€5+66)+)\(6172€5+66) (61732763764765»66)

Esto lo usaremos en el siguiente Lema.

LEMA 3.2.5. Sea E un KQ-mddulo reqular con ecuacion n tal que el largo
l de la orbita de dimFE bajo ¢ es mayor o igual que dos.
Entonces:

(a) Ey ~ Ey y Ey, E1,...,E;_1 son simples requlares no homogéneos, no
isomorfos.

(b) nM = 0 para todo M simple regular tal que M # Ey, E1 ynEo = —nE,



Demostracion:

(a) Probaremos en primer lugar que F; es regular Vs:
Sea E = @, N; con N; indescomponibles, entonces, CTE = @, CTN;.
Observemos que CTN; # 0 ya que N; es regular y por lo tanto 9.N; = 0. En
estas condiciones INV; no puede ser proyectivo lo que en este caso es equiva-
lente a decir que C*TN; # 0.
CTN; es regular ya que N; lo es y 9.CTN; = 0.
Como CTE = @, CTN; podemos deducir que CTE = Ej es regular. Repi-
tiendo este
razonamiento probamos que F; es regular Vs.

Ahora veamos que E; ~ Ejy:
nE; = n(dimCH Ey) = n(cldimEy) = nEy > 0.
Por definicién de ecuacién esto implica que Ey es isomorfo a un submédulo
de Ej pero dimFE; = dimEy de lo que se deduce que Ey ~ Ej.

FEs es simple y regular Vs:

Basta probar que Ej es simple regular:
Supongamos que Fy es simple regular pero Ey no lo es para un cierto t. Sea
L un submédulo regular dentro de Ey; podemos considerar el mapa inclusion
i: L — FE.
Como C* es exacto a izquierda CT=; . ¢tU=O[ —, CI-tE, ~ F sigue
siendo inyectivo y esto es absurdo ya que Ej es simple regular.

Probemos ahora que Ej es simple regular:
Consideremos la serie de composicion de Fy en R con los factores simples
de compocision My, M, ... M, en R.
Tenemos que nE = P, nM; > 0 por lo cual 3j tal que nM; > 0 lo
que implica que Ejy es isomorfo a un submédulo de M; y no queda otra
alternativa que Ey ~ M;. Como M; es simple regular Fy es también lo es.

Como Ey no es homogéneo (el largo de la érbita de dimEy bajo ¢, [, es
mayor o igual que dos) F; no lo es para ningun ¢:

Si E; es homogéneo cdimCT'E = dimCH E y esto implica que ¢! T dimFE =
ctdimFE. Luego, aplicando de ambos lados ¢/~ obtenemos que ¢ tldimE =
ddimE lo que implicarfa que E; es homogéneo lo cual es absurdo ya que
B, ~ FE = Ey.

Veamos que los E5 con s =1...] — 1 son no isomorfos:
si By~ E;con s >tys—t<lentonces c*dimE = c'dimE y multiplicando
por ¢t de ambos lados obtenemos que c¢*~!dimE = dimE y esto no puede
pasar al ser s —t < [.



(b) Supongamos que nM > 0 para M simple regular. Por definicién de
ecuacién Ey ~ L con L un submédulo de M. Al ser M simple regular L = M
y por lo tanto Ey ~ M.

Si ahora nM < 0 para M simple regular serd FE; ~ L siendo L un
submodulo de M. Usando el mismo razonamiento que con el defecto positivo
deberd ser L = M y por lo tanto £ ~ M.

-1
Por dltimo consideremos Z dimEs = dimEy+cdimEo + . ..~ dimE.
s=0
Este vector pertenece al radical N ya que es estable bajo la transformacién
(
de Coxeter y por lo tanto Zl — 1)dimEs = av siendo v el generador del

s=0
radical.

Recordemos que existe un simple regular homogéneo M tal que dimM = v.

Esto implica que nv =0 ya que v =dimM y M # E,, E.
-1 -1

En definitiva 77(2 dimEy) = n(av) = an(v) = 0y por otro lado n(z dimEy) =

s=0 s=0
nEo+nE; (el resto de los términos dan cero) lo que implica que nEy = —nE;.

OBSERVACION 3.2.6. Si tenemos un conjunto de KQ-mddulos requlares
EY,E2 ... EF que cumplen las siquientes condiciones:

(a) Las drbitas de dimE",dimE?,...,dimE* son disjuntas bajo ¢ y de
largo l; > 2.

(b) Cada E° tiene una ecuacion n'

Podemos obtener el siguiente conjunto de simples requlares no homogéneos
no isomorfos:

1 2 k
E} E? . Bk
1 2 k
Eq E7 R i .
. . . Observemos que cada Ej tiene una ecuacion
1 2 K
El1—1 Elg—l e Elk—l

%

7;

PROPOSICIkOll\I £1’>.2.7. En el contexto de la observacion anterior consi-

deremos K = ﬂ ﬂ Kernj».
i=1 j=0



Si K = Qu (v generador del radical) entonces la lista contiene todos los
KQ-Modulos simples requlares mo homogéneos.

Demostracion:

Notemos que siempre se cumple que Qu C K:
n;(Av) = Anj(v) = 0 ya que v corresponde a la dimensién de un médulo
simple regular homogéneo.

Supongamos que M es un simple regular que no aparece en la lista.
Entonces n?M = 0 Vi,j de lo que se deduce que dimM € K y como K =
Qu, dimM es de la forma av. Concluimos que como M simple M debe ser
homogéneo.

EJEMPLO 3.2.8. Consideremos el siguiente carcayj:

Ejemplo
.2
o
1-/
§-4
5

La lista completa de los médulos simples regulares no homogéneos es la
siguiente:

Ey Es E
.k .k .k
\-0 \E \-o

E} E? E3
.0 0 0
£ g £
LN N



3.3. Forma de Tits y Extensiones

Generalizando de alguna manera la definicién de ¢g (forma cuadrética
asociada a un carcaj Q) introducimos la definicién de forma de Tits. Luego,
veremos algunos resultados que relacionan conceptos homoldgicos como Hom
y Ext! con la forma de Tits. Finalmente, obtendremos los resultados (en
el caso homogéneo y no-homogéneo) que describen los médulos indescom-
ponibles regulares.

DEFINICION 3.3.1. Sea Q un carcaj con n vértices, finito, conero y
aciclico.

La forma bilineal B definida como:

B(:Ea y) = Z TiYi — Z Ts(a)Yt(a)

i€Qo ac@1

se llama Forma de Tits

PROPOSICION 3.3.2. Sean M, M' KQ-Mddulos M = (M;, po) y M' =
(M, a).
Entonces B(dimM, dimM') = dimyHom (M, M') — dimyExt'(M, M’).

Demostracion:

Definiremos el siguiente mapa:

Crnr : @@ Homy(Mi, M) — @ Homy(My(a), My ()
1€Qo acQq

de la siguiente manera:
Sea (72)1 € @ie@o Homk(MiaMiI)7 dado a € Q1, ca = wof)’s(a) — V()P Y
(Cym (Fi)i))a = ca-

Observemos que ca € B ,cq, Homy(Ms(a), Mt’(a)):
En primer lugar ¢, es una transformacién lineal ya que se define a partir de
sumas y composiciones de transformaciones lineales.
VYaVs(a)s Ve(a)Pa * Msa) — Mt/(a) y por lo tanto cq : Myq) — Mg(a) (sale y
llega donde corresponde).

KerCyrnr = Hom(M, M'):
Sea (v:)i € KerChy v, entonces, Ciyayr(7i)i = 0y por lo tanto, Ya7Ys(a) =
Yi(a)Pa Vo € Q1. Esto ocurre si y solamente si v € Hom(M, M').



CokerCyray = Ext* (M, M'):
Dados ¥ = (0a)a ¥ X' = (05)a en D,eq, Homk(MS(a),Mg(a)) quedan

(0%
definidas las siguientes extensiones de M’ bajo M:

7 6% o-a s
(*)O—)M’H(M;@Mj,<1% 90a>)—>M—>O
Kk ;i ’ Yo Oh Tr
(**y0—-M —>(Mj@Mj, 0 o )—> M —0

Considerando la inclusiéon ¢ y la proyeccién 7.

Veamos que la inclusién i y la proyeccion w son morfismos de representa-
ciones:

7 es un morfismo de representaciones si el siguiente diagrama conmuta:
Z‘s(a)

Mé(a) - Mé(a)eiMs(a)
Yo | (% o)

()
Mt/(a) Mt,(a) D My(a)

Para que el diagrama conmute se debe cumplir que i;(,) ¥ :( Y Ta )

0 ¢a
. 1 Vo O 1
ls(a)s O Se€a, ( 0 )@% = < Oa 902 ) ( 0 ) y esto se cumple.

Para 7 el razonamiento es similar.

Observemos que todas las extensiones de M’ bajo M van a tener esta
forma para un cierto X.
(*) y (**) definen el mismo elemento en Ext!(M, M’) si y solo si existe un
diagrama conmutativo de la siguiente forma:

0—>M’i>(MJ4@Mj,<¢“ Ta >)1>M—>0

0 ¢a
| id T Lid
. /
0— M = (Mj M;, ( %ﬂ ;z )) 5 M — 0 (%)

. . a b . a b 1
Si esto ocurre, considerando 7 = ( e d > se debe cumplir ( e d ) < 0 > =
( (1) ) lo que implica que a = id y ¢ = 0.

Por otro lado, se debe cumplir también que ( 0 1) < z(;l Z > =(0 1)

lo que implica que d = id.

En conclusion, si existe dicha 7 deberd ser de la forma ( Zél ZTZZ )



Como 7 debera ser un morfismo de representaciones el siguiente diagrama
deberd conmutar:
Yo Oa

0 o
My (o) D M) — My, D My(q)

id  Te(a) id  Ts(a)
(5 ") (o
wa 051

0 o
My (o) D M) — My, D My(q)

. id Tt(a) 1/),1 O« o wa U:x id Ts(a)
se debe cumplir que< 0 id )( 0 o )" 0 oo 0 id

Haciendo las multiplicaciones correspondientes debe cumplirse la siguiente
igualdad entre matrices:
( Yo 0Oa + Ti(a) Pa > _ ( (S Q;Z)oﬂ—s(a) +U; )

0 Do 0 Va
y por lo tanto, 0o + Ty(a)Pa = YaTs(a) + 04 lo que implica que o, — 0y, =
Chrrmr ((73)i)a para un cierto (7;);.

En conclusién, si ¥ y ¥’ definen el mismo elelmento en Ext!(M, M')
entonces ¥ — X' € Im(Chyr ). Reciprocamente, si partimos de ¥ — X/ €
Im(Cpr ) y volvemos hacia atras en el razonamiento realizado, llegaremos
a que ¥ y ' definen el mismo elemento en Ext!(M, M').

Por lo tanto, Ext'(M,M’') ~ @ Homp(Msa), M)/ Im(Chrrnr) =~
Coker(C]\/LM/).

a€@

Con la ayuda de la funcién Cjy psr y los resultados obtenidos sobre
ella calculemos la forma de Tits asociada a M y M': B(dimM, dimM') =
dimyHom(M, M') — dimy Ext' (M, M'):
B(dimM,dimM') = 3, o, dimM;dimM] =3~ o, dz’mMs(a)M;(a)
dimk(@ier Homy(M;, Mi’))(l) — dimk(@aeQO Homy,(Mg(q), Mt’(a)))@).
Observemos que (1) no es otra cosa que el domino de la funciéon Cys
y (2) el codominio. Usando propiedades de espacios vectoriales, dada una
transformacion lineal cualquiera T': X — Y tenemos que dimX — dimY =
dimKerT +dimImT — (dimY/ImT +dimImT) = dimKerT —dimCokerT.
En nuestro caso particular obtenemos el resultado buscado ya que nos quedas:
B(dimM,dimM') = dimKer(Car)—dimCoker(Cy ) = dimgHom (M, M')—
dimy Ext* (M, M").

COROLARIO 3.3.3. (i) Sea a un pozo y M un KQ-mddulo sin suman-
dos directos isomorfos a S(a). Entonces dimyExt'(M, S(a)) = (sqdimM),.



(i) Dualmente, sea a una fuente y M un KQ-mddulo sin sumandos direc-
tos isomorfos a S(a). Entonces dimypExt'(S(a), M) = (sqdimM),.

Demostracion:

Probaremos sélo (i) ya que (ii) es dual. Observemos, en primer lugar,
que Homy(M,S(a)) =0 ya que si existiera f : M — S(a) no nula como
S(a) es un proyectivo tendria g : S(a) — M no nula e inyectiva (S(a)
es indescomponible) lo que contradice que M no tiene sumandos directos
isomorfos a S(a).

Usando la proposicién anterior tenemos que —dimExt! (M, S(a)) = B(dimM, dimS(a)) =
2ieqo mMidimS(a)i—3_ heq, dimM(o)dimS(a)ya) = dimMa—=3_ . (a)—q AMMs@a) =
—(SqdimM),.

LEMA 3.3.4. Sean M, N KQ-Moddulos indescomponibles.

(i) Entonces Ext'(M,N) ~ Ext'(CTM,CtN).
Para M preproyectivo y no inyectivo ademds se cumple que Ext'(C~M, M) ~
K.

(ii) Dualmente, Ext'(M,N) ~ Ext'(C~M,C~N).
Para M preinyectivo y no proyectivo ademds se cumple que Ext' (M,CT M) ~
K.

Demostracion:

Se probaré solamente la parte (i) ya que la (ii) es dual. Si CTM = 0
entonces M ~ P(i) y Ext'(P(i),N) = 0 = Ext'(0,CTN).
Supongamos que CTM # 0 y sea 0 — N LS M=o (1) una extension
de M bajo N con M = (M;, 0a), N = (Nistha) y L = (Li; 7a) -
Afirmamos que para a un pozo, al aplicarle el functor S; a (1) obtenemos
otra sucesién exacta de la forma:

53 f Sag

0— SIN™% SFL ™" StM — 0.
Es claro que lo inico que debemos probar es que la sucesién es exacta en el
lugar a ya que los otros espacios vectoriales se mantienen iguales al aplicar
Sit.
En definitiva, debemos ver que:

+ +
0— (SFN)a (52 ) (SHL), (Sd g)e (St M), — 0 es exacta. Observemos que

S es exacto a izquierda y por lo tanto (S, f), serd inyectiva. Para ver
que (S;g)s es sobreyectiva usaremos la definicién de S que nos lleva al
siguiente diagrama:



0 0 0

1 ! l

0 = stV S (s (0 (s,
! ! ]

0 — @ﬁ:CHaNC EBﬂfC @ﬁ:c—mLC @iyc @ﬁ:CHaMC — 0
I ! l

0 — N, Ia L, 95 M, ~ 0

Veamos ahora, a partir del diagrama que (S g), es sobreyectiva:

Para esto veremos primero que (pq)a : P .e—a Ne — Nq es sobreyecti-
va:
Supongamos que no lo es. En ese caso, N, = Im(pa)a @V, con V, un
subespacio no nulo. Pero, si asi fuera, podria descomponer a N en dos rep-
resentaciones Py V.
Pb _ Nb b 7’é a
Im(pa)a b=a

con las transformaciones lineales iguales a las de N

0 b#a

Vo b=a

con todas las transformaciones lineales cero, lo cual es absurdo ya que N es
indescomponible.

-V.b:

Si aplicamos el lema de la serpiente a la segunda y tercera fila del dia-
grama obtenemos la sucesién exacta que necesitamos:
0— (SFN), = Ker(¢a)a — (SF L)y — (STM) — Coker(va)a =0
Con esto concluimos que (S;g), es sobreyectiva.

Siguiendo con la demostracion, aplicando reiteradas veces el functor de
reflexién correspondiente, obtendremos que:
0—CtN —-CTL — CT™M — 0 es exacta.
Entonces C* induce un mapa 7 : Ext' (M, N) — Ext'(C*tM,C*N) con la
inversa inducida por C~ (haciendo todo este procedimiento para C~) y se
tratard de un isomorfismo.

Consideremos M preproyectivo, o sea, M ~ C~°F; para algin s € N
y alglin i € Q. Entonces, Ext'(C~M, M) = Ext'(C~6t) P, C~*F), que
por la primer parte de este lema no es otra cosa que Ext!(C~P;, P;).
Asuvez, Ext'(C™P;, P;)) = Ext'(S; Sy ... S, 87 Sy ...S_1(S(1)), Sy Sy ...S;_1(S(4)))
por definicién de P; y C~. Queda implicito en la prueba de la primer parte
del lema que Ext!(S} M, S+ N) ~ Ext'(M,N).
Usando esto tenemos que Ext! (C~P;, P;) = Ext'(S; Siy1...5, 57 Sy ...S; 1S(i), S(0)).



Observemos ademds que S; Sit1...S5, 57 S5 ...S;—1 es el functor C~ para

una cierta enumeracién admisible z,72—1...n,1,2...i—1 asociada a un cierto

Q' que cumple Q' = Q. En definitva, es suficiente probar que Ext!(C~S5(1), S(1)) ~
K con 1 un pozo.

Ext'(C~S(1),58(1)) ~ K:

Observemos que C~S(1) no tiene sumandos directos isomorfos a S(1). Si

los tuviera, como C'~S(1) es indescomponible, se tendria que C~S5(1) ~

S(1). En particular se cumpliria que cdimS(1) = dimS(1) y por lo tan-

to S(1) serfa simple regular homogéneo lo cual es absurdo ya que S(1)

es proyectivo. Podemos entonces usar el corolario (3.3.3) y obtemenos que
dimpExt'(C~S(1),5(1)) = (s1dimC~S(1))1 = (s1¢  dimS(1))1 = (s2...s,dimS(1)); =
1.

En conclusién Ext'(C~M, M) = Exzt*(C~S(1),5(1)) ~ K.

LEMA 3.3.5. Sea E un KQ-mddulo reqular con ecuacion n tal que el largo
l de la orbita de dimFE bajo c es mayor o igual a dos.
Entonces:

(i) Ext'(Es, M) = 0 para todo KQ-mddulo simple regular M que cumple
M 7£ Esa E8+1 .

(ii) Ext'(M, Es) = 0 para todo KQ-mddulo simple reqular M que cumple
M + E,_1, Es.

Demostracién: (i) Alcanza con probar que Ext!(Ey, M') = 0 para M’
simple regular con M’ ~ C~*M y M' # Ey, E1 ya que por el lema anterior
Ext'(Ey, C~*M) ~ Ext'(C*Ey, M).

Consideremos la siguiente sucesién exacta:

0-ML L% E -0

Se cumple que nL = nM' + nEy ya que dimL = dimM' + dimE, y n es
lineal.

Sabemos que nM' = 0 ya que M' # E,, E1 lo que implica que nL =
nkEy > 0. Por definicién de ecuacion Ey ~ N con N un submoédulo de L, o en
otras palabras, 3h : Eg — L inyectiva. Si consideramos la funcién g : L — Ej
que aparece en al sucesién exacta, gh € End(Ep) y al ser Ey simple regular
gh =0 o gh es invertible (recordemos que dado un morfismo entre médulos
regulares, su nicleo, contcleo e imagen también son regulares).

Si gh = 0 se cumple que Eg C Kerg = M’y esto implicaria que Eg ~ M’
lo cual es absurdo al partir de M’ # Ey, Eq. Por lo tanto, gh es invertible
y la sucesién exacta de la que partimos escinde. De esto se deduce que
Ext'(Ey, M") = Ext'(Es, M) = 0. La parte (4) se demuestra analogamente.



PROPOSICIQN 3.3.6. Sea E un KQ-mddulo regular no homogéneo, in-
descomponible, QQ Euclideano, tal que E, = 0 para una fuente n.

Entonces, End(E) ~ K, Ext'(E,E) =0 y Ext'(E,CTE) ~ K.

Demostracién: Sea M la subcategoria plena formada por las repre-
sentaciones de la forma M’ = (M],¢,) con M, = 0. Entonces, M =
St ...SfSTE € M ya que E, no se modifica con las reflexiones S
cona=1...n—1. Observemos que CTE = StM y M = (M;,1,) es un
KQ@'-médulo con Q' = 0,_1...0201Q. En @', n es un pozo ya que dada
« :n — i serd invertida por 1nica vez en el paso i-ésimo ¢;. Por definicién
del functor de reflexién S;" M tendrd la siguiente forma:

Mb b;én
AL —
Sn Mb — { @a:c—)n MC b=n

ty — ) Yo Ha)Fn
Snwa—{ Ts(a) t(a):n

Como M,, = 0 podemos ver a M como un KQ-mdédulo solamente invir-
tiendo las flechas que llegan a n que de todas formas van a tener asociada la
transformacién nula. Con CTE = S;F M y M visto como KQ-médulo obten-
emos la siguiente sucesién exacta:
0-M5CTES PS(n) —0
Aplicando el functor Hom(E, ) obtenemos:

.— Hom(E,S(n)) — Ext'(E, M) — Ext'(E,C*E) — Ext'(E,@ S(n)) —

Por un lado, Hom(E, S(n)) = 0yaque E,, = 0y, asu vez, Ext'(E,@ S(n)) =
0 al ser @@ S(n) inyectivo de lo que se deduce que Ext!(E,CTE) ~ Ext'(E, M).

Como E, M € M, las podemos ver como representaciones asociadas al
subcarcaj pleno de @ que se obtiene de restringir los vértices a Q(n) =
Qo/{n}, lo lamaremos Q" .

Como M, E son representaciones indescomponibles, Q" sera conexo y si
a cualquier diagrama euclideano le quitemos un vértice y sigue siendo conexo
vamos a obtener un diagrama de Dynkin, o sea, Q" es Dynkin.

Sea C't = St | ...S el functor de Coxeter para Q”, M = C'TE y tanto
M como E son preinyectivos como KQ"”-mdédulos (en el caso de diagramas
de Dynkin todos los médulos son preinyectivos). Observemos que E es no
proyectivo ya que si lo fuera M = C'TE = 0 y como M,, = 0, se cumple que
CTE = 0. El médulo E visto como KQ-médulo es regular y no puede ser
proyectivo. Usando el lema (3.3.4) Ext'(E, M) ~ Ext'(E,C'"E) ~ K.
Usando nuevamente el lema (3.3.4) Ext!(E, E) ~ Ext'(I;,I;) = 0 por ser
I; inyectivo. Por ultimo End(FE) = End(I;) ~ K por tratarse de un algebra
hereditaria.



3.4. Descripciéon de los mdédulos regulares indes-
componibles

Como ya habiamos mencionado antes, si calculamos el carcaj de Auslander-
Reiten del algebra de caminos (siempre de dimensién finita) asociada a un
carcaj Euclideano obtenemos tres componentes distintas.

Dos de ellas contienen a los médulos preproyectivos y preinyectivos respec-
tivamente. La tercer componente, que a su vez tendra infinitas componentes
conexas, tendra a los indescomponibles regulares.

En esta seccién veremos la estructura de los indescomponibles regulares
a partir de los simples regulares.

OBSERVACION 3.4.1. Al calcular los simples requlares mo homogéneos
de un diagrama FEuclideano @ con cierta orientacion observamos que Si
podemos partir de t modulos distintos para ir aplicando en cada uno el func-
tor de Cozeter y obtener todos los simples requlares no homogéneos existe
alguna eleccion del E} de forma que El'(n) = 0 V0 < h < t. Esta obser-
vacion se utilizard para poder aplicar la proposicion anterior en el siguiente
teorema.

TEOREMA 3.4.2. Sea Q un carcaj tal que Q es una diagrama euclideano.
Entonces existe un numero finito de representaciones simples requlares no
homogéneas

EY E?, ... E" tal que Eﬁ conl <t<hy0<s<l;_1 siendol; el largo de la
orbita de dimE" bajo ¢ forman una lista completa de todos los KQ-mddulos
simples regulares no homogéneos. Mds ain, R = R'xR2x... R"xH de for-
ma tal que los simples regulares en R* con 1 <t < h son Ej, EY,... , Ef ;.
Los médulos indescomponibles en Rt tienen una serie de composicion unica-
mente determinada de la forma:

para algun s y algun d.
Esta serie de composicion estd totalmente determinada por su zécalo regular
y largo regular.

Demostracion: La prueba de la primera parte del teorema que dice que
Eﬁ conl <t<hy0<s <1 forma una lista completa de los médulos
simples regulares no homogéneos ya la vimos anteriormente.



La segunda parte del teorema la probaremos por induccién. Si consider-
amos R!, la subcategoria de R que contiene todos los médulos regulares con
factores de composicién en {Ef, El, .. 'Eltt—l} con 1 <t < h. Como paso
base de la induccién, todo moédulo simple regular es homogéneo o pertenece
a algin R! (si no es homogéneo el factor de composicién es él mismo). Para
el paso inductivo supongamos que todo indescomponible regular con largo
de composicién [ > 1 es homogéneo o estd en algiin R! y tiene una tinica
serie de composiciéon como la descripta en el teorema.

Ahora, sea M un indescomponible regular no homogéneo de largo (I+1).
Como en el primer paso de la descomposicién de Jordan-Holder pero re-
stringiendonos a los regulares, M tiene un submdédulo indescomponible reg-
ular X tal que M/X ~ Y con Y simple regular. Sabemos que como M
tiene largo de compsicién [ + 1, X tendra largo de composicién [. Usando la
hipétesis inductiva X es de la forma:

paral <t < h,0<s<l[l;—1.

Llamaremos E; = E! 4; con j =0,...0 para simplificar la notacion.

. ., f g
Consideremos la sucesién exacta: 0 = X - M =Y — 0 con X,M,Y
los mencionados anteriormente.

Si calculamos dimy Ezt! (Y, X) obtenemos que:
dimp Ext! (Y, X) = dimyHom(Y, X)-B(Y, X) = dim;Hom(Y, X)—Zé-zl B(dimY,dimE;) =

dimHom(Y, X) — 3

i=1 dimpHom(Y, Ej) + 22:1 dimy Ext! (Y, Ej).

Distinguimos en los siguientes casos:

(i) Y ¢ R

(i) Y e R
En el caso (i) Hom(Y,X) = 0 ya que si existiera a : ¥ — X # 0,
Ker(a) = 0 lo que implicaria que Y aparece en la serie de composicién

de X y nos encontramos en el caso en el que esto no ocurre. De la misma
manera probamos que Hom(Y, E;) = 0.



Por otro lado, Ext! (Y, E;) = 0 al ser Y # E;, E;_;. Sustituyendo en la
expresion de Ext! (Y, X) vemos que Ezt! (Y, X) = 0 lo cual es absurdo ya
que implicaria que

0—-X5M5Y — 0escinde y M es indescomponible.

En el caso (i1) Y € R' y al ser Y simple regular, Y ~ E! para algin
0<i<l—1.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que E1, Eo, ... E; son no
isomorfos:
si hubieran médulos isomorfos entonces [ > [; y aparecen médulos isomorfos
a Ef, EY, ... E} . Tomemos como Ef aquel que cumple que Ef(n) = 0 que
sabemos que existe. En este caso Zé-tz_ol dimpExt (Y, E;) = dimyHom(E!, E!) =
dimrHom(E}, ES) = 1. Por otro lado, Z;tz_ol dimy Ext!(Y, Ef) = dimy Ext! (E!, EY)+
dimpExt' (B!, EL ) = dimExt' (Ef, E) + dimg Ext' (E§, E}) =0+ 1 = 1.

En conclusién, estos médulos que se repiten no aportan a la suma y por
lo tanto se pueden despreciar.

Vamos a calcular ahora, en los distintos casos posibles, Ezt!(Y, X) con
la férmula que obtuvimos anteriormente.
0-0+0=0 Y #Ey,...,E
0—14+1=0 Y~FE,....,E 1
Ext' (Y, X)= 1-14+0=0 Y ~E,Y #Ey
0-0+1=1 Y #E,Y ~E
1-1+1=1 Y ~F),Y ~F

En definitiva, Ext!(Y,X) # 0 si y solamente si Y ~ FEj (en ese caso
ademas Ext! (Y, X) = 1).

Podemos tomar la extensién mas natural:
(2 s s .
0—-X—M—Y — 0. Como sabemos que es la 1inica a menos de isomor-
fismos podemos asegurar que M tiene la serie de composicién que queriamos:

Ey

Bl

Ef
TEOREMA 3.4.3. Sea Q un diagrama Euclideano. La categoria de los
KQ-mddulos homogéneos H se puede escribir de la forma: H = HHH Un
recorriendo H las clases de isomorfismo de los simples homogéneos. Cada

modulo indescomponible de H tiene una unica serie de composicion de la
forma:



H
H
H
Esta determinada por su zocalo regular y su largo regular.

Demostracién: Sea Uy la subcategoria de H que consiste en todos los KQ-
médulos homogéneos con factores de composicién isomorfos a H, para un
H fijo simple homogéneo.

En este caso, al igual que en el teorema anterior, el razonamiento serd por
induccién. Claramente, todo simple regular homogéneo va a estar en algiin
Uy

Supongamos ahora, que todo mdédulo homogéneo indescomponible de
largo de compocisién I > 1 es de la forma:

H
H

H
Sea M, un KQ-Mddulo indescomponible de largo [ 4+ 1. Existe una sucesion

exacta de la forma: 0 —» X &> M %y — 0, en Ext!(Y,X) con Y simple
regular y X (por hipdtesis inductiva) con serie de compocisién:

H
H

H
con H simple regular.

Observemos que dimyHom'(Y, X) = dimpExt! (Y, X):
Tenemos que dimX = Z§:1 dimH = av para algin a € N y dimY = bv
paraalgiin b € N. Si calculamos B(Y, X) = dimyHom' (Y, X)—dim; Ext*(Y, X)
obtenemos que B(Y, X) = B(bv, av) = abB(v,v) = abgg(v) = 0.

1 Y~H

En definitiva, dimyExt' (Y, X) = dimyHom!' (Y, X) = { 0 Y £H



Como M es indescomponible, Ext!(Y, X) # 0 y por lo tanto Y ~ H lo
que nos lleva a la serie de composicién de M buscada:

H
H
H
H

con H simple regular.

OBSERVACION 3.4.4. Consideremos el siguiente carcaj:

Ejemplo
.2
o
1-/
§-4
5

A través del teorema 3.4.2 sabemos que R = R' x R?2 x ...R'"x H Ya
sabemos cuales son los simples requlares no homogéneos y la estructura de
los indescomponibles no homogéneos a partir de éstos. Los mddulos inde-
scomponibles regqulares en RY, en el carcaj de Auslander-Reiten, se ubican
en una componente a la que llamaremos Regular y estd formada por tubos
que tienen la siguiente forma:

Siento Ef y EY los simples regulares no homogéneos de R

t t
B Ey
3' ya Ef\ Ep
E} E / \ E§
t Et
B £ }
EO\ / Ej \ / Eo

B B
Et EO
EO



Apéndice

DEFINICION .0.5. (Morfismo radical)

Sea f : M — M’ un morfismo de representaciones, decimos que f €
radg(M, M') si viendo f como una matriz de morfismos indescomponibles,
ninguna entrada es un isomorfismo. En particular, si M y M’ son inde-
scomponibles radg(M, M') son los morfismos no invertibles entre M y M'.

Dado f : M — M' podemos definir también radé(M, M) que serd radé(M, M) =
Yoy radg(N, M) radg(M,N).

DEFINICION .0.6. (Morfismo irreducible)
Un morfismo f : M — M’ es irreducible si f € radg(M,M') pero f no
estd en rasz(M, M.

DEFINICION .0.7. (Carcaj de Auslander-Reiten) Dada A ~ KQ/T
definimos un nuevo carcaj I'g llamado carcaj de Auslander-Reiten de la sigu-
iente forma:

(Tg)o son las clases de isomorfismo de los mddulos indescomponibles de
KQ/T.

(T'g)1 son los morfismos irreducibles entre los mddulos indescomponibles.

OBSERVACION .0.8. Si el carcaj de Auslander-Reiten es finito, A serd de
tipo de representacion finita.
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