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Resumen
En este trabajo monográfico se clasificarán las álgebras hereditarias de

tipo de representación infinito manso a través de los diagramas euclideanos
también llamados Dynkin extendidos. En particular, se describirá completa-
mente el comportamiento de la categoŕıa de módulos finitamente generados
de dichas álgebras.

Para esto estudiaremos a KQ el álgebra de caminos con Q̄ un diagrama
euclideano. Se estudiarán los módulos de dicha álgebra a partir de los módu-
los indescomponibles. Éstos se dividirán en dos según la anulación o no de un
parámetro llamado defecto de la dimensión del módulo indescomponible.

Una vez hecha esta división, se probará que los de defecto no nulo se
encuentran en biyección con su dimensión y se describirá su forma con la
ayuda de un functor llamado functor de coxeter.

Los de defecto nulo serán llamados módulos regulares. Dentro de estos,
distinguiremos los homogéneos y los no homogéneos.

Para la comprensión de los no homogéneos se obtendrá una lista com-
pleta de los módulos simples regulares no homogéneos. Y por último se
probarán dos teoremas describiendo los módulos regulares (un teorema para
homogéneos y otro para no homogéneos) a partir de los simples regulares.



Abstract
In this monograph tame Hereditary algebras of infinite representation

type will be classified through euclidean diagrams (also called extended
Dynkin). In particular, the category of finite generated modules will be com-
pletely described.

In order to achieve this, we will study KQ, the path algebra in which
Q̄ is an euclidean diagram. The modules of this algebra will be studied by
understanding the indescomposable modules. These modules may be divided
in two parts according to the anihilation of a parameter called defect of the
dimension of the indescomposable module.

Once this division is done, the modules with non zero defect will be in
bijection with their dimension, and their form will be described with the
help of a functor called coxeter functor.

The ones with zero defect will be called regular modules. In the regular
modules we sill distinguish the homogeneous and non-homogeneous ones.

In order to understand the non-homogeneous ones, a list of all the non-
homogeneous simple regular modules will be obtained. Finally, two theorems
will be demonstrated describing the regular modules from the simple ones.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

El objeto de estudio de este trabajo está enmarcado dentro del área
de la teoŕıa de Representaciones de Álgebras, y dentro de esta, en el uso
de carcajes como herramienta para la comprensión de la categoŕıa de los
módulos asociados a un álgebra.

Para poder situar al lector no familiarizado con estos temas dedicaremos
este caṕıtulo a aspectos generales relacionados a la teoŕıa de Representa-
ciones de álgebras y luego al lugar que ocupan los carcajes (que no son otra
cosa que grafos orientados) en dicha teoŕıa.

Nos limitaremos al caso de K-álgebras de dimensión finita con K al-
gebraicamente cerrado aunque muchos de los resultados que citaremos se
cumplen en un contexto un poco más general (álgebras de Artin).

1.1. Álgebras y Módulos

Uno de los objetivos centrales de la teoŕıa de representaciones de álgebras
(o de anillos en general) es poder entender un álgebra a través del estudio
de los módulos asociados a la misma.

Definamos estas estructuras básicas (anillo, álgebra, módulo) y veamos
que en nuestro contexto el estudio de los módulos se basa en el estudio de
los indescomponibles.

1.1.1. Estructuras básicas

DEFINICIÓN 1.1.1. (Anillo) Un anillo es un conjunto con dos opera-
ciones (A,+, .) donde A con + es un grupo abeliano (asociativa, conmuta-
tiva, neutro y opuesto) con el elemento 0 como neutro y donde se cumplen
las siguientes condiciones:
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1. (a.b).c = a.(b.c)

2. a.(b+ c) = a.b+ a.c y (b+ c).a = b.a+ c.a para a, b, c ∈ A.

OBSERVACIÓN 1.1.2. Trataremos con anillos con unidad, o sea, existe
un elemento llamado 1 que cumple que 1 · a = a · 1 = a, ∀ a ∈ A.

DEFINICIÓN 1.1.3. (Cuerpo) Un anillo A es un cuerpo si es conmu-
tativo (a.b = b.a, ∀a, b ∈ A) y todo elemento tiene inverso, o sea, para todo
a ∈ A existe b ∈ A tal que a.b = b.a = 1.

DEFINICIÓN 1.1.4. (Cuerpo Algebraicamente cerrado) Sea K un
cuerpo, decimos que K es algebraicamente cerrado si para todo polinomio
no constante con una indeterminada t con coeficientes en K se cumple que
todas las ráıces estan en K.

DEFINICIÓN 1.1.5. (Álgebra) Sea K un cuerpo, una K-álgebra A es
un anillo con unidad tal que A como K-espacio vectorial es compatible con
la multiplicación de A como anillo, en otras palabras

λ(a.b) = (a.λ).b = a.(λ.b) = (a.b)λ ∀λ ∈ K a, b ∈ A

Dentro de las álgebras en general nos van a interesar las de dimensión fini-
ta siempre sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Recordemos de qué se
tratan.

DEFINICIÓN 1.1.6. (Álgebra de dimensión finita) Una K-álgebra A
se dice de dimensión finita si su dimensión sobre K como espacio vectorial
es finita.

Podemos hablar de A-módulos siempre que A tenga estructura de anillo.
En nuestro contexto A será un álgebra (que en particular es un anillo) aśı que
definimos módulo en nuesto caso de la siguiente manera:

DEFINICIÓN 1.1.7. (Módulo) Se A una K-álgebra. Un A-módulo a
derecha es un par (M, .), donde M es un K-espacio vectorial y M ×A→M
(m→ m.a) una operación binaria que satisface las siguientes condiciones:

1. (x+ y).a = x.a+ y.a

2. x.(a+ b) = x.a+ x.b

3. x.(ab) = (x.a)b

4. x · 1 = x

5. (xλ).a = x.(aλ) = (x.a)λ, ∀x, y ∈M , a, b ∈ A, λ ∈ K.



OBSERVACIÓN 1.1.8. Notemos que el propio A se puede ver como un
A-módulo a derecha. Los ideales a derecha de A también tienen estructura
de A-módulos considerando la multiplicación a derecha como la acción.

DEFINICIÓN 1.1.9. (Submódulo) Un K-subespacio vectorial N de M ,
A-módulo a derecha, se dice un submódulo de M si na ∈M ∀n ∈ N, a ∈ A.

DEFINICIÓN 1.1.10. (Homorfismo de A-módulos a derecha) Sean
M y N A-módulos a derecha, un mapa K-lineal h : M → N es un homo-
morfismo de A-módulos si h(ma) = h(m)a ∀m ∈M,a ∈ A.

Los A-módulos a derecha con los homomorfismos de A-módulos a derecha
forman una categoŕıa llamada ModA. Dentro de esta podemos considerar a
los A-módulos a derecha finitamente generados. Éstos, con los homomorfis-
mos correspondentes forman una subcategoŕıa a la que llamaremos modA.

Con estas mismas ideas podemos definir A-módulo a izquierda y la cat-
egoŕıas AMod y Amod. A lo largo de este trabajo usaremos módulos a
izquierda o derecha en el caso que corresponda.

1.1.2. Teorema de Krull-Remak-Schmidt

DEFINICIÓN 1.1.11. (Módulo indescomponible) Sea M un A-módu-
lo, M es indescomponible si M es no nulo y no se puede escribir de la forma
M ' N

⊕

L con N y L A-módulos no nulos.

Que un módulo sea indescomponible no implica necesariamente que no
tenga submódulos propios (éstos serán los módulos simples).

Los módulos indescomponibles serán los elementos básicos para entender
A-mod ya que todo módulo se escribe de forma única (a menos del orden)
como suma directa de módulos indescomponibles y esto es lo que dice el
siguiente teorema:

TEOREMA 1.1.12. (Krull-Schmidt-Azumaya) Sea A una K-álgebra.
Supongamos que M y N son A-módulos con M = M1

⊕

M2 . . .
⊕

Mr y
N = N1

⊕

N2 . . .
⊕

Ns siendo Ni y Mj indescomponibles para i = 1 . . . s,
j = 1 . . . r. Entonces, si M ' N , r = s y existe una permutación σ tal que
Mi ' Nσ(i) para todo 1 ≤ i ≤ r.

1.2. Teorema de Gabriel I

En esta sección nos centraremos en entender la relación que existe entre
los carcajes y las K-álgebras de dimensión finita. Esta relación nos la dará el
Teorema de Gabriel pero primero veamos algunos conceptos básicos sobre
los carcajes comenzando con su definición.



DEFINICIÓN 1.2.1. (Carcaj)
Un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t) es una cuádrupla que consiste en dos con-
juntos: Q0 (cuyos elementos son llamados puntos o vértices) y Q1 (cuyos
elementos son llamados flechas), y dos mapas s, t : Q1 → Q0 que asocian a
cada α ∈ Q1 su fuente s(α) ∈ Q0 y su destino t(α) ∈ Q0, respectivamente.

DEFINICIÓN 1.2.2. (Carcaj finito)
Decimos que un carcaj Q es finito si Q0 y Q1 son conjuntos finitos.

DEFINICIÓN 1.2.3. (Grafo subyacente)
El grafo subyacente Q̄ de un carcaj Q se obtiene de Q sin tomar en cuenta
las orientaciones de las flechas.

DEFINICIÓN 1.2.4. (Carcaj conexo)
Decimos que un carcaj es conexo si Q̄ (el grafo subyacente) es conexo.

DEFINICIÓN 1.2.5. (Camino)
Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj a, b ∈ Q0. Un camino de largo ` con
fuente a y destino b (de a en b) es una secuencia (a|α1, α2, . . . , α`|b) donde
αk ∈ Q1 cumple que s(α1) = a, t(αk) = s(αk+1) y t(α`) = b. Un camino de
esta forma se escribe de forma abreviada de la forma α1α2 . . . α`.

Notación : Llamaremos Ql al conjunto de todos los caminos de largo l.
Acordamos ver a los puntos de Q0 como caminos de largo cero, los llamamos
camino trivial o estacionario y se reppresentan como εa = (a ‖ a).

OBSERVACIÓN 1.2.6. Los caminos de largo cero y uno estan en biyec-
ción con los puntos y flechas del carcaj respectivamente.

DEFINICIÓN 1.2.7. (Ciclo)
Un camino de largo l ≥ 1 que comienza y termina en el mismo punto se
llama ciclo. Un carcaj que no contiene ciclos se llama aćıclico.

Una primer relación entre los carcajes y las álgebras aparece con la con-
strucción del álgebra de caminos. Ésta pasará a ser un caso particular del
Teorema de Gabriel, veamos de que se trata.

DEFINICIÓN 1.2.8. (Álgebra de Caminos)
Sea Q un carcaj. El Álgebra de Caminos KQ es la K-álgebra tal que como
espacio vectorial tiene de base los caminos en Q y el producto de dos vectores
de la base se define de la siguiente manera:

(a|α1, α2, . . . , α`|b)(c|β1, β2, . . . , βk|d) = δbc(a|α1, α2, . . . , α`, β1, β2, . . . , βk|d)

En otras palabras, la operación es ”pegar”los caminos si se puede, o sea, si
el primer camino termina donde comienza el segundo.



Para poder definir otras álgebras a partir de un carcaj Q necesitamos
más estructura. Es aqúı donde aparecen los ideales admisibles I y luego el
álgebra KQ/I.

DEFINICIÓN 1.2.9. (Ideal flecha)
Sea Q un carcaj finito y conexo. Llamaremos ideal flecha (RQ) al ideal bilat-
eral de KQ generado por las flechas de Q. Observemos que RQ =

⊕

l≥1KQl
siendo KQl el subespacio de KQ generado por los caminos de largo l. A su
vez, para cada l ≥ 1, RlQ =

⊕

m≥lKQm, es el ideal de KQ generado por los
caminos de largo mayor o igual que l.

DEFINICIÓN 1.2.10. (Ideal admisible) Sea Q un carcaj finito y RQ el
ideal flecha del álgebra de caminos KQ. Un ideal bilateral I de KQ se dice
admisible si existe m ≥ 2 tal que:

RmQ ⊆ I ⊆ R2
Q.

Si I es un ideal admisible de KQ, el par (Q, I) se dice un carcaj acotado.
Al álgebra cociente KQ/I la llamaremos álgebra del carcaj acotado (Q, I).

Luego de definidas las álgebras KQ/I es natural preguntarse cuando un
álgebra se puede escribir de esta forma. Para esto daremos la definición de
álgebra básica y conexa.

DEFINICIÓN 1.2.11. (Conjunto completo de idempotentes prim-
itivos ortogonales)
Consideremos una K-álgebra de dimensión finita. Un elemento e ∈ A se dice
idempotente si cumple que e2 = e. Los idempotentes e1, e2 se dicen ortogo-
nales si e1e2 = e2e1 = 0. Un idempotente e se dice primitivo si no se puede
escribir como e1 + e2 siendo e1 y e2 idempotenes ortogonales no nulos.

Al ser A de dimensión finita admite una descomposición como A-módu-
lo a derecha A = P1

⊕

P2
⊕

. . .
⊕

Pn siendo Pi, con i = 1, . . . n, ideales a
derecha indescomponibles y Pi = eiA con ei un idempotente primitivo. El
conjunto {e1, e2 . . . en} se llama conjunto completo de idempotentes primi-
tivos ortogonales.

DEFINICIÓN 1.2.12. (Álgebra básica)
Sea A una K-álgebra con el conjunto completo de idempotentes primitivos
ortogonales
{e1, e2 . . . en}. El álgebra A es básica si eiA 6= ejA, ∀i 6= j.

DEFINICIÓN 1.2.13. (Álgebra conexa)
Un álgebra A es conexa (o indescomponible) si no se puede escribir como
producto directo de dos álgebras no nulas.



Por último enunciaremos el Teorema de Gabriel para álgebras de di-
mensión finita (es el caso que nos interesa) y daremos un ejemplo de su
aplicación.

TEOREMA 1.2.14. (Gabriel I)
Sea A una K-álgebra básica, conexa y de dimensión finita.
Entces existe un ideal admisible I y un carcaj QA tal que A ' KQA/I

EJEMPLO 1.2.15. Sin entrar en detalles de construcción y solo a modo
de ejemplo si consideramos A = K[t]/ < tm >, con m ≥ 1, entonces A '
KQ/I con Q0 = {1}, Q1 = {α} e I =< αm >:

1 α

1.3. Representaciones y módulos

Luego de obtener una relación entre carcajes y álgebras y sabiendo que
a partir de la categoŕıa de módulos podemos comprender el álgebra encon-
traremos una forma de ver a los módulos en el carcaj. Para esto definiremos
las representaciones y luego citaremos un resultado que relaciona los módu-
los de un álgebra y las representaciones de un carcaj.

DEFINICIÓN 1.3.1. (Representación)
Sea Q un carcaj y K un cuerpo algebraicamente cerrado. Una representación
K-lineal M de Q (o simplemente una representación de M en Q) es definida
de la siguiente manera:

(a) A cada punto a ∈ Q0 del carcaj le asocia un K-espacio vectorial Ma,

(b) A cada flecha α : a→ b en Q1 le asocia un mapa K-lineal ϕα : Ma →
Mb.

Podemos escribir M = (Ma, ϕα) con a ∈ Q0 y α ∈ Q1. Decimos que la rep-
resentación M es de dimensión finita si cada Ma es un K-espacio vectorial
de dimensión finita.

En esta primera definición de representación no aparece el ideal admisi-
ble. Veamos la definición de representación acotada por I y para esto defi-
namos primero relación.



DEFINICIÓN 1.3.2. (Relación)
Sea Q un carcaj. Una relación en Q con coeficientes en K es una com-
binación K-lineal de caminos de largo l ≥ 2 que comienzan en un mismo
vértice y terminan en un mismo vértice. Una relación ρ se escribe de la
siguiente forma:

ρ =
m

∑

i=1

λiwi con λi ∈ K y wi los caminos de largo por lo menos 2 tal que

s(wi) = s(wj) y t(wi) = t(wj) i, j = 1, . . . ,m.

LEMA 1.3.3. Si Q es un carcaj finito e I un ideal admisible de KQ existe
una cantidad finita de relaciones {ρ1, . . . ρm} tal que I =< ρ1, . . . ρm >.

Ahora si veamos el concepto de representación acotada por I.

DEFINICIÓN 1.3.4. Dado ρ =

m
∑

i=1

λiwi una relación, definimos ϕρ =

m
∑

i=1

λiϕwi
siendo ϕwi

la composición de las transformaciones lineales corre-

spondientes.

DEFINICIÓN 1.3.5. (Representación acotada por un ideal admis-
ible I) Sea Q un carcaj finito, I un ideal admisible de KQ. Una repre-
sentación M = (Ma, ϕα) de Q se dice acotada por el ideal admisible I si
cumple que ϕρ = 0 para toda ρ relación del ideal.

Las representaciones indescomponibles jugarán el papel de los módulos
indescomponibles.

DEFINICIÓN 1.3.6. (Suma directa de representaciones)
Dadas dos representaciones M = (Ma, ϕα) y M ′ = (M ′

a, ϕ
′
α) definimos

la representación suma directa M
⊕

M ′ como (M
⊕

M ′)a = Ma
⊕

M ′
a y

(M
⊕

M ′)α = Mα
⊕

M ′
α.

DEFINICIÓN 1.3.7. (Representación indescomponible)
Una representación M de Q se dice indescomponible si no es isomorfa a la
suma directa de dos representaciones no nulas.

Aśı como entre los anillos tenemos los homomorfismos de anillos y entre
los módulos los homomorfismos de módulos veamos la definición de morfismo
entre representaciones.

DEFINICIÓN 1.3.8. (Morfismo de representaciones)
Sean M = (Ma, ϕα) y M ′ = (M ′

a, ϕ
′
α) dos representaciones de Q.



Un morfismo de representaciones f : M → M ′ es una familia f =
(fa)a∈Q0 de mapas K-lineales, con cada fa : Ma → M ′

a tal que para todo
α : a→ b, ϕ′

αfa = fbϕα, o sea, que el siguiente diagrama conmuta:

Ma
ϕα
→ Mb

fa ↓ ↓ fb

M ′
a

ϕ′

α→ M ′
b

El conjunto de las representaciones K-lineales de un carcaj Q junto a
los morfismos de representaciones forman una categoŕıa que llamaremos
RepK(Q). Dentro de esta podemos distingir una subcategoŕıa que consiste
en considerar las representacines de dimensión finita con los morfismos co-
rrespondientes; a esta la denotamos repK(Q).

Veamos ahora el resultado que relaciona las categoŕıasModA conRepK(Q).

TEOREMA 1.3.9. Sea A = KQ/I donde Q es un carcaj finito y conexo
e I es un ideal admisible de KQ. Existe una equivalencia K-lineal de cate-
goŕıas:

F : ModA
'
→ RepK(Q, I)

Además esta equivalencia entre categoŕıas se restringe a:

F : modA
'
→ repK(Q, I).

Gracias al teorema anterior podemos ver los módulos de un álgebra (en
las hipótesis del Teorema de Gabriel) como representaciones. Dentro de los
módulos asociados a un álgebra podemos distingir los indescomponibles que
ya vimos, pero también los simples, proyectivos e inyectivos. Recordemos
sus definiciones.

DEFINICIÓN 1.3.10. (Módulo simple)
Sea M un A-módulo, M es simple si es no nulo y no contiene submódulos
propios.

DEFINICIÓN 1.3.11. (Módulo inyectivo) Un A-módulo a derecha E
se dice inyectivo si para cualquier homomorfismo inyectivo (monomorfis-
mo) de A-módulos a derecha u : L → M , el mapa inducido HomA(u,E) :
HomA(M,E) → HomA(L,E) es sobreyectivo. En otras palabras, para todo
monomorfismo u : L → M y homomorfismo g : L → E, existe g′ : M → E
que hace conmutar el siguiente diagrama:



L M

E

g′
g

u
0

DEFINICIÓN 1.3.12. (Módulo proyectivo) Un A-módulo a derecha P
se dice proyectivo si para cualquier homomorfismo sobreyectivo (epimorfis-
mo) de A-módulos a derecha h : M → N , el mapa inducido HomA(P, h) :
HomA(P,M) → HomA(P,N) es sobreyectivo. En otras palabras, para todo
epimorfismo h : M → N y homomorfismo f : P → N , existe f ′ : P → N
que hace conmutar el siguiente diagrama:

P

M N

f ′
f

h
0

Veamos ahora la forma de las representaciones asociadas a los módulos
simples, indescomponibles y dento de éstos, a los proyectivos e inyectivos
indescomponibles.

LEMA 1.3.13. Sea A ' KQ/I. Consideremos F , el functor del teorema
anterior.

(a) Los módulos simples se transforman bajo el functor F en las repre-
sentaciones S(i) con i ∈ Q0 siendo:

S(i)j =

{

0 i 6= j
K i = j

S(i)α = 0, ∀α ∈ Q1;

(b) Los módulos indescomponibles se transforman en las representaciones
indescomponibles;



(c) Los módulos proyectivos indescomponibles se transforman bajo el func-
tor F en las representaciones P (i) con i ∈ Q0 siendo P (i) = (P (i)j , ϕα)
de la siguiente forma:

P (i)j es el K-espacio vectorial con base {w̄ = w + I}, los caminos de
i en j.

Dado α : a → b, ϕα : P (i)a → P (i)b está dada por la multiplicación a
derecha de ᾱ = α+ I;

(d) Los módulos inyectivos indescomponibles se transforman bajo el functor
F en las representaciones I(i) con i ∈ Q0 siendo I(i) = (I(i)j , ψα) de la
siguiente forma:

I(i)j es el dual del K-espacio vectorial con base {v̄ = v+I} siendo v los
caminos de j en i.

Dado α : a → b, ψα : I(i)a → I(i)b está dada por el dual de la multipli-
cación a izquierda de ᾱ = α+ I.

1.4. Tipos de representación

Dada un álgebra en las condiciones del teorema de Gabriel nos intere-
sará estudiar los módulos indescomponibles. En este sentido, podŕıamos di-
vidir a las álgebras en dos tipos: las que tiene un número finito de módulos
indescomponibles (a menos de isomorfismos) y las que tienen infinitos módu-
los indescomponibles no isomorfos. A las primeras las llamaremos de tipo
de representación finita mientras que las segundas serán de tipo de repre-
sentación infinita.

Dentro de todas las álgebras en las condiciones del Teorema de Gabriel
nos centraremos en las hereditarias y dentro de éstas, en las que su grafo
subyacente es Dynkin o Euclideano. Veamos de que se tratan estas álgebras
y que propiedades tienen.

DEFINICIÓN 1.4.1. (Álgebras hereditarias) Decimos que un álgebra
A es hereditaria a derecha si cualquier ideal a derecha de A es proyectivo
como A-módulo.

Decimos que un álgebra A es hereditaria a izquierda si cualquier ideal a
izquierda de A es proyectivo como A-módulo.



En el contexto de álgebras de dimensión finita A es hereditaria a derecha
si y solamente si lo es a izquierda y por lo tanto las llamaremos simplemente
hereditarias.

TEOREMA 1.4.2. (a) Si Q es un carcaj finito, conexo y aćıclico, en-
tonces A = KQ es hereditaria.

(b) Si A es un álgebra básica, conexa y hereditaria, consideremos {e1, e2 . . . en}
un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales. Entonces
A ' KQ con Q un carcaj finito, conexo y aćıclico (|Q0| = n).

1.4.1. Diagramas Dynkin y Euclideanos

En el problema de clasificación de álgebras hereditarias, podemos pensar
a dichas álgebras, gracias al resultado anterior, como álgebras de caminos
KQ.

Dentro de todos los carcajes posibles vamos a distinguir ciertos carcajes
cuyos grafos subyacentes son de la siguiente manera:

 

. . . . . . .

. ....

.

.

. . .

.

. .

. . .

.

. . .

. . .

.

. . . .

An

Dn

E6

E7

E8

n≥1

n≥4



. . . . . . .

. ....

.

.

. . . . .

. . .

.

. . .

. . .

.

. . . .

.

.. .

.

.

.

Ãn
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A los primeros cinco los llamaremos diagramas de Dynkin mientras que
los siguientes cinco son los diagramas de Dynkin extendidos o Euclideanos.
El sub́ındice en cada caso se refiere al número de puntos del grafo en los
Dynkin y al número de puntos menos uno en los Euclideanos. Esto se debe
a que los Euclideanos se construyen a partir de cada diagrama Dynkin agre-
gando un punto y el nombre del diagrama hace referencia al Dynkin del cual
proviene.

A partir de los diagramas anteriores podemos construir una familia de
carcajes eligiendo alguna orientación para cada una de las aristas. Nos vamos
a interesar en todos éstos salvo el caso Ãn con las aristas orientadas todas
en el mismo sentido. La razón es que el álgebra de caminos que se obtiene
es de dimensión infinita y estas álgebras no serán nuestro objeto de estudio.

En varias ocasiones querremos obtener resultados para carcajes cuyos
diagramas son Dynkin o Euclideanos (nos centraremos en los Euclideanos).
Si quisieramos probar estos resultados a mano debeŕıamos considerar, en
principio, todas las orientaciones posibles de dichos diagramas lo cual seŕıa
bastante extenso y de alguna forma repetitivo.

A continuación veremos una herramienta que nos servirá para reducir la
cantidad de casos a probar.

DEFINICIÓN 1.4.3. reflexión (σa) Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj
finito conexo y aćıclico con n = |Q0|. Para todo punto a ∈ Q0 podemos
definir un nuevo carcaj σaQ = (Q′

0, Q
′
1, s

′, t′) donde Q0 = Q′
0 pero todas las

flechas que comiencen o terminen en a se invierten.



DEFINICIÓN 1.4.4. (Sucesión admisible de pozos)
Una sucesión admisible de pozos es un orden para los vértices del carcaj
(a1a2 . . . an) que cumple:

(i) a1 es un pozo, o sea, en a1 solo terminan flechas;

(ii) ai es un pozo en σai−1 . . . σa1Q, para 2 ≤ i ≤ n.

Este concepto será visto en el próximo caṕıtulo como enumeración admisible.
Alĺı se verá también que todo carcaj finito y aćıclico admite una enumeración
admisible (una sucesión admisible de pozos).

DEFINICIÓN 1.4.5. (Sucesión admisible de fuentes)
Una sucesión admisible de fuentes es un orden para los vértices del carcaj
(b1b2 . . . bn) que cumple:

(i) b1 es una fuente, o sea, en b1 solo comienzan flechas;

(ii) bi es una fuente en σbi−1 . . . σb1Q, para 2 ≤ i ≤ n.

Claramente, si (a1a2 . . . an) es una sucesión admisible de pozos, (anan−1 . . . a1)
es una sucesión admisible de fuentes.

OBSERVACIÓN 1.4.6. Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. Sea
(a1a2 . . . an) una sucesión admisible de pozos.

(a) Si 1 ≤ i ≤ n, entonces ai es una fuente y ai+1 es un pozo en σai
. . . σa1Q.

(b) Si 1 ≤ i ≤ n, entonces ai es un pozo y ai−1 es una fuente en σai
. . . σanQ.

(c) σan . . . σa1Q = σa1 . . . σanQ

LEMA 1.4.7. Sean Q y Q′ dos árboles que tienen el mismo grafo subya-
cente, o sea que cumplen Q̄ = Q̄′, sin ciclos. Existe una sucesión de puntos
de Q i1, i2 . . . , it tal que:



(a) Para cada 1 ≤ s ≤ t, is es un pozo en σis−1 . . . σi1Q;

(b) σit . . . σi1Q = Q′.

Demostración: Alcanza probar el resultado en el caso en que Q y Q′

difieren en una flecha ya que podemos construir una sucesión de carcajes
Q = Q1, Q2, . . . , Qt = Q′ tal que Qi y Qi+1 difieran en una flecha con
i = 1, . . . , p− 1.

Sea α : i→ j en Q1 tal que en Q′
1 es α′ : j → i la única flecha en la que

difieren. Consideremos el siguiente subcarcaj de Q y Q′: Q′′ = (Q0, Q1/{α}).
Como Q y Q′ son árboles Q′′ no es conexo. En particular, i y j se encuen-
tran en componentes conexas distintas (las únicas dos componentes porque
partimos de un carcaj conexo) y podemos escribir Q′′ = Qi

⋃

Qj donde Qi

es la componente conexa que contiene a i y Qj la que contiene a j.

Tanto Qi como Qj serán árboles y por lo tanto podemos considerar una
sucesión admisible de pozos para cada uno, Qi0 = {1, 2, . . .m} y Qj0 = {m+
1), . . . , n}. Sabemos, por la observación anterior que para cada 1 ≤ k ≤ m,
k es un pozo en σk−1 . . . σ1Q

i y por lo tanto será un pozo en σk−1 . . . σ1Q.
Más aún, σm . . . σ1Q = Q′.

Luego de este resultado, dado un diagrama Dynkin o Euclideano distinto
de Ãn (son todos árboles) con una orientación arbitraria podemos pasar a
cualquier otra orientación aplicando σa repetidas veces en forma adecuada.

Para el caso de Ãn nos servirá la siguiente observación:

OBSERVACIÓN 1.4.8. Si consideramos el diagrama Ãn con una ori-
entación que contenga exactamente m flechas antihorarias, podemos pasar
con reflexiones (reiteradas veces y en forma adecuada) a cualquier otra ori-
entación de Ãn que tenga m flechas antihorarias.

Demostración: Consideremos el diagrama Ãn con una orientación que
contenga exactamente m flechas antihorarias.

Supondremos que m < n+ 1 ya que estamos excluyendo el caso en que
todas las flechas estan orientadas en el mismo sentido como ya observamos
anteriormente y por lo tanto siempre habrá un pozo o una fuente. Conside-
remos un pozo a (con una fuente es análogo). Esto implica que habrá una
flecha horaria que termina en a y una antihoraria que termina en a.

Al aplicar σa la flecha horaria pasa a ser antihoraria y la antihoraria pasa
a ser horaria pero el número de flechas antihorarias m se mantiene. Veamos
la siguiente figura:



aa

σa

Observemos que dado un carcaj de grafo subyacente Ãn con m flechas
antihorarias, aplicando σa para pozos o fuentes podemos ir corriendo las
flechas de a una hasta que queden las m flechas antihorarias todas juntas al
comienzo (fijando un vértice como primero); esto implica que puedo pasar
de una orientación de Ãn a otra aplicando reflexiones.

1.5. Forma cuadrática

En esta sección presentaremos una herramienta que será muy usada en
el siguiente caṕıtulo y que asigna a cada carcaj una forma cuadrática.

Veremos uno de los resultados básicos en los que se obtiene información
del carcaj a partir de su forma cuadrática. Este resultado será especialmente
útil en el caso de los diagramas de Dynkin y Euclideanos.

DEFINICIÓN 1.5.1. (Forma cuadrática asociada a un carcaj Q)
Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. Sea n = |Q0| el número de puntos
de Q.

Escribiremos como {e1, e2 . . . en} a la base canónica de Zn (o Qn en el
caso que sea necesario). La forma cuadrática asociada a Q se define como:

qQ(x1, x2, ...., xn) =
∑

i∈Q0

x2
i −

∑

α∈Q1

xs(α)xt(α) con (x1, x2, ..., xn) ∈ Zn.

Observemos que la forma cuadrática asociada a un carcaj depende sola-
mente del grafo subyacente y no de la orientación de las flechas.

Recordemos que una forma cuadrática q es definida positiva si q(x) > 0
para todo x ∈ Zn no nulo. Se dice que una forma cuadrática q es semidefini-
da positiva si q(x) ≥ 0 para todo x ∈ Zn. Por último, una forma cuadrática
q es indefinida si existe x ∈ Zn tal que q(x) < 0 e y ∈ Zn tal que q(y) > 0.
Observemos que en el caso de qQ siempre van a haber vectores con qQ(x) > 0
por ejemplo, qQ(ei) = 1, ei de la base canónica.



Para una forma cuadrática semidefinida positiva q, el conjunto

rad q = {x ∈ Zn/q(x) = 0}

se llama radical de q. El corrango de q se define como el rango del radical.

Veamos ahora algunos lemas y ejemplos que nos llevarán al resultado
principal de esta sección.

LEMA 1.5.2. Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico. Si el grafo subya-
cente de Q (Q̄), no es Dynkin, entonces contiene un diagrama Euclideano
como subgrafo.

Demostración: Mostraremos que si Q no contiene un grafo Euclideano
entonces es Dynkin. Como Q no contiene a Ãn deberá ser un árbol. Como
Q no contiene a D̃4 ningún punto en Q̄ tendrá más de tres vecinos (puntos
con los cuales tiene una flecha en común). La exclusión de D̃n con n ≥ 5
implica que a lo sumo un punto tendrá exactamente tres vecinos. Estamos
en al siguiente situación:

s

r

t

siendo s, r y t la cantidad de puntos en cada rama (no contamos en
ninguno el vértice que conecta las tres ramas). Podemos asumir que r ≤ s ≤
t. La exclusión de Ẽ6 asegura que r ≤ 1. Si r = 0 Q̄ = As+t+1. Si r = 1,
al no poder contener a Ẽ7 sabemos que s ≤ 2. Si s = 0 es un An, si s = 1,
entonces Q̄ = Dt+3 y si s = 2, como Ẽ8 no es subgrafo de Q se concluye
que t ≤ 4. Si t = 0 o t = 1 pasamos a los casos anteriores y si t = 2, 3, 4
obtenemos E6, E7 y E8 respectivamente.

EJEMPLO 1.5.3. Consideremos el siguiente carcaj:



1 2

α1

α2

αm

qQ = x2
1 + x2

2 − mx1x2 = (x1 − m/2x2)
2 + (1 − m2/4)x2

2. Si m=1, qQ
es definida positiva, si m = 2 es semidefinida de corango 1 y si m > 2 es
indefinida.

LEMA 1.5.4. Sea Q tal que su grafo subyacente Q̄ es Euclideano. Entonces
qQ es semidefinida positiva de corango uno.

Demostración: El lema se demuestra simplemente hallando la forma
cuadrática asociada a cada uno de los diagramas euclideanos y un generador
del radical (lo llamaremos v) en cada caso.

a

c1 c2 cp

d2d1 dq

b

1V=

a1

a2

z2z1 zn-3

b1

b2

v=

c1

c2

za1 a2 b2 b1

v=

1 1 1 1

1

1111

1

1

2 2 2 2
1

1

1 2
2

1

123

Ãn p ≥ q, p+ q = n− 1

D̃n

Ẽ6

qQ =
∑

i−j

(xi − xj)
2

4qQ =
∑

t=1,2

(2at − z1)
2 + 2

∑

1≤t≤n−4

(zt − zt+1)
2 +

∑

t=1,2

(zn−3 − 2bt)
2

36qQ = (6a1 − 3a2)
2 + (6b1 − 3b2)

2 + (6c1 − 3c2)
2 + 3[(3a2 − 2z)2 + (3b2 − 2z)2 + (3c2 − 2z)2]



c

za1 a3 b2 b1a2 b3

v=

c

a5a2 a4 b2 b1a3 za1

v=

1 12 2

2

3 3

3

3

4

4 41 2 25 6

Ẽ7

Ẽ8

24qQ = 6[(2a1 − a2)
2 + (2b1 − b2)

2] + 2[(3a2 − 2a3)
2 + (3b2 − 2b3)

2] + (4a3 − 3z)2

+(4b3 − 3z)2 + 6(2c− z)2

120qQ = 30(2a1 − a2)
2 + 10(3a2 − 2a3)

2 + 5(4a3 − 3a4)
2 + 3(5a4 − 4a5)

2

+30(2b1 − b2)
2 + 2(6a5 − 5z)2 + 10(3b2 − 2z)2 + 30(2c− z)2

LEMA 1.5.5. Sea Q un carcaj conexo tal que qQ es semidefinida positiva
y Q′ un subcarcaj pleno, propio de Q. Entonces la restricción qQ′ de qQ en
Q′ es definida positiva.

Demostración: Claramente qQ′ es semidefinida positiva para cualquier
subcarcaj pleno de Q. Supongamos que existe Q′ tal que qQ′ no es definida
positiva. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que Q′ es minimal
con esta propiedad. Sea x′ =

∑

i x
′
iei un vector no nulo tal que q(x′) = 0.

La minimalidad de Q′ implica que x′i 6= 0 para todo i ∈ Q′
0. Más aún,

podŕıamos suponer que xi > 0 ya que al ser semidefinida positiva se cumple
que si x′′ =

∑

i |x
′
i|ei, entonces qQ(x′′) ≤ qQ(x′).

Sea j ∈ Q0\Q
′
0 un vecino (predecesor o sucesor) de k ∈ Q′

0. Definimos el
vector x =

∑

i xiei en Qn de la siguiente manera:

xi =

{ x′i si i ∈ Q′
0

1/2x′k si i = j
0 si i ∈ Q0\Q

′
0

Entonces qQ(x) = qQ(x′ + xjej) = qQ′(x′) + x2
j −

∑

l∈x+
j

�
x−j

x′lxj ≤ x2
j −

x′kxj = 1/4x′2k − 1/2x′2k = −1/4x′2k < 0 lo que contradice que qQ es semi-
definida positiva.



COROLARIO 1.5.6. Sea Q un carcaj cuyo grafo subyacente es Dynkin.
Entonces qQ es definida positiva.

Demostración: Dado un carcaj Q cuyo grafo subyacente Q̄ es Dynkin,
es un subgrafo pleno de un grafo Euclideano Q′. Usando el lema 1.5.4 sabe-
mos que la forma cuadrática asociada a un carcaj Euclideano qQ′ esa semi-
definida positiva y por el lema 1.5.5 podemos asegurar que qQ es definida
positiva.

PROPOSICIÓN 1.5.7. Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico, Q̄ el
grafo subyacente asociado a Q.

(a) Q̄ es un diagrama de Dynkin si y solamente si qQ es definida positiva.

(b) Q̄ es un diagrama Euclideano si y solamente si qQ es semidefinida
positiva pero no definida positiva.

(c) Q̄ no es un diagrama de Dynkin ni Euclideano si y solamente si qQ es
indefinida.

Demostración:
El directo de (a) es el corolario anterior.
El directo de (b) es el lema 1.5.4.

Supongamos ahora que qQ es semidefinida positiva, entonces, gracias al
ejemplo 1.5.3 sabemos que Q̄ no contiene dos puntos con más de dos flechas
entre śı. Por lo tanto, si Q̄ no es Dynkin por el lema ?? sabemos que contiene
a un diagrama Euclideano. Esta inclusión del diagrama Euclideano en Q̄ no
puede ser estricta por el lema 1.5.5. Esto muestra el rećıproco de (a) y (b).

Sea Q̄ ni Dynkin ni Euclideano. Por (a) y (b) qQ no es semidefinida posi-
tiva y por lo tanto será indefinida. Usando nuevamente las partes anteriores,
si qQ es indefinida su grafo subyacente no puede ser ni Dynkin ni Euclideano.

1.6. Gabriel II

Por último en el caṕıtulo, veremos el resultado que da una condición
suficiente y necesaria para que un álgebra de caminos sea de tipo de re-
presentación finita. Omitiremos la demostración pero vale la pena resaltar
que usa fuertemente la forma cuadrática asociada a un carcaj y algunos
resultados que vimos en la sección anterior.

TEOREMA 1.6.1. Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico, K un cuerpo
algebraicamente cerrado y A = KQ el álgebra de caminos de Q.



(a) El álgebra A es de tipo representación finita si y solamente si el grafo
subyacente Q̄ es uno de los diagramas de Dynkin.

(b) Si Q̄ es un diagrama Dynkin el mapa dim : M → dimM induce una
biyección entre las clases de isomorfismo de los A-módulos indescom-
ponibles y el conjunto {x ∈ Nn; qQ(x) = 1} de las ráıces positivas de
la forma cuadrática qQ de Q.

(c) El número de clases de isomorfismo de los A-módulos indescomponibles
es 1/2n(n + 1), n2 − n, 36, 63 y 120 si Q̄ es el diagrama de Dynkin
An, Dn (n ≥ 4), E6, E7 y E8 respectivamente.

Para ver la demostración de este teorema, el lector puede dirigirse al
libro [4], caṕıtulo VII, sección 5.



Caṕıtulo 2

Módulos determinados por

su dimensión

En los próximos dos caṕıtulos nos ocuparemos en describir las álgebras
de caminos de dimensión finita (esto excluye al caso Ãn con las flechas todas
orientadas en el mismo sentido) que provienen de los diagramas Euclideanos
llamados también Dynkin extendidos.
Recordemos cuales son los diagramas de Dynkin extendidos o Euclideanos:
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D̃n

Ẽ6

Ẽ7
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Sabemos que un álgebra hereditaria de dimensión finita, básica y conexa
sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado se puede escribir como KQ con Q
un carcaj finito, conexo y aćıclico, por lo cual, cuando pensamos en álgebras
hereditarias (bajo las hipótesis anteriores) pensamos en un álgebra del tipo
KQ. También sabemos que las álgebras hereditarias de tipo representación
finita no son otras que las álgebras de caminos KQ con Q̄ un diagrama de
Dynkin.
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Teniendo en cuenta este resultado resulta bastante natural interesarse
en las álgebras de caminos KQ de dimensión finita con Q̄ un diagrama de
Dynkin Extendido. Sabemos que estas van a ser de tipo representación in-
finita pero al ser tan pequeña la diferencia entre los diagramas de Dynkin y
los Euclideanos (es solamente extender por un punto en el lugar adecuado)
es lógico pensar que va a haber una cierta estructura especial o un cierto
orden a la hora de estudiar los módulos de dicha álgebra. A este tipo de
álgebras (las de caminos de dimensión finita con Q̄ Euclideano) las llamare-
mos mansas.

Para estudiar la categoŕıa A-mod, uno de nuestros objetivos centrales va
a ser estudiar la estructura de los módulos indescomponibles. Éstos van a
determinar la forma del carcaj de Auslander-Reiten (ver apéndice) asociado
al álgebra, del cual aunque no estudiaremos en detalle, daremos una idea de
su forma.

Este caṕıtulo trata de relacionar un módulo con su dimensión y ver en
que contexto esta relación es una biyección. Para plantear este resultado
necesitaremos tanto herramientas asociadas a la dimensión de un módulo
como ayuda de functores adecuados.

El segundo caṕıtulo, utilizando las herramientas introducidas anterior-
mente, estudia los módulos indescomponibles que no están en biyección con
su dimensión. Una vez estudiado esto tendremos una idea clara del compor-
tamiento de los módulos indescomponibles asociados al álgebra de caminos
KQ con Q̄ un diagrama Euclideano.

2.1. Herramientas básicas acerca del vector dimen-

sión

El primer resultado en la clasificación de álgebras hereditarias necesita
manejar herramientas relacionadas a la dimesión de los módulos asociados
a un carcaj. Recordemos la definición de forma cuadrática asociada a un
carcaj y corrango.

DEFINICIÓN 2.1.1. (Forma cuadrática asociada a un carcaj) Sea
Q un carcaj con Q̄ Euclideano, tal que |Q0| = n. La forma cuadrática aso-
ciada a Q, qQ : Zn → Z, se define como qQ(x1, x2, ...., xn) =

∑

i∈Q0
x2
i −

∑

α∈Q1
xs(α)xt(α) con (x1, x2, ..., xn) ∈ Zn.

DEFINICIÓN 2.1.2. (Corrango de qQ) El corango de qQ es el rango
del radical, donde el radical es N = {x ∈ Zn/qQ(x) = 0}.

OBSERVACIÓN 2.1.3. Podemos fijar un generador del radical v que
cumpla que todas sus entradas son positivas y una de ellas es 1. Para esto



basta encontrar un v con estas condiciones para cada diagrama Euclideano.
Veamos el generador del radical v asociado a cada diagrama Euclideano:

a

c1 c2 cp

d2d1 dq

b

1V=

a1

a2

z2z1 zn-3

b1

b2

q_{Q}=

v=

c1

c2

za1 a2 b2 b1

v=

1 1 1 1

1

1111

1

1

2 2 2 2
1

1

1 2
2

1
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Ãn p ≥ q, p+ q = n− 1

D̃n
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4qQ =
∑

t=1,2

(2at − z1)
2 + 2

∑

1≤t≤n−4

(zt − zt+1)
2 +

∑

t=1,2

(zn−3 − 2bt)
2

36qQ = (6a1 − 3a2)
2 + (6b1 − 3b2)

2 + (6c1 − 3c2)
2 + 3[(3a2 − 2z)2 + (3b2 − 2z)2 + (3c2 − 2z)2]



c

za1 a3 b2 b1a2 b3

v=

c

a5a2 a4 b2 b1a3 za1

v=

1 12 2

2

3 3

3

3

4

4 41 2 25 6

Ẽ7
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24qQ = 6[(2a1 − a2)
2 + (2b1 − b2)

2] + 2[(3a2 − 2a3)
2 + (3b2 − 2b3)

2]+

(4a3 − 3z)2 + (4b3 − 3z)2 + 6(2c− z)2

120qQ = 30(2a1 − a2)
2 + 10(3a2 − 2a3)

2 + 5(4a3 − 3a4)
2 + 3(5a4 − 4a5)

2

+30(2b1 − b2)
2 + 2(6a5 − 5z)2 + 10(3b2 − 2z)2 + 30(2c− z)2

DEFINICIÓN 2.1.4. (Forma bilineal simétrica asociada a qQ) La
forma cuadrática qQ define la forma bilineal simétrica (., .) que cumple:

1. q(x+ y) = q(x) + q(y) + 2(x, y);

o equivalentemente

2. (x, y) = 1/4(q(x+ y) − q(x− y)).

DEFINICIÓN 2.1.5. (Reflexión) Dado i ∈ Q0 definimos la reflexión
si : Zn → Zn como si(x) = x− 2(x, ei)ei.

PROPOSICIÓN 2.1.6. (Propiedades del functor de reflexión (si))

1. s2i = 1, ∀i ∈ Q0;

2. (si(x), si(y)) = (x, y).

Para demostrar 1. utilizamos la definición de reflexión y obtenemos que:
sisi(x) = si(x − 2(x, ei)ei) = x − 2(x, ei)ei − 2(x − 2(x, ei)ei, ei)ei = x −
2(x, ei)ei − 2(x, ei)ei + 4(x, ei)(ei, ei)ei = x− 4(x, ei)ei + 4(x, ei)ei = x.
Para demostrar 2. calculamos: (si(x), si(y)) = (x−2(x, ei)ei, y−2(y, ei)ei) =
(x, y) − 2(x, ei)(ei, y) − 2(y, ei)(x, ei) + 4(x, ei)(y, ei)(ei, ei) = (x, y).



DEFINICIÓN 2.1.7. (Enumeración admisible) Dado el carcaj Q, di-
remos que una enumeración de Q0 es admisible si para cada flecha α ∈ Q1,
α : i→ j, entonces i < j.

OBSERVACIÓN 2.1.8. Todo carcaj Q finito y aćıclico admite una enu-
meración admisible.

Demostración: En el caso particular de no haber flechas es claro que
cualquier enumeración es admisible.
Si hay alguna flecha α : i → j probemos primero que el carcaj tendrá al
menos un pozo.
Supongamos que no tiene pozo. En ese caso debe haber alguna flecha β :
j → k. con k un vértice del carcaj o de lo contrario j seŕıa pozo. Luego,
αβ será un camino de i en k. A su vez, k será el comienzo de alguna flecha
γ : k → p (sino k seŕıa pozo) y αβγ un camino de i en p. En definitiva, como
el carcaj es finito, en un número finito de pasos este camino volverá a algún
vértice por el que ya pasó y se formará un ciclo, contradiciendo la hipótesis,
lo que prueba la existencia de un pozo.

Una vez probada la existencia de un pozo la enumeración admisible se
construye de la siguiente manera:
Le asignaremos el número 1 a un pozo del carcaj (podŕıa haber más de
uno). Luego consideramos el subcarcaj pleno de Q que proviene de restringir
los vértices a Q(1) = Q0/{1}. Este subcarcaj es también finito y aćıclico.
Alĺı también habrá al menos un pozo y a uno de ellos le asignaremos el
número 2. Con este procedimiento, en finitos pasos obtendremos la enu-
meración admisible buscada ya que en el i-ésimo paso todas las flechas que
salen del vértice al que le asignamos el número i llegan a vértices que ya enu-
meramos anteriormente (de lo contrario i no seŕıa pozo en el paso i-ésimo)
y cumple la definición de enumeración admisible.

DEFINICIÓN 2.1.9. (Transformación de Coxeter) Dado Q y una
enumeración admisible para Q0 definimos la transfomación de Coxeter aso-
ciada a la enumeración como c = snsn−1...s2s1

DEFINICIÓN 2.1.10. (Grupo de Weyl) Llamamos Grupo de Weyl al
subgrupo de Aut(Zn) generado por las reflexiones.

PROPOSICIÓN 2.1.11. Sea Q un carcaj finito, aćıclico y conexo.Consideremos
si las reflexiones y c la transformación de coxeter. Entonces si cx = x,
six = x ∀i.

Demostración: Dada una enumeración admisible cx = snsn−1 . . . s1x.
Observemos que para i ∈ {1, 2 . . . , n} se cumple que xi = (cx)i = (snsn−1 . . . six)i
ya que al aplicar s1, s2,. . . ,si−1 la coordenada i-ésima no se modifica. Si i = n



la igualdad anterior implica que (sn(x))n = xn y por lo tanto sn(x) = x ya
que la reflexión sn solo afecta la coordenada n-ésima de x. Si ahora consid-
eramos i = n− 1 (snsn−1(x))n−1 = (sn(x− 2(x, en−1)en−1))n−1 = (sn(x) −
2(x, en−1)sn(en−1))n−1 = (sn(x)−2(x, en−1)en−1+4(x, en−1)(en−1, en)en)n−1.
Usando que snx = x y considerando la coordenada n − 1 obtenemos que
xn−1 = (snsn−1(x))n−1 = (x − 2(x, en−1)en−1)n−1 = x − 2(x, en−1) =
(sn−1(x))n−1 y por lo tanto sn−1(x) = x. Siguiendo el razonamiento an-
terior con todo i ∈ Q0 obtenemos que six = x ∀i.

PROPOSICIÓN 2.1.12. Sea N el radical de qQ y B =
{x ∈ Zn/x es estable bajo W} donde W es el grupo de Weyl. Entonces
B = N

Demostración: (⊂) Si un elemento x está en B en particular cumple
que si(x) = x ∀i ∈ Q0, o sea, usando la definición de si, x−2(x, ei) = x lo que
implica que (x, ei) = 0 ∀i ∈ Q0. O sea, qQ(x) = (x, x) =

∑

i∈Q0
xi(x, ei) = 0

y por lo tanto B ⊂ N .

(⊃) Sea x ∈ N como Q̄ es un diagrama Euclideano, la forma cuadrática
asociada es semidefinida positiva y por lo tanto se cumple que |(x, y)|2 ≤
(x, x)(y, y). Entonces (x, y) = 0 ∀y ∈ Zn, en particular (x, ei) = 0 ∀i ∈ Q0.
Luego si(x) = x ∀i ∈ Q0 de lo que se deduce que x es estable bajo W.

OBSERVACIÓN 2.1.13. La técnica que aparece en la segunda parte de
la demostración en la proposición anterior se usará repetidas veces, cada vez
que x ∈ N se cumple que (x, ei) = 0 para todo i ∈ Q0.

OBSERVACIÓN 2.1.14. Cada elemento w de W induce una transforma-
ción w̄ : Zn/N → Zn/N de forma que w̄(x+N) = wx+N . Llamaremos W̄
al conjunto de los w̄.

PROPOSICIÓN 2.1.15. W̄ es finito.

Demostración: Sea M = {x ∈ Zn/qQ(x) ≤ 1}, M̄ = M/N . Como W
lleva a M en M ya que q(x) = (x, x) = (si(x), si(x)) = q(si(x)), entonces,
W̄ lleva M̄ en M̄ .

Afirmamos que la acción de w̄ sobre M̄ es fiel, o sea, podemos identificar
a W̄ con un subgrupo de permutaciones de M̄ . Para probar esta afirmación
debemos ver que el mapa que lleva w̄ 7→ (σw̄ : x̄ → w̄x̄) que va de W̄
en el grupo de las permutaciones de M̄ es inyectivo. Si σw̄ = σv̄ entonces
w̄x̄ = v̄x̄ ∀x ∈ M . En particular, w̄ēi = v̄ēi (recordemos que qQ(ei) = 1) y
por lo tanto, utilizando la linealidad, w̄x̄ = v̄x̄ ∀x ∈ Zn lo que implica que
son la misma transformación, o sea, v̄ = w̄.



Para concluir con la prueba faltaŕıa ver que M̄ es finito lo que implicaŕıa
que su grupo de permutaciones lo es y W̄ también. Consideremos la forma
cuadrática qQ, existe una matriz P invertible con coeficientes en Q que
transforma a la forma cuadrática qQ en una diagonal de la forma

∑t
i=1 ciy

2
i

siendo ci > 0 (por ser semidefinida positiva los ci son mayores o iguales que
cero, en caso de ser cero no los considero en la sumatoria) siendo y = xP .
Si x ∈ M , entonces qQ(x) ≤ 1 y como ci > 0 se cumple que ciy

2
i ≤ 1, o

sea, |yi| ≤
√

1/ci 1 ≤ i ≤ t. Además N = {x ∈ Zn/yi = 0 1 ≤ i ≤ t}. En
definitiva, M̄ = M/N ⊂ {x ∈ Zn/|yi| ≤

√

1/ci}/{x ∈ Zn/yi = 0} 1 ≤ i ≤ t
que es un conjunto finito (los y que verifican |yi| ≤

√

1/ci,∀i = 1, 2 . . . , t son
una cantidad finita ya que su preimagen por la matriz P que es invertible
es finita al estar en Zn y ser acotada) y por lo tanto M̄ también lo será.

Consideremos ahora la transformacin de Coxeter c para un cierto Q y
una cierta enumeración admisible. Se desprende del resultado anterior que
el orden de c̄ es finito y por lo tanto tenemos la siguiente situación:

cm(x) = x+ (∂cx)v (2.1)

donde m es el orden de c̄, v es el generador del radical y (∂cx) es un entero
(esto se debe a que el generador tiene alguna entrada uno) al que llamaremos
defecto de x respecto de c .

OBSERVACIÓN 2.1.16. Podemos ver al defecto como una forma lineal
∂c : Zn → Z que a cada vector en Zn le asocia su defecto respecto de c o
como un cierto vector ∂c = (∂cei) que en la entrada i-ésima tiene al defecto
del elemento de la base canónica asociado a esa coordenada.

PROPOSICIÓN 2.1.17 (Propiedades del defecto ∂c). Sea c la transfor-
mación de Coxeter para un cierto Q y m el orden de c̄ en W̄ entonces:

1. ∂c(x) = ∂c(cx);

2. ctmx = x+ t(∂cx)v para todo t ∈ Z.

Demostración:

1. Sabemos que cm(x) = x + (∂cx)v para un cierto m y si aplicamos c
de ambos lados cm(cx) = cx+ (∂cx)v ya que v es estable bajo c por lo que:
∂c(x) = ∂c(cx).

2. Lo probaremos por inducción:
El paso base es la ecuación (2.1). Ahora, supongamos que c(t−1)mx = x+(t−
1)(∂cx)v. Esto implica que c−mctmx = x+(t−1)(∂cx)v y si multiplicamos por
cm de ambos lados nos queda que ctmx = cmx+(t−1)(∂cx)v (volvemos a usar
que v es estable bajo c). En conclusión, ctm(x) = (cmx−∂c(x)v)+ t∂c(x)v =
x+ t∂c(x)v.



OBSERVACIÓN 2.1.18. Consideremos (ei, ej), la forma bilineal aplicada
a los vectores i, j de la base canónica. Por definición (ei, ej) = q(ei + ej) −
q(ei)− q(ej) y al desarrollar 1 + 1− kij − 2 = −kij donde kij es la cantidad
de flechas de i en j.

PROPOSICIÓN 2.1.19. Dado un carcaj Q con |Q0| = n, la transforma-
ción de Coxeter no depende de la enumeración admisible elegida en Q0, solo
depende de la orientación de las flechas.

Demostración:

La idea básica de la demostración es observar que si tengo varias opciones
en un cierto paso de la enumeración admisible la reflexiones correspondientes
van a conmutar.

Consideremos dos enumeraciones admisibles que llamarenos {1, 2, . . . n}
y {k1, k2 . . . kn}. Para todo i < k1 , por definición, no existen flechas de i a
k1, tampoco existen flechas de k1 en i, ya que k1 está en primer lugar en la
segunda enumeración.

Afirmamos entonces que (ei, ek1) = 0 ya que, si no hay flechas entre ellos
q(ei + ek1) = q(ei) + q(ek1) y sisk1 = sk1si:
sisk1(x) = si(x − 2(x, ek1)ek1) = si(x) − 2(x, ek1)si(ek1) = x − 2(x, ei)ei −
2(x, ek1)(ek1 − 2(ek1 , ei)ei)
sk1si(x) = sk1(x − 2(x, ei)ei) = sk1(x) − 2(x, ei)sk1(ei) = x− 2(x, ek1)ek1 −
2(x, ei)(ei − 2(ei, ek1)ek1).

Como (ei, ek1) = 0 las expresiones son iguales y por lo tanto sn . . . s2s1 =
sn . . . sk1+1sk1−1 . . . s1sk1 y repitiendo este procedimiento obtenemos que
skn

. . . sk2sk1 = sn . . . s2s1.

OBSERVACIÓN 2.1.20. Consideremos los diagramas Euclideanos como
en la figura (2.1.3) pero ahora con una cierta orientación. Recordemos que
en el caso de Ãn todas las flechas no pueden estar orientadas hacia el mis-
mo lado ya que el álgebra es de dimensión finita. Recordemos también que
en Ãn consideramos una familia de ejemplos distinguiendo la cantidad de
flechas antihorarias (o horarias) en cada caso. Podemos calcular el vector
de defectos y obtenemos:
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Ẽ7

Ẽ8
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2.1.1. El defecto y los cambios de orientación

Sea Q un carcaj con transformación de Coxeter c = sn . . . s2s1 y ∂c
el vector de los defectos. Consideremos ahora Q′ = σ1Q, el carcaj que se
obtiene invirtiendo las flechas de Q que salen o llegan a 1. En este caso
particular, por ser una enumeración admisible, 1 es un pozo y por lo tanto
solo hay flechas que llegan a él.

La transformación de Coxeter c′ asociada a Q′ es de la forma c′ =
s1sn . . . s2. Observemos también que c′ = s1cs1. Sabemos que (c′)mei =
ei + (∂c′ei)v, al multiplicar por s1 y usar la observación anterior obtenemos
que cms1(ei) = s1ei + (∂c′ei)v, o sea,

∂c′ei = ∂c(s1ei) (2.2)



OBSERVACIÓN 2.1.21. Notemos que con la lista de defectos que obtuvi-
mos en la observación anterior y la fórmula que acabamos de obtener sobre
el defecto cuando aplicamos σ1, podemos calcular el vector de defectos para
cualquier orientación sin ciclos elegida en los diagramas Euclideanos (Esto
fue visto en el caṕıtulo anterior en el lema(1.4.7) y observación (1.4.8)).

2.2. Ráıces de qQ

Las ráıces positivas de la forma cuadrática asociada a un carcaj Q con
|Q0| = n (siempre pensando en diagramas Euclideanos) van a jugar un papel
fundamental a la hora de clasificar los módulos indescomponibles. En este
contexto, las ráıces son los vectores que toman el valor uno al aplicarles la
forma cuadrática qQ, o sea, las ráıces son los x ∈ Zn tal que qQ(x) = 1.
Estudiaremos la forma de dichas ráıces y las clasificaremos según su defecto.

LEMA 2.2.1. Sea Q conexo y β un vector positivo no nulo de Zn en el
radical. Las entradas de β son todas no nulas.

Demostración:

Como β ∈ N se cumple que: qQ(β) = 0 y por lo tanto (β, ei) = 0 ∀i ∈ Q0.
Supongamos que βp = 0 para algún p. Luego 0 = (β, ep) =

∑n
j=1 βj(ej , ep) =

∑n
j=1,j 6=p βj(−kpj) + βp ,o sea, βp =

∑n
j=1,j 6=p βj(kpj) = 0. Como kpj y βj

son mayores o iguales que cero concluimos que βj = 0 para todo j que
sea predecesor o sucesor de p (que exista una flecha de j en p o de p en
j). Repitiendo el razonamiento anterior, partiendo de βj = 0, vemos que
también βk = 0 para todo k sucesor o predecesor de j.

En definitiva, al ser el grafo conexo, todas las entradas de β seŕıan nulas
lo cual es absurdo ya que partimos de un vector β no nulo. El absurdo
proviene de suponer que alguna de la entradas de β es nula por lo tanto
probamos que las entradas de β son todas estrictamente positivas.

PROPOSICIÓN 2.2.2. Sea qQ una forma cuadrática asociada a un cierto
Q. Si qQ es semidefinida positiva entonces las ráıces de la forma cuadrática
son positivas o negativas (una ráız es positiva o negativa si todas sus en-
tradas lo son).

Demostración:

Consideremos x ráız de qQ: x = x+ +x− siendo x+ el vector que contien
las entradas positivas de x y x− las negativas. Consideremos ahora |x| =
x+ − x−. Observemos que |x| > 0 ya que al ser ráız x es no nulo.



Como estamos trabajando con una forma cuadrática semidefinida posi-
tiva, qQ(|x|) ≥ 0. Supongamos que qQ(|x|) > 0. En este caso tenemos 0 <

qQ(|x|) =
∑

i∈Q0

|x|2i −
∑

α∈Q1

|x|s(α)|x|t(α) ≤
∑

i∈Q0

x2
i −

∑

α∈Q1

xs(α)xt(α) = qQ(x) =

1. Entonces qQ(|x|) = 1 ya que es el único entero mayor que cero y menor
o igual a uno. Por lo tanto, 2 = qQ(x) + qQ(|x|) = qQ(x+ + x−) + qQ(x+ −
x−) = qQ(x+) + qQ(x−) + 2(x+, x−) + qQ(x+) + qQ(−x−) − 2(x+, x−) =
2(qQ(x+) + qQ(x−)) ya que qQ(x) = qQ(−x). Esto nos lleva a dos posibles
casos:

1. qQ(x+) = 0 y qQ(x−) = 1. Esto implica que x+ ∈ N . Si x 6= x−,
entonces x+ es no nulo y por el lema anterior todas sus entradas seŕıan
no nulas. Esto implicaŕıa que x− = 0 lo cual es absurdo al ser x− ráız.
La única posibilidad es que x = x−.

2. qQ(x+) = 1 y qQ(x−) = 0. Con un razonamiento similar al del caso
anterior deducimos que x = x+

Nos faltaŕıa ver el caso en que qQ(|x|) = 0. En este caso 1 = qQ(x) =
qQ(|x|−2x−) = qQ(|x|)+qQ(2x−)−2(|x|, 2x−) = 4qQ(x−) ya que |x| está en
el radical. Por lo tanto, qQ(x−) = 1/4 y esto es absurdo.

LEMA 2.2.3. Sea qQ una forma cuadrática semidefinida positiva, x una
ráız positiva de qQ. Entonces para todo i ∈ Q0 si(x) es positiva o x = ei.

Demostración:
Como la forma es semidefinida positiva, dado i ∈ Q0:

0 ≤ q(x+̄ei) = q(x) + q(ei)+̄2(x, ei) = 2+̄2(x, ei) (2.3)

⇒ −2 ≤ 2(x, ei) ≤ 2

Dividiremos en casos:

1. Si 2(x, ei) ≤ 0 entonces si(x) = x− 2(x, ei)ei > 0

2. Si 2(x, ei) = 1, al sustituir en la reflexión, si(x) = x − ei. Si xi 6= 0
entonces si(x) > 0 o x = ei.
En el caso xi = 0,

qQ(x+ ei) = qQ(x) + 1 −
∑

j/ ∃ α:i→j

xj ≤ 2

pero por (2.3), qQ(x + ei) = qQ(x) + qQ(ei) + 2(x, ei) = 3 y esto es
absurdo.

3. Si 2(x, ei) = 2 entonces por (2.3) qQ(x−ei) = 0 por lo que x−ei ∈ N . Si
Q es Dynkin, entonces, x = ei ya que los diagramas de Dynkin tienen
una forma cuadrática asociada definida positiva. Si Q es Euclideano
x− ei = λv siendo v el generador de N.



Recordemos que v tiene todas sus entradas positivas y una de ellas es
1. Como x es positivo λ ≥ 0. Si λ = 0 se deduce que x = ei y si λ > 0
se cumple que si(x) = x−2(x, ei)ei = x−2ei (ya que nos encontramos
en el caso 2(x, ei) = 2). Por otro lado, x−2ei = x−ei−ei = λv−ei > 0
al ser las entradas de v todas positivas. Se concluye que si(x) > 0.

DEFINICIÓN 2.2.4. Sea Q̄ Euclideano, |Q0| = n, c una transforma-
ción de Coxeter correspondiente a una enumeración admisible 1 . . . n de Q0.
Definimos

pi = s1s2 . . . si−1(ei), qi = snsn−1 . . . si+1(ei), con i = 1, 2 . . . , n.

PROPOSICIÓN 2.2.5. Para todo i, j ∈ Q0 pi y qi son ráıces positivas de
qQ.

Demostración:

Para todo i, j ∈ Q0 tanto pi como qj son ráıces:
Basta ver la definición de cada una y observar que si x es ráız también lo es
si(x) ya que (x, y) = (si(x), si(y)).

Para todo i, j ∈ Q0 pi y qj son positivas:
Consideremos el caso de pi para algún i ∈ Q0. Como ei es una ráız positiva
de qQ, aplicando el lema anterior, si−1(ei) sigue siendo positiva.

En general, sea j algún número entre 1 e i − 1. La reflexión sj modi-
fica solamente la entrada j-ésima del vector al que se la aplica por lo que
sj+1 . . . si−1(ei) tiene la entrada j-ésima nula. En particualr, sj+1 . . . si−1(ei) 6=
ej . Usando el lema anterior obtenemos que sjsj+1 . . . si−1(ei) es una ráız
positiva. En conclusión (el j es arbitrario) pi es una ráız positiva. Con qi el
razonamiento es similar.

OBSERVACIÓN 2.2.6. Consideramos todos los diagramas Euclideanos
con una cierta orientación y una transformación de Coxeter c. Si hallamos
los posibles p(i) y q(i) ∀i ∈ Q0 y calculamos sus defectos podremos verificar
que ∂c(pi) < 0 y ∂c(qi) > 0. Utilizando la ecuación (2.2) y la observación
siguiente obtenemos este mismo resultado sin importar la orientación elegi-
da. Calculemos entonces pi (los qj se calculan de la misma forma) para los
carcajes vistos en (2.1.20) y veamos sus defectos:
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Ãn

∂c =

Una enumeración admisible es a, c1 . . . cp, d1, . . . dq, b pa = ea, ∂c(pa) =
−(n+ 1) < 0
pci = ea + ec1 + . . . eci, ∂c(pci) = −(n+ 1) + 0 + . . .+ 0 < 0 con i = 1 . . . p
pdj

= ea + ed1 + . . . edj
, ∂c(pdj

) = −(n+ 1) + 0 + . . .+ 0 < 0 con j = 1 . . . q
pb = 2ea+ec1 + . . .+ecp +ed1 + . . . edq

+eb, ∂c(pb) = −2(n+1)+(n+1) < 0;

a1

a2

z2z1 zn-3

b1

b2

-1

-1

00 0

1

1

D̃n

∂c =

Una enumeración admisible es a1, a2, z1 . . . , zn−3, b2, b1 pa1 = ea1, ∂c(pa1) =
−1 < 0
pa2 = ea2, ∂c(pa2) = −1 < 0
pzi

= ea1 + ea2 + ez1 + . . .+ ezi
, ∂c(pzi

) = −2 < 0 para i = 1, . . . , n− 3
pb1 = ea1 + ea2 + ez1 + . . .+ ezn−3 + eb1, ∂c(pb1) = −1 − 1 + 1 < 0
pb2 = ea1 + ea2 + ez1 + . . .+ ezn−3 + eb2, ∂c(pb2) = −1 − 1 + 1 < 0;



c1

c2

za1 a2 b2 b1

1

1

-31 1 1 1

Ẽ6

∂c =

Una enumeración admisible es z, a2, b2, c2, a1, b1, c1 pz = ez, ∂c(pz) =
−3 < 0
pa2 = ea2 + ez, ∂c(pa2) = −3 + 1 < 0
pb2 = eb2 + ez, ∂c(pb2) = −3 + 1 < 0
pc2 = ec2 + ez, ∂c(pc2) = −3 + 1 < 0
pa1 = ea2 + ea1 + ez, ∂c(pa1) = −3 + 1 + 1 < 0
pb1 = eb2 + eb1 + ez, ∂c(pb1) = −3 + 1 + 1 < 0
pc1 = ec2 + ec1 + ez, ∂c(pc1) = −3 + 1 + 1 < 0;

c

za1 a3 b2 b1a2 b3

2

-41 1 1 11 1

Ẽ7

∂c =

Una enumeración admisible es z, c, a3, a2, a1, b3, b2, b1 pz = ez, ∂c(pz) =
−4
pc = ez + ec, ∂c(pc) = −4 + 2 < 0
pa3 = ez + ea3, ∂c(pa3) = −4 + 1 < 0
pb3 = ez + eb3, ∂c(pb3) = −4 + 1 < 0
pa2 = ez + ea3 + ea2, ∂c(pa2) = −4 + 1 + 1 < 0
pb2 = ez + eb3 + eb2, ∂c(pb2) = −4 + 1 + 1 < 0
pa1 = ez + ea3 + ea2 + ea1, ∂c(pa1) = −4 + 1 + 1 + 1 < 0



pb1 = ez + eb3 + eb2 + eb1, ∂c(pb1) = −4 + 1 + 1 + 1 < 0;

c

a5a2 a4 b2 b1a3 za1

3

11 1 2 21 -61

Ẽ8

∂c =

Una enumeración admisible es z, c, a5, a4a3, a2, a1, b2, b1 pz = ez,
∂c(pz) = −6 pc = ez + ec, ∂c(pc) = −6 + 3 < 0
pa5 = ez + ea5, ∂c(pa5) = −6 + 1 < 0
pb2 = ez + eb2, ∂c(pb2) = −6 + 2 < 0
pa4 = ez + ea5 + ea4, ∂c(pa4) = −6 + 1 + 1 < 0
pb1 = ez + eb2 + eb1, ∂c(pb2) = −6 + 2 + 2 < 0
pa3 = ez + ea5 + ea4 + ea3, ∂c(pa3) = −6 + 1 + 1 + 1 < 0
pa2 = ez + ea5 + ea4 + ea3 + ea2, ∂c(pa2) = −6 + 1 + 1 + 1 + 1 < 0
pa1 = ez + ea5 + ea4 + ea3 + ea2 + ea1, ∂c(pa1) = −6 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 < 0.

Si consideramos Q′ = σ1Q, c′ = s1cs1 y p′i = s1pi (también q′i =
s1qi), usando el resultado que habla sobre el defecto al aplicar σ1 obten-
emos: ∂c′p

′
i = ∂c(sip

′
i) = ∂cpi (de la misma forma ∂c′q

′
i = ∂c(siq

′
i) = ∂cqi)

y por lo tanto el defecto de los pi es negativo sea cual sea la orientación
elegida (el defecto de qi será positivo sin importar la orientación).

LEMA 2.2.7. Sea Q un carcaj con Q̄ Euclideano o Dynkin, c una trans-
formación de Coxeter y x una ráız positiva.
Entonces:

1. cx ≯ 0 si y sólo si x = pi para algún 1 ≤ i ≤ n

2. c−1x ≯ 0 si y sólo si x = qi para algún 1 ≤ i ≤ n

Demostración:

1. (⇒) Si cx ≯ 0 entonces existe algún i para el cual si−1 . . . s2s1(x) =
ei. Si se aplican reflexiones a izquierda de ambos lados se obtiene x =
s1s2 . . . si−1(ei) = pi



(⇐) Basta observar que cpi = −qi ya que sn . . . s2s1(s1s2 . . . si−1(ei)) =
sn . . . si(ei) = −qi (si(ei) = ei − 2qQ(ei)ei = −ei) y como qi es una ráız
positiva −qi = cpi ≯ 0.

2.(⇒) Esta parte es similar a la anterior, si c−1x ≯ 0, entonces, ∃j tal
que sj+1 . . . sn(x) = ej y por lo tanto x = qj .

(⇐) Basta observar que cpi = −qi implica −pi = c−1qi ≯ 0.

LEMA 2.2.8. Sea Q un carcaj con Q̄ Euclideano. Entonces toda ráız posi-
tiva x de qQ es de la forma x = x0+λv donde v es el generador del radical N
y x0 es una ráız positiva que cumple x0 < v y λ ≥ 0 ∈ Z. Dado x, λ y x0 son
únicos con estas propiedades. A su vez, todo vector y ∈ Zn que tenga esta
forma (y = x0+λv con x0 < v ráız positiva y λ ≥ 0 ∈ Z) es una ráız positiva.

Demostración:

Probemos en primer lugar que x0 + λv es una ráız positiva:
qQ(x0 + λv) = (x0 + λv, x0 + λv) = (x0, x0) + 2(x0, v) + λ2(v, v). Como v
está en el radical el único termino que no se anula es el (x0, x0) (recordemos
que (x, y)2 ≤ (x, x)(y, y)). Por lo tanto qQ(x0 + λv) = (x0, x0) = 1.

Partamos ahora de x una ráız positiva cualquiera, consideremos λ ≥ 0,
el máximo con la propiedad de ser x − λv ráız positiva. Sea x0 = x − λv
faltaŕıa probar que x0 < v: x0−v también es ráız (qQ(x0−v) = (x0, x0) = 1)
pero no es positiva por la forma en que elegimos el λ. Por lo tanto x0 − v
deberá ser negativa (ya probamos que las ráıces son positivas o negativas)
con lo cual x0 < v.

Por último probemos que la elección de λ y x0 son únicas:
Supongamos que x0 + λv = y0 + µv con x0 < v, y0 < v ráıces positivas y
λ, µ ≥ 0 ∈ Z. Tenemos que x0−y0 ≤ v lo que implica que (λ−µ)v ≤ 0. A su
vez y0 − x0 ≤ v, o sea, también se cumple que (µ− λ)v ≤ 0. En conclusión,
para que ambas desigualdades se cumplan, λ = µ y x0 = y0.

PROPOSICIÓN 2.2.9. Sea Q un carcaj con Q̄ Euclideano, c la trans-
formación de Coxeter correspondiente a una enumeración admisible de Q0.
Entonces:

1. Toda ráız positiva x de defecto negativo cumple que x = c−spi para
algún s ≥ 0 y algún 1 ≤ i ≤ n. Dado x la elección del s y el pi son
únicas. A su vez, todo z de la forma z = c−spi es una ráız positiva de
defecto negativo.



2. Toda ráız positiva y de defecto positivo cumple que y = ctqj para algún
t ≥ 0 y para algún 1 ≤ j ≤ n. Dado y la elección del t y el qj son
únicas. A su vez, todo z de la forma z = ctqj es una ráız positiva de
defecto positivo.

3. Toda ráız positiva de defecto nulo se escribe como x = x0 + λv con
x0 < v una ráız positiva de defecto nulo y λ ≥ 0.

Demostración:

1. Sea x una ráız positiva de defecto negativo. Considerando la propiedad:
ctmx = x+ t(∂cx)v, ∀t ∈ Z, sabemos que para cierto t ctm(x) ≯ 0 y usando
el lema (2.2.7) ctm−1(x) = pi. Sea s = tm− 1, aplicando c−s de ambos lados
obtenemos que x = c−spi.

Todo z = c−spi es una ráız. Veamos que es positiva: si z no es positiva
entonces es negativa (por el lema 2.2.2) y c−1(c−s+1(pi)) ≯ 0. Si c−s+1(pi) es
ráız positiva, usando (2.2.7) c−s+1(pi) = qj . Si c−s+1(pi) = c−1c−s+2(pi) <
0 vemos si c−s+2(pi) es positiva y si lo es usamos (2.2.7). Este proceso
va a detenerse en finitos pasos ya que pi es una ráız positiva por lo cual
existe u < s tal que c−upi es ráız positiva y c−upi = qj . Esto implica que
∂c(c

−s+1(pi)) = ∂c(c
−u(pi)) = ∂c(qj) > 0. A su vez, ∂c(c

−s+1(pi)) = ∂c(pi) <
0 (por propiedad del defecto) y esto es absurdo, lo que nos lleva a concluir
que z es ráız positiva de defecto negativo.

Por último veamos que los x de la forma x = c−spi son todos distintos:
supongamos c−spi = c−tpj con s, t ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ n. Supongamos
t > s, entonces, 0 ≮ cpi = c(c−t+spj) = c−(t−s−1)pj > 0 y esto es absurdo.

2. Análogo al caso 1.

3. Sabemos, por el lema (2.2.8) que x = x0 + λv con x0 < v y λ ≥ 0.
Queremos ver que ∂c(x0) = 0 pero esto es claro si observamos que ∂c(v) = 0
por estar en el radical. Por otro lado si ∂c(x0) = 0 se cumple que ∂c(x) = 0.

2.3. El functor de reflexión

Pensando ahora en todo el módulo y no solamente en su vector dimen-
sión, definimos el functor de reflexión y luego el functor de Coxeter.

Como lo sugieren sus nombres, estarán fuertemente relacionados con la
reflexión sa y la tranformación de Coxeter c que vimos anteriormente. Con
todas estas herramientas llegaremos a la biyección buscada entre ciertos
módulos y su dimensión.



DEFINICIÓN 2.3.1 (Functor de Reflexión). Sea Q un carcaj finito, conexo
y aćıclico con a un pozo. Definimos el functor de reflexión S+

a : KQ−mod→
K(σaQ)−mod, dada una representación M = (Mb, ϕα) en Mod KQ tenemos
S+
a (M) = N con N = (Nb, ψβ) donde:

Nb =

{

Mb b 6= a

Ker(
⊕

α:c→a

ϕα :
⊕

α:c→a

Mc →Ma) b = a

ψα =

{

ϕα t(α) 6= a
παi t(α) = a

siendo πα :
⊕

β:c→a

Mc → Ms(α) la proyección, e i : Na →
⊕

β:c→a

Mc la

inclusión.

Ya definimos el functor sobre los objetos de la categoŕıa faltaŕıa definirlo
sobre los mapas. Sea f : M → M ′ un morfismo de representaciones defini-
mos g = S+

a (f) de la siguiente forma:

Si b 6= a, gb = fb;

Si b = a, ga es tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 → (S+
a M)a →

⊕

β:c→a

Mc →Ma

↓ ↓ ga ↓
⊕

β

fc ↓ fa

0 → (S+
a M

′)a →
⊕

β:c→a

M ′
c →M ′

a.

Dualmente definimos S−
a : KQ−mod→ K(σaQ)−mod para a una fuente.

Dada una representación M = (Mb, ϕα) en KQ-mod tenemos (S−
a M) = N

con N = (Nb, ψβ) donde:

Nb =

{ Mb b 6= a

Coker(ϕα)α : Ma →
⊕

β:a→c

Mc b = a

ψα =

{

ϕα s(α) 6= a
πi s(α) = a

siendo π :
⊕

β:a→c

Mc → Na la proyección sobre el conúcleo e i : Nc →

⊕

β:a→c

Mc la inclusión.



Sea f : M →M ′ un morfismo de representaciones definimos g = S−
a (f)

de la siguiente forma:

Si b 6= a, gb = fb;

Si b = a, ga es tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 → Ma →
⊕

β:a→c

Mc → (S−
a M)a

↓ ↓ fa ↓
⊕

β

fc ↓ ga

0 → M ′
a →

⊕

β:a→c

M ′
c → (S−

a M
′)a

OBSERVACIÓN 2.3.2. Luego de la definición faltaŕıa probar que tanto
S+
a como S−

a son functores. Lo probaremos para S+
a con a un pozo (la prueba

es básicamente la misma en ambos casos) y para esto probaremos :

1. S+
a (id) = id;

2. S+
a (fg) = S+

a (f)S+
a (g) con f : M → P y g : N →M M,N,P ∈ KQ

En ambos casos basta probar que coinciden en el lugar a ya que en los otros
vértices coinciden por definićıon.

En el caso 1. tenemos el siguiente diagrama:

0 → (S+
a M)a →

⊕

β:c→a

Mc →Ma

↓ ↓ ga ↓
⊕

β

idc ↓ ida

0 → (S+
a M)a →

⊕

β:c→a

Mc →Ma

Claramente conmuta para ga = ida.En el caso 2. tenemos por definición
de S+

a (f) y S+
a (g) que los siguientes diagramas conmutan:

0 → (S+
a N)a →

⊕

β:c→a

Nc → Na

↓ ↓ S+
a ga ↓

⊕

β

gc ↓ ga

0 → (S+
a M)a →

⊕

β:c→a

Mc →Ma



↓ ↓ S+
a fa ↓

⊕

β

fc ↓ fa

0 → (S+
a P )a →

⊕

β:c→a

Pc → Pa

Y por lo tanto el diagrama grande también lo hace y S+
a (fg) = S+

a (f)S+
a (g)

por definición.

OBSERVACIÓN 2.3.3. Se cumple que S+
a (f + g) = S+

a (f) + S+
a (g) y

S−
a (f + g) = S−

a (f) + S−
a (g) con f, g : M → N .

Lo probaremos solo para S+
a . Observemos que basta probar que coinciden en

el vértice a. Por definición de S+
a (f + g) el siguiente diagrama conmuta:

0 → (S+
a M)a →

⊕

β:c→a

Mc → Ma

↓ ↓ S+
a (f + g)a ↓

⊕

β

(f + g)c ↓ (f + g)a

0 → (S+
a N)a →

⊕

β:c→a

Nc → Na

Veamos que (S+
a (f) + S+

a (g))a hace conmutar este diagrama, o sea que,
⊕

β

(f + g)ciM = iN ((S+
a (f) + S+

a (g))a) siendo iM , iN las inclusiones de

(S+
a M)a en

⊕

β:c→a

Mc y (S+
a N)a en

⊕

β:c→a

Nc respectivamente.

Sea x = xα1 + xα2 + . . .+ xαt un elemento de (S+
a M)a

⊕

αi:ci→a

(f + g)ci(x) = (f + g)c1(xα1) + . . . + (f + g)ct(xαt) = fc1(xα1 +

gc1(xα1) . . .+fct(xαt)+gct(xαt) =
⊕

αi:ci→a

fci(x)+
⊕

αi:ci→a

gci(x) = iN ((S+
a (f)+

S+
a (g))a)(x)

OBSERVACIÓN 2.3.4. El functor S+
a es exacto a izquierda y el functor

S−
a es exacto a derecha.

Demostración: Dado f : M → N un morfismo de representaciones
inyectivo, queremos ver que S+

a f : S+
a M → S+

a N también lo es. Basta probar
que (S+

a f)a es una transformación lineal inyectiva. Sea x ∈ Ker(S+
a f)a,

x ∈
⊕

α:c→aMc y lo podemos escribir de la forma x = xc1 + xc2 + . . .+ xct .
Por definición de S+

a , 0 = (S+
a f)a(xc1 + xc2 + . . .+ xct) = fc1xc1 + fc2xc2 +

. . .+ fctxct lo que implica que fcixci = 0 ∀i y al ser fci inyectiva xci = 0 ∀i
y (S+

a f)a es inyectiva. Para S−
a el razonamiento es análogo.

PROPOSICIÓN 2.3.5. Sea (M,ϕ) un KQ-Módulo:

(a) Si a es un pozo M ' S−
a S

+
a (M)

⊕

K con K una suma directa de
copias de S(a)



(b) Si a es una fuente M ' S+
a S

−
a (M)

⊕

L con L una suma directa de
copias de S(a)

Demostración:

Probaremos solamente la parte (b), la parte (a) se demuestra en forma
similar. Sea (N,χ) = (S−

a S
+
a (M), S−

a S
+
a (ϕ)). Entonces Ni = Mi ∀i 6= a ya

que tanto al aplicar S−
a como S+

a los espacios vectoriales asociados a i con
i 6= a no cambian.

Afirmamos que Na = Im(ϕα)α donde (ϕα)α es el de la definición de S−
a :

Al aplicar las definiciones de los respectivos functores (S+
a y S−

a ) sobre
el espacio vectorial asociado a a nos queda Na = Ker(

⊕

α:c→a(S
−
a ϕ)α :

⊕

α:c→aMc → (
⊕

α:a→cMc/Im(ϕα)α). Observemos que los Mc que apare-
cen en la definición primero con α : a → c y luego con α : c → a son los
mismos sumandos que al aplicarles S−

a las flechas que llegan a ellos cam-
bian de orientación. Faltaŕıa probar que el núcleo del mapa que claramente
contiene a Im(ϕα)α es exactamente Im(ϕα)α. Para esto veremos que pasa
elemento a elemento.
Dado x = xc1 + xc2 . . .+ xct ∈

⊕

α:c→aMc
⊕

α:c→a(S
−
a ϕ)α(x) = (S−

a ϕ)α1(xc1) + (S−
a ϕ)α2(xc2) + . . .+ (S−

a ϕ)αt(xct).
Aplicando la definición de S−

a ϕ nos queda πis(α1)(xc1) + πis(α2)(xc2) + . . .+
is(αt)(xct) = π(x)
Donde π :

⊕

α:a→cMc → (
⊕

α:a→cMc/Im(ϕα)α) es la proyección. Por lo
tanto x ∈ Ker(

⊕

α:c→a(S
−
a ϕ)α si y sólo si π(x) = 0 si y sólo si x ∈ Im(ϕα)α

y esto prueba la afirmación.

Observemos ahora que la siguiente es una sucesión exacta:

0 → Ka → Ma → Na → 0 donde Ka = Ker(ϕα)α.

Al tratarse de espacios vectoriales tenemos que ∃ ψ : Ma → Ka tal que φa :
Ma → Na

⊕

Ka con φa(u) = (ϕα)α(u), ψ(u)) es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Definimos ahora un morfismo φ entre las representaciones (N,χ)
y (M,ϕ)

⊕

(K, 0) donde (K, 0) es la representación que en el lugar a vale Ka

y en el resto de los espacios vectoriales cero con los morfismos todos cero.

si b 6= a, φb(u) = (u, 0)

si b = a, φa es la definida anteriormente.

Sabemos que φa es un isomorfismo y si b 6= a el morfismo es la identidad ya
que la representación K vale cero, aśı que es isomorfismo también. Lo único
que resta probar es que φ es un morfismo de representaciones. Si s(β) = a
queremos que el siguiente diagrama conmute:



Ma → Mb

φa ↓ ↓ φb
Na

⊕

Pa → Nb
⊕

0

φbϕβ(u) = (ϕβ(u), 0)
χβφa(u) = χβ((ϕα)α)(u), ψ(u)) = (χβ(ϕα)α(u), 0) = (πβ(ϕα)α(u), 0) =
(ϕβ(u), 0) Observemos que en los casos en que s(β) 6= a es inmediato que el
diagrama conmuta y φ es el isomorfismo buscado.

COROLARIO 2.3.6. Sea M un KQ-Módulo indescomponible.

(a) Si a es un pozo entonces M ' S(a) (es equivalente a decir S+
a (M) = 0)

o M ' S−
a S

+
a (M) (es equivalente a decir S+

a (M) 6= 0). En el segundo
caso End(S+

a M)K(σaQ) ' End(M)KQ(en particular S+
a M es indes-

componible) y dimS+
a (M) = sa(dimM).

(b) Si a es una fuente entonces M ' S(a) (es equivalente a decir S−
a (M) =

0) o M ' SaS
−
a (M) (es equivalente a decir S−

a (M) 6= 0). En el se-
gundo caso End(S−

a M)K(σaQ) ' End(M)KQ (en particluar S−
a M es

indescomponible) y dimS−
a (M) = sa(dimM).

Demostración:

Demostraremos solamente la parte (a), para esto observemos que por el
lema anterior tenemos que M ' S−

a S
+
a (M)

⊕

K y como M es indescom-
ponible hay dos opciones:
la primera es M ' S(a) y en tal caso (S+

a (M))b = S(a)b = 0 si b 6= a y

(S+
a (M))a = Ker(

⊕

α:c→a

ϕα : 0 → S(a)a) = 0 Por lo tanto S+
a (M) = 0 Si

partimos de S+
a (M) = 0 sabemos que el único espacio vectorial distinto de

cero puede ser en el lugar a por lo tanto la única opción, si M es indescom-
ponible, es que (M 6= 0) M ' S(a).

La segunda opción es que M ' S−
a S

+
a (M) en este caso S+

a (M) 6= 0 (sino
estaŕıa en el caso anterior). Si partimos que S+

a (M) 6= 0 entonces M no es
isomorfa a S(a) y M ' S−

a S
+
a (M).

En esta segunda opción probaremos que se cumple queEnd(S+
a M)K(σaQ) '

End(M)KQ. Definimos ϕ : End(M)KQ → End(S+
a M)K(σaQ) de forma que

ϕ(f) = S+
a (f). Veamos primero que es un morfismo de anillos:

ϕ(f+g) = S+
a (f+g) = S+

a (f)+S+
a (g) = ϕ(f)+ϕ(g), usando la observación

(2.3.3), ϕ(fg) = S+
a (fg) = S+

a (f)S+
a (g) = ϕ(f)ϕ(g) y ϕ(1) = 1 ya que S+

a

es un functor.



ϕ es inyectiva:
Supongamos que S+

a (f) = S+
a (g). Por definición fb = gb para todo b 6= a.

En el vértice a tenemos la siguiente situación:

0 → (S+
a M)a →

⊕

β:c→a

Mc → Ma

↓ ↓ S+
a (f)a = S+

a (g)a ↓
⊕

β

(f)c =
⊕

β

(g)c↓ (h)a

0 → (S+
a M)a →

⊕

β:c→a

Mc → Ma

Definiendo el ha para que el diagrama conmute debeŕıamos ver que la

elección es única y en este caso ha = fa = ga. Si
⊕

ϕα :
⊕

α:c→a

Mc →Ma es

un epimorfismo la elección es única:

Supongamos que hay dos opciones ha y ka; cumplen que
⊕

α:c→a

ϕαha =

⊕

α:c→a

ϕαka ya que la otra parte del diagrama conmutativo es la misma en

ambos casos. Usando la sobreyectividad de
⊕

α:c→a

ϕα ha y ka son iguales.

⊕

ϕα es un epimorfismo:
Si

⊕

ϕα no fuera un epimorfismo como tiene en cuenta a todas las transfor-
maciones lineales que llegan a a, y a es un pozo, tendŕıa algún subespacio
de Ma al cual no le llega ninguna flecha y por lo tanto tendŕıa a Sa como
sumando de M . Esto es absurdo ya que estamos en el segundo caso en el
cual M ' S−

a S
+
a (M), indescomponible.

ϕ es sobreyectiva:
Dado g ∈ End(S+

a M)K(σaQ), defino f ∈ End(M)KQ como fb = gb si b 6= a
y fa de forma que el diagrama correspondiente conmute.

Veamos ahora que dim(S+
a (M)) = sa(dimM):

Afirmamos que: sa(dimM) =
∑

b 6=a

(dimM)beb+((
∑

α:b→a

(dim)Mb)−dimMa)ea:

sa(dimM) = dim(M)−2(dim(M), ea)ea =
∑

b 6=a

(dimM)beb+(−2(dim(M), ea)

+ dim(M)a)ea =
∑

b 6=a

(dimM)beb + (
∑

α:b→a

(dimM)b) − 2dim(M)a(ea, ea) +

dim(M)a)ea =
∑

b 6=a

(dimM)beb + ((
∑

α:b→a

(dim)Mb) − dimMa)ea.

En particular, sa(dimM)a = (
∑

α:b→a

(dim)Mb)−dimMa Por otro lado dim(S+
a M) =



dim(
⊕

α:c→a

Mc)−dim(Im(
⊕

α:c→a

ϕα)), como vimos que
⊕

α:c→a

ϕα es un epimorfismo,dim(S+
a M) =

dim(
⊕

α:c→a

Mc) − dim(M)a =
∑

α:c→a

dim(M)c − dim(M)a.

DEFINICIÓN 2.3.7. A partir de los functores de reflexión definimos
C+ = S+

n S
+
n−1 . . . S

+
2 S

+
1 : ModKQ → ModKQ y C− = S−

1 S
−
2 . . . S

−
n :

ModKQ→ModKQ y los llamaremos Functores de Coxeter

OBSERVACIÓN 2.3.8. El functor C+ es exacto a izquierda y C− es
exacto a derecha. Esto es consecuencia de la exactiud a isquierda de S+

a y
la exactitud a derecha de S−

a .

PROPOSICIÓN 2.3.9. Sean Pi = S−
1 S

−
2 . . . S

−
i−1S(i) e Ii = S+

n S
+
n−1 . . . S

+
i+1S(i)

definidos para todo i = 1, 2, . . . , n. Entonces Pi y Ii son los mó dulos pro-
yectivos e inyectivos indescomponibles de KQ.

Lo probaremos únicamente para los proyectivos, para los inyectivos el
razonamiento es similar. Sea Pi = S−

1 S
−
2 . . . S

−
i−1S(i), recordemos que S(i)

en este caso es el módulo simple en el lugar i en σi . . . σn(Q). Claramente
S(i) es proyectivo indescomponible en σi . . . σn(Q) al ser i un pozo alĺı.

Basta probar que S−
i P (k)σi+1...σn(Q) = P (k)σi...σn(Q) con k < i:

Si probamos esto, S−
k−1S(k) = P (k)σk−1...σn(Q). Luego, S−

k−2S
−
k−1S(k) =

S−
k−2P (k)σk−1...σn(Q) = P (k)σk−2...σn(Q) y en finitos pasos obtenemos S−

1 . . . S
−
k−2S

−
k−1S(k) =

P (k)σ1...σn(Q) = Pk

Probemos ahora que S−
i P (k)σi+1...σn(Q) = P (k)σi...σn(Q) con k < i:

Para probar esto, recordemos primero, la forma de los proyectivos indescom-
ponibles:
P (a)b es el espacio vectorial con base los caminos de a a b, ∀b ∈ Q0. Si
α : c→ d, P (a)α : P (a)c → P (a)d es multiplicar por α a derecha.
Aplicando esto en nuestro caso tenemos,
(P (k)σi+1...σn(Q))j = K] {γ/γ:k→j}(en σi+1 . . . σn(Q)), y,
si α : p → j, (P (k)σi+1...σn(Q))α : (P (k)σi+1...σn(Q))p → (P (k)σi+1...σn(Q))j
lleva a α1 . . . αl en α1 . . . αlα.

Aplicando la definición del functor de reflexión:

(S−
i P (k)σi+1...σn(Q))j =

{

K] {γ/γ:k→j}(en σi+1 . . . σn(Q)) j 6= i
⊕

β:i→c(P (k)σi+1...σn(Q))c j = i

(S−
i P (k)σi+1...σn(Q))α =

{

(P (k)σi+1...σn(Q))α s(α) 6= i

i : (P (k)σi+1...σn(Q))t(α) →
⊕

β:i→c(P (k)σi+1...σn(Q))c s(α) = i



con i la inclusión.
Por último, usando nuevamente la definición de proyectivo indescomponible
obtenemos que:
(P (k)σi...σn(Q))j = K] {γ/γ:k→j}(en σi . . . σn(Q)), y, si α : p→ j, (P (k)σi...σn(Q))α :
(P (k)σi...σn(Q))p → (P (k)σi...σn(Q))j lleva a α1 . . . αl en α1 . . . αlα.

Observemos que si i 6= j los caminos de k en j en σi+1 . . . σn(Q) y en
σi . . . σn(Q) son los mismos. Si i = j, los caminos de k en i en σi . . . σn(Q) los
podemos ver como los caminos de k en c con c otro vértice tal que ∃βc : i→ c
en σi+1 . . . σn(Q) multiplicados por dicha βc. Esto concluye que los espacios
vectoriales coinciden.
Con las flechas también es bastante claro ya que si s(α) 6= i (en σi+1 . . . σn(Q))
el comportamiento de las flechas es el mismo y si s(α) = i (P (k)σi...σn(Q))α
es inyectiva (se puede ver entonces como una inclusión).

LEMA 2.3.10. Sea M un KQ-módulo entonces:

(a) M ' C−C+M
⊕

P con P proyectivo

(b) M ' C+C−M
⊕

I con I inyectivo.

Demostración:

(a) Sea 1, 2, . . . , n una enumeración admisible. Sabemos por la proposi-
ción (2.3.5) que M ' S−

1 S
+
1 M

⊕

(
⊕

S(1)). Observemos que S(1) = P (1)
ya que al ser 1 un pozo S(1) es el proyectivo indescomponible asociado al
vértice 1.

Si aplicamos un razonamiento similar a S+
1 (M), tomando en cuenta que

alĺı es 2 el pozo, obtendremos S+
1 (M) ' S−

2 S
+
2 S

+
1 M

⊕

(
⊕

S(2)), sustituyen-
do en la primera expresión nos queda:
M ' S−

1 (S−
2 S

+
2 S

+
1 M)

⊕

S−
1 (

⊕

S(2))
⊕

(
⊕

P (1)). Observemos que S−
1 (

⊕

S(2))
no es otra cosa que P (2) y razonando inductivamente obtendremos el resul-
tado esperado. La demostración de la parte (b) es dual a la de (a).

COROLARIO 2.3.11. Sea M un KQ-módulo indescomponible, entonces:

(a) M ' Pi para algún i (esto es equivalente a decir C+M = 0) o M '
C−C+M (C+(M) 6= 0). En este caso EndKQ(C+M) ' EndKQ(M) y
dim(C+M) = c(dimM)

(b) M ' Ii para algún i (esto es equivalente a decir C−M = 0) o M '
C+C−M (C−(M) 6= 0). En este caso EndKQ(C−M) ' EndKQ(M) y
dim(C−M) = c−1(dimM)

Demostración:



(a) Como M ' C−C+M
⊕

P con P proyectivo, al ser M indescom-
ponible tenemos solamente 2 opciones:M ' Pi para algún i oM ' C−C+M .
En el primer caso C+M = C+(Pi) = S+

n . . . S
+
1 S

−
1 . . . S

−
i−1(S(i)).

Usando el corolario (2.3.6) tenemos dos opciones posibles: si el proceso
no para vamos tachando las S+

j con las S−
j hasta el lugar i − 1 inclusive y

C+P ' S+
n . . . S

+
i (S(i)) = 0 ya que S+

i (S(i)) = 0. Si el proceso se detiene
entonces S−

j . . . S
−
i−1S(i) = S(k) para algún j.

Observemos que en este caso i debe ser igual a k, ya que la coordena-
da i-ésima no cambia al aplicarle los functores de reflexión menores que i.
Por lo tanto S+

i−1 . . . S
+
j S(i) = S(i) y entonces S+

n . . . S
+
1 S

−
1 . . . S

−
i−1(S(i)) =

S+
n . . . S

+
i (S(i)) = 0. Supongamos que C+(M) = 0 Entonces para algún j se

cumple que S+
j−1 . . . S

+
1 (M) ' S(j). Entonces M ' S+

1 . . . S
+
j−1S(j) y por lo

tanto M ' Pj .

Pasemos al caso en el cual C−C+M 'M . Aśı, End(C+M) = End(S+
n . . . S

+
1 M) '

End(S+
n−1 . . . S

+
1 M) ' End(M) y dimS+

n . . . S
+
1 M = sndim(S+

n−1 . . . S
+
1 ) =

snsn−1 . . . s1 = c(dimM). La demostración de la parte (b) es dual.

DEFINICIÓN 2.3.12. Un KQ-Módulo M lo llamamos preproyectivo si
M ' C−sPj para algún s entero positivo y algún j desde 1 hasta n. Diremos
que M es preinyectivo si M ' C+sIj para algún s entero positivo y algún j.

PROPOSICIÓN 2.3.13. Sea M un KQ-Módulo indescomponible. (Q̄ Eu-
clideano o Dynkin). Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) M es Proyectivo;

(b) M ' Pi;

(c) C+M = 0;

(d) c(dimM) ≯ 0.

Dualmente, son equivalentes:

(a) M es Inyectivo;

(b) M ' Ii;



(c) C−M = 0;

(d) c−1(dimM) ≯ 0.

Demostración: (a) ⇔ (b) Se prueba observando que M es indescom-
ponible y los proyectivos indescomponibles son los Pi con i variando en los
vértices del carcaj.

(b) ⇔ (c) Lo probamos en el corolario (2.3.11)

(b) ⇔ (d) (⇒) dim(Pi) = dim(S−
1 S

−
2 . . . S

−
i−1S(i)) = s1dim(S−

2 . . . S
−
i−1S(i))

ya que la coordenada i-ésima permanece fija. Repitiendo esta idea tenemos
que dim(Pi) = s1s2 . . . si−1ei = pi y sabemos que cpi ≯ 0.
(⇐) Si c(dimM) ≯ 0 entonces c(dimM) 6= dim(C+M) por lo que sólo que-
da la opción que C+M = 0 y M ' Pi. Las otras equivalencias son las duales.

2.4. Relacionando el functor de reflexión con las

ráıces de qQ

OBSERVACIÓN 2.4.1. Consideremos las siguientes listas:

P1 P2 ... Pn−1 Pn I1 I2 ... In−1 In
C−P1 C−P2 .. .. C−Pn C+I1 C+I2 .. .. C+In

...
...

...
...

...
...

C−sP1 C−sP2 ... ... C−sPn C+sI1 C+sI2 ... ... C+sIn

Si Q̄ es Euclideano los preproyectivos y preinyectivos listados aqúı son
no isomorfos:
Si C−sPi 6= 0 entonces, dim(C−sPi) = c−dim(C−s+1Pi) = c−spi y sabemos
que las ráıces c−spi son todas distintas (lo mismo ocurre si C+sIi 6= 0 y c+sqj
son todas ráıces distintas entre śı y distintas a las c−tpj ya que difieren en
el signo del defecto).

Ahora supongamos que C−sPi = 0, esto implica que C−s+1Pi ' Ij para
algún j y por lo tanto c−s+1pi = qj y esto es absurdo porque los defectos
tienen signo opuesto.

DEFINICIÓN 2.4.2. Definimos ∂c(M) = ∂c(dimM).

PROPOSICIÓN 2.4.3. Sea Q un carcaj con Q̄ Euclideano.
El mapa dim que a cada módulo le asocia su dimensión induce una biyec-
ción entre las clases de isomorfismo de los KQ-Módulos indescomponibles
de defecto no nulo y las ráıces positivas de defecto no nulo de qQ.

Demostración:



Sea M un KQ-Módulo indescomponible con ∂c(M) < 0. Recordemos una
de las propiedades del defecto:

ctm(dimM) = (dimM) + t∂c(dimM)v. (2.4)

Podemos asegurar que para un t lo suficientemente grande ctm(dimM) ≯ 0.
Llamaremos s+ 1 = tm, siendo s+1 el mı́nimo para el cual esto ocurre.

Por lo tanto csdimM = dimCsM y CsM ' Pi para algún i.
De esta última observación deducimos fácilmente que M ' C−sPi y por lo
tanto dimM = dimC−sPi = c−spi.

Si consideramos un módulo cuyo defecto es positivo, el razonamiento es
similar. Partiendo de la propiedad del defecto (2.4) nuevamente observamos
que para un cierto entero t negativo ctmdimM ≮ 0 y por lo tantoM ' C+tIj
y dimM = c+tqj .

Veamos que se trata de una biyección.

Inyectividad: Supongamos que tenemos dimM = dimN y ∂cM = ∂cN <
0 (si el defecto es positivo el razonamieno es análogo). Entonces, dimM =
dimC−sPi = c−spi = c−tpj = dimN . Esto implica que s = t e i = j ya que
si s < t obtendŕıamos 0 ≮ cpi = c−t+s−1pj ≥ 0 lo cual seŕıa absurdo.

Sobreyectividad: Dada una ráız positiva de defecto no nulo ya sabemos
que es de la forma c−spi o c+tqj . Basta considerar las preimágenes C−sPi o
C+tIj respectivamente.

OBSERVACIÓN 2.4.4. Si comenzamos a construir el carcaj de Auslander-
Reiten asociado a KQ, el álgebra de caminos de dimensión finita de Q con
Q̄ Euclideano, partiendo de los proyectivos e inyectivos indescomponibles,
obtenemos que la componente que comienza en los proyectivos indescom-
ponibles va a contener a los módulos preproyectivos (y únicamente a estos)
mientras que la componente que termina en los inyectivos indescomponibles
consta de los módulos indescomponibles preinyectivos.

Por lo tanto, los módulos que se encuentran en ambas componentes es-
tarán en biyección con su dimensión. Hay otra componente en el carcaj de
Auslander-Reiten. Ésta estará relacionada a los módulos que veremos en la
siguiente sección, los módulos regulares.



EJEMPLO 2.4.5. Veamos un ejemplo y la forma de su componente pre-
proyectiva y preinyectiva:
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Caṕıtulo 3

Los KQ-módulos Regulares

Luego de estudiar y clasficar los KQ-módulos de defecto no nulo estudi-
aremos que ocurre con los módulos de defecto nulo.

3.1. Qué son y cuáles son sus propiedades funda-

mentales?

LEMA 3.1.1. Sea M un KQ-módulo Euclideano. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) Si M =
⊕

iMi con Mi indescomponible, ∂cMi = 0;

(b) ∂cM = 0 y ∂cM
′ ≤ 0 para todo submódulo M ′ de M;

(c) ∂cM = 0 y ∂cM
′′ ≥ 0 para todo M ′′ cociente de M.

Demostración:

(b)⇒(a) Supongamos que M =
⊕

iMi con Mi indescomponible. Sabe-
mos que ∂cM = 0 y ∂cMi ≤ 0 ∀i. Como el defecto es aditivo 0 = ∂cM =
∑

i ∂cMi, lo que implica que, ∂cMi = 0 ∀i.

(a)⇒(b) Como M =
⊕

iMi con Mi indescomponible y ∂cMi = 0 se
cumple que ∂cM = 0.
Sea M ′ un submódulo de M . Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que M ′ es indescomponible. Como C+ es exacto a izquierda si consideramos
i : M ′ →M tenemos C+i : C+M ′ → C+M , monomorfismo.

Tenemos dos alternativas:
(1) C+tmM ′ = 0 a partir de cierto t.
(2) C+tmM ′ es indescomponible ∀t.
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Si se cumple (1) ∃ un s > 0 minimal tal que C(s+1)M ′ = 0, en este caso
CsM ′ ' Pi para algún i y por lo tanto M ′ es preproyectivo y ∂cM

′ < 0.

Si nos encontramos en el caso (2) tenemos por un lado que dimCtm(M ′) =
dimM ′ + t∂cM

′ y por otro dimCtmM ′ ≤ dimCtmM . Como dimCtmM =
dimM (recordemos que ∂cM = 0) la única opción posible es que ∂cM

′ ≤ 0
ya que de lo contrario dimCtm(M ′) creceŕıa con t.

Para probar (b) ⇔ (c) basta observar que ∂c(M/M ′) = ∂cM − ∂cM
′.

DEFINICIÓN 3.1.2. Un KQ-módulo que cumpla con alguna de las tres
propiedades mencionadas en el lema anterior es llamado regular. Llamare-
mos R a la subcategoŕıa plena de KQ−mod de los KQ-módulos regulares.

PROPOSICIÓN 3.1.3. R es una subcategoŕıa abeliana y cerrada bajo
extensiones.

Demostración:

Veamos primero que es cerrada bajo extensiones.
Observemos que dada:

0 → X
f
→ Z

g
→ Y → 0 una sucesión exacta,

dimZ = dimIm(g) + dimKer(g) = dimY + dimIm(f) = dimY + dimX y
por lo tanto ∂cZ = ∂cX + ∂cY . Esto implica que si dos de los KQ-módulos
de la sucesión tienen defecto nulo el tercero lo tendrá.
Los submódulos de X son submódulos de Z. Los cocientes de Y son co-
cientes de Z y los submódulos de Z son extensiones de submódulos de X
por submódulos de Y por lo tanto si dos de ellos son regulares el tercero lo
será (usando en cada caso la equivalencia adecuada).

Dados X,Y ∈ R, sea α : X → Y un morfismo de módulos.
Im(α) ∈ R:
cada submódulo L de Im(α) (en particular para L = Im(α)) es un submódu-
lo de Y y por lo tanto ∂cL ≤ 0.
A su vez, Im(α) ' X/Ker(α) y por lo tanto ∂cIm(α) ≥ 0. Por lo tanto debe
cumplirse que, ∂cIm(α) = 0 y ∂cL ≤ 0 para todo submódulo L de Im(α) lo
que implica que Im(α) es regular.
Para ver que Ker(α) y Coker(α) son regulares basta considerar las sigu-
ientes sucesiones exactas:

0 → Ker(α)
i
→ X

α
→ Im(α) → 0

0 → Im(α)
i
→ Y

π
→ Coker(α) → 0 y utilizar lo probado más arriba.



Los módulos homogéneos
Dentro de los módulos regulares vamos a distinguir un conjunto de módulos
llamados homogéneos. Éstos se van a diferenciar de los no-homogéneos en
su estructura y en el debido momento los trataremos en forma separada.
Veamos su definición.

DEFINICIÓN 3.1.4. Un KQ-Módulo regular M se dice homogéneo si
dimL = av con a > 0, v el generador del radical, para todo factor simple de
composición L en R de M . Llamaremos H a la subcategoŕıa plena de R de
los módulos homogéneos.

OBSERVACIÓN 3.1.5. H es una subcategoŕıa que al igual que R es
abeliana y cerrada bajo extensiones.

OBSERVACIÓN 3.1.6. Si M es un KQ-Módulo regular cumple que cmdimM =
dimM (ya que ∂cM = 0).

Supongamos ahora que M es simple regular.
M es homogéneo si y sólamente si cdimM = dimM :

(⇒)Si partimos de M homogéneo, por ser simple regular es un factor
simple de composición de él mismo y dimM = av por lo que dimM es
estable bajo c, o sea, cdimM = dimM .

(⇐)Si partimos de cdimM = dimM , usando la proposición (2.1.11)
vista en el caṕıtulo anterior, esto alcanza para asegurar que dimM es es-
table bajo W (grupo de Weyl) y por lo tanto pertenece al radical. Entonces
dimM = av con v el generador del radical y a > 0 por tratarse de una
dimensión de un módulo.

PROPOSICIÓN 3.1.7. Sea M un KQ-Módulo indecomponible regular, a
un pozo. Entonces S+

a M es indescomponible regular. Si partimos de un M
simple regular, también lo será S+

a M y si además de ser simple regular es
homogéneo también lo será al aplicarle el functor de reflexión.

Demostración:

Observemos en primer lugar que M 6= S(a) ya que al ser a un pozo, S(a)
es proyectivo y por lo tanto su defecto es no nulo.
Consideremos c la transformación de Coxeter de Q y c′ = sacsa la transfor-
mación de Coxeter de Q′ = σaQ. Recordemos que ∂c′saei = ∂cei.
Como M es indecomponible, M ∈ R si y sólamente si ∂cM = 0. Sabemos
que ∂cM = ∂c(dimM) = ∂c′(saM) = ∂c′(S

+
a M) por lo cual si M ∈ R, S+

a M
también (ya probamos que un módulo indescomponible no isomorfo a S(a)
sigue siendo indescomponible al aplicarle el functor de reflexión).



Partamos ahora de M es simple regular. Sea L un submódulo propio
regular de S+

a M que suponemos por absurdo que existe. Podemos considerar
N 6= S+

a M regular tal que:

0 → L
i
→ S+

a M
π
→ N → 0

es exacta (basta considerar N = Coker(i) con i la inclusión de L en
S+
a M).

Como S−
a es un functor exacto a derecha de la sucesión anterior obtenemos:

M ' S−
a S

+
a M

ϕ
→ S−

a N → 0 (1)
Como N es regular, S−

a N lo es y también lo será Kerϕ al ser R una subcat-
egoŕıa abeliana. Pero Kerϕ ⊂ M estrictamente ya que ϕ es sobreyectiva y
S−
a N 6= 0. Observemos queKerϕ 6= 0 ya que ϕ = S+

a π y usando la definición
de S+

a obtendŕıamos que L '
⊕

S(a) lo cual es absurdo al ser L regular. En
conclusión, obtuvimos un submódulo propio no nulo de M lo que contradice
la hipótesis de ser simple regular.

Por último, supondremos que M es además homogéneo. Al ser simple
regular esto implica que dimM = bv con b > 0 y v el generador del radical.
A partir de esto, dimS+

a M = sadimM = sabv = bv y por lo tanto S+
a M

resulta ser homogéneo.

3.2. Existencia de ecuaciones

Con el objetivo de comprender los módulos indescomponibles regulares
no-homogéneos utilizaremos una herramienta llamada ecucación. La exis-
tencia de ecuaciones para ciertos módulos regulares nos ayudará a construir
un conjunto de módulos simples regulares no homogéneos que luego serán
las piezas con las que construiremos todos los módulos indescomponibles
regulares.

DEFINICIÓN 3.2.1. Sea E un KQ-módulo regular. Una forma lineal
η : Qn → Q es una ecuación para E si cumple:

(i) η(dimE) > 0;

(ii) Si η(dimM) > 0 para M regular, entonces, E 'M ′ con M ′ submódu-
lo de M.

(iii) Si η(dimM) < 0 para M regular, entonces, C+E ' M ′′ con M ′′ un
submódulo de M .



Notación: ηM = η(dimM) y Es = C+sE (E0 = E).

OBSERVACIÓN 3.2.2. Dada una ecuación η para un cierto módulo reg-
ular E y a un pozo, tenemos una ecuación para S+

a E.

Consideramos el vector (ηi)i∈Q0 donde cada entrada nos da el valor de
η(ei).
Entonces podemos escribir ηE =

∑

i∈Q0
ηi(dimE)i.

Definimos ηai = ηa(ei) = η(saei).
En definitiva:

ηai =

{

−ηi i = a
ηai = ηi + kiaηa i 6= a

donde kia son las flechas entre i y a.

De esta forma ηa(S+
a M) = ηa(sadimM) = η(s2adimM) = ηM .

Veamos que ηa cumple la definición de ecuación:

(i) ηa(S+
a E) = ηE > 0

(ii) Si ηaM > 0. Entonces ηaM = ηa(S+
a S

−
a M) > 0 ya que ηa(S+

a S
−
a M) =

ηa(M
⊕ ⊕

S(a)) y como ηa debe ser lineal ηa(M
⊕⊕n

i=1 S(a)) = ηaM +
n(ηa(S(a))) y ηaS(a) = 0 al ser ηaS(a) = ηa(ea) que por definición es
η(saea) = 0. Sabemos que si ηa(S+

a S
−
a M) > 0 entonces η(S−

a M) > 0. Por lo
tanto, E ' N donde N es un submódulo de S−

a M . Como el functor S+
a es

exacto a izquierda se cumple que S+
a E ' S+

a N donde S+
a N es un submódulo

de M .

(iii) De forma similar si ηaM = ηa(S+
a S

−
a M) < 0, entonces, η(S−

a M) < 0
y por lo tanto C+E ' N con N un submódulo de S−

a M y S+
a C

+E =
C+S+

a E ' S+
a N .

OBSERVACIÓN 3.2.3. Inductivamente si η es una ecuación para E dado
s ∈ N obtenemos una ecuación para C+sE .

OBSERVACIÓN 3.2.4. En todos los diagrama Euclideanos podemos en-
contrar un cierto módulo tal que su dimensión sea igual al generador del
radical v en cada caso. Veamos dicho módulo para una determinada orien-
tación:
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KKKK

K

K

1

1

11

1

1

1

λ

(e1,e2,e3)

e1+e2

e1+λe2

(e1,e2)

(e1,e2)(e1,e2)

(e1,e2)

e1

e1

e2

(e1+e2,e2+e3)

(e2+e3)

e3

(e1+e2)+λ(e2+e3)

(e1,e2,e3)

(e2−e3,e1+e4)

(e2−e3)+λ(e1+e4) (e1,e2) e1(e1+e2,e1+e3,e1+e4)

e3,e4

(e1,e2,e3,e4)

(e1−e4−e5+e6)+λ(e1−2e5+e6)

(e4,e5) (e3,e4,e5) (e2,e3,e4,e5) (e1,e2,e3,e4,e5)

(e1,e2,e3,e4,e5,e6)

(e1,e2,e3,e6)

(e4+e6,e1+e3+e5,e1+e2+e4)

(e1,e6)

Esto lo usaremos en el siguiente Lema.

LEMA 3.2.5. Sea E un KQ-módulo regular con ecuación η tal que el largo
l de la órbita de dimE bajo c es mayor o igual que dos.
Entonces:

(a) El ' E0 y E0, E1, . . . , El−1 son simples regulares no homogéneos, no
isomorfos.

(b) ηM = 0 para todo M simple regular tal que M 6= E0, E1 y ηE0 = −ηE1



Demostración:

(a) Probaremos en primer lugar que Es es regular ∀s:
Sea E =

⊕

iNi con Ni indescomponibles, entonces, C+E =
⊕

iC
+Ni.

Observemos que C+Ni 6= 0 ya que Ni es regular y por lo tanto ∂cNi = 0. En
estas condiciones Ni no puede ser proyectivo lo que en este caso es equiva-
lente a decir que C+Ni 6= 0.
C+Ni es regular ya que Ni lo es y ∂cC

+Ni = 0.
Como C+E =

⊕

iC
+Ni podemos deducir que C+E = E1 es regular. Repi-

tiendo este
razonamiento probamos que Es es regular ∀s.

Ahora veamos que El ' E0:
ηEl = η(dimC+lE0) = η(cldimE0) = ηE0 > 0.
Por definición de ecuación esto implica que E0 es isomorfo a un submódulo
de El pero dimEl = dimE0 de lo que se deduce que E0 ' El.

Es es simple y regular ∀s:

Basta probar que E0 es simple regular:
Supongamos que E0 es simple regular pero Et no lo es para un cierto t. Sea
L un submódulo regular dentro de Et; podemos considerar el mapa inclusión
i : L→ Et.
Como C+ es exacto a izquierda C+(l−t)i : C+(l−t)L → C l−tEt ' E0 sigue
siendo inyectivo y esto es absurdo ya que E0 es simple regular.

Probemos ahora que E0 es simple regular:
Consideremos la serie de composición de E0 en R con los factores simples
de compocisión M1,M2 . . .Mp en R.
Tenemos que ηE =

∑p
i=1 ηMi > 0 por lo cual ∃j tal que ηMj > 0 lo

que implica que E0 es isomorfo a un submódulo de Mj y no queda otra
alternativa que E0 'Mj . Como Mj es simple regular E0 es también lo es.

Como E0 no es homogéneo (el largo de la órbita de dimE0 bajo c, l, es
mayor o igual que dos) Et no lo es para ningún t:

Si Et es homogéneo cdimC+tE = dimC+tE y esto implica que ct+1dimE =
ctdimE. Luego, aplicando de ambos lados cl−t obtenemos que cl+1dimE =
cldimE lo que implicaŕıa que El es homogéneo lo cual es absurdo ya que
El ' E = E0.

Veamos que los Es con s = 1 . . . l − 1 son no isomorfos:
si Es ' Et con s > t y s− t < l entonces csdimE = ctdimE y multiplicando
por c−t de ambos lados obtenemos que cs−tdimE = dimE y esto no puede
pasar al ser s− t < l.



(b) Supongamos que ηM > 0 para M simple regular. Por definición de
ecuación E0 ' L con L un submódulo de M . Al ser M simple regular L = M
y por lo tanto E0 'M .

Si ahora ηM < 0 para M simple regular será E1 ' L siendo L un
submódulo de M . Usando el mismo razonamiento que con el defecto positivo
deberá ser L = M y por lo tanto E1 'M .

Por último consideremos
l−1
∑

s=0

dimEs = dimE0 +cdimE0 + . . . cl−1dimE0.

Este vector pertenece al radical N ya que es estable bajo la transformación

de Coxeter y por lo tanto

(
∑

s=0

l − 1)dimEs = av siendo v el generador del

radical.
Recordemos que existe un simple regular homogéneo M tal que dimM = v.
Esto implica que ηv = 0 ya que v = dimM y M 6= Eo, E1.

En definitiva η(
l−1
∑

s=0

dimEs) = η(av) = aη(v) = 0 y por otro lado η(
l−1
∑

s=0

dimEs) =

ηE0+ηE1 (el resto de los términos dan cero) lo que implica que ηE0 = −ηE1.

OBSERVACIÓN 3.2.6. Si tenemos un conjunto de KQ-módulos regulares
E1, E2, . . . Ek que cumplen las siguientes condiciones:

(a) Las órbitas de dimE1, dimE2, . . . , dimEk son disjuntas bajo c y de
largo li ≥ 2.

(b) Cada Ei tiene una ecuación ηi

Podemos obtener el siguiente conjunto de simples regulares no homogéneos
no isomorfos:

E1
0 E2

0 · · · Ek0

E1
1 E2

1 · · · Ek1
...

...
...

...

E1
l1−1 E2

l2−1 · · · EKlk−1

Observemos que cada Eij tiene una ecuación

ηij

PROPOSICIÓN 3.2.7. En el contexto de la observación anterior consi-

deremos K =
k

⋂

i=1

li−1
⋂

j=0

Kerηij.



Si K = Qv (v generador del radical) entonces la lista contiene todos los
KQ-Módulos simples regulares no homogéneos.

Demostración:

Notemos que siempre se cumple que Qv ⊂ K:
ηij(λv) = ληij(v) = 0 ya que v corresponde a la dimensión de un módulo
simple regular homogéneo.

Supongamos que M es un simple regular que no aparece en la lista.
Entonces ηijM = 0 ∀i, j de lo que se deduce que dimM ∈ K y como K =
Qv, dimM es de la forma av. Concluimos que como M simple M debe ser
homogéneo.

EJEMPLO 3.2.8. Consideremos el siguiente carcaj:

.

.

.

.

.

Ejemplo

.

Ejemplo

Q

1

2

3

4

5

La lista completa de los módulos simples regulares no homogéneos es la
siguiente:
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.

.
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0

k
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0
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Ejemplo

.

.
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.

.

k

0

k

0

k

.

Ejemplo

.

.
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.

.

k

0

0

k

k

.

Ejemplo

.

.

.

.

.

k

k

k

0
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.

Ejemplo

.

.

.

.

.

k

k

0

0

k

.

Ejemplo

.

.

.

.

.

k

k

0

k

0

.

Ejemplo

E1
0

E2
0 E3

0

E1
1 E2

1 E3
0



3.3. Forma de Tits y Extensiones

Generalizando de alguna manera la definición de qQ (forma cuadrática
asociada a un carcaj Q) introducimos la definición de forma de Tits. Luego,
veremos algunos resultados que relacionan conceptos homológicos comoHom
y Ext1 con la forma de Tits. Finalmente, obtendremos los resultados (en
el caso homogéneo y no-homogéneo) que describen los módulos indescom-
ponibles regulares.

DEFINICIÓN 3.3.1. Sea Q un carcaj con n vértices, finito, conexo y
aćıclico.

La forma bilineal B definida como:

B(x, y) =
∑

i∈Q0

xiyi −
∑

α∈Q1

xs(α)yt(α)

se llama Forma de Tits

PROPOSICIÓN 3.3.2. Sean M,M ′ KQ-Módulos M = (Mi, ϕα) y M ′ =
(M ′

i , ψα).
Entonces B(dimM, dimM ′) = dimkHom(M,M ′) − dimkExt

1(M,M ′).

Demostración:

Definiremos el siguiente mapa:

CM,M ′ :
⊕

i∈Q0

Homk(Mi,M
′
i) →

⊕

α∈Q1

Homk(Ms(α),M
′
t(α))

de la siguiente manera:
Sea (γi)i ∈

⊕

i∈Q0
Homk(Mi,M

′
i), dado α ∈ Q1, cα = ψαγs(α) − γt(α)ϕα y

(CM,M ′((γi)i))α = cα.

Observemos que cα ∈
⊕

α∈Q1
Homk(Ms(α),M

′
t(α)):

En primer lugar cα es una transformación lineal ya que se define a partir de
sumas y composiciones de transformaciones lineales.
ψαγs(α), γt(α)ϕα : Ms(α) → M ′

t(α) y por lo tanto cα : Ms(α) → M ′
t(α)(sale y

llega donde corresponde).

KerCM,M ′ = Hom(M,M ′):
Sea (γi)i ∈ KerCM,M ′ , entonces, CM,M ′(γi)i = 0 y por lo tanto, ψαγs(α) =
γt(α)ϕα ∀α ∈ Q1. Esto ocurre si y solamente si γ ∈ Hom(M,M ′).



CokerCM,M ′ = Ext1(M,M ′):
Dados Σ = (σα)α y Σ′ = (σ′α)α en

⊕

α∈Q1
Homk(Ms(α),M

′
t(α)) quedan

definidas las siguientes extensiones de M ′ bajo M :

(*) 0 →M ′ i
→ (M ′

j

⊕

Mj ,

(

ψα σα
0 ϕα

)

)
π
→M → 0

(**) 0 →M ′ i
→ (M ′

j

⊕

Mj ,

(

ψα σ′α
0 ϕα

)

)
π
→M → 0

Considerando la inclusión i y la proyección π.

Veamos que la inclusión i y la proyección π son morfismos de representa-
ciones:

i es un morfismo de representaciones si el siguiente diagrama conmuta:

M ′
s(α)

is(α)
→ M ′

s(α)

⊕

Ms(α)

ψα ↓ ↓
�
ψα σα

0 ϕα �
M ′
t(α)

it(α)
→ M ′

t(α)

⊕

Mt(α)

Para que el diagrama conmute se debe cumplir que it(α)ψα =

(

ψα σα

0 ϕα

)

is(α), o sea,

(

1
0

)

ψα =

(

ψα σα
0 ϕα

)(

1
0

)

y esto se cumple.

Para π el razonamiento es similar.

Observemos que todas las extensiones de M ′ bajo M van a tener esta
forma para un cierto Σ.
(*) y (**) definen el mismo elemento en Ext1(M,M ′) si y solo si existe un
diagrama conmutativo de la siguiente forma:

0 →M ′ i
→ (M ′

j

⊕

Mj ,

(

ψα σα

0 ϕα

)

)
π
→M → 0

↓ id ↓ τ ↓id

0 →M ′ i
→ (M ′

j

⊕

Mj ,

(

ψα σ′

α

0 ϕα

)

)
π
→M → 0 (***)

Si esto ocurre, considerando τ =

(

a b
c d

)

se debe cumplir

(

a b
c d

)(

1
0

)

=
(

1
0

)

lo que implica que a = id y c = 0.

Por otro lado, se debe cumplir también que
(

0 1
)

(

id b
0 d

)

=
(

0 1
)

lo que implica que d = id.

En conclusión, si existe dicha τ deberá ser de la forma

(

id τi
0 id

)

.



Como τ deberá ser un morfismo de representaciones el siguiente diagrama
deberá conmutar:

M ′
s(α)

⊕

Ms(α)

ψα σα
0 ϕα
→ M ′

t(α)

⊕

Mt(α)�
id τs(α)

0 id �↓ ↓
�
id τs(α)

0 id �
M ′
s(α)

⊕

Ms(α)

ψα σ′α
0 ϕα
→ M ′

t(α)

⊕

Mt(α)

se debe cumplir que

(

id τt(α)

0 id

)(

ψα σα
0 ϕα

)

=

(

ψα σ′α
0 ϕα

) (

id τs(α)

0 id

)

Haciendo las multiplicaciones correspondientes debe cumplirse la siguiente
igualdad entre matrices:
(

ψα σα + τt(α)ϕα
0 ϕα

)

=

(

ψα ψατs(α) + σ′α
0 ϕα

)

y por lo tanto, σα + τt(α)ϕα = ψατs(α) + σ′α lo que implica que σα − σ′α =
CM,M ′((γi)i)α para un cierto (γi)i.

En conclusión, si Σ y Σ′ definen el mismo elelmento en Ext1(M,M ′)
entonces Σ − Σ′ ∈ Im(CM,M ′). Rećıprocamente, si partimos de Σ − Σ′ ∈
Im(CM,M ′) y volvemos hacia atras en el razonamiento realizado, llegaremos
a que Σ y Σ′ definen el mismo elemento en Ext1(M,M ′).
Por lo tanto, Ext1(M,M ′) '

⊕

α∈Q1
Homk(Ms(α),M

′
t(α))/Im(CM,M ′) '

Coker(CM,M ′).

Con la ayuda de la función CM,M ′ y los resultados obtenidos sobre
ella calculemos la forma de Tits asociada a M y M ′: B(dimM, dimM ′) =
dimkHom(M,M ′) − dimkExt

1(M,M ′):
B(dimM, dimM ′) =

∑

i∈Q0
dimMidimM

′
i −

∑

α∈Q1
dimMs(α)M

′
t(α) =

dimk(
⊕

i∈Q0
Homk(Mi,M

′
i))

(1) − dimk(
⊕

α∈Q0
Homk(Ms(α),M

′
t(α)))

(2).

Observemos que (1) no es otra cosa que el domino de la función CM,M ′

y (2) el codominio. Usando propiedades de espacios vectoriales, dada una
transformación lineal cualquiera T : X → Y tenemos que dimX − dimY =
dimKerT+dimImT−(dimY/ImT+dimImT ) = dimKerT−dimCokerT .
En nuestro caso particular obtenemos el resultado buscado ya que nos queda:
B(dimM, dimM ′) = dimKer(CM,M ′)−dimCoker(CM,M ′) = dimkHom(M,M ′)−
dimkExt

1(M,M ′).

COROLARIO 3.3.3. (i) Sea a un pozo y M un KQ-módulo sin suman-
dos directos isomorfos a S(a). Entonces dimkExt

1(M,S(a)) = (sadimM)a.



(ii) Dualmente, sea a una fuente y M un KQ-módulo sin sumandos direc-
tos isomorfos a S(a). Entonces dimkExt

1(S(a),M) = (sadimM)a.

Demostración:

Probaremos sólo (i) ya que (ii) es dual. Observemos, en primer lugar,
que Homk(M,S(a)) = 0 ya que si existiera f : M → S(a) no nula como
S(a) es un proyectivo tendŕıa g : S(a) → M no nula e inyectiva (S(a)
es indescomponible) lo que contradice que M no tiene sumandos directos
isomorfos a S(a).

Usando la proposición anterior tenemos que −dimExt1(M,S(a)) = B(dimM, dimS(a)) =
∑

i∈Q0
dimMidimS(a)i−

∑

α∈Q1
dimMs(α)dimS(a)t(α) = dimMa−

∑

α:s(α)→a dimMs(α) =
−(sadimM)a.

LEMA 3.3.4. Sean M , N KQ-Módulos indescomponibles.

(i) Entonces Ext1(M,N) ' Ext1(C+M,C+N).
Para M preproyectivo y no inyectivo además se cumple que Ext1(C−M,M) '
K.

(ii) Dualmente, Ext1(M,N) ' Ext1(C−M,C−N).
Para M preinyectivo y no proyectivo además se cumple que Ext1(M,C+M) '
K.

Demostración:

Se probará solamente la parte (i) ya que la (ii) es dual. Si C+M = 0
entonces M ' P (i) y Ext1(P (i), N) = 0 = Ext1(0, C+N).

Supongamos que C+M 6= 0 y sea 0 → N
f
→ L

g
→M → 0 (1) una extensión

de M bajo N con M = (Mi, ϕα), N = (Ni, ψα) y L = (Li, τα) .
Afirmamos que para a un pozo, al aplicarle el functor S+

a a (1) obtenemos
otra sucesión exacta de la forma:

0 → S+
a N

S+
a f
→ S+

a L
S+

a g
→ S+

a M → 0.
Es claro que lo único que debemos probar es que la sucesión es exacta en el
lugar a ya que los otros espacios vectoriales se mantienen iguales al aplicar
S+
a .

En definitiva, debemos ver que:

0 → (S+
a N)a

(S+
a f)a
→ (S+

s L)a
(S+

a g)a
→ (S+

a M)a → 0 es exacta. Observemos que
S+
a es exacto a izquierda y por lo tanto (S+

a f)a será inyectiva. Para ver
que (S+

a g)a es sobreyectiva usaremos la definición de S+
a que nos lleva al

siguiente diagrama:



0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → (S+
a N)a

(S+
a f)a
→ (S+

a L)a
(S+

a g)a
→ (S+

a M)a
↓ ↓ ↓

0 →
⊕

β:c→aNc �β fc

→
⊕

β:c→a Lc �β gc

→
⊕

β:c→aMc → 0

↓ ↓ ↓

0 → Na
fa
→ La

ga
→ Ma → 0

Veamos ahora, a partir del diagrama que (S+
a g)a es sobreyectiva:

Para esto veremos primero que (ϕα)α :
⊕

β:c→aNc → Na es sobreyecti-
va:
Supongamos que no lo es. En ese caso, Na = Im(ϕα)α

⊕

Va con Va un
subespacio no nulo. Pero, si aśı fuera, podŕıa descomponer a N en dos rep-
resentaciones P y V .

Pb =

{

Nb b 6= a
Im(ϕα)α b = a

con las transformaciones lineales iguales a las de N

Vb =

{

0 b 6= a
Va b = a

con todas las transformaciones lineales cero, lo cual es absurdo ya que N es
indescomponible.

Si aplicamos el lema de la serpiente a la segunda y tercera fila del dia-
grama obtenemos la sucesión exacta que necesitamos:
0 → (S+

a N)a = Ker(ϕα)α → (S+
a L)a → (S+

a M) → Coker(ϕα)α = 0
Con esto concluimos que (S+

a g)a es sobreyectiva.

Siguiendo con la demostración, aplicando reiteradas veces el functor de
reflexión correspondiente, obtendremos que:
0 → C+N → C+L→ C+M → 0 es exacta.
Entonces C+ induce un mapa τ : Ext1(M,N) → Ext1(C+M,C+N) con la
inversa inducida por C− (haciendo todo este procedimiento para C−) y se
tratará de un isomorfismo.

Consideremos M preproyectivo, o sea, M ' C−sPi para algún s ∈ N
y algún i ∈ Q0. Entonces, Ext1(C−M,M) = Ext1(C−(s+1)Pi, C

−sPi), que
por la primer parte de este lema no es otra cosa que Ext1(C−Pi, Pi).
A su vez, Ext1(C−Pi, Pi) = Ext1(S−

1 S
−
2 . . . S

−
n S

−
1 S

−
2 . . . S

−
i−1(S(i)), S−

1 S
−
2 . . . S

−
i−1(S(i)))

por definición de Pi y C−. Queda impĺıcito en la prueba de la primer parte
del lema que Ext1(S+

a M,S+
a N) ' Ext1(M,N).

Usando esto tenemos que Ext1(C−Pi, Pi) = Ext1(S−
i Si+1 . . . S

−
n S

−
1 S

−
2 . . . S

−
i−1S(i), S(i)).



Observemos además que S−
i Si+1 . . . S

−
n S

−
1 S

−
2 . . . Si−1 es el functor C− para

una cierta enumeración admisible i, i−1 . . . n, 1, 2 . . . i−1 asociada a un cierto
Q′ que cumple Q̄′ = Q̄. En definitva, es suficiente probar queExt1(C−S(1), S(1)) '
K con 1 un pozo.

Ext1(C−S(1), S(1)) ' K:
Observemos que C−S(1) no tiene sumandos directos isomorfos a S(1). Si
los tuviera, como C−S(1) es indescomponible, se tendŕıa que C−S(1) '
S(1). En particular se cumpliŕıa que cdimS(1) = dimS(1) y por lo tan-
to S(1) seŕıa simple regular homogéneo lo cual es absurdo ya que S(1)
es proyectivo. Podemos entonces usar el corolario (3.3.3) y obtemenos que
dimkExt

1(C−S(1), S(1)) = (s1dimC
−S(1))1 = (s1c

−1dimS(1))1 = (s2 . . . sndimS(1))1 =
1.

En conclusión Ext1(C−M,M) = Ext1(C−S(1), S(1)) ' K.

LEMA 3.3.5. Sea E un KQ-módulo regular con ecuación η tal que el largo
l de la órbita de dimE bajo c es mayor o igual a dos.
Entonces:

(i) Ext1(Es,M) = 0 para todo KQ-módulo simple regular M que cumple
M 6= Es, Es+1.

(ii) Ext1(M,Es) = 0 para todo KQ-módulo simple regular M que cumple
M 6= Es−1, Es.

Demostración: (i) Alcanza con probar que Ext1(E0,M
′) = 0 para M ′

simple regular con M ′ ' C−sM y M ′ 6= E0, E1 ya que por el lema anterior
Ext1(E0, C

−sM) ' Ext1(CsE0,M).
Consideremos la siguiente sucesión exacta:

0 →M ′ f
→ L

g
→ E0 → 0

Se cumple que ηL = ηM ′ + ηE0 ya que dimL = dimM ′ + dimEo y η es
lineal.

Sabemos que ηM ′ = 0 ya que M ′ 6= Eo, E1 lo que implica que ηL =
ηE0 > 0. Por definición de ecuación E0 ' N con N un submódulo de L, o en
otras palabras, ∃h : E0 → L inyectiva. Si consideramos la función g : L→ E0

que aparece en al sucesión exacta, gh ∈ End(E0) y al ser E0 simple regular
gh = 0 o gh es invertible (recordemos que dado un morfismo entre módulos
regulares, su núcleo, conúcleo e imagen también son regulares).

Si gh = 0 se cumple que E0 ⊂ Kerg = M ′ y esto implicaŕıa que E0 'M ′

lo cual es absurdo al partir de M ′ 6= E0, E1. Por lo tanto, gh es invertible
y la sucesión exacta de la que partimos escinde. De esto se deduce que
Ext1(E0,M

′) = Ext1(Es,M) = 0. La parte (ii) se demuestra análogamente.



PROPOSICIÓN 3.3.6. Sea E un KQ-módulo regular no homogéneo, in-
descomponible, Q̄ Euclideano, tal que En = 0 para una fuente n.

Entonces, End(E) ' K, Ext1(E,E) = 0 y Ext1(E,C+E) ' K.

Demostración: Sea M la subcategoŕıa plena formada por las repre-
sentaciones de la forma M ′ = (M ′

i , ϕα) con M ′
n = 0. Entonces, M =

S+
n−1 . . . S

+
2 S

+
1 E ∈ M ya que En no se modifica con las reflexiones S+

a

con a = 1 . . . n − 1. Observemos que C+E = S+
nM y M = (Mi, ψα) es un

KQ′-módulo con Q′ = σn−1 . . . σ2σ1Q. En Q′, n es un pozo ya que dada
α : n → i será invertida por única vez en el paso i-ésimo σi. Por definición
del functor de reflexión S+

nM tendrá la siguiente forma:

S+
nMb =

{

Mb b 6= n
⊕

α:c→nMc b = n

S+
n ψα =

{

ψα t(α) 6= n
πs(α) t(α) = n

Como Mn = 0 podemos ver a M como un KQ-módulo solamente invir-
tiendo las flechas que llegan a n que de todas formas van a tener asociada la
transformación nula. Con C+E = S+

nM y M visto como KQ-módulo obten-
emos la siguiente sucesión exacta:

0 →M
i
→ C+E

π
→

⊕

S(n) → 0
Aplicando el functor Hom(E, ) obtenemos:
. . .→ Hom(E,S(n)) → Ext1(E,M) → Ext1(E,C+E) → Ext1(E,

⊕

S(n)) →
. . .
Por un lado,Hom(E,S(n)) = 0 ya queEn = 0 y, a su vez,Ext1(E,

⊕

S(n)) =
0 al ser

⊕

S(n) inyectivo de lo que se deduce que Ext1(E,C+E) ' Ext1(E,M).

Como E,M ∈ M, las podemos ver como representaciones asociadas al
subcarcaj pleno de Q que se obtiene de restringir los vértices a Q(n) =
Q0/{n}, lo llamaremos Q′′ .

Como M,E son representaciones indescomponibles, Q′′ será conexo y si
a cualquier diagrama euclideano le quitemos un vértice y sigue siendo conexo
vamos a obtener un diagrama de Dynkin, o sea, Q′′ es Dynkin.

Sea C ′+ = S+
n−1 . . . S

+
1 el functor de Coxeter para Q′′, M = C ′+E y tanto

M como E son preinyectivos como KQ′′-módulos (en el caso de diagramas
de Dynkin todos los módulos son preinyectivos). Observemos que E es no
proyectivo ya que si lo fuera M = C ′+E = 0 y como Mn = 0, se cumple que
C+E = 0. El módulo E visto como KQ-módulo es regular y no puede ser
proyectivo. Usando el lema (3.3.4) Ext1(E,M) ' Ext1(E,C ′+E) ' K.
Usando nuevamente el lema (3.3.4) Ext1(E,E) ' Ext1(Ii, Ii) = 0 por ser
Ii inyectivo. Por último End(E) = End(Ii) ' K por tratarse de un álgebra
hereditaria.



3.4. Descripción de los módulos regulares indes-

componibles

Como ya hab́ıamos mencionado antes, si calculamos el carcaj de Auslander-
Reiten del álgebra de caminos (siempre de dimensión finita) asociada a un
carcaj Euclideano obtenemos tres componentes distintas.
Dos de ellas contienen a los módulos preproyectivos y preinyectivos respec-
tivamente. La tercer componente, que a su vez tendrá infinitas componentes
conexas, tendrá a los indescomponibles regulares.

En esta sección veremos la estructura de los indescomponibles regulares
a partir de los simples regulares.

OBSERVACIÓN 3.4.1. Al calcular los simples regulares no homogéneos
de un diagrama Euclideano Q con cierta orientación observamos que si
podemos partir de t módulos distintos para ir aplicando en cada uno el func-
tor de Coxeter y obtener todos los simples regulares no homogéneos existe
alguna elección del Eh0 de forma que Eh0 (n) = 0 ∀0 ≤ h ≤ t. Esta obser-
vación se utilizará para poder aplicar la proposición anterior en el siguiente
teorema.

TEOREMA 3.4.2. Sea Q un carcaj tal que Q̄ es una diagrama euclideano.
Entonces existe un número finito de representaciones simples regulares no
homogéneas
E1, E2, . . . Eh tal que Ets con 1 ≤ t ≤ h y 0 ≤ s ≤ lt−1 siendo lt el largo de la
órbita de dimEt bajo c forman una lista completa de todos los KQ-módulos
simples regulares no homogéneos. Más aún, R = R1×R2×. . .Rh×H de for-
ma tal que los simples regulares en Rt con 1 ≤ t ≤ h son Et0, E

t
1, . . . , E

t
lt−1.

Los módulos indescomponibles en Rt tienen una serie de composición única-
mente determinada de la forma:

Ets−d
...

Ets−1

Ets

para algún s y algún d.
Esta serie de composición está totalmente determinada por su zócalo regular
y largo regular.

Demostración: La prueba de la primera parte del teorema que dice que
Ets con 1 ≤ t ≤ h y 0 ≤ s ≤ lt−1 forma una lista completa de los módulos
simples regulares no homogéneos ya la vimos anteriormente.



La segunda parte del teorema la probaremos por inducción. Si consider-
amos Rt, la subcategoŕıa de R que contiene todos los módulos regulares con
factores de composición en {Et0, E

t
1, . . . E

t
lt−1} con 1 ≤ t ≤ h. Como paso

base de la inducción, todo módulo simple regular es homogéneo o pertenece
a algún Rt (si no es homogéneo el factor de composición es él mismo). Para
el paso inductivo supongamos que todo indescomponible regular con largo
de composición l ≥ 1 es homogéneo o está en algún Rt y tiene una única
serie de composición como la descripta en el teorema.

Ahora, sea M un indescomponible regular no homogéneo de largo (l+1).
Como en el primer paso de la descomposición de Jordan-Holder pero re-
stringiendonos a los regulares, M tiene un submódulo indescomponible reg-
ular X tal que M/X ' Y con Y simple regular. Sabemos que como M
tiene largo de compsición l+ 1, X tendrá largo de composición l. Usando la
hipótesis inductiva X es de la forma:

Ets+1
...

Ets+l−1

Ets+l

para 1 ≤ t ≤ h, 0 ≤ s ≤ lt − 1.

Llamaremos Ej = Ets+j con j = 0, . . . l para simplificar la notación.

Consideremos la sucesión exacta: 0 → X
f
→ M

g
→ Y → 0 con X,M, Y

los mencionados anteriormente.

Si calculamos dimkExt
1(Y,X) obtenemos que:

dimkExt
1(Y,X) = dimkHom(Y,X)−B(Y,X) = dimkHom(Y,X)−

∑l
j=1 B(dimY, dimEj) =

dimkHom(Y,X) −
∑l

j=1 dimkHom(Y,Ej) +
∑l

j=1 dimkExt
1(Y,Ej).

Distinguimos en los siguientes casos:

(i) Y /∈ Rt

(ii) Y ∈ Rt

En el caso (i) Hom(Y,X) = 0 ya que si existiera α : Y → X 6= 0,
Ker(α) = 0 lo que implicaŕıa que Y aparece en la serie de composición
de X y nos encontramos en el caso en el que esto no ocurre. De la misma
manera probamos que Hom(Y,Ej) = 0.



Por otro lado, Ext1(Y,Ej) = 0 al ser Y 6= Ej , Ej−1. Sustituyendo en la
expresión de Ext1(Y,X) vemos que Ext1(Y,X) = 0 lo cual es absurdo ya
que implicaŕıa que

0 → X
i
→M

π
→ Y → 0 escinde y M es indescomponible.

En el caso (ii) Y ∈ Rt y al ser Y simple regular, Y ' Eti para algún
0 ≤ i ≤ lt − 1.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que E1, E2, . . . El son no
isomorfos:
si hubieran módulos isomorfos entonces l ≥ lt y aparecen módulos isomorfos
a Et0, E

t
1, . . . E

t
lt−1. Tomemos como Et0 aquel que cumple que Et0(n) = 0 que

sabemos que existe. En este caso
∑lt−1

j=0 dimkExt
1(Y,Etj) = dimkHom(Eti , E

t
i ) =

dimkHom(Et0, E
t
0) = 1. Por otro lado,

∑lt−1
j=0 dimkExt

1(Y,Etj) = dimkExt
1(Eti , E

t
i )+

dimkExt
1(Eti , E

t
i+1) = dimkExt

1(Et0, E
t
0) + dimkExt

1(Et0, E
t
1) = 0 + 1 = 1.

En conclusión, estos módulos que se repiten no aportan a la suma y por
lo tanto se pueden despreciar.

Vamos a calcular ahora, en los distintos casos posibles, Ext1(Y,X) con
la fórmula que obtuvimos anteriormente.

Ext1(Y,X) =

0 − 0 + 0 = 0 Y 6= E0, . . . , El
0 − 1 + 1 = 0 Y ' E1, . . . , El−1

1 − 1 + 0 = 0 Y ' El, Y 6= E0

0 − 0 + 1 = 1 Y 6= El, Y ' E0

1 − 1 + 1 = 1 Y ' E0, Y ' El

En definitiva, Ext1(Y,X) 6= 0 si y solamente si Y ' E0 (en ese caso
además Ext1(Y,X) = 1).

Podemos tomar la extensión más natural:
0 → X

i
→M

π
→ Y → 0. Como sabemos que es la única a menos de isomor-

fismos podemos asegurar queM tiene la serie de composición que queŕıamos:

Et0
...

Etl−1

Etl

TEOREMA 3.4.3. Sea Q̄ un diagrama Euclideano. La categoŕıa de los
KQ-módulos homogéneos H se puede escribir de la forma: H =

∏

H,H UH
recorriendo H las clases de isomorfismo de los simples homogéneos. Cada
módulo indescomponible de H tiene una única serie de composición de la
forma:



H
H
...
H

Esta determinada por su zócalo regular y su largo regular.

Demostración: Sea UH la subcategoŕıa de H que consiste en todos los KQ-
módulos homogéneos con factores de composición isomorfos a H, para un
H fijo simple homogéneo.
En este caso, al igual que en el teorema anterior, el razonamiento será por
inducción. Claramente, todo simple regular homogéneo va a estar en algún
UH .

Supongamos ahora, que todo módulo homogéneo indescomponible de
largo de compocisión l ≥ 1 es de la forma:

H
H
...
H

Sea M , un KQ-Módulo indescomponible de largo l+ 1. Existe una sucesión

exacta de la forma: 0 → X
f
→ M

g
→ Y → 0, en Ext1(Y,X) con Y simple

regular y X (por hipótesis inductiva) con serie de compocisión:

H
H
...
H

con H simple regular.

Observemos que dimkHom
1(Y,X) = dimkExt

1(Y,X):
Tenemos que dimX =

∑l
j=1 dimH = av para algún a ∈ N y dimY = bv

para algún b ∈ N . Si calculamos B(Y,X) = dimkHom
1(Y,X)−dimkExt

1(Y,X)
obtenemos que B(Y,X) = B(bv, av) = abB(v, v) = abqQ(v) = 0.

En definitiva, dimkExt
1(Y,X) = dimkHom

1(Y,X) =

{

1 Y ' H
0 Y 6= H



Como M es indescomponible, Ext1(Y,X) 6= 0 y por lo tanto Y ' H lo
que nos lleva a la serie de composición de M buscada:

H
H
...
H
H

con H simple regular.

OBSERVACIÓN 3.4.4. Consideremos el siguiente carcaj:

.

.

.

.

.

Ejemplo

.

Ejemplo

Q

1

2

3

4

5

A través del teorema 3.4.2 sabemos que R = R1 ×R2 × . . .Rh ×H Ya
sabemos cuales son los simples regulares no homogéneos y la estructura de
los indescomponibles no homogéneos a partir de éstos. Los módulos inde-
scomponibles regulares en Rt, en el carcaj de Auslander-Reiten, se ubican
en una componente a la que llamaremos Regular y está formada por tubos
que tienen la siguiente forma:
Siento Et0 y Et1 los simples regulares no homogéneos de Rt

.

.

.

.

.

.
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Apéndice
DEFINICIÓN .0.5. (Morfismo radical)
Sea f : M → M ′ un morfismo de representaciones, decimos que f ∈
radQ(M,M ′) si viendo f como una matriz de morfismos indescomponibles,
ninguna entrada es un isomorfismo. En particular, si M y M ′ son inde-
scomponibles radQ(M,M ′) son los morfismos no invertibles entre M y M ′.

Dado f : M →M ′ podemos definir también rad2
Q(M,M ′) que será rad2

Q(M,M ′) =
∑

N radQ(N,M ′)radQ(M,N).

DEFINICIÓN .0.6. (Morfismo irreducible)
Un morfismo f : M → M ′ es irreducible si f ∈ radQ(M,M ′) pero f no
está en rad2

Q(M,M ′).

DEFINICIÓN .0.7. (Carcaj de Auslander-Reiten) Dada A ' KQ/I
definimos un nuevo carcaj ΓQ llamado carcaj de Auslander-Reiten de la sigu-
iente forma:
(ΓQ)0 son las clases de isomorfismo de los módulos indescomponibles de
KQ/I.
(ΓQ)1 son los morfismos irreducibles entre los módulos indescomponibles.

OBSERVACIÓN .0.8. Si el carcaj de Auslander-Reiten es finito, A será de
tipo de representación finita.
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