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Resumen

Bernstein probé -en [Ber]- que, genéricamente, la cantidad de raices sobre el toro algebraico com-
plejo de un sistema de ecuaciones polinomiales con exponentes prefijados depende unicamente de
la geometria métrica de los politopos de Newton asociados a los polinomios del sistema. En este
trabajo estudiaremos en detalle el caso, analizado originalmente por Kushnirenko, en el que todos
los polinomios tienen el mismo politopo de Newton. Para ello nos basaremos en ciertos resultados
relativos a los politopos y a una clase particular de variedades algebraicas proyectivas, los cuales
seran establecidos en los primeros capitulos.

Palabras claves: politopos, volumen mixto, polinomio de Ehrhart, polinomio de Hilbert, re-
sultante rala.

Abstract

Bernstein proved -in [Ber]- that given a generic polynomial system with fixed exponent the number
of roots lying on the complex algebraic torus depends only on the geometry of the Newton Polytopes
of the polynomials. In this work, we study in details the case, originally analized by Kushnirenko
where all the polynomials have the same Newton Polytope. In order to accomplish this, we use some
results about polytopes and a special kind of projective varieties; these are established on the firsts
chapters.

Key Words: polytopes, mixed volume, Ehrhart’s polynomial, Hilbert’s polynomial, sparse
resultant.
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Introduccién

La obtencién de informacién sobre las raices de un polinomio fue y es un problema muy estudi-
ado por los matematicos. Ademéds de que el problema es interesante de por si, diversas situaciones,
matematicas o no, se modelan usando polinomios y tener informacion sobre ciertas raices de los
mismos suele ser de utilidad. Basta pensar en la teorfa de Galois para tener una impresién de las
dificultades que plantea la determinacién de las raices de una ecuacién polinomial. Los sistemas
de ecuaciones polinomiales en varias variables son mas complejos todavia; no obstante, sus apari-
ciones en las aplicaciones son muy frecuentes. Citemos por ejemplo: el estudio de extremos relativos
condicionados por el método de los multiplicadores de Lagrange y la resolucién de sistemas lineales
con un elevado nimero de ecuaciones. La dificultad en la “determinacién” de las soluciones de tales
sistemas hace que sea muy importante el siguiente problema: ;cudntas soluciones complejas tiene
un sistema de ecuaciones polinomiales con exponentes prefijados? El conocido teorema de Bézout
da una cota para el caso en que haya un ntmero finito de soluciones, pero esta cota puede no ser
buena si los polinomios de grados prefijados tienen pocos monomios. Tales sistemas se denominan
sistemas ralos, senalando el interés por los sistemas con exponentes “dispersos”. Acompanando el
auge de las ciencias computacionales en las tltimas décadas, se ha venido desarrollando el estudio
de este tipo de sistemas de ecuaciones con el propdsito de obtener algoritmos eficientes. El area
no sélo es investigada por matemadticos de diversas orientaciones (algebristas, analistas numéricos,
probabilistas, etc) sino también por ingenieros, informaticos, fisicos, etc..

En la segunda mitad de la década de los anos 70, D. Bernstein, A. Kushnirenko y A. Khovanskii
obtuvieron una cota mas precisa que la del teorema de Bézout para el nimero de soluciones complejas
de un sistema polinomial ralo. Sin embargo esta cota es para soluciones que no tengan ninguna
coordenada nula puesto que estudiaron la cantidad de ceros comunes de polinomios de Laurent.
Mas concretamente, probaron que la cantidad “esperada” de soluciones de los sistemas que tengan
polinomios de Laurent con exponentes prefijados depende tnicamente del “espacio ocupado” por
éstos, el que se mide con el volumen mixto de las envolventes convexas de los exponentes de los
polinomios.

En este trabajo estudiaremos el caso particular en que todos los polinomios tienen el mismo
conjunto de exponentes prefijados. Este resultado se conoce como el teorema de Kushnirenko. La
prueba, que sigue en lineas generales la de [6], es muy interesante pues combina nociones de geo-
metria de los politopos con nociones de geometria algebraica.

El trabajo estd organizado de la manera que sigue. En el capitulo 1 definimos el politopo de
Newton de un polinomio de Laurent, que es el politopo formado por la envolvente convexa de los
exponentes de ese polinomio. Presentaremos por lo tanto algunos resultados de geometria convexa
referidos a los politopos en general. En el capitulo 2 damos un compendio de geometria algebraica
especificamente referido a las variedades algebraicas afines y a las proyectivas, para luego estudiar
un tipo particular de variedad proyectiva definida a partir de un subconjunto finito de vectores
con coordenadas enteras. Para la demostracion del teorema de Kushnirenko necesitaremos contar
la cantidad de puntos con coordenadas enteras dentro de un politopo y de sus homotetizados, es lo
que hacemos en el capitulo 3, estudiando las propiedades del polinomio de Ehrhart de un politopo.
El capitulo 4 es el capitulo “medular” del trabajo; demostramos el teorema de Kushnirenko que
relaciona la cantidad “esperada” de raices de un sistema de polinomios de Laurent - en el cual
todos los polinomios tienen los mismos exponentes prefijados - con el volumen del politopo de
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Newton asociado. En el capitulo 5 comentamos el teorema de Bernstein que generaliza al teorema
de Kushnirenko. Finalmente hemos incluido un apéndice donde estan probados ciertos resultados
especificos de algebra lineal y de geometria combinatoria que fueron utilizados.
Este trabajo surgié a raiz de la participacién del autor y su orientador en la Escuela CIMPA
“Sistemas de Ecuaciones Polinomiales: de la Geometria Algebraica a las Aplicaciones Industriales”,
Julio 2003, Universidad de Buenos Aires, Argentina.

Agradezco a A. Pereyra y a quienes incidieron directamente en la elaboracion del trabajo:
los participantes de los seminarios de geometria algebraica y algebra computacional del CMAT, en
particular a V. Ferrer y A. Rittatore. Agradezco también A. Dickenstein por la ayuda brindada y
la facilitaciéon de materiales.



CAP{TULO 1

Politopos

En este primer capitulo analizaremos la geometria de los conjuntos convexos, en particular, la
de los conjuntos poliédricos y acotados, los politopos, que nos seran de utilidad a la hora de estudiar
los sistemas de ecuaciones polinomiales. El lector interesado en completar y ampliar el contenido del
capitulo podrd recurrir a [2] o [3]. En todo el trabajo consideraremos R™ como R-espacio vectorial,
con la suma y el producto por un escalar habituales, y trabajaremos siempre con el producto interno
usual y la norma inducida por él.

1. Generalidades

Decimos que un conjunto C' C R™ es convezxo si el segmento que une dos puntos cualesquiera
de C esta incluido en C, esto es
VAyBeC, tA+(1-t)BeCVte]|0,1].
Dado un conjunto cualquiera X C R"™ nos interesamos en el menor subconjunto convexo que lo
contiene.

DEFINICION 1.1. Sea X un subconjunto de R™. Definimos la envolvente convera de X como el
conjunto:

Conv(X) = ¢ Ma1 + XaTa + -+ + A+ 15 € X, Nj ERso V=1, ,m, Y Aj=1

j=1

Las combinaciones lineales del tipo Aizq 4+ Aaxg + -+ + Ay, con z; € X, Aj >0,
Vi =1,---,m tales que 23"21 A; = 1 se llaman combinaciones lineales convezas de elementos de
X.

Con esta definicién tenemos los siguientes resultados:

1. AFIRMACION: La envolvente convexa de dos puntos A y B es el segmento [4, B].

DEMOSTRACION. Si X = {4, B}, entonces Conv(X) = {MA + uB, X > 0, u >
0, \+p=1}
Por lo tanto Conv(X) ={AA+ (1 -N)B, 0< A <1} =[A4, B]. O

2. AFIRMACION: Si X es convexo entonces X = Conv(X).

DEMOSTRACION. Todo conjunto X estd contenido en su envolvente convexa o sea
Conv(X) ya x = 1.z € Conv(X).

Supongamos ahora que X es convexo y probemos que Conv(X) C X. Razonaremos
por induccién completa sobre la cantidad de puntos de las combinaciones lineales de X.

Sin =2, como X es convexo, el segmento que une dos puntos z,z’ € X est4 contenido
en X, estoestx+ (1 —t)z’ C X,Vte|0,1].

Supongamos que n > 2y que y ., \ia; € Conv(X), x; € X, \; € Rxo,
Vi=1,---,ndonde > 1 A\ =1.
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Sea Z;Lill Wiy yj € X, pj € Rsp, Vj=1,---,n+1,y tal que Z;Lil py = 1.
Deducimos que al menos uno de los coeficientes j1; es menor estricto que 1.
Supongamos entonces que 0 < 11 < 1. Por ser Z;Lill (i = 1 tenemos:

251 12P] . Hn — Kk > — .
1—pint1 + 1—pin41 + + 1—pint1 1 y 1—pin+1 = 0’ v k 17 » T

Por hipétesis de induccién, 2 =377 J—:Hy] € X, luego
n+1 n
D iy =Y 195 + tnr¥nsr = (1= fng1)2 + fin1ynis € X
j=1 j=1
pues z € Yp11 son elementos de X y (1 — pipy1) <1, piny1 < 1. O

3. AFIRMACION: Conv(X) es convexo.

DEMOSTRACION. Sean z = A\jx1 + AoZ2 + -+ + A2 € Conv(X), z; € X, YN =1
e py1 + pay2 + -+ psys € Conv(X), yi € X, Yoy = 1.
Sit e (0,1) entonces:

tr+ (1 —t)y =thzy +thawe + -+ thzr + (1 — ) payr + (1 — O pays + -+ (1 — ) sys-

Tenemos que tA; > 0Vi=1,---,r, (1 —t)u; >0Vji=1,---,s
Y Yoy t/\i—l—Z;:l(l —tp;=t+ (1 —1t) =1, luego tx + (1 — t)y € Conv(X). O

4. AFIRMACION: Conv(X) es el minimo conjunto convexo que contiene a X.

DEMOSTRACION. El mapa X +— Conv(X) es creciente con la inclusién. Sea Y convexo
tal que X C Y C Conv(X).
Luego Conv(X) C Conv(Y) =Y C Conv(Conv(X)) = Conv(X) porque Y es convexo
(afirmacién 3.). Entonces Y = Conv(X) y Conv(X) es el menor conjunto convexo que
contiene al conjunto X. a

OBSERVACION 1.2. Se puede probar también que:
Conv(X) =n{C/ C convexoy X C C}.
LEMA 1.3. Sea A = {z1,22, -+ ,2.} CR"™ ey € R". Entonces Conv(y + A) =y + Conv(A),

DEMOSTRACION. A = {z1, 22, -,z ey+ A={y+z1, -,y +x.}.
Luego Mi(y + 1) + Aoy +x2) +- -+ X (y+a) =i Ay + Mz + -+ Ny
=y+Mz1+ -+ Az €y + Conv(A). O

DEFINICION 1.4. Un politopo Q es la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos de R™
oseasi A={xy,x9, -+ ,x:} CR" el politopo @ definido por A es el conjunto

t
Q = Conv(A) = {)\1131 + Ao + - Ny 2 A > O,Z)\i = 1} .
i=1
EJEMPLOS 1.5. Mas adelante quedara plenamente justificado que:
= Un politopo en R es un segmento o un punto.
» Un politopo en R? es un punto, un segmento o un poligono convexo.

= Un politopo en R? es un punto, un segmento o un poligono convexo incluido en un plano,
o un poliedro tridimensional.

DEFINICION 1.6. Sea @ un politopo en R™.
La dimension de Q es la dimensién del menor subespacio afin de R™ que contiene a Q y la notaremos

dim(Q).
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Figura 1. Envolvente convexa de A = {(0,0), (2,0), (0,5), (1,1)}.

EJjEmMPLO 1.7. Sea A = {(0,0),(2,0),(0,5),(1,1)} C R% Es claro, como lo muestra la figura 1,
que Conv(A) es el tridngulo determinado por los vértices (0,0),(2,0) y (0,5) ya que
(1,1) = %(0,0) + 3(2,0) + £(0,5), con 1% + 4 + & = 1.

DEFINICION 1.8. 1. Decimos que un politopo es un n-simplice o simplice de dimension n
de R” si es la envolvente convexa de n+ 1 puntos z1,xa, - ,Tn4+1 tales que {xo — 21,23 —

X1, ++ ,Xpy1 — 1} es una base de R™ como espacio vectorial.
2. El simplice elemental (o fundamental) de R™ es la envolvente convexa de Ogn,eq,- - ,ep,

donde e; es el j-ésimo vector canénico de R".

3. En general decimos que un politopo es un r-simplice o simplice de dimension r de R™, con
r < n, si es la envolvente convexa de r+1 puntos x1, - - - 41 tal que {&o—x1, - , 41 —21}
es un conjunto linealmente independiente de R™.

En este caso decimos que 1, - z,41 son afinmente independientes.

DEFINICION 1.9. Dado un vector m = (my,mo,--- ,my) € Z2, €l peso de m se define como

Im| = Z?:l ms.

Sea d un numero entero positivo. Definimos el conjunto:
Ag={meZ: |m| <d},

es decir A4 es el conjunto de los puntos con coordenadas enteras positivas o nulas de peso a lo sumo
d.

Consideramos su envolvente convexa @Qg4:
Qq = Conv(Ag).

En la figura 2 presentamos ejemplos de tales conjuntos Ay vy Q4.
Obsérvese que @1 es el simplice fundamental de R".

AFIRMACION: Qq = {(a1,az, -+ ,a,) €R™: a; > 0,37 a; < d}.

DEMOSTRACION. Es claro que Ay C {(a1,az, -+ ,a,) € R": a; > 0,37, a; < d}, luego
Qa4 = Conv(Ay) C Conv ({(a1,a2,- -+ ,a,) ER™: a; > 072?:1 a; < d})
={(a1,a2, -+ ,an) ER™: a; > 0,> 1, a; < d} pues este conjunto es convexo.
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n=1d=1 n=1,d=2
Ay Ql As Q2
— e —————— —o—o—> e ——
0 1 0 1 012 0 2
n=2d=3 n=2d=3
" Az Q3
1 1 1 3 3
Q1 50 . 5
le o o 1
0 10 1 0" 123 0" 123

Figura 2. A4 y Q4 en casos particulares.

Por otro lado sea (a17 U aan) € {(y17y27 e ayn) eR"™: Yi > 07 ZZ':l Yi < d}

(a1, ,ap) = %(d,0,--- ,0) + %(0,d,0,--- ,0) +---+ % (0,--- ,0,d) + “=2%(0, .- ,0). Ob-
servemos que 0 < 4 < 1y que Y % + @ = 1. Por lo cual (a1, ,a,) es una combinacién
lineal convexa de vectores de A4 por lo tanto Qg C Conv(Ag). ([l

Es claro que Q4 es un n-simplice pues Q4 = Conv ((0,---,0),(d,0,---,0),---,(0,---,0,d)) donde
{(d,0,---,0),(0,d,0,---,0),(0,--- ,0,d)} es una base de R™. Mds atin Q4 = d@); donde @ es el
simplice elemental de R™.

A todo politopo @ de R™ le podemos asignar un volumen Vol,(.), el volumen euclideo de los
conjuntos medibles de R”, definido por:

Voln(Q)://-~-/Qldx1dx2-~-dxn

donde z1,x9, - ,x, son las coordenadas en R".

Observar que un politopo @ de R™ tiene volumen positivo si y sélo si su dimensién es n. En la
notacién Vol,(.) el subindice n indica que el volumen es n-dimensional. Por ejemplo, si consideramos
un poligono @ en R? su volumen Volz(Q) es positivo pero si se mira el mismo poligono Q en el
plano 20y de R3, Vol3(Q) = 0.

AFIRMACION: Vol,,(Qq)

:—n!_

DEMOSTRACION. Consideramos el mapa ¢ : R® — R" dado por
d(w1, 22, ) = (1 — 21,21 (1 — 22), m122(1 —23), -+, 2120 - 1 (1 — ).
Si C' es el cubo unidad en R™ observamos que:
#(C) C Q1 ={(a1,a2, + ,an): a; >0,> a; <1} ya que
(I—z)+z1(1 —z2) +x1220(1 —23) + -+ 21 Tp1 (1 — ) < L.
Pero también Q1 C ¢(C). Si (y1,--+ ,Yn) € @1 nos preguntamos si existe un vector
(1, -+ ,x,) € C tal que ¢(x1, -+ ,x,) = (Y1, ,Yn). Esto equivale a estudiar la compatibilidad
del sistema:
y1=1-—mz
Yo = 21(1 — x2)

Yn = X122 Jjn—l(l - xn)

Dejamos al lector interesado el estudio de este sistema y la conclusién de que siempre es compatible.
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Por lo tanto ¢(C) = @1 y ¢ es un cambio de variable ya que si ¢ = (f1, fo, -, fn) la matriz
jacobiana Jy de ¢ es:

on .. on -1 0 o 0
OB .. op 1 - —1 0 0
J¢ _ Oz, Ozn, _ IEQ(l - .Tg) $1(1 — .Tg) —XT1Ty 0
O ... O
0x1 Oxnp —T1X2 Tp—1

y det(Jg) = (=1)"x7 a2 2, se anula sélo en U}, ;.
Luego por la férmula del cambio de variable:

Voln(Ql):/--~/ 1dw1-~-dmn:/-~-/ det(Jg)dzy - - - dxy, =
1 C
n—1_n— 1
:/"'/C(_l)n% 15’32 2"'$n71:H-

Como dQ1 = Qgq, se tiene que:

Voln(Qa) = Vol (dQy) = d"Vol, (Q1) = d™ x % = %.

2. Caras de un politopo

Si miramos un politopo tridimensional de R3, el mismo tiene subconjuntos particulares que
llamamos vértices (que son puntos), aristas (que son segmentos que conectan algunos pares de
vértices) y muros (que son poligonos incluidos en planos). Todos estos conjuntos se llaman caras
del politopo Q. Veremos como podemos formalizar esta nocién y mostraremos en particular que las
caras de un politopo son politopos y que su nimero es finito.

LEMA 1.10. Sea K un conjunto cerrado y convexo en R™. Para todo x € R™, existe un unico
z' € K tal que
lz = a'|| = infyex|lz — yl| = d(z, K).
DEMOSTRACION. La existencia de tal elemento z’ es clara ya que @ es un conjunto cerrado.
Probemos la unicidad. Supongamos que existen z’ y 2" en K, distintos, tales que

d(z,K) = ||z — || = ||z — 2”||. Consideramos el tridngulo isosceles zx'z” y p el punto medio del
segmento [z'z"], definido como p = %(.73/ + 2”), al ser K convexo tenemos que p € K y satisface
[lz —pl| < ||z —2'|| = infyex||z — y|| lo cual es absurdo. O

DEFINICION 1.11. En el contexto del lema 1.10 definimos la funcién px : R® — K dada por
pr(x) =2,

OBSERVACION 1.12. Es claro que pk(z) =z & x € K. En particular pg es sobreyectiva.

DEFINICION 1.13. 1. Un hiperplano afin H de R™ es un espacio (n — 1)-dimensional
definido por:
{x e R"/ (z,u) = a}
donde a € R y u es un vector no nulo de R”.
2. Un hiperplano de R™ se llama hiperplano de apoyo o hiperplano de soporte de un conjunto
cerrado y convexo K C R" si:
= H es un hiperplano,
» KNH#0)yKCH oK CH' donde H- = {z e R"/ (z,u) < a}y
HY ={z eR"/ (z,u) > a}.
También se dice respectivamente que H~ o HT es un semiespacio de apoyo de K.
Observemos que es posible que K C H.
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En el correr del trabajo supondremos que, dado un conjunto cerrado y convexo K, si H es un
hiperplano de apoyo de K entonces K C H ™, esto equivale a suponer que el vector u apunta hacia
H™. Diremos que u es un vector normal saliente de K.

Si K no esta contenido en H, existe un tinico vector unitario u que es normal saliente de K respecto
de H.

Figura 3.

OBSERVACION 1.14. Un hiperplano es el trasladado de un subespacio vectorial (n—1)-dimensional
de R™ del tipo {z € R"/ (z,u) = 0} = [u]* para u # 0. O seasi a € R, {x € R"/ (x,u) = a}
= [u]* + w con w un cierto vector de R™ tal que (w,u) = a

DEMOSTRACION. (C): Sea x tal que (z,u) = a. Luego Jw € R"/ (z,u) = (w,u) pues
(-,u) : R™ — R es sobreyectivo.
Entonces (x — w,u) = 0, luego  — w € [u]* o sea x € [u]* + w.

(D) : Sea = € [u]* +w con {u,w) = a. Entonces:

L

{2,u) = (y +w,u) = (y,u) + (w,u) =0+ (w,u) = a
(]

LEMA 1.15. Suponemos que ) # K C R™ es un conjunto cerrado y convexo.
Para todo x € R™\ K el hiperplano H que contiene a ' = pg(x) y es perpendicular a la recta (zx')
es un hiperplano de apoyo de K. Mds ain H = {y € R"/ (y,u) = 1} donde u = e
DEMOSTRACION. Es claro que el hiperplano H = {y € R"/ (y,u) = 1} es perpendicular a x —z’
y contiene a z’. Por otro lado, como = # 2’ ya que 2’ ¢ K se tiene que (z — z’,z — 2’) > 0 por lo

tanto (z,z — ') > (2, — 2’), es decir x € H™T.

Figura 4.
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Supongamos que H no es un hiperplano de apoyo de Q, o sea existe y € K N (H* \ H) con
y # . Si € es la bola cerrada de centro z y radio ||z — 2’|| existirfa 2z € [y,2'] N C. Al ser K convexo
el segmento [y, 2'] estd contenido en K, luego ||z — z|| < ||x — 2'|| 1o cual es absurdo. O

OBSERVACION 1.16. El lema 1.15 se suele llamar “lema de separacién”.

TEOREMA 1.17. Un subconjunto K propio, cerrado y convexo de R™ es la interseccion de sus
semi-espacios de apoyo.

DEMOSTRACION. Por el lema 1.15, sabemos que existe un hiperplano de apoyo para K, para el
cual K C H™. Sea K’ = NH~ donde la interseccién se toma sobre todos los semi-espacios de apoyo.
Es claro que K C K'. Supongamos que existe © € K’ \ K. Entonces px (z) # z. Pero sabemos que
existe un hiperplano perpendicular al segmento [x,px(x)], que pasa por px(z) y separa x de K,
luego = no perteneceria a NH ™, lo cual es absurdo. O

Veremos més adelante en el teorema 1.31, que en el caso de los politopos, no es necesario tomar
la interseccién sobre todos los semi-espacios de apoyo del conjunto K: podemos reducirnos a una
interseccién finita.

DEFINICION 1.18. Sea K un conjunto compacto y convexo de R™. La funcién:
hg: R* — R
u > Supgex (T, u)
se llama funcion de soporte del conjunto K.

En realidad al ser K un compacto, este supremo es un maximo.

LEMA 1.19. Sea K un subconjunto compacto y convexo de R™.
1. Para todo vector u # Ogn, el hiperplano Hy (u) = {x € R"/ (x,u) = hx(u)} es un hiper-
plano de apoyo de K.
2. Todo hiperplano de apoyo de K se puede escribir como en el item anterior.

DEMOSTRACION. 1. K es compacto y la funcién (-,u) : R" — R es continua por lo
cual existe o € K tal que (xo,u) = hi(u) = supgex (x,u). En efecto si y € K entonces
(y,u) < (xp,u), es decir, K C Hg(u)".

2. Sea H = {x € R"/ (z,u) = (xo,u)} un hiperplano de apoyo de K en xy € K donde u es
un vector normal saliente de K, luego (xg, u) = supzck (z,u) = hg(u).
(]

DEFINICION 1.20. Sea H un hiperplano de apoyo de un politopo @ de R™.
Decimos que F' es una cara de Q si F=QNH.
En particular:
si dim(F') = 0 decimos que F' es un vértice de @,
si dim(F) =1 decimos que F es una arista de Q,
y cuando @ tiene dimensién n, si dim(F) =n — 1, decimos que F es un muro de Q.

Notaremos a Vert(P) al conjunto de vértices del politopo P.

Veremos que los politopos son compactos, y que por lo tanto sus caras también son compactas y con-
vexas ya que son intersecciéon de dos convexos y de un compacto con un cerrado. Nos encaminamos
a formalizar este resultado.

Sea @ un politopo de R™, v un vector normal saliente de Q.
Consideramos el conjunto {z € R"/ (z,u) = hg(u)}. Entonces, del lema 1.19, deducimos que:

Folu)=Qn{z eR"/ (z,u) =ho(u)} #0 y Q C Ho(u) .

Decimos que F(u) es la cara de @ determinada por el vector u.
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OBSERVACION 1.21. Por abuso de lenguaje, si Fo(u) es la cara de @ que determina el vector
u, diremos también que u es un vector normal saliente de la cara Fg(u).

PROPOSICION 1.22. Sean Fy y Fy caras de un politopo K tal que Fy C Fy. Entonces Fy es una
cara de Fy.

DEMOSTRACION. Supongamos que Fy = K N Hy, donde Hy es un hiperplano de apoyo de K y
por lo tanto Fy N Hy C KN Hy = Fy C F1 N Hy. Por lo que Fy = Fy N Hy. [l

EJEMPLO 1.23. Sea C el cuadrado unidad en R2. A partir de la figura 5, damos una manera de
determinar algunas de las caras de C.

—eq] — €9 N

Figura 5. Ejemplo 1.23.

» Lacara F} = CN{z € R?/ (z,e;) = 1} corresponde a un muro de C'y
C c{zeR?/ (x,e1) < 1}.

» La cara Fy = C N {x € R?/ (x,e1 + e3) = 2} corresponde a un vértice de C'y
C Cc{z eR?/ (x,e1 + e2) < 2}.

» Lacara F3 = CN{z € R?/ (z,—e; — e2) = 0} corresponde a un vértice de C'y
C C{zx€eR?/ (x,—e; —e3) < 0}.

TEOREMA 1.24. Todo politopo tiene una cantidad finita de caras. Mds aun, estas caras son
también politopos.

DEMOSTRACION. Sea P = Conv{xy,x2, -+ ,z,} un politopo, H = {z € R"/ (z,u) = a} un
hiperplano de apoyo de Py ' = PN H la cara asociada de manera que P C H~. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que zj,--- ,zs son puntos de H y que 441, -+, 2, son puntos

pertenecientes a intH ~, donde int H~ es el conjunto de los puntos interiores a H ™. Luego:
» (zju)=aVji=1---s,
» (zju) <aVj=s+1,---,r
Six € P entonces £ = A\x1 + Ao + - -+ + Ap2, con 22:1 A=1, A €Rs, Vi=1,---,r

Por lo que, si definimos 3; = o — (xj,u) >0, Vj=s+1,---,r, tenemos:
u)zZ)\j<xj,u>:Z)\j<xj7u>+ Z iz, u Z)\ o+ Z (o —Bj)
j=1 j=1 Jj=s+1 Jj=s+1

T

—Z)\Ja— Z \iBj = a+ Z \B;.

j=s+1 j=s+1
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Entonces:
-
(2.1) reH < Y NBi=0= A1 =Aj2="=X=0.
j=s+1

yaque 3; > 0,1 >0, Vj=s+1,---,r.

De la equivalencia (2.1) deducimos que x es una combinacién lineal convexa de zq,--- , s, 0
sea HN P = Conv{xy,--,xs}; luego, F = H N P es un politopo.
Como s6lo puede haber una cantidad finita de envolventes convexas de subconjuntos de {x1,- -, x,},
el politopo P tiene una cantidad finita de caras, de donde se deduce la tesis. O

TEOREMA 1.25. Todo politopo P es la envolvente convexa de sus vértices.

DEMOSTRACION. Recordamos que Vert(P) denota al conjunto de los vértices del politopo P:

» Es claro que Conv(Vert(P)) C P.
» Si P =Conv{xy,- - ,x.}, podemos asumir para cada i = 1,--- ,r, el conjunto

P, =Conv{xy, o+ ,x;i—1,Tit1, - ,Zr} estal que z; ¢ P;.

Si ¢; = pp,(x;), consideramos, por el lema 1.15, H; el hiperplano de apoyo del politopo P;
que pasa por ¢; y es normal a x; — ¢; (ver, por ejemplo, la figura 6).

Z1

3
q1

Py
)

T4

Figura 6.

Trasladando H; por el vector x; — ¢;, obtenemos un hiperplano de apoyo de P, que
notaremos H) para el cual {z;} = H] N P. En efecto,

Hi={z e R"/ (z,2; — q;) = (@i, Ti — qi) },
luego
Hi ={z € R"/ (z,2; — ¢;) = (qi» ¥ — ¢i) + (Ti — G, Ti — @) }-
Entonces z; es un vértice de P para cada i =1,---,7, es decir:
P = Conv{zy,--- ,x.} C Conv(Vert(P)).
O

DEFINICION 1.26. Si z1,--- ,z, son los vértices de un politopo P decimos que el conjunto
{x1, -+ ,x,} es un generador de P.

OBSERVACION 1.27. 1. Si{z1, - ,zs} es un generador de un muro F de un politopo P,
entonces {2 —x1, -+ ,xs —x1} es un generador del trasladado de un hiperplano de apoyo
que contiene a F.
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2. Si 0 pertenece al politopo P, F es un muro de P y u es un vector normal saliente corres-
pondiente a F, entonces la distancia de 0 al muro JF es:

hp(u)
lull -

d(0,%) =

En este trabajo nos interesaremos particularmente por aquellos politopos cuyos vértices tienen
coordenadas enteras.

DEFINICION 1.28. Decimos que un politopo P es racional (en inglés “lattice polytopes”) cuando
todos sus vértices tienen coordenadas enteras.

Los teoremas anteriores nos dicen que todo politopo tiene una cantidad finita de caras y que
se puede escribir como la envolvente convexa de sus vértices. Nuestro objetivo ahora es probar que
podemos recuperar un politopo P a partir de sus muros; es decir si Fy, Fy,--- , Fiy son los muros
de Py vy,vs, -+ ,un son los vectores normales salientes correspondientes, veremos que:

P= ﬂ {z e R"/ (z,v;) < a;},

Jj=1

para, ciertos a; € R.

€1+ es

Figura 7.

EJEMPLOS 1.29. En la figura 7:
» en (a) tenemos que Q1 = Conv{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(2,0)} y podemos escribir:
Q1 = {z/ (z,e1) <0} {z/ (x,—er) <O} N{x/ (z,e2) <1} N{x/ (2, €1+ €z) < 2}.
= en (b) tenemos que Q2 = Conv{(0,0), (1,0),(0,1)} y podemos escribir:

n

Q2= () {e/ (&, —e;) SO} {a/ (w,e1 4+ +en) <1}

j=1
En la figura 8 tenemos que el cubo unidad C' = Conv{(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} se puede escribir
como:

C={x/{x,—e2) <0}N{z/ (z,—e1) <0} N{z/ (x,e1) <1} N{x/ (x,e2) < 1}.

Veamos como podemos generalizar lo observado en los ejemplos anteriores.
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1
A
C
SR —»
0 e g!

Figura 8. Ejemplo 1.29.

DEFINICION 1.30. Un conjunto poliédrico es la interseccién de una cantidad finita de semi-
espacios cerrados de R”.

TEOREMA 1.31. Todo politopo P es un conjunto poliédrico acotado.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que el espacio afin generado por P es R™ de lo contrario,
si la dimensién d es menor que n, trabajamos en el espacio euclideo R¢ correspondiente.

Sean Fy, Fy,--- , Fy, siendo s > 0, (ver teorema 1.24) los muros de P, y Hy, Ha,--- ,H los
hiperplanos de apoyo asociados a cada uno de estos muros.

Es obvio que P C ;_, H; = P".
Supongamos que existe xg € P'\ P. Sea A la unién de todos los subespacios afines de R™ generados
por xg v a lo sumo n — 1 vértices de P.

Figura 9. Tlustracién de Proposicién (1.31) suponiendo que P es un cubo en R3.

Entonces, por ser unién finita de subespacios, el conjunto A no tiene puntos interiores. Luego
existe un punto z € int(P) \ A. El segmento [z, z¢] no estd incluido en A e intersecta a la frontera
de P en un punto y.

Como el borde de P estd contenido en la unién de todas las caras propias de P, el punto y se
encuentra en una cara F' de P. Si la dimensién de F' fuese menor que n — 1, estd generada por a lo
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sumo n — 1 vértices y esto implicaria que x pertenece a A, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
F es un muro de P, es decir es alguno de los F;; donde jo € {1,---,s}, y el punto y pertenece al
interior relativo de F' (nuevamente, en caso contrario, y estarfa en una cara de dimensién menor y
x tendria que estar en A). Pero el espacio afin generado por F es uno de los hiperplanos H;, y de
esa manera el punto xg no perteneceria a P’.

Dicho de otro modo si zy ¢ H;, entonces xg € H; , pero y € H;, lo cual implica forzosamente que
xo € H;,. Y si xg € Hyy, [y,m0] € Hy, por lo cual x € H;, y x no serfa interior a P. Entonces
necesariamente xy pertenece a P. O

Una consecuencia importante del teorema anterior y de su demostracion es que todo politopo
es un conjunto compacto, por ser cerrado (interseccién finita de cerrados) y acotado. Sin embargo
no es cierto que todo compacto sea un politopo: existen conjuntos compactos que no son convexos.

La proposicién anterior nos asegura que todo politopo es la interseccion de los semi-espacios
de apoyo definidos por sus muros y que, al tener una cantidad finita de muros, esta interseccion es
finita.

El reciproco también vale, por lo que, los politopos son exactamente los conjuntos poliedricos
acotados.

TEOREMA 1.32. Todo conjunto poliédrico y acotado es un politopo.

DEMOSTRACION. Probaremos este resultado por induccién completa en la dimensién del con-
junto poliédrico y acotado P. Si la dimensién de P es nula, el resultado es trivial.
Si la dimensién de P es positiva escribimos P como interseccién de semi-espacios:
P=H; NH; N---NH;. Por hipétesis de induccién suponemos que cada cara propia de P,
F; = H;N P es un politopo. Sin pérdida de generalidad, una vez més, podemos suponer que P tiene
dimensién maximal n (nuevamente la dimensién de un conjunto poliédrico acotado es la del menor
subespacio afin que lo contiene).

Es claro que Conv (szl Fj) C P.
Falta probar la otra inclusién. Es suficiente probarla para el interior de P. Si z € int(P),

consideramos ¢ una semirrecta de origen x que no sea paralela a ninguno de los hiperplanos H
(esto es posible dado que hay una cantidad finita de hiperplanos).

AFIRMACION: 0 NP es un tnico punto x,, donde P denota el borde topoldgico de P.

PRUEBA: Sean x el punto en el interior de P, o una semirrecta con origen en z y A la recta
que contiene a o. La interseccién A N P es un compacto y convexo, por lo tanto es un segmento
[zo, 2] ]. Luego o N K es el punto z, o el punto = .

Como sabemos que P C U;Zl F}, el punto x, pertenece a alguna de las caras I . La misma
conclusion vale para 7, la semirrecta opuesta a o.

Como = € [2+,2,], entonces x € Conv(F}, U F} ), luego int(P) C Conv(UJ;—, F}). Por lo tanto
Conv(int(P)) C Conv(UjZl F;), luego P = OP U Conv(int(P)) C C’onv(UjZl F). O

Resumiendo, hemos probado que:

PROPOSICION 1.33. Si P es un politopo de R™ entonces:

1. P es convexo y compacto.

2. P tiene una cantidad finita de caras.

3. P es la envolvente convexa de sus vértices.
4. P es un conjunto poliédrico acotado.

Terminaremos esta parte acerca las propiedades de los politopos probando dos resultados que
permiten descomponer politopos que pueden tener una forma compleja en unién de politopos maés
“sencillos”.

TEOREMA 1.34 (Carathéodory). Sea M un subconjunto de R™. La envolvente convera de M
es la union de todas las envolventes convexas de subconjuntos de M que contienen a lo sumo n + 1
vectores.
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Figura 10. Demostracién del teorema 1.32.

DEMOSTRACION. Sea & = \x1 + A\aZo + -+ - + A2, un elemento de la envolvente convexa de
M, siendo 7 el entero mas chico para el cual z es una combinacion lineal convexa de elementos
de M. Supongamos, por absurdo, que r > n + 2. Entonces existen 1, 2, - , f- no todos nulos
tales que p1xy + -+ + prz, = 0. Ademds podemos tomar tal combinacién lineal de manera que
w1+ po + -+ pr = 0. En efecto consideramos la transformacién lineal

p:R" — R"”
(1, ps ey ) > 1@y + poe + -+ pir Ty

Sabemos que se cumple que dimKer(p) + dimIm(p) = dimR" = r. Luego como dimIm(p) < n'y
r > n+ 2 se tiene que dimKer(p) > 2.
Sea H el subespacio definido por:

H:{(Ml’u2""7MT>€RT/M1+"'+MT:0}.

La dimensién de H es r — 1. Por lo tanto dim(Ker(o N H)) > 1.
Luego, para el subindice jo tal que pj, # 0, obtenemos que:

Aj Aj
T = M2+ AZo + -+ Ay = (/\1—##1>x1+---( r_iﬂr>xr

Jo Jo
. . ' N
Si elegimos p;, > 0 de manera que para todos los escalares pj > 0 se verifique HA < 2
70
A .
entonces A; — 7y > 0,0 =1,--- 7.
J0

Pero como Aj, — 22¢pj, = 0, podriamos escribir 2 como combinacién lineal con menos de r
J0
elementos, contradiciendo la minimalidad de r, por lo que » < n + 1. (Il

Maés atin, en el capitulo 3 nos interesard descomponer un politopo en unién de simplices, por lo
cual es importante la proposicién siguiente:

PROPOSICION 1.35. Todo politopo n-dimensional P de R™ es la union de una cantidad finita de
simplices cuyos vértices son vértices de P y tal que dos simplices de dimension n no tienen puntos
interiores en comun.

DEMOSTRACION. Razonemos por induccién sobre n, la dimensién del politopo
P = Conv{zy, -,z }.
Si n =1, entonces el resultado es claro.

Sin > 1sea xg € {x1, -+ ,2,} un vértice de P y sean Fy,---,F; los muros de P que no
contienen a . Sabemos por hipdtesis que cada F; es un politopo (n — 1)-dimensional y se puede
descomponer como unién finita de simplices (n — 1)-dimensionales F}', - | F/'* sin puntos interiores

en comun. Sea S} = Conv{zo, F{} coni=1,---,t, j=1,---,n;. Entonces:
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= Para cada 1,7, Sf es un n-simplice. Es claro pues para cada i y j, Ff es un (n — 1)-
simplice; por lo cual si {xllj, ,xijj} es el conjunto de vértices de FZJ tenemos que
S = Conv{xg, F/} = Conv{xg,z%7,-- ,xiﬂ]} es un n-sfmplice pues zo ¢ F.
s Es claro que U” Sf =P.
Probamos entonces la descomposicién en n-simplices de un politopo n-dimensional. Falta ver que
estos simplices dos a dos no tienen puntos interiores en comun.

Sean S1 = Conv{zg, F1} y S2 = Conv{zg, F>} dos n-simplices de la descomposicién anterior
de P. Supongamos que F; y Fy son dos (n — 1)-simplices del mismo muro F' de P. Sea y un punto
interior a S7 y sea ¢ la semirrecta con origen en g y pasa por el punto y. Por la afirmacién probada
en el teorema 1.32, c N Fy; = {y1} C int(F1) ya que si y; perteneciera a alguna cara propia de F;
tendriamos que y; no es punto interior de S;. Al ser int(Fy) N int(Fy) = @ deducimos que y; no
puede ser un punto interior de Ss.

Si Fy y F3 son (n — 1)-simplices pertenecientes a muros distintos existen dos posibilidades: o son
disjuntos, en cuyo caso es evidente que no puede haber puntos interiores en comin, o se intersectan
en una cara de dimensién menor por lo que tampoco pueden haber puntos interiores en comin. [

OBSERVACION 1.36. La proposicién anterior nos da un algoritmo para descomponer un politopo
en simplices donde dichos simplices son en realidad “piramides” con vértice xg y bases que son
(n — 1)-simplices contenidos en los muros de P.

EJjEmpLOS 1.37. 1. En la figura 11 ilustramos una descomposicién en simplices del
politopo P = Conv{(0,0), (2,2),(3,2),(4,1)}.

Figura 11.

= en (a) representamos al politopo P;

= en (b) elegimos como zp al punto (0,0) y dibujamos solamente los muros que no
contienen a x;

» en (c¢) la descomposicién buscada.

2. En la figura 12 ilustramos una descomposicién en simplices del cubo unidad tridimensional
C = Conv{(0,0,0),(1,0,0)), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,1,1), (1,0,1), (0,1,1)}.

= en (a) representamos al cubo unidad;

s en (b) elegimos como z( al punto (1,0,1) y dibujamos solamente los muros que no
contienen al vértice xg;

» en (c¢) la descomposicién buscada.

3. Politopo de Newton de un polinomio de Laurent

Sea k un cuerpo y f un polinomio en k[x1,x9,- -+ ,xy].
Podemos escribir f como:

fX)= > caX®

angO
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Iy

o . /| Fy

Figura 12.

3 — n « : Qg 02 [0 7%)
siendo @ = (a1, , ) € L%y, X< es el monomio x7'wy® -+ apm Y Co € k es nulo salvo para una

cantidad finita de vectores a.
Notemos que:
XoXP = XM y que XX =1V a,f € Z".
Estaremos interesados en considerar monomios de Laurent que son monomios en n variables y
sus inversas y también polinomios de Laurent que son combinaciones k-lineales finitas de monomios
de Laurent.

Notamos al anillo de los polinomios de Laurent, k‘[xfl, x§t17 co
Es una k-dlgebra conmutativa y ademds k[zq,---,z,] C k[xlil,xzil,~-- , 1 es decir, los

polinomios usuales son polinomios de Laurent.

DEFINICION 1.38. El politopo de Newton del polinomio de Laurent f es el conjunto:
NP(f)=Conv(A), donde A ={a €Z" : ¢, #0}.

O sea el politopo de Newton de un polinomio de Laurent en n variables es un politopo racional
cuyo conjunto de vértices es un subconjunto de los exponentes del polinomio.

EJEMpPLOS 1.39. Los siguientes son ejemplos de politopos de Newton ilustrados en la figura 13:
1. Sea p(x) € k[z], p(x) = Z}n:o ajz? con an, # 0. NP(p) = [0,m].
2. Sea f(x,y) = a+ bxr + cxy + dx?y + ey?® € klz,y], con a,b,c,d,e # 0. NP(f) = Conv(A),
siendo A = {(0,0),(1,0), (1,1),(2,1),(0,2)}, es el politopo representado en (b).
3. Sea g1(x,y) = axy + bz* + cy® +d con a,b,c,d # 0. NP(g) = Conv(A), siendo
A ={(0,0),(2,0),(0,5),(1,1)}, es el politopo representado en (c).
Observar que si go(x,y) = bx? + cy® +d con b, c,d # 0 entonces NP (g1) = NP(g).

OBSERVACION 1.40. La asignacién NP : k[z!,--- 2] — { politopos racionales de R™}:

n
= no es inyectiva: dos polinomios distintos pueden tener el mismo politopo de Newton. Efec-
tivamente esta asignacién no depende de los coeficientes de los polinomios. Pero tampoco
es inyectiva al nivel de los monomios como lo muestra el ejemplo anterior.
= es sobreyectiva: dado un politopo racional en R"”, alcanza con tomar sus vértices, constru-
irse los monomios correspondientes y tomar su suma.

Un corolario inmediato del lema 1.3 es el siguiente:

COROLARIO 1.41. Sean f € k[xlil,inl,~~ ;X NP(f) su politopo de Newton y o € Z™.
Entonces NP(X“f)=a+ NP(f).

EJEMPLO 1.42. Si f(x,y) = ax?® + bay +cy? +dy a = (1,1) € Z? entonces
Xf(X) = zy(ax? + bry + cy? + d) = ayz® + bx?y? + cxy® +dry y NP(X“f) = NP(f)+ . En la
figura 14 observamos como se traslada el politopo de Newton de f.
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2 5
NP(f)
1 NP(g1) = NP(g2)
NP(p)
?) 7n W 1 2 0 2

(a) (0) (©)

Figura 13.

Figura 14.

Los politopos de Newton reapareceran en los teoremas de Kushnirenko y Bernstein contenidos
en los capitulos 4 y 5.



CAP{TULO 2

Variedades algebraicas

Este capitulo se divide en dos grandes partes. En primer lugar presentaremos algunos resultados
bésicos de la teoria de las variedades algebraicas afines, de las variedades algebraicas proyectivas y
de los grupos algebraicos afines, cuyo objetivo sera el de asentar definiciones, notaciones y resulta-
dos que usaremos mas adelante. Lejos de ser exhaustiva, esta lista cubre los conceptos esenciales
necesarios para la comprension del capitulo 4. No incluiremos las demostraciones de la mayoria de
las afirmaciones citadas, senalando al lector interesado la posibilidad de consultar las mismas en los
libros [7], [8] o [9]. En una segunda parte presentaremos un caso particular de variedad algebraica
proyectiva, definida a partir de un conjunto finito de vectores de coordenadas enteras, la cual nos
serd de gran utilidad en la demostracién del teorema de Kushnirenko.

En el correr de todo el capitulo trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado.

1. Variedades algebraicas afines y proyectivas

1. Primeras definiciones.

DEFINICION 2.1. Por A™(k) o mds simplemente A™ designaremos el producto carte-
siano de k por si mismo n veces; o sea A" es el conjunto de las n-uplas de elementos en k,
y se suele llamar n-espacio afin.

Recordamos que k[z1,zo,- -, z,] denota la k-dlgebra de los polinomios en n variables
con coeficientes en k.

Decimos que un punto P = (p1,p2,-- - ,Pn) €8 un cero de un polinomio
f € k[xlvaa"' ,an] si f(P) = f(p17p2a"' 7pn) =0.

DEFINICION 2.2. Sea S un conjunto de polinomios de k[z1,- - ,zy].

Llamamos el conjunto de ceros de S al conjunto:
V(S)={PeA”/ f(P)=0,VfeS} CA"
DEFINICION 2.3. Un subconjunto X C A" es una variedad algebraica afin si X = V(9)

para algin subconjunto S de polinomios en k[z1,za, -+, zp].

OBSERVACION 2.4. Si J es el ideal generado por S entonces V(J) = V(S), por lo que
toda variedad algebraica se puede expresar como el conjunto de ceros de una cantidad
finita de polinomios. En efecto como k[z1,- - ,x,] es noetheriano todos sus ideales son
finitamente generados.

Se prueba, ver [8], que las variedades algebraicas cumplen los axiomas de los cerrados
de una topologia que llamamos topologia de Zariski. Una base de esta topologia esta dada
por los abiertos principales:

V(f)e={P e A"/ f(P)#0}.

A su vez, dado un conjunto X de puntos de A™ podemos considerar el conjunto de los
polinomios que se anulan en los puntos de X.

DEFINICION 2.5. Dado X un subconjunto de A", el ideal de X es el conjunto:
IX)={f €klz,-- ,z,]/ f(P) =0,V PeX}

23
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Es fécil ver que J(X) es un ideal.
Asi construimos dos mapas V e J que nos permiten pasar de conjuntos de polinomios

de k[zy,---,z,] a subconjuntos de A™ con V y de subconjuntos de A™ a ideales de
klxy,- -+ ,x,] con J.
subconjuntos de k™ ideales de k[x1,- -, x,]
S 2, 9(S)
V(J) & J

Las propiedades de estos dos mapas y la correspondencia que definen estan detalladas
en [4]. En particular es facil ver que V no es inyectivo.

Teorema de los ceros de Hilbert.

TEOREMA 2.6 (de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz)). Sik es un cuerpo algebraica-
mente cerrado y J un ideal de k[x1,--- ,x,], entonces I(V(J)) = V/J.

Una version util del teorema de Hilbert es también:

TEOREMA 2.7 (Versién débil del Nullstellensatz). Si I es un ideal propio de
klz1, - ,xn] entonces V(I) # 0.

La principal consecuencia del teorema de los ceros de Hilbert es que establece una
biyeccidn entre los ideales radicales y las variedades algebraicas afines (Ver [4]).

Irreducibilidad de variedades algebraicas afines.

DEFINICION 2.8. Una variedad algebraica afin X C A" es reducible si X = X; U Xy
donde X; y X5 son variedades algebraicas propios de A" tales que X; #V, i =1,2.
En caso contrario se dice que la variedad es irreducible.

PROPOSICION 2.9. = Una variedad algebraica afin X es irreducible si y solo si I(X)
es un ideal primo.

» Sip: X — X' es una funcidn continua entre dos variedades algebraicas afines X y
X' siendo X irreducible, entonces p(X) es irreducible.

PROPOSICION 2.10. Si I es un ideal primo, entonces V(I) es irreducible. Luego existe
una correspondencia biunivoca entre los ideales primos y las variedades algebraicas irre-
ducibles.

TEOREMA 2.11. Si X es una variedad algebraica afin de A™ entonces existen varie-
dades algebraicas afines irreducibles Xy, -+ , Xy, tales que X = X7 U---UX,,. Si ademds
imponemos la condicion X; ¢ X; para todo i # j, esta descomposicion es inica a menos
del orden de los conjuntos X;.

Descomponiendo la variedad X de esa manera decimos que los conjuntos X; son las
componentes irreducibles de X.

Variedad producto.

Si consideramos X C A™ e Y C A" dos variedades algebraicas afines, decimos que el
conjunto X xY C A" x A" =2 A"T™ define la variedad producto de X por Y. La topologia
inducida en X X Y no es la topologia producto de A™ x A" sino la topologia de Zariski en
A" restringida a X x Y. Por ejemplo hay més cerrados en A2 que cerrados en A x Al:
el conjunto {(x,y) € A% : y = 2%} es una variedad (cerrada) en A% con la topologia de
Zariski, pero no es un cerrado en A' x A! con la topologia producto.



1. Variedades algebraicas afines y proyectivas 25

PROPOSICION 2.12. Si X C A™ e Y C A™ son variedades algebraicas afines e irre-
ducibles entonces X x Y C A" es una variedad algebraica afin e irreducible.

5. Anillo coordenado.

DEFINICION 2.13. Sea X una variedad algebraica afin de A™. El conjunto

k[mla T ,.Tn]
kKX = ———~——
[X] X
se llama el anillo coordenado de X o dlgebra afin de X.
OBSERVACION 2.14. = k[X] es un dlgebra conmutativa finitamente generada sobre
k pues es la imagen de la proyeccién candnica ¢ : k[zy, -, x,] — W

= k[X] no tiene elementos nilpotentes ya que J(X) es un ideal radical.

» Si fy g son dos polinomios de k[z1,---,xz,] tales que f(z) = g(x) V © € X, esto
es equivalente a decir que el polinomio f — g € J(X), o sea f y g coinciden como
polinomios de k[X], por lo que podemos interpretar a k[X] como la restriccién de los
polinomios en n variables a X. En vista de esta observacion es que a veces el anillo
k[X] se llama anillo de funciones polinomiales sobre X.

Es consecuencia del teorema de los ceros de Hilbert la siguiente:

PROPOSICION 2.15. Si X es una variedad algebraica afin con anillo coordenado k[X],
entonces existe una correspondencia biyectiva entre los puntos de X y los ideales mazrimales
de k[X].

DEFINICION 2.16. Sea X C A" una variedad algebraica afin.
Y C X es una subvariedad de X si también es una variedad afin.

TEOREMA 2.17. Eziste una correspondencia biunivoca entre las subvariedades de X y
los ideales radicales de k[X].

La condicién de irreducibilidad de una variedad afin se interpreta con respecto a su
anillo coordenado:

PROPOSICION 2.18. Una variedad algebraica afin X C A™ es irreducible si y solamente
st k[X] es un dominio de integridad.

6. Morfismos de variedades algebraicas afines.

DEFINICION 2.19. Sean X C A" e Y C A™ dos variedades algebraicas afines. Decimos
que la funcién ¢ : X — Y tal que:

SO(Q?l, e 7377’7,) = (801(.'171, e ,l’n), e 7%07774(3717 e ,.’L'n))
es un morfismo de variedades algebraicas afines si @; € k[X]|Vi=1,--- ,m.

OBSERVACION 2.20. Todo morfismo de variedades es continuo: si ¢ : X — Y es un
morfismo de variedades y C = V(g1,---,¢g¢) es un cerrado en Y, entonces

e N (O)={zeX/(gjop)(®)=0Vj=1,- 1} =V(giop, g0y

es un cerrado en X.
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Variedades algebraicas proyectivas.

DEFINICION 2.21 (El espacio proyectivo P™). En A1\ {0} definimos la relacién
(ag, a1, san) ~ (bo, b1, ,by) & INER : a; = \bi,Vi=0,1,---,n.

~ es una relacién de equivalencia. Luego definimos:

A (o)

~

IP)TL
el espacio proyectivo n dimensional.

Es decir P™ es el conjunto de los subespacios de A"*! de dimensién uno sin el origen.
La clase de (ag,a1, - ,a,) en P™ la representamos por [ag : aj : -+ : ay]; se dice que
(ag, a1, - ,an) es un vector de coordenadas homogéneas de [ag : a; : -+ - : ay], este vector
es Unico a menos de multiplicaciéon por un escalar no nulo.

Tal como lo hicimos en el caso afin queremos hablar del conjunto de ceros de un
polinomio, pero esta vez en el espacio proyectivo P. Dado f € k[zg, 21, - , 2], diremos
que f(P) = 0 para P = [ag : a1 : -+ : ap] si f(Aag, a1, -, a,) = 0O,V X € k*
Descomponiendo f en suma de componentes homogéneas, es claro que P es un cero de f
si y s6lo si es un cero de cada una de sus componentes homogéneas, ya que k es un cuerpo
infinito.

DEFINICION 2.22. Si f € k[zg,z1, - , %] es un polinomio homogéneo entonces su
conjunto de ceros es
Ve(f) ={P €P"/ f(P) =0}
De la misma manera definimos el conjunto de ceros de un subconjunto
S C kl[zo,x1,- - ,x,] de polinomios homogéneos como Vp(S) = {P € P/ f(P)=0V f €
S}y si J = (S) entonces Vp(S) = Vp(J).

DEFINICION 2.23. Una wvariedad algebraica proyectiva en P™ es un subconjunto X C
P™ tal que existen f1,---, f; polinomios homogéneos de k[zg,z1,- - ,2,] tales que X =

V]P(flv"' 7ft)'

De la misma forma que en el caso afin, estos conjuntos verifican los axiomas de los
cerrados de una topologia, que también llamaremos topologia de Zariski de P™.

DEFINICION 2.24. Una k-édlgebra A es graduada sobre Z si A = @, o Aq cond € Z
donde cada A4 es un grupo abeliano y se cumple que Ag = k' y AgA. C Agpe.

Los elementos de A, se dicen homogéneos de grado d.

Con esta definicién podemos escribir todo elemento de A como suma de elementos
homogéneos y esta descomposicién es tnica.

EJEMPLO 2.25. La k-dlgebra k[zg, 21, - ,x,] es una k-dlgebra graduada ya que
k[x()axla e 7];71] = @(k[$0,$17 e 7xn])d
d>0
donde (k[zg,21,- -+ ,2,])a denota el espacio vectorial de los polinomios homogéneos de

grado exactamente d junto con el polinomio 0 (el polinomio 0 se considera homogéneo de
todos los grados).

DEFINICION 2.26. Un ideal I C A es homogéneo si I = D -0(I N Ag).

PROPOSICION 2.27. Un ideal I es homogéneo si y sélo si se lo puede generar a partir
de elementos homogéneos.

PROPOSICION 2.28. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

» [ es un ideal homogéneo de k[xg,x1,- -+ ,Tp]

w [ esunideal ysi fel, f=fo+ fi+ -+ fa con f; homogéneo de grado i entonces
fiel,Vi=0,---.,d.
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» I =(g1, - ,9t) stendo g; polinomio homogéneo ¥V j =1,--- ,t.

OBSERVACION 2.29. Una variedad proyectiva en P™ es Vp(I) donde I es un ideal
homogéneo.

DEFINICION 2.30. Si X C P", entonces definimos Jp(X), el ideal generado por:

{f € k[zg,--- ,z,]/ f es homogéneoy f(P) =0,V P c X}.

Es fécil ver que Jp(X) es un ideal homogéneo.

Cuando trabajemos con variedades algebraicas afines y con variedades algebraicas
proyectivas a la vez las diferenciaremos respectivamente por Va(.) y Vp(.). Lo mismo con
los ideales afines y proyectivos J4(.) v Jp(.). Cuando el contexto esté suficientemente claro
omitiremos estos subindices.

También podemos precisar los conceptos de irreducibilidad y de anillo coordenado:

DEFINICION 2.31. Una variedad proyectiva X es irreducible si y sélo si J(X) es un
ideal primo.

DEFINICION 2.32. Siendo X C P" una variedad proyectiva, definimos el anillo coor-

denado sobre X al conjunto S[X]| = W

De la misma manera, al ser k[zg,--- ,x,] un anillo graduado y finitamente generado,
S[X] es un anillo graduado y finitamente generado. Tampoco contiene elementos nilpo-
tentes.

DEFINICION 2.33. Si X C P" e Y C P™ son dos variedades proyectivas, una funcién
¢ : X — Y es un morfismo de variedades proyectivas si para toda funcién g € S[Y]
tenemos que go ¢ € S[X].

OBSERVACION 2.34. = Todo morfismo de variedades proyectivas es continuo.
» Si X es una variedad proyectiva irreducible y si ¢ : X — X’ es un morfismo de
variedades proyectivas entonces ¢(X) es irreducible también.

8. Dimension.

DEFINICION 2.35. Si X es un espacio topoldgico, definimos la dimensién de X como
el supremo de los enteros n tal que existe una cadena de cerrados irreducibles Cy & C; &
G Ch=X.

Sea X una variedad algebraica afin irreducible. La dimension de la variedad X es su
dimensién como espacio topolégico y la denotamos dim(X).

Si X es una variedad afin o proyectiva pero no necesariamente irreducible, sabemos
que la podemos descomponer como X = X; U---U X, donde cada X; es irreducible.
Definimos la dimensién de X como

dim(X) = max{dim(X;)};=1,... r-

Equivalentemente podemos tomar supremos en las cadenas de ideales primos que con-
tienen al ideal de X, esto es si X es una variedad algebraica afin irreducible, entonces
sabemos que su ideal J4(X) es un ideal primo. Luego la dimensién de X es el supremo de
las cadenas de ideales primos I; tales que:

In(X) G I G- G I G Ry, - ).
Existen otras maneras de definir la dimensién: ver [7] o [9].

DEFINICION 2.36. Si X es irreducible y U C X es un abierto no vacio, definimos la
dimensién de U, dim(U) = dim(X).

LEMA 2.37. Si X es una variedad algebraica afin irreducible y U es un conjunto abierto
en X entonces dim(X \ U) < dim(X).
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10.

11.

PROPOSICION 2.38. s Si X es irreducible e Y es un cerrado propio irreducible,
entonces
dim(Y) < dim(X).

s Si X eY son variedades afines entonces la dimension de la variedad afin X XY es
dim(X) + dim(Y).

OBSERVACION 2.39. Analogamente al caso afin tenemos la nocién de dimensién para
variedades algebraicas proyectivas.

DEFINICION 2.40. Si X es una variedad afin o proyectivo (en A" o en P™) y dim(X) = r
decimos que su codimension es el nimero natural n — r.

Teorema de Chevalley.

DEFINICION 2.41. Decimos que un conjunto U C A" es localmente cerrado si U es
abierto en su clausura U. En este caso dim(U) = dim(U).

Observar que la definicién anterior es equivalente a que U sea interseccién de un abierto
y de un cerrado de A™

DEFINICION 2.42. Si X es un espacio topoldgico, un conjunto se dice constructible si
es una unién finita de conjuntos localmente cerrados.

TEOREMA 2.43 (Teorema de Chevalley). Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades
afines o proyectivas, entonces (X)) contiene un abierto denso de p(X).

Cono sobre una variedad algebraica proyectiva.

DEFINICION 2.44. Sea la proyeccién canénica asociada a P
IT: AL {0} — P
(ag,a1,--+ ,a,) +—  [ag:ai, - :ap]
Si X C P"™ es una variedad algebraica proyectiva definimos el cono sobre X como el
conjunto

C(X): =" X)u{0} c AnT

PROPOSICION 2.45. Si X C P" es una variedad algebraica proyectiva, entonces:
a) C(X) es una variedad algebraica afin en A"T*;
b) Si X es irreducible entonces C(X) es irreducible;
c) dimC(X)=dimX +1;
d) Ia(C(X)) =Tp(X).

Grado de una variedad proyectiva y polinomio de Hilbert.

DEFINICION 2.46. Sea X una variedad proyectiva de dimensién r en P™. Definimos el
grado de la variedad X como el cardinal del conjunto {y € P": y € X N L} siendo L un
subespacio genérico de codimension r en P™.

OBSERVACION 2.47. No definiremos aqui formalmente la nocién de genericidad: lo
haremos en el capitulo 4. Provisoriamente podemos pensar que la definicién anterior exige
al subespacio L que esté en “buena posicion” respecto de X. Por ejemplo, en el plano lo
“més comun” es que una recta cualquiera corte a una coénica fija en dos puntos, sélo en
casos especiales la recta serd tangente. Este tipo de situaciones “mds frecuentes” es lo que
formaliza el concepto de genericidad.

Hay otras maneras de definir el grado de un variedad proyectiva. Recomendamos al
lector interesado en el tema consultar [9].

DEFINICION 2.48. Sea A = @~ Aq una k-algebra con graduacién {A4}. Un A-
médulo M se dice graduado si admite una descomposicién M = @ -, Mg tal que AgM, C
Md+e. B
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DEFINICION 2.49. Con las notaciones anteriores, si M es finitamente generado como
A-médulo, llamamos funcion de Hilbert de un A-médulo graduado M a la funcién:

Fy: N — N
d [ dimkMd

TEOREMA 2.50. Si M es un A-mddulo graduado finitamente generado, existe un inico
polinomio Py (t) € Q[t] tal que Pr(d) = Far(d) para valores de d suficientemente grandes.
Pys(t) se llama polinomio de Hilbert del médulo M.

DEMOSTRACION. ver [9] pdginas 110-111. O

DEFINICION 2.51. Si X es una variedad algebraica proyectiva en P"(C), sabemos que
su anillo coordenado S[X] = W es un Clzg, -+, zp]-médulo graduado finitamente
generado.

El polinomio de Hilbert de la variedad proyectiva X es el polinomio de Hilbert de S[X]

y se denotard Px.

TEOREMA 2.52. Si X es una variedad algebraica proyectiva en P™(C) de dimensidn r
y de grado p entonces :

Px(t) = ,u%—&— términos de orden menor.

DEMOSTRACION. Ver [9] p. 113. O

2. Grupos algebraicos afines

En esta parte definiremos e introduciremos, también muy rapidamente, algunos resultados ele-
mentales de la teoria de los grupos algebraicos. Recomendamos al lector interesado en completar la
teorfa y los resultados presentados consultar [8].

Supondremos, ademés de que k sea algebraicamente cerrado, que tiene caracteristica cero.

1. Definiciones y ejemplos.

DEFINICION 2.53. Un grupo algebraico afin G es un grupo abstracto (G, u,e) donde
G es una variedad algebraica afin tal que los mapas multiplicacién

nw: GxG@ — G
(z,y) — Yy
e inversion
v G — G
x — ozt

son morfismos de variedades algebraicas afines.

EJEMPLOS 2.54. = El grupo aditivo G, = (A!, +). Las operaciones (z,y) — x +y
e x — —x son morfismos de variedades (polinomiales).

» El grupo multiplicativo G,, = (Al \ {0}, x).
Sabemos que A!\ {0} es un abierto principal pero no es una variedad algebraica affn
de Al. Sin embargo podemos mirar A \ {0} en un espacio de dimensién mayor y
considerarlo como cerrado de este espacio, mediante la siguiente identificacién:

k* = Al \ {O} — {(1]1,.1‘2) S AQ/ T1To = 1} - A2,

Las operaciones son:

(z1,22) (Y1, 92)) = (T1y1, 22y2) ¥ (21, 22) = (27", 25 ") = (v2,21)

y son claramente morfismos de variedades algebraicas afines, ya que son aplicaciones
polinomiales.
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= Otro ejemplo muy importante, que generaliza al anterior, es el de GL,,(C), el grupo
de las matrices invertibles, llamado grupo lineal. De la misma manera, si identificamos
M, (k) con A”Z, GL,, es un abierto principal de A" definido por:

(M € A™ / det(M) # 0}.
Pero también lo podemos identificar con el conjunto:
{(aij.d) € A" det(azj)d = 1} = V({det(xi))y — 1)

2 ., . .
que es un cerrado de A™ ™1 (det es una funcién polinomial).
Las operaciones son:

((aijv d)v (bijv d/)) = ((Cij)v dd/)

donde (c;;) es el producto matricial de las matrices (a;;) y (bi;) y

((aig), d) = ((ai;) ™" det(agg)).-
Estos dos mapas son morfismos de variedades pues son polinomiales en las entradas
de las matrices y d. Entonces G L, (k) es también un grupo algebraico.
Observar que GL1 (k) coincide con Gy,.

s El grupo lineal SL,, de las matrices con determinante 1, es un subgrupo cerrado de
GL,, pues SL,, = V((det((x;;) — 1))) y también es un grupo algebraico (un subgrupo
cerrado de un grupo algebraico es también un grupo algebraico).

= Los grupos cldsicos: ver [8] pagina 52.

PROPOSICION 2.55. Si Gy, ,G, son grupos algebraicos afines entonces G1 x Gg X
-- X Gy, es un grupo algebraico afin.

EJEMPLO 2.56. En el ejemplo anterior, tomando k£ como C vimos que C* es un grupo
algebraico afin con la multiplicacién. Luego (C*)® = C* x C* x --- x C* es un grupo
algebraico afin.

DEFINICION 2.57. Si G es un grupo algebraico afin, definimos el dlgebra afin k|G| de
G como el algebra afin de la variedad G.

DEFINICION 2.58. Un morfismo de grupos algebraicos afines es un morfismo de grupos
abstractos que es ademéas un morfismo de variedades algebraicas afines.

Para concluir la secciéon, mencionamos un teorema muy importante y muy ttil a la hora
de trabajar con grupos algebraicos afines y la razén por la cual se le da tanta importancia
al grupo lineal GL,,.

TEOREMA 2.59. Todo grupo algebraico afin es isomorfo a un subgrupo cerrado de GL,,
para algun entero n.

DEMOSTRACION. Ver [8] pagina 63. O

Accién de un grupo algebraico afin G sobre una variedad algebraica X.

DEFINICION 2.60. Sea G un grupo algebraico afin y X una variedad algebraica afin o
proyectiva. Se dice que G actua en X si existe una funcién polinomial ¢ : G x X — X
morfismo de variedades algebraicas tal que:

(9192, %) = (g1, ¢(92,2)) Vo € X, Vg1,00 € G

y
vleg,z) =z, Ve e X.
donde eg es el elemento neutro del grupo G.
Decimos también que X es una G-variedad.
Por comodidad en las notaciones notaremos ¢(g, z) como g - z.
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EJEmMPLOS 2.61. a) GL, actia sobre las matrices M,, por conjugacién via:

g-A=((gi5))(ai;))((gi;) "

siendo A = ((ai;)) € My y 9 = ((955)) € GLn
b) GL, actia sobre k™ por multiplicacién via:

9-X = ((9i)X
siendo X € k" y g € GL,,.

Finalmente:

s Decimos que G actia transitivamente en X siVa € X,G -z = X.

s O, = G-xesla drbita del punto x € X y es G-estable, esto es que g-x € O,, V x € O,.
Es mas la érbita de un punto = se puede ver como la imagen del mapa

Y G — X
g = walg)=g-x
Las orbitas forman una particiéon de X y no son necesariamente cerradas.
» El estabilizador de x € X, es el conjunto G, = ¢, *({z}) = {9 € G/ g-x =1z} y es

un subgrupo cerrado de G.
» Si G actiaen X yenY, también actiaen X xY: g-(x,y) = (¢ 2,9 y).

LEMA 2.62 (Lema de la 6rbita cerrada). Sea G un grupo algebraico afin actuando
sobre una variedad X afin o proyectiva. Entonces, para cada x € X, O, es una variedad
localmente cerrada en X y su borde O_w\Og; es union de orbitas de dimension menor. En
particular las orbitas de dimension minimal son cerradas.

DEMOSTRACION. La accién de un grupo algebraico G sobre una variedad X es un
homeomorfismo.

= Se prueba que los grupos algebraicos son constructibles. Luego, si x € X entonces la
6rbita de z, O, = G-z ={g-x: g € G} es constructible por ser la imagen de G por
el mapa 6rbita (teorema de Chevalley). Entonces O,, contiene un abierto U denso en
O,. Més atin, todo punto de O, tiene un entorno abierto en O,, ya que si z € O, y
u € U entonces existe g € G tal que g - u = x pues la accién es transitiva en O,. Eso
significa que O, es abierto en O, luego por definicién O, es localmente cerrada en
X.

= O, es G-estable pues, por continuidad de la accién g- O, C g- O, C O,V g € G.

= Probemos que O, \ O, es G-estable. Tenemos que demostrar quesi g € Gy z € O,\O,
entonces gz € O \ O,.
Siz € O, \ O,, supongamos que g - € O,. Entonces z € g~! - O, C O, pues O, es
G-estable, lo cual contradice la hipétesis inicial.
Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el lema 2.37:

dim(O, \ O,) < dim(0,) = dim(O,,)

y, al ser O, \ O, G-estable, es unién de orbitas de dimensién menor.
Si Z es una 6rbita de dimensién minimal entonces Z \ Z tiene que ser unién de 6rbitas
de dimensién menor que Z. Por lo tanto, Z coincide con Z y es cerrada. ([l

3. La variedad proyectiva X4

En esta seccién le asociaremos a un subconjunto finito de vectores A C Z! una variedad alge-
braica proyectiva, X4 que sera de particular importancia en el capitulo 4.
Suponemos que k = C.
Si A= {v1,vq, -+ ,v,} CZ!, definimos el mapa:
pa: (C) — (c)"
X - (XU, X2 XU
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((c*)t&(@*)n Xz(xl,m,xt)w—A>(X”1,-~-,X“n)
\ ln \ ln
ITop 4 ITopa

Pnfl [le Ceels Xvn]

donde II es la proyeccién candnica asociada al espacio proyectivo.
Definimos al conjunto:

X% = Mopa)((C)) ={[X" - : X" X = (21,22, ,2) € (C*)'} C P!
y su clausura de Zariski en P*~1, X, = X9.

PROPOSICION 2.63. Si el Z-mddulo generado por A es Z' entonces el conjunto X4 es una
variedad algebraica proyectiva de dimension t.

DEMOSTRACION. Definimos una accién del grupo algebraico (C*)* sobre P"~! de la siguiente
manera;

(3 1) ((C*)t % ]mel N Imel
' (Xo[pripac-ipa]) = [XVp1:X%py:i-oo: Xpy]
Observamos que X§ es igual al conjunto Of.y....qp = (C*)* - [1 : --- : 1], la érbita del punto
[L:---:1].

Luego, por el lema de la érbita cerrada, X es abierta en su clausura X 4 = On:tiea1)-

X9 es irreducible por ser la imagen por una accién del grupo algebraico irreducible (C*)*. Por
lo tanto X 4 también es irreducible.

Como la accién de un grupo algebraico es continua tenemos que (C*)' - X4 C X4 ya que:

(€)' Xa=(C)"-X§ C(C) X=X =Xa.

Por otro lado existe una correspondencia uno a uno entre (C*)! y X9.
Definimos el mapa:

Pli:--:1] * ((C*)t — pr—1
Y —> Y'[ll"'ll]:[le;...;Yvn]

Tenemos que probar que si Y = (y1,--- ,4) y Z = (21, -+ ,2) son dos puntos de (C*)! tal que
oY) = p(Z) entonces Y = Z.
Puesto que {vy, -+ ,v,} es una Z-base de Z!, podemos escribir cada vector canénico e; de Z!
como e; = ZZL:I ai;v; donde a;; € Z. Luego Y = Z" para todo j = 1,---,n implica que
y' =YY% = Z% = z; paratodo i =1,--- ,t, es decir Y = Z. Hemos probado que el mapa P[L::1] €8
inyectivo.

Es claro, por el lema de la érbita cerrada, que en estas condiciones, X 4 tiene dimensién ¢. [

OBSERVACION 2.64. En realidad la variedad proyectiva X 4 es un tipo particular de variedad
algebraica: es irreducible, contiene un abierto isomorfo a un toro algebraico y estd equipada de una
accion que extiende la accion del toro sobre si mismo a toda la variedad. Estas variedades especiales
se llaman variedades téricas. Recomendamos al lector interesado en el tema consultar el capitulo 5
de [6].

EJEMPLO 2.65. » Sea A ={0,1,2,3} CZy pa: C* — C* definida como pa(t) =
(1,¢,t2,#3). Luego X4 = {(1:t:2:¢3),t € C*} C P3. X4 lleva el nombre de “twisted
cubic”.

» Sea A = {0,e1,e2,-+ ,e,} C Z" donde {e;}}_; es la base canénica de Z". Busquemos la
variedad X 4 asociada.
@a: (C)" — C™! tal que pa(x1, @2, 20) = (Lw1, -+, 2).

Luego Xq ={(1:xy:---:2,)} =P
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Estamos interesados ahora en considerar el cono sobre la variedad X 4.

Sea X4 C P! una variedad algebraica proyectiva definida a partir de un subconjunto
A=A{vy, - ,v,} CZN
Recordamos que si IT es la proyeccién canénica de C™\ {0} en P"~1, el cono sobre X 4 es la variedad
algebraica afin:

Y :=C(Xa)=T"1X4)U{0} cC™

Dado un subconjunto A = {v1,- -+ ,v,} C Z' definimos el semigrupo Sa = ((a,1) : a € A)
C Z**!. Por definicién S4 es finitamente generado.
Por otro lado le podemos asociar una C—élgebra C[S 4], con las siguientes caracteristicas:

» C[S4] es una C-dlgebra conmutativa generada como C-espacio vectorial por x* siu € C[S4]
y tiene a S4 como base.

» Los elementos de C[Sa] son combinaciones lineales formales »_ ¢ a,x" donde hay sola-
mente una cantidad finita de coeficientes no nulos.

» El producto en C[S4] se define como: y* - y¥2 = y“1+42 y 0 = 1 es el elemento unidad.
Si u es una unidad en S4 entonces x" es una unidad en C[S4].

» Si{u; : 4 € I} es un conjunto generador de S entonces {x“ : i € I} es un generador
de C[S4]. Como consecuencia, como S, es finitamente generado, C[S4] es una C-dlgebra
finitamente generada.

LEMA 2.66. Sea f € C[xlil, -, 1] no nulo. Entonces flicyn # 0.

DEMOSTRACION. Multiplicando al polinomio f por un monomio adecuado, la demostracién se
reduce al hecho de que si g € Clz1, -+, 5] ¥ g|(c+)» = 0 resulta por continuidad que g = 0. O

TEOREMA 2.67. Con las notaciones definidas anteriormente Y, es una variedad algebraica afin
de dimension t + 1 y C[Y4] = C[S4].

DEMOSTRACION. Al ser X 4 una variedad algebraica proyectiva de dimensién ¢ en P"~1,
Y4 = C(X4) es una variedad algebraica afin de dimensién ¢ + 1 en C™.
Primeramente vamos a probar que

I = <y?ly;2 .. y%n _ yglySZ .. yzn/ aiv _|_ e + ApUpy = blvl + .- 'bnvna aiabi c ZZO>

es el ideal de Yy4.

» Es evidente que I C J(Ya).
= Por otro lado si f € J(Y4) se tiene que f(X¥1, X2 ... X%) =0, V X € (C*)! siendo
A={vy, -+ ,v,} CZ' Reagrupando monomios conseguimos escribir

S
f(Xm,XUZ7"' ,X’Un) _ ZCiXW =0, VX e ((C*)t
i=1
donde ¢; € C y los v; son vectores diferentes de Z¢. Usando el lema anterior concluimos que
¢i=0Vi=1,---,s. Es decir es suficiente probar que f € I en el caso en que f|y, =0y
F(X)=>" ;X% con Y arjv; =Y asv; st a; = (a1, i) € (Zso)' 'y Y b ¢ =0.
Ahora podemos escribir:

FX)=a(X =X+ (1 +c2)(X? = X))+ (c1+ -+ cp1) (X1 — X)) eI

Finalmente probaremos que C[Y4] = M y C[S4] son C-dlgebras isomorfas. Basta considerar
el morfismo de C-dlgebras:
(2 (C[ylv ayn] - (C[SA] :(C[lea"' aXU"]
Yi — X"
Es evidente que I C Ker(y).

La inclusién Ker(y) C I se justifica con un argumento andlogo al utilizado para probar que J(Y4) C
1. Il






CAP{TULO 3

Volimenes y polinomio de Ehrhart

En 1960, Eugene Ehrhart probé que dado P un politopo racional, la cantidad de puntos con
coordenadas enteras del homotetizado de P, dP = {dp : p € P}, d € Z>¢, es un polinomio en d
cuyo grado es la dimensién de P. A ese polinomio Ep se le llama polinomio de Ehrhart de Py
también se usard en la demostracién del teorema de Kushnirenko.

En una primera parte definiremos el concepto de reticulo y veremos algunas propiedades rela-
tivas a los volumenes. Luego procederemos al estudio del polinomio de Ehrhart de un politopo
racional P.

1. Reticulos y voliimenes

DEFINICION 3.1. El rango de un subconjunto de R"™ es la dimensién del espacio afin de R™
generado por este subconjunto.

A C R" es un conjunto discreto si la topologia inducida por la topologia usual de R™ sobre A
es la topologia discreta.

DEFINICION 3.2. L C R™ es un reticulo de rango n si es un subgrupo discreto de (R™,+) de
rango n.

TEOREMA 3.3. Sea L un reticulo de rango n de R™. Entonces existen {vy1,va,-- ,v,} C R™,
linealmente independientes en R™ tales que L = Z?:l Zv;.

Decimos que el conjunto {vi,ve, -+ ,v,} es una Z-base de L.

DEFINICION 3.4. Sea L un reticulo de rango n en R™ y B = {v1,v9, - ,v,} una Z—base de L.

Definimos el paralelotopo fundamental asociado a la base B:

Pp = {iaivi/ a; € [0,1)}

En virtud de la definicién 3.4 diremos que si S = Conv{0,v1,--- ,v,} es un n-simplice de R™
el paralelotopo definido por S es:

Pg = {iaﬂ)i/ a; € [071)}
i=1

OBSERVACION 3.5. De la misma manera si G = {wy,-- ,wn,} es un generador del reticulo L
se puede definir el paralelotopo fundamental generado por G como el conjunto:

Pg = {Zaiw” a; € [0,1)}.
=1

LEMA 3.6. Sea Q = Conv{0,v1, - ,v,} un n-simplice de R™. Entonces:
Volgn (P,
Volgn(Q) = e Rn,( Q)’

donde Pg es el paralelotopo definido por el n-simplice Q.
DEMOSTRACION. Sea T : R" — R" la transformacién lineal biyectiva definida por:
T(’Ul) = €4,

35
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donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de R™. Entonces T(Q) = @ donde Q; es el
n-simplice elemental de R™ y por la formula de cambio de variable:

Volgn (Q) = / 1=|det(T™Y [ 1
Q Q1
Pero |det(T~1)| = Volgn (Pg) (Ver Apéndice), por lo tanto:
Volgn (P,
Volgn (Q) = Volgn (PQ)/ 1= M
. n!
ya que, como lo probamos en el capitulo 1, le =Vol,(Q1) = # O

PROPOSICION 3.7. Con las notaciones de la definicion 3.4, resulta que todo vector v € Z™ es
congruente modulo L con un unico vector de Pp.

DEFINICION 3.8. Sea L un reticulo de R™. Decimos que L’ es un subreticulo de L si L’ es un
subgrupo de L y # (L/L’) es finito.

COROLARIO 3.9. Sea L un subreticulo de Z™.
Z" : L] :#({a1u1+a2u2+m+anvn: 0<a;<1Vi=1,--- ,n}ﬂzn),

donde {vy,--- ,vn} es una Z-base de L.
Es decir [Z™ : L] es la cantidad de puntos con coordenadas enteras dentro del paralelotopo funda-
mental asociado a la base {vy, - ,v,}.

DEFINICION 3.10. Dado un reticulo L C R™ de rango n, los simplices fundamentales o ele-
mentales de L son aquellos cuyos vértices son el origen y los elementos de una Z-base de L. El
volumen en R™ normalizado respecto de L se denota por Vol (-) y es el que hace que los simplices
fundamentales de L tengan volumen 1. En particular si L = Z", a Volzn(-) se le llama volumen
entero.

EJEMPLO 3.11. Si consideramos el cubo unidad I™ en R™:
I"={(z1," - ,zp) ER": 0<2; <1, Vi=1,--- ,n}
En virtud del lema 3.6 tenemos que Volzn (I™) = nl.

OBSERVACION 3.12. Probaremos en el corolario 3.17 que, para todo politopo racional P, su
volumen entero es un numero entero mayor o igual a cero. Sin embargo, a veces, resulta imposible
descomponer un politopo racional en simplices racionales con volumen entero igual a 1. Como se ve
en la figura 1, el tetraedro T = EBGD inscripto en el cubo unidad ABCDEFGH tiene volumen

Volzs(T) = 2 pero no puede descomponerse en unién de simplices racionales mas pequefios ya que
no tiene puntos enteros en su interior.

PROPOSICION 3.13. Sea A C Z™ y L es el Z—mddulo generado por A con base {w1,wa, -+ ,wp}.
Entonces:
[Z" : L] = |det(B)|
donde B es la matriz cuyas columnas son w1, wa, -« ,Wy.
DEMOSTRACION. Ver apéndice. O
PROPOSICION 3.14. » Volzn(P) =n! Vol,(P) V P politopo racional en R™.

w Si L es un Z—submddulo de Z™ de rango n entonces:
Volgn(P) = [Z" : L] Vol (P) V P politopo.
Estas formulas son consecuencias del teorema de cambio de variables y de la proposicién anterior.
OBSERVACION 3.15. El resultado que establece la proposicién anterior es independiente de la
Z-base de L elegida ya que se pasa de una Z-base a otra multiplicando por una matriz de cambio

de base A a coeficientes enteros e invertible en Z. Luego det(A) tiene que ser 1. Por lo que si B’
es una matriz correspondiente a otra Z-base de L:

(2" : L) = |det(B)| = |det(AB')| = |det(A)||det(B)| = |det(B").
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EJEMPLO 3.16. Consideramos @ el stmplice de R? tal que @ = Conv{(0,0),(2,0),(3,3)} y sea
P el paralelotopo fundamental definido por los vectores de Q.
Sea L el reticulo generado por los vectores (0,0), (2,0) y (3,3).
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Figura 2.

Ayudéndonos de la figura 2, es claro que Volzz(Q) = 6, Volg2(Q) = 3,Volzz(P) = 12 (P es
unién de doce 2-simplices minimales) y Volg2(P) = 6.

Q@ es un simplice fundamental asociado a L por lo tanto Vol (Q) = 1 y se verifica la férmula
Volz2(Q) = [Z? : L] x Volr,(Q) ya que [Z? : L] = 6 es la cantidad de puntos enteros dentro del
paralelotopo fundamental. También Voly(P) = 2 y verifica la férmula
Volzz(P) = [Z? : L] x Vol (P) pues Volz:(P) = 12.

COROLARIO 3.17. Si P es un politopo racional entonces Volzn(P) es un nimero entero.

DEMOSTRACION. Supongamos que P = Conv{zy, -+ ,,} entonces, por la proposicién 1.35,
podemos subdividir P en simplices con vértices en {z1, -+ ,z,} tal que los simplices no tengan
puntos interiores en comun. Como para cada i, z; € Z", los simplices de esta descomposicién también
son racionales. Sea () uno de estos simplices, supongamos que uno sus vértices es Ogn y que es n-
dimensional (que son los inicos que contribuyen al volumen de P), es decir @ = Conv{0,x1,- - , &, }.
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Si Py es el paralelotopo fundamental definido por el simplice @) entonces, por lo probado en el
apéndice:

. Volzn (Pg)

n!

Volzn (Q) = n! X Volgn (Q) = n! = Volgn (Pg) = |det(A)|

donde A = [z1]z2] - |2,] es una matriz con entradas enteras luego con determinante entero. Al
tomar valor absoluto |det(A)| € Z>¢ y se deduce la tesis. O

2. Polinomio de Ehrhart

Dado P un politopo racional en Z", es claro que el homotetizado de P de razén d € Z,
dP = {dp : p € P}, es también un politopo racional.

DEFINICION 3.18. Dado P un politopo racional en Z" definimos la funcién Ep : N — N tal
que

Ep(d) = #(dPNZ").

En 1960, Ehrhart probd que esta aplicacién es un polinomio en d, que tiene actualmente el
nombre de polinomio de Ehrhart del politopo P.
En 1967, el propio Ehrhart prob6é que algunos de los coeficientes de este polinomio tienen un
significado geométrico, mas precisamente si P es un politopo racional n-dimensional entonces:

1
Ep(d) = Volgn (P)d" + 5V olgn—s (OP)d™ ' + -+ x(P)

donde Vol(OP) denota el “volumen del borde” de Py x(P) es la caracteristica de Euler de P.
Para los otros coeficientes, atin hoy en dia, no se conoce ninguna interpretacién similar.

En esta seccién probaremos que dado un politopo racional P la funcién Ep es un polinomio y
que el coeficiente de su término principal es el volumen euclideo de P.

EJEMPLO 3.19. El polinomio de Ehrhart del segmento I = [0,1] es Er(d) =d+ 1y el del cubo
unitario C' en el espacio es Ec(d) = (d 4+ 1)3 = d3 + 3d® + 3d + 1.
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Figura 3. Ejemplos de homotetizados de politopos y puntos enteros.
LEmA 3.20. Consideramos el simplice S = Conv{0,v1,va,--- ,v,} con vy,va,--+ ,v, € Z".

Entonces existen constantes (31,02, , Bn € Z>¢ tales que para todo entero positivo d, la cantidad
de puntos enteros contenidos en el politopo dS, Eg(d) es:

Es(d)=(”:d)+ﬁl<”+s_l >+-~-+ﬂn( a )

En particular, Es(d) es un polinomio en d de grado n.
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DEMOSTRACION. La figura 4 ilustra los pasos de esta demostracién en Z?2 para v; = (1,2) y
Vg = (3, ].)
Cada punto y € dS NZ"™ se escribe de manera tnica como

Y=+ v + vy + - + v, (%)

con ¢ € Pg NZ", siendo Ps = {}._, t;v;, 0 < t; <1, i=1,---,n}, el paralelotopo fundamental
definido por el simplice S, a; € Z>o y a1+ -+, < d. A los efectos de esta demostracién diremos
que y esta asociado a x.

Llamamos H; al hiperplano de R™ que contiene a los puntos jvi,--- ,jv, para j = 0,--- ,d.
Particionamos el conjunto Pg N Z™ con los hiperplanos Hy,- -, Hy: definimos Py = {0}, para
t=1,---,d llamamos P; al conjunto de los x € Pg NZ™ que estan entre H;_1 y H; o estan en H;.
El ndmero de puntos y € dS NZ™ asociados a cierto = € P; - segin (*)- es exactamente la suma
del nimero de soluciones (o, -+, ay) € ZZ, de cada una de las ecuaciones o; + - - - + a,, = j para
j € Z tal que i < j < d. Para determinar este ntimero procedemos en dos etapas.

1. AFIRMACION: Para cada j € {1,---,d} el nimero d de soluciones (av,- -, ) € Z%, de
n+j—1

-1
PRUEBA: Haremos la prueba por induccién completa en n la dimensién del espacio.

la ecuaciéon ag + -+, = j €s

Sin=1hay 1= ( J ) solucién.

0
Supongamos que la afirmacién vale para n — 1. Luego para la ecuacion oy +ag + -+ -+
. j — oy — 2 .
Op_1 = j — ayy sabemos que hay ( nt Jn f);n soluciones. Sumando sobre todos los

valores posibles de «,, obtenemos:

J . . .
n+j—a,—2\ ([ n+j—2 n+j—3 n—2
ZQ( n—2 >_( n—2 + n—2 R U

Usando induccién y la férmula de Stieffel obtenemos:

i n+j—a,—2\ ([ n+j-—1
n—2 o n—1 ’

a,=0
2. Es fécil verificar que el niimero de soluciones (a, -+ ,a,) € Z%, de las ecuaciones oy +
iy L d n+j—-1\ [ n+d—i
...an]conzgjgdeszj_o< n_1 )< n .

Ahora llamemos a (3; al niimero de elementos de P;, este niimero no depende de d,
ademés By =1y 3, =0V i>n (P, =0sii>n). En particular si d < n se tiene que

Basi = =By =0.
Entonces el nimero de puntos de dS NZ" es:

ES(d):<n:d>+ﬁl<n+Z_l >+---+ﬂn< Z )

Finalmente, como n +Z —J ) es un polinomio en d de grado n y los §; no dependen de d,
tenemos que Fg(d) es un polinomio en d de grado n. U

EJEMPLO 3.21. Si consideramos el simplice S = Conv{(0,0),(1,2),(3,1)}, y observando la
figura 4, tenemos que 1 =2y Gy = 2.

2 1
LuegoEs(d):( ;d)w( ;d)+2(g>:%d2+gd+l.

Ademas:
» La cantidad de puntos enteros en 25 es Eg(2) y Es(2) = 522+ 32+ 1 =14.
» La cantidad de puntos enteros en 3S es Eg(3) y Es(3) = 532+ 33+ 1 =128.
» Volg2(S) =2 y Volzz(S) =10 = 2! x 5.
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= El perfmetro de S es 3/2.
» La caracteristica de Euler de S es 1 (# vértices - #aristas + # caras =341-3=1).

LEMA 3.22. Sea S = {vg,v1,v2, - ,v.} un r-simplice donde vy1,ve, -+ v, € Z"™ conn > r.
Entonces Eg(d) = #(dS NZ™) es un polinomio en d de grado r.

DEMOSTRACION. Podemos suponer sin pérdida de generalidad, que vy = Og». La prueba es
analoga a la del lema 3.20. Sea V el subespacio de R™ generado por S. Cada punto y de dS N Z"
se escribe de manera dnica como y = x + a1V + aov + -+ + apty, a; € Z>o donde x es un
punto del paraleletopo fundamental definido por S. Repetimos la misma demostracién que en el
lema 3.20, considerando H; el subespacio afin de V' de codimension 1 en S que contiene a los puntos
141,102, 510y U

DEFINICION 3.23. Si S C R" es un simplice, el seudo-simplice asociado a S se define como:
SO = S\ﬁrel(s)a
donde 0,¢;(S) es el borde relativo de S.

OBSERVACION 3.24. = El seudo-simplice es el interior relativo del simplice.
= Un vértice se considera un seudo-simplice.

LEMA 3.25. Sea S un simplice y Sy el seudo-simplice asociado.
Entonces si d € Z>g, #(dSo NZ"™) es un polinomio en d de grado la dimension de S.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién completa en 7 la dimensién de S.

s Sir =1 el simplice es un segmento y el seudo-simplice se obtiene sacando dos puntos.
Entonces el resultado es cierto, dado que #(dSo NZ") = #(dSNZ™) — 2.

= El conjunto S\ Sy es el borde relativo del simplice S. Entonces S\So = Jpc4 F' donde F es
el conjunto de todas las caras propias de S. Es facil verificar por induccién en la dimensién
de S que sus caras son a su vez simplices.
Ahora S\Sy = Upcq Fo, donde Fy es el seudo-simplice asociado a F', puesto que cada
punto de S\ Sy estd en el interior relativo de alguna de las caras propias de S.
Més atin S\So = W pcy Fo puesto que dos simplices diferentes de J tienen interiores
relativos disjuntos. Los seudo-simplices F con F' € F tienen dimension menor que 7, luego
por hipétesis de induccién #(dFyNZ™) es un polinomio en d de grado menor que r. Como
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d(S\ Sp) = dS\ dSp, en virtud del lema 3.22, deducimos que #(dSyoNZ") es un polinomio
en d de grado r = dimSS.

O

TEOREMA 3.26 (Ehrhart). Sea P un politopo racional en R™ y d € Z>q.
Entonces #(dP NZ™) es un polinomio en d de grado la dimension del espacio generado por P.

DEMOSTRACION. La proposicién 1.35 nos permite descomponer P en una unién finita de
simplices tal que dos a dos los simplices no tengan puntos interiores en comun. Mas atin, como en
la demostracion de 3.25, podemos descomponer P en una unién finita disjunta de seudo-simplices:

P=5Sjy-- wSg.

La cantidad de puntos con coordenadas enteras en dP es igual a la suma de la cantidad de puntos
con coordenadas enteras en cada uno de los dS}, es decir:

q
#AP L") = #(dSENZ).

j=1
Cada #(dS’g NZ™) es un polinomio en dV j = 1,--- ,¢ de grado a lo sumo dim(P) y puesto que

algunos de estos polinomios tienen ese grado, se deduce la tesis. (I

Ahora probaremos que el coeficiente del término principal del polinomio de Ehrhart de un
politopo racional P es el volumen euclideo de P, es decir:

Y #(dPNZ™) _ Volgn (P)
d—s o0 dn n!
LEMA 3.27. Sea QQ un n-simplice racional en R™. Entonces #(Q NZ™) < Volzn (Q) + n.

DEMOSTRACION. Sea {vg,v1,v2, - ,v,} €l conjunto de vértices del simplice Q). Suponemos,
sin pérdida de generalidad, que vy = 0, en caso contrario trasladamos a @Q. Sea S el Z—submddulo
generado por {vy,vg, - Up}.

#QNZ") < [Z™: S]+mn, ya que [Z" : S] es la cantidad de puntos con coordenadas enteras en
Pg, el paralelotopo fundamental definido por el simplice (). Ademas, por lo que probamos en la
proposicién 3.13 y en la seccion 4 del apéndice tenemos que:

[Z" : S] = Volgn (PQ).
Entonces:
_ VOZZTL (PQ)

#(@QNZ") <Volgn(Pg) +n oy

+n="Volz(Q) + n.
(]

COROLARIO 3.28. Si P C Z™ es un politopo racional de dimension n entonces
#(PNZ™) < %!(P) +tn donde t es la cantidad de simplices en la descomposicion de P, dada en
la proposicion 1.35.

DEMOSTRACION. Recordamos que, por la proposicién 1.35, todo politopo se puede descomponer
en unién finita de simplices sin puntos interiores en comuin. Por lo cual si t € Z>( es la cantidad
de simplices en la descomposicién de P, aplicando a cada uno de los simplices el lema anterior se
obtiene la tesis. O

TEOREMA 3.29. Si P es un politopo racional n-dimensional entonces:
dPNZ" Volgn (P
L #@PNZY) Vol (P)

d—s o0 dn n!

DEMOSTRACION. Consideramos el politopo dP para d entero positivo. Al ser P racional recor-
damos que dP también es un politopo racional.
Denotamos por a(d) la cantidad de cubos unitarios n—dimensionales con vértices enteros incluidos
totalmente en dP (recordar que dP es convexo por serlo P) v ¢(d) denota la unién de tales cubos.
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» Como ¢(d) C dP entonces aplicando la funcién volumen entero se obtiene que
n! a(d) < Volgn(dP) pues los cubos tienen volumen entero nl.

= Si a cada cubo n-dimensional le asociamos uno de sus vértices, podemos definir una inyec-
cién del conjunto de estos cubos en los puntos enteros de dP, obteniéndose la desigualdad
#(dPNZ") > a(d), luego:

(2.1) 0<#(dPNZ") — a(d).
= Sea B(d) el conjunto de puntos en dP cuya distancia del borde es menor o igual a \/n, es
decir
B(d) = {z € dP| d(z,d0(dP)) < v/n}.
Al ser dP convexo, B(d) € ByUByU---U B, donde cada B; es un paralelotopo recto
de base en las muros de dP y altura y/n.

Figura 5. Ilustracién de la demostracién del teorema 3.29.

Aplicando la funcién Volzn(.) a la inclusién dP\c(d) C B(d) obtenemos:

0 < Volgzn(dP) — a(d)n! < Volzn(B(d)).
De donde:
(2.2) 0 < Volzn(dP) — a(d)n! < cVolgn—1(9(dP))v/n = cd" *Volzn-1(0P)y/n.
donde ¢ es un numero real positivo.
Dividiendo por d™:
Volzn (dP) — a(d)n! < cVolgn-1(0P)\/n
an - d

— 0.

(2.3) 0<

cuando d tiende a co.
De donde:
. a(d) . Volgn(dP)  Volzn(P)
(2.4) dhl>nm dn dhl>nm nldr n!
Por otro lado se tiene que: 0 < #(dPNZ")—a(d) < #(B(d)NZ™) < >°i_, #(B;NZ"™).
Usando el corolario 3.28 se obtiene que:

(2.5) #(dP N Zn) — a(d) S 27: Volzn(Bi) + tm.

donde t; es la cantidad de simplices obtenidos en la descomposicién de B; de acuerdo a la
proposicién 1.35.
Luego, si M = Y"1 t;:

> Volgn(B;) + tin=Mn+>_ Vol (B;)
i=1 i=1
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= Mn+ v/n Volgn1(0(dP)) = Mn + d"*/n Volg.—1(P).
Dividiendo esta desigualdad por d" y haciendo d — oo obtenemos que:
#(@PNZ™) — a(d) Mn +d"'\/n Volyn-1(P)

< i < ¥ L
0= dEnm dr - dh_r)noo dn 0
Luego:
i F@POZY) L ald) | Vol (P)
d—s 00 dn Ao dn n'

obteniéndose la tesis.






CAPITULO 4
Teorema de Kushnirenko

Recordamos que nuestro propdésito es determinar la cantidad de soluciones de un sistema de
ecuaciones polinomiales con exponentes prefijados. En este capitulo estudiaremos el teorema probado
por A. Kushnirenko en 1976 que nos da una respuesta para el caso de las soluciones en el toro
algebraico (C*)! de un sistema de polinomios de Laurent. En una primera parte introduciremos
muy brevemente el concepto de resultante rala de polinomios de Laurent. Luego enunciaremos y
demostraremos el teorema de Kushnirenko y finalmente expondremos algunos ejemplos.

1. Resultante rala

La resultante generaliza la nocion de compatibilidad de los sistemas lineales con coeficientes en
un cuerpo k:

a1171 + a2 + -+ + a1y, =0

a2171 + a22x3 + -+ + a2p T, =0
y Gij € k

An1T1 + ap2Ta + - + ATy =0

Sabemos que existe una solucién no trivial Xo = (29,29,--- ,29) si y solamente si detA = 0,

donde A = (a;;); ;. Observar que el determinante es un polinomio a coeficientes enteros en las
entradas de la matriz, o sea det(A) € Z[a;j : ¢, =1,--- ,n].

Ahora vamos a introducir el concepto de resultante rala para polinomios de Laurent.

Recordamos nuestras notaciones: si @ = (aj, g, -+ ,a;) € Z" y X € (C*)* entonces X
corresponde al monomio de Laurent 7' x5? - - - 27" y que el anillo de polinomios de Laurent
Clzit,zf!, -, F"] se denota a veces C[X, X ~1].

Sea A = {vy,--- ,v,} un subconjunto finito de Z! y sean fy,--- , f; € C*, donde

(1.1) cA = {f ECIX, X/ f(X)=) a, X" X¢€ (C*)f} :

vEA
Nos preguntamos que condiciones deben verificar los coeficientes de los polinomios de Laurent
fo, -+, ft para que el sistema fo = --- = f; = 0 tenga solucién en (C*)t. O sea queremos saber si el
sistema:

Jo(X) = cot X" + -+ con X" =0
H(X) =cu X" 4+ Fcp X =0
(1.2) . ci; €C, X € (CH)*

(X)) =cuX" + -+ X =0

tiene solucién o no.

Convenimos que entendemos por “polinomio en los coeficientes de fo,--- , f;” lo siguiente: para
cada coeficiente ¢;; de f; con 0 < j < n introducimos una variable u;;. Si P es un polinomio en
Clui;] entonces P(fo,- - , fi) denota el elemento que se obtiene reemplazando cada variable u;; por
el coeficiente ¢;; de los polinomios de Laurent fo,- -, fi.

TEOREMA 4.1. Sea A C Z! finito tal que Conv(A) = Q es un politopo t dimensional. Entonces
existe un unico (a menos de signo) polinomio irreducible en Z[u;;], que notamos por Resa, tal que
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si el sistema de polinomios de Laurent fo=---= f, =0, con f; € CAVi=0,--- ,t, tiene solucion
en (C*)' entonces Resa(fo, -+, ft) =0.

DEMOSTRACION. Ver el capitulo 8 de [6] y el capitulo 7 de [2]. O

DEFINICION 4.2. La resultante rala (en inglés sparse resultant) o A-resultante de los polinomios
de Laurent fo,--- , f; € C4 es un polinomio irreducible P en los coeficientes de fo,--- , fi, que se
anula cuando existe una solucién del sistema 1.2.
La notamos por Resa(fo, -, ft)-

A modo de ejemplo, fijado un conjunto A = {0,1,--- ,n} supongamos que tenemos dos poli-

nomios f y g en C* (en una variable) y de grado n, es decir:
f(x) =apz" +a,_ 12" 1+ +ax+agy g(x) = bz + b, 12" L+ + by + by son polinomios
de k[z] con n >0, a, # 0,b, # 0.

Entonces, la resultante rala coincide con la resultante de Silvester de los polinomios f y g. Esto
es consecuencia del teorema anterior y de la unicidad de la resultante de Silvester.
En general, la resultante de Silvester de dos polinomios f y g, de grados n y m respectivamente se
define como:

an 0 cee e 0 - 0 S 0
Gn_1  Qn - b1 bm
Gn—o Gp_1 - - : Do b1 - 0
an-o - .0 Y P
Res(f.g.x)=det | o 1 . a1y
0 ao Coap-1 by : b2
Ap—o 0 bo
S S

EJEMPLO 4.3. Supongamos que f(z) = 2® +4r — 1y g(x) = 222 + 3z + 7. Entonces:

1 0 2 0 O

0 1 3 2 0
Res(f,g,x)=det| 4 0 7 3 2 | =159

-1 4 0 7 3

o -1 0 0 7

PROPOSICION 4.4. Supongamos que f,g € k[z] son dos polinomios de grado positivo.

1. Res(f,g,x) es un polinomio en los coeficientes de f y de g.
Es decir Res(f,g,x) = Respm(ag, -+ ,an,bo, -+ ,bm) € Llug, -+ ,Un, Vo, -+ , U], donde
n y m son respectivamente los grados de f y de g.

2. Res(f,g,z) =0 si y solamente si f y g tienen algin factor en comain.

3. FEzisten polinomios p y q en klz] tales que pf + qg = Res(f, g, ).

DEMOSTRACION. : Ver capitulo 3 de [2]. a

OBSERVACION 4.5. Si k = C, la propiedad 2. implica en particular que la resultante de dos
polinomios es nula si y solamente si tienen una raiz en comin. En el ejemplo 4.3 los polinomios f
vy g no tienen raices comunes.

Por mas informacién sobre la resultante y sus propiedades, recomendamos al lector consultar
[6] v [2].
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2. Enunciado y demostracién del teorema de Kushnirenko

Nos proponemos determinar el nimero de raices comunes en el toro algebraico (C*)! de una
cantidad finita de polinomios de Laurent en ¢ variables con exponentes prefijados en un mismo
conjunto de vectores, es decir buscamos la cantidad de soluciones en (C*)* del sistema:

filzy,@e, @) =3 ea 6, X0 =0

f2(x17x27”'axt):2v Csz:O
(2.1) . A

fm(x17x27”' axt) = ZUGAC?UXU = 0

donde f; € CA, Vi=1,---,m.

Por ejemplo, si A = {s,---,n} C Z con s < n, el polinomio en una variable f(z) = a,z" +
-+ -+ asx® con exponentes prefijados en A tiene, en general, n — s raices distintas en C*. Observamos
que el politopo de Newton de f es el segmento [n, s] cuya longitud es también n — s. Por lo que,
en general, la cantidad de raices distintas en C* de un polinomio en una variable coincide con la
longitud (el volumen unidimensional) del politopo de Newton del polinomio.

El teorema de Kushnirenko generaliza este resultado.

TEOREMA 4.6 (Kushnirenko (1976)). Sea A = {v1,v2,- -+ ,v,} un subconjunto finito de vectores
de Z! y Q = Conv(A) C R".
Para una eleccion genérica de t polinomios de Laurent f1, fa,--- , f € C4 la cantidad de raices

comunes es Volz (Q).

Es decir la cantidad de raices comunes sobre el toro algebraico depende, genéricamente, tnica-
mente del “tamano” del politopo de Newton de los polinomios.

Antes de pasar a la demostracién del teorema, haremos algunos comentarios sobre el significado
v la pertinencia de las hipédtesis.

1. Explicitemos la nociéon de genericidad que corresponde a “la cantidad de raices comunes
esperadas”.

DEFINICION 4.7. Se dice que una propiedad vale genéricamente para los polinomios
de Laurent fi, fo,--- , fr € C4 si existe un polinomio P no nulo en los coeficientes de estos
t polinomios de manera que si P(fo, -, f:) # 0 la propiedad se cumple.

Geométricamente esta nocién se corresponde con el hecho que los coeficientes ¢;; de
los polinomios de Laurent considerados pertenezcan a un abierto Zariski de A™.
O mas intuitivamente estamos diciendo que esta propiedad vale para la gran mayoria
de las elecciones de estos t polinomios, pero no necesariamente para toda eleccién.
Por ejemplo:
a) El polinomio ax? + bx + ¢ tiene, genéricamente, dos raices distintas: esto pasa si
a(b? — 4ac) # 0.
Un polinomio que sirve para asegurar la validez de la propiedad es P(a,3,7) =
a(f? — day).
b) Genéricamente, dos rectas se cortan en un solo punto. Esto equivale a considerar las
raices comunes de los polinomios f(x,y) =azx+by+cy g(z,y) =a’'z +by+ .
Un polinomio que sirve es P(«, 3,7,0) = ad — 37, o sea el “determinante”.

Por tltimo observamos que, genéricamente, cada uno de los polinomios fi,--- , f; € C4
tienen exponentes cuya envolvente convexa es Conv(A): basta poner como factores del
polinomio P de la definicién 4.7 a las indeterminadas correspondientes a los coeficientes
de f1,---, fi asociados a los vértices de Conv(A).

2. Podemos suponer que la cantidad de polinomios coincide con la cantidad de variables.
a) Si en el sistema (2.1) hay mds variables que polinomios, o sea si t > m, genérica-
mente hay infinitas soluciones. Efectivamente, como queremos hallar la cantidad de
soluciones sobre el toro algebraico, podemos multiplicar cada uno de los polinomios
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(2.2)

(2.3)

de Laurent por monomios adecuados, sin agregar raices, de tal manera que los poli-
nomios tengan todos exponentes positivos. Cada una de las m ecuaciones puede ser
considerada como la ecuacién de una hipersuperficie y las soluciones del sistema (2.1)
como la interseccién de todas. La proposicién 7.1, pagina 48 de [7] nos indica que
dicha interseccién es una variedad de dimensién mayor o igual a 1, lo cual implica
que los polinomios tienen infinitas raices en comun.

b) Sien el sistema (2.1) hay més polinomios que variables, o sea si m > ¢, genéricamente,
no hay soluciones en (C*)*.
Al considerar el sistema

fl(‘rla"' 7It) :O
fZ(xla"' 7xt) =0

(a1, @) =0

Tenemos m polinomios de Laurent f1, fo, -+, fit, fe41,- -+, fm con variables zq, - - - | xy.
Luego por el teorema 4.1, para una eleccién genérica de t+1 polinomios f1, fa, -+, fr41
en C4 se tiene que Resa(f1, fa, -, fir1) # 0, es decir el sistema

fi(ze, - 2) =0
fQ(xla"' axt) =0

Jeg1(w, - 2) =0

no tiene solucién en (C*)* por lo que tampoco el sistema (2.2).

Seguiremos los pasos de la demostracién del teorema de Kushnirenko dada en [6].

DEMOSTRACION. Primer paso. Veamos algunas observaciones que nos permiten simplificar
el problema:

Podemos suponer que A contiene al vector nulo Og: de RY.
Esto corresponde en el sistema:

AX) =30 e X% =0
fo(X) =300 e X% =0

Jo(X) = S0 ey X =0

a multiplicar por un mismo monomio. Esta operaciéon no modifica la cantidad de raices
comunes de los polinomios y corresponde a trasladar los vectores de A; por lo tanto el
volumen de la envolvente convexa de A no cambia.
Podemos suponer que A sea de rango ¢, o sea genera a R! como espacio vectorial. Si el
rango de A es menor que t, haciendo el mismo célculo que haremos en la parte siguiente
y usando el mismo argumento que en “2.b)”, se prueba que genéricamente, el sistema no
tiene soluciones en (C*)".
Por otro lado si A no genera a R entonces ) estd contenido en un subespacio de codi-
mensién > 1, luego Volz:(Q) = 0, lo cual es consistente con que no haya raices comunes.
Vamos a probar que no se pierde generalidad si se supone que A genera a Z! como Z-
modulo.

Sea B = {wj,ws, -+ ,w:} una base de S, el Z—mddulo generado por A. Notaremos
S =< A>z 08 =2ZA. Esta base no tiene porque tener a los vectores de A, pero éstos se
pueden escribir como combinaciones lineales de vectores de B, o sea v; = 22:1 ﬂj’?wj
Vi=1,---,n.

Si hacemos el cambio de variable y; = X™/ obtenemos que
FX) =9g(y1,v2,- - ,y) = g(Y).
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Es decir pasamos del sistema:

fi(X) =0
fa(X) =0
(2.5)
al sistema:
g1(Y)=0
92(Y) =0
(2.6)
9(Y)=0
Vamos a ver que conociendo la cantidad de soluciones del sistema (2.6) podemos
deducir la cantidad de soluciones del sistema (2.5).
Sea Y = (y1,¥2, -+ ,y:) una solucién del sistema (2.6), entonces si queremos ver que
solucién(es) le corresponde(n) en el sistema (2.5) tendremos que resolver el sistema:
mi\llx2\12 . xi\lt =y
xi\zlxg\zz . mi\zt =y
xi\Sl x§\32 . xi\at = ys
(2.7)
xi\tlxgtz . xz\tt =y
donde ()\11,)\12, T 7)\126) = wi, ()\21,)\22, T 7)\215) = w2, , <>\tla>\t27 s ,/\tt) = W SoOn
los vectores de la base B de S.
M1 Az oo e Ay
D P v
En el apéndice se prueba que si A = entonces el sis-
A1 A2 o A
tema (2.7) tiene m = |det(A)| soluciones. Luego para cada rafz comin Y de los polinomios
91,92, ,g: obtenemos m raices comunes a los polinomios f1, fo,--- , f;. Por lo cual:

m(#{Y € (C) | g;(V)=0Vj=1,-,t}) =#{X € (C) |f;(X) =0V j =1, ,t}.

Finalmente veremos que alcanza probar el teorema cuando el Z-moédulo generado por
el conjunto A = {vy,va, - ,v,} es Zt, o sea:

S =< A >z={ag0rt + 1v1 + @ova + -+ + @uv,| o; €EZVi=0,1,--- ,n}:Zt.

Nuevamente si S =< A >z no coincide con Z!, con el mismo cambio de variable usado
anteriormente, pasamos del sistema (2.5) al sistema (2.6) a través del mapa:
TCRt HRt/wi = €; = (0707 7071707”' 70)

Es claro que T es una transformacién lineal biyectiva y lleva una base de R? en la base
canénica de R?. Entonces:

= T lleva el politopo @ en el politopo T(Q),

= los polinomios g;s tienen exponentes en 7'(A4),

» T(S)=<T(A) >z="17".
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Luego si probamos que para el sistema (2.6), la cantidad de raices comunes es
Volz: (T(Q)), la tesis se deduce automdaticamente, pues:

HX e (C) |H(X)=0V =1t} =mF#HY €(C) |g(¥Y)=0Vj=1,,t})

=m X Volz:(T(Q)) = m x t! x Volg: (T(Q)).
Como:

m x Volg:(T(Q)) = |det(T 1)) 7(Q) = ldet{o (T o) -/T(Q) !

— |det([w1|w2|---|wt])|/ 1 = Volg: (Q),
T(Q)
entonces:
#X e (Cf(X)=0Vj=1,---,t} =m x t! x Volg: (T(Q)) = t! x Volg:(Q) = Volz: (Q).
Resumiendo, podremos suponer en la demostracién que si A = {vy,--- ,v,} C Z%:

1. Oge pertenece al conjunto A.
2. A genera a Z! como Z-médulo (en particular A genera R* como espacio vectorial).

Segundo paso.
Sea X4 C P" ! la variedad algebraica proyectiva definida en el capitulo 2. Recordamos que:

1. El mapa:

@ : (C*)t % ]Pm—l SN ]Pm—l
(X, p1ripa:-oipn]) = [X"p1: X%py - X0y

define una accién del toro algebraico, como grupo algebraico, (C*)! sobre P™~1.
2. El conjunto X9 definido como:

XG={[X": X"t X"]: X = (21,20, ,2¢) € (C*)'}
es la 6rbita del punto [1:---: 1] y X4 es su clausura con la topologia de Zariski.

3. Por el lema de la 6rbita cerrada, X4 es una variedad proyectiva de dimensién ¢, X 4° es
localmente cerrado en P! y X4 \ X 4% es unién de 6rbitas de dimensién menor.

Una forma lineal L(y) en P"~1 se escribe como:

L(y) = Z QiYi
i=1

donde y = [yy : 9o : - 1 yn] € PP L.
Sean Ly, Ly, --- , Ly, t formas lineales genéricas en P"~! y consideramos el subespacio £ definido
como
L={yeP" '/ Li(y)=0, La(y) =0, ..., Ly(y) =0} Cc P ..
L es un subespacio genérico de P*~! de codimensién t.
Recordamos que el mapa ¢[.....;) = @( -, [1: -+ :1]) : (C*)! — P"~! donde
Pree) (X) = [X7 e X0,

es inyectivo.
Si componemos las formas lineales genéricas Ly, -+ , Ly con la inyeccién del toro (C*)! en X4
obtenemos polinomios de Laurent genéricos en C4, es decir tenemos :

Lj O Pl1:--:1] (X) = fj(X) = ZCij'Uk.
k=1
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Por lo cual deducimos que, para una elecciéon genérica:

#{y € Py e XGNLY = #{X € (C)] fi(X) = fo(X) = -~ = fiX) = 0}

Finalmente al ser £ un subespacio genérico de P"~! de codimensién ¢, podemos “afinar” la
genericidad de £ para que valga que £ N (X4\X9) = 0, puesto que X 4\ X9 es unién de érbitas de
dimensién menor a t. Esto quiere decir que, genéricamente, si miramos la interseccion de L con X 4
no anadimos nuevos puntos. O sea:

#lyePHye XOnL}=#{yeP" oz e XanL) =deg(Xa).
donde deg(X 4) es el grado de la variedad proyectiva X 4 definido en el capitulo 2.
Por lo que concluimos que el niimero que estamos buscando es igual al grado de la variedad
proyectiva X 4, es decir:

#{X € (C)[f1(X) = fo(X) =+ = fi(X) = 0} = deg(X )

Tercer paso.
En esta parte probaremos que deg(X4) = Volz:(Q) lo cual termina de probar el teorema de
Kushnirenko.

(C ) y "y Yn (C ) y Ty Yn
S[X 4] = [yl Y2 Y ] _ [yl Y2 Y ]
Ip(Xa) Ia(Ya)
va que Ja(Ya) = Jp(X4) por la proposicién 2.45, donde Y4 es el cono sobre la variedad proyectiva
X4.
Por lo tanto J4 (Y4) es un ideal homogéneo lo cual implica que W’%YA)%]
o sea:

es un anillo graduado

(C[ylay27 e 7yn]
ZWbhJg2, " agnl A
TUAN
donde para cada d fijo Ay = (W)d es el espacio vectorial de las clases de las combi-

naciones lineales de monomios de grado total d en y1, 42, - , ¥y, (€l polinomio 0 se considera como
polinomio homogéneo de todos los grados).
Consideramos My y, el ideal de los polinomios de C[Y4] que se anulan en 0 , es decir

Moy, ={f € ClY4]: f(0) =0}

. _ Cly1,y2,  yn] d Cly1,¥y2: 1 Yn]
Es claro que: Moy, = @p21 ( 7, (V) p’ ) MO,YA = @pzd Ja(Ya) b
i i . Mgy, . . . . .
Si consideramos el cociente %—f{“‘ éste coincide con el espacio vectorial de las polinomios de
0,Y4

grado d (siempre con el polinomio cero). Luego:

M(()i,YA _ @pzd Ap _ Ag @ @pZdJrl Ap ~ A, = (C[yhyz, e 7yn]>
M{){J{i D,sar1 Ap D,sar1 Ap Ia(Ya) d
Por lo tanto:

. M(()i,YA . Clyi,y2,- - yn]
dimc MS{"{& dimc¢ ( Ta(Va) >d
Recordamos que NA y ZA denotan respectivamente a las combinaciones lineales enteras posi-
tivas y a las combinaciones lineales enteras de elementos de A.
Definimos:
s A={0=(v,1):ve€ A} = {(v1,1), (va, 1), , (Un, 1)} C Z**! y llamemos S4 al monoide
(0 € S4) generado por A. Ademés al suponer que S = ZA = Z' entonces ZA = Z!+1.
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» Q = Conv(A) = Conv{(vi,1),-- , (vn, 1)} vy luego dQ es el homotetizado de Q de razén
d a “nivel” d.

Los argumentos para esta parte de la demostracién del teorema de Kushnirenko son de [11].
Probamos, en la proposicién 2.67, que tenemos un isomorfismo de C-dlgebras entre C[S4] y
C[Y4]. Luego el ideal My y, C C[Y4] se puede identificar con el ideal My C C[S4].
Nos interesa en particular mirar el ideal:

M(SI,YA = <mi1%i2 R T RS PRNEUY S d> C C[Y4l,
que se identifica, usando las notaciones de la proposiciéon 2.67 con:

Méi — <XU~17:1XU~2i2 .. XU;L,LH . il + .. +Z’I’L Z d> C (C[SA]

Luego el cociente %ﬂil es igual a <Xi1”~1+'”+i"”~" i+, = d>, quedandonos entonces con
sumas de “largo” exactamente d.
Entonces dimc%‘il = dimg (YT T gy 4y, = d) = #(dQ NNA).
Ademis dQ NNA = dQ NNA via la aplicacién biyectiva:
e dQ NNA — dQ NNA
w=33" (da)v;  — 30 dag(vi, 1

Por un lado sabemos que para valores de d suficientemente grandes,

)7 th:l,aZZOVZ:l”n
i=1

) Cley, -+, )
Px,(d)=d —_
o) = die (S5 ’
donde Px, es el polinomio de Hilbert de la variedad X 4.

Luego
Px,(d) = #(dQ NNA).
Por la proposicién 2.52, sabemos que Px, es un polinomio en d de grado ¢ cuyo coeficiente
principal es %.
Por otro lado, sabemos también que el polinomio de Ehrhart del politopo @,
Eqg(d) = #(dQ NZ"), es un polinomio en d de grado ¢ cuyo coeficiente principal es Vol (Q).
Afirmamos que

existe m € Z>g, que hallaremos, tal que V d € Z>( suficientemente grande:
#((d —m)Q NZA) < Px ,(d) < #(dQ N ZA)

Siendo ZA = Z' entonces #(dQ N ZA) = #(dQ NZ') = Eq(d) es el polinomio de Ehrhart del
politopo @, por lo cual la desigualdad se puede reescribir como:

Eq(d—m) < Px,(d) < Eq(d).
Luego dividiendo la desigualdad por d® y haciendo tender d a infinito obtenemos la igualdad
entre los coeficientes principales, por lo cual Volz: (Q) = deg(X ).
Probemos entonces la afirmacién anterior.

AFIRMACION: existe m € Z> fijo tal que V d € Z>( suficientemente grande :
Eq(d—m) < Px,(d) < Fq(d).
PRUEBA:

v Px,(d) < Eg(d) es evidente pues para valores de d suficientemente grandes
Py, (d) = #(dQ N NA) < #(dQ N ZA) = Eq(d).

» Un punto cualquiera w de (d —m)QNZ" es de la forma w = >, (d—m)a;v; cona; >0y
", a; = 1. Para cada i podemos escribir (d—m)a; = m;+r; conm; € Z>oy 0 <r1; <1,
o sea:

w= Z?=1(d —m)v; = Z:‘L=1 m;v; + Z?=1 704
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donde Y1 v, € Z8 N {1 ayv;/ 0 < oy < 1}. Es decir w se escribe como suma
de un punto a coordenada entera de (d — m)@Q y de un punto, también con coordenadas
enteras, del paralelotopo fundamental asociado a los vectores {vy,--- ,v,}. Como dentro
de este paralelotopo hay una cantidad finita de tales puntos y dado que ZA = Z! tenemos,

para cada punto, que
n n
E riv; = E N;s,
i=1 i=1

donden; € ZVi=1,---,n.
Luego existe R € Z>¢ tal que n; + R > 0 para todoi =1,--- ,n.

Ademds w4+ R(vy + -+ vy) = Yoy mivi + i, (n; + R)v; € NA pues cada uno de
los sumandos Y, m;v; y Y., (n; + R)v; pertenecen a NA.

Si tomamos m = nR y consideramos la aplicacion:

P:(d-nR)QNZ — dQ) "NA
w — w+ Ry +-vy,)

entonces 1 estd correctamente definida: ya vimos que si w € (d — nR)Q entonces
w+ R(vy + -+ vy,) es un vector de NA.
Falta probar que pertenece también a d@. Pero esto es cierto pues:
w4+ R(vi +--v,) =Y i (d = nR)a;v; + R(vi + - -+ 4+ v,) y si sumamos los coeficientes

> (d—nR)a; + nR = (d — nR) <Za> +nR = (d—nR)1+nR=d.
i=1 i=1
Luego w € (d — nR)Q € dQ.
1) es inyectiva: es claro.
Por lo tanto Eg(d —nR) = #((d —nR)QNZ') < #(dQ NNA) = Px,(d) y se termina
de probar la desigualdad.

Queda probada entonces la afirmacién y por lo tanto el teorema de Kushnirenko. O

Observemos que la tesis del teorema de Kushnirenko implica que, genéricamente, la cantidad
de rafces en (C*)! de un sistema de ¢ ecuaciones polinomiales es finita.

En los ejemplos que siguen veremos que el teorema de Kushnirenko es més fuerte que el conocido
teorema de Bézout a la hora de calcular la cantidad de raices sobre el toro algebraico de un sistema
de ecuaciones polinomiales.

TEOREMA 4.8 (Bézout). La cantidad de raices comunes en (C!) de t polinomios genéricos

fi,o [t € Clxy, -+, 2y] de grados respectivos dy,- -+ ,dy es dy---dy.

Observamos también que, si consideramos una elecciéon genérica de polinomios f1,---, f; €
Clxy, -+ ,x¢) tal que NP(f;) = Qq, d >0, Vi=1,---,t - donde Qg es el politopo definido en el
capitulo 1 - tal que se aplique el teorema de Kushnirenko, la cantidad de raices comunes a f1,--- , f;

en (C*)! es Volz: (Qq) = d*Volz:(Q1) = d* obteniéndose entonces el niimero de raices dado por el
Teorema de Bézout.

3. Ejemplos

Veamos ahora algunos ejemplos que ilustran el teorema de Kushnirenko. Primero veamos dos
aplicaciones geométricas:

1. Supongamos que tenemos dos rectas en el plano complejo. Estudiar la interseccién de dos
rectas en el plano equivale a estudiar las raices comunes de los polinomios:
flz,y)=ax+by+c¢=0
{ glx,y)=dz+by+c =0
donde a,by c € C.
f y g tienen el mismo politopo de Newton: el tridngulo T' = Conv{(0,0), (1,0), (0,1)},
como lo muestra la figura 1. Por lo que, al aplicar el teorema de Kushnirenko y al ser
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Volzz(T) = 1, genéricamente f y g tienen una sola raiz comin en (C*)? (jlo que era de
esperar en el plano real!).

Figura 1.

flz,y) =azy+br+c=0
2‘ /! / /
g(z,y) =day+be+c =
T = Conv{(0,0),(1,0), (1,1)}, como lo muestra la figura 2. Por lo que, al aplicar el teorema
de Kushnirenko y al ser Volz:(T) = 1, genéricamente f y g tienen una raiz comin en (C*)2.
Observar que la cota dada por el teorema de Bézout es 4.

0 f y g tienen el mismo politopo de Newton: el tridngulo

Figura 2.

g(x,y) =d2?y+baxy? +dz+dy=0
Tenemos que NP(f) = NP(g9) = Q = Conv{(2,1),(1,2),(1,0),(0,1)} como lo muestra
la figura 4. Si aplicamos el teorema de Kushnirenko, genéricamente, estos dos polinomios
tienen Volzz(Q) = 4 raices comunes. Observar que la cota dada por el teorema de Bézout
es b.
4. Observemos que los sistemas:

fi(z,y) = ax?y? + ba3y? + caty +d =0
gi(@.y) = a'a?y? + Vady? + oty +d' =0

{ f(x,y) = ax?y + bay? + cx + dy = 0

y
fa(x,y) = axy + br®y + ca®y® + dady + ex®y® + fa'y + g =0
92($,y) _ a/xy+b’x2y+c’x2y2 +d’x3y+ e/m3y2 + f’x4y+g’ =0
tienen, genéricamente, la misma cantidad de soluciones ya que NP(f1) = NP(g1) =

NP(fz) = NP(g2) = Q como lo muestra la figura 4.
Esa cantidad de soluciones es Volz2(Q) = 9.
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Figura 3.

Figura 4.

Una vez mas: la cantidad de soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales en
las condiciones del teorema de Kushnirenko depende tunicamente de los vértices de los
politopos de Newton que se consideran.
flz,y)=a+br+cy+dey=0
g(z,y) =a+ b+ dy+day=0"

Como lo muestra la figura 5, @ = Conv{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}. Afirmamos, apli-
cando el teorema de Kushnirenko, que genéricamente la cantidad de raices comunes a f y
a g es Volzz(Q) = 2 mientras la cota dada por el teorema de Bézout es 4.

Basémosnos en los argumentos utilizados en la demostracién del teorema.

Como A = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, La variedad X 4 es:

5. Consideramos el sistema {

X4 ={[X0©0: x10) . xO1 . XOD]: X ¢ (C*)t} c P! =P3,

su dimensién en P3 es 2, que el subespacio £ correspondiente al sistema tenga dimensién
2 equivale a que los vectores (a,b,c,d) y (a’,b',c,d') sean linealmente independientes.

Se prueba en [6], proposicién 1.9, que las 6rbitas por la accién del toro en X 4 estédn
en biyeccién con las caras del politopo Q = Conv(A).
Esta biyeccién se establece a partir de la construccién siguiente:
si P es una cara de ) definimos el vector ep = [epg:ep1:---:ep,] € P" tal que:
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y ’

Q
0 !
Figura 5.
o 1, v; € P
PIT 0,0, ¢P
Por lo cual la asociacién es: P — x(P) := (C*)t.ep € P71

Luego X4 = LﬂPeF(Q) X(P) donde F(Q) es el conjunto formado por las caras de Q.
En la demostracion del teorema de Kushnirenko pediamos que L evite las caras de @
de dimensién menor que 2, o sea considerando la biyeccién anterior estas 6rbitas son:
0[1:0:0:0]7 O[O:l:(]:()] ’ O[O:O:I:O] ; O[():O:O:l]a 0[1:1:(]:0} ) O[O:O:l:l] ; O[l:():l:O] Yy 0[0:1:0:1} .
Por ejemplo:
a+br=0

no tenga solucién no
a +bx=0 &

Para que £ N Op.1.0.0) = 0 es suficiente que: {

trivial, es decir que det ( :11’ 5, ) £ 0,

La condicién

al(58)(2 ) ) B

asegura que L evita las orbitas de X 4 de dimensién menor que 2.



CAP{TULO 5

Teorema de Bernstein

En este ltimo capitulo, presentaremos sin demostracion, una extension del teorema de Kush-
nirenko al caso en que los polinomios de Laurent que conforman el sistema tengan eventualmente
distintos conjuntos prefijados de exponentes.

1. El volumen mixto
DEFINICION 5.1. Sean P y @ dos politopos en R” y sea A € R. Definimos los conjuntos:
P+Q={p+q:pePqgeQ}y\P={\p:pe P}

= La suma de dos politopos P y @ lleva el nombre de suma de Minkowski de Py de Q.
= Como ya lo hemos mencionado en capitulos anteriores, el conjunto AP es el homotetizado
de razén A del politopo P. Es claro que AP es un politopo.

VAN

Figura 1. Suma de Minkowski.

PROPOSICION 5.2. 1. Si Py Q son politopos entonces P+ @ es un politopo. Mds ain si
P y @Q son politopos racionales entonces P + @ es un politopo racional.
2. Si P es un politopo racional y d € Z>( entonces dP es un politopo racional.
3. Si P, Py, -, P, son politopos y A1, A2, , A\ € R entonces Ay Py + Ao Po+ -+ \. P, es
un politopo.

DEMOSTRACION. Ver [2], capitulo 7, pginas 317-318 y [3], capitulo 4, lema 1.2 pdgina 103-104

y teorema 1.5 pagina 105. a
TEOREMA 5.3. Sean Py, Ps,--- | P. politopos n-dimensionales en R™ y \; > 0,Vi=1,--- r.
Entonces Vol,(M Py + -+ + A\.P) es un polinomio homogéneo de grado m en Ay,--- , A\, donde

Vol,(.) denota al volumen n-dimensional en R™ .
DEMOSTRACION. Ver [3], capitulo 4, pagina 116. O

Volviendo a los politopos de Newton asociados a polinomios de Laurent, la proposicién siguiente
nos da una interesante relacién entre la suma de Minkowski de dos politopos de Newton y el politopo
de Newton del producto de los polinomios:
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PROPOSICION 5.4. Si f1, fo € Clztt af! - 2] con P = NP(f1) y Q = NP(f) entonces
NP(f1-f2) = NP(f1) + NP(f2) siendo + la suma de Minkowski en R™.

DEMOSTRACION. (C): Esta inclusién es clara ya que cada exponente de fi - fo aparece en
NP(f1) + NP(f).

(D): Consideramos un vértice de NP(f1) + NP(f2). Este vértice no estd en el interior relativo
de ninguna arista de NP(f1) + NP(f2).

Sea h = z{"x3? - - 2% el monomio correspondiente a dicho vértice. El grado de h es gr(h) =
(1,00, ) € Z™.

AFIRMACION: El monomio h se escribe de manera tinica como m - n con m monomio en f1 y n
monomio en f> (los monomios son ménicos).

PRUEBA: : Suponemos que h se escribe como mn y m’n’ con m ym’ monomios en f; tal que
m #m’ ynyn’ monomios en f5 tal que n # n’. Entonces gr(h) = gr(m)+gr(n) = gr(m’)+gr(n’).
Luego

2gr(h) = gr(m) + gr(n) + gr(m’) + gr(n’)

gr(h) = 5 (gr(m) + gr(')) + 5 (9r(m) + gr(n)).

Por lo que gr(h) es el punto medio del segmento que une gr(m) + gr(n') y gr(m) + gr(n). Como
cada uno de los puntos gr(m) + gr(n) y gr(m) + gr(n) estd en NP(f1) + NP(f2), llegamos a un
absurdo: gr(h) no serfa un vértice de NP(f1) + NP(f2).

Por lo que h se escribe de manera dnica como producto de un monomio en f; y de un monomio
en fy. Consecuentemente solamente uno de los términos de f; - fo corresponde al coeficiente de h y
ese término es el producto de coeficientes no nulos. Por lo que el coeficiente de h es no nulo. Por lo
tanto gr(h) € NP(f1 - f2), luego NP(f1) + NP(f2) C NP(f1 - f2). 0

El corolario siguiente es una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior:
COROLARIO 5.5. Si f € ClzF', zF",-- |22 y ¢ € Zso entonces NP(f) = ¢gNP(f).

EJEMPLO 5.6. Sean fi(z,y) = ax®y? + bx +cy? +dy folx,y) = exy* + fa® + gy con politopos
de Newton respectivos Py = NP(f1) y Po = NP(f3) y donde a,b,c¢,d, e, f,g € C*. Luego
P, = NP(f1) = conv{(3,2),(1,0),(0,2),(0,0)} y P, = NP(f3) = Conv{(1,4),(3,0),(0,1)}

Figura 2.

fi(z,y) - f2(z,y) = (ax®y? + bz + cy® + d) - (exy* + f2* + gy) =
= aex*yS + afxSy® + agr3y® + bexy* + bfx* + bgxy + cexy® + cfx3y? + cqy® + dexy* + dfx® + dgy.
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En la figura 2 hemos representados los politopos Py, P» y P; + P5 asi como los vértices de Py y
P> y los grados de los monomios del producto.

PROPOSICION 5.7. 1. MV,(P,P,---,P)=n!Vol,(P) = Volzn (P).

MV, (P, Py ,P) =MV, (P, - ,Pi+a, - ,P,),YVaeR".
MVy(Py, -+ Py) = MV (Pr(1y, -+, Prny), Y0 permutacion de {1,--- ,n}.
MV, (aPy, - ,P,) = aMV, (P, ,Pp)

MV, (P+Q,Ps,-- ,Pp) =MV, (P,Ps, - ,P,) + MV, (Q, Py, , P,)
Sean Py, Py, --- , P, politopos en R™. Entonces:

St N

n

MVy(Py,--+ P = (=1)"* > Vo> P).

k=1 IC1, n,|I|=k iel

En el caso que P y Q sean dos politopos en R?, el volumen mixto de P y de Q se calcula
como:
MVy(P,Q) = drea(P + Q) — drea(P) — drea(Q)

ya que Vola(.) es el drea en R?.

DEMOSTRACION. Ver [3] capitulo 4, lema 3.4 y 3.5 pdgina 117, teorema 3.7 pdgina 117 y lema
3.6 pagina 118. O

Mencionamos que en el capitulo 7 de [2] se expone una manera més eficaz y explicita de calcular
el volumen mixto de politopos.

2. El teorema de Bernstein

TEOREMA 5.8 (Teorema de Bernstein (1975)). Sean Ay, - , A, subconjuntos finitos de vectores
de Z" tales que A1 U---U A, tiene rango n. Denotamos por Py,--- , P, a las envolventes convezas
de Ay,--- , A, respectivamente.

Entonces para una eleccion genérica de polinomios de Laurent f1,--- , fn en C[xlil, o, tales
que f; € CA Y i = 1,---,n se verifica que la cantidad de raices comunes (contadas con sus
multiplicidades) de f1,--- , fn coincide con MV, (Py, -, Pp).

DEMOSTRACION. : Ver [1] para una demostracién que usa series de Puiseux o [5], paginas
122-123, para una demostraciéon que usa variedades téricas y divisores. O

Algunas observaciones:

1. Sitodos los polinomios tienen el mismo politopo de Newton @), dado que MV, (Q,--- ,Q) =
n!Vol,(Q) = Volzn(Q), es decir el teorema de Bernstein generaliza el teorema de Kush-
nirenko.

2. Al teorema de Bernstein muchas veces se le llama “teorema BKK” en reconocimiento a
Bernstein, Kushnirenko y Khovanskii quienes escribieron en la segunda mitad de la década
de los 70 varios articulos acerca de los sistemas de ecuaciones polinomiales con un nimero
finito de soluciones.

3. Aplicando el teorema de Bernstein y la definicién del volumen mixto, podemos afirmar
entonces que si f y ¢g son dos polinomios de Laurent en dos variables genéricos, la cantidad
de raices comunes a f y a g sobre (C*)? es igual a:

area(NP(f) + NP(g)) — area(NP(f)) — drea(NP(g)).

EJEMPLO 5.9. Consideramos el sistema de ecuaciones polinomiales dados por los polinomios
del ejemplo 5.6 para una eleccién genérica de los coeficientes.

Fuly) = azy? + b+ e+ d =0
fo(z,y) = exy® + fz* + gy =0
Entonces NP(f1) = Piy NP(f3) = Ps.

Es facil calcular que MV (P;, P») = 18, por lo cual genéricamente, el sistema anterior tiene 18
soluciones en (C*)2. Observamos que la cota dada por el teorema de Bézout es 25.
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Observamos que si consideramos f1,---, f; de grado respectivos di,--- ,d;, la cota dada por
el Teorema de Bézout coincide con la que da el Teorema de Bernstein para el caso en que cada
polinomio f; tenga como politopo de Newton asociada a ()4, definido en el capitulo 1, puesto que:

MV (Qays Qs+ Qa,) = MVy(diQ1,d2Qa, -+ ,dn@n) = [[diMVa(Q1,--- Q1) = [[ s
1=1

i=1

ya que Vol,(Q1) = %



Apéndice

En este apéndice justificaremos algunos resultados especificos de algebra lineal y dlgebra com-
binatoria que usamos en el trabajo. El primero es un procedimiento para triangularizar una matriz
con coeficientes enteros sin alterar su determinante. Este algoritmo que presentamos, a diferencia
del de Hermite y del de Schmidt, no asegura la unicidad de la matriz triangular. El lector interesado
en ampliar podrd consultar, por ejemplo, [10]. A continuacién estudiamos un tipo muy particular
de sistema polinomial. Luego justificamos que el indice del Z-mddulo generado por un subconjunto
finito de vectores de rango n en Z™ es igual al valor absoluto del determinante de la matriz cuyas
columnas son los vectores de una base de ese médulo. Finalmente probamos la conocida férmula
que relaciona el volumen de un paralelotopo con la matriz de los vectores que lo definen.

1. Triangularizacién de matrices.

Veamos primero el caso de una matriz 2 x 2. Empezamos recordando el siguiente
resultado.

Propiedad: Sean m y n dos niimeros enteros. Entonces:
m y n son primos entre si < existen oy § € Z tales que am + gn = 1.

- . b
Nuestro propésito es transformar la matriz A = ¢ > donde a,b,c y d son

d
nimeros enteros en una matriz con el mismo determinante, triangular y con coeficientes

enteros.
O sea vamos a ver que podemos multiplicar la matriz A por una matriz Q = ( ?; g )
de determinante 1 tal que | s x( ¢ A 7 siendo r1, 72 y 3 nimeros
q N6 c d )~ 0 rs 1,72Y 73
enteros.
Esto equivale a buscar soluciones del sistema: va+oc=0
ad—vyB=1
Si elegimos v = ¢y § = —a, con el fin de producir un 0 en la entrada que se encuentra

en la interseccién de la segunda fila y primer columna, se verifica la primera ecuacion y
la segunda ecuacién se transforma en a(—a) — f(c) = 1 osea a’a+ f'c =1.Siayc
son primos entre si entonces por la propiedad anterior sabemos que esta ecuacién tiene
solucién (no necesariamente tnica).

Si a y ¢ no son primos entre si, sabemos que existen a’ y ¢’ tales que a = med(a, ¢)a’
y ¢ = med(a,b)d’ con a’ y ¢ primos entre si.
a

Resumiendo, si A = ( c

Z > con a,b,c y d enteros:

. . , N a
= Si a y ¢ son primos entre si entonces multiplicamos A por Q1 = < B a ) o0 sea

c
[ a B a b\ [ r r\
QlA_(c a)x(c d>_( 0 Tg)_R
donde a y 3 son soluciones enteras de la ecuacién (—«a)a + (—f5)c = 1.
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o}
= Si a y ¢ no son primos entre si multiplicamos A por Q2 = < c ,ﬁa > o}
med(a,c)  med(a,c)
sea

! B a b L Ty
A= c —a X = =R
Q2 < med(a,c) med(a,c) ) ( c d ) ( 0 73 )
donde a y (3 son soluciones enteras de la ecuacién (—a)m + (—ﬂ)m =1.

Observar que la matriz R obtenida sigue siendo una matriz con entradas enteras.

Ejemplo 1: Sea A = < 2 4

-1

5 =2

5 _3 ) . Entonces una matriz Q) que nos sirve es <

ya que acd 2 y 5 son primos entre s y (—2)(2)+(1)(5) =1y ( g :; ) X ( g _;l ) =

( 7(1) ;é . Observamos que la matriz resultante y la matriz original tienen el mismo
determinante (—26).
. 12 2
Ejemplo 2: Sea A = (

4 1

. . —1 2
) . Entonces una matriz ) que nos sirve es ( 1 _3 )

ya que acd 12 y 4 no son primos entre s{ y (—=1)(3) + (2)(1) = 1y ( _i _g ) X

( li ? ) = :)l 7(1) ) . Observamos que la matriz resultante y la matriz original

tienen el mismo determinante (—4).

Proposicién A: Si A € M, x,(Z) entonces existe una matriz Q € M,,«,,(Z) invertible
y con determinante igual a 1, tal que la matriz R = QA es triangular superior.

a11 a12 a13 te A1n
a1 a2 a23 s QA2n,
B asy aszz as3 T a3sn
DEMOSTRACION. Consideramos A = . . . . . con
An—11 an—12 (Anp—13 e An—1n
an1 an2 an3 e Ann

Q;j EZVZ.,.]': 1,---,n.
Probaremos que podemos multiplicar a la izquierda por una matriz @ € SL,(Z) y
obtener de esa manera una matriz triangular superior

11 Ti2 Ti13 Tin
0  7o2 723 T2n
0 0 s T3n

0 0 0 Tn—1n—1 Tn—1n

0 0 0 Tnn

En un primer momento vamos a querer producir entradas nulas en la primer columna,
salvo en la primer entrada, o sea pasar de la matriz A a una matriz A’ tal que :

li ! ! !
a1 aio a3 T A1p
! ! !
0 22 Q23 T QAop
! ! !
W 0 (32 G330 A3y
! ! !
0 ap_1o 13 Ap—1n
! ! !
0 A2 QA3 T (209
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La idea consiste en aprovechar el trabajo hecho en el caso 2 x 2. Multiplicando A por la

a B 0 - 0
vy 5 0 - 0
0 0 1 --- 0 a p 0 o B
matriz Q1 = . . . = vy 0 donde la matriz 5
Do 0 I, o v
0 00 1 O
0 00 --- 1
. . aip Q12 . . .
es una matriz que transforma la matriz a a en una matriz triangular superior
21 022
/ /
a a . . a a
11712 ) con igual determinante que R
0 ay a21 G2
/! ! I !
ayy a1 a3 (1n
0 g, apg Ao,
. asi asz2 azz . G3p
Obtenemos entonces la matriz Q1A = . . . . . con
Gp—11 Gp—-12 Ap-13 " Gp—1n
an1 an2 an3 e Qnn

igual determinante que A pues () tiene determinante igual a 1.
Para producir otro cero en la tercera fila de la primera columna, sin cambiar el cero

a« 03 -+ 0
o 10 --- 0
vy 0§ -+ 0

obtenido en la segunda fila, multiplicamos por la matriz Q3 = .. . . =

0 0 0 1
0 (1) g 0 a 05
v 0 6 donde la matriz 0 1 0 es la que transforma la matriz
0 In—3 K 09
ay; ay  ajg afy ayy afs
0 aby ahs | en la matriz 0 afy, afs | tal que:
az1 azz asg 0 ayy ajg
a 0 p ayy ay  ajs afy aiy afs
0 1 0 |x 0 aby aby | = 0 aby alfs
Yy 0 ¢ asyp azz2 ass 0 agQ (lg3
De la misma manera, vamos a querer producir entradas nulas en a41,a51, - ,Gn1-
Luego multiplicamos sucesivamente por matrices del tipo:
a 00 8 a 0 -~ 0 8
0 01 0 0 , , 0 0 0 0 obteniéndose asi una matriz A’
v 009 0 0 10
0 Tn—a v 0 0 6

cuya primer columna tiene todos sus elementos nulos salvo quizds, la primer entrada,
siendo:

li i i i

ayy aio a3 T A1p
! ! !

0 22 Q23 T QAop
I i !

W 0 (32 Gzz3 0 A3y

! !
0 ap_1o 13 Ap—1n
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Ademés A’ tiene igual determinante que A.

Ahora el paso siguiente consiste en producir ceros en la segunda columna, debajo de
la entrada segunda fila. Procederemos de igual manera multiplicando sucesivamente por
las matrices:

100 0 0 100 0 0
0 a B 0 0 0 a 0 B 0
06 v 0 0 001 0 0

Q2= 000 1 0 |, gz=|0 350 4 0
000 -~ 1 0 000 - 0
000 0 1 000 0 1

Llegamos entonces a una matriz A” con entradas nulas en la primera columna debajo
de la primera fila y en la segunda columna debajo de la segunda fila.
Reiteramos asi el procedimiento hasta obtener una matriz R de la forma:

i1 Ti2 Ti3 T4 to Tin
0 722 723 To4 e T2n
0 0 1733 73 e T3n
R= 0 0 0 7y o T4n
0 0 0 Tn—1n—-1 Tn—1n
0 0 0 0 e Tnn
Luego @ = (Q1Q% - Q5 _1)(QIQ3- - Q2 5) - (Q1*Q5*)(Q} ") y det(Q) = 1 pues

det(Q)) =1,¥j=1,--- ;i=j,--- ,ny det(R) = det(A). O

2. Resolucién de un sistema exponencial.

Proposicion B: El numero de soluciones del sistema

xi\uxg\lz . xt)\u =y
mi\21$§\22 . xi\% =y
.,L.i\Sl 1‘3\32 L. mi\st = ys
(2.1) .
xi\tlxg\tz L xi\tt =y

donde \;; € Z,V i, j, y; € C*V j es |det((Nij)ij]-

DEMOSTRACION. Consideramos ahora la matriz de exponentes del sistema (2.1) es
decir la matriz

A1 Alg e e /\1t
Aol Agg e e Ao

A_:

>\t1 >\t2 )\tt
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Como A tiene entradas enteras, sabemos que existe una matriz @ € SL,(Z) tal que:

Tll 7"12 ... ... rlt
O 7"22 .. ... ""2t

QA=T= ;
0 0 - - 1y

donde T es una matriz triangular superior, con entradas enteras y con el mismo determi-
nante que A.

Por lo que el sistema (2.1) pasa a ser ahora:

T11 ,.T12 T1t

o tagtt et =2
T22 T2t __
sz “ee xt = Zo
(2.2)
T
T =2
Una vez més explicitemos el cdlculo que permite llegar al sistema anterior, y en par-
ticular de donde provienen los z;’s.
. mi\llx§\12 =y
Suponemos que tenemos: Jor 3
21 22 __
L7 L™ = Y2
. U1 U2 .
SiQ= una matriz en SL,(Z) tal que
Ug1  U22
Q x Al Az _ i1 Ti12
A21 A2z 0 7o
entonces:
A11 . 12 A11 A 12 \u A21 A2 \u1e ., U11, U2 LT3, U1l Ul2
{ m}\ fc?\ =1 {:){ (ac}\ 37?\ ) ”(55}\ 37?\ )"z =y My, { Ty X" =Y Yo T =21
U U re __ ,,u21,U22 __
1:121'1:222 — y2 (I111z212)u21 (21712113222)”22 J— y121y222 .1:2 — yl y2 — Z2

Por lo que fijados y; e ys el dltimo sistema tiene |ro||r1| soluciones.
Generalizando, el sistema (2.2) y por lo tanto el sistema (2.1) tienen:

retl[re—1e—1]- - - [razllrin] = m = |det(R)| = [det(A)]
soluciones. 0

3. Indice y determinante.

Recordamos que si L es un reticulo de rango n de Z™ entonces:
a) todo vector v € Z™ es congruente médulo L con un tdnico vector del paralelotopo
fundamental asociado a una Z-base de L,
b) [Z" : L] es la cantidad de puntos con coordenadas enteras en el paralelotopo funda-
mental asociado a una Z-base de L.
Proposicién C: Sea A C Z"™ y L el Z—mé6dulo generado por A con base {w1,wa, -+, wy, }.
Entonces:
[Z" : L) = |det(B)|
donde B es la matriz cuyas columnas son wi, wa, -+ , Wsy,-

DEMOSTRACION. Sabemos, por la parte anterior, que existe una matriz Q € SL,(Z),
por lo tanto invertible y de determinante 1, tal que QB =T donde T = [uy|ug|- - |uy] es

una matriz triangular superior. Por lo tanto B y T tienen igual determinante. Sabemos
también que:
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[Z": L] = # ({oqws + agwe + -+ apwy s 0<a; <1Vi=1,--- ,n}(Z").

Sea ahora @ € M,,x,(Z) una matriz invertible que verifica QB = T.

Entonces Qu = Q (ajw; + cowa + - - + apwy) = 01 Quy + Quwz + - - - + a4, Quy,
= qju1 + agug + - - - + apu, donde {uq,ug, -+ ,u,} es otra base de L.
Por otro lado si u = Biuy + Bous + - - - + Bpu, entonces de la misma manera:
Q7 'u= Brwr + Pows + - + Brwy.

Luego tenemos:

[Z":L]:#({a1w1+a2w2+~~+anwn: 0<a;<1Vi=1,-- ,n}ﬂZ”)

= # ({Biw + Bz -+ By s 0B <1Vi =1, ,n}(Z") = # (Py NZ").

donde Py es el paralelotopo fundamental asociado a {uy,- -+, up}.

Entonces es suficiente probar que # (Py NZ"™) = |det(T)| ya que det(B) = det(T).
Haremos esta demostracion por induccién completa sobre n.
Para n = 1, el resultado es evidente.

U1 N e Uln
0 uz2 Uzn
Supongamos que T' =
0 - 0 up,
Para cada z € [—up, + 1,0]NZ o z € [0, upn, — 1] N Z, segtin corresponda, consideramos
un hiperplano H, = {(x1, -+ ,zp-1,2) € R*/ 21, -+ ,x,—1 € R}. Luego:

#(Pynzm)y=> #(PyNH.NZ") = [unn|# (Py N HyNZ") .

La hipétesis inductiva nos asegura que

ull .« .. “ e ulnfl
0w U2p—1
#(PUOHOHZ”): det . . . . )
0 o 0 Up—1n—1
luego # (Py NZ") = |det(T)]. O

4. Matrices y volumenes.

En esta parte justificaremos la féormula que permite calcular el volumen del paralelo-
topo definido por n vectores en R™.

Proposicién D: Sea A = [v1|va] -+ |vn] € My xn(R) con det(A) # 0. Entonces existen
una matriz @ € SL,(R) ortogonal y una matriz R triangular superior tales que A = QR.

DEMOSTRACION. La demostracién se basa en aplicar el proceso de ortonormalizacién
de Gramm-Schmidt al conjunto linealmente independiente {vy,va, -+ , vy }.
Sea

— v = [[ur]Jwy = riw
V; =< W1,V >wyp A+ e+ < Wi,V > Wi + Hvszz

Up =< W1,V > W1+ -+ < Wp_1,Vp > Wnp—1 = T1pW1 + TnpWn
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O sea
Tl T2 Tin
T22 Ton
A= [vifve] - o] = fwr|we| - wa] | . | =QR
0 0 7pn
Es claro que @ € SL,(R) es una matriz ortogonal. O

Proposicién E: Sea A = [v1|vz]| - |vn] € Mpyxn(R) entonces |det(A)| = Vol,(Fy)
donde P, es el paralelotopo n-dimensional generado por los vectores {vy,va, - ,vp}.

DEMOSTRACION. Por la afirmacién anterior sabemos que:

i1 Ti2 - Tin
T22 0 T2p

A= [orfoa] - foa) = fwrfewa| -] | . T | =QR
I |

donde ) es una matriz ortogonal tal que |det(Q)| = 1.
Por lo tanto |det(A)| = det(R).

Por construccién r;; = ||v; — Pcyy,oe ;1> (v5)]] donde Pey, ... v, o> (v;) indica la
proyeccién ortogonal del vector v; sobre el subespacio generado por los vectores {vy, -+ ,v;_1}.
Entonces:

det(R) = H Hvi - P<7)17"'7U'L'—1>(Ui)|| = Hd(viv < V1,000, Vi1 >)'
=1 1=1

Denotamos por P; el paralelotopo que definen los vectores {vy,--- ,v;_1}; este para-
lelotopo tiene a P;_1 como base y por altura ||vj — Pcy, ... o, ,>(v;)||. Entonces:

Vol;j(Pj) = Volj—1(Pj—1) X |[vj = Peuyy oo ;1> (05)]]-

Por lo tanto Vol;(P;) = rj;Volj_1(Pj—1) y finalmente Vol,,(P,) = [[;—, rii = det(R) =
|det(A)]. O
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