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Resumen

En un proceso de percolacién independiente sobre un grafo localmente finito y conexo,
G = (V, E), a cada arista le es asignado un valor 0 (arista cerrada) o 1 (arista abierta)
de acuerdo a la medida de probabilidad producto de Bernoulli en {0,1}¥. Se estu-
dian luego las propiedades de conectividad del subgrafo aleatorio de G que surge de
quitar las aristas con valor 0. Las componentes conexas maximales de ese subgrafo se
llaman clusters, y es de particular interés el estudio de condiciones para la existencia
de clusters infinitos. El objetivo de esta monografia es estudiar el numero de clusters
infinitos en los procesos de percolacion independiente sobre grafos transitivos. En
particular se comparan los casos de G = L% Ty v Ty x L que muestran los tres tipos
de comportamiento posibles.

Palabras Claves: Percolacién, Cluster infinito, Transporte de masa, Monotonia de
la unicidad, Grafo promediable.

Abstract

In a independent percolation process on a locally finite graph G = (V, E) to each edge
is assigned a value 0 (closed bond) or 1 (opened bond) according to the Bernoulli
product measure of probability in {0, 1}£. The properties of connectivity of the ran-
dom subgraph of G which arises from erasing the edges with value 0 are of interest.
The maximal connected components of that subgraph are called clusters, and is of
particular interest the study of conditions that guarantee the existence of infinite
clusters. The objective of this monograph is to study the number of infinite clusters
in independent percolation processes on transitive graphs. As motivation three indi-
vidual cases are compared: G = L¢, Ty and Ty x LL that exhibit the three possible
types of behavior.

Keywords: Percolation, Infinite cluster, Mass-transport, Uniqueness monotonicity,
Ameneable graph.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo veremos los conceptos basicos con los que nos interesa trabajar.
Veremos un resultado muy general sobre el nimero de clusters infinitos para grafos
transitivos.

1.1. Resena historica

La teoria de los procesos de percolacion comenzé en 1957 cuando Broadbent y
Hammersley [6] introdujeron el, ahora esténdar, proceso de percolacién independiente
en L% Lo plantearon como un modelo probabilistico para el flujo de un fluido o un
gas a través de un medio aleatorio. Hicieron esto para modelar una piedra porosa a
nivel microscépico con el objetivo de estudiar si el centro de la piedra se moja cuando
se sumerge en un cubo de agua.

Desde entonces la teoria de los procesos de percolacién ha atraido gran interés.
Esto es en parte debido a su aplicabilidad: la independencia en el modelo lo hace
manejable y a pesar de ello no es demasiado poco realista para modelar muchos
medios aleatorios. Es uno de los modelos mas sencillos que tiene una transicién de
fase, y por lo tanto es una herramienta importante para la mecanica estadistica.
También es importante para comparar con resultados de varios tipos de modelos
dependientes y otros procesos sobre medios aleatorios.

Sin embargo, la razén principal del interés es la belleza matematica del asunto. La
abundancia de conjeturas facilmente formuladas que han demostrado ser realmente
dificiles de probar y han inspirado el desarrollo de técnicas matematicas de gran
alcance. Son interesante las relaciones que aparecen entre nociones probabilisticas y
topologicas de los grafos subyacentes.

Escribimos ¢ para el grafo cuyo conjunto de vértices es Z? y el conjunto de aristas
consiste de todos los pares de vértices que estan a distancia euclidiana 1. A pesar de
que la teoria de percolacién comenzé con L?, el modelo tiene sentido en cualquier
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grafo conexo G = (V, F): Cada arista permanece en el grafo con probabilidad p (y es
suprimida con probabilidad 1 — p) independientemente del resto de las aristas.

En L% con dimensién d > 2, un hecho fundamental, que se remonta nuevamente
a Broadbent y Hammersley, es que el suceso de que exista una componente conexa
infinita (o un cluster infinito como también lo llamaremos) tiene probabilidad 0 6 1
dependiendo de si p estd por debajo o por encima de cierto umbral critico p. € (0, 1).
Cuando hay clusters infinitos uno puede preguntarse cuantos hay, y éste es el asunto
central de esta monografia.

Es interesante el hecho de que se conocen muy pocos valores exactos de p., en
particular para I fue objeto de estudio por 20 anos, desde que Harris [16] en 1960,
probo que en este caso p, > 1/2, hasta que Kesten [20] en 1980 prob6 que p. = 1/2
en este caso. Muchas de las herramientas bésicas de la teoria se desarrollaron en esos
anos.

El problema de estudiar los clusters infinitos se remonta a 1981 cuando Newman
y Shulman [22] probaron un teorema bastante general que limita el comportamien-
to respecto al nimero de clusters infinitos. En 1987 Aizenmann, Kesten y Newman
probaron que hay un tnico cluster infinito en L¢. Luego 1989 Burton y Keane ex-
tendieron este resultado con una prueba mas general y més simple a una familia
grande de grafos.

Grimmett y Newman [12] en 1990 estudian grafos que exhiben un comportamiento
mas complejo donde aparecen infinitos clusters para algunos valores y un tinico para
otros. Benjamini y Schramm [2] en 1996 plantean conjeturas sobre el comportamiento
general sobre el umbral critico, algunas de las cuales permanecen abiertas. Haggstrom
y Peres [18] en 1999 prueban la monotonia de la unicidad con ciertas restricciones,
luego Schonmann [27] logra probarlo para el caso general, este resultado prueba que
en numero de clusters infinitos es mondtono decreciente cuando incrementamos el
parametro p.

Brevemente mencionaremos un ejemplo a partir de la vida real. Sea G = (V, E)
el grafo cuyo conjunto de vértices consiste en todos los matematicos. Se conectan
cualesquiera dos de ellos por una arista e € FE si escribieron una publicacién en
colaboracién. La distancia en este grafo entre un mateméatico dado v y Paul Erdos se
conoce como numero de FErdos de v.

Si se define un matematico como una persona que ha sido autor de al menos de
un trabajo antes del 2002, que se encuentra en la base de datos de MathSciNet, y
dos tales matematicos se dicen co-autores si tienen una publicacién comin en que la
base de datos, entonces el grafo consiste de aproximadamente 337.000 vértices.

Muchos otras estadisticas y caracteristicas interesantes del grafo estan disponibles,
como ejemplo ver los trabajos de Grossman [13, 14]. Cerca de 84.000 de los vértices son
aislados, correspondiendo a los matematicos sin co-autores. La componente conexa
mas grande (la que contiene a Erdds) contiene cerca de 208.000 vértices, éstos son
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todos los matematicos que tienen nimero de Erdos finito.

La segunda componente conexa mas grande contiene solamente 39 vértices. Este
contraste llamativo entre el tamano de la componente conexa més grande y la segun-
da mas grande se puede expresar como la unicidad de la componente gigante. ;Es
esto una caracteristica especial de redes sociales (en comparacion con las estructuras
de grafo que aparecen en otros usos) o aun de la estructura social de matematicos, o
es un caso de un fenémeno mucho mas general?

Algo similar sucede en el conocido grafo aleatorio de Erdos-Renyi, que consiste de
n vértices donde cada par es ligado por una arista con probabilidad p, independien-
temente del resto de los pares (equivalentemente, el grafo aleatorio de Erdds-Renyi se
puede considerar como un proceso de percolacién de parametro p sobre el grafo com-
pleto con n vértices). Existe una enorme literatura sobre este modelo, ver por ejemplo
Bollobas [4] o Janson et al. [19]. La manera natural de escalar p cuando n — oo es
fijar una constante ¢ y dejar p = £. El resultado cldsico de Erdos y Renyi [7] es que la
proporcion de vértices en la componente conexa mas grande tiende en probabilidad a
una constante, que es 0 cuando ¢ < 1 y estrictamente positiva cuando ¢ > 1. Por otra
parte, es bastante directo demostrar que para todo ¢ > 1, la proporcién de vértices
en la segunda componente méas grande, tiende en probabilidad a 0. Por lo tanto, para
¢ > 1y n grande, obtenemos otro caso del fenémeno de la unicidad de la componente
gigante.

En esta monografia, como en la mayoria de la teoria matematica de los procesos
de percolacién, nos ocuparemos solamente de grafos infinitos, donde la pregunta de
la unicidad de la componente gigante se traduce naturalmente a la cuestién de si
hay o no un tunico cluster infinito. Trabajar en un grafo infinito tiene la ventaja
de proporcionar siempre una respuesta concreta, en contraste al caso finito donde
no esta en general totalmente claro qué debe significar realmente una componente
gigante.

1.2. Definiciones basicas

Definiciones 1.1. Dados un conjunto de vértices V' y uno de aristas £ C V x V, se
dice que G = (V, E) es un grafo no dirigido si (x,y) € E < (y,x) € EVz,y € V (es
decir E es una relacién reflexiva). Si (x,y) € E se dice que x e y son adyacentes.

Se dice que x € V esta conectado con y € V, lo que se denota x < y, si existe
un camino ey, ..., e, tal que ¢; = (z;_1,2;) € E con z9 = x, z, = y (y esta en la
clausura transitiva de x por F). La longitud del camino es n, el nimero de aristas
que lo forman.

Se dice que un grafo es conezo, si Vx,y € V existe un camino que los conecta. En
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un grafo conexo se puede definir una distancia 6 : V x V — N dada por:
d(z,y) =min{n € N: Jey,... e, € E tal que ¢; = (z;_1,x;) con o = x,x, = y}
El grado de un vértice x es la cantidad de aristas que tienen como extremo a x.

Ejemplo. Se llama reticulo cibico d-dimensional al grafo L¢ = (Z4,E?) donde E¢ =
{(z,y) € Z¢ x Z¢ : ||x — y||; = 1}. En este caso tenemos d(z,y) = ||z — y||:.

Figura 1.1: El reticulo cibico L2

Definicién 1.2. Sea G = (V, E) un grafo y ) # W C V. El subgrafo de G inducido
por W es el grafo (W) = (W, Ey) cuyo conjunto de vértices es W y cuyo conjunto
de aristas es By = {(z,y) € E :z,y € W}.

Veamos ahora como definir los elementos aleatorios que nos interesan.

Tomemos como espacio muestral 2 = {0, 1}£. A los elementos w € € los llamamos
configuraciones, w = (w(e) : e € E) donde w(e) = 0 quiere decir que e estd cerrada y
w(e) =1 que e estd abierta.

Tomamos F = [],.;P({0,1}) la o-dlgebra producto (generada por los cilindros
finito dimensionales).

La medida producto con densidad 0 < p < 1en (2, F) es la medida P, = [].cp pte
donde . es una medida de Bernoulli en {0,1} dada por:

pe(w(e) =1) =p,  pe(w(e) =0) =1—p.
Entonces (2, F,P,) es un espacio de probabilidad.

Definicién 1.3. Se dice que X es un proceso de percolacién independiente de parametro
p si es una variable aleatoria en 0 = {0,1}¥ cuya distribucién es P, la medida pro-
ducto con marginales (p,1 — p).
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Observacion. Hay un orden parcial natural en ) dado por w; < ws si y solo si
wi(e) < wye) Ye € E. Ademds existe una biyeccion K : Q@ — P(F) dada por
Kw) ={e € E : w(e) = 1} es decir K(w) es el conjunto de las aristas abiertas
cuando la configuracién es w. Es trivial ver que w; < wsy si'y solo si K(w;) C K(wy).

Definicién 1.4. Consideremos el subgrafo aleatorio G(w) = (V, K(w)). Las com-
ponentes conexas de este grafo se llaman clusters. Denotaremos C(z) al cluster que
contiene al vértice z. |C(x)| indica la cantidad de vértices en C(z).

1.3. El fenémeno critico

Dado un grafo G denotaremos V¢(p) = P,(A), donde A es el evento que exista
un cluster infinito en G(w) = (V, K(w)). Entonces podemos escribir

A= J{ICw)| = oo}.
veV
Vamos a probar que existe un valor critico del parametro p que separa el compor-
tamiento de Wg(p) en dos fases. Cuando quede claro de qué grafo hablamos omitire-
mos el subindice G.

Definicién 1.5. Sea X = {X,, },en una sucesion de variables aleatorias en un es-
pacio de probabilidad (2, F,P). La o-algebra de cola engendrada por X es 7 (X) =
Mo, F(Xn, Xns1, ... ), donde F(X,, X,,41,...) denota la menor o-dlgebra respecto
de la cual son medibles las variables correspondientes. A los conjuntos E € 7T los
llamamos eventos de cola.

Teorema 1.6 (Ley 0-1 de Kolmogorov). Sea X = {X,,} una sucesion de variables
independientes. Entonces si E € T(X), P(E) =0 J 1.

Demostracion. E estd en la o-algebra producto engendrada por la sucesion F(X),
luego existen conjuntos E,, € F(Xy,...,X,) tales que P(E,AFE) — 0. Esto implica
P(E, NE) — P(E) y P(E,) — B(E), pues

P(E)=P(ENE,) +P(ENE) yP(ENES) — 0,
P(E,) =P(E,NE) +P(E, N E°) y P(E, N E) — 0.

Pero E € F(X, 11, Xnt2,...), entonces E'y E, son independientes, luego P(E,NE) =
P(E,)P(E). Tomando limite cuando n — oo obtenemos: P(E) = P(E)? de donde se
desprende que P(E) =06 1. ]

Definicién 1.7 (Acoplamiento de parametro simultdneo). Sea {U. : e € E} una
familia de variables aleatorias independientes y uniformemente distribuidas en [0, 1].
Consideramos la variable aleatoria X, que toma valores en {0, 1}* dada por X,(e) =
Iy (Ue), entonces X, es un proceso de percolacién independiente de pardmetro p.
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Lo interesante del acoplamiento simultaneo es que construimos todos los procesos
de percolacién independiente, para p variando en [0, 1], de forma tal que se cumple
que si 0 < p; < py <1 tenemos que X, (e) < X, (e) Ve € E. Es decir que X,,, < X,
segun el orden parcial que definimos anteriormente.

Teorema 1.8. Si G es un grafo entonces V¢ toma valores en {0,1} y es creciente.

Demostracion. Que We(p) € {0,1} es consecuencia del teorema (1.6). Pensemos en
X como una sucesién de variables aleatorias enumerando E de algin modo, es decir
X, = X(e,). El evento A de que exista algin cluster infinito no depende de ninguna
cantidad finita de las X,,. Luego como las X,, son independientes entonces P,(A) =
0ol

Para ver ahora que es creciente usaremos el acoplamiento simultaneo. Es claro que
agregar aristas no hace desaparecer al cluster infinito entonces si p; < p, sabemos
que X,, es un subgrafo de X, y por lo tanto Py, (A) < P,,(A). O

Definicién 1.9. El valor critico de percolacion para G es
p(G) = nf{p € [0,1] : ¥e(p) = 1}.

A la regién (p., 1] se la llama fase supercritica, mientras que a la region [0, p.) se la
llama fase subcritica.

Observacion. De lo anterior sabemos que

0 sip<pe
i} —
¢(p) {1 sip > pe

Una pregunta no trivial es determinar si ¥ (p.) = 0 o 1 resulta que esto depende
del grafo G que estemos considerando. Por ejemplo veremos en el tercer capitulo que
U (p.) = 1 pues p. = 1 en este caso. Benjamini y Schramm conjeturaron en [2] que si
G es transitivo y p.(G) < 1 entonces la percolacion critica en G no produce clusters
infinitos c.s. Es un problema abierto probar (o no) que ¥a(p.) = 0, este resultado se
sabe para d = 2 probado por Harris [16] (lo veremos en el segundo capitulo) y para
d > 19 probado por Hara y Slade [15], pero no para el resto de los valores (incluyendo
el caso d = 3, importante en fisica).

Observacion. Se conocen muy pocos valores numéricos de p.(G). Incluso para grafos
sencillos como IL¢ solo se conoce el valor para d = 1y d = 2, que son p.(L) = 1
y p.(IL?) = 1/2 respectivamente. El segundo valor estd lejos de ser trivial de probar
como veremos en el segundo capitulo. A pesar de esto es amplio el estudio cualitativo
de propiedades que se puede hacer tanto en la fases subcritica y supercritica, como
en el valor critico mismo.
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Observacion. El hecho de que Wg(p) = 1 no dice nada sobre el numero de clusters
infinitos que existen; esto, veremos a lo largo de la monografia, depende del grafo G
y sus propiedades geométricas. Al final de este capitulo probamos un teorema que
limita el comportamiento que podemos observar respecto a la cantidad de clusters
infinitos.

Definicién 1.10. Un isomorfismo entre los grafos G1(Vi, E1) v Ga(Va, Es) es una
biyeccién f : Vi — V5 tal que (z,y) € Ey siy solo si (f(z), f(y)) € Es. Si G; = Gq se
dice que f es un automorfismo. Aut(G) denotard el grupo de automorfismos de G.

Observacion. Aut(G) < S(V) donde S(V) es el grupo de permutaciones de V.

Definicién 1.11. Se dice que G es transitivo si Va,y € V 3f € Aut(G) : f(z) =y
es decir cuando Aut(G) actia transitivamente en G.

Heuristicamente un grafo GG es transitivo cuando “se ve igual” desde cualquier
vértice. Los grafos que analizaremos en la monografia, L%, Ty y Ty x L son todos
transitivos (el grafo Ty es el arbol regular de grado d + 1).

Una caracterizacion alternativa del valor critico en un grafo transitivo esta dada
por la funcién g(p,v) = P,(|C(v)| = oo). Escribimos {v < oo} para el evento
{|C(v)| = oo} ya que el cluster de v es infinito si y solo si existe un camino infinito
que sale de v.

Si GG es transitivo todos los vértices se comportan de la misma manera ya que el
proceso es independiente para cada arista y el grafo es igual desde cualquier vértice,
por lo tanto 0¢(p,v) = Oc(p) no depende del vértice v.

Teorema 1.12. Si G es un grafo transitivo entonces O es creciente, ademds

Oa(p) =0 sip<p,
Oa(p) >0  sip>p,

Demostracion. Para ver ahora que es creciente usaremos el acoplamiento simultaneo.
Es claro que agregar aristas no hace desaparecer al cluster infinito entonces si p; < po
sabemos que X, es un subgrafo de X, por lo tanto P, ({v <= co}) < P, ({v <> o0}).

Si Og(p) = 0, como el evento de que exista un cluster infinito es la unién en v
de que alguna de las C'(v) sea infinita y estos son numerables entonces V¢ (p) = 0.
Reciprocamente, es claro que si ¥g(p) = 0 entonces 0o(p) = 0 ya que si no hay
ningtn cluster infinito es imposible que la componente de un vértice sea infinita. De
manera un poco mas formal se tiene, por un lado

Ya(p) =Py (U{IC(U)\ = 00}) < Y P(I0()] = 00) = 00.86(p),

veV veV

Pero también Ve(p) > P,({|C(v)| = 00}) = Oc(p). O
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1.4. Herramientas matematicas

1.4.1. Eventos crecientes

La probabilidad 0(p) de que un vértice v esté en un cluster infinito abierto es una
funcion no decreciente con p. Esto es intuitivamente obvio dado que un aumento en
el valor de p lleva generalmente a un aumento de la cantidad de aristas abiertas en el
grafo, llevando a que haya mas caminos y que éstos sean mas largos desde cualquier
vértice.

Otra manera de decir esto es decir que {|C(v)| = oo} es un evento creciente, en
el sentido de que si w € {|C(v)| = oo}, entonces w’' € {|C(v)| = oo} siempre que
w <.

Con este ejemplo en mente la siguiente definicion es razonable.

Definicién 1.13. El evento A € F se dice creciente si I4(w) < I4(w') siempre que
w < W' I, denota la funcién indicatriz de A. Se dice que A es decreciente si A¢ es
creciente.

Mds en general, una variable aleatoria N en el espacio medible (€2, F) se dice
creciente si N(w) < N(w') siempre que w < w'. N se dice decreciente si —N es
creciente.

Luego A es creciente si y solo si I4 es creciente.

Ejemplo. Como ejemplos simples de eventos crecientes consideremos A(x,y), las con-
figuraciones para las cuales existe un camino abierto que conecta z con y. N(z,y) el
numero de estos caminos también es una variable aleatoria creciente.

Observacion. Al considerar el acoplamiento simultaneo por pardmetro, si un evento
creciente A ocurre para la configuracién de X, entonces también lo hace para X,
para todo p’ > p.

Teorema 1.14. Si N es una variable creciente en (2, F) entonces
Epl(N) S]EPQ(N) st p1 < pa,

siempre que estas esperanzas exristan.
S1 A es un evento creciente en F entonces

PPI(A) <Py, (A) st p1 < pa.

Demostracion. Tomamos la construccién acoplada por pardmetro. Sean las variables
aleatorias {U(e) : e € E} independientes y uniformemente distribuidas en [0, 1].
Ponemos X,(e) = 1si Ue) < py X,(e) = 0 en otro caso. Tenemos que si p; < py
entonces X, < X, de lo que se desprende que N(X,,) < N(X,,) para cualquier
variable aleatoria creciente en (€2, F). Tomando esperanza en la desigualdad anterior
se desprende lo que queriamos. La segunda parte del teorema se sigue inmediatamente
aplicando la primera parte a la variable N = [ 4. O
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1.4.2. La desigualdad FKG

Es altamente comin que eventos crecientes A y B estén correlacionados positiva-
mente, en el sentido que P,(ANB) > P,(A)P,(B). Por ejemplo, si sabemos que existe
un camino abierto que conecta u con v, entonces pasa a ser mas probable que exista
un camino abierto que una z con y (pues puedo usar las aristas abiertas que forman el
otro camino). Tal desigualdad de correlacién fue probada por primera vez por Harris
[16], luego estas desigualdades han sido probadas en un contexto méas general que
el de una medida producto. El nombre de la desigualdad hace referencia a Fortuin,
Kasteleyn y Ginibre [9].

Teorema 1.15 (Desigualdad FKG).

1. Si X eY son variables aleatorias crecientes tales que tienen sequndo momento
finito (E,(X?) < 0o y E,(Y?) < 00) entonces

E,(XY) > Ep(X)E,(Y)

2. 8i A y B son eventos crecientes entonces

P,(AN B) = Py(A)Py(B)

Demostracion. Basta probar la primera parte pues la segunda se deduce de esta
aplicandola a las funciones indicatrices de A y B. Vamos a probarlo primero para
variables aleatorias X e Y que estan definidas en término de los estados de solamente
una cantidad finita de aristas, luego quitaremos esta restricciéon. Supongamos que X
e Y son crecientes y dependen tunicamente de los estados de las aristas ey, es, ..., €.
Vamos a probar el resultado por induccién en n. Primero supongamos que n = 1,
entonces X e Y son funciones del estado (la configuracién) w(e;) de e, que toma los
valores 0 y 1 con probabilidades 1 — p y p respectivamente. Ahora,

(X(w) = X(w2)) (Y (w1) = Y(w)) 2 0

para todos los pares wy,wsy de valores 0 o 1, esto es trivial si w; = wy y se deduce de
la monotonia de X e Y en otro caso. Entonces

0 < D (X(w) = X(w))(Y(wr) = Y(we))Pplwler) = wn)Pp(wler) = wp)

wi,w2

< Q(EP(XY) B EP(X)EP(Y))

como queriamos. Supongamos ahora que el resultado es valido para todo n < k y que
X e Y son funciones crecientes de los estados w(e;),w(es),...,w(ex) de las aristas
€1, €s,...,€e. Entonces

E,(XY) = E,(E,(XYl|w(er), w(ez),...,wlex1)))
> E,(E,(X|w(er),w(ea), ... wlen1))Ey(Yw(er),wles),. .. ,wlex1)))

11
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pues dados w(e1),w(ez),...,w(ex_1) se tiene que X e Y son crecientes en la variable
w(eg). Pero ahora E,(X|w(ey),w(es), ... ,w(ex—1)) es una funcién creciente de los es-
tados de k — 1 aristas, y lo mismo vale para la esperanza condicional de Y. Se deduce
de la hipétesis de induccién que la esperanza del producto de estas dos funciones es
mayor o igual que el producto de las esperanzas, de donde

E,(XY) > E,(E)(X|w(er),w(ea), ... wler-1)))

< By (Ep(Yw(er),w(ea), .., w(er-1)))
> Ep(X)Ey(Y)

Quitemos ahora la condicion de que X e Y dependan de los estados de una can-
tidad finita de aristas. Supongamos que X e Y son variables aleatorias crecientes
con segundos momentos finitos. Sea ey, e, ... una numeraciéon de los vértices de G,
definimos

X, =E,(X|w(er),...,w(e,)) e Y,=E,(Y|w(er),...,w(ey))
Ahora X, e Y,, son funciones crecientes de los estados de eq,..., e, y por lo tanto
Ep(Xn¥n) = Ep(Xo)Ep(Yn) (1.1)

por lo probado anteriormente. Como consecuencia del teorema de convergencia de
martingalas (ver Feller [8]) se tiene que cuando n — oo

X,—»XyY, =Y P, c.s. y en L*(P,)
de donde se tiene que
Ep(Xn) = Ep(X) vy Ep(Ya) = Ep(Y)
Ademas por las desigualdades triangular y de Cauchy-Schwarz
E | XY, — XY| < E,(|(X,—X)Y.|+|X(Y,.—-Y)|)
< \/IE (Xn = X)), (Y2) + /By (X2)E, (Y — Y)?)

— cuando n — oo

de donde sale que E,(X,,Y;,) — E,(XY). Tomando limite cuando n — oo en (1.1) se
obtiene el resultado. O

Desigualdades andlogas son vélidas para variables aleatorias y eventos decre-
cientes. Por ejemplo, si X e Y son ambos decrecientes entonces —X y —Y son cre-
cientes, de donde se desprende que

E,(XY) > Ep(X)E,(Y)

12
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siempre que tengan segundos momentos finitos. De forma similar si X es creciente e
Y es decreciente, entonces podemos aplicar la desigualdad a X y —Y para obtener

Ep(XY) < Ep(X)E,(Y).

Veamos un ejemplo tipico de aplicacion de la desigualdad FKG. Sean 11y, ..., Il
familias de caminos en G, y sean A; los eventos de que exista algiin camino abierto
en II;. Los A; son eventos crecientes, entonces:

P, (ﬁ AZ) > B (AP, (ﬁ AZ)

Pues la interseccion de eventos crecientes es creciente. Iterando lo anterior obtenemos

k k
Pp (ﬂ Ai) > H]P)p(Ai)

Teorema 1.16. Sea G un grafo infinito conexo con una cantidad numerable de aristas
(no necesariamente transitivo). El valor critico p.(x) = sup{p € [0,1] : 8(p,x) = 0}
es independiente del vértice x.

Demostracion. Para cada vértice = escribimos 6(p, z) a la probabilidad de que z este
en un cluster infinito, entonces el valor critico de percolacién es:

pe(z) = sup{p € [0,1] : O(p, x) = 0}

Por la desigualdad FKG (Teorema 1.15) tenemos que para cualquier vértice y

0(p,x) = P,({x < oo}) 2 P,({z = y} N{y < oo}) 2 Pz < y)0(p,y)

De donde se desprende que p.(z) < p.(y) ya que P,(x < y) > 0 sin importar = e y
pues G es conexo. Como vale lo mismo cambiando el papel de = e y, queda probado
el teorema. O]

1.4.3. La formula de Russo

Sabemos que si A es un evento creciente entonces P,(A) es una funcién creciente
de p. La formula de Russo nos permite estimar la variaciéon de esta probabilidad en
funcion de p.

Definicién 1.17. Para cualquier arista e € E se define S, : 2 — 2 de forma que
Se(w)(e) =1—w(e) y Se(w)(e') =w(e) si € # e. Se dice que e es una arista esencial
para w y para el evento A si [4(w) # 14(Se(w)).

El evento e es esencial para A se define como el conjunto de configuraciones para
las cuales se cumple lo anterior, es decir §;A = {w € Q|I4(w) # T4(Se(w))}

13
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Observacion. Intuitivamente e es esencial para (A,w) si el hecho de que ocurra A o
no, depende crucialmente en el estado de e en la configuracién w.

Es interesante notar que el evento de que e sea esencial para A depende solamente
del estado de aristas distintas a e, es decir es independiente del estado de e. Esto se
desprende claramente de la definicion.

Para un evento A creciente una arista e es esencial si y solo si A no ocurre cuando
e esta cerrada y A ocurre si e esta abierta.

Ejemplo. En lo que sigue fijemos G = L2. Sea A el evento de que el origen esta en
una componente conexa infinita abierta. La arista e es esencial para A si, cuando
quitamos e del reticulo, un vértice de e esta en una componente finita que contiene
al origen y el otro vértice esta en una componente conexa abierta infinita. Sea A el

® °
®e—0
- E ®
)
x °
°

Figura 1.2: El cuadrado Bs, con un camino abierto que conecta un vértice z en el
lado izquierdo con un vértice y en el lado derecho. La configuracién mostrada tiene 4
aristas esenciales para que exista un camino de lado a lado (que estan abiertas, son
las marcadas con linea punteada).

evento de que exista un camino abierto en el cuadrado B, = {—n,...,n}? uniendo
algtn vértice en el lado izquierdo con algin vértice en el lado derecho (ver figura 1.2).

Una arista e del cuadrado es esencial para A si, cuando la quitamos del reticulo,
no existe camino que cruza el cuadrado: un vértice de e esta unido por un camino
abierto al lado derecho, y el otro vértice esta unido por un camino abierto al lado
izquierdo de B,,.
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Teorema 1.18 (Férmula de Russo). Sea A un evento creciente local, es decir definido
por la configuracion de una cantidad finita de aristas, entonces

d

d—pPp(A) = E,(N(4)),
donde N(A) es la cantidad de aristas que son esenciales para A. Este resultado se
puede reescribir de la siguiente forma,

%]P’p(A) = Z P,(e es esencial para A).
eckE
Demostracion. Sea A un evento creciente y p = (p(e) : e € E) un vector de niimeros
que satisfacen 0 < p(e) < 1 para toda arista e. Sean (X(e) : e € FE) variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucién uniforme en
[0,1]. Construimos la configuracién 7, definida de la siguiente manera n,(e) = 1
si X(e) < p(e) y np(e) = 0 en caso contrario. Escribimos P, para la medida de
probabilidad en 2 para la cual el estado de una arista es w(e) = 1 con probabilidad
p(e). Se tiene que

P,(4) = B(sp € A)

Ahora elegimos una arista f y definimos p’ = (p/(e) : e € E)

, e sie
J(e) = p/( ) Lef
p(f) ste=f
p and p’ solo pueden diferir en la arista f. Ahora si p(f) < p/(f) entonces
P (A) =Pp(A) = Plnp & A ny € A)
= /() — pUF))Pp(f es esencial para A)

Si dividimos entre p'(f) —p(f) y tomamos limite cuando p'(f) —p(f) — 0 obtenemos

9

Ip(f)

Hasta ahora sélo hemos asumido que A es un evento creciente. Si ademas A depende
solamente de una cantidad finita de aristas, entonces P,(A) es una funcién de una
cantidad finita de variables (p(f;)) : 1 <1 < m) y aplicando la regla de la cadena se
obtiene

P,(A) = Py (f es esencial para A)

0
W]Pp(fl)

SR
S
=

|
1

i=1 p=(p,p;--.,)

= Z P,(f es esencial para A)

15
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Queda demostrado asi el teorema. O

Observacion. El evento d.A = {e es esencial para A} es independiente del estado de
e, entonces

1
P, (e es esencial para A) = —IP,(e es abierta y esencial para A)
P

Por lo tanto, si A es creciente y depende solamente de una cantidad finita de aristas,

d 1 . .
%PP(A) = 52@: P, (e es abierta y esencial para A)
1
= —-) P,(ANdA
LR nea
1
- > P (0 A|A)P,(A)

1
= SENV(AIA)F,(4)
Podemos hacer uso de esta expresion de la siguiente forma. Dividiendo entre P,(A) e
integrando en el intervalo [p;, p2| se obtiene

D2 1 .
P,,(A) =P, (A)exp (/ };]EP(N(A)\A)dp) si0<p <ps <1 (1.2)

P1
Las aplicaciones de esta expresion requieren estimaciones para E,(N(A)|A). Estima-
ciones precisas para la probabilidad de que una arista e sea esencial suelen ser dificiles
de obtener, y es comun utilizar desigualdades del tipo FKG (teorema 1.15). Si usamos

la cota trivial,
P,(0.AJA) <1,

entonces de (1.2) se obtiene lo siguiente
Py, (A) < (p2/p1)" Py, (A) s10<p <p2 <1

Donde m es el nimero (finito) de aristas de las cuales depende A. Esta desigualdad
da sentido a la expresion que dice P,(A) no puede crecer “demasiado rapido” cuando
p crece. En [25] Russo probo el siguiente teorema que muestra como se relacionan
estos conceptos.

Teorema 1.19 (Ley 0-1 Aproximada de Russo). Para todo € > 0 existe n > 0 tal
que si A es un evento creciente y local que cumple

Vee E P,(0.A) <n Vp € [0, 1],

16
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entonces existe un po € [0,1] tal que

Vp<po—ec Pp(A) <e,
Vp>po+e P,(A) >1—c¢.

Proposicién 1.20. Un evento A es un evento de cola, si y solo si 6, A = ().

Demostracion. Recordemos que un evento esta en la o-algebra de cola si no de-
pende de ninguna cantidad finita de las aristas. Entonces en particular no depende
de ninguna arista e € E luego I4(w) = [4(Se(w)) para todos w € 2. Pero entonces
0eA ={w € QIa(w) # I4(Se(w))} = 0. O

Observacion. Esto sugiere que el valor sup{P,(d.A) : p € [0,1],e € E} puede ser
una medida de la “distancia” del evento A a la g-adlgebra de cola. El teorema de
Russo afirma que un evento creciente que este “cerca” de la o-algebra de cola en este
sentido, satisface una ley 0-1 aproximada.

Observacion. La formula de Russo se puede extender facilmente a variables aleatorias.
Si Y es una variable aleatoria definimos el incremento de Y en e de la siguiente forma

6Y (w) =Y (wh) = Y(w.)

e

Donde wi(e) =1y w, (e) = 0 pero en el resto coinciden. Con esto en cuenta es facil
de extender al siguiente resultado, del cual omitimos su prueba.

Teorema 1.21. Sea Y una variable aleatoria definida en termino de los estados de
una cantidad finita de aristas, entonces

d
d—p]Ep(Y) = E,(5Y).

eckE

Observacion. Se desprende de este teorema un resultado para la derivada segunda

d2
d—ngp(Y) = ) Ey(3.57Y).
e,fEE

Donde 6.6.Y =0y sie# f

0.0¢Y = Y(w;?) — Y(w;f) — Y(w;ﬁ) + Y (wz; )

17
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1.5. El teorema de Newman-Schulman

Definicién 1.22 (Acoplamiento de modificacién local). Fijemos p € (0,1) y un grafo
infinito G = (V, E). Como Pr(FE) (los subconjuntos finitos de E) es numerable existe
una medida de () probabilidad positiva sobre todos los elementos.

Dos variables aleatorias X, X’ en {0, 1}¥ con distribucién P, pueden obtenerse de
la siguiente forma:

1. Elijamos al azar C' € Pr(F) un subconjunto finito de aristas, con distribucién

Q.

2. Condicional en el paso anterior, para cada arista e € F'\ F' independientemente
pongamos X (e) = X’(e) =0 o 1 con probabilidades 1 — p y p.

3. Condicional en los pasos anteriores, para cada arista e € F' y de forma inde-
pendiente definamos X (e) = 0 o 1 e independientemente X'(e) = 0 o 1 ambos
con probabilidad p de tomar el valor 1.

La utilidad de este acoplamiento es que permite, dada la configuracién fuera de
un conjunto finito F', construir distintas configuraciones en I’ todas con probabilidad
positiva por ser finito (por ejemplo que estén todas las aristas de F' abiertas o todas
cerradas).

Observacion. Fijemos p € (0,1) y un grafo infinito G = (V, E). Sea F' € Pr(E) un
subconjunto finito de aristas, entonces hay probabilidad positiva de elegirlo con Q). Lo
que dice el acoplamiento es que podemos mirar la configuracién en E \ F y si ocurre
alli algin evento A con probabilidad positiva, podemos hacer que ocurra B en F' a la
vez también con probabilidad positiva. Esto es porque cualquier configuracién en F'
tiene probabilidad positiva por ser finito, y ademas como estos conjuntos de aristas
son disjuntos, los eventos A y B son independientes, por lo tanto:

P,(AN B) = P,(A)P,(B) > 0.

Teorema 1.23 (Newman-Schulman). Fijados p € [0,1] y un grafo conexo y tran-
sitivo G = (V, E) el nimero de clusters infinitos que aparecen en una percolacion
independiente de pardmetro p es constante c.s. y toma valores en {0,1,00}.

Demostracion. Sea N la variable aleatoria que indica la cantidad de clusters infinitos,
y paran € NU{oo} sea D, el suceso N = n. Probaremos primero que N es constante
c.s. Esto es consecuencia de que X es ergédico para algin automorfismo pero veamos
como probarlo a mano. Supongamos por absurdo que Jn tal que:

0 <P,(D,) <1 (1.3)
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Sea Ip, la indicatriz del suceso, definimos I, = E(Ip, | X(B(v,k))) la esperanza
condicional dada la configuracién en la bola B(v,k) = {w € V : §(v,w) < k}.
Sabemos que:

Ji s = T

P, c.s. (1.4)

n

porque B(v, ki) C B(v, ks) si ki < ko y ademés | J,.y B(v,k) =V (esto es consecuen-
cia del teorema de convergencia de martingalas [8] ver Feller). Sea {wy} C V tal que
d(v,wy) > 2k (una sucesién tal existe pues G es transitivo e infinito). Es claro que
I, 1 tiene la misma distribucién que I, , ; porque G es transitivo y X es invariante
por automorfismos (en particular hay un automorfismo que manda v en wy) por ten-
er como distribucién una medida producto. Se deduce entonces de (1.4) que I, 4, &
converge en probabilidad a Ip, (la convergencia en probabilidad sélo depende de la
distribucién). Tenemos entonces que:

lim Pp(]n,wk,k = ]n,v,k = ]Dn) =1. (15)
k—o0
Pero por construccién I, , i € Iy ., 1 Son independientes pues dependen unicamente
de la configuracion en las bolas B(v, k) y B(wg, k) que son disjuntas.

kh’m Py(Inwe ke = 1, Inwi = 0) = Py (Dy) (1 = Py(D,,)) > 0
Pero esto contradice (1.5), y por lo tanto el supuesto (1.3) debe ser falso, probando
que N es constante c.s.
Falta probar que esta constante solo toma valores en {0, 1,00}, supongamos en-

tonces que:
P,(N=n)=1lconneNyn>2. (1.6)

Fijemos un vértice v € V. Como G es conexo, existe k tal que B(v, k) interseca
a los n clusters infinitos. Hagamos ahora un argumento de modificacién local: con-
sideremos X' € {0,1}¥ donde modificamos la configuracién en B(v, k) poniendo
X'(e) =1 Ve € (B(v,k)) pero entonces X' tiene un tnico cluster infinito (porque
los conectamos todos). Entonces, P,(N = 1) > 0 lo que contradice (1.6), por lo tanto
N debe ser 0,1, o oc. Il

Observacion. No podemos deshacernos del caso infinito con este argumento pues al
tomar B(v, k) nunca serd posible intersecar a los infinitos clusters, a lo sumo podremos
juntar una cantidad finita de ellos.

El teorema de Newman y Schulman es la piedra fundamental y el primer resultado
sobre clusters infinitos en grafos generales. El resto de la monografia se centra en
analizar las distintas posibilidades que deja abiertas el teorema, en particular ver
si pueden existir o no infinitos clusters, y tratar de caracterizar de alguna forma el
comportamiento de distintos grafos en la fase supercritica.
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La monografia consiste en una introduccion actualizada al problema de la unicidad
y la no-unicidad del las componentes conexas infinitas para los procesos de percolacion
en grafos transitivos.

Para el proceso independiente en L% la unicidad del cluster infinito es un resultado
clasico, mientras que en otros grafos transitivos la unicidad puede fallar. Las carac-
teristicas dominantes de los grafos en este contexto resultan ser la promediabilidad y
la no-promediablilidad, como veremos en los siguientes capitulos.
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Capitulo 2

Percolacién en reticulos (L%)

En este capitulo veremos algunos resultados béasicos para los reticulos ctibicos d-
dimensionales. Los reticulos fueron los primeros grafos donde se estudiaron los proce-
sos de percolacion, su interés proviene de que son modelos sencillos y ttiles de medios
aleatorios. Veremos algunos resultados clasicos y en particular vamos a probar que
existe un unico cluster infinito en la fase supercritico, este resultado lo probaremos
en el contexto mas general de los grafos promediables.

2.1. Valores criticos

Proposicion 2.1. La fase supercritica en L es trivial, o sea p.(L) =1

Demostracion. Veremos que 6(p) = 0 si p < 1. El evento de que el origen esté en un
cluster infinito en IL implica que o bien hacia los vértices negativos o bien hacia los
vértices positivos hay un camino infinito de aristas abiertas. Definiendo los eventos
A, ={0 < k} y By, = {0 < —k}, se tiene que Apy1 C Ag, Bry1 C By y Po(A4g) =
P,(Bx) = p* pues hay un tinico camino que conecta esos vértices y tiene largo k. Se
tiene que

{IC(0)] =0} C [ AU [ ) Bx

Entonces concluimos que

0(p) =P,(|C(0)| =00) < P, (ﬂ Ak) + Py (ﬂ Bk’)

k=1
< 21lim p* =0, sip <l

- k—oo

Lo que demuestra el teorema. Il
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Definicién 2.2. Sea G = (V, E) un grafo plano encajado en R?, el grafo dual G* =
(V*, E*) es el grafo cuyo conjunto de vértices es el conjunto de caras de G y dados
x,y € V* (z,y) € E* siy solo si las caras « e y comparten una arista de FE.

Dado X un proceso de percolacién en G de parametro p. El proceso de percolacion
dual X* en G* se define de forma que e* esta abierta si y solo si e esta cerrada, es
claro que X™ es un proceso de parametro 1 — p.

Ejemplo. 1.? es isomorfo a su dual: Podemos ver a (L?)* encajado en R? poniendo
un vértice en el medio de cada cara de L2, nos queda asi que el dual no es mas que
el grafo original trasladado por el vector (3, 3) en R?. (IL?)* consiste en un vértice v
correspondiente a cada cara de L%, es decir a cada cuadrado [z, z + 1] x [y, y + 1] con
x,y € Z, tomamos como v = (x + 1/2,y + 1/2). Luego tiene aristas e* que unen los

vértices correspondientes a las caras que estdn separadas por la arista e.

o o o o
o o o o
R Bt B e S B

Figura 2.1: .2 y su grafo dual encajados en R?

Teorema 2.3. En L% = (Z% E?) vale 0 < p.(LY) <1 sid > 1

Demostracion. Como L4 es un subgrafo de L9 se tiene que p (L) < p.(IL%), luego
bastara probar que p.(L%) > 0 si d > 1, y que p.(L?) < 1. Probaremos que 6(p) = 0
para p cercano a 0y 6(p) > 0 si p esta cerca de 1.

Lo primero es consecuencia de un argumento de conteo de caminos, en L9 el
nimero de caminos simples (que no repiten una misma arista) de largo n que parten
del origen estd acotado por: 2d(2d — 1)"~! (basta observar que la primer arista se
puede elegir entre 2d y después en cada paso no se puede elegir la arista por la que
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llegue a ese vértice). La probabilidad de que al menos uno de esos caminos quede
abierto estd acotada por 2d(2d — 1)"~'p" (pues la probabilidad que un camino de
largo n esté abierto es p™). Pero 2d(2d —1)"~'p™ — 0 cuando n — oo si p < 57 Lo
que implica que la probabilidad 6(p) = 0 para p < 265;—1 pues si hay un cluster infinito
debe haber caminos de largo arbitrario.

De manera un poco mas formal, sea o(n) el nimero de caminos de L¢ que comien-

zan en el origen y tienen largo n. De lo anterior sabemos
o(n) <2d(2d —1)"! (2.1)

Sea N(n) la cantidad de estos caminos que estan abiertos. Cualquiera de ellos esta
abierto con probabilidad p", por lo que tenemos E,(N(n)) = p"c(n). Ahora si el
origen esta en cluster infinito hay caminos de todos los largos que comienzan alli,
luego

0(p) < B,(N(n) > 1) < E,(N(n)) = po(n) — 0.

Lo segundo basta probarlo para el caso d = 2 porque podemos ver una copia de L2
tomando como vertices Z2x {0}472 C Z? y con probabilidad positiva alli aparecersa un
cluster infinito. En el caso d = 2 tenemos la ventaja de poder usar dualidad pues L2 es
un grafo plano. Hay una correspondencia biyectiva entre las aristas de .2 y de su grafo
dual, pues cada arista de L2 es cruzada por una tinica arista del dual. Se define que
una arista en el dual esta abierta o cerrada dependiendo si cruza una arista cerrada
o abierta de L.? respectivamente, estd asignacién define un proceso de percolacién en
el grafo dual con pardmetro 1 — p. Supongamos que la componente conexa abierta
que contiene al origen es finita (ver figura 2.2 como ejemplo). Es claro que en este

Figura 2.2: Una componente finita y el circuito dual que la encierra
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caso el origen esta rodeado por un circuito de aristas abiertas en el dual que bloquean
los posibles caminos infinitos. El reciproco es valido también, si el origen esta en en
interior de un circuito abierto del grafo dual entonces la componente que contiene al
origen es finita. En resumen podemos afirmar que |C(0)| < oo si y solo si el origen
esta dentro de un circuito abierto del dual (para una prueba mas rigurosa ver [21,
386]). Procedemos ahora como en la primer parte de la prueba contando la cantidad
de circuitos cerrados en el dual. Sea p(n) la cantidad de tales circuitos de largo n.
Podemos estimar p(n) de la siguiente manera.

Cada circuito debe necesariamente pasar por algin vértice de la forma (k + %, %)
para algin 0 < k < n (pues como rodea al origen pasa por (k + %, %) para algin
k > 0 pero no puede ser k > n porque en ese caso tendria largo al menos 2n). Pero
un circuito tal contiene un camino simple de largo n — 1 comenzando en ese vértice.
Por lo tanto se tiene que

p(n) <no(n—1)

Llamemos M (n) al nimero de de tales circuitos que estan abiertos. Cada uno de
ellos tiene largo n tiene probabilidad (1 — p)™ de estar abierto.

Sea m un entero positivo. Definimos F},, el evento de que exista un circuito cerrado
del dual que encierra al cuadrado B(m) = {—m, ..., m}? y sea G,, el evento de que
todas las aristas de B(m) estén abiertas. Estos dos eventos son independientes pues
estdn definidos en términos de conjuntos disjuntos de aristas. Se cumple:

P,(F) <P, (Z M(n) = 1) < S (1-p)mo(n—1) (2.2)

n=4m n=4m

La primera desigualdad sale del hecho que, para que ocurra F;, necesariamente tiene
que haber un camino que encierra al origen de largo mayor que 4m (para que pueda
contener a B(m) en el interior).

De las desigualdades (2.2) y (2.1) se desprende, para el caso de L%, que dado que

la serie

2

1—p)" —-1< 1—p)"n3" ! < ip>=
> (1 —p)'no(n )_;( p)'n 0o sip>g

n=0

se tiene entonces que si p > 23mg > 0 tal que Y7, (1 —p)"no(n—1) < 3

Supongamos que ocurre G,, y no ocurre F,,. Esto implica que hay un vértice
v € 0B(m) que tiene un camino de largo infinito, o sea v < 0o. Si no fuera asi su com-
ponente conexa abierta deberia estar rodeada por un circuito dual. Cuando ademas
ocurre G,, se tiene que B(m) C C(0), pues el cuadrado B(m) tiene todas sus aristas
abiertas y entonces estd en la componente del origen (ver figura 2.3). Esto implica que
la componente que contiene al origen es infinita. Por lo tanto tenemos para cualquier
m > 0 que

9(]9) > IP>p<Gm N Frib) = Pp(Gm)Pp(Fm>a
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Figura 2.3: Un cuadrado no encerrado por un circuito dual

pues los eventos son independientes. Pero ahora si m > mg se tiene que
1
0(p) > ]Pp(Gm NEy) = ]P)p(Gm)]P)p(Fm) > §Pp(Gm) >0

Como esto vale para todo p > % se desprende que p.(L?) < %

2.2. Unicidad para grafos promediables

En esta seccion probaremos que hay un tnico cluster infinito para los procesos de
percolacién en la fase supercritica dentro de una familia grande de grafos.

Definicién 2.4. Sea G = (V,E) y W C V. Se definen 9pW C E el conjunto de
aristas con un vértice en Wy otroen V\ W,y oy W C W el conjunto de vértices que
son adyacentes a algin vértice en V' '\ W. Se dice que e € JgW es una arista frontera
de W y v € Oy W es un vértice frontera de W.
Definicién 2.5. Sea G = (V, E) un grafo infinito, la constante isoperimétrica (de
arista) de G es

o 10s(W)]
kp(G)= inf ———.
5(G) weprr(v) |W]|
Se dice que G es promediable si kg(G) = 0, si kg(G) > 0 se dice que G es no-

promediable.
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Observacion. Es natural definir la constante isoperimétrica de vértice:

Si los vértices de G tienen grado acotado, en particular si G es transitivo, entonces
kv (G) = 0 siy solo si ky(G) = 0. Entonces la promediabilidad es independiente de
cual usemos para definirla.

Ejemplo. Z¢ es promediable, basta tomar W,, = —n,...,n% y ver que
oW,
i 122l _
n—oo [,

Pues |[0pW,| = d(2n + 1)4 1 y [W,| = (2n + 1)%

Teorema 2.6 (Burton-Keane). Si G es un grafo transitivo y promediable, entonces
los procesos de percolacion independiente supercritica en G producen un unico cluster
nfinito.

Demostracion. Sea X un proceso de percolacién en G con p > p.(G). Por el teorema
de Newman-Schulman (1.23) basta descartar la posibilidad de que X produzca infini-
tos clusters infinitos. Podemos asumir que el grado de los vértices en G es al menos 3
pues de lo contrario G serfa isomorfo a . = (Z, E) donde hay un tinico cluster infinito
en la fase supercritica pues p.(IL) = 1.

Decimos que un vértice v € V' es una trifurcacion si

1. v esta en un cluster infinito
2. v es adyacente a otros 3 vértices exactamente

3. si quitamos v del cluster (ponemos sus aristas adyacentes en 0) dividimos el
cluster infinito C'(v) en 3 clusters infinitos disjuntos (y por lo tanto en ninguno
finito)

Supongamos que A es un conjunto finito de trifurcaciones pertenecientes al mismo
cluster infinito K. Decimos que un elemento de A es exterior si al menos dos de los
clusters que resultan de removerlo no contienen a ningtin otro elemento de A.

Afirmamos que A debe tener algin elemento exterior. Para probar esto elegimos un
elemento v; de A. Si v; no es exterior entonces por lo menos dos de los clusters que
obtenemos al quitar v; contienen otros elementos de A. Sean vy y v3 elementos en
estos distintos clusters, y consideremos v3. O bien vz es exterior, o de lo contrario
removerlo resulta en 3 clusters disjuntos de los cuales uno contiene a vy, vo luego debe
haber uno distinto que tenga otro elemento v, de A. De la misma forma para vy, o
bien es exterior, o removerlo resulta en 3 clusters uno de los cuales contiene a vy, vo, v3
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Figura 2.4: Una configuracién adentro de B(0,n) para G = IL? donde el origen es una
trifurcacion.

luego debe haber uno distinto que contenga a otro elemento de vs de A. Repetimos
este procedimiento hasta encontrar un elemento exterior, esto ocurre eventualmente
pues A es finito.

Afirmamos ahora que si A es un conjunto finito de trifurcaciones en un mismo cluster
infinito K, entonces remover todas ellas divide al cluster en al menos |A| + 2 clusters
infinitos disjuntos. Probamos esto por induccién en | A|. La afirmacién es obvia cuando

|A| = 1 por la definicién de trifurcacién. Asumamos que se cumple cuando |A| = j,
y sea A un conjunto con j + 1 trifurcaciones en el mismo cluster. Sea v un elemento
exterior de A. Quitemos todos los vértices de A\ {v}, por la hipétesis de induccién
esto divide el cluster infinito en j 4+ 2 componentes infinitas. Ahora quitamos v, como
es exterior esto genera al menos una nueva componente infinita.

Entonces un cluster infinito con j trifurcaciones en un subconjunto finito W C V
debe intersecar W en al menos j + 2 vértices. En consecuencia W no puede contener
mas de |OW|—2 trifurcaciones. Sea t la probabilidad de que un vértice v € W sea una
trifurcacion, y sea T'(W) el nimero de trifurcaciones en W. Como G es transitivo,
t no depende del vértice particular y por lo tanto E(T(W)) = |W|t. Por otro lado
T (W) esta acotado superiormente por [0W| — 2 luego tenemos que

oW — 2
< —.
W]

Pero como G es promediable el cociente a la derecha se puede hacer tan chico como
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L]

!

Figura 2.5: Las trifurcaciones marcadas son todas exteriores salvo u y v, se marcan
los vértices donde cortan el borde.

queramos eligiendo correctamente W. De forma que t = 0, esto es, la probabilidad
de que un vértice sea una trifurcacion es nula.

Para terminar la prueba, usamos el acoplamiento de modificacion local. Elegimos
X, X' € {0,1}¥ y C € Pp(E) como en la definicién 1.22. Supongamos por absurdo
que el nimero de clusters N = oo c.s. Podemos encontrar entonces un conjunto de
vértices W tal que con probabilidad positiva, al menos 3 de los infinitos clusters en
X intersecan W. Condicional a este evento, tenemos probabilidad positiva de elegir
C = Eyw donde Ey son las aristas con vértices en W.

Condicional a estos eventos, cada configuracion de X'(Ey ) tiene probabilidad posi-
tiva. Es facil ver que alguna de ellas consiste en tres caminos simples disjuntos que
salen de un mismo vértice v € W y cada uno se conecta con uno de los clusters infini-
tos. Si ocurre esta configuracién en X'(Ey ), entonces el vértice v es una trifurcacién
para X'. Luego v tiene probabilidad positiva de ser una trifurcacion, es decir ¢ > 0,
lo cual es una contradiccién. Luego, no puede ser N = oc. O]
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2.3. La probabilidad critica en L2

2.3.1. Auto-dualidad

A lo largo de esta seccién y la siguiente vamos a trabajar con “cruces abiertos de
rectangulos” un concepto estandar de los procesos de percolacién en grafos planos.
Vamos a identificar un rectangulo R = [a,b] X [c,d] donde a < by ¢ < d son enteros,
con el subgrafo inducido de I.?. Este subgrafo contiene a todos los vértices y las aristas
en el interior y el borde de R. Sia —b =k y d — ¢ = [ entonces decimos que R es un
k x [ rectangulo.

Denotaremos por H(R) el evento de que ocurra un “cruce horizontal” en R, es
decir un camino desde el lado izquierdo hasta el derecho que consiste inicamente en
aristas abiertas de R, para evitar complicaciones con ciertos detalles no permitimos
que los caminos utilicen las aristas del borde de R. De forma anéloga denotamos
V(R) al evento de que exista un “cruce vertical” de R.

Observamos que si R y R’ son rectangulos disjuntos entonces cada uno de los
eventos H(R), V(R) es independiente de H(R') y V(R').

El dual horizontal, o simplemente el dual, de un rectangulo R = [a,b] X [¢,d] es
el rectangulo R" = [a + 1/2,b—1/2] x [¢c — 1/2,d + 1/2] en (L?)*, (ver figura 2.6).
Definiendo el proceso de percolacién dual en (IL?)* donde e* esta abierta si y solo si e
estd cerrada, denotamos V*(R") al evento de que ocurra un cruce vertical de R" por
aristas abiertas de (IL?)*.

A

Q Q % @ % @
D
ERSREN SR
¢ ———=o E *——+o E ® E ®
B e R R ok
90— ¢ —¢ 0 o
T
L ¢ ¢ o ¢ L o i o
B e e o B
[ SHEEEY Y S S S S-_——
E2RSEaEERS!

...... . R E = i ® E ® >
.0 o0 o b6 o 0

Figura 2.6: Un rectangulo 6 por 7 y su dual horizontal.
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El siguiente lema es clave para estudiar los procesos de percolacién en 2. Muchas
veces se considera “obvio” y no se da una prueba formal del mismo. A pesar de que
el resultado es obvio no es trivial de probar, sin embargo se puede hacer una prueba
relativamente corta y con uso de algunas consideraciones topoldgicas elementales.
Para ver una prueba puramente topoldgica basada en el teorema de la curva de
Jordan ver el trabajo de Kesten [20].

Lema 2.7. Sea R un rectdngulo en 1L.2. Entonces cualquiera sea el estado de las
aristas de R, ocurre uno de los eventos H(R) o V*(R").

Demostracion. Para evitar fracciones en esta prueba pensemos a L2 con sus vértices
en (0,2)+47Z? y (L?)* con vértices en (2, 0)+4Z?. Sea R con vértices en {(4i,4j +2) :
0 <i<kO0<j<1l—1} de forma tal que el conjunto de vértices de R" es
{(4i 4+ 2,47) : 0 <i < k—1,0 <j <I}. Las aristas abiertas de R forman un grafo
G vy las de R" otro que denotamos G". Queremos probar que o bien G tiene un cruce
de izquierda a derecha, es decir un camino de un vértice (0,45 + 2) a un vértice
(4k,4h + 2), o de lo contrario G" contiene un cruce de arriba hacia abajo, pero no
ocurren ambos.

4

® ® ° ° ° °
o OIQ———— o o
. e ° ° °
'
—o
L o
0
. ®
o
® ®
o

Figura 2.7: Un cruce vertical en el dual, no permite que haya un cruce horizontal en
el rectangulo original.

Para probar esta afirmacién, podemos asumir que G contiene todas las 2(I — 1)
aristas en los lados izquierdo y derecho, y G* contiene todas las 2(k — 1) aristas en el
lado de arriba y de abajo, como en la figura 2.8. Notar que G' y G" son grafos planos
y que cada arista es un segmento de largo 4.

Vamos a construir un tercer grafo, M, que va a estar en el “medio”, entre G y G".
Sea Ry el 2k x 21 rectangulo con vértices en {(20+1,2j4+1) : 0<i<2k—1,0<j <
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Figura 2.8: Los grafos G (circulos negros y lineas sélidas) y G" (circulos blancos y
lineas punteadas), y parte del grafo orientado M (pequenos circulos y flechas). La
parte de M dibujada incluye el camino P y un ciclo.

2l—1}, y sea M el subgrafo de Ry, formado por las aristas que no cruzan ni una arista
de G ni una de G". Orientamos cada arista de M de forma tal que G esta a la derecha
y G" a la izquierda. Entonces cada vértice de M tiene exactamente una arista que le
llega y una que sale de él, a menos de cuatro vértices de grado uno x,y, z, w como en
la figura 2.8. Entonces la componente conexa de x en M es un camino P que termina
en y o en w. Si P termina en w entonces las aristas de G a la derecha de P forman
un camino de izquierda a derecha (ver figura 2.8), y si P termina en y entonces las
aristas de G" a la izquierda de P forman un camino que cruza de arriba hacia abajo.
Como cualquier subgrafo conexo que alcance ambos lados de un rectangulo incluye
a un camino que hace lo mismo entonces probamos que al menos uno de los eventos
H(R) o V*(R") ocurre.

Que H(R) y V*(R") no pueden ocurrir ambos es inmediato del teorema de la curva
de Jordan, sin embargo, solo la parte facil del teorema es necesaria. Si el camino
P termina en w entonces P puede ser completado a una curva cerrada simple P
volviendo a x desde w por encima de R". Esta curva gira una vez alrededor de
cualquier vértice del lado de arriba de R", y ninguna vez alrededor de los vértices
de abajo. Como el niimero de giros de P es constante fuera de P, cualquier camino
de arriba hacia abajo en G debe cruzar a P, y por lo tanto cortar a una arista de
M, contradiciendo la definiciéon de M. De forma andloga, si P termina en y no hay
ningtn camino de izquierda a derecha en GG completando la prueba. Il
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Como las aristas de (IL?)* estdn abiertas independientemente con probabilidad
1 — p, el lema anterior tiene el siguiente corolario inmediato sobre rectangulos en el
reticulo original IL2.

Corolario 2.8. Si R es un k por | — 1 rectdngulo en L. y R es un k — 1 por 1
rectdngulo, entonces
P, (H(R)) +Pi_p(V(R) = L

Si k=1 =n+1, entonces R' is R rotado 90 grados. Entonces P,(H(R)) =
P,(V(R')), y este corolario implica el siguiente resultado que es una consecuencia
fundamental de la auto-dualidad de L2.

Corolario 2.9. Si R es un n+ 1 por n rectingulo entonces Py,5(H(R)) = 1/2. Por
lo tanto si S es un cuadrado n X n, se tiene

P1/2(V(S)) = P12(H(S)) = 1/2.

Es facil pensar que el corolario anterior muestra que p.(IL?) = 1/2. Aunque la
auto-dualidad es la “razén” por la cual esto ocurre, una deduccion rigurosa esta lejos
de ser facil, y tomo 20 anos en lograrse.

2.3.2. El teorema de Harris

En esta seccién probamos el resultado de Harris de 1960 que 0(1/2) = 0 para L2
y por lo lo tanto p.(IL?) > % Las técnicas son considerablemente mas faciles que las
originales de Harris. La estrategia de prueba es la de Russo, Seymour y Welsh. Sin
embargo la prueba del resultado intermedio es considerablemente mas corta y se basa
en un trabajo de Bollobas y Riordan [5].

Lema 2.10. Sea R = [0, m] % [0,2n] con m > n un m por 2n rectingulo. Sea X (R) el
evento de que existan caminos abiertos Py y Py, tales que P cruza S = [0,n] x [0,n]
de arriba hacia abajo, y Py une (dentro de R) algun vértice de Py con algin vértice

del lado derecho de R. Entonces P,(X(R)) > P,(H(R))P,(V(S5))/2.

Demostracion. Supongamos que ocurre V' (.S), luego hay un camino P de aristas abier-
tas que cruza S de arriba hacia abajo. Notemos que cualquier camino de esas carac-
teristicas separa S en dos regiones, una a la izquierda de P y otra a la derecha. La
prueba del lema 2.7 muestra que cuando ocurre V(S) se puede definir el camino P
de mas a la izquierda, 1v(5), de forma tal que el evento {Iv(S) = P} no depende de
las aristas a la derecha de P;. Es facil ver que para cualquier camino posible P; de
lv(S) se tiene:
P, (X(R)| Iv(S) = Pt) > P,(H(R))/2
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Figura 2.9: Un rectangulo R y un cuadrado S, dibujados con caminos cuya presencia
como caminos abiertos implica X (R).

Para esto sea P el camino (no necesariamente abierto) formado por la unién de P; y
su simétrico P| respecto al eje y = n (ver figura 2.9). Este camino corta [0,n] x [0, 2n]
de arriba hacia abajo. Con probabilidad (no-condicional) P,(H(R)) hay un camino
P; de aristas abiertas que cruza R de izquierda a derecha, este camino debe cortar
a P. Por simetria la probabilidad de que un camino asi corte a P en un vértice de
Py es al menos P,(H(R))/2. Entonces el evento Y (P;) de que exista un camino Ps
en R a la derecha de P que una algin punto de P; con el lado derecho de R tiene
probabilidad al menos P,(H(R))/2. Pero Y (P;) depende solamente de las aristas a
la derecha de P. Todas éstas estdn a la derecha de P; en S. Como los estados de las
mismas son independientes de {lv(S) = P, }, tenemos que:

P, (Y (P)[v(S) = Pr) = By (Y (F1)) > P, (H(R))/2

Pero lv(S) = P, y Y (P;) implican X (R), luego tenemos que P,(X(R)|1v(S) = P,) >
P,(H(R))/2. Finalmente, como el evento V' (S5) es una unién disjunta de eventos de

la forma {Iv(S) = P} concluimos que P, (X (R)|V(S)) > P,(H(R))/2. O

Corolario 2.11. Sea p > 1 un entero. Entonces existe una constante c(p) > 0 que
depende unicamente de p tal que para cualquier rectangulo R de tamano 2pn por 2n
se tiene P19 (H(R)) > c(p).

Demostracion. Denotemos hy,, a Py/o(H(R)) donde R es un rectdngulo de tamano
m por n, afirmamos que para m > n se tiene hoy_pon > hfn72n/25. Si aplicamos la
desigualdad reiteradas veces comenzando de hgy, 2, > 1/2 (por el corolario 2.9) se
obtiene el resultado. Para probar la afirmacién consideremos los rectangulos R =
[0,m] x[0,2n] y R = [n—m,n]z]0,2n] y el cuadrado S = [0, n] x [0, n] en su intersec-
cién como se ve en la figura 2.10. Sean E; = X (R), E5 es el evento correspondiente
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RI

Figura 2.10: Los rectangulos R y R’ con el cuadrado S en su interseccién. Los caminos
dibujados muestran que ocurre X (R) asi como su reflejo en R'. Si H(S) ocurre en-
tonces también ocurre H(RU R’).

para R’ (es decir reflejado horizontalmente) y E3 = H(.S). Si todos ellos ocurren en-
tonces ocurre H(RU R'), basado en el hecho de que cualquier camino horizontal en S
corta a cualquier camino vertical (ver figura 2.10). Pero los E; son eventos crecientes
por lo tanto por la desigualdad FKG (teorema 1.15) se tiene

Pijo(H(RUR')) > Py j2(E1)P1jo(Es)Pyjo(Es) = ]Pl/g(X(R))2HD1/2(H(S)).

Por el corolario 2.9 tenemos Py/5(V(S)) = Py/2(H(S)) > 1/2. Aplicando el lema
anterior (2.10) se sigue que

Pip(HRUR) > IED1/2(H(R))219)1/2(‘/(5))219)1/2(]1’(5))/4
> Bua(H(R)?/2
Esto prueba la afirmacién y por lo tanto el corolario. Il

Teorema 2.12 (Harris). Para los procesos de percolacién independiente en 12 se
tiene que 6(1/2) = 0.

Demostracion. Sea ¢ = ¢(3) la constante dada en el corolario anterior (2.11) Por
la desigualdad FKG (teorema 1.15), si colocamos cuatro rectangulos de dimensiones
6n por 2n, de forma tal que formen un “anillo cuadrado” como en la figura 2.11,
como los cruces son eventos crecientes entonces con probabilidad al menos ¢* todos
los rectangulos contienen un camino que los cruza en el sentido largo. La unién de
cualquiera de estos caminos contiene a un ciclo que rodea al centro del anillo (ver
figura 2.11). Para k > 1 sea Aj el anillo cuadrado centrado en el origen con radio
interior 4* y exterior 3 x 4. Entonces los A (incluyendo sus fronteras) son disjuntos.
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/D

Figura 2.11: Cuatro rectangulos formando un “anillo cuadrado”.

Usando la independencia de regiones disjuntas, en p = 1/2 la probabilidad de que el
punto (1/2,1/2) no este rodeado por un ciclo de aristas abiertas es por lo menos

o0 o0
HIP’l /2(Aj no tiene un ciclo abierto) H (1—ch
k=1 k=1

Por lo tanto, si p = 1/2, la probabilidad de que (1/2,1/2) este en un cluster abierto
infinito del grafo dual es cero. De forma equivalente, si p = 1/2 la probabilidad de
que el origen pertenezca a un cluster abierto infinito es 0. Es decir 6(1/2) = 0. O]

2.3.3. El teorema de Kesten

En la prueba del siguiente lema hacemos uso de una técnica llamada el “truco de
la raiz cuadrada” por Cox y Durrett. La idea es la siguiente: Si Ay, As, ..., A, son
eventos crecientes y equiprobables, entonces

RN

> H P,(A por la desigualdad FKG

2 (1 P, (A1)™,
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De donde se desprende que

m 1/m
== fion,(Ua)] 29

Lema 2.13 (Russo-Seymour-Welsh). Sea S un cuadrado de lado 21 si P,(H(S)) =7
entonces

Py(H(R)) = (1-v1-1)°

donde R es un rectdngulo de lados 3l y 2I.

Demostracion. El objetivo es construir un cruce de izquierda a derecha del rectangulo
R usando cruces abiertos de cuadrados de lado 2l. Consideramos S = [0, 2] x [0, 2{]
y 8" = [1,3l] x [0,2l], de forma tal de que R = SUS" = [0,3!] x [0,2]. Sea Ep =
{Ih(S) = P} el evento de que el camino P sea el cruce de mas abajo de izquierda
a derecha en S. Llamamos P,, a la porcién del camino P desde la ultima vez que
alcanza [ x [0, 2[] hasta que alcanza 2l x [0,2l]. (la linea gruesa en la figura 2.12).
Sea P, el camino simétrico de P, respecto al eje 21 x [0, 2] (la linea punteada en la
figura 2.12). Sea A(P) la regién de S” que esta estrictamente por encima de P, U P,.
Sea B(P) la regién de S estrictamente por debajo de P (la regién rayada en la figura
2.12). Definimos el evento Fp de que haya un camino del lado de arriba de S" que
conecte con P, en A(P)\ B(P), observemos que esta definiciéon permite usar aristas
de P. Sea GG la union de Ep N Fp sobre todos los caminos P tales que P, comienza
por debajo de [0, 2] x [ (como el dibujado en la figura). Sea H el evento de que ocurra

S S/

m -y

Figura 2.12: Los cuadrados S y S’ formando un rectdngulo, el camino P, P,, y Py, y
un camino que conecta el lado de arriba de S’ con P, en A(P).

un cruce de izquierda a derecha en S’ que comience encima de [l,3l] x . No hay un
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camino de este tipo dibujado en la figura 2.12, pero es facil observar dibujando un
camino tal, que en G N H hay un cruce de izquierda a derecha de R. Para probar el
lema entonces es suficiente probar que

P,(GNH)>(1-v1-1)%

Lo primero que hacemos es notar que por la desigualdad FKG (teorema 1.15) como
G y H son crecientes tenemos que P,(G N H) > P,(G)P,(H). Para acotar P,(H)
usamos el “truco de la raiz cuadrada” con H y H' que se define igual que H pero que
comience por debajo del punto medio, estos eventos son equiprobables y su union es
H(S) por lo tanto se desprende que

P,(H)>1—-+V1-—T.

Para acotar P,(G) escribimos
Py(G) = ZPP(EP NFp) = ZR)(EP)PP(FP’EP)v
P P

y denotamos por F), al evento de que haya un camino del lado de arriba de S’ que
conecte con P, en A(P), entonces

Pp(Fp|Ep) = Py(Fp) > Py(Fp). (2.4)
Aqui estamos usando dos cosas:

= Ep es medible con respecto a los sitios en B(P) = B(P) U P pues justamente el
camino de mas abajo es independiente de lo que pase arriba, solo depende de
las aristas que estan por debajo.

= La presencia de P que es abierto hace mas probable que exista la conexion
que estamos buscando pues es un evento creciente, y asegurar que existe P es
asegurar aristas abiertas.

Con la ecuacion (2.4) establecida lo que queda es sencillo, dos aplicaciones del “truco
de la raiz cuadrada” alcanzan para terminar la prueba. Se puede definir un evento
simétrico a F}, que en lugar de conectar el lado de arriba de S’ con P, se conecte con
P,. Es claro que si ocurre V(S’) ocurre la unién de estos dos eventos, pues cualquier
camino de arriba hacia abajo debe cortar P,, U P,, como PV (5")) = 7 se tiene

P,(Fp)>1—+vV1—r.
Por 1ltimo para terminar la prueba veamos que

> Py(Ep)=1-Vi-T.
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Esto es porque la suma es sobre los caminos P cuyo tltimo cruce de la recta [x[0, 2{]
ocurre por debajo de la mitad, como los Ep son todos disjuntos >, P,(Ep) = P,(E™)
donde E* y E~ son los eventos de que el cruce horizontal mas bajo de S corte a la
recta [x[0, 2[] por debajo o por encima de la mitad. Pero entonces aplicando el “truco
de la raiz cuadrada” se tiene lo que queriamos. Juntando todas las desigualdades se
obtiene

Po(H(R)) = Po(GNH)=P,(G)P,(H)
> (1=v1=7)) P,(Ep)P,(Fp|Ep)
> (1-VI-7) PZPp(EP)
> (1-Vi-7) P
Lo que termina de probar el teorema. O

El siguiente lema es la clave para probar el teorema de Kesten. El hecho de que
este resultado no es trivial se puede observar de que a pesar de que se sabia que este
lema implicaba la existencia de clusters infinitos, nadie pudo completar la prueba por
varios anos hasta que Kesten termino el problema.

Lema 2.14. Sip > 1/2, y S, es un cuadrado de lado n, entonces P,(H(S,)) — 1
cuando n — 00.

Demostracion. La herramienta clave para este lema es la formula de Russo (teorema
1.18). Vamos a aplicarla al evento H(S,,) para n suficientemente grande y probaremos
que si p > 1/2, no puede ser P,(H(S,)) < 1 — ¢ porque la derivada es grande con lo
que llegaremos a una contradiccién.

Recordemos la ecuacion (1.2) de la observacion posterior a la formula de Russo,
para abreviar la notacion sea

P,(H(S,)) = P o(H(S,)) exp ( /1 ; %EP(N(H(Sn))]H(Sn))dp) sip>1/2.

Luego el lema se reduce a probar que E,(N(H(S,))|H(S,)) — oo cuando n — oo.
Para hacer esto tenemos que encontrar una cantidad grande de aristas esenciales,
la idea de Kesten fue mirar al cruce horizontal mas bajo. El evento {lh(S,) = P}
depende unicamente de las aristas por debajo de P por lo tanto si condicionamos a
este evento, la distribucion de la configuracion por encima de P no se ve afectada.
En la regién por encima de P buscamos camino abierto en el dual que conecte
el lado de arriba hasta alcanzar a P, sea () un camino tal. La arista e en la que se
alcanzan P con @) es esencial para H(S,) (ver figura 2.13). Es decir cualquier arista
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que tenga una conexién abierta en el dual al lado de arriba de S,, es esencial, pues P
es el cruce de mas abajo y la presencia de () implica que cualquier cruce horizontal
debe pasar por la arista e.

Figura 2.13: Las aristas que tienen un camino al lado de arriba en el cuadrado S son
esenciales.

Luego el nimero de aristas esenciales N(H(.S,)) es mayor que el nimero de aristas
tales que un extremo de e* se conecta con el lado de arriba en el proceso de perco-
lacién dual, sea D(e*) el evento asociado. Si definimos N(P) a la variable aleato-
ria que cuanta el nimero de aristas en P en las condiciones descritas, se tiene que
N(H(S,)) > N(h(S,)). Entonces se tiene lo siguiente:

E,(N(H(S)IH(S,) > E,(N(In(S,)H(S,))
> STB,(Ih(S,) = PIH(S,))E,(N(P)|I(S,) = P).

Donde la suma es los caminos P que estdn en la mitad de abajo del cuadrado (a
priori seria todos los caminos posibles, pero nos va a ser tutil considerar solamente
estos caminos para buscar arcos luego). Ahora como N(P) = Y .p Ip(~) tenemos
que

E,(N(P)|1h(S = P,(D(e")|1h(S,) = P). (2.5)

ecP

Pero el evento {lh(S,) = P} solo depende de las aristas por debajo de P mientras
que D(e*) depende solo de la configuracién arriba de P (la existencia de un camino
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abierto en el dual desde el lado de arriba hasta P). Por lo tanto estos dos eventos
son independientes. Esto nos permite librarnos de la condicion {lh(S,) = P} en la
ecuacién (2.5), obteniendo entonces

E,(N(P)[Ih(S,) = P) = ) B,(D(e")).

ecP

Es claro que D(e*) es un evento decreciente, por lo tanto P,(D(e*)) es una funcién
decreciente con p, de donde entonces

E,(N(P)[1n(S,) = P) = By »(N(P).
Sustituyendo esta desigualdad en (2.5) y usando que

S B, (I(S,) = PIH(S,)) > By(H(R,)) = e(2) = 5,

donde R, es la mitad de abajo de S,, es un n/2 por n rectdngulo, y la constante viene
del corolario 2.11. Se obtiene entonces que

~

E, (N (H(S.0)|H(S,)) > minEy (N (P),

donde el minimo se toma sobre los posibles cruces més bajos que estén dentro de R,,.
Fijemos ahora el camino P, en la regién por encima de P buscamos un camino
abierto en el dual que conecte el lado de arriba hasta alcanzar a P en la mitad
izquierda de S, sea A el evento de que exista un camino asi, de estos caminos sea
Iv(A) el de mas a la izquierda. Py/5(A) > ¢(2) = 0 pues es un cruce vertical de un n
por n/2 rectdngulo (V;, la mitad de la izquierda de S, en el grafo dual).
El préximo paso para estimar las aristas esenciales es

~

Ei»(N(P)) > ZR/z(MA) = Q)E1/2(N(P)|Iv(4) = Q)
Q
> (5mé’nIE1 1(N(P)|Iv(A) = Q)

En lo que sigue fijemos (). La configuraciéon en la regiéon por encima de P y a la
derecha de @ es independiente de que estos sean los caminos de mas abajo y mas a
la izquierda respectivamente. Ahora buscamos arcos duales entre P* y () como en la
figura 2.13, pues las aristas de donde parten en P se conectan con el lado de arriba de
S, v por lo tanto son esenciales. Estos arcos se pueden completar a circuitos abiertos
en el dual alrededor del origen, de la prueba del teorema de Harris se desprende que
tales circuitos (que estan dentro de un “anillo cuadrado”) ocurren con probabilidad

A

positiva que denotamos 3. Finalmente se tiene que Eq/o(N(P)|Iv(A) = Q) > BC,,
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donde C,, es la cantidad de anillos disjuntos que pasan por la mitad de la derecha y
de arriba del cuadrado S, es claro que C,, — oo cuando n — oo. luego concluimos
que

~

Ep(N(H(S5))[H(S)) = dminEy (N (P))
> 42 min 1(N(P)|Iv(A) = Q)
> §268C, — o cuando n — oo.

Lo que demuestra el lema, una prueba mas detallada se puede encontrar en el trabajo
de Kesten [20]. O

Lema 2.15. Sip > 1/2, y R, es un rectingulo de lados 3n por n, entonces se tiene
P,(H(R,)) — 1 cuando n — oo.

Demostracion. Esto es una consecuencia sencilla de los lemas 2.13 y 2.14. Es inmedi-
ato ver que P,(H(R!)) — 1 donde R), es un 3n por 2n rectdngulo.

Pero entonces si ponemos dos de estos R} rectdngulos superpuestos en los dos
tercios centrales como en la figura 2.14 forman un 4n por 2n rectdngulo R?, se tiene

que B,(H(R2)) > B,(H(RL)* — 1.

/\\/\

Figura 2.14: Dos rectangulos que se cortan en el centro para formar un rectangulo
mas grande.

De forma andloga, si ponemos dos R? recténgulos pegados formando un 6n por
2n rectangulo R? se tiene P,(H(R3)) > P,(H(R?))*> — 1, lo que prueba el lema. [J

Teorema 2.16 (Kesten). Si p > 1/2 entonces ¥(p) > 0. Por lo tanto p.(IL?) = 1/2.

Demostracion. Sifijamos p > 1/2, sea i,, la probabilidad de que un 2n por n rectdngu-
lo tenga un cruce interno abierto. Notemos que i, es la probabilidad de que un 2n
por n — 2 rectangulo tenga un cruce horizontal abierto. Si escribimos s,, para la prob-
abilidad de que un cuadrado n por n tenga un cruce vertical. Como un cuadrado n
por n esta contenido dentro de un n por 2n rectangulo, s,, > i,. Si consideramos tres
2n por n rectangulos que se superpongan en dos n por n cuadrados como en la figura
(2.15) por la desigualdad FKG se tiene que un 4n por n recténgulo tiene un cruce
horizontal con probabilidad al menos 2s2. Si ponemos dos de estos rectangulos lado
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N A4

Figura 2.15: Tres 2n por n rectangulos y dos n cuadrados, dibujados con caminos que
garantizan a un cruce horizontal de su union.

a lado para formar un 4n por 2n rectangulo, los eventos de que cada uno tenga un
cruce horizontal interno son independientes pues dependen de un conjunto disjunto
de aristas. Por lo tanto

in 21— (1—ipsy)® 21— (1—17)° (2.6)

pues si alguno de los dos tiene un cruce entonces el rectangulo grande también tiene
un cruce.

Si escribimos 4,, como 1 — € de la ecuacién 2.6 se obtiene que isn > 1 — 25¢2 que
vale al menos 1 —¢/2 si ¢ < 1/50. Por el lema A.6 existe un n tal que 4, > 0,98
(Si n > 6 entonces un cruce de un 3(n — 2) por n — 2 rectangulo fijo incluye un
cruce interno de un 2n por n rectangulo fijo). Se sigue que ik, > 1 — 2’“/50 con esto
podemos construir un cluster infinito de la siguiente manera, para k € N sea R; un
rectdngulo de vértice inferior izquierdo en el origen y de dimensiones 2Fn y 28+ in,
donde el lado mas largo es vertical si k es par, y es horizontal si k es impar (ver figura
2.16). Sea EJj, el evento de que Ry tenga un cruce abierto en el sentido largo. Notar

R,

Figura 2.16: Los rectangulos Ry a Rs (Ry sin etiquetar) dibujados con caminos abier-
tos correspondientes a los eventos Ej.
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que dos cualesquiera de estos cruces de Ry y Rj.1 se deben intersecar. Por lo tanto
si todos los Ej ocurren entonces existe un cluster infinito abierto. Pero

D P(Ep) <> 2/50<1,
k>0 k>0

pero entonces
U(p) > P, (U Ek> > 0.
k>0

Juntando este resultado con el teorema de Harris queda probado que p.(IL?) = 1/2.
O
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Capitulo 3

Percolacion en arboles (T)

En este capitulo estudiaremos los procesos de percolacion sobre arboles. En el
capitulo anterior, llegamos a establecer la unicidad del cluster infinito en L¢ v més
en general en cualquier grafo transitivo y promediable. Es natural preguntarse has-
ta donde se puede extender este resultado. ;Quizas a todos los grafos conexos? La
respuesta es no, aun cuando nos restringimos a los grafos transitivos.

Para estudiar un caso que presenta un fenoémeno bastante distinto a los reticulos vy,
en particular, acercarnos a responder parcialmente la pregunta anterior, estudiaremos
como se comportan los procesos de percolaciéon en arboles.

Definicién 3.1. Sea G = (V, E) un grafo, Se dice que G es un arbol si es conexo y
no contiene ciclos.

Definicién 3.2. Llamamos arbol regular de orden d > 2 al unico grafo, que denota-

mos Ty, infinito y conexo, que no tiene ciclos y para el cual todos los vértices tienen

grado exactamente igual a d 4+ 1 (o sea hay d + 1 aristas que salen de cada vértice).
Ty = (Vy, Ey) los conjuntos de vértices y aristas son:

Ey={(z,y) € Vax Vg : x~'y = a; para algtin i}.

Proposicion 3.3. T; no es promediable.

Demostracion. Sea W C Vy es un conjunto finito, consideremos W71, ..., W} las com-
ponentes conexas de W en Ty, entonces el siguiente lema implica que

|0gW;| > (d — 1)|W;] paratodoi=1,... k.

Como ademas es claro que
k k
(W= Z Wil vy |0sW]= Z |OWil,
i=1 i=1

44



Percolacién en arboles (Ty)

Figura 3.1: Una regién del grafo Ts.

se tiene lo siguiente:

0sW] _ 31, 10sWil - Yiad=DIWi| _ (@d=Diw|

= = =d—-1>1
W] W] W] W]
De donde se desprende que
o [0s(W))]
ke(Ty) = inf ——>d-—1>0.
E< d) WePr(Vy) ’Wl
Luego T, no es promediable. O]

Lema 3.4. Si W C Vy es un conjunto finito y conexo en T4, entonces |0gW| >
(d—1)|W]|

Demostracion. Sea |W| = n. Como (W) esta incluido en Ty y es conexo entonces
(W) es un arbol. Comencemos por probar lo siguiente: Eziste al menos un vértice de
grado 1 en (W).

Consideremos un procedimiento iterativo. Considero un vértice cualquiera v; en
Wy sea Vi = {v1}. Si vy tiene grado 1, encontré el vértice buscado, de lo contrario
tiene grado al menos 2, por lo tanto se conecta con dos vértices de W. Sea vy € W\ 'V}
uno cualquiera de ellos, y sea Vo = V3 U {vy}. Si vy tiene grado 1, encontré el vértice
buscado, de lo contrario se conecta con al menos dos vértices de W, al menos uno
de ellos no esta en Vo = {v1}. Sea vz € W\ V, un vértice tal, y sea V3 = Vo U {v3},
observemos que (V3) es conexo. En general en el paso k-ésimo, si vy, tiene grado 1,
encontré el vértice buscado, de lo contrario se conecta con al menos dos vértices de W,
al menos uno de ellos no estd en Vj, pues sino (W) tendria un ciclo ya que (Vi) y v; ya
se conecta con vy_1 € Vj. Sea vy € W\ V4 un vértice tal)y sea Vi1 = Vi U {vgs1},
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observemos que (Vj41) es conexo. Este procedimiento debe terminar antes del paso
n-ésimo, pues de lo contrario V,, = W pero v,, se conecta con un vértice que no esta en
V., lo que es absurdo.

La prueba del lema es por induccién en n el tamano de W. Si W = {w} entonces
|0OgW| =d+ 1> (d—1)|[W|. Si |IW| = n sea w un vértice de grado 1 en (W), se
tiene que |OgW| = |0gW \ {w}| +d — 1 pues w tiene d aristas frontera, y OgW \ {w}
incluye a la arista que conecta a w con algun otro vértice en W. Pero ahora por
la hipdtesis inductiva |[0pW \ {w}| > (d — 1)|W \ {w}| ya que W \ {w} es conexo.
Entonces concluimos que

|0gW| > (d— )W\ {w} +d—1=d-1)(|W|-1)+d—-1=(d—1)|W]|,
lo que demuestra el lema. Il

Observacion. Si u,v son vértices distintos de un arbol, entonces hay un tinico camino
que los conecta. Pues como G es conexo, existe al menos un camino en G que conecta
a u y v. Si hubiera méas caminos de este tipo, por medio de dos de ellos se forma un
ciclo recorriendo un de u a v y el otro en sentido contrario (y eliminando las aristas
consecutivas opuestas), pero G no tiene ciclos.

Esta observacion da la idea intuitiva de que no puede haber un tnico cluster
infinito, cualquier arista e = (v,w) que removamos del cluster infinito, separa el
cluster en dos componentes conexas. Para que solo una de estas componentes sea
infinita se tiene que dar que v < oo a través de w (o al revés).

Proposicion 3.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un grafo:

1. G es un drbol.

2. G es conexo, pero si se elimina cualquiera de sus aristas G queda desconectado
en dos subgrafos que son drboles.

3. G no contiene ciclos y si u,v € V con (u,v) ¢ E entonces el grafo que se
obtiene de anadir la arista (u,v) a G tiene precisamente un ciclo.

Demostracion.

(1 = 2): Si G es un arbol, es conexo. Sea e = (u, v) cualquier arista de G. Entonces
si G — e es conexo, existen al menos dos caminos de u a v, pero esto no puede ocurrir.
Por lo tanto G — e es disconexo y podemos separarlo en la componente conexa de u
y la de v que son arboles pues si tuvieran algtin ciclo seria un ciclo de G.

(2 = 3): Si G contiene un ciclo sea e una arista de este ciclo, entonces G — e
es conexo lo que contradice (2). Anadir la arista (u,v) genera exactamente un ciclo
pues como G es conexo ya existe un camino de u a v, el ciclo generado es este camino
seguido de la nueva arista.

Como referencia, estas equivalencias faciles se pueden leer con una demostracion
completa y otras propiedades elementales en [10]. Il
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3.1. Procesos de ramificacion

En 1873 Galton y Watson plantearon un modelo para explicar la desaparicién de
ciertos apellidos en Inglaterra. Su modelo es muy sencillo y como veremos guarda
estrecha relacién con los procesos de percolacion en arboles.

Comenzamos con una raiz, la raiz tiene Z; hijos, donde Z; tiene una distribucion
fija que esta enteramente descrita por las probabilidades p; = P(Z; = i), para ¢ > 0.
Cada hijo a su vez se reproduce independientemente con la misma distribucién y
asi sigue el proceso. Esto lleva a varias generaciones: denotaremos Z; el nimero de
elementos en la i-ésima generacion, y definimos Zy = 1, que se identifica con la raiz.

Solo una de dos posibilidades puede ocurrir: o bien la poblacién sobrevive para
siempre (Z; > 0 para todo i), o bien se extingue luego de un tiempo finito.

Definimos la funcién generatriz del proceso por:

fls)=> pst =E(s”),  s€[0,1].

Esta funcién de s contiene exactamente la misma informacioén que el vector (po, p1, - - - ).
La funcién f es creciente y convexa (pues s* es creciente y convexa y f es una
combinacién convexa de estas funciones), y tiene derivada creciente.
La funcion generatriz contiene toda la informacion sobre la distribucién. De hecho,
basta conocerla en un intervalo (a,b) arbitrario no importa qué tan chico. Podemos
recuperar las probabilidades extrayendo coeficientes por el desarrollo de Taylor en 0:

F®(0)
Y

De mayor utilidad es notar que f’(s) = E(Z;5%1); luego tenemos que f'(1) = E(Z;),
y derivando mas veces podemos obtener otros momentos de 7.

Intuitivamente deberia ser claro que la poblacién explota si la cantidad esperada
de hijos por elemento es mayor que 1, y que deberia extinguirse si es menor.

Un pardmetro importante (que se denomina el pardmetro Malthusiano) es la can-
tidad esperada de hijos.

m=E(Z) =) kp=f(1).

Probaremos que esta intuicion es correcta, el hecho de que una poblacién se extin-
ga 0 no esta determinado inicamente por el valor de m y no por las probabilidades py.

Teorema 3.6. Sea m =) - kpy la cantidad esperada de hijos de un elemento, con
pr # 1 para todo k.
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= Sim < 1, entonces con probabilidad tendiendo a 1 el proceso se extingue antes
de la n-ésima generacion (esto es Z, =0).

» Sim > 1 entonces existe un unico valor £ < 1 que verifica f(§) = & que es el
limite de la probabilidad de que el proceso termine luego de una cantidad finita
de generaciones.

Demostracion. Consideremos la funcién generatriz para la generacion n-ésima:
fa(s) =E(s™) € [0, 1]
n\S) = S ) S ’

Con esta notacion es claro que fi(s) = f(s) y que fo(s) = s. Vamos a relacionar f,
con f usando esperanza condicional. Para ellos sea Z,,_; el nimero de elementos en
la generacién n — 1. La cantidad de hijos estda dada por V(1) +---+V(Z,_1) y estas
variables son independientes e idénticamente distribuidas como Z;. Por lo tanto,

Juls) = BB, )
R(E(sV Vo7, )

anl
= E (H E(sv(j)|Zn_1)> (pues son independientes)

=
Vo)
N
N——
—~
T
=
D
wn
»n
)
=
a
[©@N
=
=
Q
Q
=
[}
=
@
==
0
—+
=,
on
E.
(oW
I
Z

= E(E(s%1)%-1)
= E(f(s)% ") = fu1(f(s)).

Luego probamos por induccién que f,,(s) = f™(s), la composicién n veces de f consigo
misma. Veamos qué conclusiones nos permite sacar este hecho, estudiando la dindmica
de f:]0,1] — [0,1] Nos interesa la probabilidad z,, de que el proceso termine antes
o en la n-ésima generacion, esto es

T = P(Zn = 0) = fu(0) = f"(0).

Probemos esto por induccién: x; = pg = f(0) ahora si z, = P(Z, = 0) = f*(0)
veamos el caso para n + 1:

Tp+1 = z:]ID(Z,hL1|Z1 = k)P(Z, = k)
k=0
= Yok = fl@) = F(F(0) = £(0)
k=0
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donde P(Z,11|Z, = k) = zF, pues tenemos k procesos independientes a partir de la
primera generacion.

No se puede extinguir el proceso si pg = 0; asumimos por lo tanto que 0 < py < 1
(ademads en el caso de py = 0 es claro que m > 1). Es claro que x,, es creciente, pues
en [0, 1] la funcién f es creciente y 1 = f(0) = po, luego zo = f(z1) > f(0) =z, y
por inducciéon x,1 = f(z,) > f(x,_1) = x,. Se desprende que x,, crece a un numero
¢ y que satisface:

§= /(&) (3.1)

Si u > 0 es una raiz de la ecuacién f(u) = u, entonces x; = f(0) < f(u) =uy
también por induccién x,1 = f(x,) < f(u) = u, lo que muestra que £ < u. Podemos
decir entonces que z,, tiende a la menor raiz positiva de la ecuacion (3.1). El gréfico

1 m<1 1 m>1
£(0)
I £(0)
n |
Py i
0 1 0 £ 1
(a) f(s) cuando m < 1 (b) f(s) cuando m > 1

Figura 3.2: La funcién f y los dos posibles comportamientos cuando iteramos f"(s).

de y = f(x) es convexo, luego a lo sumo corta a la diagonal y = x en dos puntos.
Sabemos que uno de ellos es © = 1, pues en ese caso f(1) = 1, por lo tanto la ecuacién
(3.1) puede tener a lo sumo una raiz 0 < £ < 1. Cuando existe tal raiz el cociente

f() = 1)
1—-¢

Luego por el teorema de valor medio existe un punto x € [¢, 1] tal que la derivada
f'(x) = 1. Se sigue de esto que una raiz £ < 1 de (3.1) puede existir solo si m =
f'(1) > 1 pues f es convexa. Por otro lado si m = f/(1) < 1 entonces

f() = f(x)

1—=x

=1.

<1 para todo x < 1
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y esto implica f(z) > z, o sea el grafico de f estd por encima de la diagonal y por
lo tanto (3.1) no tiene una raiz. Esto muestra que f tiene un punto fijo en (0,1) si 'y
solo si m = f/(1) > 1 y este punto fijo es tnico. O

Observacion. Veamos ahora que £ es la probabilidad de que el proceso se extinga, es

decir P({3n : Z, = 0}).

P{3n:2,=0}) = P ([]{ZZ = O})

- (o)

= lim P(Z, =0)=¢

n—oo

El valor 1—¢, se interpreta como la probabilidad de que el proceso que se prolongue
a infinito.
Podemos calcular también el tamano esperado de la n-ésima generacién. E(Z,,) =

f1(1): como fn(s) = f(fu-1(s)) tenemos que
Fo) = F(fara (W) fa (1) = f/(D) fr 1 (1) = mE(Zn—1)

Luego por induccién E(Z,,) = m™. Por lo tanto si m > 1 debemos esperar crecimiento
exponencial.

3.2. El principio de transporte de masa

Definicién 3.7 (Grafo de Cayley). Sea H un grupo numerable y S un conjunto finito
y simétrico (contiene a sus inversos) de generadores. Se define un grafo G = G(H, Hg)
cuyo conjunto de vértices es H, y (u,v) es una arista si existe un elemento s € S tal
que u = vs. El grafo G se llama grafo de Cayley (a derecha) de H.

Ejemplo. 1% = (Z4,E%) es un grafo de Cayley. Basta tomar como H = Z% y como
S ={ei, —€iti<i<d

Ejemplo. Ty es un grafo de Cayley. En este caso tomamos como grupo
H: <a0,...,ad’a3:...:a3:e>7

es decir el grupo con d + 1 generadores con la relacién de que todos sean inversos de
si mismos. Como conjunto de generadores tomamos a S = {ao, ..., a4}

Definicién 3.8. Dado G = (V, E),sim : V xV x Q — R* es una funcién invariante
bajo la accién diagonal de Aut(G), es decir m(u,v,w) = m(fu, fv, fw). Se dice que
m es una funcién de transporte de masa.
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cbe cac

Figura 3.3: Ty es un grafo de Cayley

Intuitivamente pensamos en m(u,v,w) como la masa que se transporta de u a v
cuando la configuracién es w.

Teorema 3.9 (El principio de transporte de masa). St G = (V, E) es un grafo de
Cayley, y X un proceso de percolacion sobre G, entonces la cantidad esperada de masa
transportada fuera de un vértice es igual a la cantidad esperada de masa transportada
dentro. Es decir que para todo vértice u:

EpZm(u,v,X) = EpZm(v,u,X)
veV veV

Demostracion. La prueba en este caso es bastante sencilla. Si v y v son vértices,
entonces también son elementos del grupo H ademads existe un tnico elemento h =
vu~! € H tal que v = hu. Entonces,

> Ey(m(u,v, X)) = Y E,(m(u, hu, X))

veV heH

Donde la tercera igualdad se deduce pues X es invariante por automorfismos de G.
En realidad el teorema vale para cualquier proceso invariante por automorfismos (no
necesariamente de percolacién independiente). Il
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3.3. Algunos resultados sobre clusters infinitos

Tenemos las herramientas prontas para estudiar la fase supercritica en los procesos
de percolacién sobre Ty.

Teorema 3.10. El valor critico vale p.(Ty) = 1/d, ademds si X es un proceso de
percolacion de parametro p = p., entonces X no contiene clusters infinitos c.s.

Demostracion. Probaremos que si p > 1/d entonces 0(p) > 0, y que si p < 1/d
entonces 6(p) = 0.

Si fijamos una arista e € Ey y consideramos sus dos extremos u,v € V; podemos
construir dos procesos de ramificacién independientes con raices u y v respectiva-
mente, simplemente definiendo que un vértice es hijo de otro si estan conectados por
una arista. Llamamos A y B al evento de que cada proceso de ramificacion sobreviva
respectivamente. Que el proceso de ramificacién que nace en el vértice u sobreviva

Figura 3.4: El grafo T, con una arista e marcada, y los vértices u y v raices de los
procesos de ramificacion.

(no se extinga) implica que u esta en un cluster infinito. La distribucién Z del proceso
es siempre una distribucién binomial, Z ~ Bin(d, p). Las probabilidades asociadas al
proceso de ramificaciéon valen

(Z)pk(l —p)"F sik<d

k p—
P {0 en otro caso
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Sea m = ZZ:D kpi. la cantidad esperada de hijos de un vértice, entonces m = pd pues
es la media de una variable binomial. Por el teorema 3.6 sabemos que si m > 1 se
tiene que el proceso de ramificacién sobrevive con probabilidad 1 — ¢ > 0. Luego se
tiene que si p > 1/d entonces m = pd > 1 y por lo tanto la probabilidad de que el
cluster de u sea infinito entonces cumple que

O(p) =P,(C(u) =00) >P,(A) =1-¢>0, sip>1/d.

Para la segunda parte necesitamos ambos procesos de ramificacién. Si el cluster
de w es infinito entonces o el proceso de ramificaciéon con raiz u sobrevive, o bien u
se conecta con v (es decir e que esta abierta), y el proceso de ramificacion con raiz v
sobrevive. Luego si p < 1/d entonces m = pd < 1 nuevamente por el teorema 3.6 se
tiene que los procesos se extinguen con probabilidad 1. Entonces se tiene que

0(p) = P,(C(u) = 00) < P,(A) +P,(B) =0, sip <1/d.
[

Teorema 3.11. Un proceso de percolacion de parametro p < 1 en Ty, cumple que el
numero de clusters infinitos en la fase supercritica es infinito.

Demostracion. Sea X un proceso de percolacion en Ty con parametro p. Por el teo-
rema de Newman-Schulman (1.23) basta probar que

Pp(N(p)=1)=0  sip>p. (32)

Supongamos por absurdo que (3.2) es falso, entonces en ese caso tenemos un tnico
cluster infinito, que denotamos C. Consideremos el siguiente transporte de masa: cada
vértice u que no estd en el cluster infinito manda una unidad de masa al tinico vértice
de C que estd mas cercano a u (los drboles no tienen ciclos). Entonces la cantidad de
masa media enviada desde un vértice esta acotada por 1, es decir

E, (Zm(u,v,X)) <1

veV

Pero por otro lado, cada vértice en el borde de C' recibe una cantidad infinita de
masa, por lo tanto la masa media recibida para estos vértices es infinita (pues como
p < 1, hay infinitos vértices que no estan en C'), o sea

E, <Zm(v,u,X)) = 0 siu € oC

veV

Esto contradice el principio de transporte de masa (3.9). O]
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Capitulo 4

Percolacion en grafos exdticos
(Td X L)

En esta seccion estudiamos los clusters infinitos fuera de los casos clasicos de
los capitulos anteriores. Hasta ahora hemos establecido la existencia de dos tipos de
grafos transitivos, aquellos (como ¢ con d > 2) para los cuales la percolacién con
p € (pe, 1) produce siempre un tnico cluster infinito, y aquellos (como Ty con d > 2)
para los cuales produce infinitos clusters infinitos.

El teorema de Newman-Schulman (1.23) nos deja abierta una posibilidad més: que
existan grafos para los cuales los procesos de percolacion produzcan un tnico cluster
infinito para algunos valores de p € (p., 1), e infinitos clusters para otros valores de
p € (pe, 1).

Resulta interesante estudiar la existencia de grafos con este comportamiento bas-
tante mas intrincado. El primer ejemplo fue encontrado por Grimmett y Newman
[12], estos autores consideraron el grafo G = T, x L.

Definicién 4.1. Sean Gy = (V4, Ey) y Gy = (Va, Es) dos grafos. El grafo producto
G1 X Go tiene como conjunto de vértices Vi x Vo, v {(u1,u2), (v1,v2)} es una arista
de Gl X G2 siup =g y {U27U2} € E2 0 S Uy = vy y {ul,vl} € El.

Entonces un grafo producto G x G5 tiene una G{-dimension y una Go-dimension,
y nos referimos a una arista {(u,us), (v1,v2)} como una Gy-arista si ug = vy 0 una
Go-arista si up = vy.

Ejemplo. Un ejemplo bésico de grafo producto es L. x IL que es idéntico a 2.

Observacion. Ty x I no es promediable, esto se sigue de una adaptacién sencilla de
la prueba de que T, no es promediable.

Observacion. T xLL es un grafo de Cayley. En generalsi G = (H, Hs) y G' = (H', H},))
son grafos de Cayley entonces G x G’ lo es, pues basta tomar como grupo H x H' y
como generador S x {¢'} U {e} x 5"
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4.1. La situacion cerca del valor critico

Teorema 4.2. Para p un poco por encima de p. se tiene que N(p) = 0o

Demostracion. Grimmett y Newman probaron este resultado para d > 6. Schonmann
luego indicé6 como probarlo para d > 2. Veremos aqui una prueba mas simple que
sirve para el caso d > 17.

Sea p > p. luego O(p) > 0 la probabilidad de que un vértice esté en un cluster
abierto infinito es positiva. Si p es elegido de forma tal que N(p) = 1, entonces se
tiene para dos vértices x e y cualesquiera que

Py(x —y) > Py(r < 00,y 00)

Pp(z < 00)Pp(y — 0)

0(p)”

La primera desigualdad vale pues suponemos que hay una sola componente infinita,

mientras que la segunda es la desigualdad FKG (1.15) pues son eventos crecientes.
Por lo tanto si podemos encontrar vértices x e yy, o, ... tales que

>
>

ka P,(x < y,) =0

Entonces sabemos que N(p) # 1. Fijamos un vértice p en Ty y consideramos

PP((pv 0) « ()0, k))

El niimero de caminos de largo n entre (p,0) y (p, k) es a lo sumo 4"(d + 1)
todo camino lo podemos codificar de la siguiente manera:

"2 pues

= elegimos un camino II de largo n/2 en T, pues como tengo que volver a un
vértice con la misma “coordenada” en Ty todo lo que se avance hay que volverlo
atrés (pues Ty no tiene ciclos), hay (d 4+ 1)™/? de estos caminos.

= En cada paso se elige entre 4 posibilidades, avanzar o retroceder en la direc-
cion de L, o avanzar o retroceder en la direccion del camino II, luego hay 4"
posibilidades.

Como caminos distintos se codifican distinto, de lo anterior se desprende que:

Py((p,0) = (p,k)) < Y 4"(d+1)"*p"

< i(wd +1p)”
n==k

55



Percolacién en grafos exéticos (T, x L) Unicidad para p cerca de 1

Figura 4.1: Una regién del grafo Ty x L.

Esto tiende a 0 cuando k — oo siempre que p < ﬁ, pues queda la cola de una serie
geométrica convergente. Por lo tanto sabemos que si p < ﬁ entonces N(p) # 1.

Por otro lado, sabemos que si p > é entonces N(p) > 0. Esto es porque Ty x L

contiene como subgrafo a T,;. Combinando estas observaciones con el teorema de
Newman-Schulman (1.23) se tiene que para

1 1
€|l = — entonces N(p) = oo
b (d 4\/d+1) 9
Veamos cuando este intervalo es no vacio:

1 1

- < — siempre que d > 8 + v 80
d 4vd+1 pred -
y por lo tanto el argumento funciona para d > 17. [

4.2. Unicidad para p cerca de 1

Nos concentramos ahora en probar la unicidad del cluster infinito cuando p es
cercano a 1. Para probar el resultado necesitamos del siguiente lema.

Lema 4.3. Para percolacion independiente en Ty X I con pardmetro p, se tiene que
dados dos vértices x e y entonces

P,(z < y) > Or2(p)*.
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Demostracion. Escribamos z = (x1,22) e y = (y1,¥2), donde la primer coordenada
estd en el arbol y la segunda en Z. T, contiene un (nico) camino que conecta
con y;. Extendamos este camino a un camino bi-infinito que llamamos B. Entonces
T, x L contiene a B x . como subgrafo, y B x L. contiene a los vértices x e y y ademas
es isomorfo a IL2. Por lo tanto

P(x—y) > Plr—yenBxL)
> Pz ocoenBxL,y«— ocoenB xL)
> P,(z < 00enB xL)P,(y < coen B x L)
> 02(p)?
Donde la segunda desigualdad es por la unicidad del cluster infinito en .2 y la tercera
es porque son eventos crecientes. ]

4.2.1. Densidad de un cluster

Intuitivamente, el lema deberia implicar el teorema anterior, porque significa que
para p > 1/2 un vértice dado z tiene probabilidad positiva de conectarse a cualquier
otro vértice, y por lo tanto pareceria que es razonable tener un cluster infinito suficien-
temente “ommipresente” como para incluir a todos los otros. Para transformar esta
intuicién en un resultado riguroso, estudiamos los conceptos de densidad y frecuencia
de un cluster.

Burton y Keane (1989) consideraron procesos de percolacién en L¢ pero no sola-
mente con medidas independientes, sino el caso mas general de percolacién con una
medida invariante por traslaciones.

En este contexto mas general la unicidad del cluster infinito falla algunas veces.

Ejemplo. Consideremos la percolacién en L2 donde todas las aristas horizontales estdn

abiertas c.s. y todas las aristas verticales estan cerradas c.s.

Definicién 4.4. La densidad de un cluster C' en L es el siguiente limite (cuando
existe)

I |B, N C|
1m ——F—
n—oo  |By|

donde B, = {-n,...,n}¢

Teorema 4.5 (Burton-Keane). Para un proceso de percolacion con medida invariante
por traslaciones en L%, todos los clusters tienen c.s. una densidad bien definida.

Demostracién. Elijamos X € {0,1}¥ de una forma invariante por traslaciones. Defin-
imos luego Y € {0, 1}Zd de la siguiente manera: para cada cluster de X sorteamos
independientemente y de forma equiprobable si todos los vértices del cluster toman en

57
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valor 1 o el valor 0 en Y. Y es un proceso invariante por traslaciones. Por el teorema
ergodico tenemos que existe el limite

o Taes, V@)

Fijamos un vértice y € Z%, y definimos otro proceso Y’ € {0, 1}Zd poniendo para cada
vértice x
1-Y(z) sizel
v~ [V @) )
Y (x) en otro caso

donde C(y) es el cluster que contiene a y. Es claro que Y e Y’ tienen la misma
distribucién, por lo cual el limite

i Deen, V(@)
m —

también existe. Ahora supongamos que Y toma el valor 1 en C(y) (en otro caso
intercambiamos los papeles de Y e Y”), entonces

ZmGBn Y(z) ZmeBn Y'(z) - |C(y) N By

| Byl B. Bl

Si ahora n — oo el limite del lado izquierdo existe y es igual a
, Za}EBn Y () , erBn Y'(r)
lim ———— — lim —/—————
oo | B e | B

Por lo tanto también existe y vale lo mismo

. |C(y) N B,|
hm _—
n—oo |Bn|

Es decir que C(y) tiene una densidad bien definida, pero como y € Z? es arbitrario
luego queda probado el resultado. Il

4.2.2. Frecuencia de un cluster

Cuando cambiamos Z? por el conjunto de vértices de un grafo transitivo pero no
promediable, el teorema ergddico falla. Por lo tanto la nocién de densidad de un cluster
trae problemas. Lyons and Schramm (1999) encontraron el siguiente reemplazo.

Sea G = (V, E) un grafo transitivo, y sea Z(0), Z(1),... un camino al azar en G
que comienza en un vértice fijo p € V.SiY € {0,1}" se elige de una manera invariante
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por automorfismos, entonces Y (Z(0)),Y(Z(1)),... es un proceso estacionario. El
teorema ergodico de Birkhoff implica entonces que existe el limite

n—1

1
fm =S V(Z(i
nggon; (Z(i))

Ademas, la ley 0-1 de Levy se puede aplicar para mostrar que el limite depende
solamente de Y c.s. (y no del camino al azar). Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.6. Dada una configuracién de un proceso de percolacién en Gy un
vértice y € V, la frecuencia del cluster C(y) esta definida como el limite

n—

1
1
lim —ZI{Z@eo(y)}

n—oo M
=0

En el caso que este exista c.s. y sea independiente del camino al azar Z.

Teorema 4.7 (Lyons-Schramm). Para un proceso de percolacion invariante por au-
tomorfismos en un grafo transitivo G, tenemos que con probabilidad 1 todo cluster
tiene una frecuencia bien definida.

Demostracion. Se sigue de una adaptacion directa de la prueba de Burton y Keane
para la densidad de un cluster.

Elijamos X € {0,1}¥ de una forma invariante por automorfismos. Definimos luego
Y € {0,1}*" de la siguiente manera: para cada cluster de X sorteamos independien-
temente y de forma equiprobable si todos los vértices de cluster toman en valor 1 o
el valor 0 en Y. Y es un proceso invariante por automorfismos. Si consideramos un
paseo al azar {Z(i) }ieny en G, el proceso {Y(Z(i))}ien es estacionario. Luego por el
teorema ergodico tenemos que existe el limite

n—1

lim — ) "Y(Z(i))

i=0
Fijamos un vértice y € V, y definimos otro proceso Y’ € {0,1}" poniendo para cada
vértice x
Y(z) = 1-Y(z) sizeC(y)
Y (z) en otro caso

donde C(y) es el cluster que contiene a y. Es claro que Y e Y’ tienen la misma
distribucién, por lo cual el limite

n—1

1
lim — S Y'(Z(
lim n; (Z(2))
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también existe. Ahora supongamos que Y toma el valor 1 en C(y) (en otro caso
intercambiamos los papeles de Y e Y’ en lo que sigue). Entonces

n—1 n—1 n—1

1 _ 1 , 1

- > Y(2(i) - - > Y'(Z(i) = - > lzweewy
=0 =0 =0

Si ahora n — oo el limite del lado izquierdo existe y es igual a
1 n—1 1 n—1
Yim, 2 Y(E0) - Jim 23 Y(20)

Por lo tanto también existe y vale lo mismo

n—

1
1
lim —ZI{Z@eo(y)}

n—oo N <
=0

Es decir que C(y) tiene una frecuencia bien definida, pero como y € V' es arbitrario
queda probado el resultado. Il

Observacion. Para el caso particular que G = L%, se puede probar que la frecuencia
de un cluster es igual a la densidad del mismo.

El siguiente lema es la clave para demostrar el resultado sobre la unicidad del
cluster infinito.

Lema 4.8. Para un proceso de percolacion en Ty X 1L con pardmetro p > 1/2, y un
vértice cualquiera v, tenemos con probabilidad positiva que frec(C'(v)) > 0 Donde frec
denota la frecuencia de un cluster.

Demostracion. El lema anterior (4.7) implica que para todo i se tiene que
Py(Z(i) € C(v)) > br2(p)”

Por lo tanto para todo n € N se tiene

n—1
1
E (ﬁ E I{Z(i)eC(v)}) > 0p2(p)°
1=0

Se desprende que

n—1

1 1
- ZO Iizecwy = §9L2 (p)?
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con probabilidad al menos 36;2(p)?. Tomando limite obtenemos que

n—1

1
frec(C(v)) = lim 521{2@60@)}
=0

1

> —02(p)?
= 29L(P)

Recordando que p > 1/2 implica 02(p)? > 0, queda completada la demostracién. [

4.2.3. El cluster infinito es tinico

Ahora si tenemos todas las herramientas prontas para demostrar el siguiente teo-
rema.

Teorema 4.9. La percolacion independiente en Ty x 1L con p > 1/2 produce un inico
cluster infinito c.s.

Demostracion. Como p > 1/2 podemos elegir un p’ € (1/2,p). Consideramos dos
procesos de percolacion en Ty x L acoplados por pardametro como en la definicién
1.7. Por el lema anterior (4.8) existen con probabilidad positiva p’-clusters abiertos
infinitos con frecuencia positiva, llamemos A a este evento. Cuando ocurre A, entonces
existen una cantidad finita de p’-clusters con frecuencia maxima (porque la suma
de las frecuencias debe ser menor o igual que 1). Llamemos a estos p'-clusters de
frecuencia maxima “fuertes”.

Cuando ocurre A queremos probar que todos los p-clusters infinitos se conectan
(en realidad contienen) a algtin p/-cluster fuerte. Asumamos por absurdo la existencia
de algin p-cluster infinito C' tal que no se conecta a ningun p’-cluster fuerte, y sea
K(C) la cantidad de vértices en C' adyacentes a algin p’-cluster fuerte. Tenemos que
considerar cuatro casos:

1. K(C)=1
2. 2< K(C) <0
3. K(C)=0
4. K(C) =0

= Caso 1: Consideremos el siguiente transporte de masa en el cual cada vértice
en C' le manda una unidad de masa al Unico vértice que es adyacente a un
p’-cluster fuerte. Entonces

E,(masa enviada) < 1

E,(masa recibida) = oo

Contradiciendo el principio de transporte de masa.
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= Caso 2: Se descarta de forma analoga al anterior, pero repartiendo una masa
de 1/K(C) entre los K(C') vértices adyacentes a un p’-cluster fuerte.

= Caso 3: Se reduce al primer caso mediante una modificacién local de la con-
figuracion para p.

= Caso 4: Procedemos mirando la configuracion en tres pasos:

1. Miramos la configuracion para p'.

2. Miramos la configuracién para p en todas las aristas excepto aquellas ady-
acentes a p’-clusters fuertes.

3. Miramos el resto de la configuracién para p'.

Después de los dos primeros pasos, cada arista que une un vértice de C' con uno
de un p’-cluster fuerte tiene probabilidad

l—p

1—9p

de no estar abierta. Por lo tanto la probabilidad de que C no se conecte a un

p'-cluster fuerte es
1 _ n
fm ( P ) 0

pues hay una cantidad infinita de estas aristas.

Para concluir, tenemos entonces que c.s. en A todo p-cluster infinito contiene (al
menos) uno de los p'-clusters fuertes. Como estos son una cantidad finita distinta de
cero se tiene que

P,(0 < N(p) < o0) >P(A) >0

Pero entonces tenemos probabilidad positiva de tener una cantidad finita de clusters,
y el teorema de Newman-Schulman (1.23) nos dice que entonces necesariamente debe
haber un tnico cluster infinito para p c.s.

Lo que termina de probar el teorema. Il
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Capitulo 5

Monotonia de la unicidad

En el capitulo anterior vimos que existen grafos para los cuales los procesos de
percolacién producen un unico cluster infinito para algunos valores de p € (p.,1) e
infinitos clusters para otros valores de p € (p, 1).

Es natural preguntarse si esto puede pasar de cualquier forma, por ejemplo si es
posible que exista un unico cluster para un valor p; e infinitos clusters para un valor
P2 > p1, 0 que se intercalen distintas situaciones.

Es razonablemente intuitivo que si para p hay un unico cluster infinito esto pase
para valores mas grandes de p. Ya que parece mas “dificil” lograr un tdnico cluster
“omnipresente” a que existan infinitos. En este capitulo probamos dos versiones de
este resultado conocido como monotonia de la unicidad.

5.1. El teorema de Haggstrom y Peres

En la hipdtesis del siguiente teorema se pide que G sea unimodular. Este concepto
esta definido en el apéndice, el inico uso que haremos es que en tales grafos vale el
principio de transporte de masa.

Teorema 5.1 (Monotonia de la Unicidad). Sea G un grafo transitivo y unimodular.
Consideremos un proceso de percolacion independiente en G y sea N el niumero de
clusters infinitos. Si p1 < pa y P, (N =1) =1 entonces P,,(N =1) = 1.

Demostracion. Sean py > p1 > p(G) y Xp,, Xp, € {0,1}F acoplados por pardmetro
como en la definicién 1.7, tales que tengan distribucion P, y P,, respectivamente. El
teorema se desprende si podemos probar que cada cluster infinito de X, contiene a
un cluster infinito de X, casi seguramente.

Como X,,(e) > X,,(e) para todo e, basta probar que cada X,,-cluster infinito in-
tersecta a un X, -cluster infinito (pues si lo corta lo contiene). Para cada vértice u
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definimos:
D;(u) = inf{d(u, v) : v estd en un cluster infinito de X, },

donde d(u,v) es la distancia en el grafo (el largo del camino mas corto) entre u y v.
Denotemos C'(u, X;) a la componente conexa en el subgrafo abierto de X; que contiene
a u. Definimos el evento

A(u) = {D1(u) = min{D;(v) : v € C(u, X,,)}, v D1(u) > 0}

es decir A(u) ocurre cuando u no estd en un X, -cluster infinito, pero ningun vértice
en la componente de u en X, estd mas cerca de un X, -cluster infinito que el propio
u. Ahora si X, contiene un cluster infinito que no interseca a ningin cluster infinito
de X,,, entonces ese cluster debe tener algtin vértice u més cercano a una componente
infinita de X,,. Luego para ese vértice ocurre el evento:

B(u) = A(u) N {|C(u, X,)| = 00}.

Basta probar entonces que:
P(B(u)) = 0. (5.1)

Donde P es la medida acoplada en de X, y X,,. Partimos B(u) = B>(u) U B (u),
donde B*(u) es B(u) cuando ademds hay infinitos vértices en el X,,-cluster infinito

de u que estdn a distancia minima de un X, -cluster, y B/(u) cuando esa cantidad
de vértices es finita. Para probar (5.1) basta ver que P(B*(u)) = 0 y P(B/(u)) = 0.

» Para B/ (u) usamos el principio de transporte de masa (teorema 3.9): Definimos
m(z,y,X) =1siy € C(x,X,,) y ademds y es uno de los vértices més cercanos a
un cluster infinito de X,, y m(x,y, X) = 0 en otro caso. Como la masa que sale
de un vértice estd acotada por la cantidad de vértices a distancia minima que es
finita, entonces la masa esperada que entra a un vértice también esta acotada
por el principio de transporte de masa. Pero si ocurre B/ (u), la masa que llega
al vértice u es infinita, luego debemos tener que P(B/(u)) = 0.

= Escribimos B> (u) = U2, By°(u) donde Bp°(u) = B>®(u) N{D;(u) = k}. Basta
ver que P(Bp°(u)) = 0, pues son numerables. Para probar esto miramos la
configuracién en varios pasos: primero condicionamos a X,,, luego a X,,(e)
para toda arista e que no sea incidente a un vértice que este a distancia k—1 de
algin X, -cluster infinito. La distribucién condicional de las aristas que quedan
es Bernoulli de pardmetro (p2 — p1)/(1 — p1) independientes, para que sean
abiertas en X,,. Pero si ocurre By°(u) entonces hay infinitos caminos disjuntos
de largo k con estas aristas, que pueden conectar a C'(u, X,,) (el cluster infinito
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de u en X,,) con algin cluster infinito de X,,,. Como estos caminos todos estan
abiertos con probabilidad:
(pz — DN ) g
1 —p ’

la probabilidad de que todos sean cerrados es nula, luego probamos que:
P(By°(u)) = 0 para todo k.

5.2. El teorema de Schonmann

Lema 5.2. Sea M un numero natural arbitrario. Si el proceso de percolacion in-
dependiente X en el grafo G c.s. contiene un cluster infinito, entonces todo cluster
infinito de X contiene una bola de radio M c.s.

Demostracion. Fijemos un vértice u y sea A = A(u) el evento de que u esté en un
cluster infinito que no contiene una bola de radio M. Queremos probar que P,(A) =0
sip > pe.

Definimos para todo k el evento A que ocurre cuando u esta conectado a un vértice a
distancia 2k M, y la restricciéon de X a la bola centrada en u de radio 2k M no contiene
una bola de radio M en el subgrafo abierto. Es claro que A; | A luego tenemos que
Pp(Ak) | PP(A)’

Si podemos mostrar que existe una constante € = (M) > 0 tal que

Pp(Ak—i-llAk) <l-—¢
entonces se desprende que P,(Ay) | 0 como queremos, pues

Pp(Ag1 N Ag)  Pp(Agir)

P,(Ags1|Ax) = P,(Ay) P, (4)

<l-—c¢

luego P, (Ax) = (1 — )P, (A;) — 0.

Sea w una configuracion en A, ;. Entonces existe un vértice v a distancia 2kM + M
de u que esta conectado con u. Fijamos v en esas condiciones y transformamos w en
W', que es igual a w fuera de la bola de radio M centrada en v y tal que todas las
aristas de esa bola estan abiertas.

Es claro que w’ € Ay \ Ag11 pues la bola B(u,2kM) no contiene a la bola B(v, M)
que es la unica abierta, pero si estd dentro de B(u,2(k + 1)M).

Como G es localmente finito hay una cantidad finita de configuraciones que se trans-

forman en la misma w'. Por lo tanto P,(Af, ,|Ax) > ¢ para algin € como querfamos.
O]
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Teorema 5.3 (Monotonia de la Unicidad). Sea G un grafo transitivo. Consideremos
percolacion independiente en G y sea N el numero de clusters infinitos. St py < pa y

P, (N =1) =1 entonces P,,(N =1) = 1.

Demostracion. Usamos la misma notaciéon que en teorema anterior (5.1) pero en
este caso no asumimos que G es unimodular, y por lo tanto no podemos usar el
principio de transporte de masa. Sin embargo como no lo usamos para probar que
P(B*>(u)) = 0 solo basta probar que vale P(B/(u)) = 0. Sean Bf (u) = E(u) U E'(u)
donde E(u) = B/ (u) N {Dy(u) > 2} y E'(u) = B (u) N {D;(u) = 1}. Afirmamos
que si P(E(u)) > 0 entonces P(E’'(u)) > 0 luego basta probar que P(E'(u)) = 0.
Para probar esta afirmacién supongamos que P(E(u)) > 0 y sea EM(u) el evento
que ocurre cuando vale F(u) y todos los vértices del X,,-cluster infinito de u que
son incidentes a un X, -cluster infinito estdn a distancia menor o igual que M de w.
Como EM(u) 1 E(u) tenemos que para M suficientemente grande debe ocurrir que
P(EM(u)) > 0. Ahora podemos cambiar la configuracién de de todos los vértices a
distancia menor o igual que M de u, siendo esto una modificacién local solo cambia la
probabilidad por un factor constante acotado. Pero si quitamos todas las aristas de la
bola B(u, M) obtenemos una configuracién donde ocurre E’(v) para algtin vértice v
(que esta en alguno de los clusters infinitos que formaban el X,,-cluster de u). Luego
P(E’(v)) > 0 y como este valor no depende del vértice v queda probado.

Para probar que P(E'(u)) = 0 fijemos un € > 0 arbitrario y mostramos que
P(E'(u)) < e. Elegimos un entero M suficientemente grande para asegurar que una
bola fija de radio M intersecta un cluster infinito de X, con probabilidad mayor que
1—e. Vamos a usar una técnica que Schonmann denomina un ”truco por duplicacién”:
Sean 7' = (Z),,2,,) y Z" = (Z],Z,,) dos variables aleatorias independientes en
el espacio ({0,1}¥)? con la misma distribucién que X = (X,,, X,,). Comenzamos
haciendo crecer el cluster de u en Z como definimos anteriormente, pero con el
ajuste de que terminamos el proceso si nos encontramos con una situaciéon donde
C(u) contiene una bola de radio M. Por el lema anterior esto ocurre c.s. si el cluster
de u es infinito. Llamemos I al tiempo de parada aleatorio cuando el proceso termina.
En otras palabras I es el primer instante en que encontramos o bien que el Z], -cluster
de u es finito y no contiene ninguna bola de radio M o cuando encontramos que
contiene una bola asi. Si ocurre lo segundo decimos que ocurre el evento Fj. Sabemos
por el lema que el evento E’(u) esta contenido en F; a menos de un conjunto de
probabilidad nula. En Fj llamemos Y al centro de la bola de radio M (si hay mas
de uno posible, elegimos uno cualquiera). Definimos Z = (Z,,, Z,,) otra variable
aleatoria en ({0, 1}¥)? poniendo Z = Z' en todas las aristas de Cr(u) y las de 9C;(u)
y Z = 7" en todas las demés aristas. Es claro que Z tiene la misma distribucién que
X luego bastara probar que E’(u) no puede ocurrir en Z. (Observar que la forma en
que Z se obtiene de Z” es similar al una modificacién local como en 1.22) Sea F, C F}
el sub-evento donde la bola centrada en Y interseca un Z; -cluster infinito. Notemos
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que en 5 tenemos por la construccién de Z que el Z,,-cluster de u esta a distancia
1 de un Z,,-cluster infinito, en particular E’(u) no ocurre. Luego probamos que

P(E'(u)) < P(F, N F).

Como F; es medible respecto de Z’, y Z” es independiente de Z’ tenemos por la
eleccion del M que
P(F2|F1) Z 1—e¢.

Como P(ANB) < ngfég?) = P(A|B). Se deduce que

P(E'(u)) < P(Fy N Fy) <P(F5|Fy) <e

como queriamos. O

5.3. EIl valor critico de unicidad

Definicién 5.4. El valor critico de unicidad para G es

pu(G) = Inf{p € [0,1] : N(p) = 1}.
Donde N(p) es el nimero de cluster infinitos que es c.s. constante para cada p.

Observacion. El valor p,(G) esta bien definido por la monotonia de la unicidad, ya
que si N(p1) = 1 entonces N(p2) = 1 para todo ps > p;. Es claro que p,(G) > p.(G)
pues que haya un tnico cluster infinito implica que existen clusters infinitos.

FEjemplo. En los grafos en los que trabajamos se tiene lo siguiente:

= 0 <p(L9) =p,(L9) < 1
En realidad sabemos que son iguales para cualquier grafo promediable por el
teorema de Burton y Keane (2.6).

n < pc(Td) < pu(Td) =1
En los arboles siempre hay infinitos clusters a menos que p = 1 en cuyo caso el
grafo aleatorio es todo Ty que es conexo e infinito.

m 0<pe(TyxL) <pu(TyxL)<1
Este es el ejemplo mas interesante donde tenemos dos regiones con compor-
tamiento distinto en la fase supercritica, cerca del valor critico de percolacion
hay infinitos clusters, pero cerca de 1 hay un unico cluster.
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Observacion. Caracterizar los grafos para los cuales p.(G) = p,(G) es un problema
abierto en la teoria. Se sabe que los grafos promediables lo cumplen, y la conjetura
de Benjamini y Schramm [2] es que todo grafo no promediable tiene p.(G) < p,(G),
es decir tiene una fase con infinitos clusters (también llamada fase de no-unicidad).
Esto se ha podido probar en algunos casos como por ejemplo para grafos planos (no
promediables) con un final [3], y para grafos de Cayley (no promediables) con ciertas
restricciones sobre los generadores [23].

Observacion. De la misma forma que resultaba un problema interesante caracterizar
que pasaba en p.(G) es decir si habia 0 no un cluster infinito, la misma pregunta
puede formularse para p,(G) en esta caso las opciones son que existan infinitos o un
tnico cluster (obviamente es interesante cuando p.(G) # p.(G) pues sino es el mismo
problema). Como no es de extranar la respuesta depende del grafo a considerar, en
particular sabemos que para T, como p,(T4) = 1 vale que existe un tnico cluster. Fue
probado que para T, x L la percolacién en p, no produce un unico cluster [26]. Mas
en general se probo que para grafos planos con un final se produce un unico cluster
en p, [3], y para grafos producto con una componente no promediable se producen
infinitos clusters [24] este resultado generaliza el de [26] pues T, es no promediable.
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Apéndice A

Apéndice general

A.1. El principio de transporte de masa

Nos basamos en el trabajo de Benjamini et al [1]. Comencemos por recordar
algunos conceptos preliminares:

Un grupo compacto tiene una tinica medida de probabilidad de Radon invariante,
llamada la medida de Haar. Un grupo localmente compacto H tiene una medida
o-finita y de Radon |- |, esta es tnica a menos de una constante multiplicativa.

Para todo h € H, la medida A — |Ah| es invariante, por lo tanto existe una
constante positiva m(h) tal que |Ah| = m(h)|A| para todo A medible.

El mapa h — m(h) es un homomorfismo de H en R como grupo multiplicativo,
y se llama la funcion modular de H.

Si m(h) = 1 para todo h € H entonces H se dice unimodular. En particular esto
ocurre cuando H es numerable, donde la medida de Haar es la medida de conteo.

Definicién A.1 (Grafo unimodular). Si G = (V, E) un grafo transitivo y sea H <
Aut(G). Para cada v € V se define el estabilizador de v con respecto a H como el
subgrupo Staby(v) = {h € H : hv = v}.

Se dice que H es unimodular si para cada u,v € V se cumple

| Stabg (u)v| = | Stabg (v)ul.

El grafo G se dice unimodular si existe un subgrupo cerrado unimodular H que
actia transitivamente en V.

Observacion. Al grupo Aut(G) se le asigna la topologia de la convergencia puntual.
Si H es un subgrupo cerrado de Aut(G), entonces H es localmente compacto, y el
estabilizador Staby (v) de cualquier vértice es compacto.

Ahora si hu = v, entonces Stabg(v) = h Staby(u)h™" y por lo tanto se tiene

| Staby (v)| = | Stabgy (u)g ™| = m(g) ™| Stabg (u)).
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Entonces H es unimodular si y solo si para todo u, v en la misma 6rbita | Staby (u)| =
| Stabg (v)].

Se prueba que |Staby(u)| = | Stabg(u)v| - | Staby(u) N Staby (v)| , observando
que el numero de clases en Stabg(u)/ Staby(u) N Staby(v) es | Staby (u)v| (ver [2§]
por detalles). Pero entonces se tiene que

| Stabg (u)v|  [Stabg(u)|
| Stabg (v)ul N | Stabg (v)] N

de donde se desprende la definicién que vimos de unimodularidad:
| Staby (u)v| = | Staby (v)ul.
Proposicion A.2. Si G es un grafo de Cayley, entonces G es unimodular.

Demostracion. Es trivial pues si G = (H, Hg) entonces H mismo es un subgrupo
cerrado unimodular de Aut(G), pues | Staby(u)v| = 1 para todo u,v € H. O

Sea X un proceso invariante por automorfismos que asigna valores en un conjunto
finito F' a las aristas de G = (V, E). (por ejemplo X puede ser un proceso de per-
colacién independiente). Sea m : V x V x FE — R* una funcién invariante bajo la
accién diagonal de Aut(G): es decir que para cada automorfismo f, cada par u,v € V'
y cada configuracién w € F¥| se tiene que m(u,v,w) = m(fu, fv, fw).

Intuitivamente pensamos en m(u,v,w) como la masa que se transporta de u a
v cuando X = w. Lo pensamos de la siguiente manera: le asignamos a cada vértice
v € V cierta masa inicial, posiblemente dependiente de w, luego esta se distribuye de
forma tal que u le envia a v la masa m(u,v,w).

En estas condiciones es razonable esperar cierta “conservacion de masa” al menos
en valor esperado. Es claro que el total de masa es infinito usualmente. Sin embargo
en cierto sentido

Teorema A.3 (El principio de transporte de masa). Si G = (V,E) es un grafo
transitivo y unimodular, entonces la cantidad esperada de masa transportada fuera de
un vértice es igual a la cantidad esperada de masa transportada dentro. Es decir que

para todo vértice w:
EZm(u,v,X) :EZm(U,u,X)

veV veV

Demostracion. Si definimos f(u,v) = E(m(u,v, X)) se tiene que f es una funcién
invariante por la acciéon de H = Aut(G), por el siguiente lema entonces sabemos que

Y flu,x)|Staby(u)| = Y f(y, )| Staby(y)|

z€Hu yeHu
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Pero como G es unimodular se tiene que |Staby(y)| = | Staby (u)| para todo y € V,
ademés como G es transitivo Hu = V (pues dado v € V hay un automorfismo que
lleva u en v). Entonces dividiendo entre | Staby(u)| obtenemos la igualdad

S fwe) = 3 flyw),
zeV yeVv
sustituyendo la definicién de f se obtiene el resultado

ZEm(u,aj,X) = Z]Em(y,u,X)

zeV yeVv

O]
Lema A.4. Si G = (V, E) es un grafo cualquiera, H < Aut(G), y f : VxV — [0, 0]
es invaritante bajo la accion diagonal de H, entonces para todo u,v € V' se cumple
> flu,@)|Stabu(v)| = > f(y,v)| Stabu(y)|-
r€Hv yeEHu

Demostracion. Si dh denota la medida de Haar de H, entonces

S° fu2)|Stabu @) = S flu,2)|{h € H,ho =z} :/Hf(u,hv)dh

reHv rx€Hv
= [ s tenah= 3 gl e B =)
H zeHu
= Y fyv){he Hhy=u}| =Y f(y,v)|Stabu(y)|
z€Hu yeHu
lo que demuestra el lema. Il

A.2. Una prueba alternativa del teorema de Harris

Exponemos aqui una prueba alternativa mas corta del teorema de Harris uti-
lizando la unicidad del cluster infinito, la prueba se basa en el libro de Grimmett
[11, 287-291] en la exposicién incluimos una prueba mas convencional pues los lemas
previos son necesarios para la prueba del teorema de Kesten.

Recordemos el “truco de la raiz cuadrada”: La idea es asi: si Ay, As,..., A,, son
eventos crecientes y equiprobables, entonces

> P4 por la desigualdad FKG

v
=
|
=
=~
e

71



Apéndice general Una prueba alternativa del teorema de Harris

De donde se desprende que

m 1/m
== fion,(Ua)] A

Teorema A.5. Se tiene que 6(1/2) = 0 y por lo tanto p. > 3

Demostracién. Consideremos la percolacién en L2 con p = 1/2 y supongamos que
6(1/2) > 0. Para cada entero positivo n, sea A;(n) (respectivamente A4(n), A,(n), Ap(n))
el evento de que algin vértice en el lado a la izquierda (respectivamente derecha, ar-
riba, abajo) del cuadrado T'(n) = {0,...,n}* esta en un camino abierto infinito de
IL? que no pasa por ningtin otro vértice de T'(n).

Es claro que A;(n), Ag(n), As(n), Ap(n) son eventos crecientes y equiprobables, y
ademds su union es el evento de que algun vértice de T'(n) esté en un cluster abierto

infinito. Por la suposicion que hicimos existe un cluster infinito con probabilidad 1,
de donde

Py j2(Ai(n) U Ag(n) U Ag(n) U Ay(n)) — 1 cuando n — oo.
Se sigue del truco de la raiz cuadrada, ecuacién (A.1) que
Pi1/2(Au(n)) — 1 cuando n — oo, para u = 1,d, a,b.

Elegimos un N suficientemente grande tal que

Py /o (Au(N)) > g para u = i,d, a,b.

Ahora en el grafo dual definimos el cuadrado

11
T(n)" = {x—l— (§,§> 0 < 2,10 Sn}

Sea de forma andloga Af(n) (respectivamente Aj(n), A%(n), Aj(n)) el evento de que
algin vértice en el lado a la izquierda (respectivamente derecha, arriba, abajo) del
cuadrado T'(n)* estd en un camino cerrado infinito de (IL?)* que no usa ningin otro
vértice de T'(n)*. Pero cada arista de (L?)* esta cerrada con probabilidad 1 de donde

7
Pua(AUN)) = Pra(Au(N)) > £ paraw=i,d,a,b.

Consideremos ahora el evento A = A;(N) N Ag(N) N AL(N) N A (N), es decir que
existan caminos abiertos infinitos de .2\ T'(IV) que tocan las caras izquierda y derecha
de T(N), y ademds existan caminos cerrados infinitos de (IL?)* \ T(N)* que tocan

72



Apéndice general Una prueba alternativa del teorema de Harris

Figura A.1: Los vértices u,v estdn en clusters abiertos infinitos de IL? \ T(N). Los
vértices x,y estdn en clusters cerrados infinitos de (IL?)* \ T'(N)*. Si existe un tinico
cluster infinito, entonces hay un camino abierto = que une u con v, luego los clusters
de x e y son disjuntos.

las caras de arriba y abajo de T'(NN)*, (ver la figura A.1). La probabilidad de que no
ocurra A satisface

P1/2(A%) < Prja(Ai(N)) 4 Prja(Aa(N)) + Prja(AG(N)) + Prja(A5(N)) < % T2

Pues todos los eventos tienen probabilidad menor o igual a %. De aqui se desprende
que Py/5(A) > % Pero si A ocurre, entonces L2 \ T(N) contiene dos clusters abiertos
infinitos disjuntos, pues estan separados por caminos infinitos cerrados del dual, y
cualquier camino que una estos dos clusters (sin pasar por T(N)) contendria una
arista que corta a una arista cerrada en el dual luego no puede existir. Analogamente
si ocurre A, entonces (IL?)*\ T'(N)* contiene dos clusters cerrados infinitos, separados
por caminos infinitos abiertos de I.? \ T'(IV). Ahora como sabemos que L.? contiene
c.s. un tdnico cluster infinito (por el teorema 2.6) se deduce que (c.s. en A) existe un
camino abierto que une los clusters infinitos de u y v. Por la geometria de la situacién
(ver figura A.1) esta conexién forma una barrera a los posibles caminos cerrados
del dual que conectan las componentes de z e y. Entonces, casi seguramente en A,
el grafo dual contiene dos o mas clusters cerrados infinitos. Como este evento tiene
probabilidad nula, se deduce que Py5(A) = 0 pero esto contradice que Py(A) > 3.
Luego la hipétesis inicial de que #(1/2) > 0 es falsa, y la prueba queda completa. [
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A.3. Una prueba alternativa del teorema de Kesten

Recientemente Bollobds y Riordan [5] encontraron una prueba alternativa del
siguiente lema, usando la ley 0-1 aproximada de Russo (teorema 1.19). Esto evita la
necesidad de los lemas 2.13 y 2.14 para la prueba del resultado.

Lema A.6. Sip > 1/2, y R, es un rectdngulo de lados 3n por n, entonces
P,(H(R,)) — 1 cuando n — 00.

Demostracion. Sea D una constante que elegiremos luego, y sea R un 3n por n
rectangulo con n > 2D + 1. Supongamos que w € 6. H(R), y sean w® y w, las
configuraciones que coinciden con w en todas las aristas a excepcion tal vez de e tales
que w(e) = 1y we(e) = 0. Es claro que e debe ser una arista de R pues H(R) solo
depende de tales aristas. Por lo tanto en w® hay un camino abierto en R de izquierda a
derecha que usa la arista e. Entonces, en w, los vértices de e estan unidos por caminos
abiertos a los lados izquierdo y derecho de R. Uno de estos caminos debe tener largo
al menos (3n — 1)/2 > D. Entonces, para cualquier p, se tiene

P,(6.H(R)) < 2P,(0 — D), (A.2)

donde {0 — D} es el evento de que exista un camino abierto de largo D comenzando
en el origen. La hipdtesis de que e es esencial implica también que H(R) no ocurre
en we. Por el lema 2.7, en w, hay un camino abierto en el dual que cruza R de arriba
hacia abajo usando la arista e*. Entonces en el grafo dual, uno de los vértices de e*
esta en un camino de largo al menos (n —1)/2 > D. Como las aristas del dual estan
abiertas con probabilidad 1 — p, se sigue que

P, (6. H(R)) < 2P,_,(0 — D). (A.3)

Sea 0 < ¢ < min(p' —1/2)/2,c arbitrario donde ¢ > 0 es una constante tal que
Py/o(H(R)) > c (existe por el lema 2.7). Sea n = () el valor del teorema 1.19.
Para cualquier p se tiene que P,(0 — D) ™\, 6(p) cuando D — oo. Entonces por el
teorema de Harris (2.12), P/2(0 — D) — 0, por lo que podemos elegir D tal que
P1/2(0 — D) < /3. Como el evento {0 — D} es creciente, para p < 1/2 se tiene

Pp(0 — D) < P12(0 — D) < n/3.

Usando (A.2) parap < 1/2y (A.3) parap > 1/2, se sigue que para cualquier p € [0, 1]
y cualquier arista e en R tenemos

Pp(0cH (R)) < 2n/3 <.

Como H(R) es un evento creciente y local, y d.H(R) es vacio para aristas fuera de
R, las condiciones del teorema 1.19 se satisfacen. Entonces P,(H(R)) crece de € < ¢
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hasta al menos 1 — ¢ en un intervalo de ancho a lo sumo 2¢ < p’ — 1/2. Como
Py /o(H(R)) > ¢, se sigue que Py (H(R)) > 1 — ¢. En otras palabras probamos que si
p' > 1/2ye>0fijos, y R, un 3n por n rectangulo, se tiene que P, (H(R,)) > 1—¢
si n es suficientemente grande. Como ¢ es arbitrario esto completa la prueba. O
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