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Resumen

En este trabajo se presentan varios ejemplos de problemas de parada 6ptima,
es decir, de optimizacién de funcionales de procesos estocdsticos. La mayoria de los
ejemplos estdn enmarcados en la valuacién de opciones en un mercado regido por el
modelo de Black - Scholes. Los procesos estocésticos considerados estdn definidos a
partir del proceso de Wiener.

Los primeros ejemplos son resueltos con herramientas elementales, como la
verificaciéon directa de la condicién de martingala (y de siper martingala) y la de-
sigualdad de Jensen. A continuacién, se introduce en las demostraciones el célculo
estocéastico de Ito. Finalmente, se realiza un cambio de medida, basado en el teorema
de Girsanov, para reducir un problema bidimensional a uno unidimensional

Abstract

We show several examples on optimal stopping problems, namely, on optimiza-
tion of random processes “functionals. Most examples are framed in Black - Scholes
model of a financial market. Stochastic processes are constructed from Wiener pro-
cess.

Proving firsts examples involve only elementary tools like the straigthforward
verification of martingale (super martingale) condition and Jensen‘s inequality. Fol-
lowing proofs rely on It6‘s stochastic calculus. Finally, based on Girsanov‘s theorem
we change measure and reduce the problem from two dimensions to one.

Palabras clave: Desigualdad de Jensen. Proceso de Wiener. For-
mula de It6. Parada 6ptima. Opciones rusas y americanas. Modelo de Black -
Scholes. Teorema de Girsanov.

Key words: Jensen’s inequality. Wiener s process. It6°s Formula.
Optmal stopping. Russians and americans options. Black - Scholes model. Gir-
sanov 's theorem.
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Capitulo 1

Introduccion

Al observar un fenémeno a medida que transcurre el tiempo, naturalmente
surge la pregunta de en qué momento este fenémeno alcanzara sus valores extremos.
Ademss, surge el problema de detener dicho fenémeno al alcanzar estos niveles, pero
en general, para esto no se cuenta con mds informacién que los datos obtenidos por
la observacién de su evolucién, por lo cual, la decisién de cuando detenerlo tiene que
tomarse sélo a partir de los valores pasados.

Es més, no se puede esperar que siempre se pueda detener un fenémeno en sus
niveles extremos, pero es razonable poder hacerlo en promedio.

Para ser mas precisos, consideremos la siguiente situaciéon, un mercado donde
hay dos activos bésicos, a saber, los bonos y las acciones. La evolucién del precio de
los bonos no estd sujeta al azar, es decir, no hay ninguna incertidumbre acerca de
su valor en un momento dado. Sin embargo, el precio de las acciones en un instante
futuro no es previsible, por lo cual se puede suponer que evoluciona de forma aleatoria.

En este mercado se introduce un activo derivado, llamado opcién, que es un
compromiso entre dos partes en el que una de ellas, el poseedor, adquiere el derecho
de comprar (o vender) a precio acordado, en el momento de firmar el compromiso,
una unidad de la accién cierto tiempo después de firmado el contrato.

En el caso que nos interesa, el poseedor puede elegir a su conveniencia cualquier
momento posterior a la firma del compromiso para realizar la compra, aunque usual-
mente el continuar observando la evolucién de los precios tiene un costo.

Naturalmente, no se conoce la evolucién futura de los precios, y por lo tanto la
lnica informacién disponible para elegir el momento para comprar son los precios de
los bonos y de las acciones desde el momento inicial (en que se firmé el compromiso)
al presente.

El problema consiste en hallar el precio justo de una opcién, que por la Teorfa
de valuacién de opciones es el supremo (calculado sobre todas las estrategias admi-
sibles de eleccién del momento de compra) del promedio de la razén entre el precio
acordado y el precio de los bonos. Una estrategia es admisible si estd basada tinica-
mente en los datos observados. Asimismo, se busca (si existe) la estrategia en la que
se obtiene dicho valor.



Para describir esta situacién, tomamos el siguiente modelo matemaético. En
primer lugar, consideramos un conjunto 7' (que usualmente es un intervalo de los
reales) que representa el tiempo; luego, para representar el precio de los bonos
tomamos una funcién del tiempo. Por otra parte, consideramos un proceso estocds-
tico indexado por 7' para describir el precio de las acciones. Finalmente, el pago de
la opcién es indicado por una funcién del precio de las acciones (y eventualmente del
tiempo).

En 1900, Bachelier propuso para las fluctuaciones del precio de las acciones
un modelo “lineal”, en el cual la componente aleatoria del precio estda descrita por
un proceso de Wiener estdndar. Es decir, el precio de las acciones, S, responde a la
férmula

St:l‘—,ut“—O'Wt,tZO

donde ¢ es el tiempo, z, p € R, 0 > 0y {W;} es un proceso de Wiener estédndar.

En este modelo estd basado el primer ejemplo.

En 1973, Black y Scholes propusieron el movimiento browniano geométrico
para modelar estas fluctuaciones, que al igual que el modelo de Bachelier utiliza el
proceso de Wiener (o movimiento browniano) para describir la componente aleatoria
de los precios. Aqui, el precio de las acciones viene dado por

S, = $eUWt+(”7§>t, t>0

donde ¢, x, p, o y {W;} son como arriba.

Este modelo es ampliamente aceptado hoy en dia y en él estdn basados (salvo
el primero) todos los ejemplos de la monografia.

El problema consiste en hallar el supremo del promedio del cociente entre los
precios de acciones y bonos y el tiempo en que éste se alcanza.

Dicho tiempo en general no es fijo, sino que depende de los valores observados.
Por estar determinado a partir de los valores pasados de los precios, el tiempo elegido
para comprar serd un tiempo de parada.

El objetivo de esta monograffa es mostrar algunos de los métodos utilizados
frecuentemente para resolver este tipo de problemas, asi como las herramientas in-
volucradas.

En 1963 Dynkin caracterizé la solucién al problema de parada éptima para
procesos markovianos, probando que el supremo buscado es la menor mayorante su-
perarménica de la funcién de pago y que el tiempo en el que se alcanza dicho valor
es el primer tiempo de arribo a la regiéon de detencién de las observaciones.

A partir de esta condicién y de otras condiciones ad hoc (como el conocido
principio de pegado suave propuesto por Kolmogorov), usualmente se construye una
solucién tentativa y luego se verifica que efectivamente lo sea.



La complejidad de los recursos usados para las demostraciones va creciendo
desde la integracién directa y la desigualdad de Jensen al cdlculo estocdstico de Ito y
a un cambio de medida basado en el Teorema de Girsanov.

Las referencias se dan en la secuela.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Definiciones bésicas

1 Trabajaremos en un espacio de probabilidad filtrado (Q, F.F={F},cr, P)
en donde:
a () es un conjunto no vacio.
b F es una o-dlgebra (de sucesos de ), es decir, una familia de
subconjuntos de 2 tal que: Ae F = A°c FysiA;eF; j=1,2,---,n, -

- UAJ'GF.
j=1

c F = {F:} es una filtracion, es decir, una familia creciente de sub
o-dlgebra de F , ie.: F; C F; C F, siempre que s < t. Dado Q" C 2 llamamos

o-dlgebra generada por Ya o ()= () F,con F o-dlgebraen Q. En R™ usaremos
QCF
siempre la o-dlgebra de Borel By, que es generada por los intervalos abiertos.

d P es una medida de probabilidad en el espacio medible (2, F), o
sea, , una funcién definida sobre F tal que P (A) > 0, para todo A € F; P (Q2) = 1;

si AjeFij=12---,AinA;=0parai#j=P| JA4 | => P(4).
=1 j=1

J

A (Q, F) le lamamos espacio de medida y a (2, F, P) le llamamos espacio de
probabilidad.

Notacién 1 SiA;; j=1,2,---, con AiNA; = & parat # j pondremos | A;j=] A
i=1 T i=a
y omitiremos A; N A; = @ para i # j.
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Una familia de conjuntos F ¥ se llama una completacion de F con respecto
a la medida (de probabilidad) P si F ¥ contiene todos los conjuntos A € Q para los
que existen Ay, Ay € F tales que Ay C A C Ay y P (As — A;) = 0. Se puede ver
que F ¥ es una o - slgebra y que P se extiende de forma tnica a F F. El espacio de
probabilidad (€2, F, P) se dice completo si F¥ coincide con F. De ahora en adelante
supondremos que todos los espacios de probabilidad son completos.

Un espacio de probabilidad filtrado y completo (€2, F, F,P) es una base es-
tocdstica si la filtracion F = {F,}, ., verifica las condiciones (usuales):

1. Continuidad por la derecha: F; = F; .. Siendo Fiy = () Fu.
u>t
2. Completitud: Fo = FE.
2 Una variable aleatoria £ en (€2, F) es una funcién & : Q2 — R™ tal que

£1(A) € F para todo A € B,,.
La esperanza matemdtica de la variable aleatoria & es E&{ = f &Py su
Q

varianza es Varé = E (£ — ES)Q.

Dos conjuntos A, B € F son independientes si P (AN B) =P (A) P (B).
Las familias Hy, Hs,--- C F son independientes si

P (A, NA,N--NA)=]]P(4))

para todos A;, € H;;, j=1,2,---  k; para todo k.
Las variables aleatorias X, X, - - son independientes si las o - dlgebras H; =
c{X ' (B) : B€B,}loson.

3 Un proceso estocdstico, X = {X;},.r, en el espacio de probabilidad
(Q, F,P) es una familia de variables aleatorias definidas sobre (€2, F) y con codominio
(R, B,,) indexada en T', esto es, para cada t en T tenemos una variable aleatoria
Xy (QF) — (R, By).

Anélogamente, podemos ver el proceso X como una funcién X : QxT — R,
Si fijamos w € ) obtenemos una funcién X (.,w) : T — R® que llamamos una
trayectoria del proceso.

Si el conjunto indice T" coincide con los esnteros (o algtin subconjunto de éstos)
el proceso se dice de tiempo discreto. En cambio, si el conjunto indice 7" coincide con
un intervalo de R (no necesariamente acotado) el proceso se dice de tiempo continuo.

Decimos que dos procesos estocdsticos, X = {X;},5 e Y = {Vi},,, definidos
en (2, F,P) son (estocdsticamente) equivalentes si P (X; =Y;) = 1 para todo t > 0.
Todas las definiciones siguientes son moédulo equivalencia estocdstica.
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Decimos que el proceso estocédstico X = {X;},., es adaptado a la filtraciéon
F ={F},cr si X; es F; — medible, o sea, si X;'(A) € F; paratodo A€ B, y todo
tel.

El proceso estocdstico X = {X;}, ., es una martingala (respectivamente super
martingala, sub martingala) respecto de F (o una F - martingala, respectivamente
super, sub) si:

1. E|X;| < oo, paratodot e T.
2. X es [F- adaptado.
3. E (X, | 7s) = X; c.s., para todo s < t (respectivamente <, >).

Aqui E (X, | F;) denota la esperanza condicional de X; a Fs. Recordar que
dadas una o - dlgebra G C F y una variable aleatoria Y, la esperanza condicional
deY a g es

d
E(Y|G) ==

con p(A) = EY 14, para todo A € G, donde I4 es la funcion indicatriz (o carac-
teristica) de A, estoes [y (w)=1siwe Ayls(w)=0siw¢ A.

La esperanza condicional, E (Y | G), queda caracterizada por las dos siguientes
condiciones:

E(Y|G) esG— medibleysi A€ G : /YdP:/E(Y|Q)dP
A A

Obsevar que:

L. E(Y|G)>0cs.,siY >0.

2. E(1]|G)=1cs.

3. EY+Z|G)=EY |G +E(Z]|G)cs. STE(Y|G)+E(Z]|G) estd
definida).

4. E(YZ|G)=YE(Z|G) cs.siY es G - medible.

5. SiHC Gentonces E(Y | H) =E(E(Y | G) | H) cs..

6. SiY es independiente de G (es decir, si Y es independiente de I 4 para todo

A€ gG)entonces E(Y | G)=EY cs..
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4 Sea T' = [0, 00). Una variable aleatoria 7 : Q@ — T'U{oo} es un tiempo
de parada respecto de F (o un F — tiempo de parada) si:

{r <t} e F, paratodot e T.

Observacion 2 Algunos autores usan en este caso el término tiempo de Markov,
dejando el nombre tiempo de parada para el caso finito, T : Q — [0, 00).

Para todot € T : 7 =t es un tiempo de parada.

Si X = {Xi},., es un proceso estocdstico y B € By, definiendo 75 =
inf {t € T': X; € B} se obtiene un tiempo de parada.

Si 71, 7 son tiempos de parada, entonces 71 A 75 ¥y 71 V 73 también lo son.

Si X = {X;}, ., es un proceso estocéstico F— adaptado y 7 es un F — tiempo
de parada, definimos el proceso parado X7 = {X},_, mediante:

X, (w) = Xt/\T(w) (w)

5 Un proceso F —adaptado, X = {X;},_;, es una martingala local si
existe una sucesién {7}, de tiempos de parada tal que 7, < 741 (P-c.s.), 73, P
—00

oo (P-c.s.) y para cada k € N el proceso parado X ™ es una F - martingala.

2.2 Resultados bésicos

1 Llamamos limite inferior de la sucesién A, Ay, --- C F al conjunto

liminf A,, = [OJ ﬁ Ay
n=1lk=n

= {w : w pertenece a todos los A, salvo a una cantidad finita}

y limite superior a:

limsup A,, = ﬂ U Ay = {w : w pertenece a infinitos A, }

n=1lk=n
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Lema 3 (Borel Cantelli) Consideremos la sucesion Ay, Ay, -+ C F.
1. Si Y P (A,) < oo, entonces: P (limsup 4,,) = 0.
2. 81 Y P(A,) =00 y Ay, Ay, -+ son independientes entonces:

P (limsup A4,) =1

2 Dado €2, una familia A de subconjuntos de €2 es un dlgebra si: ), @ € A
y cada vez que A, B € A se tiene que AN By AUB € A.
Una funcién de conjunto py en (£2,.A) es una premedida si puo (&) = 0y

Lo ( ¥ Ak) = Y o (Ax) cada vez que |H Ay € A.
k=1 k=1 k=1
Una medida (o premedida ) p en (2, A) se dice o — finita si 2 se puede escribir
como Q2 = [ A,, con u(A,) < oo, para todo n.
n=1

Teorema 4 (Carathéodory) Sean 2 un conjunto, A un dlgebra en Q2 y B = o (A)
la o — dlgebra generada por A. Sea pg una premedida o — finita en (), A). Entonces,
existe una unica medida p en (S, B) que extiende a g, es decir:

p(A) = po (A), para todo A € A

3 Decimos que ¢ : I C R — R [ intervalo, es conveza si para todo x € I
existe A € R tal que ¢ (y) > ¢ () + A (y — x), para todo y € 1.

Teorema 5 (Desigualdad de Jensen) Sean ¢ : R — R convezra, G una sub o -

dgebra de F y X una variable aleatoria integrable (E|X| < 0o, en este caso decimos:
Xell)ytal que Y = po X € L. Entonces:

P(E(X|G) <E(@(X)[G) cs

4

Teorema 6 (Teorema del muestreo opcional de Doob) Sea X = {X;} unaF =
{F:} - martingala (respectivamente siper, sub). Sea T un F - tiempo de parada tal
que 0 < 17 < N, para todo w € ). Entonces:

EXy=EX, =EX, (respectivamente <,> )
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2.3 Proceso de Wiener

1 El proceso de Wiener (o movimiento browniano) es uno de los procesos
estocdsticos mds importantes en la Teoria de la Probabilidad y con mayor cantidad
de aplicaciones. Daremos a continuacién su definicién y enunciaremos algunas de sus
principales propiedades.

El proceso W = {Vvt}te[o,oc) definido en el espacio de probabilidad (2, F, P)
es un proceso de Wiener (estdndar) si:

1. WO =0 (P - C.S.).

2. W es un proceso con incrementos estacionarios e independientes. Esto es, las
variables W, — Wy y W, _ , tienen la misma distribucién , normal con media cero
y varianza |t — s| para todos t > s, y la variable W; — W; es independiente de
FV =0 {W, :u < s} para todos t,s : t > s.

3. Para casi todo w € Q las funciones (trayectorias) W; = W; (w) son continuas
para todo t.

La existencia de dichos procesos (en espacios suficientemente ricos) se puede
establecer a través del Teorema de extensién de Kolmogorov.

Definido en (2, F,P) un proceso de Wiener W = {Wt}te[o,oo)7 resulta que
la filtracion F = {F?},.,, donde para cada t > 0 : F{ es la completacién de
FV = o {W,:s<t}, es continua por la derecha. Entonces (2, F,F,P) es una
base estocdstica (ver pdgina 87 de [ 10 ]) y se mantiene la independencia de los
incrementos. Por lo tanto, supondremos que los procesos de Wiener estdn definidos
sobre bases estocdsticas.

Algunas de las propiedades del proceso de Wiener son:

1. Las trayectorias tienen variacién total no acotada c.s. en todo intervalo, o
sea, V (W, [a,b]) = oo c.s..

2. Principio de reflexién: Sean a > 0, W = {W;} un proceso de Wiener estén-
dar y My = Ointaéme. Entonces P (Mr > a) =2P (W > a).

2 Dado un proceso de Wiener W = {W,}, introducimos en este numeral
las integrales estocdsticas de la forma fab f (t,w) dW, para ciertas clases de funciones
aleatorias. Como las trayectorias de W son de variacién no acotada en todo intervalo
esta integral no puede definirse como una integral de Lebesgue en cada trayectoria.
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Decimos que una funcién medible (respecto de dos variables (t,w)) es indepen-
diente del futuro con respecto de F = {F,;} si es {F;} - adaptada. De- cimos que la fun-
cién independiente del futuro f = f (t,w) es de clase Pr si P (fOT f2(t,w)dt < oo) =
1. Decimos que la funcién independiente del futuro f = f(¢,w) es de clase My si
Efon2 (t,w) dt < 0.

Al igual que en la teoria de integracién convencional, se define primero la
integral sobre una clase sencilla pero suficientemente rica de funciones. En este sen-
tido, decimos que una funcién ¢ : [0,7] x Q@ — R es simple si existen una particién
0=ty <ty <---<t,=Tdel0,T] y variables aleatorias o, ag, -+ ,an_1 con a Fy
- medible y o; F;, - medibles, i =0,1,--- ,n — 1, tales que:

n—1

¢ (tv w) =« (w) ]I{O} (t) + Z Q; (w) ]I(tz tig1] (t)

i=0

Para la funcién simple ¢ : [0, 7] x 2 — R se define, para 0 < ¢t < T, la integral
estocdstica por:

n—1

L(6) =Y s (Wi, ne — Wiine)

i=0

que también denotamos por fg ¢ (t,w) dW,.
Observar que:

1. I (apy + bps) = al; (p1) + bl (¢2), siendo a, b constantes.
2. [y AW, = [ pdW; + [, pdW;.
3. I, (¢) es continua en t.

4. E(1; (¢) | Fs) = Is (¢) . En particular: E (I, (¢)) = 0.

5. B (Jfy 61W,) (fy 620W,) = E [y 6162

Definimos ahora la integral estocdstica para f € My, partiendo de funciones
simples y del siguiente lema:

Lema 7 Si f € Mr, existe una sucesion de funciones simples f,, n = 1,2,--- tal
que E [ (f (t.w) — fu (t,w))’dt — 0

Luego si f € Mp ysi f, son funciones simples tales que

n—oo

limE/O (F () — fu (t,0))2dt = 0
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entonces (por la propiedad 5 )

T
lim E [IT (fn) —Ir (fm)]Q = lim E/ [fn - fm]2 dt =0
7, 1m = 00 nm=0oo  Jg

Por lo tanto la sucesién {Ir (f,,)} es de Cauchy en el sentido de la convergencia
en media cuadratica y entonces converge a algin limite (porque L? es completo) que
denotamos por It (f) o por fOT f (t,w) dW,. Es facil ver que I (f) estd bien definido.
Para 0 <t < T, ponemos I, (f) = Ir (f ]I[O,t])-

Las propiedades bdsicas de la integral estocdstica para f € My son:

1. I (afi +bfs) = al; (f1) + bl (f2), siendo a,b constantes.
2. [\ fAW, = [ fAW, + [1 fdW.
3. I (f) es continua en t con 0 <t < T.

4. {1, (f)}y<,<p es martingala de cuadrado integrable.

Andlogamente se construye la integral estocdstica para f € Pr, aunque en este
caso tenemos, apenas, que el proceso {I; (f)},<,<r es martingala local (en general
no es martingala). -

Observar que todo lo anterior vale para T' = oo. También es posible definir
para un tiempo de parada 7 < T : I, (f) por [ . (f) =17 (f I < T}).

3 Procesos de Itd6 y Férmula de It6.

Sea W = {W,} un proceso de Wiener definido en una base estocéstica
(Q, F.F={Fi}tyci<p: P). Decimos que el proceso continuo X = {X;} es un proceso
de Ito si existen procesos a = {a;} y b = {b;} independientes del futuro tales que

P (fOT |la| dt < oo) =P (fOT bidt < oo) =1y c.s. para todo t se tiene

t t
Xt:XO—i—/a(s,w)ds—l—/b(s,w)dWs
0 0

siendo la primer integral una integral de Lebesgue, para cada w € 2, y la segunda
una integral estocdstica como definimos en el numeral anterior.

Para abreviar decimos que X tiene diferencial dado por (o que satisface la
ecuacion diferencial)

dXt =a (t, u)) dt + b (t, u)) th



17

Teorema 8 (Férmula de Itd) a) Sea la funcion f : R* — R continua con
derivadas f; (t,x), fo(t,x) y for (t,z) continuas. Si el proceso X tiene diferencial
dado por dX; = a(t,w)dt + b(t,w)dW; entonces el proceso f (t, X;) también tiene
diferencial y

df (t7 Xt) = ft (tv Xt) + fm (t; Xt) a (t, w) + %fmm (t, Xt) b2 (t, w) dt
+ fq; (t, Xt) b (t, w) th

b) Sea X un proceso vectorial, Xy = (X1 (t), -+, Xy (t)), con diferencial dX; =
a(t,w)dt +b(t,w)dW; donde W = {W,} , Wy, = (Wi (t), -+, W (t)) es un proceso
de Wiener m dimensional (W; es un proceso de Wiener para 1 < i < m y son
independientes), los procesos a (t,w) = (aq (t,w), - ,am (t,w)) y la matriz b (t,w) =
((bsj)) 4,5 =1,--- ,m consisten de procesos independientes del futuro tales que

T T
P(/ |ai|dt<oo):P(/ bfjdt<oo>:1
0 0

para todo i,5. Si la funcion f(t,z1, -+ ,Tm) es continua con derivadas parciales
fot oy, xm), fo, (621, Tm) U fo,0, (21, -+, Tm) continuas, entonces el pro-
ceso f(t, Xy, -, Xy) tiene diferencial y:

df(t7X1 (t)v 7Xm(t)) =

= [ft(t7X17"' ;Xm)+me, (thlv"' 7Xm>ai(t>w)+

i=1

1 m m
k=1

t,j=1

+ Z fml (t7X17"' 7Xm) bzlj (t,CU) th

ij=1
Para el proceso de Itd6 X con diferencial
dX; =a(t,w) dt +b(t,w) dW,
que verifica

a(t,w) =a(t,X; (w))
b(t,w) =0b(t, X; (w))

definimos el operador (o generador) infinitesimal que para una funcién f € C? vale:

2
ng 8f+1b28f

LX(f):at i Lo (1)
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Luego, la férmula de Itd se escribe:

df (t7 Xt) = Lx (f) (tv Xt) dt + fm (t7 Xt) b (tv Xt) dW,

2.4 Problema de la parada éptima y opciones
2.4.1 Problema de la parada 6ptima

Dados:

1. Un proceso de Itd en R con diferencial dX; = p (¢, X;) dt+o (¢, X;) dW; (t > 0)
donde W = {Wt}t20 es un proceso de Wiener estdndar y Xy =z, z € R.

2. Una funcién Borel medible, G : R — [0, 00), llamada funcion de pago (o premio).

3. La clase M = {7:Q — [0,00] tal que {7 <t} € F para todo t > 0}

El problema de parada éptima consiste en encontrar una funcién V', llamada
valor (del problema), y un tiempo de parada 7*, llamado tiempo de parada éptimo,
tales que:

V(x)= sup BEG(X,) =EG(X,.) (2)
TEM
Donde se asume que:
G (X‘r) ]I{TZOC} = lim sup G (Xt) (3)
t—oc

Es decir, que a partir de lo observado en el pasado (esto es, para cada momento
t : {X;:s <t}) queremos hallar una estrategia (representada por 7*) para detener
el proceso X de forma que, en promedio, el valor de G (X) sea el maximo posible.

Dados una funcién V' y un tiempo de parada 7 € M, si somos capaces de
verificar las condiciones:

(A) V(z)=EG(X7)
(B) V(z) > EG (X,), paratodo T € M
habremos probado que (V, ?) es la solucién al problema (2).

En 1963 Dynkin (ver [ 2 ]) estableci6 el principio clave de la teorfa de la parada
optima, llamado la caracterizacion siuper armdnica del valor:
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1. El valor V' es la menor mayorante super arménica (con respecto de X) de

G.

2. El tiempo éptimo es 7F = in/fvl {t>0:X,¢C}
TE

donde C = {z: V (z) > G ()} es la regidn de continuacion (de las observa-
ciones) y D = C¢ es la region de detencion (de las observaciones). Entonces 0C
define la frontera de parada dptima. Una funcién V' es siper armonica respecto de un
proceso X = {X;} si {V (X;)} es siper martingala, para lo que es suficiente verificar
que Lx (V) <0, siendo Lx el generador infinitesimal de X.

Es bastante usual que para resolver problemas de parada éptima: (I) se trate
de adivinar la naturaleza de la frontera de parada 6ptima como miembro de una
familia razonable; (IT) se calcule la esperanza; (IIT) se maximice ésta sobre la familia
y (IV) se trate de argumentar que el tiempo de parada hallado es 6ptimo en general.

2.4.2 Opciones

Consideremos el modelo de un mercado financiero con dos activos, un
bono, B = {B,},., vy una accién, S = {S;},,,. La evolucién de B = {B:}, . es
deterministica y estd descrita por la ecuacion:

B, = Boe”, By=1,r>0 (4)
mientras que la evolucién de la accion es aleatoria y esta regida por la ecuacion:
Sy = SoeXt, SO >0 (5)

donde el proceso X = {X;},,, llamado proceso director, es un proceso estocéstico

adaptado definido en una base estocastica (Q,]—" F={Fi}er ,P). Asumimos que el

proceso {%j} es una [ - martingala.

El modelo de Black - Scholes
El modelo anterior recibe este nombre en el caso en que el proceso director,
X ={Xi},-, se expresa de la forma

o2
Xt:Um—F(T—?)t (6)

es decir, si:

dSt = St [O’ th + T’dt] (7)
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donde o > 0 es la volatilidad, 7 es la tendencia y {W,}, , es un proceso de Wiener
estandar.

En este modelo se introduce un tercer activo, al que llamamos opcidn. Una
opcién de compra (respectivamente de venta) es un acuerdo, que se hace en t =
0, entre dos partes por el cudl una de ellas, el lanzador, se compromete a vender
(respectivamente a comprar) una unidad de S (una accién) a la otra parte, el poseedor,
en el tiempo 7 a precio K acordado de antemano.

Si 7 =T (fijo), la opcion se llama europea y T se llama maduracion o tiempo
de ejercicio de la opcién. En este caso (para una opcién de compra), el poseedor
de la opcién la ejecuta si y sélo si S7 > K. Por esto, es equivalente pensar que el
compromiso consiste en pagar al poseedor St — K, si esta cantidad es positiva y nada
en otro caso. Por lo tanto, el poseedor recibe en tiempo T la cantidad (Sy — K)*,
que es llamado el premio de la opcién. En definitiva, una opcién previene al poseedor
del hecho de que el precio de S en el momento 7' sea mayor que K.

Si el poseedor puede elegir cualquier tiempo (de parada) 7 < T' (T fijo) para
ejecutar la opcion, decimos que la opcién es americana. Si T = oo, la opcién se dice
perpetua.

Msés en general, el premio de la opcién puede ser una funcién de S, G (.5).
Ademss es posible introducir un descuento, con tasa r, y asi el premio toma la forma
e "G (Sy).

Dada una opcién con premio GG y tasa de descuento r, el problema consiste en
hallar (el precio de la opcién):

V (Sp) = sup Ee ""G(S;)
TEM

y (si existe) el tiempo de parada en que se alcanza este supremo. Dicho problema, es
un problema de parada 6ptima.
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Capfitulo 3

Pruebas elementales

En este capitulo se ven dos ejemplos de problemas de parada 6ptima, para
cuyas pruebas no son necesarios mas que la desigualdad de Jensen y la verificaciéon
directa de que ciertos procesos auxiliares forman martingalas o siper martingalas
para probar las condiciones (A) y (B) en la seccién 2.4.1. Es en ese sentido que las
pruebas son elementales (ya que no se recurre al Calculo estocéstico de 1t6).

La principal referenci de este capitulo es [ 3 ].

3.1 Problema lineal

1 En primer lugar consideremos el proceso estocdstico X = {X:}, () o)
que satisface la ecuacién diferencial

dX; = —adt+odW,, Xo==x (8)

o0 sea,

Xi,=z—at+ oW,

en donde z,a,0 € R, a > 0,0 >0,y W = {Wt}te[o,oo) es un proceso de Wiener
esténdar definido en una base estocéstica (Q, F,F = {F;},P).

El proceso X es llamado proceso de Wiener con tendencia y en este caso
(a > 0) tenemos:
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Lema 9 Si el proceso X estd definido como en (8) entonces

X, — —o0 c.s.

t— 0

Demostracio’n Como X; = x — at + oWy, con a > 0, tenemos que % =

T—a+ o¥ v por lo tanto es suficienete probar que Wt P 0 c.s..
— OO0

Prlmeramente veamos que 22— 0 (n € N).
n—oo

Podemos escribir

W, 1
T_HZ(VVJ Wij-1)

j=1

Ahora, por las propiedades del proceso de Wiener (ver seccién 2.3) se tiene que
las variables aleatorias W7 — Wy, W5 — Wi,--- son independientes e identicamente
distribuidas (normales esténdar), por lo que podemos aplicar la Ley fuerte de los
grandes nimeros, con lo cual obtenemos:

Wa — 0 cs. 9)
n n—o

Consideremos ahora la diferencia %t — %= con ¢ € [n, n +1].
Primero observemos que podemos escribir

Wy W, 1 1 Wy — W,
W Wy, (--—)+t—
t n t n
y entonces
Wy W,
P< sup —t_ = 2)
n<t<ntl| ¥
t— w, — W,
SP( sup [ —2 E)JrP( sup MZ%
n<t<ntl nt 2 n<t<ntl n 2
=1, +1I,

Miremos por separado I,, y IL,.
En primer lugar

t— t —
L= s Wl D) P (s Vi )

n<t<n+l nt — 2 n<t<n+l n 2

P(|W|>€—"2>
= = oyntl
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siendo W; una variable normal estdndar, podemos aplicar la desigualdad (ver Capitulo
7de[8])

1
1-®(x) < e 2 2 >0
TV 2T

donde ¢ la distribuciéon de una variable normal estdndar, con lo cual obtenemos

en? ) 2v/n + 1 _ 24
< e 8(n+1)
2v/n+1 en?\/ 2

P (|W1| >

y entonces

2vVn+1 _ 2at
——— ¢ 8(n+l)
en2\/2m

Es decir, I,, estd acotado por el término general de una serie convergente.

Por otro lado

n<t<ntl n -2

I, <

:P( sup |Wt—Wn|z%”)

n<t<n+l

o i 2)

0<t<1

y esto es igual, por el Principio de reflexién, a

Ql/ojngo(t)dtjt/ejgp(t)dt} :4/590(15)6&

siendo ¢ la densidad de una variable normal estdndar. Para finalizar, notemos que la
serie

e}

nizl/m o (t) dt

i
es convergente, pues para t > 2 tenemos e z < e

convergente para cada n € N y ademds

/ @(t)dtg/ e Tdt =2 "

N

7 y por lo tanto la integral es
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que es el término general de una serie convergente.
En definitiva hemos probado que

e (

ne1 n<t<n+l

W, W,

><)

es convergente. Aplicando el lema de Borel - Cantelli, tenemos que

4% W, o
P (w cosup | — (w) — —=2 (w)’ > ¢ para infinitos valores de n) =0 (10)
n<t<n+l n

De (9) y (10) encontramos que Bt — 0 c.s., pues, por (9) existe n; € N tal

que, salvo en un conjunto, N;, de medida nula se tiene
W,
n

€
<§,n2n1

y por (10) existe ny € N tal que, excepto en un conjunto, N, de medida nula tenemos

W)= W)

su
P t n

15
< =, M >N
n<t<n+l 2

luego, salvo en el conjunto de medida nula N; U N, se tiene para t > n; V no

‘ 7

— | < eE.
t

2 Para X definido como en (8) consideramos un problema de parada 6p-
tima con funcién de pago dada por G (z) = x*.

Por simplicidad hemos tomado r = 0, el caso con r > 0 es anélogo.

Fl siguiente teorema nos da el valor para dicho problema.

Teorema 10 Sean X = {Xt}te[o,oo) un proceso estocastico definido como en (8) y
G :R — R dada por G (z) = zt, z € R. Entonces el valor del problema de parada
optima (ver (2) en la seccion 2.4.1)

supEG (X;) =EG (X;+) =V (x)

TEM
viene dado por:

*

(11)

o2 2a .
_ Q—eXp(—Qcc—l) , stix < «x
V() { :va ’ , stx>x*

en donde:

r=— y 7 =inf{t>0:X;>2"} (12)
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Demostracién. Por lo observado en la seccién 2.4.1, es suficiente verificar
las condiciones, que en este caso se expresan como (ver pagina 18):

(A) V(z)=E(X)"
(B) V (z) > E(X,)" para todo 7 € M.

Para probar (A), consideramos la funcién h : R — R dada por

2a o2

h(x)za—zexp(%x—l),xER (13)

Luego, podemos ver que el proceso {h (X;)},. 0, 00) € una F— martingala. En efecto,
si s > 0 tenemos:

o? 2a
Eh(Xi4s)| ] = E 2g &P ﬁXt—I—s_]- | Fi (14)
o? 2a
=E|—exp —Q[m—a(t+s)+0Wt+s]—1 | F
2a o

2
= U—exp %[x—a(t—i—s)]—l E |exp 2_am+s | Fi
2a o? o

Veamos esta tltima esperanza:

Blow (2w, ) 17 =Bl (Z(0v —worwil) 7] o)
~ & [o (2 00— ) e (Z01) 1 7]
= exp (%M) E leXp (20_0, Wiy s — Wt]) | ft]

= exp (%WQ) E [exp (? Wiys — Wt])}

En la peniiltima igualdad hemos usado que exp [%‘IVVJ es JF; - medible y propiedades
de la esperanza condicional (ver seccién 2.1), mientras que para la ultima igualdad
observamos que la variable aleatoria W; ,, — W, es independiente de la o—é&lgebra
F;: v por tanto al aplicarle la funcién boreliana = — exp (%“:c) se obtiene una nueva
variable aleatoria independiente de F; a la que le aplicamos la 1ltima propiedad de
las esperanzas condicionales listadas en la seccién 2.1.

Como la esperanza de una variable aleatoria depende tnicamente de su dis-
tribucion, podemos escribir la tltima esperanza como
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que se calcula directamente:

E{exp( )} / eXp< ) o <2is2x2> da (a7
/ N ( 2i = ] —l—QZZS)daz
() [ £
()

puesto que la ultima integral da uno por ser R el dominio de integracién y por ser el

integrando la densidad de una variable aleatoria normal con media QE y varianza s.

Sustituyendo (17) en (15) y luego en (14) obtenemos:

B (X | 7] = o (Bl —ale+o)] -1) e (20 ) exp (222 1)
—Eh(X)

y por lo tanto {h (X¢)}, (o o) €S martingala.

Si z < x*, entonces h(x) =V (x).
Para todo ¢ tenemos que 7* At es un tiempo de parada acotado, luego, por el
Teorema del Muestreo Opcional de Doob (Teorema (6)):

Eh(Xzn) =Eh(Xo) = h(z) (19)
Ademds, por definicién de h sabemos que 0 < h (X,+5¢) < z*. Si 7% < 00 es claro que
Xront , 7 X7+, ¥ por ser h continua tenemos que h (X «n;) Rl h (X;+). Luego,
por el Teorema de Convergencia Dominada obtenemos que E h (X7« x;) LIire < ooy .
Eh (X:)Ifrecoey. Si 7" = 00, por el Lema (9) se tiene X e 0 y luego
Eh (X *M)]I{T*_Oo} — 0. Por lo tanto:

— 0

Eh(Xrn) ,— Eh(Xp) I con (20)
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y como h (X;+) = G (X+) c.s.
Eh (X)) I <o) = BG (X;) (21)

De las definiciones de h y de G, y por las ecuaciones (19), (20) y (21) obte-
nemos:

EG(X:)=h(z) =V (2) (22)

Por otro lado, si x > z*, claramente es 7* = 0 y por lo tanto:

V() =G(x) =EG(Xy) =EG (X;+) (23)

Estas dos iltimas ecuaciones establecen la condicién (A).

Para probar la condicién (B), buscamos una funcién céncava, ®, tal que
V(z) = ®(h(x)). Pues si ® es una tal funcion, tenemos para todo o € M aco-
tado:

EG(X,)<EV(X,)=E & (h(X,)) (24)

La segunda desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Jensen (Teorema (5)) y
la peniltima igualdad es debida al Teorema del Muestreo Opcional de Doob (Teorema
(6)). Si o € M no es acotado, el resultado sigue siendo vilido (por el Lema de Fatou)
pues V (X;) > 0y el proceso {V (X;)} es una stuper martingala.

Sélo nos resta hallar ®.

Six >a2* V(z) =z Luego debe ser:

— <g—2 exp <§x _ 1)) (25)

Si llamamos y = g—z exp (3—‘3:6 — 1) tenemos:

2 e (20) 41 -

Por lo tanto

(27)
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que es, efectivamente, céncava. m

3.2 Opcién americana perpetua de compra,

1 En segundo lugar consideremos una opciéon americana perpetua de
compra con descuento en un mercado regido por el modelo de Black - Scholes. Es
decir (ver seccién 2.4.2), consideremos los procesos:

0_2
Xt:O'Wt+ <T—7>t (28)

S, = Sye™ (29)

donde 0 >0, reR y {W;},. [0, 00) €5 ULl Proceso de Wiener estandar.

El proceso S = {S,},. [0, 00) T€PTEsenta el precio de las acciones. El poseedor
de la opcién tiene el derecho de comprar una unidad de S en el momento que decida a
precio K acordado de antemano, su ganancia es (S — K )+, descontada a tasa 6 > 0.

La solucién al problema de parada 6ptima asociado (ecuacién (30)) fue dada
por Merton en 1973 (ver [ 1 ]).

El préximo teorema da el valor de este problema.

Teorema 11 Consideremos el proceso S = {S;} definido por (29) y con proceso
director dado por (28). Si G(S) = (S — K)" y § > 0, la solucién al problema de
parada optima

sup Ee 977G (S,) (30)
TEM

con M ={1:Q — 0,00, {T <t} € F, para todo t > 0}, estd dada por:

_ [ ASg ;0< S5 <8;
C(SO> - { SO - K ; S: S SO (31)
donde:
1 r 26
- — — — 2
T2 g2 \/ + o2 (32)
1 L 1 r 2 (r+96)
2 o2 o2
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1 [(y—1\""

El tiempo de parada éptimo es
T=inf{t>0: S, > S}
Demostracién. (Ver [ 1 ]) Para probar (A), que en este caso es
Ee 407 (5. — K)" = C(S))

debemos hallar

Ee 97 (5. — K)" (34)

Comencemos observando que
Ec 0% (S — K) Tpecop =0 (35)

debido a que (ver Lema (9))
tlim Y Xi—(r+0)t]j=—00 (36)

lim [X;—(r 4+ 6)t]=—o0

t— 00

y por lo tanto

E lim sup (e_(w“s)tex" - e_(’uré)ltK)Jr =0 (37)
Las ecuaciones (36) se desprenden de
EfX,—(r + 8] <E[eX 9 1] =e-1<0 (38)

Ahora podemos escribir (34) como

Ee 007 (s,.

c

. K)+ - E 67(7‘—0-(5)7': (ST*

c

— K) I <o) (39)
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Pero, si Sy < S¥, tenemos que S-» = S¥ (c.s.) y entonces observamos que

1 [(v—1 71 v 7
v ey _ vy
s - a3 (1) ko (2 "
+
:_KlzK(—71—1>:K(—71—1)
v = V- v -
= (S —K)"

Sustituyendo esto en (39)

Ee 07 (8, — K)+ Iire <oy = ABe 74O 57:lirz <o) (41)

Para seguir, observemos que el proceso {e_(r oty } +> o € una F— martingala.
En efecto, si s > 0 : -

E [ (4001 o igy | F] (42)

o2 52
=E Soe—(r+6)(t+s)+wwt+s+v(r—7)(t+s) _ Soe—(r+6)t+wwt+v(r—7)t | }_t]

_ Soe*('i‘+6)t+’yUWz+v('rf°2—2>tE ef(r+6)s+70(Wg+s*Wz)+’Y(T*§>h 1 | ft}

Por ser W, . ; — W, independiente de F;, la dltima esperanza condicional se reduce a
la esperanza matematica (no condicional). Esta depende tinicamente de la distribu-
cion de probabilidad de W;, s — W; que es igual a la disribucién de Wy, por tanto,
recordando la definicién de S, podemos expresar el tltimo miembro de (42) de la
siguiente forma

6_(T+6)tS;YE 67(r+6)s+v0W5+’y(77§)s _1 (43)

Esta esperanza se calcula directamente, como en (17), y da cero gracias a la eleccién
de ~. Por lo tanto

E [67(T+5)(t+5)527+8 | ft:| — 67(T+6)t5? (44)
es decir, {e (" T957} >0 ©s una F—martingala como querfamos verificar.

Luego, para 77 < oo podemos escribir 77 = lim 7} At, siendo 7} At un tiempo

t— 00

de parada acotado para cada t > 0, entonces, por el Teorema de Doob sabemos que:

AR ¢ (r+8) (72A0) S = AE e rH0gY — 4S) (45)
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Sustituyendo en (41) obtenemos:

AEe "0 ST oy = A lim Ee (rro)mgl = AS] (46)

Por las ecuaciones (46), (41) y (39) tenemos para Sy < S¥ que:

Ee 97 (8. — K)" = AS] (47)

Por otro lado, si Sy > S tenemos 77 = 0 y por lo tanto:

Ee 97 (5. —K)" =S~ K (48)

Las ecuaciones (47) y (48) establecen (A).
Para probar (B), que en este caso es:

Ee 97 (8, - K)* <C(Sy) paratodo T € M
(ver (24)) consideramos para y > 0 las funciones v = v (y) y ® = ® (y) dadas por:

P (y) = .
) { (L) | Si—K<y

Facilmente se verifica que:

® (v(y)) =C(y) con C definida en (31)

® es concava por ser y > 1

d(ay) < ad (y) paraa > 1

Probemos que el proceso no negativo {e_(”"s)tC’ (St)} es una stiper martin-
gala. Si s> 0:

Efe "HO0IC(Syy) | Bl = THCHIE® (v (S044)) | F (49)

Por la segunda de las desigualdades anteriores y por la Desigualdad de Jensen,
el segundo miembro de (49) es menor o igual que:

—(r+6)( t+s (

[v (Sets) | ) (50)
(E[AS], ;| 7))

(e(r—i—& t+s) AE[ (r+8)(t+3) St+s | ft])

(em+6 E+5) Ao r+6tSv)

(6r+6 SASV) <e —(r+8)(t+s) (r+6)sq> (AS,?)
:ef(r—&-étq)(y(st)) —(r+6)t C(St)

e

—e —(r+6)(t+s)

E
P
— e~ r+6 t+3q)
— e (r+6)( t+S(I>
— e (r+6)( t+S(I>



32

donde hemos usado que el proceso {e*(r o)t g7 } es una martingala, como hemos visto
en (A), y la tercer condicién de .

Luego

Ee "+97(S, — K)t <Ee 0797C(S,) = C(S)

que prueba la condicién (B). m



33

Capitulo 4

Parada 6ptima con cdlculo de It

En este capitulo daremos una nueva prueba del problema de la opcién
americana perpetua de compra, ver Teorema 11. Esta vez acudiendo al cédlculo es-
tocdstico de Ito para la verificacién de las propiedades (A) y (B) en la seccién 2.4.1.
Los resultados méas importantes de este cdlculo que usamos son la férmula de It6 y la
propiedad que dice que la integral estocdstica respecto del proceso de Wiener forma
una martingala local.

La principal referencia de este capitulo es [ 6 |.

Demostracién. (Segunda versién del Teorema 11) *

Sea V* (s) = sup Ee~"+97G (S,), con
TEM

M={r:Q—[0,00], {T <t} € F, para todo t > 0}

Debemos probar que V*(s) = C'(s), s > 0 con C (s) definida como en (31). Para
esta prueba es suficiente establecer las condiciones (ver seccién 2.4.1):

(A) Ee +97C(S,) < C(s), s> 0, paratodo T € M

(B) Ee "+97G (S:) =C(s), s >0
pues (A) y la desigualdad G (s) < C (s) implican que V* (s) < C(s) y (B) implica
la igualdad V* (s) = C (s), s > 0.

Podemos aplicar la férmula de 1t6 (It6 - Meyer) al proceso {e‘ rto)tc (St)}
con lo cual resulta, para todo 7 € M:

t>0’

*Ver [ 6 ].
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e "HITC(S,) = C (Sy) + /OT e "IN LO(S,) — (u+ 6) C(S,)] du (51)
+/OTe (r+8)us8,C7 (S,) dW,
donde L es el operador infinitesimal de S y estd dado, para funciones f € C?, por:
Lf:Sr—S+—52T (52)

Observacién: En realidad la funcién C' ¢ C? (Rs () pues no tiene derivada
segunda en el punto s = S}, si tiene derivada primera continua y derivadas segundas
laterales en este punto. En los demds puntos C' tiene derivada segunda continua. En
este caso, podemos usar el Teorema de Itd6 - Meyer para aplicar la Férmula de It
(ver [ 13 ]).

Miremos con un poco mds de detalle la primer integral. En la region C =
{s >0:s < S*}, se verifica por observacién directa que LC (s) — (r +6)C(s) =0y
en la region D = {s > 0: s> S’} se cumple LC (s) = r s, puesto que aqui C (s) =
(s — K)".

Teniendo en cuenta las definiciones de las constantes S’ y A en (32) y (33) y
observando que en la regiéon D = {s > 0: s > S} se tiene s > K obtenemos:

LC(s)—(r4+8)C(s)=rs—(r+68)(s—K)" =Kr—6(s— K) (53)

SKT—5<S:—K>=K<%)

Ahora, por definicién de v tenemos

ry—(r+8) 4 -~
_ 4
o 5 (54)

y ademads que v > 1, luego, se desprende que en la regién D se cumple:

LC(s)—(r+6)C(s) <0 (55)

Denotemos

t
It:/ e rtdugg O (Sy)dW,, t>0 (56)
0
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De las ecuaciones (51) y (55) concluimos que:

I, > e " HOILC(S) — C (Sy) = — C (So) (57)

Luego, gracias a las propiedades de las integrales estocédsticas respecto del proceso
de Wiener, tenemos que el proceso {I;},., es una martingala local uniformemente
acotada por abajo por la constante —C'(Sp) y por lo tanto es una siper martingala.
Luego, EI, < E Iy =0, para todo 7 € M finito c.s. (por el Teorema del Muestreo
Opcional).

Si ahora tomamos esperanzas, E, en ambos miembros de (51) obtenemos, para
T € M finito c.s., la desigualdad

Ee "97C(8,) < C(s) (58)

y como G (s) < C (s) se ve que

supiEe ), s>0, 7€ nito c.s.p < C'(s 59
{Ee 497G (S)) M fi }<C(s) (59)

Queda por probar que esta desigualdad vale para cualquier tiempo de parada
T e M.

Como la stper martingala {I;},- , estd acotada por debajo, c.s. existe lim I,

t—oc

(= L) y el proceso {I;},., < ., s una stiper martingala (Ver la seccién 3.2 de [10]),
luego, para todo 7 € M

ElL<EIl,=0 (60)
Si observamos que
limsup e~ "+9!C(S,) = limsup e "G (S,) =0 (61)
t— o0 t— 00

obtenemos, de (51), para T € M

Ee CH97G(S,) <Ee "0 (S,) =Be TFITO(S) Iy (62)
S EC (So) ]I{T<oc} + EIT]I{T<OC}

Ahora, si en (51) ponemos 7 =t y hacemos ¢ tender a infinito, se tiene

0< C(S) + Ine (63)
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multiplicando de ambos lados de esta ecuacién por Ii;— o} y tomando esperanzas
obtenemos

0<EC (So) ]I{T: o} EIOC]I{T:OO} (64)

Luego, de las ecuaciones (61), (62) y (64):

Eef(r—HS)TG (ST)
< EC(S()) ]I{T<oo} + EC(SO) ]I{T: oc} T EIT]I{T<OC} + EIOC]I{TZOC} (65)
=EC(S)+EL =C(s)+0<C(s)

En conclusién:

Vi(s) <C(s)

Miremos ahora la propiedad (B). Debido a (51) tenemos para 7=t A7}

e—(r+6)(t/\‘rc*)cr (St/\‘rc*) (66)

tATY
—0(Sy) + / TN LC (S,) — (4 6) C (Sa)] du + Lune
0

Pero, si Sy > S¥, se tiene 77 = 0, pues C (Sy) = G (Sp) c.s., y por lo tanto, en
este caso la propiedad se cumple trivialmente.

Pongamos entonces Sy < S7.

En esta regién se cumple LC (S,) — (r +6) C' (S,) = 0 para todo u < t A7}
(P— c.s.) y luego:

—C (Sp) < Iiprz = e TINTIC (S, ) — O (Sp) < C(S2) — C (o) (67)
Por lo tanto, la martingala local {It/w;} estd acotada uniformemente por encima y

por debajo por constantes, entonces es una martingala uniformemente integrable. En
consecuencia tenemos, para todo Sy > 0, que (P— c.s.) existe el . m Lines (=1r2) y
— 0

Si hacemos tender ¢ a infinito en (66), vemos que en el conjunto {w : 7 < oo}
es



e (rHO T (Sy:) = (PO O (Sr2) = C (So) + Irs

y en el conjunto {w : 7} = oo} es

0=C(So) + I

puesto que (P— c.s.) limsup e " +9!G (S;) = limsup e~ " *+9C (S;) = 0.

Al tomar E obtenemos, para Sy > O:

Ee 097G (S,.) = C(S)

Luego, hemos probado que V* (Sp) = C (Sp). m

37

(69)

(71)
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Capitulo 5

Opciones rusas

1 Presentamos a continuacién las opciones rusas, introducidas por Shepp
y Shiryaev en 1994 (ver [ 5 ].) que le pagan al poseedor el maximo (descontado)
que el proceso haya alcanzado hasta el momento de ejercicio (este momento no esta
acotado y el poseedor puede elegirlo). Por estar considerando el méximo histérico
del proceso, el poseedor estd protegido de las eventuales caidas en el precio. El costo
de continuar observando la evolucion del proceso es debido tinicamente al descuento,
que es una cantidad deterministica, es decir, no estd sujeta al azar.

Esta clase de opciones no se comercializa en ningtin mercado, fue introducida
por el interés en el problema matemético.

Las principales referencias de este capitulo son [ 4 |, [ 5 ]. Ver también [ 7 ].

Consideremos el modelo de Black - Scholes de un mercado, como en la seccién
2.4.2. Es decir, consideremos que el precio de los bonos estd dado para cada t > 0
por

Z% ::e_rt (72)
Mientras tanto, el precio de una accién viene dado por el proceso

2
Sy = zexp (0WH—<T—%> t), t>0 (73)

donde z > 0, 0 > 0y {W,;} es un proceso de Wiener estandar.
Consideremos también el proceso M = {M,} dado por

M; = max {s, sup St} (74)

0<u<t
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siendo s > x.
La funcién de pago de la opcién de venta rusa es

fi=e'M, (75)

donde § > 0.

Luego, el problema es el de hallar el precio de la opcién rusa, que por la teoria
general de las opciones, es

supEe "I, (76)

Esta opciéon permite al poseedor elegir la fecha de ejercicio, que estd re-
presentada por 7, y le paga el maximo que el proceso haya alcanzado hasta ese
momento, si éste es mayor a s y en caso contrario le paga s, descontado por e .
Luego, al dejar correr el tiempo sélo se pierde el factor deterministico e~ °?, no hay
pérdidas ocasionadas por la fluctuacién de S;. Esto le permite al poseedor tener una
cierta tranquilidad.

El supremo en (76) es finito (puesto que § > 0).

5.1 Primera prueba

El préximo teorema da la férmula explicita del valor de la opcién y la expresién
del tiempo 6ptimo de ejercicio.

Teorema 12 (Opciones rusas) (Ver [ 4 |) Consideremos el proceso estocastico
S ={S;} que verifica la ecuacion

dSt:TStdt+UStth, tZO (77)

con So =z >0,0>0,r €R y{W:} un proceso de Wiener estindar definido en
una base estocdstica (Q,F F={F},cr .P).
Entonces el problema de parada dptima

V*(z,s) = supEe "IN, (78)
TEM

cond >0y M ={r:Q—[0,00], {r <t} €F para todo t > 0} tiene solucion
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(79)

0
siendo y1 < 0 < 1 < 7y, las raices de la ecuacion 50272 + (r — %2) =r+0. Fsto es

1 r 1 r\° 2(r+9)
ST Y (S 80
AT T \/(2 02> i o? (80)

EERET=r
()
Ty

M,
T*:inf{tEO:StZEt} (82)

El tiempo de parada éptimo es

2 Se verd primero una prueba directa debida a Shepp y Shiryaev (ver [4])
y luego se atacard el mismo problema desde otro punto de vista

Demostracién. (1)
Para probar que V* = V, comenzamos verificando directamente que V' cumple
las siguientes propiedades en = < x < s:

(r+0)V(z,s)=rzV,(z,s)+ %02‘/m (x, s) (83)
V(z, s)>s (84)
Vs (s, 8) = %—‘: (x, s) = 0 (85)

1 Verifiquemos (83)

S
Vil(z, s) =
(0, 5) = —— {
s [@nyn—1) (awyl—? o*y17e (12 — 1) (aw>w—2
52 s 52 s

QY172 (awyll QY172 (aaz)wl
S S S S

Viz (T, 8) =
( ) Y2— M
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Luego

1
prVy (x, s) + 30 222V, (3, 5)

WS ar\m T\ 2
= [7172 <—> — N2 <—> ]
2N § §

+ 2(7:—2_8%) [7172 (m—1) (%)w — Y2 (r—1) (%)w]

: [72 (%)M {7’% + %71 (- 1)] -N (%)w lrw + %272 (2 — 1)”

_’72—’71

S () e (8] -

2 Verifiquemos (84)

V(?S —am [ (5) - (D))
= = ) ()T

> 720&71 Y2 (E)Vl IS J— fyl:|
T Y —m S
> [1207 772 — ]
Yo —
Y1
= >1
M =1

La primer desigualdad se debe a que (%)72 > 1y la segunda a que % < 1.
3 Verifiquemos (85)

o= [ () (2]

s [vm (ex)™ "7 (aw)w}

o Yo —m sl+m gl+7e s
1
= a’ (1 =) +7ma” (y—1
- [y2a™ ( 1) 107 (72 — 1)]
an [ ( 1) +arm ( 1)}
p— —_— —_— a —
o —n Y2 M Y1 (72
am Y2 (71— 1)
= —rn-1)+—F—mnr-1)|=0
Y2 — M [ 7 (72 — 1)
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Nota: la funcién V tiene derivadas segundas continuas en todos los puntos

salvo en los de la forma x = 2, en donde hay derivadas de primer orden continuas

y hay derivadas laterales de segundo orden. En este caso, en ¢l que no es C?, la
Formula de Ito continia siendo vélida gracias al Teorema de It6 - Meyer.

Ahora, S satisface la ecuacién

dSt =T Stdt + O'Stth (86)

y por tanto, podemos ver que el proceso

Y, = e "TOY(S,, M,) (87)

es una siper martingala. En efecto, en la region 0 < Sy < % se tiene, por la férmula
de Ito, que:
dY, = d (e” "9 0g) (88)
=— (r+6) e UTINM, dt + e~ "I gy,
=— (r+6)e "TO M, dt
dado que en esta regién M; es constante, el tltimo término del peniltimo miembro
es nulo.
En la region % < S; < My, debido a que M, crece sélo cuando M; = S; y

Vi (s, 8) = 0, por (85), se anulan los términos en dM; y (clMt)2 en la férmula de Ito,
con lo cual se tiene:

1
dY, = e "IV (S, M,)dS, + S Vea (Si, M;) (dS;)* — (r+68)V (S;, M) dt
(89)
=e UTIN (S, M) o S dW,
donde hemos usado la relacién (83) y la definicién de S;, (77). Por lo tanto, Y; es una

martingala local positiva y por ende una stper martingala.
Entonces, para todo tiempo de parada 7, por (84) se puede expresar

Ee "H97M, <Ee "7V (S, M;) =EY, (50)
<EY, =V (Sy, My) =V (z, s)

para lo cual hemos usado, en la segunda desigualdad, que Y; es stiper martingala.
Tomando supremo sobre todos los tiempos de parada obtenemos para 0 < xz < s
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V*(z,s) <V (x,s) (91)

Sélo resta probar la desigualdad contraria.
Sea 7 el primer tiempo ¢t > 0 tal que

M,
-t 2
Si=— (92)

comenzando desde Sy =z, My = s, z > £. Se ve que P (7 < 00) = 1, puesto que

P(r>1T)

2
:P(para 0<u<t<T: O’(Wt—Wu)—l—(T—%) (t—u)Zlogl) (93)
a

2 1
§P<para0§t§T: UWt+<r—%>t210g—)
o

1 1 o2 1 1 o?
B G ik 9 WY T Gl 0 N
= VT VT T

Para 7 como en (92) la primer desigualdad en (90) es en realidad una igualdad.
Para probar que la segunda también es una igualdad, es suficiente probar que Y; es
martingala. De (88) y (89) sabemos que Y; es una martingala local positiva y en
consecuencia es suficiente probar que

E sup Y, < o (94)
0<t< oo
Observemos que
Y;: =e (r+8) tV (St, Mt) (95)

< 67(1'4-(5) 75‘/(]\41:7 Mt) :Kef(T—Hs) tMt

siendo

T (120 = ma?) (96)
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Por lo tanto, es suficiente probar que sup e " +9t M, es integrable, es decir, que
0<t<oc

/ P (Sup e TN, > y) dy < oo (97)
0

t

Naturalmente, el problema estd cuando y — o0, ya que el integrando estd acotado
superiormente por uno. Sabemos que para todos a > 0, § > 0 se tiene

PW,<at+83, 0<t<oo)=1—e 2P (98)
Eligiendo
(5+ﬁ 1
a=< :) y B=-log? (99)
o i

tenemos, paray > s, y >

P <sup e+, > y) (100)
t

=P <s2p{021ip<t {oWqu (r—%z) u] — [1og (%) +(r+6)u” >0)

Ahora si W; < at + 3, para todo t, de (99)

2 2
sup (O’Wu + (r - U—) u) < sup (0 (au+ B) + (r - 0—) u) (101)
0<u<t 2 0<u<t 2

— Y
= Oiuupd (1og (:c) +u(r+ (5))
— Y
= log (:v) +t(r+9)

Luego

P Slipe_(r—i—&) ‘M, >y)

=P <SU£p€_(T+6)tMt >y, W, < at+ﬁ>

+P (Slip e (19 ‘M, > y, Wy > at +ﬁ) (102)
:O+P(sgpe(r+’s)tMt >y | I/Vt>at+ﬁ)P(W/}>Ozt+ﬁ)

< o208 _ <g>—(1+%§)
- x
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Luego, para § > 0, la integral en (97) es convergente, con lo que hemos probado que
Y; es una martingala. Por lo tanto, para 7 definido en (92) tenemos que

EY, =EY, (103)

En definitiva, la segunda desigualdad en (90) es en realidad una igualdad. Como 7
estd contenido en el conjunto sobre el cual tomamos supremo, M, obtenemos

V*(x,s) >V (x,s)

concluyendo con esto la demostracion. m
5.2 Segunda prueba

1 Posteriormente, Shepp y Shiryaev dieron una nueva prueba de su resul-
tado sobre las opciones rusas. Basados en el Teorema de Girsanov, introdujeron un
cambio de medida que les permitié reducir el problema al caso unidimensional. Ver

[5]y[7]
Recordemos que el precio de los bonos { B;} estd dado por

dBt = ’I“Btdt, BO >0 (104)

El precio de las acciones {S;} estd dado por

dSt = ,uStdt + O'Stth, SO =1 (105)
cono >0, up€Ry{W,;} es un proceso de Wiener estédndar.
Observacion 13 Anteriormente hemos supuesto By = 1 por comodidad. Ademds

hemos supuesto que . = r, veremos en lo que sigue que en realidad esta ultima
suposicion no constituye ninguna restriccion.

Llamamos M; al méximo alcanzado por el proceso hasta el instante ¢ comen-
zando en s = x)y, es decir:
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M, = max{ I%lg;(tsu, :m/JO} (106)

0
con Yy > 1,z =5y >0, s = x1)y.

El premio de la opcién rusa es, para cada t > 0

fo=e""M, (107a)

siendo ¢ > 0.
De la teorfa de las opciones sabemos que el costo de la opcién rusa perpetua
es

C* (. f) = Bo_swp B#7 L

0<T<x¢ BT

(108)

donde E#~" es la esperanza respecto de la medida de probabilidad P#~" definida
mas adelante. Asi que el problema se reduce a un problema de parada éptima, esto
es, a hallar

sup Ef " "e "7 f,

T

2 En esta seccién introducimos la medida dual de martingala que nos
permite dar una nueva representacién de C* (i, f) y probar que esta cantidad no
depende del valor de p.

Para ello, a partir del proceso de Wiener {W,},- ,, introducimos, para p € R
y t > 0, los procesos -

WE™" (W) = W, (w) + & - Ty (109)

2" () = exp (—“;TWt(w)—% (“"")Qt> (110)

Sea P, = P |£, la restriccién de la medida P a la o - dlgebra F;. Para t > 0,
definimos las medidas P} ™" mediante:

APt~ = ZF7TdP, (111)
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Como EZI'™" = 1, las medidas P} ™" son de probabilidad y como esta familia
{P;’f Tt > O} es consistente, por el Teorema de extensién de premedidas de Carathéo-
dory, se puede establecer la existencia de una medida de pro- babilidad P* " en
(Q, F) cuya restriccién a F; coincide con Py~ ".

Del Teorema de Girsanov sabemos que el proceso WH~" = {W't” 4} es un
P#~"— proceso de Wiener. Esto implica

distribucion (W*~" | P#~") = distribucién (W | P) (112)

Con el interés de subrayar la dependencia en p del proceso S; definido en (105)
escribimos S; (1t). Notemos que la solucién de (105) es

2

S, () = Soe™ (%) (113)

Aplicando la Férmula de It6 se tiene

d (%ﬁ”) = 539(2 Jap, + L B S W+ ;25;“) (dBy)* + %O(dst (w))?  (114)

_ Sl BtdB+S( )( dt + odW;)

“B? B,
- Sttg“) (—rdt + pdt + ocdW;)
t

o (B0 ()

que en forma integral se escribe

St( ) SO ! Su(,u) w—r
B, Bo—i—/o o B, dw} (115)
Luego, el proceso
S (1) {St (u)}
= 116
B By )50 (116)

es una martingala (local) respecto de la medida P#~" y por tanto llamamos a P#~"
la medida de martingala.
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Por (114) es facil ver que (P*~"—c.s.)

St (,LL) o SO ow—r 02
B, B exp ( oW} 225 (117)

O Sea

510 = v (s34 (+ Z) ) "

que remarcamos, no depende de u. Esto justifica que anteriormente hayamos tomado
i =1 en la definicién de S;.
De (115) y (117) se desprende que

EFT (Stéf”%) ~1 (119)

lo que permite definir una nueva familia de medidas de probabilidad, {f’f 4} ,
>0

mediante

f’f"”(A):E”‘T(St( )—11,4) AeF (120)

By S

Al igual que con {P” } podemos establecer la existencia de una medida de prob-
abilidad P*~" en (Q, F) tal que su restriccién a F; coincide con P“ "

Introduzcamos el proceso WH=" = {I/Vt“ T} por
t>0

Wi T =WF " — ot <: Wt—|—<ﬂ_r—a) t) (121)

g

Nuevamente por el Teorema de Girsanov, vemos que WH=" es un proceso de Wiener
respecto de P*~". La igualdad (118) nos da

Sy (1) = Sy exp (af/lZ“‘T + <r + 0;) t> (122)

y por la férmula de Ito
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ds, (1) = S, (1) [(r o) dt + o—dﬁ/}w] (123)
d (StL(,u)) = —% (rdt + Udﬁé“”) (124)
(s5m) = (50g) ™ 129

La tltima ecuacién implica que el proceso {%} es una martingala (local)

respecto de la medida f’“_r, por esto llamamos a P*~" la medida dual (respecto de
P#~7) de martingala . Por (123) podemos escribir

Bt BO Tru—T 0'2
_ 20 _ — ¢ 126
A eXP( e ) (126)

3 Nueva representaciéon de C* (u, f).
Ya que para A € F, es

P (A)=E+—" (STT(ON)%HA) (127)

tenemos

BOE“TZ;—T

T

(128)

_ SOEuf'r (@ST (ﬂ) fT ) _ SOEuf'r fT

Br Sy Sr(p) Sz (1)

A partir de esta ecuacién y de la definicién de C* (i, f), ecuacién (108), pode-
mos dar una nueva expresiéon para C* (u, f)

C* (i, f) =Sy sup FrorJT (129)

0<1T<x ST(M)

y si observamos que por (122) es:

distribucién (S () | f’“"”) = distribucién (S (r) | f’) (130)

con P = P°, vemos que el valor de C* (i, f) no depende de p.
Luego, escribimos C* para el valor comun (respecto de p) de C* (i, f)
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=~ [+ (S-(r))
C*=S5y sup E 131
OOS 7'1200 ST (T) ( )
Si ponemos
M,
= 132
w=1g (132)
reescribimos C* mediante
C* =S, sup Ee *Ty, (133)
0<7<@

4 El proceso M = {M,} definido en (74) es no decreciente y por lo tanto de
variacién acotada en cada intervalo acotado. Aplicando la Férmula de It a g (z, y) =

2y y teniendo en cuenta (124), con r = puy W, = W2, se tiene

M,

dipy = d <§) = dg(M,, S,) (134)

1 1 1\)? ) 1
= Md | — —dM, d|l — dM, dMid | —
' <5t)+5t t+0< (&)) O(dMe)" 4 dM; (&)

1 1
= M, — —dM,
td(St)+Std t

Como dM,d (é) =0, (134) se reduce a

—~ dM
iy = —ty [rdt + odWW] + = (135)
Sy
o en forma integral
t t ~ t dMu
R / Yudu — o / Y d TV, + / (136)
0 0 0 Su

Si aplicamos nuevamente la férmula de 1to, esta vez al proceso g(1);) siendo
g = g (¥) una funcién de clase C?, con v > 1, tenemos
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1 2

dg () = q () dupy + 59” () (dipy) (137)
= o (B i + 50" () o uidt
O sea
g0 =g+ [ Lo@w)du=o / ¢ () ud 'V, (138)
g dM.
! (1 Ul
+/Og(1/f) 5. L=

donde se sustituy6 di); por su expresion (135) y se introdujo la indicatriz del conjunto
{(w,u) : 1, (w) = 1} puesto que si 1, (w) > 1 se tiene que S, (w) < M, (w) y luego
M (w) es constante en un entorno de u, por lo tanto dM, (w) = 0.

El operador diferencial L estda dado por

o o ,0?
[ = —pih— & — 2= 139
"op T TV g (139)
Probemos que para todo t > 0 se tiene (f’ — C.S.)
t
/ H{wuzl}du =0 (140)
0

Para ello pongamos A (dt) = dt para la medida de Lebesgue, luego, por el Teorema
de Fubini

— (o] oC ~ oC ~ M
E/ Lgpy ) =1ydt :/ Elfy, () =1ydt =/ Py, (gt = 1) dt (141)
0 0 0 t

Por las propiedades del proceso de Wiener se ve que la distribucién f’wt es absoluta-
mente continua respecto de A (dt), luego, la tltima integral vale cero.

Llamamos

t
M,
%Z/ H{wu:ud—s (142)
0 u
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Se ve claramente que el proceso {¢;},~, crece tnicamente cuando el proceso {t;}
alcanza la frontera {1}. El proceso {1/;} es una difusién con reflexién instantdnea en
el punto {1} en el espacio de estados £ = [1, oo) (Ver capitulo 3 de [ 12 ].) . El
operador infinitesimal del proceso sobre las funciones g € C? coincide con el operador
dado en la ecuacién (139) con la condicién

g (1+) =0 (143)

en el punto {1}, siendo ¢ (1+) = éiinlgl (1) -

5 Tomando en cuenta las ecuaciones (135) y (142) observamos que el
proceso {1} satisface la ecuacién diferencial

diby, = — [rdt v adﬁf“t} + dyy (144)

con la condicién inicial .
Como

/ g () dP = / g (2)dPy, (z) (145)
Q

R

para toda g : 2 — R borel - F - medible, poniendo

V (¢) = supEe Ty, (146)

donde el supremo estd tomado sobre todos los tiempos de parada finitos en casi todo
punto respecto de P (como de costumbre asumimos e*‘ST(“’)@bT(w) = 0 en el conjunto
{w: 7{w} = o0}), observamos que

C* = SoV (¢) (147)
siendo C* como en (131) y 1y la constante definida por la funcién de pago f = {f;}.

Por los resultados en el Teorema (12) se deberia tener que el tiempo 6ptimo
fuera de la forma

T=inf{t >0:¢, > ¥} (148)
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siendo 1) alguna constante. Es decir, que 7 es el primer tiempo de arribo a la regién
de “detencién de las observaciones”, D = {t Sy > @/}}. En contraste, llamamos a

C= {t sy < E} la “regién de continuacién de las observaciones”.

Si asumimos de antemano que V es suficientemente regular, de acuerdo a
la teorfa de la parada 6ptima, e ®*V (v;) debe ser una martingala en la regién de
continuacion, para lo que alcanza probar que su operador infinitesimal se anula en
esta regién. Ademss V (¢) debe satisfacer la condicién de borde (143). Por lo tanto,
estamos buscando una solucién al siguiente problema:

LV () =6V (), 1<y < (149)
V' () =1 (150)

Busquemos soluciones de (149) de la forma V' (¢) = ¢*. Sustituyendo V (¢) =
1" en las ecuaciones anteriores, obtenemos para x la ecuacién cuadrética

2r 20
xQ—(l—i-;):c——:O (151)

Resolviendo, tenemos

1 r 1 r\* 26
$1—§+;—\/(5+;> +; (152)

1 7 1 r\* 26
1. . 0 1
x22+ﬁ+¢@+ﬁ)+ﬂ 153

Se ve claramente que v; = 1 — 25y 79 = 1 — x7 con 4, 2 definidas en (80). En
particular, x1 <0y zo > 0.

Luego, en la regién 1 < ¢ < v (donde (149) estd definida) la solucién V (v)
tiene la forma

V(1) = Cryp™ + Cop™ (154)

donde (] y (5 son algunas constantes.
Ahora si asumimos que la regién de continuacién es de la forma
C= {t >0:Y > w} donde v es alguna constante, debemos imponer ciertas condi-

ciones para poder determinar las constantes Cy, Co y ).
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La primer condicién es que en la frontera, ¢, las ganancias por detener las

observaciones deben ser las mismas que si se deja correr un poco més el proceso, es
decir

V() =1 (155)

O Sea

Ci" + G =7 (156)

La segunda condicién es que haya un “pegado suave” (smooth fit) (ver capitulo 3 de
[ 12 ].) entre las dos ramas de V' en la frontera, 1), esto es

V' (p—)=1 (157)

O sea

2O 2O =1 (158)

La tltima condicién es la condicién (150) que ahora resulta

o =-2¢, (159)
T

Restando la ecuacién (158) a (156) se tiene:

Cip" (x1 — 1)+ Cotp " (25— 1) =0 (160)

Sustituyendo en ésta la ecuacién (159) obtenemos:

T <Ew1_1)ﬁ (161)

561.%‘2—1

Se observa que ¥ = a, con a~! como en (81). Despejando de (159) y (160) obtenemos
los valores

(162)
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Por lo tanto, la funcién V' (¢), solucién de (149), estd dada por

V(y) = { mjml [(552 —1) (%)ml + (1 =) (%)12} ;1< 1£ < (163)
(G s>

donde 1, x1, x5 estdn dadas por (152), (153) y (161) respectivamente.
Se ve claramente que V' definida en (163) coincide con V' definida en (79).

6 En este nuevo marco probaremos nuevamente el teorema (12).
Podemos enunciar este teorema en la siguiente forma:

Teorema 14 La solucion al problema de parada dptima

supEe "IN
TEM

estd definida por

stendo

1
— Tox1 — 1\ =221
- (222
1 Lo — 1
El tiempo de parada dptimo es
T=inf {t>0:¢ >¢}

con
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Demostracién. (Ver [ 5 ].) Al mirar las ecuaciones (79), (147) y (163) se ve
claramente que el enunciado del teorema es

V)=V (164)

Para demostrar (164), probaremos las condiciones

(A) para todo tiempo de parada 7 (P - c.s.)
Ee *' <V (¥), ¢ >1
(B) el tiempo de parada T = inf {t > 0 : ¢, > E} es (f’ - c.s.) finito y

Ec =V (), 21
que implican el enunciado.

Comencemos por establecer (A), podemos aplicar la férmulade Itd a g (t, V (¢y))
siendo g (t,z) = e~ °'z, luego, para todo tiempo de parada finito 7 se tiene

e=*TV () =V (o) +/OT% [e™ "V ()] du (165)

0 1 (7 o

[ e vl an g [ et )] @)

es decir

e 5TV (i) = V (o) + / "LV (6a) — 8V ()] du (166)

_ / T S,V (i) T, + / eV (44,) i
0 0

Observamos que por definicién de V', tenemos que (LV') (¢) — 8V (¢p) < 0 para
todo ¢ > 1. Ademds la iltima integral se anula puesto que ¢, crece tnicamente
cuando 1, = 1 y en este punto V' = 0. Luego tenemos que el proceso

I =— / t e Pua, V! () AW, (167a)
0
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es una martingala local (por ser una integral respecto de un proceso de Wiener) y
estd uniformemente acotada por debajo

I > e "'V () = V (tho) = =V (¢ho)

entonces {I;},~, s una stper martingala y:

EI, <EI (168)

por el Teorema del muestreo opcional de Doob, ver Teorema (6). Por lo tanto,
tomando esperanzas, E, en ambos lados de (166) tenemos que:

Ee "V (¢;) <9

para todo ¢ > 1 y para todo tiempo de parada finito (f’ - cs.) 7. Con estoy
teniendo en cuenta que 1) < V' (1)), se tiene (A).

Debemos probar ahora la condicién (B). Para esto, observemos que de la
ecuacion (166) se deduce que:

SN (hn) = V () + /O T e U [(LV) (W) — 8V ()] du + Ipm (169)

Ahora, si 1)y > 1), se tiene 7 = 0 y la propiedad (B) se cumple trivialmente. Asf que
supongamos ¢y < 1, entonces (LV) (¢,) — 6V (¢,) =0 para u <t AT (w), w € Q, y
luego:

V (9) =V (%) > eIV (Yuar) — V (o) = Linz > =V () (170)

En definitiva tenemos que el proceso {li7}, €s una martingala local, uni-
formemente acotada por encima y por debajo, luego una martingala.
Observar que P (V (YF) = 1/1) = 1. Entonces, una vez probado que

P (T < ©0) = 1, tendremos, por el Teorema del Muestreo Opcional, que EIT =

E I, = 0 y por tanto, (169) implicard que Ee ?7V (¢5) = V ().

En conclusién, sélo queda probar que P (T < o0) = 1. Recordemos que 7 =
inﬁ/t {t >0:Y > gb} para cada ¢ > 1.
TE

Observemos que para un entero 7' > 1 :

f’(max%ZE)Zf’( max EZE) (171)

0<t<T

—P ( max¢” (P W) (o5 ) t) E)

0<u< t<T

.- e@“§MMXF4WrWOeNWFW)~~ oo (Wr—Wr_y) 2@)

b b Y

RS

=P (max [Wl _WO,WQ_/Wvl, R WT — WT—l} ZK>
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. log 9 — (T+”2—2> . . .
siendo K = ————~. Es clarisimo, por las propiedades del proceso de Wiener, que
para cualquier nimero real K la probabilidad en la iltima linea de la ecuacién (171)
tiende a 1 cuando T" — o0, asf el proceso v, alcanza cualquier nivel con probabilidad

uno, en particular el nivel ¥. Esto prueba que (P - c.s., 1p > 1) el tiempo de parada
T es finito y por lo tanto el teorema. m
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