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Resumen

El objetivo de esta monografia es estudiar el nimero de condicion de sistemas de
ecuaciones lineales cuando los coeficientes del sistema sean aleatorios. Exploraremos
resultados en el caso que los coeficientes de la matriz sean variables aleatorias inde-
pendientes con igual distribucion. Mostraremos el comportamiento de la cola de la
distribucién del nimero de condicién en el caso de variables Gaussianas. Con ese fin
introduciremos algunos conceptos de campos aleatorios demostrando la Formula de
Rice. Incluiremos también comentarios sobre el nimero de condiciéon en problemas
mas generales.

Abstract

The goal of this monograph is to study the condition number of systems of linear
equations when the coefficients of the system are random. We will explore results
in the case that the coefficients of the matrix are independent variables with equal
distribution. We will show the behavior of the tail of the distribution of the condi-
tion number in the case of Gaussian variables. With that aim we will introduce some
concepts of random fields proving Rice Formula. We will also include some remmarks
on the condition number in more general problems.

Palabras Claves: Numero de condiciéon, Férmula de Rice, Matrices Aleatorias.
Key words: Condition number, Rice Formula, Random matrices.
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Capitulo 1

Introduccion

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por medio de computadoras, es

un tema de mucha importancia en las diferenentes areas de la ciencia. Los analistas
numéricos han estudiado el tiempo de ejecucion y la memoria necesaria para imple-
mentar diferentes algoritmos de dlgebra lineal. Este es el caso de algoritmos directos
que resuelven un sistema de ecuaciones lineales en una cantidad finita de pasos. Pero
las computadoras digitales quiebran la posibilidad de resolver dichos sistemas con
precisién exacta. En la mayoria de los casos hay una pérdida en la precision en cada
uno de los pasos del proceso de resolucion.

Una de las mayores preocupaciones es estimar el efecto de varios errores. Contaré al-
gunos del los problemas que surgen:

1.

Los elementos de la matriz A a considerar pueden traer errores inherentes al
problema en si. Por ejemplo que los datos sean extraidos de alguna medida
fisica, como es el caso de muchos problemas surgidos de la ciencia. Para este
tipo de errores podemos establecer una cota ¢, como por ejemplo la precision del
instrumento, entre otras. Entonces la matriz A es perturbada por una matriz
E = ((ei;)) donde los |e;j| < 6, y por lo tanto la matriz en la cual se realizaran
las operaciones es A+ E y no A.

Quizas los elementos de la matriz estén exactamente definidos por alguna férmu-
la algebraica, pero atin asi es probable que dichos elementos no estén en el sis-
tema aritmético de la computadora. Las computadoras actuales trabajan con
el sistema de aritmética de punto flotante, y entonces todas las operaciones
aritméticas son hechas en un subconjunto finito £ de R en vez de todo el con-
junto R. Unas de las caracteristicas de este sistema aritmético es la existencia
de una funcién r : R — & llamada funcion redondeo que aproxima el dato ingre-
sado (en algin sentido le da el valor del elemento mas proximo de £). De esta
manera todas las operaciones aritméticas en R pasan a operaciones aritméticas
en &£ a través de la funcion r. Es decir se pasan los nimeros a sus redondeos,
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luego se realizan las operaciones establecidas y luego se redondea el resultado.
Por ejemplo, multiplicar dos elementos x, y en R es hacer r(r(x)-r(y)). De ésta
manera aunque estemos seguros que los datos de la matriz son los verdaderos,
esta el problema de redondeo en cada uno de los datos.

3. Otro problema es que, como se explicé en el ejemplo anterior, si tenemos dos
nimeros ya en el subconjunto £ de R, las operaciones pueden caer fuera de £ y
por lo tanto al implementar un algoritmo con la matriz es muy probable que en
las operaciones realizadas halla una pérdida de exactitud en los datos (aunque
evitemos los dos problemas anteriores).

La pregunta que surge para este tipo de problemas (a excepcién del primer proble-
ma que de alguna manera no nos concierne) es jcuanto afecta el error en la entrada
de los datos la solucién del sistema?. Esta pregunta es la clave para poder hacer
algoritmos mas eficientes, en el sentido que tengan mayor rapidez y que los erro-
res acumulados no sean excesivos, como para que la solucién esté muy lejos de la
verdadera.

Muchos cientificos han estudiado estos problemas entre los cuales se destacan
Von Neumann y Turing entre otros. Von Neumann en particular se preguntaba si era
posible resolver sistemas de ecuaciones lineales con grandes niimeros de variables.

Sea A una matriz n X n con coeficientes reales invertible, y b € R". Estamos
interesados en resolver el sistema A -x = b, y queremos estudiar como se afecta
la solucién si se perturban los datos ingresados (input) A y b. Seria conveniente
conocer de antemano cuan distante es la solucion del sistema perturbado z de la
solucién del sistema x. O sea saber de antemano cual es la sensibilidad de la solucion
a las perturbaciones en el input. Con tales fines existe una cantidad que nos da una
medida de esa sensibilidad. Dicha cantidad se denomina ntimero de condicién y fue
identificada por Turing [16], Von Neumann y Goldstine [15]. El niimero de condicién
es definido por

k(A) = Al [|A7] (1.1)
siendo ||A]| la norma usual de operadores, o sea
[ Az]
|Al = sup (1.2)
zekr |||
= sup [Az][. (1.3)
z||=1
Aqui || - || indica la norma Euclideana en R™

7[t is characteristic of ill-conditioned sets of equations that small percentage errors
in the coefficients given may lead to large percentage errors in the solution” (Turing

[16]).
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Es en este articulo que Turing introduce el nimero de condicion de una matriz cua-
drada.
Probaremos mas adelante en el Teorema 1 que se cumple la siguiente desigualdad:

|Az] _ K(A) _(HAbH HAAH)

< +
[l =Ty B el A

siendo Ab y AA el error relativo en el input A y b respectivamente, y Az el error
en la solucién (Azx = = — &). Mds atin, la constante k(A) es éptima, en el sentido
de que cualquier constante menor no verifica siempre la desigualdad. De esa manera,
k(A) da una medida de cudnto amplifica el error relativo en el input la solucién. Pero
en realidad lo que estamos interesados es en saber la magnitud en termino de cifras
significativas. O sea lo que queremos es estudiar log(k(A)).

Segun como sean representados los nimeros en las maquinas digitales se usa el lo-
garitmo en una base conveniente. Por ejemplo si la maquina trabaja con nimeros
binarios usaremos el logaritmo en base 2, pero si trabaja con niimeros decimales usa-
remos logaritmo en base 10. Pero por conveniencia trabajaremos con el logaritmo en
base e.

Cuando la matriz A no es invertible (singular) el nimero de condicién no esta bien
definido, pero lo podemos extender definiendo k(A) = co.

Llamaremos matrices ” bien-condicionadas” (well-conditioned) aquellas con k(A) pe-
queno y " mal-condicionadas” (ill-conditioned) aquellas con k(A) muy grande.

Estamos interesados en estudiar el niimero de condicion para cierta familia de pro-
blemas. Es claro que no conocemos a priori el niimero de condicion de cierto input,
y que se supone que es mas facil resolver el problema que computar su complejidad.
Una manera de atacar estos problemas es asumir que existe alguna ley probabilistica
donde los coeficientes (input) se rigen bajo la accién de dicha ley. Es decir, estamos
interesados en estudiar el niimero de condicion cuando los coeficientes de la matriz en
cuestién son aleatorios. A este tipo de matrices las llamaremos matrices aleatorias.
La idea de asumir una medida de probabilidad, nos conduce a poder obtener resul-
tados sobre el valor esperado del logaritmo del nimero de condicién y buscar en lo
posible resultados sobre la distribucién de éste. Esta idea fue impulsada por Stephen
Smale en 1997 para analizar la complejidad de este tipo de problemas. Vale la pena
comentar, que sobre estos temas se conoce todavia muy poco, y la gran mayoria de
resultados solo se restringe a una clase muy particular de problemas en los que los
coeficientes son variables aleatorias Gaussianas.

El objetivo de esta monografia es mostrar resultados sobre el valor esperado del loga-
ritmo del nimero de condicién y de la distribucién de la cola del nimero de condicién.

De mas esta decir que la ausencia de referencias en algunas partes de esta mono-
grafia, no supone originalidad de mi parte.



Capitulo 2

Numero de Condicion

En este capitulo daremos algunas propiedades y aspectos geométricos del niime-
ro de condicién. Empezaremos por demostrar la desigualdad que de alguna manera
motiva la definicion de dicha cantidad. Luego mostraremos algunas propiedades al-
gebraicas sencillas, para terminar mostrando que el nimero de condicién nos da una
medida de la “distancia” al conjunto de matrices singulares.

Las referencias principales de este capitulo son: [9], [12], [13] y [14].

2.1. Propiedades

2.1.1. Motivacion

Teorema 1. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales
Ax =b. (2.1)

Si llamamos AA al error de redondeo en A, Ab al error de redondeo en b y Az la
perturbacion en la solucidn de (2.1) entonces si [|[A™1 - AA|| < 1 se tiene:

|Az] r(A) . <||Ab|| N IIAAH)'

[l = 1= wa) =0 U TA]

Demostracion. Haremos la demostracion por partes, primero suponiendo que existe
un error de redondeo en b y que A es exacta, luego reciprocamente, para luego hacer
el caso conjunto. De esta manera la demostracién sera mas extensa de lo que en
realidad es pero seguramente se entienda més si hacemos cada caso por separado.
Supongamos primero que A no tiene error, entonces A(x + Ax) = b+ Ab:

Como x es la solucion del sistema de ecuaciones lineales Ax = b entonces

A-Ar=Ab= Az =A"-Ab
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y entonces tomando norma en ambos miembros y usando la definicion de norma de
un operador se tiene

IAzl] = [lA™" - Ab|
< A7 - [lA.

Por otro lado
Az = b= ||A|| - |lz]| > [[o]l = [|=[| > ||o] - | A"

entonces se tiene que el error relativo

Ax B Ab
| Ab]]
= /{ A - —_———
AT
entonces ||A ” ||Ab||
T
< g(A)  —.
el ="

Supongamos ahora b sin error o sea (A + AA)(z + Azx) = b:
Nuevamente por (2.1) se tiene

AA-(x+ Az)=—-A-Ax
0 sea
AA- 24+ (AA+A)Az =0 = (AA+ A)Azx = —AA - z.

Como A+ AA=A-(I+A7"-AA)se tiene que (I+A71-AA)- Az =—-A"1-AA -z
Si [|[A71- AA|| < 1 entonces I + A~! - AA es invertible! y por lo tanto A + AA es
invertible.

Tenfamos que (A + AA) - Ax = —AA -z entonces Ax = —(A+ AA)™'-AA -z

y entonces tomando normas se tiene

| Azl

]

< (A+AA4)~L - AA|. (2.2)

Llamando F = A~ - AA tenemos que A+ AA = A- (I + F) entonces

(A+AA) P =T+F) A

'En el apéndice Serie de Neumann incluimos la demostracién.
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y como ||(I + F)7!| < l—iFll se tiene que

1A~

I(A+A4)7 < - :
L= [JA=H] - [|AaA]

Entonces por (2.2) y (2.3)
|aa] _ At A4

[zl = 1= [lAT- AA]
A~ - [|AA]
1A AA|
|AZ] - [AA]
T L= AT [AAL

y si multiplicamos y dividimos por || A|| se tiene

[Azl] _ s(A) - [[AA]

lzl| -~ JA]l = x(A) - [|AA]
y escribiéndolo en funcién del error relativo de la matriz A se tiene:
|AA
[Az| n(4) - 15
11— llaage
el ™ 1= k(a) - L2

Concluyendo obtuvimos los siguientes resultados:

|Az]] AY]
] 18]

K(A)

en el caso A sin perturbar y

IAA]
Az _ A4 TEr

=T 1a4]
=l ~ 1 — (A - 125

en el caso b sin perturbar.

(2.3)

Ahora con las dos discusiones anteriores estamos preparados para atacar el caso

general en que se perturban a la vez A y b:

(A+AA) - (v + Az) = b+ Ab.

Desarrollando y usando el hecho de que z es la solucion de Ax = b se tiene que

(A+AA)- Az =Ab—AA -z
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Si ||A7'- AAJ| < 1 entonces (A + AA) es invertible y

1H HAilH
1= (AT - [[AA]

|(A+AA)” (2.5)

(ver apéndice en la seccién de Serie de Neumann). Entonces en ese caso Ax = (A +
AA)™ - (Ab— AA - z) entonces

IAz[] = [I(A+AA) - (Ab—AA- z)|
< [(A+A4)7H| - [[(Ab— AA- )|
< A+ A4 (1] + [AA - )
< A+ A4 (1AD] + [AA] - [|x[])

entonces dividiendo por ||x||

[[Az]] |Ao]
el ]

Usando la definicién de norma de un operador en (2.1) se tiene que |[b]] < ||A]| - ||=]|
y por lo tanto [|z|| > ||A]|7}/|b||. Entonces sustituyendo en (2.6) y luego usando (2.5)

< A+ A ( HAMO (2.6)

Ax _ Ab
T < araart (G 1aa)
_ AD||
< A+ AA)! ~(H7+ AA>
A+ 847 (g + 1441
A~ ( | Ab]] )
< : + [|[AA
AT 1aAT Aoy 1A
[ATH[ - [JA] (IIAbII N IIAAH)
- 1= flATY - JAA]L (b Al
o sea
|Az] _ K(A) ' (HAbH N HAAH)
[ = T () B el A
que es la desigualdad que buscabamos. O

Como ya comentamos, cuando una matriz A no es invertible podemos extender
la definicién de k(A) para que tome el valor oo.
Una matriz se dice singular cuando su determinante es cero, y por tanto se podria
esperar que las matrices que tengan determinante pequeno tienen que ser las mal
condicionadas. Pero ese no es el caso, como veremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplos 2.2. Sea A, = < 8 g ), entonces det(A.) = &2
-1
Como AZ! = % 50 591 ), se tiene que k(A.) = 1. Entonces si tendemos ¢ a

cero, el determinante tiende a cero mientras que el niimero de condicién se mantiene
constante igual a 1.

En la siguiente seccién demostraremos un resultado que relaciona el det(A) con
k(A).
Es facil probar las siguientes dos afirmaciones

Afirmacion 2. Sea A una matriz n X n entonces:
1. k(AA) =k(A) si A #D0.
2. k(A7) =k(A) si A es invertible.

2.3. Aspectos Geométricos

Sea ¥ el conjunto de matrices singulares (o sea las ill-posed). Estas matrices
caen en una subvariedad del espacio R™. Dicha subvariedad estd definida por las
matrices con determinante nulo, y como la funciéon determinante es un polinomio, la
subvariedad de la que hablamos es una wvariedad algebraica en el espacio R™ (2 =
det=({0})). Probaremos que X es un conjunto de medida de Lebesgue nula en el
espacio R™,

Lema 1. Si ¥ ={A € M,(R) : det(A) =0} entonces
A2(X) =0
siendo A2 la medida de Lebesque en el espacio R™.

Demostracion. Quizas uno se ve tentado a usar el Teorema de Sard, y argumentar
que Y es una variedad de dimensién menor a n? en R y por tanto la medida de
Lebesgue seria cero, pero no estamos en las condiciones del teorema ya que 0 no es un
valor regular. Por tanto hay que recurrir a otros métodos dejando de lado resultados
de la Geometria Diferencial.

Una matriz A = ((a;;);j—1) la podemos escribir en el espacio R" como

A= (an, @12, .-, A1, A2y o v v - e 7a7’m) = (Clu, b)

entonces si escribimos el determinante desarrollando por la primera fila ( o primera
columna) se tiene que

d€t(A> = a11011 + B
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donde 011 y B solo dependen de b. Entonces por Fubini
A2(X2) = / M (Xp)db siendo X, = {aq; : anon + B =0}
Rn?

Si 011 # 0 entonces Xj, = {—%} y por tanto A () = 0.

Entonces
)\nQ(E) = )\n2<2 N {0'11 7é O}) + )\nQ(E N {0'11 = 0})
= Ap2(EN{on =0})
< A2({o1n =0}),
pero

{0'11 = O} = R2n71 X anl (27)

siendo 3,1 = {A € M,_1(R) : det(A) = 0}. De esta manera si hacemos un razona-
miento por induccién usando Fubini en (2.7) se tiene el resultado. Detallemos esto.
Para matrices 1 x 1 es claro que el resultado del Lema es cierto. La hipdtesis de induc-
cién es que para matrices (n—1) x (n—1) vale el resultado, es decir A(,_1)2(X,-1) = 0.
Entonces aplicando Fubini en (2.7) se tiene

/\nQ({Ull = 0}) = )\n2 (R2n_1 X En—l)
Fuzbmi /\(n—1)2 ((En—l)m) d:L‘

T

R2n—1

Il
e

O

Existe un teorema que nos dice que el nimero de condicion estd relacionado con
la distancia de A a la variedad algebraica 3.
Consideraremos otra norma en el espacio de las matrices n x n distinta a la norma
de operadores que comentamos en (1.2)

n
> agl?

1,j=1

lA||lF = V/traza(AAT) =

conocida como norma de Frobenius o Hilbert-Schmidt, siendo A = ((a;;)ij=1..n) y AT
la matriz traspuesta de A, que no es otra cosa que la norma Euclideana en R™. En el
caso de que las entradas de la matriz sean complejas en vez de la matriz traspuesta
se considera la matriz conjugada traspuesta (o sea la matriz adjunta).
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Teorema 3 (Teorema del nimero de condicién). Para toda matriz real A de
n X n se tiene

A
dr(A,Y) = —~
A=)
siendo dp la distancia en el espacio de las matrices n X n con respecto a la norma de
Frobenius.

)

Este teorema fue probado por [Eckart y Young 1936].

Es necesario especificar algunos detalles antes de empezar la demostracién.

Si A € M, (R) (matrices reales cuadradas de dimensién n) entonces podemos conside-
rar A como un operador lineal A : R” — R" con matriz asociada A en la base canéni-
ca. Como estamos en dimension finita es conocido de los cursos basicos de Calculo
que A es una funcién continua, y como ||-|| : R” — R es también una funcién continua
tenemos que la composicién también lo es. Pero el conjunto {z € R" : ||z| = 1} es
compacto, entonces por Weirestrass podemos sustituir la definicién de ||A|| dada en
(1.2) por

|Al| = max || Az]|]. (2.8)
llzll=1
Para la prueba del teorema de Eckart-Young es necesario usar que la norma de
Frobenius es invariante por transformaciones ortogonales.
Recordemos que una matriz B es ortogonal cuando BBT = I siendo I la matriz
identidad.
Notar que en las matrices ortogonales los vectores columnas de la matriz B (B;
con i = 1...n) son ortogonales entre si y de norma 1. Esto se ve facilmente pues

B;, B;) = 6, ; siendo
J J
(1=
5”_{Oi%j
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Lema 2. Sea A una matrizn X n y B una matriz ortogonal también n X n. Entonces
IAB|r = || BAllr = [|Allr-

Demostracion. Notar que cuando multiplicamos por B a la izquierda, la fila 7 del
producto es

((Ai, B1) ..., (Ai, Bn))

siendo A; la fila ¢ de la matriz A y B; la columna j de B. Pero como los B; son
ortogonales y de norma uno, por Pitagoras la longitud de la fila es igual a la longitud
de Az

Anélogamente, si se multiplica por la matriz B a la derecha, la longitud de las co-
lumnas se mantiene igual a las columnas de A. Por lo tanto la norma de Frobenius
se mantiene constante. U

Prueba de Teorema 3. Probaremos que

1
dr(A,X) =
lA=T]”
Sea v € R™ donde se toma el mdximo en (2.8) para A~!. Es decir sea v tal que ||v]| = 1

y ||A*1(U)||1= A7 X
Sea u = S 1”A_l( v), por lo tanto |ju|| =1, A(u) = ATl y [A(w)[| = ||A11||

Siu = e; y llamamos A ala matriz que resulta de cambiar la primer columna de A por
todos ceros, tenemos que A € X. Entonces dp(A, %) < ||[A — Al|p = ||A(w)|| =

es decir dp(A,Y) < ”A AT

Siu # ey consideramos B una matriz ortogonal tal que B(e;) = u. Entonces (AB); =
AB(e;) = A(u) es decir la primera columna de la matriz AB es A(u). De forma
andloga tomamos la matriz AB que resulta de cambiar la primer columna de AB por
ceros. Entonces procediendo igual que antes llegamos a que dp(AB,Y) < 0 A A= Pero
usando el Lema 2 se tiene

1

dp(A,3) < .
#(45) <

Falta la otra desigualdad.

Sea M € ¥ la matriz donde se minimiza dp(A,X), o sea dp(A4,X) = ||[A — M||p.
Como M es una matriz singular el nicleo no es el trivial. Entonces existe v de norma
uno tal que M(v) = 0.

Sea B una matriz ortogonal tal que B(e;) = v. De esta manera la primera columna de
MB es cero (MB), = MB(e;) = M(v) = 0). Entonces ||AB(e;)|| < ||AB—MBl||r =
dr(A,Y).

De la definicién de norma de operadores en (1.2) se desprende que

[Aul] < [|AH ]l Vo € RY,
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de donde
Jw| = [|A™" - A(w)|| < A7 - |A(w)]|
entonces || ||
w
AT > ——
[ A(w))]|
y tomando w = B(e;) se tiene que
1Bl 1

A > .
A= TaB el = drias)

O

Lo que nos dice este teorema es que las matrices mal-condicionadas (las de niimero
de condicién grande) estén cercas de la variedad algebraica 3. Es decir estan en alguna

vecindad de cada punto de ¥, lo que significa que caen en algin entorno tubular de
3.

2.4. Matrices mal condicionadas

Las matrices mal condicionadas son aquellas en que pequenas perturbaciones en
los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales (Ax = b) provocan grandes
perturbaciones en la solucién del sistema. Daremos ejemplos de este tipo de matrices,
pero tratemos el caso de matrices sencillas (como por ejemplo las diagonales) para
facilitar los calculos.

Sea A = g 2 ) con a >> 1 > 0. Supongamos A fija y un error en b (6b). Entonces

A- (X +0X)=>b+0by por lo tanto A -JX = db.
Es claro que A es invertible, entonces 6X = A~ . §b, y si tomamos norma se tiene
que ||[6X| = ||A~! - 6b|. Como X = A~ - b obtenemos que

loX _ A7 - dof
XA 1A=t - o

(2.9)

Entonces eligiendo de manera adecuada b y b tal que el numerador en (2.9) sea
grande, y el denominador en (2.9) sea chico, tendremos un gran error relativo. Como
el comportamiento de A™! segiin los valores propios es opuesto al de A, basta tomar
b en la direccién (1,0) y db en la direccién (0,1). Tomemos b = (1,0) y db =¢-(0,1).
En ese caso la solucion del sistema A - X = b es

X:(l{ﬁ).
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n
0

La matriz inversa de A es - (

0
entonces
a-n a

entonces [|6.X| = [5| y [|X] = HE

Por (2.9) el error relativo es
16X _ «

X1 n
y como estabamos en el caso a >> 7, podemos controlar el € de la maquina para
hacer que el error relativo sea tan grande como querramos.
Es claro que lo anterior lo podriamos haber hecho para matrices tomando distintos
vectores propios y ajustando como antes los valores propios para obtener nuevamente
una gran perturbacién en la solucién.
Observar que k(A) = a - % >> 1.

| 10° 0 i 106 ,
Ejemplos 2.5. A = 0 106 ) €= 107 entonces X = 0 y0X = (0,10%)
o sea la solucién perturbada es X + 06X = (107%,10%) y % =10°.



Capitulo 3

Formula de Rice

En este capitulo introduciremos algunas nociones sobre procesos estocasticos y
campos aleatorios, orientados hacia el estudio de los extremos de un campo aleatorio.
Enunciaremos y demostraremos la Formula de Rice que sera de utilidad para poder
estudiar la cola de la distribucién del niimero de condicién en el caso Gaussiano.
Las referencias de este capitulo son: [2], [3] y [7].

3.1. Introduccion

Un procesos estocdstico (p.e.) es una familia de variables aleatorias que estan
definidas en un mismo espacio de probabilidad, que estan indexadas por cierto con-
junto T'. Es decir, dado un espacio de probabilidad (2,.e7, P), un p.e. es una funcién
X : QO xT — R medible en la primera variable. Los procesos estocésticos serdn nota-
dos por {X(t) : t € T'}.

Los procesos para los cuales T' se identifica con los enteros o alguna parte de ellos,
seran llamados procesos estocdsticos de tiempo discreto.

Si T coincide con algun intervalo [a,b] (o la recta real, o alguna semirrecta) diremos
que {X(t) : t € T'} es de tiempo continuo.

Si en vez de tener una familia de variables aleatorias tenemos una familia de
vectores aleatorios definidos en el mismo espacio de probabilidad a valores en R",
diremos que es un campo estocdstico o campo aleatorio en R™.

Consideremos el proceso {X(t) : t € T'}. Si fijamos w € €2 obtenemos una funcién
X(-,w): T — R tal que t — X(f,w) que llamaremos trayectoria del proceso.

De esta manera podemos ver al proceso como una variable aleatoria que a cada w le
asigna una funcion.

Diremos que un p.e. tiene trayectorias continuas (o C") si el mapa X(,w): T — R
es continuo (o C") salvo en un conjunto de probabilidad nula.

Llamaremos px)(z) a la densidad (en caso de que exista) de la variable aleatoria

15
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X(t) en el punto z.
Diremos que un campo aleatorio {Z(t) : t € T} es Gaussiano si dado cualquier
conjunto finito ti,...,t, de indices el vector (X(¢1),...,X(t)) tiene distribucién
conjunta Gaussiana en R™.

A lo largo de este capitulo, consideraremos que el conjunto de parametros es
una variedad diferenciable compacta I de dimensién d en R¢ y el campo (aleatorio)
Z : I — R es Gaussiano.

3.1.1. Notaciones

» Sea A una matriz simétrica n X n, notamos A > 0 (A < 0) si A es definida
positiva (definida negativa).

» Sea f: U C R — R, definimos el mddulo de continuidad para § > 0 como

wr(8) = sup {|f(x) = f(y) - llz —y| <0}

z,ycU

Més generalmente si A(+) : U C RY — R™ " es un campo matricial (A(t) =
(a;ij(t)) coni=1...m,j =1...n) definimos wy4(J) como el maximo médulo
de continuidad de sus entradas, es decir

wa(0) =

I

AX Wa,;(0).
1..n

i,
J

» Sea Z : [ — R4 un campo y J C I C R% definimos NZ(J) como el nimero de
soluciones en J del sistema de ecuaciones Z(t) = u. O sea

NZ(J)=#{te J: Z({t) = u}.

La féormula de Rice establece de manera explicita una férmula que nos permite
expresar el valor esperado de NZ(.J) en el caso que Z sea Gaussiano y bajo ciertas
hipdtesis sobre su regularidad y sobre la variedad 1.

El resultado es el siguiente

B(NA(D) = [ B(det(Z0)1/2(2) = u) - paow) .

1

3.2. Prueba Heuristica

Teorema 4. Sea 7 : I — R? con I C R? compacto, un campo aleatorio, y u € RY.
Asumimos lo siguiente:
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HO Z es Gaussiano,

H1 c.s. el mapat— Z(t) es C1,

H2 N tel, Z(t) tiene distribucion no-degenerada (var(Z(t)) > 0),
H3 P{3tel, Z(t)=u, det(Z'(t)) =0} =0,

Hj A\OI) = 0.

Entonces

POVAD) = [ B(ldet(Z 0)|/2(0) = ) - o ) . (3.1)
En esta secciéon mostraremos una prueba no formal de la Férmula de Rice pero
que ayuda a entender y justificar la férmula (3.1).
-Fijemos w en el espacio muestral.
Tomemos u € R?. Por tener medida de Lebesgue nula la frontera de I, con probabi-
lidad uno las pre-imagenes caen todas en el interior de /. Ademéas podemos suponer
que u es un valor regular para el campo Z pues lo es con probabilidad uno por H3.

Por ser Z de clase C' y I compacto, NZ(I) < co. Sin > 0, sean 7y,...,7, las pre-
imagenes por Z de u (NZ(I) = n).

Tomando un ¢ chico, podemos aislar cada una de las pre-imagenes 71, ..., 7, con en-
tornos abiertos disjuntos Uy, ..., U, respectivamente, de forma tal que:

- Z sea un difeomorfismo local entre U; y la bola By(u, 6)

-sia ¢ UM, U; entonces Z(z) ¢ By(u, )

donde By(u,d) es la bola Euclideana en R¢ de centro u y radio 6.
Entonces

/Idet DIHndyz)-uj<sy dt = Z/U | det(Z'())| dt
=1 i

= )\d(Bd(u,5)) n

entonces )
NZ(I) =llm ——— det Ind dt.
£ =i s [ 14et(Z0)] Indyz-
Tomando esperanza en ambos miembros se tiene
1
E(NZ(I)) = lm——s—— det Ind dt
(D) = Mg | B den(Z/0)| Tz )

= lim [ dt

1
510 J; m/&iu&)
_ / E(|det(Z/(1)]/2(t) = u) - pgoy(u) dt

1

(| det(Z'(t))| ’ Z(t )pZ(t)(y) dy
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probandose el resultado.
No nos es posible justificar cada una de las igualdades por tanto para la prueba formal
necesitamos un trabajo preliminar previo.

3.3. Preliminares Técnicos

En el siguiente lema probaremos que con probabilidad uno no hay pre-iméagenes
por Z de u en el borde de la variedad.

Lema 3. Sea I compacto en R, Z : I — R? un campo vectorial aleatorio y u € R?
tal que:

1. Elmapat— Z(t) es C! c.s.,
2. \(0I) =0,
3. Vtel, pyu(x) < C conxeV(u) entorno de u,

entonces

P(NZ(9I) #0) = 0.

Demostracion. Como [ es compacto, 1. nos dice que

0Z;
sup | ] <M
ter Ot
ij=1..d

con M(w) < oo con probabilidad 1. Entonces existe M, suficientemente grande tal
que P(M > M,) <eysea A, = {M > My}.

Como A\;(0I) =0y OI es también compacto, dado €’ > 0, encontramos bolas (deter-
ministicas) By, ..., By, de radio §; con j = 1...m respectivamente tales que

f:)\d(Bj) <& y OIC OBj.
=1

P(NZ(0I)#0) < P NuZ(OBjm) 21) (3.2)
< P {Nf(jL:JlBj niI) > 1} mAg) +P(<A5) (3.3)
< P {Nf(OBjm)z1}mAg>+e. (3.4)
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Estudiemos el primer miembro después de la desigualdad en (3.4).

P({Nf(UBjﬂI) Zl}ﬂA§> S r({nEmnnzifna).
Jj=1 Jj=1

Siwe {NZ(B;NI)>1} entonces 3 7 € B; NI tal que Z(1) =

Sean t; € B; N I fijos.

Entonces si w € {NZ(B; N 1) > 1} N A se tiene

1Z(t;) = Z(0)| = Z(E;) — ]|
< Mod||t; — ]
< MQdQ(S]

donde la primera desigualdad sigue del teorema de valor medio para campos vecto-
riales, que por completitud agregamos su demostracién en el Apéndice (6.1).
Tenemos que

12(55) — ull < 2Mydd;. (3.5)
Concluimos que: si w € {NZ(B; NI) > 1} N A¢ entonces por (3.5) [|Z(t;)(w) — ul| <
2Mydd;. Juntando lo anterior se tiene

PUNZ(B;n1) > 1}n A < P(|Z(t;) — w)|| < 2Modd;)
Py, ( ) dx

(u2khd6)

Vol(B(u, 2Mydd;))

(B(O 2Mods;))
Mod)*Vol(B(0,4)).

IA

I
QQQ\

Entonces

P(NZ(0I) #£0) < f: 2Myd)*Vol(B(0,6;) + ¢

< €0R2Myd)* +¢.

Como My = My(e) depende sélo de e, dado € > 0 elegimos M, y luego &' tal que
e'C(2Myd)? < €, entonces se tiene

P(NZ(0I) #0) < 2¢

lo que concluye la prueba. O
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En la demostracion anterior hay un detalle que pasamos por alto. Para usar el
teorema de valor medio es necesario que los extremos (en este caso fj y T) estén
conectados. Pero esto no es un problema pues en la hipdétesis cuando decimos que el
mapa t — Z(t) es C' en I c.s, queremos decir que tiene una extensién C' y por
tanto el teorema de valor medio lo podemos usar en un conjunto mayor a I en el
que para cada punto de [ existe una bolita incluida en la extensiéon. De esa manera
trabajamos en vez de con I, con la extension, y ahi hacemos el procedimiento.

Lema 4. Sea Z : I — RY un campo vectorial C*, I compacto en R? y u € R,
Asumimos que:

1. infteZ—l({u}) <)\mm(Z,<t))) > A >0,

2. (,UZ/(T]) < %,

siendo Apmin(M) el minimo valor propio de la matriz MT M.
Entonces, sity yty son soluciones de Z(t) = u y el segmento comprendido entre t y
ta (que notaremos [t1,t5]) estd incluido en I entonces

[t1 — taf| > 7.

Demostracion. Sean 1 = |[t; — to|| y v = HE:;EH‘

Como Z(ty) = Z(ta) y Z(t) = (Z1(t), ..., Zy(t)) entonces Z;(t;) = Z;(t2) para i =
1...d. Entonces por ser Z diferenciable se tiene por el teorema del valor medio que
Ve Zi-v =0 con & € [t1,ts]. y entonces (Z'(t) - v); = 0 cuando t = &;, es decir
(Z'(&) -v); = 0 para todo i = 1...d, por ejemplo:

V& Zl U1
Z'(&) v = : )=
V&Zd Vd

* % % O

Ahora
(Z(0)-0),| =|(Z0) -v), = (Z&)-v) | = |([20) - Z'€)] - 0)

y si desarrollamos en sus coordenadas tenemos

)

d

< Z | Z'(t)ir — Z'(&)ik| - x|

k=1

wzr () - Y ol
< wy()Vd

‘(Z/(tl) 'U)z‘

IN
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donde la segunda desigualdad es consecuencia de que ||[t; — &|| < ||t — t2]| =77
Usando 1. tenemos que

0<A Amin(Z'(t1))

<
< [Z(t) - vl

d 1/2
(Z ((Z'(t,) - v)i)2>

i=1

4 1/2
(Zwé@d)
= (w%,(ﬁ)d2>l/2
= wy(n)d.

Entonces hemos probado que 0 < A < wz(7)d y por tanto se verifica que wz (n) <
2 < wyz (1) y entonces es necesario que n < 7 = [|t; — to|. O

IN

3.4. Demostracion de la Formula de Rice

Una vez demostrados los dos lemas anteriores, podemos proceder a la demostra-
cién formal de la Férmula de Rice.

Demostracion. Sea F': R — R una funcién continua, creciente en sentido amplio tal
que F(z)=0six<1/2y F(z)=1siz>1.
Sean A y n dos nimeros positivos. Definamos la siguiente funcién aleatoria:

asn(.20) = F (g inf P26 +1265) =] ) - (1 F (mtn)) )
(3.6)

y el conjunto
I,={tel:|t—s||>nVs¢l}

(Notaremos an ,(u, Z,I) por aa,(u)).
Si aay,(u) > 0 se tiene que:
(i) infoer [Mmin(Z'(s)) + 1 Z(s) — ul|] > A,

(i) Lwz(n) <1 oseawy(n) < 5.

De (i) se tiene que infsez-1({u}) [Amin(Z'(s))] > A siempre que el conjunto de
preimagenes de u sea no vacio.
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Usando el teoréma de extension de pre-medidas de Carathedory, es facil ver que basta
probar la Férmula para paralelepipedos. De esta manera podemos suponer que I es
un paralelepipedo y concluimos que si aa @) > 0y NZ (I_,) no es cero, entonces
estamos en las hipdtesis del lema 4 por la convexidad de los paralelepipedos.
Entonces cubriendo /_, con bolas de radio 7/2, a lo sumo puede haber una raiz en
cada bola (de lo contrario las raices distarian menos de 7).
Como I_,, es compacto (es cerrado y esta incluido en I compacto) tenemos que sélo
una cantidad finita de esas bolas cubren /_, y por ende hay una cantidad finita de
raices, acotada por una constante C'(I,7) que depende sélo de I y 7.

Sea f : R — R otra funcién continua con soporte compacto. Como c.s. Z es
Lipchitz y aa,(u) - f(u) es integrable (pues aa,(u) es acotada) usando la férmula
de co-area de Federer se tiene que:

» f(u) NZ(1_)) aap(u) du :/1 \det(Z'(t)| f(Z(t)) an,(Z(1))dt. (3.7)

Tomando esperanzas en ambos miembros se tiene que el primer miembro en (3.7)
(4)

~

E ( Fu) NI (Iy) 0 p(u) du) P ) E(NVII) ang(u)) du. (38)
R R ~ Vv -
(@)
Antes de estudiar el segundo miembro de (3.7) recordar que si g(X,Y) con X, Y son
variables aleatorias

E(g(X,Y)) = E[E(g(u, V)X =u)] = /Rd E<g(u, Y)| X = u) px(w)du  (3.9)

entonces tomando g(Z(t), Z'(t)) = |det(Z'(t))| f(Z(t)) - ann(Z(t), Z, 1) se tiene

E ( /I o(2(t), 2'(1)) dt)

Fubini / E(g(Z(t),Z’(t))>dt

I,

_ /I E[E(g(u, Z'(1)) u)} dt

-n

— / /d u Z'(t u) Pay(uw) dudt
R
)
a

y si deshacemos la notacién y usamos el hecho de que f(u) es deterministico se obtiene

que la esperanza del segundo miembro de (3.7) es igual

/ dt/ f(u }det Z’ }aAn u, Z,1) ’Z )pz(t)(u)du
., Jrd
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y si aplicamos nuevamente Fubini llegamos al siguiente resultado

()

-n

[ det(Z'(1)| f(Z'(t) aan(Z(t), Z,1) dt)

(B)

A

e

= [ s [ B(1aeZ )] an (. 2.0 2() = ) paofwdt du.

[\ J/

De la igualdad entre (A) y (B) se tiene que salvo un conjunto de medida de
Lebesgue nula, (¢) y (i) coinciden, es decir

E(NUZ(]—H)O‘AM(UM Z7 I))

| Btz @] an(w.2.1)| 20) = ) pa ) d
]777

coinciden para casi todo u € R?. Pero probaremos que ambos términos son continuos
en u, entonces tendremos la igualdad ¥V« € R?. La prueba de la continuidad dejémosla
para mas adelante.

Entonces afirmamos que

B pasn() = [ B(det(Z(0)] sy, 2.1) | 2) = ) paow) .

S

Fijemos u € R? y hacemos tender n | 0 y luego A | 0 en ese orden.

en (i): Es claro que si 7 | 0 entonces NZ(I_,) 1 NZ(I) para cada w, pues si existe
t € I solucién de Z(t) = u entonces tomando 7 suficientemente chico se tiene
que t € I, pero cs. por el Lema 3 NZ(I) = NZ(I). Entonces si n | 0,
NZ(I-,) 1 NZ(I) cs..
Ahora por el Lema 3 y por H3

1sr€1§ [Anin(Z'(5)) + 1 Z(s) —ul]] >0 cs.

pues si Z(s) # u se sigue la desigualdad, y si Z(s) = u entonces con proba-
bilidad uno w € I por Lema 3, y por (H3) c.s. Anin(Z'(s)) > 0. Ademéds, c.s.
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Amin(Z'(8)) + || Z(s) — u|| es una funcién continua en s.
Si observamos la definicién de aa 4, en (3.6) se tiene

lim lim ap ,(u) =1 de forma creciente c.s.
Al0 10 ’

(observar que wy/(n) decrece a cero cuando n | 0). Por lo tanto usando el
Teorema de Beppo Levi (convergencia mondtona) se tiene

g{%lgng(NuZ(I—n) O‘Am(u)) = E(NUZ(I))

en (i1): Observemos que
(i4) = /R d E<|det(Z’(t))] ann(u, 2,1)| Z(t) = u) Ind;_ () pao (u) dt.

Si mostramos que
E(|det(Z’(t))| ann(u, Z,1)| Z(t) = u> 1 E<|det(Z’(t)) | Z(t) = u> (3.10)

cuando n | 0y luego A | 0, como Ind;_, (t) T Ind;(t) cuando n | 0 entonces
por Beppo Levi se tiene

lm i | E(| det(Z'(t))] ann(Z(t) | Z(t) = u> Ind;_(t) pa(u) dt

_ /R B(]det(Z/(1))]| 2(t) = u) Ind; (1) pago (u) dt
= [B(laezwl 20) = u)
il /IE(| det(Z/(1))] | Z(t) = u) pgo(w) dt.

Ahora queda por probar la continuidad de (i) y (i7), y (3.10).

Continuidad de (7):

Sea ug fijo, probemos que (i) es continua en wuy usando el teorema de convergencia
dominada. Para eso primero veamos que c.s. NZ(I_,) es constante en un entorno de
up como funcién de wu.

Por H3 y por el Lema 3 es claro que c.s. no existe t € Z!(ug) tal que det(Z'(t)) = 0.
Pero entonces por el Teorema de la Funcién Inversa podemos encontrar entornos
disjuntos de cada una de las pre-imégenes de ug por Z tal que Z(.) es un difeomorfismo
local. Es facil ver que como I es compacto, la cantidad de pre-imagenes es finita
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(consecuencia del Teorema de la Funcién Inversa). Sean {ry,...,7,} las pre-imédgenes
de ug por Z.

Si nos restringimos al conjunto I_,, la distancia de Z(t) a u para los t que estan
fuera de la unién de esos entornos, esta acotada por abajo por una constante positiva
que solo depende de I_,,. Esto es asi ya que de lo contrario existirfa una sucesién {t,}
enl ,=1,)\ U; Vi (siendo V; entorno de 7; donde Z es un difeomorfismo local con
su imagen) tal que || Z(tx) — uo|| < 1/k. Pero por la compacidad de I_,, existirfa o en
I _y limite de alguna subsucesién de {¢}, y como Z es continuo se tendria Z(t) = ug
lo que es absurdo.

Entonces para cada w en un conjunto de probabilidad 1, se tiene que NZ(I_,) =
N7 (I-,) para u variando en un entorno (aleatorio) de uq.
Ademas, es claro que aa ,(u) es continua y acotada por 1 como funcién de u (basta
ver la definicién en (3.6)). Recordando que NZ(I_,) esta acotado por una constante
C(I,n) independiente de u, la continuidad de () es consecuencia directa del Teorema
de Lebesgue de convergencia dominada

T}LIBO E(NUZ([,W) O‘A,n(u)) = E<NuZO (1-p) O‘A,n(uo))-
Continuidad de (ii):
La idea es primero mostrar que la esperanza condicional en el integrando de (ii) es
continua como funcién de u para cada t € I y luego tratar como antes de aplicar el
teorema de convergencia dominada.

Es claro que la funcién aleatoria aa,(u) = aa,(u,Z,1) depende de Z(s), de
Z'(s) y del conjunto I. Por lo tanto la funcién aleatoria |det(Z'(t))| aa,(u, Z, 1) es
un funcional definido en el conjunto {(Z(s), Z'(s)) : s € I C R%}.

Haciendo una regresién Gaussiana de (Z(s), Z’'(s)) con s € I, respecto de Z(t) obte-
nemos:

Z(s) = Y'(s) + () Z(1).  Zi(s) = Yi(s) + Bils) Z(1)

donde Zj(s) con j = 1---d son las columnas de la matriz Z'(s), Y'(s) e Yj(s)
para j = 1---d son vectores Gaussianos independientes de Z(t), y a'(s) y 55(s) son
matrices continuas en las variables s y ¢. La anterior construccion es posible usando
el hecho de que Z(t) no degenera en I (var(Z(t)) = 0).

Remplazando en la esperanza condicional obtenemos

) = [ B (et (¢ s (0, ()+ ()1, M) p ()

siendo M*(s,u) la matriz con columnas Y} (s) + 55(s) u.
Entonces si u tiende a ug se tiene que

| det(M(t, u))] 0an(u, Y'() + ' (-) u, M(-, )
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tiende a
|det(M*(t,u0))| avan(uo, Y(-) + o (-) ug, M (-, up)).

Entonces usando que FE(|det(M'(t,u))|) es acotado variando t en I y w en algiin
entorno de wuy (por tener vectores columna Gaussianos) la continuidad sigue de la
aplicacion del teorema de convergencia de Lebesgue.

Entonces con la continuidad en cada miembro se tiene que Vu € R?

BVA(ILp)as(w) = [ B(Jdet(Z/(0)] asnl(Z(0)| 2) = u) poo ()

I—TI

como habiamos afirmado.

Nos resta probar el lima o lim, o de (i¢), mas precisamente probar la afirmacion
(3.10)

De ahora en adelante u € R? est4 fijo.
Haciendo la regresién en (i7) y tomando n | 0 se obtiene

E(NZ(I) Ba(u, Z,1)) =
JE {|det<Z'<t>>| F (i min i (M4(5)) + [Y(5) + 0 (s)u — um) } ety ()

sel

donde
Balu, Z, [)) =F (i min [)\mm(Z’(s)) + || Z(s) — uH) )

sel

El problema surge cuando hacemos tender A | 0 pues no sabemos que ocurre con
)\mzn<Mt(5)) + ||Yt<3) + Oét(S)U — UH

Tomemos € > 0.
Consideremos las funciones

YH(8) = Amax (M (s)) = méax 27 (M ()" M'(s)x

llzll=1

1/(5) = A (M'()) = i a7 (M(5)) M (5)
- z||=1
Como M*(s) es una funcién continua como funcién de las variables s y ¢ en I, se tie-
ne que los valores singulares de M?(s) (es decir los valores propios de (M*(s))T M(s))
se mueven continuamente con probabilidad uno!.

IM4s adelante en la seccién 4.5.1 se estudiaran més en detalle los valores singulares de una matriz.
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Ademas se tiene que
sup | det(M*(s))]

t,sel

pertenece a L' como ya vimos.
Sea A suficientemente grande tal que

E (sup | det(M*(t))] Ind{sups,tg?(sb/\}) <e

tel

y sea 6 > 0 suficientemente pequeno tal que

t
E (sup | det(M*(t))| Ind{wl(5)>%A§21}) <€

tel

siendo w, el moédulo de continuidad de y en [ x I.
Sea J C I un cubito tal que su didmetro sea menor a §,2 entonces

E(NZ(I) Balu, Z, 7)) >
/E {|det(Z’(t))| F (L min [Anin(M'(s)) + [|[Y(s) + o' (s)u — u||]) Indp } Do) (u) di
J 2A ser U e [ Pz(t)

donde

2

— 9
}76 = {Sup ’Yt(S) S /\7(.()1((5) < §F,|det(Mt(s))| > 8} .
s,tel

De esta manera, si w € F, se tiene:

[det(M(5)] = (det{(M"())" M(1)})* < (Amin(M(2)) X

1
2

= 7' (t) = Amim (M (1)) > N1

entonces en J (s,t € J) se tiene que

82

-

N | —

7(s) >

1
(pues |7(s) = 7'(t)| < w,(0) para todo s,t € J), y por lo tanto

vt e J, m€1§1 (Amin(M*(s)) + [V (s) + a*(s)u — u]|) >0

2Recordar que estamos suponiendo que I es un paralelepipedo.
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en ..
Entonces si w € F. se tiene

F (i m€1§1 (Amin (M*(5)) + [V (5) + o' (s)u — uH) T1 cuando A | 0.

Pasando al limite (A | 0) se tiene
E(NZ(J))) > /E(| det(M* (1)) Indp. ) pz()(u) dt
J

_ /, E(|det(M"(1))])pr(w) dt — R(e)

siendo
R(z) = /J E(| det(M'(t))| Indi.<)p () dt.

Pero

IA A

E(| det(M"(£))] Indp.-)
t))

E(‘ det(Mt( ) ’Ind{sups,tel ?(5)>>\}) +
+E(|det(M'(t))| Ind,, 2 ) + E(| det(M'(1))] Indyactare(s)|<e) )

,(6) 2 Ad—1

=

< 3e,

entonces en J se tiene:
E(NZ(J)) > /E(|det(Mt(t))|)PZ(t)(U) dt — 35/p2(t)(u) dt
J J

ahora tomando una particion de I con cubitos disjuntos y sumando se tiene

E(N7(D)) > /IE(\det(Mt(t))’)PZ(t)(u) dt — 35/11?2@)(16) dt,

y como ¢ es arbitrario, se tiene

BNZD) = [ B( stV 0)]) prco(a) .

La otra desigualdad resulta de acotar aa ,(u, Z, I) por la constante 1.

Observacion 1. 1
Pz (u) <
(2m) 2 [ det(Var(Z(t)))]
donde Var(Z(t)) = ((E(Z(t)iZ(t);)))ij=1..4, entonces det(Var(Z(t))) es continuo en
un compacto, y siempre positivo para todo ¢t en I como consecuencia de no degenerar
en I (H2). Por lo tanto esa funcién tiene un maximo en I y en consecuencia pz ;) (u) <

KvtelyucRY
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Hemos concluido

B(NAD) = [ B( etV 0)]) pziola) it

que es lo que queriamos demostrar.

29



Capitulo 4

Matrices Aleatorias

En este capitulo mostraremos resultados sobre el valor esperado del logaritmo del
nimero de condicién, y mostraremos como se comporta la cola de la distribucion del
nimero de condicién en el caso de variables Gaussianas.

Las referencias principales de este capitulo son: [1], [4] v [5].

4.1. Algunos resultados sobre E(log(k(A)))

Teorema 5. Sean a;; con i,j = 1...n variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas (en el espacio (2, .2/, 1)), siendo la distribucion de probabilidad
comun P. Asumimos que P satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo par de nimeros reales o y 3 tales que o < 3 se tiene que:

Pl < p (-5 250). (4.

+0o0
2. E(lan|") = [ |z|"P(dz) =1 para algin r positivo.

3. Existen constantes positivas C' y v tales que

P([—a,a]) < Ca”, para todo o > 0.

Bajo esas hipotesis se prueba
2 1 1 n
Eflogr(A)] < (1+ - logn + ot S ([(24 ) logn +log C]" +1)
donde a™ = méx(a,0).

30
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Demostracion. Primero veamos que [|A[[* < 37" af; (= [|All%).
IAI* = sup [|Az]* =
ll(|=1

sup (@@ + -+ apt)? F oo A (@ o Gpntn)?
234 tz2=1
Sl 2 2 2 2
S (all+"'+a1n)+"'+<anl+”'+ann>
o Z 2
= aij

,j=1

donde la desigualdad sigue de Cauchy-Schwartz.
Calculemos por separado las esperanzas de log ||A|l v la de log ||A™!||. Para esto
usaremos el siguiente lema conocido de los cursos basicos de probabilidad:

Lema 5. Sea X wuna variable aleatoria positiva en sentido amplio, definida en el
espacio de probabilidad (2, o7, 1) entonces

B(X) = /0 s

Usando el anterior calculo se tiene

n

n(1Al > ¢) = w(|AIP > %) < p(Y af; > )

ij=1

entonces usando sélo el hecho de que las variables aleatorias |a;;| tienen igual distri-
bucion, se tiene

Al > 1) < (i sup a2 e)

i,j=1..n

t
= M( sup |ag;| > —)
i,j=1..n n

’ (U ZE %})

ij=1

IN

IN
S
N
=
7N
_
8
V
S|+
—
N———

entonces se tiene

(141> 8 < - ({Jaul > £}) (12)
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Usando el Lema 5 se tiene

Ellog A} < @+ [ plog]lA] > ) do

< gt / (Al > ¢) de

< xn—i—/ n’u <{|a11|>%}) dx

donde la primera desigualdad resulta de aplicar el Lema 5 a la variable aleatoria que
coincide con (log || Al|)™ cuando ésta toma valores positivos, y toma el valor constante
z, cuando (log ||A]|)" toma el valor 0. La ultima desigualdad sigue de (4.2). Ahora
usando la desigualdad de Markov se tiene que

ev e\ "
" (\am > g) < (g) Ejan)

y por la hipdtesis 2. se tiene

er e\
n n

sustituyendo en la integral tenemos

Ellog [Al] < n+n?- / (—) o

n
1
= xn—l—n%’"-/ —dx

T
L€
1
= z,+n*". _
r.ern’
es decir

1
Ellog||All] <z, +n*™" - o e ", (4.3)

Nos resta por minimizar esta cota sobre x,, > 0. Como el segundo miembro de (4.3)
es una funcién convexa en z,, basta ver donde se anula la derivada (y que éste en el

eje real positivo). Derivando el segundo miembro segin x,, obtenemos
1— n2+’r . e—zn'r’ =0

despejando y tomando logaritmo se obtiene que el z,, buscado es

2
x, = logn (— + 1)
r
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que es un numero positivo. De esta manera sustituyendo en (4.3) el x,, minimizante
se tiene

. 67(%+1)rlogn

2
Ellog | All < ( i 1) log n + n?*"
T

Sl 3=

2
= (— + 1> logn 4 n?t". = . p~ (/0"
,
2 1
= (1+—> logn + —,
r r
es decir
2 1
Eflog Al < [ 1+ = logn + . (4.4)

obteniendo asi la primera parte del resultado.

Ahora consideremos [[A™!||. Para eso notemos A™' = (b;;); j—1.., donde se sabe
que

(i)
bij = det(A)

siendo a(™) el adjunto en la posicién (i,7). Como las variables a;; son igualmente
distribuidas e independientes, las variables aleatorias |b;;| también son igualmente
distribuidas, y por tanto podemos realizar el mismo procedimiento que hicimos para

A.l De esa manera se tiene

ij=l..n

t
= ,u( sup |b;;| > —)
i,j=1..n n

p(|A7 >t < u (nQ- sup |bi;|* > t2>

IN

=
< N
=

&

=

V

~+ 3| -+
H/_/
N———

(AN
3
[NV}
=
VR
e
S
vV
|
H/_/
N———

'Recordar que lo tinico que usamos era que los médulos de las variables aleatorias eran identica-
mente distribuidas.



CAPITULO 4. MATRICES ALEATORIAS 34

Llamando n = 2?22 ayj - % se tiene que a1y y 1 son independientes y por lo tanto

N<|a11|+77<¥> = /+wﬂ<|a11|+y<%> By (dy)

TR ra
< [CP(5E]) i
- P2
< ¢-(3)
Hemos concluido que
pl A > <t () (4.5)

Ahora usando nuevamente el Lema 5y (4.5) se tiene

Ellog A7) < ot [ w47 > e)da

Yn

< yn+/mn2-0-<€%>7da:

Yn

= yn+n2+7-0-/ e dx

Yn

= Un + n2+’y . O . e
v
entonces oy
Elog |A™M] < yo + 0> -C - ©
8

Resta por minimizar para y, > 0.
Derivando e igualando a cero obtenemos

1—n*™.C-e ™ =0,

entonces tomando logaritmo se tiene
1
Yn = — ((2+7) logn—i—logC) e yn =0,
g

es decir
Jr

Yn = [% -log (7%2“0)]+ = [% - ((2 +7)- logn+log0>]
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Observar que

—VYn —-2-log(n?+79)
o N e o < 1
Y y Y
donde la desigualdad se debe al siguiente argumento:
-si n?T7C < 1 el exponente de e es 0 y se sigue la desigualdad estricta;
-si n?t7C > 1 desarrollando sigue la desigualdad, por lo tanto hemos concluido que

1 A |
Ellog JA7]] < ;((2+7)-10gn+10g0) +;‘
es decir
1
Bllog A7) < - (1-((2-+1) - logn + lg )] + 1). (4.6)

Entonces de (4.4) y (4.6) se sigue que
p 1 1 .
Ellog k(A)] < L+ 10gn+;—l—;([(2+7)10gn+logC] +1).

Ul

Observacion 2. Se puede probar que la hipdtesis 1. implica que la distribucién P es
simétrica alrededor de 0. De esta manera si las variables aleatorias a;; son integrables
entonces su valor esperado es 0.

Observacion 3. Es facil ver que la hipétesis 2. a efectos de estimar E(logx(A)) no
es mas restrictiva que pedir que la distribuciéon P tenga momento de orden r finito
para algin r > 0. Esto es consecuencia directa de la invariancia del nimero de
condicién por homotecias 2. Si m, = fj;o |z|” P(dx) < oo para algin r > 0 entonces
basta tomar la nueva matriz m, " A en vez de la matriz A. De esta manera se puede

modificar la distribucién P sin modificar el nimero de condicion. Resta ver solamente
como se modifica la constante C.

Observacion 4. Se pueden modificar sutilmente las hipétesis del teorema cambiando
las hipdtesis 1. y 3. por la siguiente:

Existen constantes positivas C y v tales que para todo par de nimeros reales o y 3
tales que o < 3 se tiene que:

Pl 8)) < C - 18— al.

Esto es consecuencia que en la demostracion sélo se utilizo el argumento anterior, que
claramente es consecuencia de relacionar 1.y 3..

2Recordar que en la seccién 2.1 se observo que si A > 0 entonces £(AA) = r(A).
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4.1.1. Ejemplos
Ejemplo 4.2. Supongamos que P tiene densidad f par y decreciente en sentido amplio

en [0, 00). Supongamos ademés que

+oo
m, = / |z|" f(z) dx < co para algin r > 0.

Cambiando f por mi!" f (m%/ "z) y llamando P a la nueva distribucion, se tiene

+o00 “+o00 r
/ z["mY" f(mYx) de = / [ f(u)du = M _ .

[oe) —0o0 my my

Ademas,
P(l—a,a]) = / m\/ f(m}/ ) de

= 2/ mY" f(mY ") da
0
2m)/" f(0)e,

IN

entonces estamos bajo las hipdtesis del Teorema 5 con C' = Zmi/rf(O) y v =1, por

lo tanto

2 1 1 -
Ellog k(A)] < (1 + —> logn + -+ [3 logn + —logm, +log(2f(0))| + 1.
r r r

Ejemplo 4.3. Supongamos ahora que P tiene distribuciéon uniforme en el intervalo
[—H, H]. Entonces P tiene densidad

H H
1 1
m, = / |z|"+ —=dx = — - |x|" dx




CAPITULO 4. MATRICES ALEATORIAS 37

entonces m, = ﬂ—z, y por lo tanto Vr > 0, m, < oc.
Haciendo tender r a +00 se tiene

r Too

Ellogr(A)] < lim { <1 + %) log n+

H *
+%+ [3logn—|—%-log (r+1) —|—log(2-f(0))] —i—l}

1 +
= h’Tm {logn—l— {SIOgn — —log(r + 1)} + 1}
r Too T

4logn + 1,

IN

entonces
Ellog k(A)] <logn* +1.

Ejemplo 4.4 (Concentracion cerca de la media). Si consideramos la familia de distri-
buciones con soporte en el intervalo [—1, 1] dadas por

1
flz) = 3" m% - Indi_11)(x) con 0 <y <1

Calculemos m,:

1 1 v 1
m, = 2/ —- -]x\’"dx:”y/ 2| da
o 2 |z[' 0

|x’r+’y 1
n . r+ylo
_ Y
v+
entonces ~
m, = Vr > 0.
Y+

Veamos que tomando en consideracién el Ejemplo 4.2 caemos en las hipotesis del
Teorema 5.
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P(l-aa)) < / m" - f (/) da

1/r

= /z/ f(u) du

1/r

My 1
- 2/ Rt S )
0 2 |ult=

"

Y 10
= (miray

v/
i v
= o,
<7+7’)

v/r
C=(—" = )"
v
y v entre 0 y 1 se tiene

Ellog x(A)] < (1+ %) logn + % + ({(2+7)10gn+ %log <#>r+ 1) ,

tomando r T 400 se tiene

Entonces tomando

2 1
Ellog k(A)] < logn + (— + 1) logn + —
v v

entonces

1
Ellogk(A)] < <2 + z) logn + —.
g v
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4.5. Distribucion de la cola de x(A)

En esta secciéon enunciaremos y demostraremos el resultado mas importante de
esta monografia. El resultado nos muestra como se comporta la cola de la distribucion
de k(A) cuando A es una matriz aleatoria Gaussiana. Pasemos a enunciarlo

Teorema 6. Sea A = ((aij)ij=1..m) conm >3 y a;; ~N(0,1).

Entonces existen constantes universales ¢ y C tales que si x > 1

c C
— < P(k(A — 4.7
" < P(k(A) > mz) < " (4.7)
con ¢ = 0,13 y C' = 5,60.

Para demostrar éste teorema es necesario pasar por algunos resultados técnicos
que abordaremos en la siguiente seccion.

4.5.1. Preliminares técnicos

Lema 6 (Lema de Bulinskaia). Sea {X; : ¢ € I} un proceso estocdstico, con
trayectorias C* (es decir t — X; es C' c.s.), I C R un intervalo. Sea u € R, y
supongamos que ¥t € I X tiene densidad px,(x) y estd acotada para t variando en
compactos de I y x variando en un entorno de u. Entonces

P(TX # ¢) = 0

siendo TX = {t e I: X, =u,X] =0} o sealos puntos criticos del proceso estocdstico
X que toman el valor .

Demostracion. Por el Teorema de Lindeloff, basta probar que

P(TXNJ#¢)=0 ¥YJCI intervalo compacto.

Sea | = long(J), C una cota de px,(z) en J, y to < t; < --- < t,, particién uniforme
de J,contjyy —tj=1/mconj=0...(m—1).
Sea wxs(n, J) el médulo de continuidad de X’ en J, y

Eye = {wx:(n,J) = €}.

Dado ¢ > 0, podemos elegir n > 0 tal que P(E,.) < € como consecuencia de la
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continuidad de la X', y elegimos m tal que [/m < 7 se tiene

3

P(TNJ#¢) < P(E)+ ) PUTS N[t ta] # ¢} NE;)

J

Il
o

m—1

< e+ P(IX, —ul<e-1/m)

J=0

= 5—1—7”2_:1 / pxtj(x) dx

I=0 fjo—u|<et/m}

m—1

< e—l—ZC"el/m
=0

= e+ Cel

con C'y [ constantes, y como ¢ es arbitrario se obtiene el resultado. O

Lema 7. Sean 0 < p; < ... < p, los valores propios de A'A, entonces casi sequra-
mente los valores propios son dos a dos diferentes.

Demostracion. Que los valores propios son positivos es consecuencia de que la matriz
At A es definida positiva (los detalles estan explicados en el Lema 8).

Sea x.(u) = p™ + cip™ ' + -+ + ¢, el polinomio caracteristico de A'A con
c=(c1,--,Cm).
Queremos probar que

P({c: xc(p) tiene raiz doble}) = 0,

O sea
P({c: Jptal que x.(1) = 0, xo(p) = 0}) =0

y para eso basta probar que para n fijo

P({c: Fu, |p| <ntal que x.(u) =0, x.(1) = 0}) = 0.

Asumiendo que en compactos el proceso estocdstico y. tiene densidad acotada, el
resultado lo obtenemos por el Lema de Bulinskaia.

Para no entrar en detalle y probar cada una de las hipétesis realizadas (que re-
quiere de cierto trabajo técnico) optamos por transitar otro camino.

Existe un resultado de Fisher en que da explicitamente la densidad conjunta de
los valores propios. Eso quiere decir que la densidad conjunta de los valores propios
es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue. Es decir que

P((p1, .. i) € A) = /Af(m,.-.,um)(xla ey X)) day . dxgy, (4.8)
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pero es facil ver que la medida de Lebesgue en R™ de {y; = p;} es 0 por ser un
subespacio de dimensiéon menor a m. Entonces por (4.8)

P(p1 = p2) = 0.

En general

Am(Uigj{ps = 1;}) =0 = P(p; = pjconi # jei,j=1...m)=0
O

Se pueden caracterizar el mayor y el menor valor propio de la matriz A*A. Para
caracterizarlos se puede usar un resultado conocido de los cursos de Analisis Funcio-
nal:
si T es un operador normal en un espacio de Hilbert entonces se tiene que

1T = sup{| (T, ) | : [l«]| <1},

Pero por razones de completitud y auto-contenido haremos una prueba sin usar ar-
gumentos muy sostificados.

Lema 8. Sea A una matriz real m x m, y 0 < \; < ... <\, los valores propios de
la matriz A'A. Sea X : S™ 1 — R el polinomio cuadrdtico asociado a A*A dado por

X(x) =a'A'Ax.
Entonces

(i) A = [ AJ2 = mésc,com X (2).

(i) Si A >0, A\ = IIA‘11H2 = mingcgm-1 X ().

Demostracién. Observar que X (z) = z!A'Ax = (A'Az,x) = (Ax, Az) = || Az|?
entonces

X(x) >0, (4.9)
por tanto si & es vector propio de A'A con valor propio asociado ) se tiene
X(z) = (A'Az, %) (4.10)
= (A&, ) (4.11)
= A&, (4.12)

entonces de (4.9) y (4.12) se tiene que los valores propios de A'A tienen que ser po-
sitivos o cero.

Sea X : R™ — R la extensién de X a todo R™, o sea X (z) = (A*Az,x) con z € R™,
Su derivada usual es X'(z) = 24' Az (derivada libre).
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Queremos estudiar los maximos y minimos de X con la condicién subsidiaria g(xy, ..., x,,) =

0 siendo
g(@r, . ) =xi+-+al, =1 (¢7'({0}) = S™ CR™).

Entonces para buscar los maximos y minimos con esa condicion subsidiaria basta
considerar los vectores z € S™! tales que X'(x) = ax es decir que el gradiente sea
perpendicular al espacio tangente de x, que no es otra cosa que decir que sea paralelo
al vector x. Pero como X'(x) = 2A' Az entonces estamos buscando los vectores propios

de A'A que son Ay, ..., \p,.

Sean s ..., S, los vectores propios respectivos en S™~!. Entonces
X(SZ) = <AtASi, Si>
= )\z‘<8i, Si>
= Aiflsill?
= \

y por lo tanto
mix X(z)=X\, y min X(z)=\.

zesSm—1 zesSm—1
Es claro que A, = || A]|* pues

142 Y max [|Az)?
[lz]|=1

= max X(zx
lzll=1 (@)

= An.

Veamos ahora que si \; > 0 entonces \; = ﬁ.
Es facil ver que si A™! es no singular (o sea A\; > 0) entonces los valores propios de
A!'A son los mismos que los de AA*. Esto es consecuencia de la siguiente igualdad:

AA" — NI = A(A'A — XA
Como (A1) A" = (AA™1) = T se tiene que (A1) = (A")~!, y por lo tanto
(AHA™ = (AYTA = (AAhH
De la anterior igualdad se concluye que los valores propios de (A™!1)?A~! son exacta-
mente los inversos de los valores propios de A'A, o sea A\[',..., A1 y si aplicamos

el resultado anterior obtenemos que ||[A7!|? es igual al mayor valor propio asociado

a (A71)!PA™Y es decir
1
Afl 2 _
A = L

lo que concluye la prueba.
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Observacion 5. Si continuamos con esta notacion, podemos reescribir la definicion de
nimero de condicién dada en (1.1)

K(A4) = [[A] - 47| = @E _ \/méxxewm)

min,egm-1 X ()

siendo X (z) = 2?A'Az (x € R™).
De esta manera para nuestros fines de demostrar el Teorema 6 nos basaremos en las
distribucién conjunta de (A1, \,).

4.5.2. Demostracion

En esta monografia sélo incluiremos la demostracién de la cota superior de la
distribucién de la cola de k(A) en el Teorema 6.

Prueba del Teorema 6. Probaremos que
C
P(k(A) >z) < = para x > m.
x

La prueba se dividira en varios pasos. Nuestro objetivo principal es estimar la densi-
dad conjunta de (A, A1) como ya observamos.

Paso 1:

Recordemos la notacién, X : S™ ! — R, X(z) = 2' A’ Az es decir X (z) = || Az]*.
Notaremos A'A como B.
Dados a, b € R con a > b queremos calcular la probabilidad del conjunto

{Am € (a,a+da), Ay € (b, b+ db)}. (4.13)

Para eso tratemos de describir dicho conjunto en funcién de los vectores propios.
Tratemos de identificar los vectores propios de norma uno asociados a \,, y A\; que
los llamaremos s y ¢ respectivamente. Por el Lema 7 sabemos que casi seguramente
los valores propios son todos distintos. Entonces con probabilidad uno es facil probar
que en el caso de que la matriz sea autoadjunta, se tiene que s y ¢ son ortogonales:
-Sean v y w vectores propios con valores propios A y u respectivamente. Entonces
usando el hecho de que B es simétrica se tiene

(v,w) = %(Bv,uﬁ = %(v,Btuﬁ = %(v,Bw) =

>=

(v, w)

y si A # p se tiene que (v, w) = 0.
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Sea m, : R™ — R™ la proyeccién ortogonal sobre el subespacio {u}*, es decir
Tu(w) = w — (w,u)u con u de norma uno, entonces si m,(Bu) = 0 se tiene que
Bu — (Bu,u)u = 0 o sea Bu = (Bu,u)u que no es otra cosa que u sea un vector
propio de B. Por lo tanto debemos pedir que m4(B;) = 0 m(B;) = 0. Lo tinico que nos
esta faltando es que los vectores s y t tengan los valores propios maximos y minimos
respectivamente. Y para eso solo hay que chequear que son los vectores que verifican
X"(s) <0y X"(t) = 0.

Entonces hemos probado que casi seguramente (4.13) es igual a

{33, te S (s,t) =0, X(s) € (a,a+ da), X(t) € (b,b+ db),

7y(By) = 0, m(B,) = 0, X"(s) < 0y X"(t) = 0}. (4.14)

Si llamamos Ny p aq.a0 @ la variable aleatoria que cuenta el nimero de pares (s,t) que
pertenecen a (4.14), podemos observar que casi seguramente solo puede tomar los
valores 0 o 4, ya que si existen, aparecen de a pares por ser X simétrica. Entonces

E(Na,b,da,db) = 4P({/\m € (CL,CL + da), )\1 € (b,b + db)}),

O Ssea

1
P({)\m S (a, a+ da), A€ (b, b+ db)}) = Z E(Na,b,da,db)~ (415)

Paso 2:

Acé daremos una cota para E(Na,b,dmdb).
Sea

V={(s,t): s, t€S™ (s,t) =0} C R*™.

Los puntos de V, verifican las siguientes condiciones:

[l =1
(A)=q =1
(s,t)y =0

y si consideramos las funciones

gi(s,t) = si4+- 455 +0+--+0
gos,t) = 044+ 0 +t7 412
g3(s,t) = sit1+ - St
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el sistema de ecuaciones (A) lo podemos escribir como

Sea G : R?™ — R3 definida por,

)
G(s,t) = | ga(s,t)
g3(s,t)

entonces la matriz asociada en la base candnica del diferencial de G en el punto (s, 1)
es

2s7 ... 28, 0 ... O
dG(syt) = 0 ... 0 2t ... 2,
tl .. tm ST ... Sm

que es una matriz de 3 x 2m. Veamos que el rango es 3 y por tanto de rango méaximo.
Para eso podemos observar que basta probar que el det (dG(&t) (dG(&t))t) # 0. No-
temos G'(s,t) a la matriz asociada en la base candnica a dG(s;) o sea basta probar
que det (G’(s,t) (G’(s,t))t> # 0 donde G’(s,t)(G'(s,t))t es una matriz 3 x 3.

’ 25 0 25 0 t
det ((}’(s,t)((?’(s,t)) ) = 0 2t |- ( 0 % s )
t s

22(s, s) 0 2(s, ) 220 0

= 0 22(t, 1) 2(t, s) = 0 22 0

2(t,s)  2(t,s) (t,t) + (s,s) 0 0 2

entonces
det(G'st )(G'(s,1)) ") =32+£0.

Resumiendo, tenemos una funcién G : R*™ — R? donde G'(s,t) tiene rango maximo

1
V=G1t|1
0

entonces por el teorema de la funcién implicita, se tiene que V' es una variedad diferen-
ciable de dimensién 2m—3, de clase C* (ya que G lo es), encajada en R*™ y sin borde.
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Llamaremos 7 = (s,t) un punto genérico en V' y oy (dr) la medida geométrica en
V. Se prueba que

oy(V) = V20, 102 (4.16)
donde o,,,_; es el 4rea de la superficie S™~! C R™, es decir 0,,,_1 = &”Tm//;)
Definimos en V' el siguiente campo aleatorio Y : V' — R?*™  como

[ ms(Bs)
Y(s,t) = ( ro(Bt) ) :
Dado 7 = (s,t) € V, tenemos que Y (1) € {{s}*+ x {t}*} y como
(Y (s,1), (£, —5))rem
= (ms(Bs), t)rm — (me(Bt), s)gm
= (Bs— (Bs, 8)gms,t)gm — (Bt — (Bt t)gmt, $)gm
=0 =0

——
= (Bs,t)grm — (Bs, $)rm - (s, t)gm —(Bt, s)rm + (Bt t)gm - (t, S)rm
= (Bs,t)gm — (Bt, S)gm
(s, B't)gm — (s, Bt)gm
(s, Btygm — (s, Bt)gm
= ()’

entonces
Y(r) e {(t.—s)}"
Sea .
W, ={(t,—s)} n{{s}" x {t}"} cR>™
Como {s}*+ C R™ tiene dimensién m — 1 entonces {s}* x {t}* es un subespacio
vectorial de R?*™ de dimensién 2(m — 1) = 2m — 2 y como (t,—s) € {s}+ x {t}*+
tenemos que {(t, —s)}L N {{s}* x {t}*} tiene dimensién 2m — 3 o sea

dim(W,) = 2m — 3.
Definamos ahora
: 1/2
A7) = (det [(V'(7) - Y(D)]) Ty N=#{rireV, Y(r)=0)
yparaT €V

F, ={X(s) € (a,a+da), X(t) € (b,b+db), X"(s) <0, X"(t) > 0}. (4.17)
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También definamos py(,)(-) como la densidad del vector aleatorio Y'(7) en el subes-
pacio vectorial W, C R?™ de dimensién 2m — 3.

Veremos més adelante, cuando computemos Y’(s,t), que podemos asumir que 0 es
un valor regular de Y, pues lo es con probabilidad uno.

Como
1

V= Gfl 1 C Smfl X Smflj
0

se tiene que V' es compacto (cerrado en un compacto), entonces eso implica que
N < c0. De lo contrario acumularfan y 0 dejarfa de ser un valor regular?.

Sean 11,...,7y las raices de Y(7) = 0 en V. Por el Teorema de la Funcién Inversa
podemos encontrar en V' entornos abiertos Uy, ...,Uy de 7,..., Ty respectivamente,
tales que, para 6 > 0 suficientemente pequeno se verifican:

» Y es un difeomorfismo local de U; en Y (V) N By, (0, ) siendo By, (0, d) la bola
Euclideana en R?™ de centro 0 y radio 9,

= UUy,..., Uy son dos a dos disjuntos,
msiTeV\ Ujvzl U, entonces Y (1) ¢ Bay,(0,9).

Usando la férmula de cambio de variable, tenemos

/V A(7) Indgy (nyj<sy ov(dr) = > /U A7) ov(dr) (4.18)

= > uv) (4.19)

donde (Y (U;)) es la medida geométrica 2m — 3 dimensional de Y (U;) (que es una
variedad diferenciable de dimensién 2m — 3 como ya observamos).

Sitomamos ¢ | 0 entonces u(Y (U;)) ~ | Bam—3(0,d)] siendo | By, —3(0, 0)| la medida
de Lebesgue de la bola en R?™~3,
Entonces dividendo por ]Bgm,g(O, )| en (4.18) y tomando limite se sigue que:

N = 00 |32m 5(0,0)] / 7) Indgy(r)|<sy ov (dT).

De la misma manera se prueba que:

Na,b,da,db lgﬂ']l m / A I’n,dFT _[nd{Hy(T)H<§} O'V(dT) (420)

3 Argumento ya usado en la prueba de la Férmula de Rice.
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Aplicando Fatou en (4.20) se tiene

1
E(Na,b,da,db) < hm IIlf —_— (/ A(T) IndFT Ind{Hy(T)H<5} O‘V(dT))
| Bayn—3(0,0)] v

y luego usando Fubini

1
< T
E(Na,b,d@db) < hr(rsll%)nf —|Bgm 0.0) /VE (A(T) Indg, Ind{||y(T)H<5}) oy (dr),
0 sea

E(Napdaab)

< Vi
< hI[ISll(l)Hf |Bzm 3 0.0 |/ 7) Indp, Indgy - ||<5}) oy (dr)

— lminf ——— .
130" [Bam_3(0,0)]

/V / E(A(T) Indg, | V(1) = y) pyn(y) dy| ov(dr)

Bom—3(0,0)NW-

1
— lfminf | oy(dr) | —— .
510 /VV( >(132m3(o,5)\

/ E(A(r) Indg, | Y(r) = y) prin(y) dy

Bam—3(0,6)NW-
_ / E(A(r) Indg, | Y(r) = 0) pyn)(0) oy (dr)
Vv

donde la iltima igualdad se debe a que la segunda integral es una funcion continua del
par (7,y) (més adelante quedara claro la continuidad).? Por lo tanto por la definicién
de F, se tiene

a+da b+db
Nab.da, db / dx / dy / (s,1) Ind{X” 5)=<0, X" (t)>=0} | (4.21)

X( Y=z, X(t) =y, Y(s,t) = 0) P(x(s),x(0),Y (s,0)) (7,4, 0) oy (d(s,1)).

Maés tarde veremos que el integrando en (4.21) es constante (no depende de (s, 1))

4En realidad lo que acabamos de hacer es usar una férmula de Rice modificada, pues calculamos
la esperanza del nimero de raices de Y en V (NJ (V)) que verifican el evento F,. La prueba de esta
nueva version de la formula de Rice no asume cambios significativos en la demostracién ya hecha.
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como consecuencia de que la matriz A es invariante bajo isometrias de R, entonces

a+da b+db
E(Na,b,da,db) S/ d-’B/ dy/E(A(ehe?) [nd{X//(€1)<0,X”(€2)>O}|
a b |4

X(€1) =, X(GQ)) =Y, Y(el, 62) = 0) p(X(el),X(eg),Y(el,eg))(xayv 0) UV(d(617 62))-
(4.22)

De esta manera por (4.15), (4.22), y (4.16) hemos probado que la densidad conjunta
de A, v A1 que llamaremos h(a,b) con a > b verifica la siguiente desigualdad:

V2
h(a, b) S To-m—lo-m—QE (A(el, 62) Ind{X”(el)<0, X" (eg)-0} | X(Gl) =a, (423)

X(e2)) =b, Y(er,e2) = 0) Dix(er),X(e2),¥ (er,e2)) (@ D, 0).

Paso 3:

En lo que sigue vamos a computar cada factor del lado derecho de (4.23). Antes
de seguir necesitamos explicitar algunos célculos, que con el fin de mantener una linea
en la demostracion los hacemos en forma de lema.

Lema 9.
XH(€1> = Q(Bl - blljm—l)

X”(Gg) = 2(B2 — bgg[m_l).
Demostracién. Sea Z : R™ — R dado por Z(z) = 2'Bx = (Bx, ). La derivada libre
Z'(z) :R™ =R (Z': R"™ - Z(R™,R) = (R™)*) (que es V,Z)
Z'(x) = 2((Be1,x),...,{(Bemn,)) (4.24)
= 2(b11$1 + bgll'g + ...+ bmlxm, N ,blml’l + ...+ bmmxm) (425)
y Z"(z):R™ = R™ (Z" : R™ — Z(R™ R™)) esta dada por Z"(x) = 2B.
Por definicion X = Z|gn1.

Sea x = (r1,...,2,,) € S™ ! entonces 73+ - -+ 2, = 1 y por tanto podemos escribir
x1 en funcién de las demads variables o sea

xlz\/l—(:v§+---+x,2n) para (xg,....xm,) ~ (0,...,0).

Sea ¢ : U — S™ ! con U C R™ ! una parametrizacién local de e; € S™~! dada por

(g, .. Ty) = (\/1—(x%+---+x%l),a:2,...,xm>
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Sm—l L> R

Pz
®
n
U
siendo n = X o ¢.
Sea u € U entonces se tiene

def
d,n = d¢_1(u)(X op) = dw—l(u)(z o)

Rmfl
C/-/\ .
con Zoyw: U — R definido como

Zogp(xg,...,xm):Z<\/1—(xg—i—---—f—x%l),xg,...,xm).

Sea u = (z3,...,x,) entonces
du(Z o) = dyw)Z o duyp

Notemos por = p(u). Tenemos que d,Z = V,Z es una matriz 1 x m como vimos
en (4.24) y d,p es una matriz m x (m — 1) entonces d,(Z o ¢) = d,Z o d,p es una
matriz 1 x (m — 1).

Calculemos d,,p:

siendo I,,, o la matriz identidad de dimension m — 2. Entonces se tiene que d,Z o d, ¢
es igual a

A/ 1—(z3++a2) V1= (z3++x2,)

2((Be1, 3), ..., (Bem, 1)) -

(4.26)
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llamando a

bui
bi = Bei = :
bmi
Ordenando en (4.26) se obtiene
by,
\/1 gj 1, ) — )(—$2,...,—xm) + (Do, ) - by )
— (T + - m
y entonces se tiene
by, x)
X' (b, —To,...,—Tm)+
(e = \/1— (z2 + -+x3n)( ’ ) (4.27)

2((ba, ) ..., (bm,Tm))

con r = (\/1 - (x%+---+x$n),x2,...,xm>.
Las derivadas parciales son
0X <bl,$>
9. 1) = > AL
Zj V1= (234 +a2)

es decir

g—i(ﬂﬁ) = (Zbklzk) = (=7;) = +Zbkﬂk (4.28)

k=1 (xQ + -
ol S . (—z;)
= 2 [ buz;+ (; br1 k) i@ Tl (4.29)
+ i bk]mk (4.30)

con j = 2...m. Entonces si derivamos (4.28) respecto a z; se tiene
0?X
83:2-0:1:]-

y por lo tanto se tiene

(e1) =2(=bi1+0b;;) con i,j=2,....m

X”(@l) =92 (Bl — b11]m_1) )
andlogamente para es se obtiene
XH(BQ) =2 (BQ - b22[m—1)

siendo B (respectivamente Bs) es la matriz (m —1) x (m —1) que resulta de suprimir
la primera (segunda) fila y columna de B. O
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Tomemos la siguiente base ortonormal del subespacio W, con 7 = (e, e)

By = (5,0, (em;0), (0, ¢5), . (0, ), %@Q,el)}

(es facil chequear que es una base ortonormal).
Tenemos que X (e;) = (Bey,e1) = bj1 y X(ez) = (Beg, €2) = bay. Entonces tenemos
lo siguiente:
) = bn

62) = by
X"(e1) = 2(By—buln_1)
X”(eg) = 2 (BQ — b22]m_1>

por lo tanto podemos re-escribir la esperanza condicional en (4.23) como
E (Aex, e2) Ind(p, by, 1,10, By—broln10} | b11 = @, by = b, Y(e1,€5) = 0) . (4.31)
Recordando la definicién de Y'(s,t), se tiene que

me, (Be1) Teq (Be2)

N N

~

Y(eb 62) = (67 b21> o 7me76127 07 b32> o 7bm2)t

por lo tanto Y (ey, e2) tiene una expresion en la base ortonormal %;:

Y(el, 62) = Z(bil(ei, 0) + b,-g(O, 61)) + \/5 (%(62, 61)> .

Se sigue que la densidad conjunta de X (e1), X(ez2), Y (e1, e2) que aparece en (4.23) en
el espacio R x R x Wi, ¢,) es la densidad conjunta de las variables aleatorias

X(e1) X(e2) Y(ekez)
N N ~
bll ) 622 7\/§b1276317-.',bm17632’...,bm2

tomada en el punto (a,b,0,...... ,0).
Primero computemos la densidad conjunta de

b317"'7bm1ab327"‘)bm2

dados ay, as, donde ay (respectivamente as) es la primera (segunda) columna de la
matriz A. Llamaremos ¢ a dicha densidad condicional.

Como A es Gaussiana, entonces a; y as son vectores aleatorios Gaussianos estandares
en R™.
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Sean X = (X3,..., X))y Y = (Ys,...,Y,) con X; =by y Y = bp.
Como b;; = (a;, a;) se tiene

Xy = apan + + i Q1

Yi = ayan + + Qi Om2

donde el doble subrayado nos indica que estan dados.

Es claro que la distribucion de X; dado a; con i = 3,...,m es la distribucién de una
variable aleatoria con distribucién N(0, > ", a3,) = N(0,[la1||*) y andlogamente la

distribucion de Y; dado ay con i = 3, ..., m es la distribucién de una variable aleatoria
con distribucién N (0, ||as||?). Entonces se concluye que ¢ es una densidad normal en
R2(m=2) con esperanza 0 y matriz de covarianza ¥ = E[(X,Y)! - (X,Y)]

Xy
Y= me? . (Xl)"me—Qy}/l)"wYm—Q)
Y
Ym—2
X7 X1 Xmo | X111 XYmoo ]
_ E Xm—2X1 X72n_2 Xm—val Xm—QYm—Q
Y1.Xy Y1 X2 Y? Y1V o
Ym_QXl Y,,%_Q Ym—Q}/l Y’I’VZL—Q .
entonces ) .
o [anlPhes | B

B(XY) | azlPTms

Calculemos E(X'Y):

E(X;Y)) E((ayamn + - 4 @i @) (arj a1z + - - + Qj Gm2))
5¢jE(Gi aip a2 + 00+ (ng Am1 Am2)

5¢j <CL1, a2>

donde las igualdades resultan de la independencia de los coeficientes de A y de que
tienen distribucién normal estdndar, entonces

E(X'Y) = (a1, az) I_s. (4.32)
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Concluimos de (4.32) que

||G1H2Im72 ‘ (a1, ag) Ln—2

3 —
<01,G2>Im72 ‘ ’|G2H2[m72

Hemos concluido que la densidad conjunta ¢ de (bs1, . .., bm1, b32, - .., by2) dados a; y
as es la densidad de una normal con esperanza 0 y varianza X..

Calculemos ahora la densidad de (bi1, b, bi2) = (||a1]|?, |laz||?, ||a1 || laz|| (@1, @2)) en

el punto (a,b,0) siendo a; = HZ—H
Para eso probemos lo siguiente:

Lema 10. Sea £ un vector aleatorio con distribucion N(0, I,,) en R™ entonces

€11 ||£||

donde el simbolo L quiere decir que son independientes.

’ IISH

Pl <o & ea) = Pleer

Demostracion. Calculemos P <||§H <z € A) con A C S™L.

uniforme en la esfera

entonces se tiene que
<) = G <) 7
eA Pl—=—¢€cA .

Con este lema tenemos que (|la1]|,||az|]) es independiente de (ay,as3), entonces
(llaa]l, [|az||) L (a1, az). Entonces, notando por f(W) la densidad de la variable W
obtenemos

Ul

f(b117 b22, b12> = f(bH)f(bQQ)f(le ‘ b117 b22)7
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donde

fllasll - llaall {ar, @) | llar]l®, azl*) =

f(Vab{a.az) | a]® = a, az|? = b) = f(Vab(a1,a2))

por la independencia.
Si observamos que

P(@ng)zp(zg\/%>=/_ffz(y)dy

se tiene
1 T

f\/ﬁz(x) = ﬁfz(\/ﬁ)j

y como ||a;]|* ~ x2, siendo x2, la distribucién de Fisher con m grados de libertad, y
X = (a1, az) entonces

p(b11,b22,b12)<a7 b7 0) = in(a)xfn(b) \/ﬁp@}&\i) (0> (433)

Sea
5: (51""7§m)

un vector aleatorio Gaussiano en R™ estandar. Como (aj, az) es invariante por rota-
ciones (por ser producto interno de vectores con distribuciéon normal, que son inva-

riantes por movimientos rigidos) se tiene que (a, ay) tiene igual distribucién que %,
entonces:
()= =P (@ <) = =P (Lt <
= — a a = — s
BTN
y €Omo
P =&+ -+ & =6+C  con (~xhy
se tiene entonces ) ) )
3 5 & t
o2 StU= o< :
51 + Xm—1 Xm—1 11—t
Por lo tanto
(& P
t) = —P < 4.34
00 = 5P (- <o (434
1 t2(m — 1)
= —P(F,1<—>" 4.35
2 < S ) (4.35)
|y
= — fl,m71<u> du (436)
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siendo F},,—1 la distribucién de Fisher con (1,m — 1) grados de libertad. Se tiene

entonces que
1 1 —m/2
fim—1(u) =Chy — (1 + 1u)

U m —
siendo r(m) )
Cm—1 = =77 2m71

Por lo tanto cuando ¢t ~ 0

t2(m—1)
1 1-¢2 1 Cin-1 t2(m — 1)
t) ~ — Chno1—=du =
i) Qt/o o t Voi—g

entonces

lglr(l]qn(t) = Cpaavm—1

por lo tanto se tiene

(4.37)

Concluyendo tenemos que:
-La densidad conjunta de (by1, bas, b12) en el punto (a,b,0) es

es decir, la densidad conjunta de (by1, bag, b12) es:

m/2 m—
1 (1) 2 (ab) A2 e 1

Vo \2 Vab LT (=)’
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y por lo tanto la densidad conjunta de (b1, bya, v/2by3) es:

1 1\"™? (ab)m-2)/2 1
b,0) = ) M ez © (438
Pon /i) (0 0:0) = 5 (2) va ¢ torey W
Lo que estamos buscando s p(x(e,),X(es),Y (e1,e2)) (@5 0; - - - - .. ,0), es decir
p(b117622,\/§b12,b31 ,,,,, bm1,b32,....bm2) (a’ b’ 0’ """ ’ O)’ (439)

—
q(a,b,0)
donde ¢ era una densidad normal con esperanza 0 y varianza > dada anteriormente,

es decir {

(27)2(m=2)/2 (det(x))"/?

I aIm—2 0
= < 0 blps )

Entonces se tiene que (4.39) es igual a

q(a,b,0) =

siendo

L (1)’””Me-<a+m L {
Vaya\2) o Vab CIT(Y)] - L@mm=(ab)m-ar

1 11
L

T V2w @n)m? 2 Jah L(2)r(7t)

—_

Hemos probado que

P(X(e1),X (e2),Y (en,e2)) (@5 by oo ,0) = (4.40)

! 1 11 o—(a+h)/2 1
\/5\/7? (2m)™=2 2™ \/ab F(%)F(T_l) (4.41)
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Paso 4:
Falta acotar la esperanza condicional en (4.23), y para eso calculemos A(eq, e3).

Sea T(s»V el espacio tangente a V' en el punto (s,t). Como la dimensién del
espacio tangente a una variedad diferenciable es igual a la dimension de la variedad,
se tiene que dim (7, V) = 2m — 3. Es claro que T,V es paralelo al complemento
ortogonal en R™ x R™ de los vectores (s,0), (0,1), (¢, s).

Sea

By = {(e,0), - (em,0), (0. €5), - (0, em), %(62, —e))

base ortonormal de T{,, .,)V v calculemos Y”(e, e2) en esa base. Como Y : V — R*™
se tiene que Y’ (eq, €2) : Tie, e,)V — R®*™, por lo tanto podemos ver el diferencial como
un operador de R?™~3 en R?>™,

Escribimos
n (57 t)
| ym(sit)
Y(&t) N 21(37t)
Zm(8,1)
donde

yi(S,t) = Zbiij - (Z bjk3j3k> S;
j=1

k=1
m m

alst) = ) byt — (Z bjktjtk> t
j=1 k=1

recordando que 7,(Bu) = Bu — (Bu, u) u.
Entonces si calculamos las derivadas parciales, obtenemos

ayi ( N bzk —2 (Z;n:l bhksk) Si 1 7£ k
s T\ b — 2(0 bras) si — <ka:1 bjk8j3k> i=Fk,

y si evaluamos en (eq, e) se tiene

aSk (61’62> - { bm — b11 1=k

%(e e2) = bir —2biy = —biy bk #1
Osp 2 —2by, k=1.
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Anélogamente para las derivadas parciales de las coordenadas en z obtenemos

azi bz ) l{?, ] 2
atk(el’ez):{ k L

bii — by 1=k, i#2
8—tk(€1,€2):{

kE#1
k=1.

Para encontrar Y’(eq, e2) en la base %5, basta tomar como matriz la que tiene

como columnas a las derivadas en las direcciones de los respectivos vectores de la

base de %,. Es decir

—byg

1
d(el,@)y . (0,63), ...... ,d(el eQ)Y (O,em),d(el eQ)Y (62,—61>—2>,
luego
— 5 -
B—Zi 8351 0 0 |=*
T
Y,<€!’ 62) = e L Jz1 0z1
| P
| 0 0 | 5 atm | *
siendo la tltima columna igual a u = de, e2)Y - (ea, —el)%

i —b13 —b14 _blm 0 0 0 *
bas by bam 0 0 0 |=*
bé3 b34 bgm 0 0 0 *
b43 bﬁM b4m 0 0 0 Xx
| bus b Von | O 0 0 |x
- 0 0 0 b13 b14 blm *
0 0 0 —b23 —b24 _b2m *
0 0 0 bg:)) b34 _b3m *
0 0 0 b43 b£1/4 b3m *
L 0 0 0 bm3 bm4 b;/nm x

/
con bjj

= bjj —bny béé = by — boo.
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Estudiemos la tltima columna, que esta formada por las coordenadas del vector

-0 p) ] o
a_Zi e % o ... 0 8—?;;
om  tum | o ¢ O
u:i Ds1 ' D 00 dO ‘(ez)zi 852
: I D2m Dz
L 0 ... 0 R — 5
y sustituyendo las derivadas parciales, se obtiene
t
1
u=—= | bi2,b22 — b11, 032, ..., b2, bao — b11, —b12, —b31, ..., —by
V2 — —
Definamos
U)t = (b32, e ,bmg)
y
vt = (b317 ey bm1)7
entonces se tiene
—v' 01><(m—2) —%blz
w' 01><(m—2) %(522 - bn)
Bz = bindly—2 | Opm—2)x(m—2 Lw
Y/(€1’62) _ 0 ( )>t<( ) . V2
1x(m—2) v ﬁ(bzz - bn)
01><(m—2) —w' %512
O(m—2)><(m—2) By — byl 2 —%U
Luego si condicionamos b;; = a, bss = b, v = w = 0 se tiene que
[ Oix(m_9) O1x(m—2) 0 |
01><(m72) 01><(m72) %(b - @)
Bis—al,,—3 | Opm—2)x(m— O(m—
Y'(e1, ) = 12 2 | Um—2)x(m-2) 1( 2)x1
O1x(m—-2) O1x(m—-2) NG b—a)
O1x(m—2) O1x(m—2) 0
| Om-2)x(m-2) | Bi2 = 0lm—2 | O@m-2)x1 |

Para completar el célculo de A(ey, es) es necesario calcular (Y'(e1,e;))’ - Y/ (e, e2)
que es igual:

c'c Om—2 Om—2)x1
(Y'(er,e2)) - Y'(er,e0) = | Om—2 | DD Om-2px1_
O1x(m—2) | O1x(m-2) | 2 (%(b - a))
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donde C' = By —al,, 2y D = By — bl,,,_5 entonces por la definiciéon de A(ey, e) se
tiene

m—2)x1 )

b—a)

ctC Om—2 | Opm—2)x1
A(el, 62)2 = |det Om,Q DtD 0(
( 2

O1x(m-2) | O1x(m—2)

y desarrollando el determinante obtenemos que

Aler,e0)? = |det(C)*det(D)*(b — a)?|
= |det(Bi2 — al—2)* det(Biz — bly—2)*(b — a)?|

por lo tanto
A(el, 62) = | det(312 — (l[m_g)‘ . } det(312 — b]m_g)‘ . ((l — b) (442)

Notar que si una matriz simétrica M de n x n es definida positiva (M > 0)
entonces (Mz,z) > 0 para todo = (z1,...,2,) € R" —{0}. Luego si consideramos
T =(0,29,...,2,) # (0,...,0) se tiene que (Mz,z) > 0y por lo tanto (Myy,y) >0
para todo y = (y1,...,yn_1) € R"1\ {0}. De esta manera se concluye lo siguiente:
si M > 0 entonces M; > 0. Anélogo para el caso en que M sea definida negativa.
Por lo tanto si B; — al,,_1 < 0 implica que By — al,,_o» < 0 y analogamente si
By —bl,,,_1 > 0 implica que By — bl,,,_5 > 0.

Si M > 0 entonces Aq,..., A\, son todos mayores que 0 y M — al < 0 entonces es
claro que a > \; para ¢t =1...n. Esto se ve claramente ya que

0> (M — al)v;, v;) = (Nv; — avy, v;) = (\vi, v;) — (av,v) = N —a

siendo v; vector propio de norma 1 asociado al valor propio \; parai=1...n.
Entonces:

[det(M —al)] = []](a—N)

IN
—
S
I
Q?v

Por tanto hemos concluido que:
SiM>=0yM-—al <0 = |det(M —al)| <a".

Entonces retomando la esperanza condicional en (4.31)

E (A(€17 62) Ind{Bl—b11]m71-<0,Bz—b221m71>-0} ‘ bll = a, b22 == b7 b12 == 07 UV=wW= 0)
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y observando (4.42) podemos usar la anterior conclusién para obtener que la esperanza
condicional esta acotada por
am_2(a — b)E(| det(Blg — b]m—Z)l Ind{BQ,b[m_1>0} | b11 =a, bgg = b7
b12:0, U:UJIO),

acotando a — b por a y que By — bl,, 1 > 0 implica que By — bl,,_5 > 0 se tiene que
la esperanza condicional en (4.31) es acotada por

(J,milE (| det(312 - b[m_2)| Ind{312_51m72>0} | V=W = O)

donde la nueva condicién se debe a que las variables by1, b2 y b12 ya no juegan ningin
papel en la esperanza condicional.

Ahora si condicionamos por a; y as tenemos que la esperanza condicional tiene la
siguiente forma

E(f(ag,...,am) | a1, as, {a;,a1) =0, {(a;,as) =0, i:3...m>

donde los condicionantes a; y ay son vectores de R™ no colineales (con probabilidad
1). Llamando V' al subespacio generado por a; y as, o sea

V = <a1,a2>

y tomando como base ortonormal de R™ a {v,...,v,,} siendo {vi,v2} C V se tiene

que parai=3...m
m m
a; = E )\ij V; = E >\ij Vj
Jj=1 Jj=3

por ser perpendiculares a a; y as ((a; € V* parai = 3...m). Por la invariancia por
isometrias de la distribucién normal en R™, tenemos que \;; ~ N(0,1) y son indepen-
dientes en 7. Luego la esperanza condicional es igual que la esperanza incondicional
de f(a1,...,an) siendo a; variables aleatorias con distribucién estandar en R™2,
De esta manera, se tiene

E(| det(Byy — blo)| Ind(py—s1,_,ro0 | a1, az, {aiap) =0, k=12, i=3.. .m)
es igual a
E(y det(M) — bln_s)| Ind{M_MWM})

siendo M = ((Mj;)) con M;; = (vi,v;) y los v; son normales estdndar en R™™2 e
independientes para 7,7 = 3,...,m, entonces la esperanza condicional nos queda
acotada por

a™'E (| det(M) — bly_s) | Indgni—br,_s-0p) < o™ 'E(det M)

a™ Hm —2)!
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donde la igualdad es consecuencia del Lema 11 que demostraremos a continuacion.
Luego tenemos acotada la esperanza condicional en (4.31) por

a™ Y(m — 2)L.

Lema 11. Sean &, ..., &, vectores aleatorios i.3.d en R, con d > m y distribucion
comiun Gaussiana estandar con matriz de varianza Ig. St llamamos W, 4 a la matriz
m X m dada por

Wina = (((&: §)))ig=1..m;

y sea D(X) su polinomio caracteristico, es decir
D(N) = det(Wyq — Alg).

Entonces se prueba

(i)

E(det(Wp4)) =d(d—1)---(d—m+1)
(i1)
“ d!

B kz:%(_l)k N —T X

siendo CJ* combinaciones de m en k, (C}' = F(m— k T ).

Demostracion. Los vectores son linealmente independientes con probabilidad uno.

Fijemos los valores de &;,...,&, 1, v sea {v1,...,vq} una base ortonormal de R¢ tal
que vy, ..., V,_1 pertenecen al subespacio V,,_; generado por &;,..., &, 1.
Es conocido que el volumen del paralelepipedo formado por los vectores &1, ..., &y,

es decir el volumen de P siendo
k=1

es igual al determinante en R™ de los vectores ; expresados en la base {vy,..., v}
Sea A = ((aij))ij=1..m tal que & = 2] 1 @;;v;. Entonces

(&, &) = <Z ik Uk, Z ajhvh> = Z AikAjk = (AAt)ij

k=1 h=1 k=1

siendo (AAY);; el coeficiente (i,7) de la matriz AA". Por lo tanto usando el hecho
conocido de que si T : R™ — R™ es una transformacion lineal con matriz asociada A
en {ey,...,en} base ortonormal de R™ entonces

det(T(eq),...,T(em)) = det(A) det(ey, ..., en) = det(A),
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se concluye que
Vol(P) = det(&y, ..., &m) = det(A) = \/det(AA?) = /det(W,,.q),

es decir, el cuadrado del volumen del paralelepipedo P es igual al determinante de la
matriz W, 4. Entonces es claro

det(Wm,d) = d2 (gm; Vm—l) det(Wm—l,d)

siendo d(&,,, V1) la distancia Euclidea entre &, v V,,—1. Ahora, la distribucién
condicional de la distancia d*(&,,, Vy,—1) dados &, ..., &,_1 por la invariancia por
rotaciones de la distribucién Gaussiana es igual a la distancia de &, al subespacio
{0}t x R4™+1 Pero nuevamente por la invariancia por transformaciones orto-
gonales de la distribuciéon Gaussiana, esta distancia es igual a la distancia al 0 en
RI=™+1 de un vector Gaussiano en R™1. Por lo tanto d*(&,,, Vin_1) tiene distribu-
cioén x5,

Entonces

S

_ E(E(d (s Vi l)det(Wm_Ld)|§1,~-;§m—1)>
B(d

A(€pp, Vi1 ) E (det(Wm_Ld)|§1,...,§m_1)>
= E(d*(&m, Vin-1)) E(det(Win_1,4))

E(det(Wina)) = E(d*Em, Vinr) det(Wi_1.4))
(&ms Vin—
= (d—m+1)E(det(Wp,_14)),

y si iteramos obtenemos ()
E(det(Wpa)) = (d—m+1)(d—m+2)...(d—1)d.

Probemos (i1).
Para eso escribamos D(\) como

— zm: D (:!(O>A’f. (4.43)

k=0

Diferenciando k veces la funcién determinante se obtiene
DW(X) = (=1)F ) " det (Wt ™ = My

donde las sumas se obtienen en todas las k-uplas distintas de 1,...,m de elementos
distintos, y siendo W, oot Ja matriz (m — k) X (m — k) que resulta de eliminar las
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filas y columnas indexadas en 7; hasta iy.

Entonces '
DM (0 )F ) det(Wh ™)
tomando esperanza se obtiene
E(DW(0)) = (—=1)% - > B(det(W;))

y considerando lo hecho en la parte (i ) y que la cantidad de sumandos es arreglos de
m elementos en k lugares, se tiene

E(DW(0)) = (~1)Fd(d—1)...(d— (m — k) + 1) ﬁ
Entonces tomando esperanza en (4.43) se tiene
TL(—1)k d! m!
E(DW) = §( k:!) G (d—m)! (m — k)| X
0 sea .
=2 (-1 :~5+ k)! N
k=0

O

Entonces juntando esto con el célculo hecho para la densidad en (4.40) se obtiene
que

h(a,b) < C IR e (4.44)
a, S Up—F—a .
Vab
donde
o 1
T 4(m = 2))
Paso 6:

Ahora probaremos la cota superior en (4.13). Para probar dicha cota es necesario
hacer un trabajo previo.
El siguiente lema es extraido de [17].

Lema 12. Sea A una matriz cuadrada arbitraria deterministica en R™", y A una
matriz de variables aleatorias independientes centrada en A, con distribuciones nor-
males de varianza 0. Sea v € S™ !,

entonces
2\ % 1
P(|A ] > z) < (—) —.

™ ox
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Demostracion. Llamemos A = ((ai;))i j=1..n, donde los a;; tienen distribuciones A (a@;;, 0%)
respectivamente, donde A = ((@5;))ij=1..n- Sea U = ((ui;))i j=1..n una matriz ortogo-

nal, y sea B = UA.

Los elementos de B son

n
bij: E Uik, A -
k=1

Entonces la esperanza de b;; es:
n
E(bi;) = Z Uik Qg
k=1

y por lo tanto la nueva matriz B esta centrada en UA.
Calculemos la matriz de covarianza:

cov(bij, byj) = E(( anuzk (ag; — Cl—k;)) : (Zn: Uirgs (Qprjr — W’J'»)

k'=1

n
= Z Uik Wil k! E{(akj — ) (apy — ak’j’>}
ek =1 ~

02 8 pr O
n
_ }: 2
= Uik Uitk O (5]']"
k=1

n
= 025jj/ E Uik Uil ke
k=1

2
= 0" 0y i,

entonces obtuvimos
COU(bij, bi’j’) = 0'2 5jj’ 5”/

Es claro que que los coeficientes de la matriz U A son independientes y tienen distri-
bucién normal con esperanza Y ,_, w;yay; y varianza o2.

Tomemos U ortogonal tal que U 'e; = v. Entonces
AT = AU el = I(UA)ell.

Sea B = UA (donde U es ortogonal por serlo U~!). Entonces basta probar que

1/2
P(IB e > o) < (3) S

™ oxr
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donde B es una matriz de variables aleatorias independientes centrada en UA, con
distribuciones normales de varianza o2.

Es evidente que ||B7'e;|| es la norma de la primera columna de B~' es decir
|B~e1|| es la longitud del vector (B™')., siendo (B™'),; el vector que tiene como
coeficientes la j-ésima columna de la matriz B~!, y (B™');. el vector que tiene como
coeficientes la j-ésima fila.

Como BB™! = Id es claro que las filas Bs.,..., B,. de B son ortogonales a (B~!).,
y el producto interno entre By. con (B71), es 1.
Entonces se tiene que la norma de la proyecciéon de Bj. sobre (B‘l):l es el inverso de
la norma de (B').;. Veamos esto:
-Definiendo por w al vector de norma 1 en la direccién de (B~!).;, y V al subespacio
generado por las filas Bs., ..., B,., 0 sea

(B~1)a

w:f y V:<B2,7Bn>
1(B=1)al

se observa que la proyecciéon ,, sobre el subespacio generado por w de Bj. es
7Tw(Blz) = <Blz7w> w,
entonces la norma de la proyeccion es

Ira(B)| = | (Buw)|
_ (B~ Y
- ‘<BL’H<B—1>:1H>’

= [(Bi, (B )a)|-
1
[(B=1)all

Como las filas de B son independientes, la distribucion condicional de la primer fila
dadas las demas es la distribucién incondicional. Entonces fijando una base ortonor-
mal de R" formada por {w, vy, ..., v,} se tiene

o
I(B=H)all

Bl; = )\1”LU + Zn: >\ivi

=2

donde 7, (By.) = Ajw, entonces ||m,(Bi.)|| = |A\1| que es la distribucién del médulo
de una variable aleatoria normal .4 (1, 0%) para algtin 7.
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Entonces
1 1 1
P(|A™v||>2) = P TA—T0] <
1
= P (\)\1\ < —)
+1/x
- 1 / e~ (w=m?/20% 1.,
oV2r J 1/
21
S T
T xo
lo que completa la prueba. O

Corolario 6.1. Asumimos que A = (a;;) con a;; = my; + g;; para i,j = 1...m,
donde g;; son variables aleatorias i.i.d. normales estdndar. Sea v € S™ 1. Entonces

1/2
P (A > 2) < (%) L

T

Lema 13. Sea U = (Uy,...,U,,) un vector aleatorio con distribucion uniforme en
S™=1y sea t,,_1 una variable aleatoria con distribucion Student de m — 1 grados de
libertad.

Entonces, si c € (0,m) se tiene

1
P<U12>£>:P(tfn > c).
m m —cC

Demostracion. Como ya vimos en la demostracion del Lema 10, podemos asumir que

_ N
IV

con V = (Vq,...,V,,) con distribucién Gaussiana en R™. Entonces se tiene

2 ¢ Vi N 15 ¢
{Ul>m} {HVH2 }_{‘/22+"'+V%>m—0}

c (m—1)V?2 m—1
P(U}>—) = P L >
(1 m) (\/22+---+V73L m—cc)

-1
m —c¢

siendo t,, 1 una variable aleatoria con distribucién Student de m — 1 grados de liber-
tad. O

entonces
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Proposicién 6.1. Asumimos que A = (a;j) con a;; = m;; + ¢;; para i,j =1...m,
donde g;; son variables aleatorias i.i.d. normales estindar y M = (Mmy;)i j=1..m una
matriz determainistica.

Entonces

P(LA™| 2 2) < Cofm) ¥

con Cy(m) una constante que depende de m pero esta acotada por 2,34737 para todo
m.

Demostracion. Sea U con distribucién uniforme en S™ ! (como en el Lema 13) in-
dependiente de A. Condicionando se tiene

P(|A7U) > x) = E[P(1A7U] > 2| U) .

luego si aplicamos el Corolario 6.1 tenemos

2\ 1
Pl AU >z) < (=) ~. 4.45
(>0 < (2) (4.45
Sea v4 donde A~! alcanza su norma como operador, es decir, sea v4 de norma uno tal
que ||A w4l = [JATY] y sea u € R™ tal que ||ul| = 1. Llamando C' a A~ se tiene que
|Cvall = ||C]], entonces v, es el vector propio de C*C' con mayor valor propio igual

a ||C||* (ver Lema 8). Es decir |C*Cv4| = ||C]|?, y como (C'Cva,u) = ||C||* (va,u)
se tiene

ICI* (wa, w) | = [{Cva, Cu) | < [|[Cvall[|Cull = [CI [ Cull,
y cambiando C por A~! concluimos que
AT ull > JATH] - [ (va, u) |- (4.46)
Tomando ¢ € (0,m) se tiene usando (4.46) que

P(Iatvl>2(£)") = P> n{lniz (£)7)
(

- E|P <{||A1H >z} n {| (A, U)| >

N 1/2
= B Indgasn P (' wa U] 2 <E> ‘A)}

| )]
]

E ]’rld{”A 1H>ﬂf}P ( m—1 >

- r(gns

m — c)
1
- P(t i C)P IA7Y > ).

-1

3

& E ]nd{”A 1H>$}
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Luego

1 cN\1/2
I >a) < -1 £
A0 = g g (o (2)7),

ahora usando (4.45) se tiene

1 N2 1 ymy 12
> 2) < = - (—) .
P(HA = x) - P(t2 > m_lc) (7?) x\c

m— m—c

La constante a saber es

1 2\ 2 1
P (tfn_l > ;”L:ic) T cl/?’

por tanto solo resta encontrar ¢ € (0,m) de manera tal que la cota sea minima. Para
eso necesitamos tomar el infimo en ¢ € (0,m). Tomando

-1
2 —1
et =2, o (51> 50
ce(0,m

obtenemos una cota minima.
Como

-1 -1
sup /2P <t72nl > c> > sup /2P (tfnl > c)

c€(0,m) m—=c ce(0,1) m—c

> sup /2P (tfnq > c)
c€(0,1)

se tiene que es posible acotar la Cy(m) a través de cdlculos numéricos, y de esta
manera llegamos al resultado de la proposicién. O

Una vez terminado el trabajo preliminar podemos continuar con el Paso 6:

Para x > 1 se tiene por la Observacion 5 en la pagina 43 que

A
P(k(A) > z) = P(A—m > 2?)
1
entonces partiendo el espacio en donde A\; sea mayor o menor a Lj;” se tiene

2 2
P(k(A) >z) <P <)\1 < L m> + P (A_m > a2 A > L ;") (4.47)
X

1’2 )\1 -
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siendo L una constante positiva a determinar después.
Recordando que \; = |[|A71]|72

posicion 6.1
L?m Lm
P\ < A7 > < C
(n< ) =P (140> ) < alm) ™2
Para el segundo termino de (4.47) se tiene

)\ L2 +o0 +o0
Pam s a2y > =0 :/ db/ h(a,b) da < G (a?)
A 72 L2mz- b

2max—2 x2

—(a+b)/
/ db / a™ da
L2my by

(donde la desigualdad en (4.49) es consecuencia de la acotacién en (4.44)).

Tratemos de derivar G,,(y):
+o00 +00
= / db / g(a,b)da
s

-Sea
con A y b constantes y g derivable.
Notando por F(b,y) = oo g(a,b)day f(y) = A/y se tiene

by

siendo

+oo

Gly) = /f F(b,y) db.

)
Sea h > 0 entonces usando el hecho que f(y) es decreciente en y se tiene

Gly+h) -Gy _ 1 [/ F(b,y+h)db—/ F(b,y)db]
h he L) pyny fy)

71

, el primer término de (4.47) se acota usando la Pro-

(4.48)

(4.49)

Too f(y)
_ % l/f (F(b,y+ 1) — F(b,y)) db+/ F(b,y) db]

(y+h) f(y+h)

y tomando limite en h | 0 se tiene

— +oo —
h10 h hl0 J piyin) h
| 1 @) (b, y) db
+ lim — F(by

o b S pyn)

T OF fy) = fly+h)

= b,y)db+ F i
[y e P, R

T oF ’
:lAmaﬂbw%—FU@w%fw)



CAPITULO 4. MATRICES ALEATORIAS

Andalogamente para h < 0.
Entonces obtuvimos

= [~ L) o= F(AL0) ')

Es claro que
OF

a_y(b’ y) = —b-g(by,b)

entonces sustituyendo se obtiene

db + da.

o 7 Jim  avmlyi

Como G, (y) = C, - G'(y) se tiene que

+o0 e—b(y+1)/2 by m—1 L?m +00 e—(a+(L2m)/y)/2am—1
G'(y) = - /L (by)

+oo
_G;n(y) S Cmﬁ e_b(y+1)/2 bm—l ym_3/2 db

Zm

Yy

+oo
_ Cm . ym73/2 [22 e*b(y+1)/2 bmfl db
Ty

_ 1 -3/2, m e —b(y+1)/2 gm—1
= my Yy /L2m e b™ " db,

Y

haciendo el cambio de variable z = b(y + 1)/2 se tiene

, y—3/2 92 +oo . . 1
-G < LM —z ,m=1gm— d
—-3/2 om +o0
Y

Y32 m oo )
— g . 2m . g —z m— d
4(m — 2)! (y + 1> /L2m<y+1) <z -

2y
y como y/(y + 1) < 1 se tiene
y—3/2 400
—Gl(y) < —)'Qm/ e 2"z,
L

4(m — 2)! 2m(y+1)
2y

Sea
+oo
I, (a) = / e ? 2" Mz,
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integrando por partes se tiene
+00 +oo
In(a) = —e 22"+ (m— 1)/ e 72" dz = e "a™ " + (m — 1)1, 1(a),

a

es decir
In(a) = e “a™ " + (m — 1)1,,_1(a).

Entonces lo que se obtuvo es una ecuacion de recurrencia y si desarrollamos se tiene
que

In(a) =e*[a™ "+ (m—1)a™ 2+ (m—1)(m—2)a”?+ -+ (m —1)!].
Tomando a > gm se tiene m < %a, entonces

In(a) < e *[a™ " +ma™ > +m*a™ 7 + - +m™]

2 2\ > 2\
S e ? [amfl + (g) (lmil + (g) Olmil + -+ <g> amfl]
00 7
2
< —a  m—1 =
e a < (5> )

entonces

b}
In(a) < 3 e am

Como a = L?m/2 > (5/2)m, podemos tomar L? > 5 y se obtiene la siguiente cota

om 2 LPm\"' 5
' —3/2 _ —L?*m/2 z
G, (y) < Dy y siendo D,, = T —9)1 e < 5 ) 1
es decir .
D,, — 5 m" [20m=1) ,—L?m/2
6 (m—2)!

Ahora si aplicamos la férmula de Stirling

k
k! = (ﬁ) \/27rk:eA_kk con 0 < A, <12

e
se tiene que

D 5 mml [2m [—2 €—L2m/2 5 mmm2 em—2[2m e—LQm/2
m S - — - =
6 (m=2)™ 2 2r(m—2)e® 6 (m—2)m2 L2 27t(m — 2)

e
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y considerando que 1+ z < e” se tiene

m—2 m—2 m—2
m m—2+2 2 2/ (m—2)\ M—2
—_ = —" =14+ " /(m—=2) — 2
(m—Q) ( m— 2 ) ( +m—2) <(e ) ¢

Resulta que

m— m —L*m

=2 2 e—L*m/2 _ § 1 m i p2mlog(L) 6—L2m/2+m
P Vom0 Vo Jim 9

5 V2 m Lo /202 —410g(L)-2)

12Vor Jim_2) L2

y si buscamos las raices de L? — 4log(L) — 2 obtendremos una cota. Existe una raiz
en aproximadamente L ~ 2,3145 que es mayor a /5 entonces se tiene que

5v/2
m < .
12/7 L2

5
D,, < =é?
_6em

D

De esta manera se tiene
+o0o , +oo dt 1/
y y

y entonces cambiando y por 22, en (4.49) se tiene

A L*m 1
P2 > 2% N > <2D,, —. 4.50
(> 2% = T3 < 2D (4.50)

Juntando (4.48) y (4.50) obtenemos la cota superior

L 1 D
P(r(4) > 2) < Colm) 2™ 12D, L < (Cy(o0) L 4 22y ™ - €
X x m T x

con
252

€ = 5,00 % Cy(+o0) L+ =



Capitulo 5

Miscelanea

5.1. Numero de condicién en general

La idea de esta seccion es mostrar que el concepto de nimero de condicion se
puede extrapolar a problemas mas generales que los tratados en esta monografia.
Las referencias para este capitulo son: [8] y [10].

El nimero de condicién es un tema clasico en andlisis numérico. Fue introducido
con el propédsito de obtener cotas tanto para los redondeos como para la complejidad
del problema.

Es decir el nimero de condicién fue introducido originalmente para medir la sensibi-
lidad de un input a perturbaciones, mas precisamente mide la sensibilidad del ”peor”
caso para pequenas perturbaciones. Por ejemplo, si nuestro objetivo es computar una
funcién 1 donde el output varia continuamente como funcién del input, el nimero de
condicién para el input = € R™ es medir el tamario de ||n(z + Ax) — n(z)|| donde Az
es la perturbacion.

Una manera de hacerlo es considerar

In(z + Az) — n(@)||/ln()]

cond(x) = lim sup

510 Ar<s [Az]|/]]
donde || - || es alguna norma en R™.
n(x)
,’/ output
x //

input \ - ( +A)
- x T

x+ Ax 1
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Esta definicién deja de ser 1util cuando el output toma un conjunto de valores
discretos. Ejemplos clasicos de este tipo de problemas son los problemas de decisién,
es decir, aquellos en que dado un input devuelven ”si” o "no”, o "1” o 70" (por
ejemplo preguntarle a la maquina si una matriz es invertible o no). Si consideramos

la definicién dada arriba obtenemos que

0 siz¢X
cond(z) = { 00 siz €N
siendo 3 el conjunto de input que no responde ni ”si” ni "no” (o sea la frontera entre
el output "si” 0 "no”). Por ejemplo en el caso de decir cuando una matriz es invertible
0 no, tenemos que X son las matrices no invertibles.
Una manera de atacar este tipo de problema para obtener un ntimero de condicién
util, es tomar como definicion el Teorema del Numero de Condicion 3 que estudiamos
para el caso de numero de condicién de matrices cuadradas.
Sea {y; : i € J} el conjunto de outputs posibles, y ¥ la frontera de los conjuntos
X; = Lo ne) = yi}.
Cualquier dato en ¥ lo consideramos como ill-posed. Entonces definimos el niimero

de condicién como:

cond(z) = dgf HE) (5.1)

donde || - || es alguna norma en el espacio discreto de inputs.

En la Introduccion a esta monografia se comento como entra en juego la probabili-
dad en el estudio del nimero de condicién, comentando sobre la dificultad del calculo
mismo del nimero de condiciéon. Otro enfoque a considerar es estimar cuan complejo
es calcular el nimero de condicion, o sea estudiar el niimero de condiciéon del niimero
de condicién.

Existe una conjetura de Renegar que dice que computar condy(z) para el problema
IT, es igual de complejo que resolver el problema II.

A la ”condicién de la condicion” se le llama nimero de condicion grado-2 y se nota
cond[é] (x) que fue introducida por J. Demmel. Es decir

cond[é} (2) = lim sup |lcond(xz + Ax) — cond(x)||/||cond(z)||
010 Ar<s |Az]l/ ]|z

donde usamos la definicién para el caso en que el output varia continuamente en
funcién del input, tal como lo hace el nimero de condicién (aunque el problema sea
discreto).
Demmel probo para algunos tipos de problemas que el nimero de condicién grado-2
coincide con el nimero de condicién salvo multiplicar por alguna constante.

F. Cucker y D.Cheung probaron en [8] el siguiente teorema:
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Teorema 7. Sea II un problema en el que su numero de condicion se definio en
términos de la distancia relativa a ¥ como en (5.1), entonces

condp(x) — 1 < cond[é] (x) < condp(x) + 1.

Por su simplicidad, incluiremos la prueba:

Demostracion. Sea como antes 3 las ill-posed, x un input y notemos p(z) = d(z, X).

||cond(xz + Ax) — cond(z)||/||cond(x)||

di(z) =
cond () =g sup e
llz+Az] |Ed]
, oeiaa) ~ o 17l
= lim sup
510 Az<s el A
p(x)
~ lm sup |z + Azllp(z) — ||z| p(x + Az)
510 Ap<s p(z + Az)|| Az

Es facil ver que

|2+ Azllp(z) — [lzllp(z + Az)| =

<

usando que |p(z) — p(z + Az)| < ||Az||

|z + Azflp(z) — [lx]lp(z + Ax)

|(lz + Azl = [lz]l) o) +

+ |zl (p(z) — p(z + Ax))]
|Az||p(x) + ||z || Az]

. Entonces se tiene

|Az]lp(z) + [l |Ax]

ple + Ax)l| Azl

Por lo tanto

p(e + Az)l| Axl]
1Az]|p(z) + =] [Az]
p(x) — [|Az]]

[z + Azllp(x) — [lzllp(z + Az)

lim sup

2
condh](x) = lim sup

< lim sup
610 Ax<s

P I
p(x) — [ Az
plx) + ]

plz + Az)||Az|
() + ||l

()
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y esto prueba la cota superior.
Para probar la cota inferior consideremos Axg tal que ||Azg|| = p(x) y 4+ Azg € 3.
Para cualquier 0 < 0 < ||Azg|| sea

0
p(z)

Entonces [|Acf]| = 8 y p(x + Aaf) = p(a) — [ Aaf| = plx) - 5.
De igual manera que antes se tiene

||Aa:8|| = Axy.

|z + Azgllp(z) — llzllp(z + Azg) | |llz + Aagllp(x) — ||zll(p(z) — 9) ’
p(x + Axd) || Az (p(x) —6)0
o Ul = lIAzgDp() — llalip(z) - 5‘
- (p(x) —6)d
_ | Ulzll = 6)p(x) — [lzflp(x) — 5‘
(p(z) —6)0
—0p(x) + ||[|0
(p(x) —6)0
[z]| — p(x)
plx) =6~
entonces
28 |z + Az|p(z) — [Jz|p(x + Ax)
cont(r) = BB | (e + Aw)[[Aal
- lzl] = p(=)
2 %Fg p(x) =46
_ Azl = p(=)
p(z)

= condp(z) — 1,

lo que prueba la cota inferior. O



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Serie de Neumann

Nuestro objetivo es mostrar que si un operador lineal 7" en un espacio de Banach
verifica que ||T'|| < 1 entonces el operador I — T es invertible y la norma de la inversa
esta acotada por ﬁ

Sea (X, || -||) un espacio normado. Diremos que una serie > z,, en normalmente
convergente cuando converge > ||z, || < co. Si el espacio es completo es facil ver que
toda serie normalmente convergente converge.

En efecto si S,, = z; + - - - + z,,, la condicién de que > ||z,|| < oo nos dice que la cola
de la serie tiende a cero. Por tanto dado € > 0 existe ng tal que ||zpy1||+ -+ - <e.
Pero entonces si m > ng se tiene

[1Sm = Snoll = [|#ngt1 + -+ 2wl < N@ngsall + -+ ||zl
+oo
< > lml
n=ng+1
< €

entonces {5, } es de Cauchy y por tanto converge.

Sea ahora (X, | - ||) un espacio de Banach (espacio normado completo), y T' € B(X)
siendo B(X) el espacio de los operadores lineales de X en X acotados. Supongamos
que ||T|| < 1 entonces es fcil ver que > °0 T™ converge a un elemento de B(X). En
efecto usando la propiedad submultiplicativa de la norma de operadores || 7" < ||T'||™

se tiene
1 < > 7" = <00
Z Z HTH

entonces Z:{:S T™ es normalmente convergente y por tanto converge, ademas su nor-
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S
1=[T]*

<+§T”>.(I—T) = h}?(iTn)'(I_T)
~ lim (ﬁ:T"—T”“)

ma esta acotada por Veamos que Z:{S& T" es la inversa de I — T

= limI — TN*!
N

= 1

pues lim,, || 7" < lim, |7||" = 0 y entonces lim,, 7" = 0.
Anélogamente se prueba que (I —T) - :::6 T =1.
Hemos probado que ||T'|| < 1 implica que I — T es invertible siendo

+oo
> Trr=(1-17)"
n=0

donde a la anterior suma se denomina Serie de Neumann.

6.2. Teorema del Valor Medio para campos vecto-
riales

Sea f : U — R continuamente diferenciable (f € C'), con U € R? | 2,y € U y
suponemos que el segmento entre x e y este incluido en U. Sea F': [0,1] — R dada
por F(t) = f(z + t(x —y)), entonces F € C' y vale el Teorema de Valor Medio de
Lagrange para funciones de R en R.

F(1) — F(0) = F'(f) con t€(0,1).
Pero F'(t) = Vf - (z — y) entonces si n = z + t(x — ) tenemos

fly) = f(x) = foy(m)(xr —y1) + - + foy(0)(Ta — va)

— or

= 5. Tomando valor absoluto en ambos miembros se tiene
J

siendo f,;

1f(y) = fl2)] < Z | o, (M) ](25 — y;)
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y como f es continuamente diferenciable, 3 M tal que |f,,(x)| < M con x en el
segmento con extremos x e y que es un compacto. Entonces

d
f(y) = f@)] < MY |z -y
j=1
< MVd||lz —y]|
siendo || - || la norma Euclideana. En conclusién, obtuvimos la siguiente desigualdad:
fy) = f@)] < MVd|z —y].

Ahora con esta ultima desigualdad atacamos el caso para campos vectoriales.
Sea F': U — R con F € O, con U C RY, F(z) = (Fy(x),..., Fy()).

Fi(y) — Fi(x)

F(y) - F(z) = ;
Fu(y) — Fa(z)
entonces
[F(y) — F(z)|| = <Z|Fj(y)—Fj(fE)l2>
d 2
< <ZM2dllx—yll2>
= (@Mz — )
= dM|lz —yl|,
es decir

1E(y) = F(2)|| < dM ||z —yl| (6.1)
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