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Resumen

En esta monograf́ıa estudiamos algunas condiciones topológicas que debe
cumplir una variedad que admite difeomorfismos de Anosov. Estas relacio-
nan la dinámica de un difeomorfismo de Anosov con la topoloǵıa algebraica
de la variedad en la que actúa.

Usamos estas condiciones para descartar la existencia de difeomorfismos
de Anosov en determinadas variedades, a partir del cálculo de la acción
inducida por un difeomorfismo en sus anillos de cohomoloǵıa. Para algunos
de estos cálculos, se aprovecha la estructura de producto en cohomoloǵıa.

Por ejemplo, probamos un teorema debido a A. Gogolev y F. Rodriguez
Hertz ([GRH]) que descarta la existencia de difeomorfismos de Anosov tran-
sitivos en ciertos fibrados por esferas. Para esto, estudiamos la cohomoloǵıa
de fibrados por esferas, pasando por la cohomoloǵıa de fibrados vectoriales,
el isomorfismo de Thom y la clase de Euler.

Abstract

In this monograph, we study some necessary topological conditions for a
manifold to support an Anosov diffeomorphism. These conditions link the
dynamics of an Anosov diffeomorphism with the algebraic topology of the
manifold on which it acts.

We use these conditions to show certain manifolds do not support Anosov
diffeomorphisms by means of the calculation of the action induced by a dif-
feomorphism on their cohomology rings. Some of these calculations exploit
the product structure on the cohomology of said manifolds.

For example, we prove a theorem by A. Gogolev and F. Rodriguez Hertz
([GRH]) which shows that certain sphere bundles do not support transitive
Anosov diffeomorphisms. In order to do this, we study the cohomology of
sphere bundles via the cohomology of vector bundles, the Thom isomorphism
and the Euler class.
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1 Introducción

En muchas situaciones, la topoloǵıa de un espacio impone restricciones a la dinámica
de una transformación actuando en él.

Un ejemplo clásico de esto es el teorema del punto fijo de Brouwer: toda
transformación del disco en śı mismo debe tener un punto fijo.

Otro ejemplo es el teorema de Poincaré-Hopf, que implica que no puede haber
un campo vectorial sin singularidades en una variedad con caracteŕıstica de Euler
no nula. Esto nos dice, entonces, que la caracteŕıstica de Euler de una variedad es
una obstrucción a la existencia de un flujo sin singularidades en ella. Por ejemplo,
la única superficie cerrada y orientable que admite un tal flujo es el toro.

En esta monograf́ıa, veremos obstrucciones topológicas a la existencia de ciertas
transformaciones en variedades compactas, los difeomorfismos de Anosov. Asoci-
ada a un difeomorfismo de Anosov se tiene una descomposición del fibrado tangente
como suma directa de los subfibrados estable e inestable. Estos subfibrados se con-
traen y expanden uniformemente, respectivamente, bajo la acción del diferencial
del difeomorfismo.

Los ejemplos clásicos de difeomorfismos de Anosov ocurren en toros. Se les
llama Anosov lineales, y provienen de matrices hiperbólicas con coeficientes en-
teros. La acción de estas en el espacio eucĺıdeo pasa al cociente como una acción
en el toro. La hiperbolicidad de la matriz es lo que nos da la expansión y con-
tracción uniformes.

Esta expansión y contracción uniforme tiene como consecuencia que no to-
das las variedades puedan admitir difeomorfismos de Anosov. Por ejemplo, en
rSmas se conjetura que toda variedad que admite un difeomorfismo de Anosov
debe tener como cubrimiento universal el espacio eucĺıdeo (la conjetura es de hecho
más precisa, dice que únicamente las infranilvariedades admiten difeomorfismos de
Anosov). En particular, según la conjetura, ninguna variedad cerrada y simple-
mente conexa debeŕıa admitir un difeomorfismo de Anosov, ni ninguna variedad
cerrada con grupos de homotoṕıa superiores no triviales.

Trataremos exclusivamente con variedades cerradas.
En el caso de codimensión uno (decimos que un difeomorfismo de Anosov

M Ñ M es de codimensión uno si el subfibrado estable o inestable tiene di-
mensión 1), Newhouse probó en [New] que deben ser transitivos. En [Fra2], Franks
hab́ıa probado anteriormente que un difeomorfismo de Anosov transitivo y de codi-
mensión 1 solo es posible en un toro (de hecho, probó que debe ser conjugado a un
Anosov lineal). Luego, para variedades de dimensión hasta tres, se sabe que solo
hay difeomorfismos de Anosov en toros.

Hay varios resultados que restringen la topoloǵıa de una variedad que admite un
difeomorfismo de Anosov. Por ejemplo, Shiraiwa prueba en [Shi] que una variedad
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orientable M con dimHqpMq ď 1 para cada q no puede admitir un difeomorfismo
de Anosov con fibrado inestable orientable, donde HqpMq es el q-ésimo grupo de
cohomoloǵıa de M . Otro resultado de este tipo es la prueba de Ruelle y Sullivan
en [RS] de que si existe un difeomorfismo de Anosov transitivo con fibrados estable
e inestable orientable en una variedad M , entonces dimHdimEupMq, HdimEspMq ě
2. En este segundo ejemplo se da información más precisa acerca de la topoloǵıa
de la variedad agregando la hipótesis de transitividad.

Dado un difeomorfismo de Anosov f : M Ñ M , la descomposición de TM
en subfibrados expandidos y contráıdos uniformemente por df impone condiciones
fuertes a la dinámica de f , que a su vez imponen condiciones a la acción de f
en el anillo de cohomoloǵıa H˚pMq. Dado un isomorfismo de H˚pMq, no siem-
pre existe un difeomorfismo que lo realice. Por otra parte, no todo anillo de
cohomoloǵıa soporta los tipos de acciones que debe inducir un difeomorfismo de
Anosov en cohomoloǵıa. En este sentido, parte de lo que haremos será investigar
cómo es la posible acción de difeomorfismos en los anillos de cohomoloǵıa de cier-
tas variedades, y averiguar si se pueden corresponder a la acción inducida por un
difeomorfismo de Anosov.

Nos centraremos en particular en productos y fibrados por esferas. La mayor
parte de las ideas para estos casos provienen de [GRH]. En dicho art́ıculo se
prueba que S2 ˆ S2 no admite difeomorfismos de Anosov, a partir del cálculo de
su cohomoloǵıa, y de la acción alĺı del mapa inducido por un difeomorfismo, que
se puede calcular gracias a la existencia de un producto en cohomoloǵıa. Esto es
luego generalizado a otros productos, y a fibrados por esferas.

Antes de calcular la acción de un difeomorfismo en los anillos de cohomoloǵıa
de productos y fibrados, tendremos en primer lugar que poder calcular, u obtener
información sobre estos a partir de la cohomoloǵıa de la base y la fibra.

Para el caso de un producto, probamos la fórmula de Künneth, que nos da
expĺıcitamente la cohomoloǵıa de un producto a partir de la de sus factores.

En el caso de un fibrado por esferas, el objetivo es probar la existencia de
una sucesión exacta llamada sucesión de Gysin, que en ciertos casos nos permitirá
calcular completamente la cohomoloǵıa del fibrado a partir de la de la base. Para
probar la existencia de esta sucesión, tendremos que ver primero la topoloǵıa de
fibrados por discos, donde aparecen el isomorfismo de Thom y la clase de Euler.
Vemos en detalle el caso de fibrados vectoriales y cohomoloǵıa de de Rham, ya que
en este habrá interpretaciones más claras de algunos objetos. El caso general es
análogo, sustituyendo cohomoloǵıa de de Rham por cohomoloǵıa singular.

1.1 Enunciados de los resultados

En esta sección, enunciamos con precisión los principales resultados que probare-
mos como conclusión de este trabajo.
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Comenzamos definiendo los objetos centrales: los difeomorfismos de Anosov.

Definición 1.1. Un difeomorfismo f : M ÑM es un difeomorfismo de Anosov si
el fibrado tangente a M se descompone como TM “ Es ‘ Eu, donde Es, Eu son
subfibrados continuos de TM , llamados estable e inestable respectivamente, que
cumplen lo siguiente:

1. Son df -invariantes, es decir, dfpEuq “ Eu y dfpEsq “ Es.

2. Existen C, λ reales tales que C ą 0, 0 ă λ ă 1 de forma que:

(a) }dfkpvq} ď Cλk}v} para todo v P Es.

(b) }df´kpvq} ď Cλk}v} para todo v P Eu.

Notación. Dado x en M , a los subespacios de TxM asociados a los fibrados Eu y
Es los denotamos por Eu

x y Es
x, y les llamamos espacio inestable y espacio estable

de x, respectivamente. Luego, se tiene TxM “ Eu
x ‘ Es

x, y dxfpE
u
xq “ Eu

fpxq,

dfpEs
xq “ Es

fpxq para todo x en M .

Luego, estudiamos la acción de un difeomorfismo de Anosov en los grupos de
cohomoloǵıa de una variedad. Relacionamos además, en el caṕıtulo 5, esta acción
con el número de Lefschetz del difeomorfismo, que es un conteo “signado” de sus
puntos fijos1. Además, vemos en el caṕıtulo 2 la relación entre el crecimiento de la
cantidad de órbitas periódicas y la entroṕıa2 del difeomorfismo. Aśı, en obtenemos
el siguiente resultado, que será la herramienta principal para conseguir muchos
de los otros. La prueba aparece en [KH], y originalmente el resultado aparece en
[Bow]. Se usa en [Shi] y en [GRH] para obtener obstrucciones a la existencia de
difeomorfismos de Anosov.

Teorema 1.2. Sea M una variedad orientable, y f : M Ñ M un difeomorfismo
de Anosov tal que el fibrado inestable Eu es orientable. Entonces tenemos, si f es
transitivo:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

q

p´1qqtrpf˚l : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ #Fixpf lq “ elhtoppfq ` opelhtoppfqq

y en el caso en que f no sea transitivo, se tiene

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

q

p´1qqtrpf˚Kl : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ #FixpfKlq “ peKlhtoppfq ` opeKlhtoppfqq

1ver cápitulo 5
2ver caṕıtulo 2
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siendo K ą 1 un entero, p la cantidad de piezas subbásicas en la descomposición
espectral de f correspondientes a piezas básicas con entroṕıa topológica máxima
(igual a htoppfq).

En el enunciado de este teorema, aparece la hipótesis de que el fibrado inestable
sea orientable. Esta será una hipótesis que precisaremos en varias oportunidades,
ya que es necesaria para poder relacionar el conteo de puntos fijos para un difeo-
morfismo de Anosov con su acción en cohomoloǵıa. Es cierto que siempre es posible
tomar un cubrimiento doble de la variedad que oriente al fibrado inestable. Sin
embargo, no se tiene un buen control sobre la cohomoloǵıa de este cubrimiento, y
por esto no siempre será útil tomarlo.

El teorema 1.2 restringe las clases de isotoṕıa en DiffeopMq en las que podemos
encontrar difeomorfismos de Anosov. Por ejemplo, el siguiente corolario nos dice
que no puede existir ninguno isotópico a la identidad. Este resultado fue probado
por Shiraiwa en [Shi], aunque daremos una prueba distinta.

Corolario 1.3. Sea M una variedad orientable, y f : M Ñ M un difeomorfismo
de Anosov tal que el fibrado inestable Eu es orientable. Entonces, el mapa inducido
por f en la cohomoloǵıa de M no es el mapa identidad.

Por otro lado, el teorema también restringe los grupos de cohomoloǵıa de las
variedades que admiten difeomorfismos de Anosov. Esto se usa también en [Shi]
para dar ejemplos de variedades que no admiten difeomorfismos de Anosov.

Corolario 1.4. Sea M cerrada y orientable. Entonces, si dimHqpMq ď 1 para
todo q ě 0, M no admite difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable Eu

orientable.

Ejemplo 1.5. El corolario anterior se aplica en los siguientes casos.

1. Para cualquier n ą 0, la esfera Sn no admite difeomorfismos de Anosov.

2. Ninguna variedad que sea cohomológicamente una esfera admite difeomor-
fismos de Anosov con fibrado inestable orientable. Por ejemplo, los espacios
lente.

3. Los espacios proyectivos complejos no admiten difeomorfismos de Anosov.

4. Un producto de esferas de distintas dimensiones no admite difeomorfismos
de Anosov.

5. Un fibrado con base una esfera Sn y fibra una esfera Sm no admite difeo-
morfismos de Anosov si m ą n.
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En el caso de los ejemplos 4 y 5 que acabamos de mencionar, es necesario hacer
el cálculo de grupos de cohomoloǵıa de productos y fibrados por esferas para ver
que el corolario 1.4 se aplica. Esto lo hacemos usando la fórmula de Künneth y la
sucesión de Gysin.

También basándonos en el Teorema 1.2, y en cálculos de los grupos de co-
homoloǵıa de fibrados por esferas, se obtiene el siguiente resultado, que aparece
originalmente en [GRH].

Teorema 1.6 (Gogolev-Rodriguez Hertz). Sea M cerrada de dimensión 2n, y
S Ñ M un fibrado con fibra S2n. Luego, S no admite difeomorfismos de Anosov
transitivos.

Además, si M es orientable con dimHqpMq ď 1 para todo q ě 0 y S Ñ M es
un fibrado orientable, entonces S no admite difeomorfismos de Anosov con fibrado
inestable orientable.

Esto se aplica en el caso de S2ˆS2 que ya mencionamos. El teorema es mucho
más general y en este caso se puede dar una prueba más simple como la que se da
en [GRH], que luego presentaremos.

Ejemplo 1.7. No existen en S2 ˆ S2 difeomorfismos de Anosov.

La prueba dada en [GRH] del ejemplo anterior se puede generalizar para
obtener:

Ejemplo 1.8. Si n es par, no existen difeomorfismos de Anosov en ningún pro-
ducto de la forma Sn ˆ Sn ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sn.

En el caso de un fibrado por esferas en el que la dimensión de la fibra es mayor
que la de la base, tenemos:

Teorema 1.9 (Gogolev-Rodriguez Hertz). Sea M cerrada de dimensión n, y S Ñ
M un fibrado con fibra Sm, con m ą n. Entonces, S no admite difeomorfismos de
Anosov transitivos.

Más aún, si m es impar, S no admite difeomorfismos de Anosov.

Por último, como se dijo antes, tenemos un resultado que se basa en una
obstrucción a la descomposición del tangente de una variedad como suma directa
de dos subfibrados.

Proposición 1.10. Sea M es orientable con χpMq ‰ 0. Si M admite difeomor-
fismos de Anosov de codimensión k, entonces k debe ser par. Además, si Eu es
orientable, debe ser también HkpMq ‰ 0.

Esto se puede usar para descartar difeomorfismos de Anosov de determinadas
codimensiones.
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1.2 Discusión de las demostraciones

Damos en esta sección un breve resumen de las principales ideas que aparecen en
las demostraciones de los resultados enunciados en la sección anterior.

1.2.1 Acción de un difeomorfismo de Anosov en H˚pMq

Para ver cómo es la acción en H˚pMq de un difeomorfismo de Anosov con fibrado
inestable orientable en una variedad orientable, usamos lo siguiente:

• La equivalencia entre las distintas definiciones del ı́ndice de Lefschetz. Por
un lado, tenemos Lpfq “

ř

qě0p´1qqtrpf˚ : HqpMq Ñ HqpMqq. Por el otro,
Lpfq “ IpΓpfq,∆q, donde Γpfq,∆ ĂMˆM son el gráfico de f y la diagonal
en M ˆM respectivamente.

• El número de Lefschetz para un mapa f con gráfico transversal a la diagonal
se calcula como suma de los números de intersección locales para cada punto
fijo, y estos coinciden con Lxf “ sgn detpid´ dxfq.

• El gráfico de un difeomorfismo de Anosov siempre es transversal a la diagonal,
y además Lxf siempre vale lo mismo para cada punto fijo x de f , cuando
Eu es orientable. Luego, #Fixpf lq “ |Lpf lq|.

• Si f es un difeomorfismo de Anosov, la cantidad de puntos fijos para f l crece
exponencialmente, con tasa exponencial htoppfq, la entroṕıa topológica de
f . Si f es transitivo, tenemos #Fixpf lq “ elhtoppfq ` opelhtoppfqq. Si no es
transitivo, a partir de la descomposición espectral para f , obtenemos que
existe K ą 1 tal que #FixpfKlq “ peKlhtoppfq ` opeKlhtoppfqq, donde p es la
cantidad de piezas subbásicas para f correspondientes a piezas básicas con
entroṕıa topológica htoppfq.

Para probar que las definiciones del ı́ndice de Lefschetz coinciden, usamos dual-
idad de Poincaré, que nos sirve para plantear el problema en términos de integrales
de formas diferenciales. Además, nos ayuda a tomar una base particular de H˚pMq
que facilite los cálculos.

La independencia del signo de Lxf del punto fijo x que se tome sale de cómo
es la acción de dxf en TxM : este actúa como una matriz hiperbólica. Hacemos el
cálculo en el caso de una matriz de esa forma, y vemos que el signo solo depende
de la dimensión del espacio inestable. Por lo tanto, como los espacios inestables
forman un fibrado vectorial continuo, esta dimensión es la misma en cada punto,
y luego el signo de Lxf no cambia al tomar distintos puntos.

Finalmente, para estimar precisamente el crecimiento asintótico de la cantidad
de puntos fijos para potencias de f , asumimos un teorema que aparece en [KH],
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que da una estimativa de esto para el caso de un conjunto hiperbólico compacto,
localmente maximal y topológicamente mixing. Aplicamos el teorema de descom-
posición espectral, y obtenemos lo mencionado para el caso transitivo y el caso
general.

Conocer la tasa exponencial de este crecimiento es necesario para parte de
los teoremas 1.6 y 1.9. Para el resto de los resultados, alcanza con saber que el
crecimiento de la cantidad de puntos fijos para f (o un iterado de f) es exponencial.
Esto es más sencillo de probar.

1.2.2 La fórmula de Künneth y la cohomoloǵıa de un producto

Nos va a interesar calcular la cohomoloǵıa de un producto a partir de la coho-
moloǵıa de los factores. Esto nos permitirá, entre otras cosas, construir ejemp-
los de variedades que no admiten difeomorfismos de Anosov, dado que podremos
obtener información sobre la acción de un difeomorfismo de un producto en co-
homoloǵıa, y su número de Lefschetz. Vale aclarar que esto no dependerá de la
dinámica del difeomorfismo, sino que es un resultado sobre las clases de isotoṕıa
de difeomorfismos de estas variedades, y cómo actúan en cohomoloǵıa. Veremos
que no cualquier morfismo en cohomoloǵıa es realizable como el morfismo inducido
por un difeomorfismo. El ejemplo más simple de esto será en S2 ˆ S2.

Podŕıamos trabajar con homoloǵıa, pero el producto en cohomoloǵıa (ya sea el
producto cup de la cohomoloǵıa singular o el producto exterior de la cohomoloǵıa
de de Rham) simplifica los cálculos, y a la vez tiene una relación interesante con la
intersección de subvariedades y la dualidad de Poincaré que podemos aprovechar
en otros contextos.

Dadas variedades M,N , con sus respectivos anillos de cohomoloǵıa H˚pMq y
H˚pNq, queremos ver cómo es H˚pMˆNq. Tenemos proyecciones p1, p2 desde Mˆ
N hacia M y N respectivamente. Para toda clase de cohomoloǵıa rωs en H˚pMq,
tenemos su pullback p˚1rωs, que es una clase en H˚pM ˆNq, y análogamente para
clases en N . Luego, podemos definir un producto entre clases en M y clases en
N : el producto de rωs en H˚pMq y rηs P H˚pNq será p˚1rωs ^ p˚2rηs (si estamos
tratando cohomoloǵıa singular, se reemplaza el producto exterior por el producto
cup). Lo que veremos es que toda clase en H˚pM ˆ Nq es combinación lineal de
clases de este tipo.

Más precisamente, podemos definir un morfismo K : H˚pMq b H˚pNq Ñ
H˚pM ˆ Nq, dado por Kpω b ηq “ p˚1pωq ^ p˚2pηq. Probaremos en la sección 4.1
que este es un isomorfismo.

Para esto, la estrategia es hacer una especie de inducción en un buen cubrim-
iento finito de M (nos interesa probarlo para variedades compactas). Un buen
cubrimiento es un cubrimiento por abiertos difeomorfos a Rn, tales que sus inter-
secciones finitas son difeomorfas a Rn. Esta estrategia la usaremos también en
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otras ocasiones.
Veremos que, para probar que una propiedad se cumple para M , alcanza con

probar que:

• Se cumple para abiertos difeomorfos a Rn.

• Si se cumple para U , V y U X V , se cumple para U Y V .

Para abiertos U difeomorfos a Rn, tendremos H˚pU ˆ Nq – H˚pRn ˆ Nq. El
lema de Poincaré nos dará el isomorfismo en este caso. Para pasar del isomorfismo
para U, V y U X V al isomorfismo para U Y V , usaremos la sucesión de Mayer-
Vietoris.

Finalmente, para calcular la acción de un difeomorfismo en la cohomoloǵıa
de un producto, usaremos que los morfismos inducidos respetan el producto en
cohomoloǵıa. De esta forma es que se prueba en [GRH] la no existencia de difeo-
morfismos de Anosov en S2 ˆ S2, y es una de las ideas centrales detrás de las
demostraciones en dicho art́ıculo. Esto también aparecerá cuando trabajemos con
cohomoloǵıa de fibrados.

1.2.3 La sucesión de Gysin y la cohomoloǵıa de un fibrado por esferas

Por último, en la sección 4.3 vemos una forma de calcular la cohomoloǵıa de un
fibrado por esferas, conociendo cierta información sobre él. Luego la aplicaremos
a fibrados que son cohomológicamente un producto, para en ese caso hacer un
cálculo expĺıcito del número de Lefschetz de un difeomorfismo. Esto es una gen-
eralización de lo que se explicó en la sección anterior, ya que un fibrado es una
generalización de un producto. Vale aclarar que no todos los fibrados por esferas
son cohomológicamente un producto. Impondremos condiciones para que esto sea
aśı.

Para hacer esto, tendremos que pasar primero por el isomorfismo de Thom.
Esto lo haremos en la sección 3. Dado un fibrado por esferas, existe un fibrado por
discos que lo tiene como borde. Consideraremos en primer lugar el caso en el que
el fibrado por esferas viene de un fibrado vectorial, donde usaremos cohomoloǵıa
de de Rham. Este caso contiene todas las ideas necesarias para el caso general,
pero al mismo tiempo nos permite ver las cosas con más claridad. Discutimos
ahora las ideas en este caso, aunque luego las pruebas estén hechas en el contexto
más general.

En el caso de un fibrado vectorial π : E ÑM , se puede ver que al considerar el
subconjunto E 1 de los vectores con norma mayor o igual a 1 (para alguna métrica
en el fibrado), se obtiene un espacio que se retrae por deformación al fibrado por
esferas asociado al fibrado vectorial. Por lo tanto, es equivalente estudiar la coho-
moloǵıa de esta subvariedad E 1 Ă E a estudiar la cohomoloǵıa de dicho fibrado
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por esferas. Luego, es natural intentar relacionar la cohomoloǵıa de E 1 con la
cohomoloǵıa de E (que es la de M , dado que estos espacios son homotópicamente
equivalentes) y la cohomoloǵıa relativa de E respecto a E 1. En esta última con-
sideramos únicamente formas diferenciales que se anulan en E 1. Para evitar tener
que fijar una métrica en E, y depender de esta, trabajamos con formas de soporte
vertical compacto, que tienen soporte compacto en cada fibra. La clase de Thom,
que existe siempre que el fibrado sea orientable, será una de estas formas.

A partir de la clase de Thom, podremos definir la clase de Euler de un fibrado,
una generalización importante de la caracteŕıstica de Euler de una variedad. La
clase de Euler epEq asociada a un fibrado vectorial orientable E ÑM es una clase
de cohomoloǵıa en M , que tiene como una de sus propiedades que se anula cuando
existe una sección de E que no se anula. A un fibrado por esferas asociado a un
fibrado vectorial le asignaremos también una clase de Euler, que será la del fibrado
vectorial del que proviene.

La sucesión de Gysin, que conseguimos a partir de todo lo anterior, nos permi-
tirá relacionar la cohomoloǵıa de un fibrado por esferas S Ñ M , con fibra Sk´1,
con su clase de Euler y la cohomoloǵıa de M . En particular, nos dirá que si la clase
de Euler se anula, entonces el fibrado S tiene grupos de cohomoloǵıa isomorfos a
los del producto M ˆ Sk´1. En particular, veremos que esto sucede cuando existe
una sección M Ñ S.

A partir de esto, se obtienen pruebas de los Teoremas 1.6 y 1.9, procediendo de
forma similar que en el caso de un producto de espacios, ya que las hipótesis de los
teoremas garantizan, como veremos, la existencia de secciones para los fibrados.

1.3 Organización de la monograf́ıa

En el apéndice a la monograf́ıa se encuentran la mayoŕıa de los prerrequisitos.
En el caṕıtulo 2, presentamos propiedades básicas de los difeomorfismos de

Anosov.
En el caṕıtulo 3 estudiamos fibrados, mayormente fibrados vectoriales orienta-

dos. Probamos el teorema del isomorfismo de Thom, definimos la clase de Euler
de un fibrado vectorial y probamos varias de sus propiedades. Al final del caṕıtulo,
mencionamos el teorema análogo para fibrados por discos, y definimos también la
clase de Euler en este caso.

En el caṕıtulo 4, usamos lo visto en el caṕıtulo 3 para probar la existencia
de la sucesión de Gysin para un fibrado por esferas (proveniente o no de un fi-
brado vectorial), a partir de la definición de la clase de Euler de un tal fibrado.
Damos también una prueba del teorema de Künneth, que nos permite calcular la
cohomoloǵıa de un producto de espacios.

En el caṕıtulo 5, definimos el ı́ndice de Lefschetz de un mapa f : M Ñ M de
dos maneras: como el número de intersección del gráfico de f con la diagonal en
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M ˆM , y como la suma alternada de las trazas de los morfismos inducidos por f
en cohomoloǵıa. Vemos que las definiciones coinciden, y estudiamos el ı́ndice de
Lefschetz de un difeomorfismo de Anosov.

En el caṕıtulo 6, damos pruebas de los resultados que fueron enunciados en el
caṕıtulo 1.

2 Difeomorfismos de Anosov

Ahora definimos los difeomorfismos de Anosov, y vemos propiedades dinámicas
que serán importantes a la hora de entender su acción en el anillo de cohomoloǵıa
de una variedad.

En particular, definiremos la entroṕıa topológica de un mapa, y mostramos su
relación con el crecimiento de los puntos fijos de potencias de f (es decir, puntos
periódicos para f) cuando f es un difeomorfismo de Anosov.

2.1 Definición y primeras propiedades

Una referencia para esta sección es el caṕıtulo 6 de [KH].

Definición 2.1. Sea f : M ÑM un difeomorfismo. Decimos que un subconjunto
Λ Ă M es un conjunto hiperbólico para f si es compacto, f -invariante, y para
cada x en Λ se tiene que TxM se descompone como TxM “ Eu

x ‘ Es
x, donde Es

x,
Eu
x vaŕıan continuamente con x y además cumplen que:

1. El diferencial df de f respeta esta descomposición, es decir, dfpEs
xq “ Es

fpxq

y dfpEu
xq “ Eu

fpxq.

2. Existen C, λ P R tales que C ą 0, 0 ă λ ă 1 tales que:

(a) }dxf
kpvq} ď Cλk}v} para todo v P Es

x.

(b) }dxf
´kpvq} ď Cλk}v} para todo v P Eu

x .

Definición 2.2. Decimos que un difeomorfismo f : M ÑM es un difeomorfismo
de Anosov si toda la variedad es un conjunto hiperbólico para f .

Vemos ahora como ejemplo los Anosov lineales.

Ejemplo 2.3. Sea A P GLpn,Zq una matriz n ˆ n con coeficientes enteros e
invertible, tal que su inversa también tiene coeficientes enteros. Llamamos también
A : Rn Ñ Rn a la transformación lineal dada por la multiplicación por A.
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Figure 1: La acción del diferencial de un difeomorfismo de Anosov en el espacio
tangente a un punto

Recordamos que existe un cubrimiento π : Rn Ñ Tn “ S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S1 dado
por πpx1, . . . .xnq “ px1 mod 1, . . . , xn mod 1q. Luego, por ser A de coeficientes
enteros, A induce un mapa fA : Tn Ñ Tn, dado por fApπpxqq “ πpAxq.

Ahora, tomamos A hiperbólica, es decir, tal que ninguno de sus valores propios
λ1, . . . , λn (posiblemente con multiplicidad) tiene módulo 1.

Suponemos ahora que estos valores propios son reales. En ese caso, si lla-
mamos Eλ al subespacio propio generalizado correspondiente al valor propio λ de
A, tenemos que Rn se descompone como Rn “ Ẽu ‘ Ẽs, donde Ẽu “ ‘|λ|ą1Eλ y

Ẽs “ ‘|λ|ă1Eλ. La norma de los vectores en Ẽu crece exponencialmente al iterar

A, mientras que la de los vectores en Ẽs decrece exponencialmente (puede que este
crecimiento y decrecimiento no se dé en los primeros iterados, pero a partir de un
momento śı sucederá). En el caso en que A tiene valores propios complejos, se
tiene también la descomposición Rn “ Ẽu‘ Ẽs con esta caracteŕıstica, aunque no
se pueda hablar de subespacios propios generalizados.

Para cada punto x̃ en Rn tenemos entonces subespacios afines x̃` Ẽu, x̃` Ẽs,
paralelos a Ẽu y Ẽs respectivamente. Observamos que estos se proyectan al toro
Tn como subvariedades inmersas. Además, dado x P Tn con un levantado x̃ P Rn,
están bien definidos los espacios tangentes Txπpx̃` Ẽ

uq, Txπpx̃` Ẽ
sq Ă TxTn.

A partir de esta descomposición podemos entonces definir los fibrados estable
e inestable en Tn. Para cada punto x P Tn, definimos Es

x “ Txπpx̃ ` Ẽsq, Eu
x “

Txπpx̃` Ẽ
uq.

Vemos automáticamente que estos espacios vaŕıan continuamente y que los
fibrados que determinan son dfA-invariantes. Para chequear la condición de ex-
pansión y contracción uniforme en Eu y Es respectivamente, alcanza con observar
que fA se comporta localmente como A, y usar la expansión y contracción de los
vectores en Ẽu y Ẽs.

No todos los ejemplos de difeomorfismos de Anosov son de esta forma. Lo que
śı sucede es que todos los ejemplos en toros son conjugados a ejemplos de esta
forma. En [Man], Manning prueba que todo difeomorfismo de Anosov en un toro
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es conjugado a uno lineal, a partir de trabajo previo de Franks, que probó en [Fra1]
que todo difeomorfismo de Anosov transitivo en un toro Tn con acción hiperbólica
en H1pTnq es de esta forma. Manning prueba entonces que todo difeomorfismo de
Anosov en un toro es transitivo y tiene acción hiperbólica en H1pTnq.

Un ejemplo de un difeomorfismo de Anosov en una variedad compacta que no
es un toro se puede encontrar en la sección I.3 de [Sma].

Veamos ahora algunas propiedades de los difeomorfismos de Anosov:

Proposición 2.4. Si f : M ÑM es Anosov, entonces es expansivo.

Definición 2.5. Dado un homeomorfismo f : M Ñ M , decimos que un punto x
en M es errante si existe U entorno de x tal que fpUq X U ‰ H.

Definimos el conjunto no errante de f : M Ñ M como Ωpfq “ tx P M :
x no es erranteu.

Definición 2.6. Si f : M Ñ M es un homeomorfismo, llamaremos Fixpfq al
conjunto de puntos fijos de f .

Llamamos además Perpfq al conjunto de puntos periódicos de f .

Observación. Tenemos Fixpfq Ă Ωpfq. Más en general, Perpfq Ă Ωpfq.

Los difeomorfismos de Anosov tienen la propiedad de sombreado, es decir,
cumplen que toda “aproximación”, en cierto sentido, a una órbita, está cerca
de una verdadera órbita (ver [KH], caṕıtulo 18).

Esto tiene como consecuencia lo siguiente:

Proposición 2.7. Si f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov, entonces
Perpfq “ Ωpfq.

Bajo ciertas condiciones, se puede ver cierta estructura en el conjunto no er-
rante de un difeomorfismo. No explicitaremos cuáles son estas condiciones, ya que
nos alcanzará con tener el resultado para los difeomorfismos de Anosov, que las
cumplen. Este es el llamado teorema de descomposición espectral. Recordamos
que un mapa f : M ÑM es transitivo si la órbita de algún punto en M es densa.

Teorema 2.8. Si f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov, entonces Ωpfq “
Λ1Y¨ ¨ ¨YΛk, con Λi cerrado, invariante y transitivo para f para cada i “ 1, . . . , n.

Además, para cada i “ 1, . . . , n se tiene Λi “ Λi,1Y¨ ¨ ¨YΛi,li donde los Λi,j son
cerrados permutados ćıclicamente por f , es decir, son tales que fpΛi,jq “ Λi,j`1 si
j ă li y fpΛi,liq “ Λi,1. Además, f li |Λi,j : Λi,j Ñ Λi,j es topológicamente mixing
para cada i, j.

A los conjuntos Λi dados por el teorema los llamamos piezas básicas, y a los
Λi,j piezas subbásicas.
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Corolario 2.9. Sea f : M Ñ M un difeomorfismo de Anosov. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

• f es transitivo.

• f es topológicamente mixing.

• Ωpfq “M .

• Perpfq “M .

Los ejemplos de difeomorfismos de Anosov conocidos hasta ahora cumplen las
propiedades mencionadas en el corolario. En [Sma], Smale plantea la pregunta de
si necesariamente se deben cumplir.

2.2 Entroṕıa

En esta sección, damos una definición y enunciamos algunas propiedades de la
entroṕıa topológica de un mapa continuo f : M ÑM . Estas se pueden encontrar,
junto con sus demostraciones, en el caṕıtulo 3 de [KH].

Definición 2.10. Sea f : M ÑM continua, con M compacta y d una métrica en
M .

Entonces, definimos

dfkpx, yq “ max
0ďjďk´1

dpf ipxq, f ipyqq

Proposición 2.11. Las funciones dfk son métricas en M .

Dado x en M , ε ą 0 y k ě 0, llamamos Bf px, ε, kq a la bola de centro x y radio

ε con la métrica dfk , es decir, Bf px, ε, kq “ ty PM : dfkpx, yq ă εu.

Definición 2.12. Decimos que un conjunto A Ă M es pk, εq-generador si M Ă
Ť

xPABf px, ε, kq.
Llamamos Sdpf, ε, kq a la cantidad de elementos de un conjunto pk, εq-generador

minimal.

Definimos ahora la entroṕıa de un mapa f .

Definición 2.13. Si f : M Ñ M es continuo, entonces definimos hdpf, εq “
lim supnÑ`8

1
n

logSdpf, ε, kq.
Definimos la entroṕıa topológica de f como htoppfq “ limεÑ0 hdpf, εq.

Proposición 2.14. La definición hecha de la entroṕıa topológica de un mapa con-
tinuo no depende de la métrica d : M ˆM ÑM que se tome.
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Ahora vemos propiedades que nos serán útiles en el caso particular de los
difeomorfismos de Anosov.

Proposición 2.15. Sea f : M ÑM continuo. Entonces, se cumplen:

1. Si g : N Ñ N es (topológicamente) conjugado a f , entonces htoppfq “
htoppgq.

2. Si Λ ĂM es cerrado e invariante, htoppf |Λq ď htoppfq.

3. Se tiene htoppf |Ωpfqq “ htoppfq

4. Si ΩpMq “
Ťl
i“1 Λi, con Λi cerrado e invariante para cada i, entonces

htoppfq “ maxi“1,...,l htoppf |Λiq.

5. Para todo entero m, htoppf
mq “ |m|htoppfq.

A partir de 2, 3 y 4 obtenemos directamente:

Corolario 2.16. Si f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov, entonces
htoppfq “ htoppf |Λiq, donde Λi es una pieza básica para f de entroṕıa máxima
entre las piezas básicas.

2.3 Conteo de órbitas periódicas

En esta sección, vemos una forma de cuantificar el crecimiento de la cantidad de
órbitas periódicas de un mapa f : M ÑM según su peŕıodo, y la relación de este
crecimiento con la entroṕıa topológica de f .

Nos interesa el caso de los difeomorfismos de Anosov en particular. En este
caso, siempre hay crecimiento exponencial de órbitas periódicas, como veremos.
Entonces, tiene sentido considerar la tasa de crecimiento exponencial de esta can-
tidad. Esa será nuestra primera definición.

Un detalle a considerar es que vamos a fijarnos cómo crece #Fixpf lq cuando l
crece, en lugar de en el crecimiento de la cantidad de puntos periódicos de peŕıodo
estrictamente l.

Definición 2.17. Llamamos ppfq a la tasa de crecimiento exponencial de #Fixpf lq.
Es decir, ppfq “ lim sup

lÑ8

1
l

log #Fixpf lq.

De hecho, esta cantidad coincide con la entroṕıa de f en ciertos casos. Por
ejemplo, tenemos el siguiente resultado, tomado del caṕıtulo 18 de rKHs.

Teorema 2.18. Sea M compacta y f : M Ñ M difeomorfismo, con Λ Ă M
un conjunto hiperbólico compacto y localmente maximal. Entonces, ppf |Λq “
htoppf |Λq.
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Corolario 2.19. Si f : M ÑM es Anosov, entonces ppfq “ htoppfq.

Para que todo esto sea útil, precisamos:

Proposición 2.20. Si f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov, entonces
htoppfq ą 0.

Se puede probar esto de varias formas. Por ejemplo, alcanza con encontrar
una intersección homocĺınica (ver [KH], caṕıtulo 0) transversal, lo que nos da un
subconjunto hiperbólico y topológicamente mixing Λ para f , tal que f |Λ es un
subshift de tipo finito, o cadena de Markov topológica ([KH], caṕıtulo 1), lo que
facilita el cálculo de la entroṕıa, y se puede ver en ese caso que esta es positiva.
Esto se puede encontrar, por ejemplo, en el caṕıtulo 4 de [Mn].

Figure 2: Intersección homocĺınica transversal.

Esto ya nos da información importante:

Proposición 2.21. Si f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov, entonces
#Fixpf lq crece exponencialmente con l.

Vamos a ver ahora un resultado más general, que nos da una estimativa más
precisa para #Fixpf lq.

La prueba se puede encontrar en el caṕıtulo 20 de [KH], en el caṕıtulo 20. Para
varios de los resultados que probaremos será fundamental. Originalmente proviene
de [Bow].

Teorema 2.22 (Bowen). Sea f : M Ñ M un difeomorfismo, con Λ conjunto
hiperbólico compacto y localmente maximal tal que f |Λ es topológicamente mixing.
Entonces, existen α ą 0 y λ ă ehtoppf |Λq tales que

|#Fixpf lq ´ elhtoppf |Λq| ă αλl
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En el caso transitivo, tenemos como consecuencia:

Corolario 2.23. Sea f : M Ñ M un difeomorfismo de Anosov transitivo. En-
tonces, se tiene

#Fixpf lq “ elhtoppfq ` opelhtoppfqq

Y, en el caso general:

Corolario 2.24. Sea f : M Ñ M un difeomorfismo de Anosov, y sea p P N
la cantidad de piezas subbásicas Λ correspondientes a piezas básicas con entroṕıa
màxima (es decir, igual a htoppfq). Entonces, existe K ą 0 tal que se tiene

#FixpfKlq “ peKlhtoppfq ` opeKlhtoppfqq

3 Isomorfismo de Thom y clase de Euler

En este caṕıtulo, estudiamos en detalle la relación entre la cohomoloǵıa del espacio
total de un fibrado vectorial y la cohomoloǵıa de la base.

En la sección 3.1, estudiamos la dualidad de Poincaré en cohomoloǵıa de de
Rham y definimos el dual de Poincaré a una subvariedad, que nos será útil en la
segunda sección.

La sección 3.2 es la parte central del caṕıtulo, en la que probamos el teorema
del isomorfismo de Thom, definimos y damos propiedades importantes de la clase
de Euler de un fibrado vectorial.

Por último, en la sección 3.3 presentamos el caso de los fibrados por discos,
usando cohomoloǵıa singular. Un fibrado vectorial se puede pensar como un caso
particular de un fibrado por discos, y por lo tanto el isomorfismo de Thom en este
caso será una generalización del caso visto en la sección 3.2.

3.1 Dualidad de Poincaré en cohomoloǵıa de de Rham

Sea M una variedad diferenciable orientada, de dimensión n.
Si M es compacta, entonces toda forma diferencial en M tiene soporte com-

pacto, por lo tanto su cohomoloǵıa de de Rham y su cohomoloǵıa con soporte
compacto coinciden. Sin embargo, en el caso no compacto pueden diferir, como en
M “ Rm (ver Apéndice). Veremos en esta sección que, no obstante, existe cierta
relación entre ellas. Además, como producto de esta relación, podremos asociar
a cada subvariedad orientada Nk Ă M su dual de Poincaré. Veremos más ade-
lante que esta construcción nos permitirá, en ciertos casos, describir el producto
en cohomoloǵıa en términos de intersección de subvariedades.

En esta sección, seguimos el caṕıtulo 1 de [BT], más espećıficamente la sección
5.
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3.1.1 Pairings y dualidad en espacios vectoriales

Vamos a recordar, en primer lugar, ciertas nociones de álgebra lineal.

Definición 3.1. Dados dos espacios vectoriales reales V y W , a un funcional lineal
ϕ : V bW Ñ R le llamaremos pairing entre V y W .

Decimos que un pairing es no degenerado si ϕpv, wq “ 0 para todo w P W
implica v “ 0, y ϕpv, wq “ 0 para todo v P V implica w “ 0.

Observación. Dados dos espacios vectoriales V y W , y un pairing ϕ : V bW Ñ R
entre ellos, se tiene un mapa lineal V Ñ W ˚ dado por v ÞÑ ϕpv,´q, y análogamente
un mapa W Ñ V ˚ dado por w ÞÑ ϕp´, wq.

Además, el pairing ϕ es no degenerado si y solo si ambos mapas son inyectivos.

Vamos a usar la siguiente proposición elemental de álgebra lineal.

Proposición 3.2. Si V y W son espacios vectoriales de dimensión finita y ϕ :
V bW Ñ R es un pairing entre ellos, entonces ϕ es no degenerado si y solamente
si el mapa V Ñ W ˚ dado por v ÞÑ ϕpv,´q es un isomorfismo.

Por último, damos una definición y un lema que precisaremos más adelante.

Definición 3.3. Sean ϕ : V bW Ñ R, ψ : V 1 bW 1 Ñ R pairings entre espacios
vectoriales V,W y V 1,W 1, respectivamente. Sean además f : V Ñ V 1, g : W 1 Ñ W
transformaciones lineales.

Decimos que el diagrama

V V 1
b b

W W 1

R R

f

ϕ

g

ψ

conmuta si y solamente si para todos v P V , w1 P W 1 se cumple

ϕpv b gpw1qq “ ψpfpvq b w1q

Además, decimos que conmuta a menos de un signo si la igualdad que se da para
todos v P V , w1 P W 1 es

ϕpv b gpw1qq “ ˘ψpfpvq b w1q

Lema 3.4. Sean ϕ : V bW Ñ R, ψ : V 1 bW 1 Ñ R pairings, y f : V Ñ V 1,
g : W 1 Ñ W transformaciones lineales.

20



Llamemos ϕ̃ : V Ñ W ˚ al mapa inducido por ϕ, y ψ̃ : V 1 Ñ W 1˚ al mapa
inducido por ψ.

Entonces, el cuadrado

V V 1

W ˚ W 1˚

f

ϕ̃ ψ̃

g˚

conmuta (a menos de un signo) si y solamente si el diagrama

V W
b b

W W 1

R R

f

ϕ

g

ψ

conmuta (a menos de un signo).

Proof. La condición necesaria y suficiente para que el cuadrado conmute es que
sea g˚pϕ̃pvqq “ ψ̃pfpvqq : W 1 Ñ R para todo v P V . Pero se tiene, dado w1 en W 1:

g˚pϕ̃pvqqpw1q “ ϕ̃pvqpgpw1qq

“ ϕpv b gpw1qq

y por otro lado

ψ̃pfpvqqpw1q “ ψpfpvq b w1q

Luego, el cuadrado conmuta si y solamente si ϕpv b gpw1qq “ ψpfpvq b w1q para
todos v P V , w1 P W 1, y eso define la conmutatividad del otro diagrama. La prueba
es análoga para el caso de la conmutatividad a menos de un signo.

3.1.2 La dualidad de Poincaré

Nuestro primer objetivo en esta sección es el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (Dualidad de Poincaré). Sea M una variedad orientable de di-
mensión n, que admite un buen cubrimiento finito. Entonces, para todo k P Z,

Hk
pMq – pHn´k

c pMqq˚
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La definición de buen cubrimiento se encuentra en el Apéndice, en la sección
A.1.6.

Dado el enunciado de la Proposición 1.1, cabe esperar que consigamos probar
el teorema definiendo un pairing no degenerado HkpMq bHn´k

c pMq Ñ R.
Empezamos definiendo un mapa bilineal a nivel de las formas diferenciales.

Recordamos que toda n-forma con soporte compacto puede ser integrada en M ,
ya que M es una variedad orientada. Luego, se obtiene lo siguiente:

Observación. Para todo k ě 0, el mapa ΩkpMqˆΩn´k
c pMq Ñ R dado por pω, ηq ÞÑ

ş

M
ω ^ η está bien definido, y es bilineal.

Más aún, gracias al teorema de Stokes, tenemos un mapa bilineal inducido en
HkpMq ˆHn´k

c pMq.

Proposición 3.6. Para todo k ě 0, se tiene un mapa bilineal HkpMqˆHn´k
c pMq Ñ

R, definido por prωs, rηsq ÞÑ
ş

M
ω ^ η.

Siempre que se tiene un mapa bilineal B : V ˆW Ñ R, este induce un pairing
en el producto tensorial de V y W , es decir, un mapa lineal V bW Ñ R. Este
está definido en V bW como el único mapa lineal que extiende v bw ÞÑ Bpv, wq.
En nuestro caso particular, obtenemos:

Definición 3.7. Llamamos
ş

: HkpMq b Hn´k
c pMq Ñ R al pairing dado por

rωs b rηs Ñ
ş

M
ω ^ η.

Para completar la prueba del teorema, resta ver que el pairing definido es
no degenerado. Lo probamos primero para el caso M – Rn, y luego usamos el
Teorema 1.1, asumiendo que M tiene un buen cubrimiento finito.

Lema 3.8. Para todo k ě 0, el pairing
ş

: HkpRnq b Hn´k
c pRnq Ñ R es no

degenerado.

Proof. Debido a los lemas de Poincaré, solo es necesario tratar el caso k “ 0 (un
pairing ϕ entre espacios vectoriales de dimensión 0 es trivialmente no degenerado).

En ese caso, recordamos que H0pRnq “ xr1sy y Hn
c pRnq “ xrfdt1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dtnsy,

donde 1 es la función constante 1 y f es una función diferenciable con soporte
compacto e integral 1 en Rn.

Luego, vemos que el mapa ψ : H0pRnq Ñ pHn
c pRnqq˚ dado por ψprωsqprηsq “

ş

Rn ω^ η es inyectivo, ya que ψpr1sqprfdt1^ ¨ ¨ ¨ ^ dtnsq “
ş

Rn f “ 1, y por lo tanto
ψpr1sq ‰ 0, lo que implica Kerpψq “ t0u. Concluimos que ψ es un isomorfismo, y
por la Proposición 1.1, el pairing

ş

es no degenerado.

Teorema 3.9. Si M es una variedad diferenciable de dimensión n, entonces el
pairing

ş

: HkpMq bHn´k
c pMq Ñ R es no degenerado para todo k ě 0.
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Proof. Sea P la propiedad tal que se cumple PpUq si y solo si el pairing
ş

: HkpUqb
Hn´k
c pUq Ñ R es no degenerado para todo k ě 0.

En el lema anterior vimos que se cumple cuando U – Rn. Ahora, alcanza con
probar (esto se ve en el Apéndice, en la sección A.1.6.) que si se cumplen PpUq,
PpV q y PpU X V q entonces se cumple PpU Y V q.

Probemos entonces esto. Consideramos las dos sucesiones de Mayer Vietoris,
para cohomoloǵıa de de Rham y para cohomoloǵıa con soporte compacto:

HkpU Y V q HkpUq ‘HkpV q HkpU X V q Hk`1pU Y V q

Hn´k
c pU Y V q Hn´k

c pUq ‘Hn´k
c pV q Hn´k

c pU X V q Hn´k´1
c pU Y V q

i˚ j˚ d˚

i˚ j˚ d˚

Luego, podemos aplicar el pairing a las sucesiones, obteniendo el siguiente dia-
grama.

HkpU Y V q HkpUq ‘HkpV q HkpU X V q Hk`1pU Y V q
b b b b

Hn´k
c pU Y V q Hn´k

c pUq ‘Hn´k
c pV q Hn´k

c pU X V q Hn´k´1
c pU Y V q

R R R R

i˚ j˚ d˚

ş

UYV

ş

U `
ş

V

i˚

ş

UXV

j˚

ş

UYV

d˚

Afirmación. El diagrama de arriba es conmutativo a menos de un signo.

Asumiendo la afirmación, por el Lema 1.7 tenemos un diagrama conmutativo
a menos de un signo de la forma

HkpU Y V q HkpUq ‘HkpV q HkpU X V q

pHn´k
c pU Y V qq˚ ppHn´k

c pUqq˚ ‘ pHn´k
c pV qq˚ pHn´k

c pU X V qq˚

donde además sabemos que los mapas HkpU XV q Ñ pHn´k
c pU XV qq˚ y pHkpUq‘

HkpV qq Ñ pHn´k
c pUqq˚‘pHn´k

c pV qq˚ son isomorfismos para todo k ě 0, dado que
eso es equivalente (ver Proposición 1.6) a que se cumplan PpUq,PpV q y PpUXV q.

Pero entonces, por el lema de los cinco, los mapas HkpUYV q Ñ pHn´k
c pUYV qq˚

son también isomorfismos, y por lo tanto se cumple PpU Y V q. Esto concluye la
prueba del teorema.

Demostramos ahora la afirmación:
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Para los cuadrados de la forma

HkpU Y V q HkpUq ‘HkpV q
b b

Hn´k
c pU Y V q Hn´k

c pUq ‘Hn´k
c pV q

R R

i˚

ş

UYV

i˚

ş

U `
ş

V

tenemos, dadas rωs P HkpU Y V q y prηs, rτ sq P Hn´k
c pUq ‘Hn´k

c pV q,

ż

UYV

ω ^ i˚prηs, rτ sq “

ż

UYV

ω ^ piU˚η ` iV ˚τq (1)

“

ż

UYV

ω ^ iU˚η `

ż

UYV

ω ^ iV ˚τ (2)

“

ż

U

ω ^ η `

ż

V

ω ^ τ (3)

donde en p1q usamos la definición de i˚ y en p3q que iU˚η es una forma que extiende
a η y está soportada en U (análogamente con iV ˚τ). Por otro lado,

ˆ
ż

U

`

ż

V

˙

pi˚ω b pη, τqq “

ˆ
ż

U

`

ż

V

˙

pi˚Uω, i
˚
V ωq b pη, τq

“

ż

U

i˚Uω ^ η `

ż

V

i˚V ω ^ τ

“

ż

U

ω ^ η `

ż

V

ω ^ τ

ya que i˚Uω es solamente la restricción de ω a U , y es análogo para i˚V ω. Por lo
tanto el cuadrado conmuta. Para los cuadrados en los que aparecen j˚ y j˚, la
discusión es similar. Veamos los cuadrados que involucran a d y d˚:

Dada rωs P HkpU X V q, recordemos que d˚rωs “ rηs P Hk`1pU Y V q, donde
η|U “ ´dpρV q ^ ω y η|V “ dpρUq ^ ω, siendo tρU , ρV u una partición de la unidad
subordinada al cubrimiento tU, V u de U Y V .

Por otro lado, si rτ s P Hn´k
c pU Y V q, d˚rτ s “ rθs P Hn´k´1

c pU X V q, donde
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iU˚θ “ ´dpρUq ^ τ (en U) y iV ˚θ “ dpρV q ^ τ (en V ). Por lo tanto, tenemos

ż

UXV

rωs ^ d˚rτ s “

ż

UXV

ω ^ dpρV q ^ τ

“ p´1qk
ż

UXV

dpρV q ^ ω ^ τ (1)

“ ´p´1qk
ż

UXV

d˚rωs ^ rτ s

“ p´1qk`1

ż

UYV

d˚rωs ^ rτ s (2)

donde en p1q usamos que ω es una k-forma, y en p2q que d˚rωs está soportada en
U Y V . Concluimos que el cuadrado conmuta, y esto termina con la prueba de la
afirmación.

3.1.3 El dual de Poincaré a una subvariedad

Veamos ahora cómo asociamos a cada subvariedad X Ă M (encajada como un
conjunto cerrado) una clase de cohomoloǵıa, llamada su dual de Poincaré.

Si X es de dimensión k, entonces se tiene un funcional lineal IX : Ωk
c pMq Ñ R,

dado por

IXpωq “

ż

X

i˚ω

siendo i : X ÑM la inclusión.

Proposición 3.10. El funcional IX induce un funcional en Hk
c pMq, dado por

rωs ÞÑ
ş

X
i˚ω.

La independencia del representante de la clase rωs sale del hecho de que X no
tiene borde, y del teorema de Stokes.

Ahora, por el isomorfismo pHk
c pMqq

˚ – HkpMq que vimos en la parte anterior,
debe existir en Hn´kpMq una única clase ηX tal que IXprωsq “

ş

M
ω ^ ηX para

toda clase rωs en Hk
c pMq. Es decir, existe ηX tal que

ż

X

i˚ω “

ż

M

ω ^ ηX

para toda rωs en Hk
c pMq. A ηX la llamamos dual de Poincaré a X. Cuando sea

necesario tomar un representante de ηX , también le llamaremos ηX .
En resumen,
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Teorema 3.11. Si Xk Ă Mn es una subvariedad encajada como un subconjunto
cerrado, entonces existe una única clase de cohomoloǵıa ηX en Hn´kpMq tal que,
para toda forma cerrada ω en ΩkpMq, se tiene

ż

X

i˚ω “

ż

M

ω ^ ηX

3.2 Isomorfismo de Thom y clase de Euler: fibrados vec-
toriales

Ahora vamos en camino a ver el isomorfismo de Thom para un fibrado vectorial
orientable E ÑM , y definir su clase de Euler.

El isomorfismo de Thom nos dará una relación entre la cohomoloǵıa de M y
la cohomoloǵıa con soporte vertical compacto de E. Esta última es equivalente a
la cohomoloǵıa relativa de E respecto al complemento de un entorno tubular de
la sección nula. Es decir, es la cohomoloǵıa que resulta de considerar las formas
diferenciales que se anulan lejos de 0 en cada fibra.

En el caso más simple posible, un fibrado trivial txuˆRk (que es nada más que
un espacio vectorial), esta cohomoloǵıa coincide con la cohomoloǵıa con soporte
compacto de Rk, que está generada por una forma ω de integral 1. Esta forma nos
da una orientación de Rk.

La clase de Thom de un fibrado vectorial de rango k será análoga a la forma
ω P Hk

c pRkq. Restringida a cada fibra F , nos dará un generador de Hk
c pF q, y por

lo tanto una orientación de la fibra.
A partir de la clase de Thom, definiremos la clase de Euler, que es una ob-

strucción a la existencia de una sección M Ñ E del fibrado que no se anule. Esta
es una generalización de la caracteŕıstica de Euler de una variedad.

3.2.1 Fibrados vectoriales

Definición 3.12. Un fibrado vectorial de rango k sobre una variedad M es un
fibrado E Ñ M con proyección diferenciable, fibra Rk y grupo de estructura
GLpk,Rq.

En el apéndice se detalla la noción de un fibrado con un cierto grupo de es-
tructura.

Vemos también la noción de equivalencia de fibrados en este caso:

Definición 3.13. Dados fibrados vectoriales π : E Ñ M , π1 : E 1 Ñ M 1, un
mapa de fibrados vectoriales del primero al segundo consiste de un par de mapas
f̂ : E Ñ E 1, g : M Ñ M 1 tales que π1 ˝ f̂ “ f ˝ π (es decir, f̂ preserva fibras) y f̂
es lineal en cada fibra.

En ese caso, decimos que f̂ cubre a f .
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Observamos que f : M Ñ M 1 es continuo, y queda determinado por f̂ . Esto
nos permite decir cuándo dos fibrados vectoriales son equivalentes, es decir, cuándo
existe entre ellos una equivalencia de fibrados vectoriales.

Definición 3.14. Una equivalencia entre fibrados vectoriales es un mapa de fibra-
dos vectoriales invertible, y cuya inversa es un mapa de fibrados vectoriales.

En particular, si dos fibrados vectoriales son equivalentes, entonces sus espacios
totales son homeomorfos, pero lo segundo no necesariamente implica lo primero.

Veamos ahora una noción de “descomposición” de un fibrado: aśı como un
espacio vectorial se puede descomponer como suma directa de subespacios, en
algunas oportunidades un fibrado vectorial se descompone como suma directa de
subfibrados.

Definición 3.15. Dado un fibrado vectorial π : E ÑM , un subfibrado de este es
un fibrado vectorial con espacio total un subconjunto E 1 de E, base M y proyección
π|E1 ÑM .

Es decir, aśı como un fibrado vectorial sobre M es una colección de espacios
vectoriales Fx parametrizados por los puntos de M , un subfibrado vectorial es
una colección de subespacios de los Fx, con la parametrización por puntos de M
que tienen como subconjuntos de ellos. En particular, estos subespacios vaŕıan
continuamente.

Decimos entonces que un fibrado E es suma directa de subfibrados E1 y E2

si para cada x en M se tiene que la fibra de E sobre x se descompone como
Ex “ E1x ‘ E2x . También tenemos una noción de “suma directa externa” para
fibrados vectoriales. Esta es la llamada suma de Whitney. La fibra de la suma
directa de E, E 1 sobre cada x en M será la suma directa de Ex y E 1x. Damos una
definición que formaliza esto:

Definición 3.16. Dados fibrados vectoriales π : E Ñ M , π1 : E 1 Ñ M , tenemos
un fibrado vectorial producto π ˆ π1 : E ˆ E 1 Ñ M ˆ M . Llamamos ahora
∆ : M ÑM ˆM al mapa diagonal.

Definimos la suma de Whitney E ‘E’ de E y E 1 como E ‘E 1 “ ∆˚pE ˆE 1q.

En el pullback f˚E de un fibrado E por un mapa f , la fibra sobre un punto
x es la fibra sobre fpxq. Luego, vemos que la fibra para E ‘ E 1 sobre cada punto
x es Ex ‘ E 1x. Luego, se puede ver que tanto E como E 1 son, de forma natural,
subfibrados de E ‘ E 1, y este se descompone como suma directa de ellos (con la
noción de suma directa “interna” que dimos antes).

De la misma forma que una variedad es orientable si podemos elegir una ori-
entación del espacio tangente en cada punto de forma que vaŕıe continuamente, un
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fibrado sobre M será orientable si para cada x en M podemos elegir una orientación
de la fibra Ex sobre x, de forma que estas orientaciones vaŕıen continuamente.

De hecho, como quedará claro a partir de la definición que daremos ahora,
una variedad es orientable si y solamente si su fibrado tangente TM Ñ M es
orientable como fibrado vectorial (esto no es lo mismo que pedir que su espacio
total sea orientable como variedad, de hecho, TM como variedad siempre es una
variedad orientable aunque M no lo sea).

Definición 3.17. Decimos que un fibrado vectorial de rango k es orientable si
existe una trivialización tpUα, ϕαquαPI tal que gαβpxq está en GL`pk,Rq.

Figure 3: La banda de Möbius es el espacio total de un fibrado vectorial no ori-
entable sobre el ćırculo.

Luego, si tenemos una trivialización de este tipo, definimos mediante los mapas
φα una orientación de cada fibra a partir de una orientación de Rk, y esto estará
bien definido por la condición de que gαβpxq tenga determinante positivo para cada
x en Uαβ.

De forma similar a la construcción del cubrimiento doble orientable de una var-
iedad no orientable, dado un fibrado π : E ÑM no orientable, se puede construir
una variedad N y un cubrimiento doble no trivial h : N ÑM de forma que h˚pEq
sea un fibrado orientable sobre N . Si el cubrimiento N ÑM resultara ser trivial,
entonces E seŕıa orientable (la construcción del cubrimiento doble orientable de
una variedad es en realidad un caso particular de esto).

Por lo tanto, se tiene:

Proposición 3.18. Un fibrado vectorial sobre un espacio simplemente conexo es
orientable.

Muchas veces nos interesará descomponer un fibrado vectorial como la unión de
fibrados triviales, de la misma forma que para variedades nos interesa considerar
un buen cubrimiento, en el que cada abierto es difeomorfo a Rn. De hecho, estas
ideas están relacionadas: un fibrado vectorial sobre un punto es siempre trivial, y
los abiertos que forman un buen cubrimiento son contractibles y por lo tanto “a
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menos de homotoṕıa” son un punto. En el apéndice (sección A.1) mencionamos
que un fibrado sobre un espacio contractible es trivial.

Por lo tanto, si tenemos un buen cubrimiento tUαuαPI de una variedad M , y
un fibrado vectorial E Ñ M , la restricción de E a cada abierto Uα es un fibrado
trivial, al que denotamos E|Uα .

Un ejemplo muy común es el fibrado tangente a una variedad.

Definición 3.19. SiMn es una variedad diferenciable, entonces su fibrado tangente
TM es un fibrado vectorial sobre M de rango n tal que la fibra sobre cada x en
M es TxM , el espacio tangente a M en x.

Si asumimos M Ă RN para algún natural N , entonces podemos definir TM “

tpx, vq P M ˆ RN : v P TxM Ă RNu (pensando TxM como velocidades de curvas
contenidas en M , en el punto x).

Dado que toda variedad se encaja en RN para N suficientemente grande, esta
no es una restricción importante. Para ver una definición intŕınseca de TM (y una
prueba de que efectivamente es un fibrado vectorial) se puede consultar el caṕıtulo
3 de [Lee].

Para terminar, damos una definición del fibrado normal a una subvariedad X
encajada en M .

Definición 3.20. Si Xk ĂMn es una subvariedad de una variedad riemanniana,
entonces el fibrado normal de X en M es un fibrado vectorial de rango n´k sobre
X, cuyo espacio total se puede definir de la siguiente manera:

NpX,Mq “ tpx, vq P TM : v P TxX
Ku, donde pensamos a TxX como sube-

spacio de TxM . Es decir, NpX,Mq consiste en los vectores perpendiculares al
tangente de X en M .

Si está claro que estamos pensando a X como una subvariedad de M , entonces
escribimos NX “ NpX,Mq.

3.2.2 Cohomoloǵıa con soporte vertical compacto

Sea M una variedad diferenciable, no necesariamente compacta. Definimos ahora
la cohomoloǵıa con soporte vertical compacto, para un fibrado E Ñ M (se puede
definir en general, pero lo haremos para fibrados vectoriales).

Sea E ÑM un fibrado vectorial real, con fibra de dimensión m.

Definición 3.21. Decimos que una forma diferencial ω en E tiene soporte com-
pacto en la dirección vertical si p´1pKq X soppωq es compacto para todo K Ă M
compacto.

Llamamos Ω˚cvpEq al subconjunto de Ω˚pEq dado por las formas con soporte
compacto en la dirección vertical, y Ωk

cvpEq al subconjunto de las formas de di-
mensión k de este tipo.

29



Hacemos ahora algunas observaciones sobre la definición.

Observación. 1. Si M no es compacta, Ω˚cvpEq difiere de Ω˚c pEq, las formas
diferenciales con soporte compacto.

2. Toda forma ω en Ω˚cvpEq tiene soporte compacto cuando se la restringe a
cada fibra. Esto no es equivalente a que ω tenga soporte compacto en la
dirección vertical, y no nos alcanzaŕıa con pedir solo esta condición para lo
que haremos.

3. Para cada k, Ωk
cvpEq es un subespacio vectorial de ΩkpEq. Además, Ω˚cvpEq es

una subálgebra de Ω˚pEq, ya que el producto exterior de formas con soporte
compacto vertical también tiene soporte compacto vertical.

4. Dada ω en Ω˚cvpEq, se tiene que dω también está en Ω˚cvpEq. Luego, se sigue
de la observación anterior que pΩk

cvpEq, d
kq es un complejo de cocadenas.

Gracias a las observaciones de arriba, podemos hacer la siguiente definición.

Definición 3.22. Llamamos cohomoloǵıa con soporte compacto en la dirección
vertical, o cohomoloǵıa vertical compacta de E a la cohomoloǵıa del complejo
pΩk

cvpEq, d
kq. La denotamos H˚

cvpEq.

Observación. La cohomoloǵıa con soporte vertical compacto es equivalente a la
cohomoloǵıa relativa de E respecto al complemento de un entorno tubular de la
sección nula.

Dada la observación que acabamos de hacer, podŕıamos trabajar con coho-
moloǵıa relativa y dejar de lado la definición de cohomoloǵıa con soporte vertical
compacto. Por ahora no haremos esto, para evitar tener que hacer la elección de
un entorno tubular de la sección nula, o de una métrica en E. Luego śı nos será
útil.

Por último, vemos que tenemos una sucesión de Mayer-Vietoris para coho-
moloǵıa con soporte vertical compacto.

Proposición 3.23. Si π : E ÑM es un fibrado vectorial, y W ĂM es un abierto,
llamamos E|W al fibrado sobre W que es la restricción del fibrado original sobre
M .

Si U, V ĂM son abiertos, existe una sucesión exacta de la siguiente forma:

. . . H˚
cvpE|UYV q H˚

cvpE|Uq ‘H
˚
cvpE|V q H˚

cvpE|UXV q H˚`1
cv pE|UYV q . . .

Los mapas son análogos a los que se tiene en la sucesión de Mayer-Vietoris
para cohomoloǵıa de de Rham.
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3.2.3 Isomorfismo de Thom

Dado un fibrado vectorial π : E ÑM de rango k, nos interesa conocer la estructura
de H˚

cvpEq, y cómo se relaciona con la de H˚pMq. Vamos a definir una operación
Ω˚cvpEq Ñ Ω˚´kpMq que las relacionará3 . Esto lleva cierto trabajo, pero la idea
es la siguiente:

Localmente, E es de la forma U ˆ Rk, con U un abierto de M . Examinemos
entonces en primer lugar el caso en el que E “M ˆ Rk.

Observación. Tomemos E “M ˆ Rk. Entonces:

• Toda r-forma diferencial en E es combinación lineal de formas del tipo
π˚pφq ^ fpx, t1, . . . , tkqdti1 . . . dtir , con φ una forma en M , y t1, . . . , tk co-
ordenadas en Rk.

• Cuando r “ k y nuestra forma tiene soporte compacto en la dirección ver-
tical, entonces la forma fpx, t1, . . . , tkqdti1 . . . , dtik puede ser integrada “a lo
largo de la fibra”, es decir, la integral

ż

π´1pxq“Rk
fpx, t1, . . . , tkqdti1 . . . dtik

tiene sentido, ya que f tiene soporte compacto en cada fibra π´1pxq.

Con la notación de la observación, llamamos de tipo 1 a las formas diferenciales
en E del tipo π˚pφq ^ fpx, t1, . . . , tkqdti1 . . . dtir en las que r “ k, y de tipo 2 a
aquellas en las que r ă k. Como se dijo, toda forma diferencial en E es combinación
lineal de formas de tipo 1 y de tipo 2. Por lo tanto, para definir la operación
deseada, alcanza con hacerlo en estas formas.

Definición 3.24. Si E “ M ˆ Rk, definimos π˚ : Ω˚cvpEq Ñ Ω˚´kpMq como el
único mapa lineal que extiende lo siguiente:

1. π˚pπ
˚pφq ^ fpx, t1, . . . , tkqdt1 . . . dtkq “ φ

ş

Rk fpx, t1, . . . , tkqdt1 . . . dtk

2. π˚pωq “ 0 si ω es una forma del tipo 2.

Nos referimos a π˚ como “integración a lo largo de las fibras”. Queda ahora
definir π˚ para un fibrado vectorial E Ñ M posiblemente no trivial, aunque para
esto precisamos la hipótesis de orientabilidad de E.

3La notación Ω˚
cvpEq Ñ Ω˚´k sirve para mostrar que la operación que definiremos manda

formas de grado q ` k en formas de grado q
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Definición 3.25. Sea E un fibrado vectorial real orientable cualquiera sobre M ,
y sea ω P Ω˚cvpEq.

Dada una trivialización tpUα, ϕαquαPI de E, tenemos que ωα “ ϕ˚α ω|π´1pUαq es
combinación lineal de formas del tipo 1 y formas del tipo 2 en π´1pUαq, a menos
de la identificación π´1pUαq – Uα ˆ Rm. Alcanza entonces con hacer la definición
en los casos en que ωα es del tipo 1 o del tipo 2. Estas coinciden con la definición
en el caso E “M ˆ Rm.

1. Si ωα es del tipo 1, es (nuevamente a menos de la mencionada identificación)
ωα “ π˚pφq ^ fpx1, . . . , xn, t1, . . . , tkqdt1 . . . dtk, donde x1, . . . , xn son coorde-
nadas en Uα, t1, . . . , tk coordenadas en Rk y φ es una forma diferencial en
Uα. En ese caso,

π˚pωq|Uα “ π˚pωαq “ φ

ż

π´1pxq

fpx1, . . . , xn, t1, . . . , tkqdt1 . . . dtk P Ω˚´kpUαq

2. Si ωα es del tipo 2,
π˚pωq|Uα “ π˚pωαq “ 0

Haciendo esto para todo α P I, tenemos definida π˚pωq en todo Uα ĂM , y por
lo tanto, en toda M .

Proposición 3.26. La definición hecha tiene sentido, es decir, si Uα X Uβ ‰ H,
entonces π˚pωαq “ π˚pωβq en Uα X Uβ (esto implica además que la definición no
depende de la trivialización utilizada).

Proof. Sean pUα, ϕαq, pUβ, ϕβq en una trivialización de E, tales que Uα XUβ ‰ H.
Llamamos p a la proyección p : Uα X Uβ ˆ Rk Ñ Uα X Uβ sobre el primer factor.

Tenemos ωα “ ϕ˚αω|π´1pUαq y ωβ “ ϕ˚βω|π´1pUβq. Por lo tanto, en Uα XUβ ˆRk,
se tiene

ωα “ ϕ˚α ˝ pϕ
´1
β q

˚ωβ

y por lo tanto
ωα “ pϕ

´1
β ˝ ϕαq

˚ωβ

Esto ya nos dice (dado que ϕα, ϕβ preservan las fibras y son isomorfismos lineales
alĺı) que si ωα es de tipo 1, entonces ωβ también lo es, y viceversa. Luego alcanza
con probar la afirmación en el caso en que son de tipo 1.

En ese caso, tenemos ωα “ p˚pφq ^ fdt1 . . . dtk, ωβ “ p˚pτq ^ gdt1 . . . dtk. Por
lo tanto,

ωα “ pϕ
´1
β ˝ ϕαq

˚
pp˚pτq ^ gdt1 . . . dtkq

y entonces
ωα “ pp ˝ ϕ

´1
β ˝ ϕαq

˚
pτq ^ pϕ´1

β ˝ ϕαq
˚
pgdt1 . . . dtkq
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Pero sabemos que p ˝ ϕ´1
β “ π, y π ˝ ϕα “ p, por lo tanto tenemos

ωα “ p˚pτq ^ pϕ´1
β ˝ ϕαq

˚
pgdt1 . . . dtkq

Luego, por un lado tenemos

π˚ωβ “ τ

ż

p´1pxq

g dt1 . . . dtm

y por el otro,

π˚ωα “ τ

ż

p´1pxq

pϕ´1
β ˝ ϕαq

˚
pgdt1 . . . dtkq

y entonces

π˚ωα “ τ

ż

ϕ´1
β ˝ϕαpp´1pxqq

gdt1 . . . dtk

y acá es donde usamos que E es orientable: como E es orientable, ϕ´1
β ˝ϕα preserva

la orientación de las fibras, y por lo tanto ϕ´1
β ˝ϕαpp

´1pxqq es p´1pxq y no ´p´1pxq
(recordamos que, si M es una variedad orientada, llamamos ´M a M con la
orientación opuesta). Luego, concluimos

π˚ωβ “ π˚ωα

Ahora que tenemos definida π˚ en Ω˚cvpEq, damos un paso más y vemos que
induce un mapa en la cohomoloǵıa vertical compacta de E. Para esto, usamos lo
siguiente.

Proposición 3.27. La derivada exterior y la integración a lo largo de las fibras
conmutan. Es decir, π˚d “ dπ˚.

Proof. Alcanza con probarlo para formas soportadas en entornos en los que el
fibrado es trivial. Por lo tanto, alcanza con probarlo para el caso del fibrado
trivial E “ Rn ˆ Rk. Lo vemos para formas del tipo 1 y del tipo 2.

Si ω es una forma del tipo 1, entonces ω “ π˚pφq^fpx, tqdt1 . . . dtk. Llamamos
l al grado de φ. Tenemos:

π˚dω “ π˚pπ
˚
pdφq ^ f dt1 . . . dtk ` p´1qlπ˚pφq ^

n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
dxidt1 . . . dtkq

“ pdφq

ż

f dt1 . . . dtk ` p´1ql
n
ÿ

i“1

φ^ dxi

ż

Bf

Bxi
dt1 . . . dtk
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Por otro lado,

dπ˚ω “ dpφ

ż

f dt1 . . . dtkq

“ pdφq

ż

f dt1 . . . dtk ` p´1qlφ^

ż n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
dxidt1 . . . dtk

“ pdφq

ż

f dt1 . . . dtk ` p´1ql
n
ÿ

i“1

φ^ dxi

ż

Bf

Bxi
dt1 . . . dtk

Luego, si ω es del tipo 1, tenemos lo que queremos.
Si ω es del tipo 2, entonces ω “ π˚pφq ^ fpx, tqdti1 . . . dtir con r ă k. Por un

lado,

dπ˚ω “ 0

Por el otro, es inmediato que π˚dω “ 0 a menos que sea r “ k ´ 1. En ese caso,
se tiene

π˚dω “ p´1ql
k
ÿ

i“1

π˚pπ
˚
pφq ^

Bf

Bti
dtidti1 . . . dtirq

El único sumando no nulo en la expresión de la derecha se da cuando dtidti1 . . . dtir “
˘dt1 . . . dtk. En ese caso,

π˚pπ
˚
pφq ^

Bf

Bti
dt1 . . . dtkq “ φ

ż

Bf

Bti
dt1 . . . dtk

“ ˘φ

ż `8

´8

. . .

ż `8

´8

p

ż `8

´8

Bf

Bti
dtiq dt1 . . . d̂ti . . . dtk

“ 0

ya que, al tener f soporte compacto,
ş`8

´8

Bf
Bti
dti “ 0 (por el teorema fundamental

del cálculo).

Corolario 3.28. El mapa π˚ induce un mapa en cohomoloǵıa, π˚ : H˚
cvpEq Ñ

H˚´kpMq. , dado por π˚prωsq “ rπ˚pωqs.

Ahora veremos que π˚ es de hecho un isomorfismo, cuya inversa llamaremos
isomorfismo de Thom. Comenzamos nuevamente por el caso de un fibrado trivial.

Proposición 3.29. Si E “ M ˆ Rk, entonces π˚ : H˚
cvpEq Ñ H˚´kpMq es un

isomorfismo.
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Proof. Sea g : Rk Ñ R una función diferenciable y con soporte compacto tal que
ş

Rk g “ 1. Observamos que Φ “ gdt1^ ¨ ¨ ¨^ dtk es una forma cerrada en Rk, y por

lo tanto en E. Luego, definimos T̃ : Ω˚pMq Ñ Ω˚`kcv pEq como T̃ pωq “ p˚pωq ^ Φ.
Por ser Φ cerrada, dT̃ “ T̃ d, y por lo tanto T̃ induce T : H˚pMq Ñ H˚

cvpEq.
Veamos que esta es la inversa de π˚: Por un lado, si ω P Ω˚pMq, se tiene

π˚pT pωqq “ π˚pπ
˚
pωq ^ Φq

“ π˚pπ
˚
pωq ^ gdt1 . . . dtkq

“ ω

ż

Rk
gdt1 . . . dtk

“ ω

Vemos entonces que T̃ es inversa a derecha de π˚, por lo tanto T también lo es
a nivel de la cohomoloǵıa. No es verdad que T̃ y π˚ : Ω˚`kcv pEq Ñ Ω˚pMq sean
verdaderamente inversas, sin embargo T y π˚ : H˚`k

cv pEq Ñ H˚pMq śı lo son.
Esto se prueba mediante el mismo procedimiento que el lema de Poincaré para

cohomoloǵıa con soporte compacto. Para ver los detalles de la prueba, se puede
consultar el caṕıtulo 1 de [BT].

Antes de pasar al caso general, vemos que la integración a lo largo de las fibras
se comporta de manera intuitiva en dos aspectos. Esto nos ayudará al generalizar
lo que acabamos de probar.

Proposición 3.30. Sea π : E Ñ M un fibrado vectorial real de rango k, η P
Ω˚pMq y ω P Ω˚cvpEq. Entonces:

1. Se da la igualdad π˚pπ
˚pηq ^ ωq “ η ^ π˚pωq.

2. Si además M es orientable, de dimensión n, E ÑM es orientable y se tiene
ω P Ωq

cvpEq, η P Ωk`n´qpMq, entonces dándole a E la orientación como
producto local, se cumple que

ż

E

pπ˚pηqq ^ ω “

ż

M

η ^ π˚pωq

Proof. Probamos el ı́tem 1:
Alcanza con probarlo en el caso de un fibrado trivial E “ M ˆ Rk, y para

formas del tipo 1 y del tipo 2.
Si ω “ π˚pφq ^ f dt1 . . . dtk es una forma de tipo 1, entonces

π˚pπ
˚
pηq ^ ωq “ π˚pπ

˚
pη ^ φq ^ f dt1 . . . dtkq

“ η ^ φ

ż

f dt1 . . . dtk
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Y por otro lado,

η ^ π˚ω “ η ^ φ

ż

f dt1 . . . dtk

Luego en ese caso se cumple.
Si ω “ π˚pφq^ f dti1 . . . dtir con r ă k es de tipo 2, entonces π˚pπ

˚pηq^ωq “ 0
(porque r ă k), y π˚ω “ 0, por lo tanto también η ^ π˚pωq “ 0. Queda entonces
probado 1.

Para probar el ı́tem 2, tomamos una partición de la unidad de M . Luego,
alcanza con probarlo para un fibrado trivial RnˆRk, y en este caso se cumple por
el teorema de Fubini.

Ahora, procedemos como en la demostración del teorema de dualidad de Poincaré,
y aplicamos la sucesión de Mayer-Vietoris junto con el lema de los cinco para de-
ducir el isomorfismo en el caso general, por inducción en un buen cubrimiento.

Teorema 3.31. Sea π : E Ñ M un fibrado orientable, donde M admite un buen
cubrimiento finito. Entonces, π˚ : H˚

cvpEq Ñ H˚´kpMq es un isomorfismo.

Proof. Lo hacemos por inducción en un buen cubrimiento finito. Alcanza con ver
que, dados abiertos U, V de forma que π˚ : H˚

cvpE|Uq Ñ H˚pUq, π˚ : H˚
cvpE|V q Ñ

H˚pV q y π˚ : H˚
cvpE|UXV q Ñ H˚pUXV q son isomorfismos, entonces π˚ : H˚

cvpE|UYV q Ñ
H˚pU Y V q también es un isomorfismo.

Consideramos el siguiente diagrama, cuyas filas son las sucesiones de Mayer-
Vietoris para cohomoloǵıa con soporte vertical compacto y cohomoloǵıa de de
Rham.

H˚
cvpE|UYV q H˚

cvpE|Uq ‘H
˚
cvpE|V q H˚pE|UXV q H˚`1

cv pE|UYV q

H˚´kpU Y V q H˚´kpUq ‘H˚´kpV q H˚´kpU X V q H˚´n`1pMq

π˚ π˚ π˚ π˚

Si probamos que el diagrama es conmutativo, entonces por ser π˚ un isomorfismo
en el caso de un fibrado trivial, y por el lema de los cinco, tenemos lo que buscamos.
Alcanza con probar entonces que es conmutativo. Para los primeros dos cuadrados,
es inmediato, y para el segundo, sale de la parte 1 de la proposición anterior:

Tomamos una partición de la unidad tρU , ρV u de U Y V asociada al cubrim-
iento tU, V u. Entonces, tπ˚pρUq, π

˚pρV qu es una partición de la unidad de E|UYV
asociada al cubrimiento tE|U , E|V u.
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Entonces, en U , tenemos

π˚pd
˚
rωsq “ π˚pdpπ

˚
pρUqωqq

“ π˚ppdπ
˚
pρUqq ^ ωq

“ π˚pπ
˚
pdρUq ^ ωq

“ dρU ^ π˚ω

“ d˚pπ˚ωq

Y análogamente en V . Por lo tanto, el diagrama conmuta y tenemos lo que
queŕıamos.

Ahora estamos en condiciones de definir el isomorfismo de Thom y la clase de
Thom de E.

Definición 3.32. Llamamos isomorfismo de Thom a pπ˚q
´1 “ T : H˚pMq Ñ

H˚`m
cv pEq, y clase de Thom de E a la clase de cohomoloǵıa ΦpEq “ T p1q P Hm

cvpEq,
donde 1 P H0pMq es la clase correspondiente a la función constante 1.

Se puede dar una fórmula expĺıcita para T , en términos de la clase de Thom.
A su vez, esta puede ser caracterizada de la siguiente forma:

Proposición 3.33. Sea E un fibrado vectorial orientado, y Φ “ ΦpEq su clase de
Thom. Entonces,

1. El isomorfismo T : H˚pMq Ñ H˚`m
cv pEq está dado por

T pωq “ π˚pωq ^ Φ

2. La clase Φ P Hm
cvpEq está uńıvocamente caracterizada por ser la clase en

Hm
cvpEq que se restringe al generador de Hm

c pF q, para toda fibra F . Es decir,
es la única para la que se cumple

ş

F
i˚pΦq “ 1 para toda F .

Proof. Dada ω en H˚pMq, tenemos π˚pπ
˚pωq ^ Φq “ ω ^ π˚pΦq “ ω, por lo tanto

debe ser T pωq “ π˚pωq ^ Φ, y 1 queda probado.
Supongamos ahora que existe Φ1 cerrada, de soporte vertical compacto tal que

su restricción a cada fibra integra 1. Entonces, para toda ω en H˚pMq, tenemos
π˚pπ

˚pωq ^ Φ1q “ ω ^ π˚Φ
1 “ ω. Pero entonces, el mapa ω ÞÑ π˚pωq ^ Φ1 coincide

con el isomorfismo de Thom, por lo tanto sus imágenes de la clase 1 en H0pMq
coinciden, y luego Φ “ Φ1.

Por último, veamos cómo es la clase de Thom de la suma de Whitney de dos
fibrados vectoriales.
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Proposición 3.34. Dados dos fibrados vectoriales orientados E1 y E2, la clase de
Thom de E1 ‘ E2 es

ΦpE1 ‘ E2q “ p˚1ΦpE1q ^ p
˚
2ΦpE2q

donde pi : E1 ‘ E2 Ñ Ei es la proyección canónica, para i “ 1, 2.

Proof. Llamamos F “ E1 ‘ E2, n “ rangoE1 y m “ rangoE2.
Usamos la proposición anterior: alcanza con probar que la restricción de p˚1ΦpE1q^

p˚2ΦpE2q a cada fibra Fx de F es un generador de Hn`m
c pFxq.

Veamos esto:
Dada una fibra Fx “ pE1 ‘ E2qx de F , tenemos Fx “ pE1qx ˆ pE2qx, por lo

tanto, por la fórmula de Künneth, se tiene Hn
c ppE1qxq bHm

c ppE2qxq – Hn`m
c pFxq,

donde el isomorfismo está dado por ω b η ÞÑ p˚1pωq ^ p
˚
2pηq.

Tenemos que p˚1ΦpE1q^p
˚
2ΦpE2q es una clase en Hm`n

cv pE1‘E2q que se restringe
a su generador, ya que ΦpE1q,ΦpE2q se restringen a los generadores de Hn

c ppE1qxq

y Hm
c ppE2qxq respectivamente.
Alternativamente, podŕıamos observar que

ż

Fx

i˚pp˚1ΦpE1q^p
˚
2ΦpE2qq “

ż

pE1qx

i˚1ΦpE1q^

ˆ
ż

pE2qx

i˚2ΦpE2q

˙

“

ż

pE1qx

i˚1ΦpE1q “ 1

que se deduce del teorema de Fubini, donde i1, i2 son las respectivas inclusiones
de las fibras pE1qx, pE2qx en E1 y E2.

3.2.4 Dualidad de Poincaré e intersecciones transversales

En esta sección veremos la relación entre la intersección transversal de subvar-
iedades y la dualidad de Poincaré. Además, vemos que el número de intersección
de dos subvariedades coincide con la integral del dual de Poincaré de una en la
otra.

Para comenzar, consideramos la clase de Thom del fibrado normal NS de una
subvariedad S de M (recordamos que este es difeomorfo a un entorno tubular T
de S), y probamos lo siguiente:

Proposición 3.35. El dual de Poincaré ηS P H
n´kpMq de una subvariedad S ĂM

cerrada y orientada de dimensión k y la clase de Thom ΦpNSq del fibrado normal
a S en M pueden ser representados por la misma forma.

Más precisamente, si j : T Ñ M es la inclusión de un entorno tubular de S,
entonces

ηS “ j˚ΦpNSq

donde ΦpNSq P H
n´k
cv pT q es la clase de Thom de NS, y j˚ : Hn´k

cv pT q Ñ Hn´kpMq
está inducida por la inclusión.
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Proof. Recordemos que el dual de Poincaré de S es la única clase ηS P H
n´kpMq

tal que, para toda rωs P HkpMq, se tiene
ż

S

i˚ω “

ż

M

ω ^ ηS

Alcanza entonce con probar que, para toda rωs P HkpMq se cumple que
ż

S

i˚ω “

ż

M

ω ^ j˚ΦpNSq

Llamamos Φ “ ΦpNSq. Dada una tal rωs, tenemos:
ż

M

ω ^ j˚Φ “

ż

T

ω ^ Φ

porque j˚Φ coincide con Φ en T , y es nula en su complemento. Observamos ahora
que, si fuera ω “ π˚i˚ω, es decir, si ω fuera igual a la “extensión trivial” a T de
su restricción a S, tendŕıamos:

ż

T

ω ^ Φ “

ż

T

π˚i˚ω ^ Φ

“

ż

S

i˚ω ^ π˚Φ

“

ż

S

i˚ω

donde la segunda igualdad fue probada en la sección anterior.
Por supuesto que no necesariamente se cumplirá ω “ π˚i˚ω, pero lo que śı debe

de cumplirse es que ω “ π˚i˚ω ` dτ (en T ) para alguna τ P Ωk´1pT q, ya que a
nivel de la cohomoloǵıa, π˚ : HkpSq Ñ HkpT q e i˚ : HkpT q Ñ HkpSq son inversas.

Luego, en el caso general lo que se tiene es
ż

T

ω ^ Φ “

ż

T

pπ˚i˚ω ` dτq ^ Φ

“

ż

S

i˚ω ^ π˚Φ`

ż

T

dpτ ^ Φq

“

ż

S

i˚ω `

ż

BT“H

τ ^ Φ

“

ż

S

i˚ω

donde la segunda igualdad sale de que Φ es cerrada, y en la tercera usamos el
teorema de Stokes.
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Recordamos que siempre podemos tomar entornos tubulares arbitrariamente
chicos de una subvariedad. Por lo tanto, tenemos:

Corolario 3.36. Dada X ĂM una subvariedad de dimensión k, y ηX P H
n´kpMq

su dual de Poincaré, siempre es posible tomar una representante de ηX soportada
en un entorno arbitrariamente pequeño de X.

Figure 4: Podemos tomar el soporte del dual de Poincaré a la curva tan pequeño
como queramos.

Ahora hacemos una observación sobre el fibrado normal de una intersección
transversal de subvariedades:

Observación. Si R, S ĂM son subvariedades cerradas que se intersectan transver-
salmente, entonces NRXS “ NR ‘NS.

Para probar la afirmación alcanza con considerar el caso local, en el que
M “ Rn, y R, S son subespacios de Rn tales que R ` S “ Rn. En este caso,
es geométricamente claro que todo vector normal a R X S se puede escribir como
suma de vectores normales a R y a S de forma única (además se puede probar
fácilmente tomando coordenadas).

Como consecuencia, y usando la Proposición 3.34 junto con la proposición
anterior, tenemos:

Teorema 3.37. Si R, S son subvariedades cerradas y orientadas de M que se
intersectan transversalmente, entonces

ηRXS “ ηR ^ ηS

Proof. La Proposición 3.34 implica que ΦpNRXSq “ ΦpNR‘NSq “ ΦpNRq^ΦpNSq.
Por la proposición anterior, debe ser entonces ηRXS “ j˚ΦpNRXSq “ j˚pΦpNRq ^

ΦpNSqq “ ηR ^ ηS.
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Esto nos permite obtener información acerca del producto en el anillo de coho-
moloǵıa de la variedad a partir de conocer las intersecciones de sus subvariedades,
que es algo geométrico.

Figure 5: El producto de los duales de Poincaré de las curvas en la superficie da
el dual de Poincaré a un punto.

Vemos ahora un ejemplo sencillo pero importante: el dual de Poincaré de una
subvariedad compacta y orientada de dimensión 0 (es decir, una unión finita de
puntos con una elección de orientación para cada uno).

Cuando esta consista de un único punto (como en la figura 5), su dual de
Poincaré será un generador del grupo de cohomoloǵıa de dimensión superior de la
variedad.

Ejemplo 3.38. Si X “ txu Ă Mn está orientada (es decir, x tiene asociado un
signo σ “ ˘1), entonces ηX “ σrτ s, donde τ P HnpMq es una forma con soporte
compacto e integral 1. Esto es porque el fibrado normal de X en M podemos
tomarlo como una bola abierta centrada en x, y en este caso la integral de una
forma sobre la fibra coincide con su integral en la bola.

Si X “ tx1, . . . , xmu Ă M está orientada (es decir, para cada xi tenemos un
signo σi P t1,´1u), entonces ηX “

ř

σiτi, donde τi son formas como la forma τ
que se describe arriba.

Como consecuencia, vemos cómo expresar el número de intersección de dos
subvariedades.

Corolario 3.39. Dadas Xk, Y n´k ĂM cerradas y orientadas, se tiene

IpX, Y q “

ż

Y

i˚ηX

donde i : Y ÑM es la inclusión de Y en M .
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Proof. Asumimos primero que X e Y se intersectan transversalmente. En ese caso,
tenemos

IpX, Y q “
ÿ

pPXXY

σppX, Y q

“
ÿ

pPXXY

ż

Uppq

ηtpu

“

ż

M

ÿ

pPXXY

ηtpu

“

ż

M

ηXXY

“

ż

M

ηX ^ ηY

“

ż

Y

i˚ηX

Si X e Y no se intersectan transversalmente, tomamos it : Y ÑM homotópica
a la inclusión i : Y Ñ M y suficientemente cerca de esta, de manera que sea un
encaje y su imagen Y 1 intersecte transversalmente a X.

Se tiene entonces IpX, Y q “ IpX, Y 1q “
ş

Y 1
j˚ηX , donde j : Y 1 Ñ M es la

inclusión de Y en M . Pero
ş

Y 1
j˚ηX “

ş

Y
i˚t j

˚ηX “
ş

Y
i˚ηX , lo que concluye la

prueba en el caso general.

El Teorema 3.37 es un caso particular del siguiente, cuando se considera la
inclusión i : X ÑM de una subvariedad X.

Teorema 3.40. Si f : Mn Ñ Nm es un mapa diferenciable transversal a una sub-
variedad cerrada y orientada Y Ă N de codimensión k, que preserva orientación,
entonces ηf´1pY q “ f˚ηY P H

kpMq.

Proof. Tomamos W un entorno tubular de Y en N . Podemos suponer (posible-
mente tomando W más chico), perturbando f dentro de su clase de homotoṕıa,
que f es transversal a Y y a W . Luego, f´1pW q es un entorno tubular de f´1pY q
en M .
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Consideramos el diagrama

H0pY q Hk
cvpW q HkpNq

H0pf´1pY qq Hk
cvpf

´1pW qq HkpMq

f˚

T

f˚

j˚

f˚

T j˚

El primer cuadrado es conmutativo por la caracterización que vimos de la clase
de Thom como la clase que integra 1 en cada fibra, y por lo tanto f˚pΦpW qq “
Φpf´1pT qq.

El segundo cuadrado es conmutativo porque j˚ solo extiende a las formas a M
y N como la forma nula fuera de W y f´1pW q respectivamente.

Luego, tenemos f˚ηY “ f˚j˚ΦpW q “ j˚Φpf
´1pW qq “ ηf´1pY q.

Si f no es transversal a W , tomamos f̂ que śı lo sea y sea homotópica a f .
Luego, ηf̂´1pY q “ f̂˚ηY “ f˚ηY , y queda probado.

De la demostración, deducimos además lo siguiente.

Observación. Si f, g : M Ñ N son homotópicas y transversales a una subvariedad
Y Ă N , entonces ηf´1pY q “ ηg´1pY q.

3.2.5 La clase de Euler de un fibrado vectorial

Puede ser interesante pensar en cuándo un fibrado vectorial admite una sección
no nula.

Por ejemplo, cuando consideramos el fibrado tangente a una variedad cerrada y
orientable M , una sección no nula corresponde a un campo sin singularidades. En
este caso, el teorema de Poincaré-Hopf nos dice que, para que exista un tal campo,
la caracteŕıstica de Euler de M debe ser nula. Por otro lado, esta condición es
suficiente: una variedad cerrada y orientable admite un campo sin singularidades
si y solamente si χpMq “ 0 (ver [GP], caṕıtulo 3).

Ahora miramos esto desde otro punto de vista, que se preste más a ser gener-
alizado a un fibrado vectorial que no sea necesariamente el fibrado tangente a una
variedad.

Un campo sin singularidades se corresponde con una sección s : M Ñ TM
del fibrado tangente cuya imagen no intersecta a la sección nula i : M Ñ TM .
Esto implica que Ips, ipMqq “ 0. Pero, como sabemos, dos secciones de un fibrado
vectorial son siempre homotópicas, y por lo tanto la existencia de un campo sin
singularidades implica que Ipi, ipMqq “ IpipMq, ipMqq “ 0. Es decir, solo es
posible que exista un tal campo si el número de intersección de la sección nula
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consigo misma es 0. Luego, para una variedad M , IpipMq, ipMqq mide qué tan
lejos se está de tener secciones de TM que no se anulan.

Para un fibrado vectorial E Ñ Mn de rango k cualquiera, no hay en general
un número de autointersección de la sección nula, ya que ipMq no necesariamente
tiene dimensión n`k

2
. Esto sucede solamente para k “ n. No podemos hablar

entonces del número de autointersección de la sección nula, pero śı podemos hablar
de su autointersección como una subvariedad de E. Al perturbar la sección nula
para obtener una sección s : M Ñ E que sea transversal a ella, conseguimos que
spMq X ipMq sea una subvariedad de E. Ahora, si existiese una sección que no se
anula en ningún punto, tendŕıamos que spMq X ipMq seŕıa vaćıa, o, lo que es lo
mismo, s´1pipMqq “ H. Ahora, podŕıa suceder que existiera una sección con ceros
y aun aśı se tuviera s´1pipMqq ‰ H, de la misma forma que podemos tener campos
con finitas singularidades aunque sea χpMq “ 0. Esto no debeŕıa depender de la
sección s que tomemos. Lo podemos solucionar aśı: si s´1pipMqq “ H, entonces
su dual de Poincaré ηs´1pipMqq P H

kpMq es nulo. Y esto no depende de qué sección
s tomemos, ya que ηs´1pipMqq “ s˚ηipMq, y, como sabemos, todas las secciones son
homotópicas entre śı. Luego, tiene sentido que nuestra obstrucción a la existencia
de una sección sin ceros de un fibrado E de rango k sea una clase de cohomoloǵıa
epEq en HkpMq, dada por epEq “ i˚ηipMq.

Esta clase de cohomoloǵıa epEq P HkpMq es la clase de Euler de E. Es claro
que esta debeŕıa estar directamente relacionada con la caracteŕıstica de Euler de
M en el caso E “ TM . Veremos que esto es aśı: epTMq “ χpMqrωs, donde rωs es
un generador de HnpMq que integra 1 en M .

Vamos ahora a definir la clase de Euler. Daremos una definición distinta a
la idea intuitiva que dimos en esta introducción, pero probaremos que coinciden.
Luego, veremos algunas propiedades de la clase de Euler, que nos servirán además
para dar obstrucciones a la existencia de determinados subfibrados en el tangente
a una variedad.

Definición 3.41. Dado un fibrado vectorial orientado π : E Ñ M de rango k,
definimos su clase de Euler como epEq :“ i˚j˚ΦpEq P H

kpMq, donde ΦpEq es la
clase de Thom de E, i : M Ñ E es la inclusión de M en E como la sección nula,
y j˚ : H˚

cvpEq Ñ H˚pEq está inducida por la inclusión.

En la definición es necesario incluir el mapa j˚ para poder tomar el pullback
por i. Más allá de ese detalle técnico, lo que podemos pensar es que la clase de
Euler epEq está representada en M por el pullback de ΦpEq mediante la sección
cero del fibrado.

Hay una caracterización más intuitiva de la clase de Euler, basada en lo visto
en la sección anterior:

Proposición 3.42. Dada una sección s : M Ñ E transversal a la imagen de la
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sección nula i : M Ñ E, se tiene que la clase de Euler de E es dual de Poincaré
a s´1pipMqq.

La prueba se basa en la siguiente:

Observación. La clase de Thom de un fibrado vectorial E Ñ M puede ser rep-
resentada por la misma forma que el dual de Poincaré ηipMq correspondiente a la
sección nula i : M Ñ E.

Esto es porque el dual de Poincaré a ipMq es la clase de Thom del fibrado
normal de ipMq en E, pero este fibrado normal se puede tomar como siendo el
mismo E.

Vemos ahora la prueba de la proposición.

Proof. Tenemos j˚ΦpEq “ ηipMq. Ahora, si s : M Ñ E es una sección transversal
a la sección nula y homotópica a ella, tenemos i˚j˚ΦpEq “ s˚j˚ΦpEq “ ηs´1pipMqq,
y eso es lo que queŕıamos.

Corolario 3.43. Si E ÑM es un fibrado vectorial orientado de rango n “ dimM ,
donde M es una variedad cerrada, entonces epEq “ αrωs , donde α P Z es el
número de autointersección de la sección.

Corolario 3.44. Si Xk ĂMn es una subvariedad tal que k “ n
2
, entonces la clase

de Euler del fibrado normal NX de X en M es IpX,XqrωXs, siendo rωXs P H
kpXq

un generador que integra 1 en X.

De esta forma, vemos que la clase de Euler es una obstrucción a la existencia
de secciones no nulas, ya que si s es una sección no nula, s´1pipMqq “ H, y por lo
tanto epEq “ ηH “ 0.

Vemos algunas de las propiedades básicas de la clase de Euler.

Proposición 3.45. Sea π : E ÑM un fibrado vectorial orientado de rango k. Se
cumplen las siguientes:

1. Si E 1 Ñ M 1 es otro fibrado de rango k, y pf̂ , fq : pE,Mq Ñ pE 1,M 1q es un
mapa que preserva orientación, entonces

epEq “ f˚epE 1q

2. Dado otro fibrado E 1 ÑM , se tiene

epE ‘ E 1q “ epEq ^ epE 1q

3. Si existe una sección no nula s : M Ñ E, entonces epEq “ 0.
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4. Si llamamos E a E con la orientación opuesta, entonces epEq “ ´epEq.

Proof. Primero, tenemos que si pf̂ , fq es un mapa de fibrados entre E y E 1, en-
tonces f̂˚ΦpE 1q “ ΦpEq, y por lo tanto f˚epE 1q “ epEq, ya que el siguiente
diagrama conmuta:

Hk
cvpEq Hk

cvpE
1q

HkpEq HkpE 1q

HkpMq HkpM 1q

j˚ j˚

f̂˚

i˚ i˚

f̂˚

f˚

Luego, sabemos que si E,E 1 son fibrados sobre M , entonces ΦpE ‘ E 1q “
ΦpEq ^ ΦpE 1q, y entonces epE ‘ E 1q “ epEq ^ epE 1q.

Si s : M Ñ E es una sección no nula e i : M Ñ E es la sección cero, como ya
vimos, se tiene epEq “ ηs´1pipMqqηH “ 0.

Por último, si E es E con la orientación opuesta, tenemos ΦpEq “ ´ΦpEq, y
por lo tanto epEq “ ´epEq.

Veamos ahora algunas de las consecuencias de la proposición.
La clase de Euler es un invariante de fibrados vectoriales. Es decir:

Corolario 3.46. Si E,E 1 son fibrados orientados isomorfos sobre M , entonces
epEq “ ˘epE 1q, donde el signo es positivo si existe un isomorfismo entre ellos que
preserva orientación, y es negativo si existe uno que la revierte.

Observación. Si E –M ˆ Rk es trivial, epEq “ 0.

Corolario 3.47. Si E ÑM tiene rango impar, entonces epEq “ 0.

Proof. Si E es de dimensión impar, entonces el isomorfismo E Ñ E dado por
v ÞÑ ´v en cada fibra es un isomorfismo que revierte orientación. Por lo tanto,
epEq “ ´epEq, y luego epEq “ 0.

Observamos que lo anterior sucede porque estamos usando cohomoloǵıa de de
Rham, en la que los coeficientes son números reales. Se puede definir la clase de
Euler para cohomoloǵıa singular (con coeficientes enteros), por ejemplo, y en ese
caso lo que tenemos es que si E es de dimensión impar, entonces epEq` epEq “ 0.
Es decir, para fibrados vectoriales de rango impar, la clase de Euler con coeficientes
enteros es un elemento de torsión.
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Corolario 3.48. Si epEq ‰ 0, y E “ E1 ‘ E2, entonces epE1q, epE2q ‰ 0.

Esto es directo del punto 2 de la proposición. Como consecuencia de esto,
tenemos:

Corolario 3.49. Un fibrado vectorial orientable E con clase de Euler no nula no
tiene subfibrados de rango impar.

Proof. Vemos primero que E no puede tener un subfibrado orientable de rango
impar. En este caso el resultado se deduce directamente de lo anterior: si F Ă E
es un subfibrado, podemos tomar F 1 complemento directo de F (por ejemplo,
poniendo una métrica en E y tomando F 1 como el complemento ortogonal de F ).
Luego E “ F ‘F 1, y por ser E y F orientables tenemos que F 1 es orientable. Pero
entonces, 0 ‰ epEq “ epF q ^ epF 1q. Luego, no puede existir un subfibrado F de
rango impar y orientable, ya que este tendŕıa epF q “ 0.

Ahora, si E tiene un subfibrado F de rango impar que no es orientable,
tomamos un cubrimiento doble de M tal que f˚F Ă f˚E es orientable. Por
ser epEq ‰ 0, debe ser epf˚Eq ‰ 0. Ahora estamos en el caso de un subfibrado
orientable, y queda probado el corolario.

Veamos ahora que, como dijimos, en el caso del fibrado tangente TM a una
variedad M , la clase de Euler epTMq es un elemento de HnpMq, por lo tanto es
un múltiplo de un generador de este. Recordemos que, como dicho generador,
podemos tomar una clase que integre 1.

Proposición 3.50. Si M es una variedad cerrada y orientada, entonces
ż

M

epTMq “ χpMq

y por lo tanto epTMq “ χpMqrωs, donde ω P ΩnpMq es como arriba.

Proof. Tenemos
ş

M
epTMq “

ş

∆
epT∆q, donde ∆ es la diagonal en M ˆM .

Por otro lado, observamos que T∆ – N∆, ya que T∆ ‘ N∆ “ TMˆM |∆ –

TM ‘ TM , y T∆ – TM . Luego,
ż

M

epTMq “

ż

∆

epT∆q

“

ż

∆

epN∆q

“

ż

∆

ΦpN∆q

“

ż

∆

η∆

“ Ip∆,∆q

“ χpMq
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Esto nos da ciertas obstrucciones a la existencia de una descomposición del
fibrado tangente a una variedad como TM “ E1 ‘ E2.

Por ejemplo:

Proposición 3.51. Si M es cerrada y orientable con χpMq ‰ 0, entonces TM no
se descompone como TM “ E1 ‘ E2 con E1, E2 de dimensión impar y alguno de
ellos orientable.

Sabemos que χpS2nq “ 2 para todo n ě 1, y por lo tanto por el Teorema
de Poincaré-Hopf, no existen campos sin singularidades en S2n. En términos de
fibrados, esto equivale a decir que no existen subfibrados triviales de dimensión 1
de TS2n. Ahora podemos decir un poco más:

Proposición 3.52. No existen subfibrados vectoriales de TS2n con rango 0 ă k ă
2n.

Si existiese un tal subfibrado E Ă TM , seŕıa orientable por ser S2n simplemente
conexa y luego debeŕıa ser, por lo que vimos, 0 ‰ epEq P HkpS2nq “ 0, luego no
es posible que exista.

Vale la pena aclarar que, si bien la existencia de una sección de un fibrado
implica que la clase de Euler se anula, el rećıproco no se cumple: existen fibrados
vectoriales E con epEq “ 0, que no admiten secciones no nulas. Para un ejemplo,
se puede ver el caṕıtulo 4, sección 23 de [BT].

Es importante mencionar que hay otras definiciones posibles de la clase de Euler
de un fibrado vectorial. Mediante el procedimiento que se describe en la sección
A.1.1 del Apéndice y se detalla en el caṕıtulo 29 de [Ste], uno puede intentar
construir una sección no nula de un fibrado vectorial de rango k construyendo una
sección del fibrado por esferas con fibra Sk´1 asociado a este (es decir, el fibrado
con espacio total los vectores de norma 1). La sección se construye primero en
el 0-esqueleto M0 (pensando a M como un complejo CW), y se va extendiendo
desde el q-esqueleto al pq ` 1q-esqueleto. Esto se puede hacer sin problemas hasta
llegar a una sección definida en el pk´ 1q-esqueleto. En ese momento aparece una
obstrucción a extender la sección al k-esqueleto, y esa obstrucción es justamente la
clase de Euler (en cohomoloǵıa singular). Este punto de vista se puede encontrar
en la parte 3 de [Ste].

3.3 Isomorfismo de Thom y clase de Euler: fibrados por
discos

Vemos ahora resultados análogos a los anteriores para el caso de fibrados por discos
D Ñ M . Estos serán de hecho una generalización de los que ya vimos, dado que
todo fibrado vectorial es un fibrado por discos.
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Veremos una versión del isomorfismo de Thom para fibrados por discos, y luego
la definición de la clase de Euler para un fibrado por esferas asociado a un fibrado
por discos (de hecho, como veremos, todo fibrado por esferas sobre una variedad
sin borde es isomorfo al borde de un fibrado por discos).

3.3.1 Fibrados por discos

Damos primero una definición de lo que es ser orientable para un fibrado por
discos. La definición es análoga a la definición para fibrados vectoriales.

Definición 3.53. Un fibrado por discos D Ñ M con fibra Dk es orientable si
existe una trivialización tpUαϕαqu tal que los mapas de transición gαβ : Uαβ Ñ
HomeopDkq tienen su imagen contenida en Homeo`pDkq.

Una vez más, esto significa que se le puede asignar de manera coherente una
orientación a las fibras de D. Nos va a interesar una condición que es equivalente
a esta definición.

Proposición 3.54. Un fibrado por discos D Ñ M con fibra Dk es orientable
si y solamente si existe un cubrimiento tUαuαPI y clases de cohomoloǵıa rσαs P
HkpD|Uα , BD|Uαq tales que:

1. La restricción de rσαs a Dx es un generador de HkpDx, BDxq para cada x en
Uα.

2. Siempre que sea Uα X Uβ ‰ H, se tiene que las clases rσαs, rσβs coinciden.

Lo que usaremos en realidad es que nuestra definición de orientabilidad im-
plica la condición de arriba. Eso se puede ver definiendo las clases rσαs medi-
ante una trivialización tpUα, ϕαqu dada por la orientación, ya que un elemento de
Homeo`pDkq actúa como la identidad en HkpDk, BDkq.

3.3.2 El isomorfismo de Thom en un fibrado por discos

El teorema del isomorfismo de Thom para fibrados por discos es:

Teorema 3.55. Dado un fibrado por discos orientado D ÑM con fibra Dk, existe
una única clase de cohomoloǵıa ΦpDq P HkpD, BDq tal que su restricción a pD,Dxq

es un generador de HkpDx, BDxq para toda fibra Dx.
Además, se tiene un isomorfismo T : H˚pMq Ñ H˚`kpD, BDq dado por T pσq “

π˚σ ! ΦpDq.

Como en el caso de fibrados vectoriales, llamamos a ΦpDq clase de Thom de
D, y a T isomorfismo de Thom.

De la misma forma, definimos la clase de Euler para un fibrado por discos:
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Definición 3.56. Dado un fibrado orientable D Ñ M con fibra Dk, la clase de
Euler de D es epDq “ i˚j˚ΦpDq P H

kpMq, donde j˚ : H˚pD, BDq Ñ H˚pDq está
inducido por la inclusión pD, BDq Ñ pD,Hq y i˚ : H˚pDq Ñ H˚pMq por una
sección continua i : M Ñ D.

Para la definición, se usa una sección continua i : M Ñ D. En la sección 1 del
Apéndice (por ejemplo, en A.11) se da una explicación de la existencia de dicha
sección continua. Argumentos similares (consultar [Ste], parte 3) permiten ver que
la definición no depende de la sección escogida, dada que son todas homotópicas
entre śı).

La prueba del teorema del isomorfismo de Thom para fibrados por discos es
muy similar a la que vimos para fibrados vectoriales: primero se prueba en el caso
de un producto, y luego se hace inducción en un buen cubrimiento, usando Mayer-
Vietoris y la condición de orientabilidad para el caso general. Para ver una prueba,
se puede consultar el caṕıtulo 10 de [MS], donde se da una prueba para fibrados
vectoriales pero que se generaliza sin ningún cambio para fibrados por discos.

4 Cohomoloǵıa de un fibrado por esferas

4.1 La cohomoloǵıa de un producto: la fórmula de Künneth

En esta sección, probamos la fórmula de Künneth, que nos da la cohomoloǵıa de
un producto de variedades en términos de la cohomoloǵıa de los factores. Nos
interesará en particular el caso del producto de una variedad con una esfera, pero
lo probaremos en general dado que es interesante por śı mismo, y no agrega más
dificultades.

También vale el resultado para cohomoloǵıa singular, para ese caso se puede
obtener con una prueba análoga a la que haremos, o mediante el isomorfismo de
de Rham.

La prueba que hacemos se puede encontrar en [BT], caṕıtulo 1.

Teorema 4.1 (Fórmula de Künneth). Sean M,N variedades. Llamamos p1 :
M ˆN ÑM , p2 : M ˆN Ñ N a las proyecciones sobre M y N respectivamente.

Entonces, se tiene un isomorfismo

K : H˚
pMq bH˚

pNq Ñ H˚
pM ˆNq

dado por Kpω b ηq “ p˚1pωq ^ p
˚
2pηq.

En particular, tenemos

Hq
pM ˆNq –

à

i`j“q

H i
pMq bHj

pNq
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La prueba será por inducción en los abiertos de M . Primero vemos el caso
particular en que M – Rn:

Lema 4.2. Sea N una variedad. Luego, K : H˚pRnq bH˚pNq Ñ H˚pRn ˆNq es
un isomorfismo.

Proof. Recordamos que p2 : Rn ˆ N Ñ N es una equivalencia homotópica, y por
lo tanto induce un isomorfismo en cohomoloǵıa.

Además, sabemos que H˚pRnq – H0pRnq “ x1y, donde 1 P H0pRnq es la
clase correspondiente a la función constante 1. Luego, tenemos un isomorfismo
ϕ : H˚pRnq bH˚pNq Ñ H˚pNq, con ϕpab ωq “ aω.

Observamos ahora que el diagrama

H˚pRnq bH˚pNq H˚pRn ˆNq

H˚pNq

K

ϕ p˚1

conmuta, y con eso concluimos que K es un isomorfismo.

Ahora, probamos el caso general:

Demostración (Teorema 4.1). Alcanza con probar que si U, V Ă M son abiertos
tales que el teorema se cumple para U ˆ N , V ˆ N y pU X V q ˆ N , entonces se
cumple para pU Y V q ˆN .

Consideramos el cubrimiento tU, V u de U Y V . Luego, llamando U 1 “ U ˆN ,
V 1 “ V ˆN , tenemos que tU 1, V 1u es un cubrimiento de pU Y V q ˆN “ U 1 Y V 1.
Aplicando Mayer-Vietoris, obtenemos la sucesión exacta larga

. . . H˚pU 1 Y V 1q H˚pU 1q ‘H˚pV 1q H˚ppU 1 X V 1q H˚`1pU 1 Y V 1q . . .i1˚ j1˚ δ˚

donde i1˚ es i1˚ “ pi˚U 1 , i
˚
V 1q, y j1˚ “ j˚U 1 ´ j

˚
V 1 , siendo iW : W Ñ U 1Y V 1 la inclusión

para W “ U 1, V 1, y jW : U 1 X V 1 Ñ W también la inclusión, para W “ U 1, V 1.
Ahora, usamos Mayer-Vietoris para U Y V , y hacemos el producto tensorial

con H˚pNq en cada término. La sucesión sigue siendo exacta, ya que es exacta en
cada dimensión (hacer el producto tensorial con un espacio vectorial preserva la
exactitud). Usamos además que pA ‘ Bq b C – pA b Cq ‘ pB b Cq. Obtenemos
entonces la sucesión exacta

H˚pU Y V q bH˚pNq pH˚pUq bH˚pNqq ‘ pH˚pV q bH˚pNqq

H˚pU X V q bH˚pNq H˚`1pU Y V q bH˚pNq

i˚bid j˚bid

j˚bid δ˚b id
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donde i˚ “ pi˚U , i
˚
V q, y j˚ “ j˚U ´ j˚V , siendo estos inducidos por inclusiones

análogamente a lo que ya vimos antes.
Luego, tenemos el morfismo K entre ambas sucesiones, y sabemos que es un

isomorfismo en los casos K : H˚pU X V q b H˚pNq Ñ H˚pU 1 X V 1q “ H˚ppU X
V q ˆ Nq, y K : pH˚pUq b H˚pNqq ‘ pH˚pV q b H˚pNqq Ñ H˚pU 1q ‘ H˚pV 1q “
H˚pU ˆNq ‘H˚pV ˆNq. Luego, si probamos que el diagrama cuyas filas son las
sucesiones exactas y mapas verticales los morfismos de Künneth es conmutativo,
quedaŕıa probado, por el lema de los cinco, que K : H˚pU Y V q b H˚pNq Ñ
H˚ppU Y V q ˆNq es un isomorfismo, y esto es lo que buscamos.

Alcanza con chequear que, para cada q, los siguientes cuadrados son conmuta-
tivos:

•
Àq

i“0H
ipU Y V q bHq´ipNq

Àq
i“0pH

ipUq bHq´ipNqq ‘ pH ipV q bHq´ipNqq

HqppU Y V q ˆNq HqpU ˆNq ‘HqpV ˆNq

i˚bid

K pK,Kq

i1˚

•
Àq

i“0pH
ipUq bHq´ipNqq ‘ pH ipV q bHq´ipNqq

Àq
i“0H

ipU X V q bHq´ipNq

HqpU ˆNq ‘HqpV ˆNq HqppU X V q ˆNq

j˚bid

pK,Kq K

j1˚

•
Àq

i“0H
ipU X V q bHq´ipNq

Àq`1
i“0 H

ipU Y V q bHq`1´ipNq

HqppU X V q ˆNq Hq`1ppU Y V q ˆNq

δ˚b id

K K

δ˚

Para los dos primeros cuadrados, la conmutatividad sale directamente de la definición
de los morfismos.

Para el tercer cuadrado, la prueba es muy similar a la prueba de la conmuta-
tividad del diagrama en la demostración del Teorema 3.31: hay que considerar el
cubrimiento tU 1, V 1u de pU Y V q ˆ N , y a partir de una partición de la unidad
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tρU , ρV u de U Y V se consigue, tomando pullback por las proyecciones, una par-
tición de la unidad de pU Y V q ˆN . A partir de esto, solamente queda aplicar la
definición de los morfismos, y del mapa δ˚.

4.2 La clase de Euler de un fibrado por esferas

4.2.1 Clase de Euler del fibrado por esferas asociado a un fibrado vec-
torial

Si E ÑM es un fibrado vectorial, podemos poner en E una métrica, es decir, un
producto interno en cada fibra que vaŕıe continuamente. Esto nos permite medir
distancias en las fibras. El fibrado por esferas asociado a un fibrado vectorial E
de rango k es SpEq “ tv P E : |v| “ 1u.

Vemos que, efectivamente, es un fibrado por esferas sobre M , con fibra Sk´1.
Este fibrado admite una sección si y solamente si E admite una sección no nula.
Por lo tanto, podemos pensar la clase de Euler de E como una obstrucción a la
existencia de una sección de SpEq.

Definición 4.3. Si S ÑM es un fibrado por esferas con fibra Sk isomorfo a SpEq
para un fibrado vectorial E ÑM de rango k` 1, definimos la clase de Euler de S
como epSq “ epEq P Hk`1pMq.

4.2.2 Clase de Euler de un fibrado topológico por esferas

Proposición 4.4. Sea π : S ÑM con fibra Sk. Existe un fibrado DpSq ÑM por
discos, con fibra Dk`1, tal que BDpSq “ S.

Proof. Consideramos el mapping cylinder de la proyección π : S Ñ M , Mπ, que
es el espacio que se obtiene a partir de S ˆ r0, 1s al identificar los puntos px, tq en
S ˆ 1 con πpxq en M . Es decir,

Mπ “ pS ˆ r0, 1sq{ „

donde px, 1q „ πpxq.
Luego, DpSq “ Mπ es el fibrado por discos que queremos, con la proyección

π̂px, tq “ πpxq.

Esto nos permite definir la clase de Euler de un fibrado por esferas:

Definición 4.5. Si S Ñ M es un fibrado por esferas con fibra Sk, definimos la
clase de Euler de S como epSq “ epDpSqq P Hk`1pMq.
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Figure 6: El toro es un fibrado por ćırculos. Tomando el mapping cylinder de la
proyección, obtenemos el toro sólido, un fibrado por discos con borde el toro.

4.3 La sucesión de Gysin

Vamos a estudiar ahora la cohomoloǵıa de un fibrado por esferas sobre una variedad
cerrada M .

Para esto, nos vamos a basar en lo que hemos visto acerca de la cohomoloǵıa
de fibrados vectoriales o fibrados por discos. Dado un fibrado vectorial E Ñ

M equipado con una métrica riemanniana, llamamos DpEq al subconjunto de E
formado por los vectores en E con norma menor o igual a 1, y SpEq al subconjunto
de los vectores en E de norma 1, es decir, SpEq “ BDpEq.

Observamos que si E ÑM es un fibrado vectorial de rango k, entonces SpEq Ñ
M es un fibrado por esferas sobre M con fibra Sk´1. Esta construcción nos da
muchos ejemplos de fibrados por esferas. Sin embargo, no todos los fibrados por
esferas se obtienen de este modo.

Para tratar al mismo tiempo los casos en los que el fibrado por esferas viene
de un fibrado por discos y de un fibrado vectorial, usamos escisión:

Observación. Si E ÑM es un fibrado vectorial, entoncesH˚pE,DpEqcq – H˚pDpEq, SpEqq
mediante el mapa inducido por la inclusión.

Como consecuencia de este isomorfismo, podemos considerar la clase de Thom
ΦpEq de un fibrado vectorial como un elemento de H˚pDpEq, SpEqq. Esto es
análogo al caso de un fibrado por discos, en el que la clase de Thom es un elemento
de H˚pD, BDq.

Vemos ahora la sucesión de Gysin de un fibrado por esferas:

Teorema 4.6 (Sucesión de Gysin). Si S ÑM es un fibrado por esferas orientable,
con fibra Sk, entonces existe una sucesión exacta larga de la siguiente forma:

. . . Hq´k´1pMq HqpMq HqpSq Hq´kpMq . . .!e π˚ π˚
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donde e “ epSq es la clase de Euler de S, y además en el caso de cohomoloǵıa
de de Rham, π˚ : H˚`k`1pSq Ñ H˚`1pMq es integrar en las fibras de S (esto es
análogo a la integración en las fibras de un fibrado vectorial).

Esta sucesión nos ayudará a obtener información sobre la cohomoloǵıa de un
fibrado por esferas.

Por ejemplo, vemos que si la clase de Euler epSq se anula, entonces los grupos
de cohomoloǵıa de S coinciden con los de un producto M ˆ Sk.

La prueba del teorema se basa en usar la sucesión exacta larga del par pD,Sq,
y el isomorfismo de Thom para hacer aparecer la cohomoloǵıa de M y la clase de
Euler del fibrado.

Proof. Sea π̂ : D Ñ M fibrado por discos tal que BD “ S. Consideramos el par
pD,Sq. Tenemos la sucesión exacta larga del par:

. . . HqpD,Sq HqpDq HqpSq Hq`1pD,Sq . . .
j˚ i˚ d˚

Ahora, tomamos el isomorfismo de Thom T : H˚pMq Ñ H˚`k`1pD,Sq. Recor-
damos que es T pωq “ π̂˚pωq Y Φ, donde Φ P Hk`1pD,Sq es la clase de Thom de
D. Llamamos π̂˚ “ T´1. Mediante este isomorfismo, reemplazamos los grupos de
cohomoloǵıa del par pD,Sq por los de M , y obtenemos

. . . Hq´k´1pMq HqpDq HqpSq Hq´kpMq . . .α˚ i˚ π˚

donde α˚ “ j˚ ˝ T , y π˚ “ π̂˚ ˝ d
˚. Ahora, recordamos que π̂ : D Ñ M es una

equivalencia homotópica, y por lo tanto π̂˚ : H˚pMq Ñ H˚pDq es un isomorfismo,
con inversa s˚ : H˚pDq Ñ H˚pMq, donde s : M Ñ D es una sección. Luego,
reemplazamos HqpDq por HqpMq en la sucesión:

. . . Hq´k´1pMq HqpMq HqpSq Hq´kpMq . . .
β˚ π˚ π˚

donde ahora β˚ “ s˚ ˝ j˚ ˝ T , y el mapa entre HqpMq y HqpSq es π˚ ya que
π̂ ˝ i “ π.

Falta ver entonces que s˚ ˝ j˚ ˝ T pωq “ ω ! epSq. Recordamos que epSq “
s˚j˚Φ, donde Φ es la clase de Thom de D.

Se tiene s˚j˚pp̂i
˚
pωq ! Φq “ s˚pπ̂˚pωq ! j˚pΦqq “ s˚π̂˚pωq ! s˚j˚pΦq “ ω !

epSq.
Por lo tanto, llegamos a la sucesión exacta larga

. . . Hq´k´1pMq HqpMq HqpSq Hq´kpMq . . .!e π˚ π˚
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5 Índice de Lefschetz

5.1 Idea

Sea M una variedad diferenciable, cerrada, de dimensión n. Dado un mapa f :
M ÑM diferenciable, nos puede interesar saber si f tiene puntos fijos, y en caso
de que los tenga, cuántos tiene, y qué sucede con los mapas que son perturbaciones
de f .

En general, un mapa f podŕıa tener tener infinitos puntos fijos, sin embargo,
siempre existe una perturbación de f con finitos puntos fijos. A su vez, dado un
mapa f con #Fixpfq ă `8, es posible que haya una perturbación g de f con un
número (finito) distinto de puntos fijos. Esto se puede observar fácilmente, por
ejemplo, en funciones reales (aunque la recta real no sea una variedad cerrada, se
puede adaptar ese ejemplo para que suceda lo mismo en S1, por ejemplo). Por
estos motivos no vamos a contar los puntos fijos de la manera más ingenua, sino
que haremos una especie de conteo “signado” de puntos fijos. Al número obtenido
mediante este conteo, lo llamaremos ı́ndice de Lefschetz de f .

Daremos dos definiciones del ı́ndice de Lefschetz, una utilizando teoŕıa de in-
tersección, que puede resultar más clara conceptualmente, y luego otra utilizando
la acción inducida por f en la cohomoloǵıa de M . Esta última resultará de gran
utilidad en las siguientes secciones.

Para la primera definición del ı́ndice de Lefschetz, seguimos el caṕıtulo 3 de
[GP]. Usando ideas de la sección 12 de [BT], vemos que esta coincide con la
segunda definición, que también se encuentra alĺı.

5.2 Primera definición

Contar puntos fijos de f equivale a contar intersecciones del gráfico Γpfq ĂMˆM
de f con la diagonal ∆ ĂM ˆM .

Recordamos que si N,S ĂM son subvariedades de dimensión complementaria
que se cortan transversalmente, entonces su número de intersección es IpN,Sq,
donde

IpN,Sq “
ÿ

xPNXS

εpxq

siendo εpxq “ ˘1 el número de orientación de x en N X S.
Si N y S no se cortan transversalmente, IpN,Sq “ Ipi1pNq, Sq, donde i1 : N Ñ

M es un encaje homotópico a la inclusión i : N Ñ M , y que es transversal a S.
Por más detalles, ver las secciones A.1.2 y A.1.4 del Apéndice.

Definición 5.1. Si Γpfq y ∆ son transversales, decimos que f es un mapa de
Lefschetz.
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Si f es de Lefschetz, ΓpfqX∆ consiste de finitos puntos, por lo tanto Fixpfq ă
`8.

No todos los mapas son de Lefschetz. Sin embargo, tenemos lo siguiente:

Lema 5.2. Todo mapa f : M ÑM es homotópico a un mapa de Lefschetz.

En general puede no ser tan fácil ver si, dado un mapa con finitos puntos
fijos, este es de Lefschetz o no usando únicamente la definición. Sin embargo, la
pregunta de si la intersección de Γpfq y ∆ en un punto px, xq P M ˆM (con x P
Fixpfq) es transversal es una pregunta que equivale a conocer el comportamiento
de dxf : TxM Ñ TxM . Más precisamente, se tiene:

Lema 5.3. Dada f : M Ñ M y un punto x P Fixpfq, la intersección de ∆ con
Γpfq es transversal en px, xq si y solo si dxf : TxM Ñ TxM no tiene a 1 como
valor propio, es decir, si y solo si la transformación lineal Id´ dxf es invertible.

Cuando se cumple esta condición para x P Fixpfq, decimos que x es un punto
fijo de Lefschetz (luego, f es un mapa de Lefschetz si y solo si todos sus puntos
fijos son de Lefschetz). Como ejemplo de esto, notamos que si f : M Ñ M es un
difeomorfismo con x P Fixpfq un punto fijo hiperbólico, entonces x es un punto
fijo de Lefschetz, ya que en ese caso dxf : TxM Ñ TxM no tiene valores propios
de módulo 1.

Podemos extraer aún más información de dxf en el caso en que x es un punto
fijo de Lefschetz. Pensando en el caso de funciones f : R Ñ R, podemos ver
que dado x P Fixpfq, εpx, xq “ sgnp1 ´ f 1pxqq. Esto se generaliza de la siguiente
manera.

Lema 5.4. Si Γpfq y ∆ son transversales, entonces dado x P Fixpfq se tiene que
εpx, xq “ sgn detpId´ dxfq, donde εpx, xq es el número de orientación de px, xq en
Γpfq X∆.

Definición 5.5. Si Γpfq y ∆ son transversales, dado x P Fixpfq llamamos número
local de Lefschetz en x al número de orientación εpx, xq “ sgn detpId´ dxfq recién
mencionado, y lo denotamos Lxf .

Damos entonces nuestra primera definición del ı́ndice de Lefschetz:

Definición 5.6. El ı́ndice de Lefschetz de f : M ÑM es Lpfq “ IpΓpfq,∆q.

Proposición 5.7 (Propiedades de Lpfq). Se cumplen las siguientes:

1. Lpfq es invariante por homotoṕıas.
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Figure 7: Un mapa del ćırculo. Vemos que Lxf coincide con εpx, xq para cada
punto fijo x.

2. Si ∆ y Γpfq son transversales, entonces

Lpfq “
ÿ

xPFixpfq

Lxf

3. Si Lpfq ‰ 0, entonces Fixpfq ‰ H.

Utilizando el ı́tem 2 de la proposición anterior, podemos ver que es posible
calcular Lpfq conociendo únicamente el comportamiento local de f alrededor de
sus puntos fijos.

5.3 Cálculo de ejemplos

Veamos ahora algunos ejemplos simples, con transformaciones lineales hiperbólicas.

Ejemplo 5.8. Sea A P GLpn,Rq una matriz hiperbólica, es decir, que no tenga
valores propios de módulo 1 (que pueden ser reales o complejos). El único punto
fijo del mapa fA : Rn Ñ Rn dado por multiplicar por A es el 0, luego se tiene
L0fA “ sgn detpId ´ Aq, dado que fA es lineal y A es hiperbólica. Separamos en
tres casos según los valores propios de A.

1. Tomemos A con valores propios de módulo menor a 1. Por ser A una matriz
real, sus valores propios deben ser de la forma tλ1, . . . , λl, µ1, µ1 . . . , µr, µru
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donde l ` 2r “ n, λi P R para i “ 1, . . . , l y µj P C ´ R para j “ 1, . . . , 2r.
Se tiene

detpId´ Aq “ Πl
i“1p1´ λiqΠ

r
j“1p1´ µjqp1´ µjq

Como p1´ µjq “ p1 ´ µjq para todo j, tenemos Πr
j“1p1 ´ µjqp1 ´ µjq “

Πr
j“1|1´ µj|

2 ą 0.

Además, |λi| ă 1 para todo i, luego 1 ´ λi ą 0 para todo i, y por lo tanto
Πl
i“1p1´ λiq ą 0.

Concluimos entonces que detpId´ Aq ą 0, y por lo tanto L0pfAq “ 1.

2. Ahora consideramos A con valores propios de módulo mayor a 1. Una vez
más, sus valores propios son de la forma tλ1, . . . , λk, µ1, µ1 . . . , µs, µru con
k ` 2s “ n, y los λi, µj como arriba.

También análogamente, tenemos

detpId´ Aq “ Πk
i“1p1´ λiqΠ

s
j“1p1´ µjqp1´ µjq

con Πs
j“1p1´ µjqp1´ µjq “ Πr

j“1|1´ µj|
2 ą 0.

Luego, queda ver qué sucede con Πk
i“1p1´ λiq. Recordamos que λi P R, con

|λi| ą 1. Si A preserva orientación, entonces una cantidad par de los λi es
menor a cero. Ordenándolos a todos de menor a mayor, se tiene λ1 ă . . . ă
λ2t ă 0 ă λ2t`1 ă . . . ă λk, con 2t ď k. En ese caso,

sgn detpId´ Aq “ sgn Πk
i“1p1´ λiq

“ sgn Π2t
i“1p1´ λiqΠ

k
i“2t`1p1´ λiq

“ sgn Πk
i“2t`1p1´ λiq

“ p´1qk´2t

“ p´1qk

Pero se tiene 2s`k “ n, y por lo tanto p´1qk “ p´1qn. Concluimos entonces
que, si A preserva orientación, L0pfAq “ sgn detpId´ Aq “ p´1qn.

De forma análoga, se prueba que si A revierte orientación, entonces L0pfAq “
sgn detpId´ Aq “ p´1qn`1.

3. Ahora, si A P GLpn,Rq es una matriz hiperbólica cualquiera, consideramos
Eu la suma directa de todos los subespacios propios generalizados (para A)
correspondientes a valores propios de módulo mayor a 1, y Es el análogo
para valores propios de módulo menor a 1. Luego, Rn “ Eu ‘Es, y además
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ApEuq “ Eu, ApEsq “ Es. Además, A|Es es una transformación lineal como
en el caso 1, y A|Eu como en el caso 2. Por lo tanto, tenemos

sgn detpId´ Aq “ sgn detpId´ Aq|Eusgn detpId´ Aq|Es

Supongamos queA|Eu preserva orientación. Por los casos anteriores, L0pfAq “
sgn detpId´ Aq “ p´1qdimEu .

Análogamente, si A|Eu revierte orientación, entonces L0pfAq “ p´1qdimEu`1.

Ahora, usamos el ejemplo anterior para probar algo que será útil luego.

Ejemplo 5.9. Analicemos qué sucede en el caso en el que f : M Ñ M es un
difeomorfismo de Anosov con fibrado inestable Eu orientable, que preserva la
orientación de Eu. Observamos que f es un mapa de Lefschetz (en particular,
#Fixpfq ă `8), porque todos sus puntos fijos son hiperbólicos. Luego, vale

Lpfq “
ÿ

xPFixpfq

Lxf

Afirmamos que Lxf “ p´1qdimEu para todo x P Fixpfq, de lo que se concluiŕıa que
|Lpfq| “ #Fixpfq. Verifiquemos que se cumple:

Sea x P Fixpfq arbitrario. Tenemos que Lxf “ sgn detpId ´ dxfq. Como
dxf es una transformación lineal invertible e hiperbólica, entonces podemos usar
el ejemplo anterior. Sabemos que TxM “ Eu

x ‘ Es
x. Tenemos, por las condi-

ciones de expansión y contracción en Es y Eu que Eu
x es la suma directa de todos

los subespacios propios generalizados para dxf correspondientes a valores propios
de módulo mayor a 1, y lo mismo para Es

x con subespacios propios generaliza-
dos correspondientes a valores propios de módulo menor a 1. Luego, como en el
caso 3 del ejemplo anterior, usando que dxf |Eux preserva orientación, obtenemos
sgn detpId´ dxfq “ p´1qdimEux “ p´1qdimEu .

Para este ejemplo fue importante tener espacios inestables definidos en toda
la variedad, y orientados coherentemente. De otro modo, se podŕıa tener can-
celaciones de los ı́ndices de Lefschetz de distintos puntos. Por ejemplo, podemos
considerar la herradura de Smale (ver [Sma]), un difeomorfismo de S2 tal que la
cantidad de puntos periódicos hiperbólicos crece exponencialmente, y sin embargo
el número de Lefschetz Lpf lq siempre es menor o igual a 2, debido a estas can-
celaciones: el diferencial de f preserva la orientación del espacio inestable para
algunos puntos fijos, pero no para otros.

Proposición 5.10. Si f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov con fibrado
inestable orientable, donde M es una variedad orientable, entonces

|Lpfq| “ #Fixpfq

Ahora podemos introducir la segunda definición del ı́ndice de Lefschetz.
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5.4 Segunda definición

Definición 5.11. Sea M una variedad compacta, y f : M Ñ M una función
continua. Para cada q ě 0, f induce un morfismo f˚ : HqpMq Ñ HqpMq.

Definimos el ı́ndice de Lefschetz de f como

Lpfq “
ÿ

qě0

p´1qqtrpf˚ : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

Observamos que por ser M una variedad compacta, hay únicamente finitos
términos no nulos, y cada uno de ellos es un número entero4, por lo tanto Lpfq
también lo es.

Teorema 5.12. Las definiciones presentadas del ı́ndice de Lefschetz coinciden, es
decir, si f : M ÑM es diferenciable, entonces

IpΓpfq,∆q “
ÿ

qě0

trpf˚ : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

Esta definición nos permite relacionar el ı́ndice de Lefschetz como lo definimos
anteriormente con la acción en cohomoloǵıa de un mapa diferenciable. El ı́ndice
de Lefschetz condiciona cómo puede ser esta acción inducida, y viceversa.

Como corolario, tenemos el teorema del punto fijo de Brouwer.

Corolario 5.13. Si f : Dn Ñ Dn es continua, donde Dn es un disco cerrado de
dimensión n, entonces f tiene un punto fijo.

Proof. Supongamos que f : Dn Ñ Dn es continua y no tiene puntos fijos. Como
Dn es una variedad con borde, no podemos considerar inmediatamente el número
de Lefschetz de un mapa diferenciable y homotópico a f , que ya concluiŕıa con la
prueba. Alternativamente, se podŕıa ver una versión del ı́ndice de Lefschetz para
variedades con borde.

Podemos definir, a partir de f , un mapa f̂ : Sn Ñ Sn sin puntos fijos, que
coincida con f en la clausura del hemisferio sur, y que se defina en cada el hemisferio
norte como f̂px1, . . . , xn`1q “ fpx1, . . . , xn,´xn`1q. Luego f̂ es continua y no
sobreyectiva, y no tiene puntos fijos. Pero esto no es posible, dado que si g :
Sn Ñ Sn es diferenciable y no es sobreyectiva, se tiene degpgq “ 0, y por lo tanto
Lpgq “ 1, lo que implicaŕıa que g śı debe tener puntos fijos.

Por lo tanto, alcanza con tomar g diferenciable y homotópica a f suficiente-
mente cerca para ser también no sobreyectiva y no tener puntos fijos.

4para cohomoloǵıa singular con coeficientes en Z, esto es inmediato. Si cambiamos a coefi-
cientes en R, vale por el teorema del coeficiente universal. Para cohomoloǵıa de de Rham se
sigue del teorema de de Rham.
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5.5 Coincidencia de las definiciones

Probamos en esta sección que las definiciones dadas del ı́ndice de Lefschetz coin-
ciden. Para esto, utilizamos lo discutido en la sección 3.2.

Demostración del Teorema 5.12. Recordamos que si X, Y Ă Z son subvariedades
cerradas y orientadas, se tiene IpX, Y q “

ş

Y
ηX .

Tomamos ahora Z “M ˆM , X “ Γpfq, Y “ ∆, y obtenemos

Lpfq “ IpΓpfq,∆q

“

ż

∆

ηΓpfq

“ p´1qn
2

ż

Γpfq

η∆

Ahora, podemos ver a Γpfq como la imagen del mapa ϕf : M ÑM ˆM dado por
x ÞÑ px, fpxqq. De ah́ı, tenemos

ż

Γpfq

η∆ “

ż

ϕf pMq

η∆

“

ż

M

ϕ˚f pη∆q

Podemos calcular expĺıcitamente ϕ˚f pη∆q. Para esto, escribimos η∆ de forma con-
veniente.

Lema. Sea tωiuiPI una base de H˚pMq, y sea tτiuiPI su base dual respecto a la
dualidad de Poincaré, es decir, tal que

ş

M
ωi^ τj “ δij. Sean π1, π2 : M ˆM ÑM

las proyecciones al primer y segundo factor respectivamente.
Entonces, se tiene

η∆ “
ÿ

iPI

p´1qdegωiπ˚1ωi ^ π
˚
2τi

Demostración del Lema. Sabemos que tπ˚1ωi ^ π˚2τj : i, j P Iu es una base de
H˚pM ˆMq. Luego, tenemos η∆ “

ř

i,jPI cijπ
˚
1ωi ^ π˚2τj para ciertos coeficientes

cij P R. Veamos que ckl “ p´1qdegωkδkl para todos k, l P I.
Por un lado, se tiene ∆ “ ipMq, donde i : M Ñ M ˆM es el mapa diagonal.

Luego:
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ż

∆

π˚1τk ^ π
˚
2ωl “

ż

M

i˚pπ˚1τkq ^ i
˚
pπ˚2ωlq

“

ż

M

τk ^ ωl

“ p´1qpdegωlqpdegτkqδkl

Por otro lado, podemos usar que η∆ es dual de Poincaré a ∆:

ż

∆

π˚1τk ^ π
˚
2ωl “

ż

MˆM

π˚1τk ^ π
˚
2ωl ^ η∆

“
ÿ

i,jPI

cij

ż

MˆM

π˚1τk ^ π
˚
2ωl ^ π

˚
1ωi ^ π

˚
2τj

“
ÿ

i,jPI

cijp´1qpdegωiqpdegτkq`pdegωlqpdegωiq

ż

MˆM

π˚1 pωi ^ τkq ^ π
˚
2 pωl ^ τjq

Esta última expresión es, por el teorema de Fubini, igual a p´1qpdeg τk`degωlqpdegωkqckl.
Luego, tenemos que ckl “ p´1qdegωkδkl, como queŕıamos.

Ahora solo queda calcular ϕ˚f pη∆q.

Lema. Sea tωi : i P Iu una base de H˚pMq, y tτi : i P Iu su base dual mediante
dualidad de Poincaré, de forma tal que η∆ “

ř

iPIp´1qdegωiπ˚1ωi ^ π
˚
2τi.

Se tiene entonces

ϕ˚f pη∆q “
ÿ

iPI

p´1qdegωiωi ^ f
˚τi

Asumiendo el lema, cuya prueba es elemental, solamente queda expresar f˚ en
las bases tωiu, tτiu para terminar con la prueba del resultado.

5.6 Difeomorfismos de Anosov y Lpfq

Veremos ahora que, en el caso de un difeomorfismo de Anosov f : M Ñ M , el
ı́ndice de Lefschetz nos da un conteo preciso de los puntos periódicos de f , en
términos de su acción en cohomoloǵıa.
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Ejemplo 5.14. Revisitemos el Ejemplo 1.2. En ese caso, obtuvimos que |Lpfq| “
#Fixpfq, cuando f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov que cumple ciertas
condiciones. Por lo tanto, tenemos que la cantidad de puntos fijos de f se relaciona
con su acción en cohomoloǵıa de la siguiente manera

#Fixpfq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

qě0

p´1qqtrpf˚ : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Como f l cumple las condiciones planteadas en el Ejemplo 1.2 para todo l ě 1
siempre que f las cumpla, se tiene

#Fixpf lq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

qě0

p´1qqtrpf l˚ : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Veremos luego que el hecho de que f : M ÑM sea un difeomorfismo de Anosov
nos da ciertos estimativos del comportamiento de #Fixpf lq según l.

6 Pruebas de los resultados

Probamos ahora los resultados que se enunciaron en la sección 1.2.
Empezamos con el Teorema 1.2. Recordamos que este nos dice que, en una

variedad orientable M y para un difeomorfismo de Anosov f : M ÑM con fibrado
inestable orientable, se tiene

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

q

p´1qqtrpf˚l : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ #Fixpf lq “ elhtoppfq ` opelhtoppfqq

si f es transitivo, y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

q

p´1qqtrpf˚Kl : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ #FixpfKlq “ peKlhtoppfq ` opeKlhtoppfqq

en el caso general, donde K ą 0 es entero y p es la cantidad de piezas subbásicas
en la descomposición espectral de f correspondientes a piezas básicas con entroṕıa
topológica igual a htoppfq.

Demostración del teorema 1.2. En el caṕıtulo 5 (teorema 5.12) probamos Lpf lq “
ř

qě0p´1qqtrpf˚l : HqpMq Ñ HqpMqq. Por otro lado, en 5.10 probamos que

|Lpf lq| “ #Fixpf lq.
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Entonces, concluimos el resultado gracias al corolario 2.23 en el caso transitivo,
y el corolario 2.24 en el caso general, que relacionan #Fixpf lq con la entroṕıa
topológica de f .

Ahora probamos el corolario 1.3, que dice que, si M es orientable, el morfismo
inducido en H˚pMq por un difeomorfismo de Anosov f : M Ñ M con fibrado
inestable orientable no puede ser el morfismo identidad.

Demostración del corolario 1.3. Sea f : M Ñ M un difeomorfismo en una var-
iedad orientable que induce el morfismo identidad en cohomoloǵıa. Entonces, se
tiene

|Lpf lq| “ |
ÿ

qě0

p´1qqtrpf˚l : Hq
pMq Ñ Hq

pMqq|

“ |
ÿ

qě0

p´1qqdimHq
pMq|

“ |χpMq|

y por lo tanto |Lpf lq| está acotado. Pero, por lo visto en el caṕıtulo 5, en el
caso de un difeomorfismo de Anosov con fibrado inestable orientable, se tiene que
|Lpf lq| “ #Fixpf lq.

Luego, como #Fixpf lq para un difeomorfismo de Anosov crece exponencial-
mente, no puede ser acotado, y por lo tanto f no es un difeomorfismo de Anosov.

Observamos que para este teorema no precisamos conocer la tasa de crecimiento
exponencial de la cantidad de puntos fijos para potencias de un difeomorfismo de
Anosov: nos alcanzó con saber que esta crece exponencialmente. Más aún, nos
hubiera alcanzado con saber que no está acotada.

Ahora vemos que no hay difeomorfismos de Anosov en S2 ˆ S2 (ejemplo 1.7).
Esta prueba es la que aparece en [GRH], y es la que generalizan luego a fibrados.

1.7. Llamamos M “ S2 ˆ S2. Primero, observamos que S2 ˆ S2 es simplemente
conexa, y por lo tanto todo fibrado vectorial sobre M será orientable. Luego, si f
es un difeomorfismo de Anosov en M , no puede inducir el morfismo identidad en
cohomoloǵıa, pero veremos que todo difeomorfismo en M tiene una potencia que
induce la identidad en H˚pMq.

Por el teorema de Künneth, tenemos
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Hq
pMq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x1y si q “ 0

xα, βy si q “ 2

xεy si q “ 4

0 si q ‰ 0, 2, 4

donde además podemos tomar α2 “ β2 “ 0, α ! β “ ε.
Tomando posiblemente una potencia de f , podemos asumir que induce la iden-

tidad en H0pMq y H4pMq, es decir, que f˚ε “ ε. Queda entonces ver que alguna
potencia de f induce la identidad en H2pMq.

Consideramos la matriz A asociada a f˚|H2pMq : H2pMq Ñ H2pMq. Tenemos

A “

ˆ

a b
c d

˙

con a, b, c, d enteros tales que ad´ bc “ ˘1. Tomando una potencia de f , podemos
suponer ad´ bc “ 1.

Ahora, sabemos que los morfismos inducidos en cohomoloǵıa respetan el pro-
ducto, por lo tanto:

• 0 “ f˚pα2q “ f˚pαq ! f˚pαq

• 0 “ f˚pβ2q “ f˚pβq ! f˚pβq

• ε “ f˚pα ! βq “ f˚pαq ! f˚pβq

Y obtenemos, por ejemplo de la primera:

0 “ f˚pαq ! f˚pαq

“ paα ` cβq ! paα ` cβq

“ ac α ! β ` ca β ! α

“ 2ac α ! β

“ 2ac ε

y por lo tanto 2ac “ 0.
Análogamente, conseguimos relaciones usando las otras igualdades. Concluimos:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ac “ 0

bd “ 0

ad` bc “ 1

ad´ bc “ 1
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de esto se concluye a “ d “ ˘1, b “ c “ 0. Pero entonces, una potencia de f
induce la identidad en cohomoloǵıa. Por lo tanto, f no puede ser un difeomorfismo
de Anosov.

Probamos ahora el corolario 1.4. Recordamos que este dice que toda variedad
orientable que admita difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable orientable
debe tener algún grupo de cohomoloǵıa de dimensión mayor o igual a 2.

La prueba es directa a partir del corolario 1.3, que ya probamos.

Demostración del corolario 1.4. Si fuera dimHqpMq ď 1 para todo q tendŕıamos
que, para todo mapa f : M ÑM , f 2 induce el morfismo identidad en cohomoloǵıa.

Por lo tanto, ningún mapa f : M ÑM puede ser un difeomorfismo de Anosov
con fibrado inestable orientable, por 1.3.

Usando ahora la sucesión de Gysin, probamos los resultados que involucran
fibrados por esferas:

Comenzamos por el teorema 1.6. Este nos dice que, si tenemos un fibrados por
esferas S ÑM , donde dimM “ dimS “ 2n, entonces S no admite difeomorfismos
de Anosov transitivos, y además si dimHqpMq ď 1 para todo q y el fibrado es ori-
entable, M no admite difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable orientable.

Demostración del teorema 1.6. Supongamos que existe un difeomorfismo de Anosov
f : S Ñ S. Llamamos Eu al fibrado inestable asociado a f .

Afirmación. Para ver que S no admite difeomorfismos de Anosov transitivos,
alcanza con considerar el caso en que S Ñ M es un fibrado orientable, S es una
variedad orientable y Eu es orientable.

Si una de las hipótesis en la afirmación no se cumple, se toma un cubrimiento
finito y se levanta f a este cubrimiento de forma que se cumplan. La prueba de
que este levantado sigue siendo un difeomorfismo de Anosov, y de que es transitivo
si f es transitivo se encuentra en [GRH].

Probamos entonces el resultado asumiendo las hipótesis en la afirmación.
Resumimos ahora la estrategia de la prueba:

• Usamos la sucesión de Gysin para relacionar HqpSq con HqpMq cuando q ‰
0, 2n, 4n y calcular H2npSq.

• Damos generadores expĺıcitos de H2npSq y calculamos la acción de f˚ alĺı.

Esto ya alcanza para probar que si dimHqpMq ď 1 para todo q, S no admite
difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable orientable.
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• Vemos que las trazas de f˚ : HqpSq Ñ HqpSq y f˚ : Hq`2npSq Ñ Hq`2npSq
coinciden para 0 ď q ď 2n.

• Concluimos que f no puede ser un difeomorfismo de Anosov transitivo, ya
que veremos que los cálculos hechos en el paso anterior implicarán que debe
tener más de una pieza básica.

Empezamos entonces calculando HqpSq usando la sucesión de Gysin del fibrado
S ÑM .

Tenemos:

. . . Hq´2n´1pMq HqpMq HqpSq Hq´2npMq . . .!e π˚ π˚

Dado que epSq P H2n`1pMq “ 0, tenemos epSq “ 0. Por lo tanto, la sucesión de
Gysin se parte en varias sucesiones exactas cortas, de la forma

0 HqpMq HqpSq Hq´2npMq 0π˚ π˚

para cada q ě 0. Podemos concluir entonces lo siguiente:

• Si q ă 2n, π˚ : HqpMq Ñ HqpSq es un isomorfismo.

• Si q ą 2n, π˚ : HqpSq Ñ Hq´2npMq es un isomorfismo.

• H2npSq – R2.

Veamos ahora cómo es la acción de f˚ en H2npSq. Para esto, tomamos gener-
adores expĺıcitos de H2npSq.

Tomamos una fibra S2n “ π´1pxq, donde x es un punto de M . Sabemos que
H2npMq “ xηtxuy. Luego, podemos definir α “ π˚ηtxu “ ηπ´1pxq “ ηS2n , que es un
elemento de H2npSq.

Por otro lado sabemos (ver A.11), por ser dimM “ 2n, que existe una sección
s : M Ñ S. Luego, spMq es una subvariedad de S de dimensión 2n, y definimos
β “ ηspMq P H

2npSq.
Veamos que H2npSq “ xα, βy. Alcanza con probar que α y β son linealmente

independientes. Pero tenemos α^β “ ηS2n^ηspMq “ ηS2nXspMq. Por ser s : M Ñ S
una sección del fibrado, la fibra S2n “ π´1pxq y spMq se intersectan en un único
punto y P S, luego α ^ β “ ηtyu “ ˘τ , siendo τ P H4npSq una forma de volumen
en S. Por lo tanto, tanto α como β son no nulas, y no puede ser una múltiplo de
la otra ya que α ^ α “ ηS2nXS2n “ ηH “ 0, dado que siempre es posible perturbar
la inclusión de una fibra en S para que no se autointersecte.
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Probamos entonces que H2npSq “ xα, βy, donde α2 “ 0, α^β “ ˘τ y β2 “ kτ ,
para k “ IpspMq, spMqq P Z. Podemos suponer que α ^ β “ τ . Vemos ahora que
esto implica que f˚ actúa como la identidad en H2npSq, a menos posiblemente de
tomar una potencia de f .

Llamamos A a la matriz asociada a f˚|H2npSq en la base tα, βu. Entonces,

A “

ˆ

a b
c d

˙

donde f˚α “ aα ` cβ, f˚β “ bα ` dβ. Las entradas de la matriz son números
enteros, ya que las podemos calcular expĺıcitamente como (sumas de) números
de intersección de subvariedades. Podemos suponer además, tomando f 2 si es
necesario, que f˚τ “ τ .

Sabemos que f˚ respeta el producto exterior, y por lo tanto, debe ser:

1. pf˚αq2 “ f˚pα2q

2. f˚pαq ^ f˚pβq “ f˚pα ^ βq

3. pf˚βq2 “ f˚pβ2q

A partir de 1, 2 y 3, y porque A debe ser invertible (y su inversa de coeficientes
enteros), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

2ac` c2k “ 0

ad` cb` cdk “ 1

2bd` d2k “ k

ad´ bc “ 1

Es importante observar que para obtener este sistema de ecuaciones se usa, como
en el caso de S2 ˆ S2, la paridad de 2n para ver que α ^ β “ β ^ α.

Se puede ver que esto implica que a “ d “ ˘1, b “ c “ 0. Una vez más,
tomando una potencia de f tenemos f˚|H2npSq “ id.

En el caso en que dimHqpMq ď 1 para todo q, ya podemos ver que S no
admite difeomorfismos de Anosov ya que tenemos dimHqpSq ď 1 para q ‰ 2n, y
f˚|H2npSq “ id, por lo tanto si f fuera Anosov, se tendŕıa que |Lpf lq| “ #Fixpf lq
está acotado, y esto no puede suceder.

Veamos ahora que f no puede ser un difeomorfismo de Anosov transitivo, sin
la restricción en la cohomoloǵıa de M . Para esto, veremos cómo es la acción de
f˚ en HqpSq, para q ‰ 2n.

Primero, un lema que nos permitirá dar un isomorfismo expĺıcito entre HqpSq
y Hq´2npSq, para 2n ă q ă 4n.
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Lema. Sea q entero tal que 2n ă q ă 4n. Entonces, el diagrama

Hq´2npDq Hq´2npSq

Hq`1pD,Sq HqpSq

i˚

^Φ ^β

δ˚

conmuta a menos de un signo, donde i˚ : Hq´2npDq Ñ Hq´2npSq está inducido
por la inclusión.

Demostración (lema). Recordamos que, si j : pD2n`1, S2nq Ñ pD,Sq es la in-
clusión de una fibra, entonces tenemos un cuadrado conmutativo dado por

H2npS2nq H2npSq

H2n`1pD2n`1, S2nq H2n`1pD,Sq

δ˚

j˚

δ˚

j˚

donde H2n`1pD,Sq está generado por la clase de Thom del fibrado por discos
D ÑM . Ahora, j˚β “ j˚ηipMq “ ηj´1pipMqq “ ηy, donde y es el punto de spMq que
está en la fibra. Pero entonces, j˚β genera H2npS2nq (dado que es dual de Poincaré
a un punto). Además sabemos que δ˚ : H2npS2nq Ñ H2n`1pD2n`1, S2nq es un
isomorfismo (D2n`1 es contractible), y por lo tanto manda j˚β en un generador de
H2n`1pD,Sq.

Pero también sabemos que j˚ : H2n`1pD,Sq Ñ H2n`1pD2n`1, S2nq manda la
clase de Thom ΦpDq en un generador de H2n`1pD2n`1, S2nq. Pero entonces, por
la conmutatividad del diagrama, δ˚β “ ˘ΦpDq.

Para probar la conmutatividad del cuadrado en el lema, alcanza ahora con
usar la definición de δ˚. Dada ω P Hq´2npDq, δ˚pi˚pωq ^ βq P Hq`1pD,Sq está
representada por la derivada exterior de una extensión de i˚pωq ^ β a D. Pero,
como δ˚β “ ˘Φ, sabemos que existe una extensión β1 de β a D que tiene como
derivada exterior una forma cohomóloga con ˘Φ. Luego, ω ^ β1 es una extensión
de i˚pωq^β, y su derivada exterior es dpω^β1q “ ˘ω^ dβ1, que está en la misma
clase que ˘Φ, pues ω es cerrada.

Por lo tanto, el cuadrado conmuta.

Ahora, un segundo lema, que nos permitirá relacionar la traza de f˚|Hq´2npSq :
Hq´2npSq Ñ Hq´2npSq con la de f˚|HqpSq : HqpSq Ñ HqpSq.
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Lema. Si 2n ă q ă 4n, entonces el morfismo Hq´2npSq Ñ HqpSq dado por
ω ÞÑ ω ^ β es un isomorfismo.

Demostración del Lema. Alcanza con probar, por el lema anterior, que δ˚ : HqpSq Ñ
Hq`1pD,Sq e i˚ : Hq´2npDq Ñ Hq´2npSq son isomorfismos.

Sabemos que π˚H
qpSq Ñ Hq´2npMq es un isomorfismo, por ser q ą 2n. Recor-

dando la definición de π˚, tenemos que π˚ “ δ˚ ˝ T´1, donde T : Hq`1pD,Eq Ñ
Hq´2npMq es el isomorfismo de Thom. Por lo tanto, δ˚ es un isomorfismo.

Ahora, vemos que i˚ : Hq´2npDq Ñ Hq´2npSq es un isomorfismo. Sabemos
que, si π̂ : D Ñ M es la proyección del fibrado por discos D, entonces π̂ ˝ i “ π.
Por lo tanto, i˚ ˝ π̂˚ “ π˚. Pero sabemos que π̂˚ es un isomorfismo por ser π̂ una
equivalencia homotópica, y π˚ : Hq´2npMq Ñ Hq´2npSq es un isomorfismo por ser
q ´ 2n ă 2n. Esto termina de probar el lema.

Ahora, tenemos que el siguiente diagrama conmuta, dado que f˚β “ β:

Hq´2npSq Hq´2npSq

HqpSq HqpSq

^β

f˚

^β

f˚

Pero entonces, por ser ^β : Hq´2npSq Ñ HqpSq un isomorfismo cuando 2n ă
q ă 4n, tenemos que trpf˚|Hq´2npSq : Hq´2npSq Ñ Hq´2npSqq “ trpf˚|HqpSq :
HqpSq Ñ HqpSqq.

Ahora, calculamos #Fixpf lq usando la fórmula de Lefschetz:

#Fixpf lq “ |1` trpId|H2npSqq ` 1`
ÿ

q‰0,2n,4n

p´1qqtrpf˚|HqpSq : Hq
pSq Ñ Hq

pSqq|

“ 2 |2`
ÿ

0ăqă2n

p´1qqtrpf˚|HqpSq : Hq
pSq Ñ Hq

pSqq|

Pero entonces, tomando λ como el valor propio de f˚ de mayor módulo, tenemos

#Fixpf lq “ 2kλl ` opλlq

siendo k un entero. Esto nos dice que f no puede ser un difeomorfismo de Anosov
transitivo, por el corolario 2.23.
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Observamos que fue fundamental en la prueba ver que una potencia de f induce
la identidad en H2npSq. Para esto, usamos que 2n es par, para ver que si α, β P
H2npSq entonces α ! β “ p´1q4β ! α. Esto no funcionaŕıa aśı si α y β tuvieran
grado 3, por ejemplo. Luego, este procedimiento no sirve para S3 ˆ S3.

Por último, probamos el teorema 1.9. En este caso, tenemos un fibrado S Ñ
Mn con fibra Sm, siendo m ą n. La prueba es un poco más simple que la del
teorema anterior, pero las ideas son similares.

Demostración del teorema 1.9. Sea f : S Ñ S un difeomorfismo. Supongamos
que es un difeomorfismo de Anosov.

Una vez más, asumimos primero que S está orientado y que M es orientable.
La estrategia de la prueba será:

• Usamos la sucesión de Gysin para calcular HqpSq en términos de HqpMq.

• Damos isomorfismos HqpSq Ñ Hq`mpSq que conjugan la acción de f˚ en
estos grupos. Luego, concluimos que las trazas de los morfismos inducidos
en estos coinciden.

• Concluimos el resultado mirando el ı́ndice de Lefschetz de f , y viendo qué
implica acerca de la cantidad de puntos periódicos y de piezas básicas de f .

Por ser m ą n, aplicando el teorema A.11 del Apéndice vemos que existe una
sección s : M Ñ S y por lo tanto la clase de Euler e “ epSq es 0. Entonces, la
sucesión de Gysin nos da sucesiones exactas cortas de la forma

0 HqpMq HqpSq Hq´mpMq 0π˚ π˚

y, por lo tanto, tenemos:

Hq
pSq “

$

’

&

’

%

HqpMq si q “ 0, . . . , n

0 si q “ n` 1, . . . ,m´ 1

Hq´mpMq si q “ m, . . . ,m` n

Por ser m ą n, existe una sección s : M Ñ S. Luego, ipMq Ă S es una
subvariedad encajada de dimensión n, y entonces tiene dual de Poincaré τ “
ηipMq P H

mpSq.

Lema. Si 0 ď q ď n, entonces el mapa HqpSq Ñ Hq`mpSq dado por ω ÞÑ ω ^ τ
es un isomorfismo.
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Demostración del lema. Consideramos el siguiente diagrama:

HqpSq Hq`mpSq

HqpMq HqpMq

^τ

π˚π˚

id

Este es conmutativo a menos de un signo si y solamente si π˚pπ
˚pωq^ τq “ ˘ω

para toda ω P HqpSq.
En la proposición 3.30 probamos (para fibrados vectoriales, la prueba en este

caso es análoga, dado que π˚ es integrar en las fibras) que π˚pπ
˚pωq^τq “ ω^π˚pτq.

Por lo tanto, alcanza con probar que π˚pτq “ ˘1. Pero para cada fibra F “

π´1pxq tenemos i : F Ñ S la inclusión, tal que

ż

F

i˚τ “

ż

F

s˚ηspMq

“

ż

F

ηi´1pspMqq

“

ż

F“π´1pxq

ηtspxqu

“ ˘1

donde ηspxq es el dual de Poincaré a la subvariedad tspxqu Ă F de F , y por lo tanto
su integral en F es ˘1.

Como 0 ď q ď n, tanto π˚ : HqpMq Ñ HqpSq como π˚ : Hq`mpSq Ñ HqpMq
son isomorfismos. Por lo tanto, como el diagrama conmuta a menos de un signo,
tenemos que el morfismo HqpSq Ñ Hq`mpSq dado por ω ÞÑ ω ^ τ también es un
isomorfismo.

Ahora vemos que f˚τ “ τ (posiblemente cambiando f por un iterado). Esto
nos permitirá, como en la prueba del teorema 1.6, comparar la acción de f˚ en
HqpSq con su acción en Hq`mpSq.

Lema. Se tiene f˚τ “ ˘τ .

Demostración del lema. Tenemos un isomorfismo π˚ : HmpSq Ñ H0pMq – R,
luego HmpSq “ xτy, y por lo tanto por ser f un difeomorfismo se tiene f˚τ “
˘τ .
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De estos lemas concluimos que trpf˚ : HqpSq Ñ HqpSqq “ trpf˚ : Hq`mpSq Ñ
Hq`mpSqq, para q “ 0, . . . , n. Esto se cumple también para los morfismos inducidos
por potencias de f .

Por lo tanto, tenemos:

|Lpf lq| “
ÿ

0ďqďq`m

p´1qqtrpf l˚ : Hq
pSq Ñ Hq

pSqq

“
ÿ

0ďqďn,mďqďn`m

p´1qqtrpf l˚ : Hq
pSq Ñ Hq

pSqq

“
ÿ

0ďqďn

pp´1qq ` p´1qq`mqtrpf l˚ : Hq
pSq Ñ Hq

pSqqq

Pero entonces, si m es impar tenemos |Lpf lq| “ 0, y por lo tanto f no puede ser
un difeomorfismo de Anosov.

Por otro lado, si m es par, obtenemos de la misma forma que en la prueba del
teorema 1.6 que f debe tener una cantidad par de piezas subbásicas contenidas en
piezas básicas de entroṕıa máxima, y por lo tanto f no puede ser un difeomorfismo
de Anosov transitivo.

Ahora probamos la proposición 1.10. Tenemos que probar que si M es ori-
entable con χpMq ‰ 0 y f : M Ñ M es un difeomorfismo de Anosov de codi-
mensión k, entonces k es par, y si además Eu es orientable, entonces HkpMq ‰ 0.

Demostración de 1.10. Sea M cerrada y orientable de dimensión n, con χpMq ‰ 0.
Tenemos ω P HnpMq un generador que integra 1 en M .

Si f : M ÑM es un difeomorfismo de Anosov de codimensión impar, entonces
dimEu es impar. Por 3.49, TM no puede tener subfibrados de dimensión impar,
y luego no puede existir un tal difeomorfismo.

Ahora, si k es par y Eu es orientable, entonces Es también lo es. Luego, existen
las clases de Euler de Eu y Es, y deben ser no nulas porque de lo contrario seŕıa
χpMqω “ epTMq “ epEuq ^ epEsq “ 0, pero por hipótesis χpMq ‰ 0. Por lo
tanto, epEuq P HkpMq ‰ 0.

Observamos que esto nos da otra prueba de que S2ˆS2 no admite difeomorfis-
mos de Anosov. Por 1.10, un difeomorfismo de Anosov en dicha variedad debeŕıa
ser de codimensión 2.

Por otro lado, la clase de Euler del fibrado inestable (orientable pues S2ˆS2 es
simplemente conexa) epEuq seŕıa no nula y además cumpliŕıa f˚epEuq “ ˘epEuq,
luego f˚|H2pS2ˆS2q tendŕıa a ˘1 como valor propio, pero eso implicaŕıa que es, a
menos de un signo, el morfismo identidad.
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A Apéndice

A.1 Preliminares topológicos

A.1.1 Fibrados

Las definiciones que damos en esta sección se pueden encontrar en [Ste].
El concepto de fibrado por un espacio sobre otro es, en cierto sentido, una

generalización del concepto de producto de espacios.
Si M , F son espacios topológicos y llamamos E “MˆF , entonces tenemos las

proyecciones π : E Ñ M , p : E Ñ F sobre M y F respectivamente. Observamos
que, dado x P M , π´1pxq “ txu ˆ F , es decir, todas las fibras de la proyección π
son homeomorfas a F . De este modo, el espacio E se puede descomponer como
una unión de copias de F (las fibras de π), parametrizadas por los puntos x en M .

Definición A.1. Un fibrado topológico con fibra F y base M consiste en un
espacio E junto con un mapa continuo π : E ÑM , de tal forma que:

• Existe un cubrimiento por abiertos tUα : α P Iu de M , y homeomorfismos
ϕα : π´1pUαq Ñ UαˆF que preservan fibras (es decir, tales que ϕα : π´1pxq Ñ
txu ˆ F es un homeomorfismo).

• Las llamadas funciones de transición gαβ : Uα X Uβ Ñ HomeopF q dadas por
gαβpxq “ ϕ´1

α ϕβ|txuˆF son continuas.

En el producto E “ M ˆ F , tenemos proyecciones tanto hacia M como hacia
F , que actúan como coordenadas globales en E.

Además, dado un punto px0, y0q en E, tenemos “copias” de M y F en E que
lo contienen. Alcanza con tomar tx0u ˆ F y M ˆ ty0u. Es decir, tenemos encajes
F Ñ E y M Ñ E, que a cada punto de M (resp. F ) le asignan un punto en la
fibra de π (resp. p). Es decir, si s : M Ñ E es un tal encaje, se tiene π ˝ s “ idM
(y análogamente para F ).

Definición A.2. Una sección de un fibrado π : E Ñ M es un mapa continuo
s : M Ñ E tal que π ˝ s “ idM .

En un fibrado, puede suceder que se pierdan ciertas propiedades: no necesari-
amente se tienen coordenadas globales bien definidas, o secciones M Ñ E, o una
proyección p : E Ñ F .

Localmente el fibrado es un producto, y por lo tanto śı hay coordenadas locales
análogas al caso del producto. No necesariamente se podrán extender coherente-
mente a coordenadas globales.

Necesitaremos también una noción de equivalencia entre fibrados. Esto nos
lleva a definir lo que es un mapa entre dos fibrados.
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Definición A.3. Dados dos fibrados π : E Ñ M , π1 : E 1 Ñ M 1, un mapa entre
ellos consiste en un par de mapas f : M ÑM 1, f̂ : E Ñ E 1 tales que π1 ˝ f̂ “ f ˝π.

En ese caso, decimos que f̂ cubre a f .

Definición A.4. Dados dos fibrados π : E Ñ M , π1 : E 1 Ñ M 1, decimos que
son equivalentes si existen mapas de fibrados pf̂ , fq : pE, π,Mq Ñ pE 1, π1,M 1q y
pĝ, gq : pE 1,M 1, π1q Ñ pE,M, πq tales que pf̂ ˝ĝ, f ˝gq “ pidE1 , idM 1q y pĝ˝f̂ , g˝fq “
pidE, idMq.

En general, un fibrado puede tener más estructura que la de un fibrado topológico.
Por ejemplo, en el caso en el que la fibra F es Rk, podemos querer darle a cada
fibra una estructura de espacio vectorial, de forma coherente.

Lo que haremos será lo siguiente: si queremos darle cierta estructura al fibrado,
pediremos que la imagen de las funciones de transición gαβ esté contenida en un
subgrupo G Ă HomeopF q que respete esa estructura.

Definición A.5. Un fibrado con fibra F , base M y grupo de estructura G Ă

HomeopF q es un fibrado topológico π : E ÑM que además cumple que gαβpxq es
un elemento de G, para todos α, β P I, x P Uα X Uβ.

Podemos definir también la noción de mapa entre fibrados con el mismo grupo
de estructura. Solamente agregamos a la definición que dimos la condición de
que en cada fibra la acción sea (a menos de tomar trivializaciones locales) por
elementos de G.

Nuestro primer ejemplo de un fibrado con fibra F y grupo de estructura G Ĺ
HomeopF q será el siguiente.

Ejemplo A.6. Un fibrado vectorial de rango k ě 0 sobre una variedad M es un
fibrado con base M , fibra Rk y grupo de estructura GLpk,Rq. Pediremos además
que la proyección π : E ÑM sea diferenciable.

Vemos que, para un fibrado vectorial, tiene sentido (es decir, queda bien
definido) definir una estructura de espacio vectorial en cada fibra mediante las
cartas locales y la estructura usual en Rk.

Observación. Si π : E Ñ M es un fibrado vectorial, entonces existe una sección
i : M Ñ E

Si tuviéramos simplemente un fibrado topológico con fibra Rk e intentáramos
hacer la misma definición, nos encontraŕıamos con ambigüedades. Por ejemplo:
nada nos garantiza que si x está en UαXUβ, entonces se tenga ϕ´1

α px, 0q “ ϕ´1
β px, 0q.

En cambio, si sabemos que gαβpxq “ ϕ´1
α ϕβ|txuˆRk es un isomorfismo lineal, en-

tonces śı lo tenemos asegurado.
Gran parte de lo que veremos será en el contexto de fibrados vectoriales. Vemos

ahora uno de los ejemplos más comunes de estos.
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Definición A.7. Si Mn es una variedad diferenciable, entonces su fibrado tangente
TM es un fibrado vectorial sobre M de rango n tal que la fibra sobre cada x en
M es TxM , el espacio tangente a M en x.

Si asumimos M Ă RN para algún natural N , entonces podemos definir TM “

tpx, vq PM ˆ RN : v P TxM Ă RNu.
Dado que toda variedad se encaja en RN para N suficientemente grande, esta

no es una restricción importante. Para ver una definición intŕınseca de TM (y una
prueba de que efectivamente es un fibrado vectorial) se puede consultar [Lee].

Ahora vamos a ver una condición para que un fibrado con fibra F sobre M sea
equivalente al producto M ˆ F . En ese caso, decimos que el fibrado es trivial.

Primero, observamos que un fibrado sobre un punto siempre es trivial. Luego,
parece posible que si la base M de un fibrado es lo suficientemente similar a un
punto, entonces el fibrado tenga que ser trivial. Veremos que alcanza con que M
sea homotópicamente equivalente a un punto.

Primero, hacemos una definición.

Definición A.8 (Definición/Proposición). Si π : E Ñ M es un fibrado con fibra
F y grupo de estructura G, y f : M 1 Ñ M es un mapa continuo, entonces existe
un único (a menos de equivalencia de fibrados) fibrado p : f˚E ÑM 1 con fibra F y
grupo de estructura G tal que el siguiente diagrama conmuta, para f̂ : f˚E Ñ E:

f˚E E

M 1 M

f̂

p π

f

A este fibrado le llamamos pullback de E por f , o fibrado inducido por f .

Podemos tomar f˚E “ tpx, eq P M 1 ˆ E : fpxq “ πpequ, con hatf : f˚E Ñ E
como la restricción de la proyección al segundo factor M 1 ˆ E Ñ E.

Por lo tanto, tenemos:

Observación. Si f : M 1 ÑM es un mapa constante, el fibrado f˚E es trivial.

Luego, la siguiente proposición nos da lo que queŕıamos.

Proposición A.9. Si π : E Ñ M es un fibrado, y f, g : M 1 Ñ M son mapas
continuos y homotópicos entre śı, entonces f˚E, g˚E son fibrados equivalentes.

Corolario A.10. Si M es contractible, entonces todo fibrado sobre M es trivial.

Vamos a necesitar también, en ciertos casos, la existencia de secciones para
un fibrado. Ya vimos que para un fibrado vectorial se puede definir siempre una
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sección. Podemos preguntarnos qué sucede en el caso de un fibrado por discos
que no sea equivalente a un fibrado vectorial. En este caso, si bien cada fibra es
homeomorfa a Rn para algún n, no tenemos definido un origen en cada fibra de
forma consistente. Veremos que esto no es necesario para la existencia de una
sección, gracias a un resultado general.

Teorema A.11. Sea π : E Ñ M un fibrado con fibra F , siendo M una variedad
compacta de dimensión dimpMq “ n. Entonces, si πqpF q “ 0 para todo q tal que
0 ď q ď n´ 1, existe una sección continua s : M Ñ E.

La prueba se encuentra en [Ste], en la parte 3.
Esencialmente, el resultado se obtiene triangulando M con śımplices suficiente-

mente pequeños para que el fibrado sea trivial sobre cada uno de ellos. Luego nos
queda M “

Ťn
q“0M

q, siendo M q la unión de los q-śımplices de la triangulación.
Siempre podemos definir una sección en finitos puntos de M , y por lo tanto pode-
mos hacerlo en M0. Extender una sección definida en M q a una definida en M q`1

equivale a extender la sección definida en el borde de cada pq` 1q-śımplice a todo
el śımplice. Pero, como el fibrado sobre cada śımplice es trivial, esto equivale a
extender una función continua f : Sq “ BDq`1 Ñ F a Dq`1, y esto se puede hacer
siempre que f sea homotópicamente trivial. Eso debe suceder porque pedimos
πqpXq “ 0 para q ď n ´ 1. Luego, por inducción, la sección se extiende hasta
Mn “M .

A.1.2 Transversalidad

Vamos a ver ahora algunas nociones básicas de transversalidad. Esta sección se
basa en material de [GP].

Definición A.12. Dadas X, Y Ă M , decimos que son transversales, o que se
intersectan transversalmente, si para todo p en XXY se cumple que TpX`TpY “
TpM .

Observamos que la definición implica que dos subvariedades que se intersectan
lo pueden hacer transversalmente solamente si la suma de sus dimensiones es mayor
que la dimensión del espacio ambiente. Además, dos subvariedades disjuntas son
transversales.

Si pensamos en el ejemplo en que Xn´k, Y n´l Ă Rn son subespacios vectoriales,
que su intersección sea transversal corresponde a que X ` Y “ Rn. En este caso,
su intersección es un subespacio de dimensión n´ k ´ l.

El ejemplo anterior es, en cierto sentido, el más importante, porque aśı es como
se ve localmente una intersección transversal de subvariedades.

Más en general, si N es otra variedad, podemos ver qué significa que un mapa
f : N ÑM sea transversal a una subvariedad de M .
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Figure 8: Intersección transversal

Definición A.13. Si f : N Ñ M es diferenciable, entonces decimos que f es
transversal a X Ă Y si para todo q en f´1pXq se tiene que Imdqf ` TfpqqX “

TfpqqM .

Proposición A.14. Sean N,M variedades, con X, Y ĂM subvariedades transver-
sales, y f : N ÑM diferenciable que suponemos transversal a X. Entonces:

1. X X Y Ă M es una subvariedad de M , de codimensión codimpX X Y q “
codimpXq ` codimpY q.

2. f´1pXq Ă N es una subvariedad de N , de codimensión codimpf´1pXq, Nq “
codimpX,Mq.

Vemos ahora dos propiedades de la transversalidad que usaremos constante-
mente: la estabilidad y la genericidad. Vemos versiones débiles de ambas propiedades,
pero que serán suficientes para lo que haremos.

Proposición A.15. Sea f : N Ñ M diferenciable, con N compacta, y sea X Ă

M una subvariedad. Entonces si ft : N Ñ M con t P r0, 1s es una homotoṕıa
empezando en f (es decir, f0 “ f), existe ε ą 0 tal que ft es transversal a X para
todo t ă ε.

Lo que podemos pensar (aunque no es exactamente eso lo que dice la proposición)
es que, manteniéndonos cerca de un mapa transversal a una subvariedad, esa
transversalidad no se pierde, es decir, es estable por perturbaciones suficiente-
mente pequeñas.

Veamos ahora un teorema sobre la genericidad de la transversalidad.

Teorema A.16. Sea F : N ˆ S Ñ Y diferenciable y transversal a X Ă Y .
Entonces, para casi todo s en S, el mapa fs “ F p´, sq es transversal a X.
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La condición de que F : N ˆ S Ñ Y sea transversal a X es necesaria. Podŕıa
pasar que, al tomar una función S Ñ C8pN,Mq, obtengamos que fs no es transver-
sal a X para ningún s en S. Sin embargo, tomando S de dimensión suficientemente
grande, y eligiendo bien el mapa S Ñ C8pN,Mq, esto no sucede.

Por ejemplo, el teorema de Whitney nos dice que podemos pensar en M como
una subvariedad de R2n. En este caso, podemos tomar S “ Bεp0q para ε ą 0 chico,
y G : N ˆ S Ñ R2n dada por Gpx, sq “ fpxq ` s, siendo f : N Ñ M algún mapa
diferenciable. Ahora, si NpMq es un entorno tubular de radio δ ą ε (posiblemente
achicando ε), definimos F : N ˆ S ÑM como F “ π ˝G, siendo π : NpMq ÑM
la proyección.

Obtenemos en este caso que, dada X Ă M , para casi todo s el mapa fs es
transversal a la subvariedad X.

Lo que usaremos en la práctica será el siguiente corolario.

Corolario A.17. Sea f : N ÑM diferenciable y X ĂM una subvariedad. Luego,
existe g : N ÑM diferenciablemente homotópica a f y transversal a X.

A.1.3 Orientación

Si V es un espacio vectorial de dimensión n, podemos considerar una relación de
equivalencia en el conjunto de las bases ordenadas de V : decimos que tv1, . . . , vnu „
tw1, . . . , wnu si existe un isomorfismo lineal A : V Ñ V con determinante positivo
tal que Apviq “ wi, para i “ 1, . . . , n.

Mediante esta relación de equivalencia, el conjunto de las bases ordenadas de
V se parte en dos clases de equivalencia.

Definición A.18. Una orientación del espacio vectorial V de dimensión n ě 1
es una asignación de un signo positivo a una de las clases de equivalencia men-
cionadas, y de un signo negativo a la otra.

Para un espacio vectorial V de dimensión 0, una orientación es una elección de
un signo positivo o negativo.

Observación. Dado un espacio vectorial V de dimensión finita, este tiene exacta-
mente dos orientaciones posibles.

Definición A.19. Si la base ordenada tv1, . . . , vnu pertenece a la clase de equiva-
lencia a la que le corresponde un signo positivo, decimos que es una base positiva,
y de lo contrario decimos que es una base negativa.

Definición A.20. Si T : V Ñ W es un isomorfismo lineal entre espacios vectori-
ales orientados, decimos que T preserva orientación si manda alguna base positiva
de V en una base positiva de W . De lo contrario, decimos que revierte orientación.
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Observación. Si T : V Ñ W es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales
orientados, entonces preserva orientación si y solamente si manda cualquier base
positiva en una base positiva.

Análogamente, T revierte orientación si y solamente si manda alguna base
positiva en una base negativa.

Definición A.21. En Rn, la orientación estándar es aquella en la que la base
canónica te1, . . . , enu es una base positiva.

Ahora, definimos la orientación para una variedad. Esencialmente, una ori-
entación de una variedad es una elección de orientación para cada espacio tangente,
que vaŕıa diferenciablemente en cierto sentido.

Para lo siguiente, consideraremos a Rn con la orientación estándar. Los espacios
TxRn se identifican con Rn de forma canónica asociando a cada v en Rn la velocidad
de la curva γvptq “ x`tv en 0. Esta identificación induce una orientación en TxRn,
en la que tγ1e1p0q, . . . , γ

1
enp0qu es una base positiva.

Definición A.22. Si Mn es una variedad diferenciable, posiblemente con borde,
entonces una orientación de M es una elección de una orientación de TxM para
cada x en M , de forma tal que existen parametrizaciones ϕα : Rn Ñ Uα ĂM tales
que dxϕα : Rn Ñ TϕαpxqM preserva orientación para cada α.

Llamamos orientable a una variedad que admite una orientación, y orientada
a una variedad junto con una elección de orientación.

Proposición A.23. Sea M una variedad diferenciable. Entonces M es orientable
si y solamente si existe un atlas tϕα : Uα Ñ Rnu tal que los cambios de cartas
ϕβϕ

´1
α : ϕαpUα X Uβq Ñ ϕβpUα X Uβq preservan orientación.

Observación. SiM es una variedad orientable y conexa, determinar una orientación
en M equivale a fijar una orientación en TxM para algún x en M .

Si M y N son orientables, su producto M ˆN es también orientable.

Definición A.24. Sean M y N variedades orientadas y conexas. Sean x en M e y
en N , y bases tv1 . . . , vnu, tw1, . . . , wmu de TxM y TyN respectivamente. Definimos
la orientación producto enMˆN como aquella en que tpv1, 0q, . . . , pvn, 0q, p0, w1q, . . . , p0, wmqu
es una base positiva de Tpx,yqM ˆN .

Veamos ahora cómo dar una orientación natural a la intersección de dos sub-
variedades orientadas X, Y ĂM , cuando estas son transversales.

Observación. Si V “ V1 ‘ V2, entonces una orientación en dos de los espacios
V1, V2, V3 determina una orientación en el tercero.

Dadas bases ordenadas B1,B2, y la base B “ pB1,B2q, pedimos que se cumpla

sgnpBq “ sgnpB1q sgnpB2q
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Vamos a usar esa observación. Recordamos que, si X Ă M es una subvar-
iedad de M , entonces el subespacio NxpX,Mq Ă TxM consiste de los vectores
perpendiculares al tangente de X en el punto x.

Proposición A.25. Sean X, Y ĂM subvariedades orientadas de la variedad ori-
entada M y transversales entre śı. Entonces X X Y es una subvariedad orientable
de M .

Proof. Primero miramos el caso en el que X e Y tienen dimensiones complemen-
tarias, es decir, dimpXq`dimpY q “ dimpMq. En este caso, XXY es una variedad
de dimensión 0, es decir, es una unión (a lo sumo) numerable de puntos en M .
Por ser X X Y de dimensión 0, los espacios tangentes TxpX X Y q son también
de dimensión 0, para cada x en X X Y . Luego, dar una orientación de X X Y
equivale a asignar a cada x en X X Y un signo positivo o negativo. Lo hacemos
de la siguiente manera: Dado x en X X Y y bases positivas B1,B2 de TxX y TxY
respectivamente, se tiene (por ser X e Y de dimensiones complementarias) que
B “ pB1,B2q es una base de TxX ‘ TxY “ TxM . Le asignamos a x un signo
positivo si y solo si B es una base positiva de TxM .

Ahora, miramos el caso en el que dimpXq ` dimpY q ą dimpMq. En este caso,
la intersección X X Y tendrá dimensión mayor a 0. Sea x en X X Y . Hacemos la
siguientes observaciones:

1. NxpX X Y,Xq ‘ TxpX X Y q “ TxX

2. NxpX X Y,Xq ‘ TxY “ TxM

Por el ı́tem 1, para dar una orientación de TxpX X Y q alcanza con dar una ori-
entación de NxpX X Y,Xq. Pero por el segundo ı́tem, se tiene una orientación
natural de NxpX X Y,Xq, como describimos en la observación anterior a esta
proposición. Luego queda determinada una orientación en TxpX X Y q, que de-
pende de las orientaciones de TxX,TxY y TxM .

Resta ver que, al hacer esta definición en todos los tangentes TxpX X Y q para
x en X X Y queda una orientación en X X Y , es decir, resta ver que lo que
definimos vaŕıa continuamente. Pero localmente la intersección transversal de
subvariedades se ve como la intersección de subespacios vectoriales U, V de Rn tales
que U ` V “ Rn. En ese caso, tenemos lo que queremos ya que las orientaciones
elegidas son “constantes” (a menos de la identificación de TxU con U y de TxV con
V , lo son). Luego, tomando cartas locales, tenemos que las orientaciones elegidas
vaŕıan continuamente.

Definición A.26. Si M es una variedad orientada, llamamos ´M a la variedad
orientada M con la orientación opuesta.
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Si f : M Ñ N es transversal a la subvariedad Y Ă N , entonces podemos
definir una orientación natural en f´1pY q Observamos que esto corresponde a lo
que vimos con la intersección de subvariedades, tomando f : X Ñ N la inclusión.

Proposición A.27. Sean M,N variedades orientadas y f : M Ñ N diferencia-
ble, y transversal a la subvariedad orientada Y Ă N . Entonces, f´1pY q es una
subvariedad orientable de M .

Proof. La prueba es casi la misma que en el caso de la intersección. Dado x en
f´1pY q, tenemos Nxpf

´1pY q,Mq‘Txf
´1pY q “ TxM , por lo tanto alcanza con dar

una orientación a Nxpf
´1pY q,Mq.

Por ser f transversal a Y , dxfpTxMq ` TfpxqY “ TfpxqN , luego debe ser
dxf

´1pTfpxqY q “ Txf
´1pY q (una inclusión es evidente, y la otra se debe cumplir

para que alcancen las dimensiones). Pero entonces, Kerpdxfq Ă Txf
´1pY q. Por lo

tanto, dxfpNxpf
´1pY q,Mqq ‘ TfpxqY “ TfpxqN . Luego, tenemos una orientación

para dxfpNxpf
´1pY q,Mqq,

Por ser Kerpdxfq Ă Txf
´1pY q, dxf es inyectivo en Nxpf

´1pY q,Mq, y por lo
tanto la orientación en dxfpNxpf

´1pY q,Mqq induce una en Nxpf
´1pY q,Mq. Con

esta, obtenemos una orientación en Txf
´1pY q, que era lo que queŕıamos.

A.1.4 Número de intersección

En esta sección, nos basamos en el caṕıtulo 3 de [GP].
Cuando dos subvariedades orientadas y compactas X, Y de una variedad ori-

entada M tienen dimensiones complementarias, su intersección consiste en una
cantidad finita de puntos. Esta cantidad no es estable al perturbar las subvar-
iedades (por ejemplo, podŕıan dejar de intersectarse), pero ahora definiremos el
número de intersección de dos subvariedades, que es un conteo signado de sus
puntos de intersección, tomando en cuenta las orientaciones de X e Y en los pun-
tos de intersección. Esta cantidad śı será invariante bajo deformaciones de X e
Y .

Definición A.28. Sean X, Y subvariedades compactas y orientadas de la variedad
orientada M , de dimensiones complementarias. Entonces el número de intersección
de X e Y es

IpX, Y q “
ÿ

xPXXY

σx

donde σx “ ˘1, según si la orientación de txu como intersección de X e Y es de
signo positivo o negativo.

Recordando la sección anterior, lo que debemos hacer para averiguar si σx es
positivo o negativo para un x en X X Y es: tomamos bases B1, B2 de TxX y TxY
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respectivamente. Si pB1,B2q es una base positiva de TxM , entonces σx “ 1. De lo
contrario, σx “ ´1.

Figure 9: Ćırculos transversales. Hay dos puntos de intersección, pero el número
de intersección es 0.

Para ver que se cumple lo que afirmamos sobre la invariancia de IpX, Y q por
deformaciones de X o Y , vamos a definir el número de intersección entre un mapa
diferenciable transversal a una subvariedad y dicha subvariedad.

Recordamos que si f : M Ñ N es transversal a la subvariedad Y Ă N , en-
tonces f´1pY q es una subvariedad de M , de codimensión codimpf´1pY q,Mq “
codimpY,Nq. Luego, si dimpMq ` dimpY q “ dimpNq, f´1pY q es de dimensión 0.

Definición A.29. Sea f : M Ñ N diferenciable, con M y N orientadas y com-
pactas. Si f es transversal a la subvariedad compacta y orientada Y Ă N tal que
dimpMq ` dimpY q “ dimpNq, definimos

Ipf, Y q “
ÿ

xPf´1pY q

σx

donde σx “ ˘1 tiene el signo que corresponde a la orientación de txu con la
orientación preimagen.

Observación. Si X, Y ĂM son transversales, y el mapa i : X ÑM es la inclusión,
entonces i es transversal a Y , y se cumple IpX, Y q “ Ipi, Y q.

Proposición A.30. Si f : M Ñ N es diferenciable, con M y N compactas y
orientadas, e Y Ă M es una subvariedad compacta y orientada, entonces Ipf, Y q
es invariante por homotoṕıas de f . Es decir, si g : M Ñ N es diferenciable y
homotópica a f , y es transversal a Y , se tiene Ipg, Y q “ Ipf, Y q.

84



Esto nos permite extender la definición del número de intersección a subvar-
iedades que no sean transversales, y análogamente para mapas y subvariedades.

Definición A.31. Si X, Y son subvariedades cerradas y orientadas de la subvar-
iedad cerrada y orientada M , definimos IpX, Y q como Ipit, Y q donde it : X Ñ M
es homotópico a la inclusión i : X ÑM , y transversal a Y .

Figure 10: Ćırculos con número de intersección ˘1. Al deformarlos, se siguen
intersectando, y el número de intersección sigue siendo 1.

Observación. Si x es un punto de N , entonces Ipf, xq es el grado de f .

Proposición A.32. IpX, Y q “ p´1qdimpXq dimpY qIpY,Xq.

Recordemos que la caracteŕıstica de Euler de una variedad cerrada y M se
define como la suma de los ı́ndices de los ceros de un campo de vectores en M con
finitos ceros. El teorema de Poincaré-Hopf (ver [GP]) nos garantiza que esto está
bien definido.

Podemos interpretar esta suma de ı́ndices como un conteo de la autointersección
de la sección nula ipMq en TM . De hecho, se tiene lo siguiente:

Proposición A.33. Si M es cerrada y orientable, entonces χpMq “ IpipMq, ipMqq “
Ip∆,∆q con ∆ diagonal en M ˆM .

A.1.5 Cohomoloǵıa de de Rham

Ahora damos definiciones de cohomoloǵıa de de Rham, con soporte compacto y
cohomoloǵıa relativa, además de sus primeras propiedades. Todo lo que se ve está
contenido en [God].
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Dada una variedad (con borde) diferenciable M de dimensión n, llamamos
Ω˚pMq al conjunto de las formas diferenciales en M . Es un espacio vectorial sobre
R, y además el producto exterior de formas diferenciales le da una estructura de
álgebra sobre R.

Además, es un álgebra graduada5, ya que Ω˚pMq “ ‘qPZΩqpMq, donde ΩqpMq
es el conjunto de las q´formas en M , y n “ dimpMq (recordemos que, si q ą n o
q ă 0, ΩqpMq “ 0). Esto es porque, si ω es una k´forma y η una l-forma, entonces
ω ^ η es una pk ` lq´forma.

Como d2 “ 0, se tiene el complejo de cocadenas6 pΩqpMq, dqq, y podemos definir
su cohomoloǵıa, la cohomoloǵıa de de Rham.

Definición A.34. Para cada q “ 0, . . . , n definimos el q-ésimo grupo de coho-
moloǵıa de de Rham de M como Hq

dRpMq “
Ker dq

Imdq´1 . En esta sección le llamare-
mos simplemente HqpMq, más adelante haremos la distinción cuando pueda causar
confusión.

El anillo de cohomoloǵıa de M es H˚pMq “ ‘qPZH
qpMq. También es un

álgebra graduada con el producto inducido por el producto exterior de formas.

Recordamos que si f : M Ñ N es diferenciable, entonces induce un homomor-
fismo f˚ : Ω˚pNq Ñ Ω˚pMq, el pullback de f . Como además este conmuta con la
derivada exterior, induce un mapa en cohomoloǵıa f˚ : H˚pNq Ñ H˚pMq.

Recordamos algunas propiedades de este:

Proposición A.35. Se cumplen:

• id˚ “ id

• Si f : M Ñ N , g : N Ñ P son diferenciables, entonces pg ˝ fq˚ “ f˚ ˝ g˚.

• Si f, g : M Ñ N son diferenciables y homotópicos, entonces f˚ “ g˚.

Además, si f : M Ñ N es continua, es homotópica a un mapa diferenciable
f̂ : M Ñ N y por lo tanto podemos definir f˚ “ f̂˚ : H˚pNq Ñ H˚pMq.

Obtenemos entonces, por la proposición anterior, que dos espacios homotópicamente
equivalentes tienen anillos de cohomoloǵıa isomorfos. Como corolario, tenemos el
lema de Poincaré:

Teorema A.36. Si ω es una q´forma cerrada en Rn, con q ą 0, entonces es
exacta. En otras palabras, HqpRnq “ 0 para q ą 0.

5Esto se define en el apéndice
6También definido en el apéndice
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El teorema anterior junto con la siguiente proposición nos termina de dar
H˚pRnq. Su prueba se basa en que si f : M Ñ R cumple df “ 0, entonces es
localmente constante.

Proposición A.37. Si M es conexa, entonces H0pMq – R.

Una herramienta útil para hacer cálculos es la sucesión de Mayer-Vietoris. Esta
nos permite calcular la cohomoloǵıa de una variedad descomponiéndola como unión
de conjuntos abiertos y calculando la cohomoloǵıa de estos y de sus intersecciones,
que puede ser más simple que la de M .

Sean U, V abiertos. Llamamos iU : U Ñ U Y V , iV : V Ñ U Y V a las
respectivas inclusiones de U y V en U Y V . Además, llamamos jU : U X V Ñ U ,
jV : U X V Ñ V a las inclusiones de U X V en U y V respectivamente.

Proposición A.38. La siguiente sucesión es exacta para cada q:

0 ΩqpU Y V q ΩqpUq ‘ ΩqpV q ΩqpU X V q 0
pcq j˚U´j

˚
V

Para ver que j˚U ´ j˚V es sobreyectiva, usamos una partición de la unidad de
U Y V asociada al cubrimiento tU, V u7.

Además, se puede ver que los mapas en la sucesión conmutan con la derivada
exterior, y por lo tanto se tiene una sucesión exacta corta de complejos de coca-
denas. Esta induce una sucesión exacta larga en cohomoloǵıa.

Proposición A.39. Si U, V son abiertos de una variedad M , entonces existe una
sucesión exacta larga de la siguiente forma:

. . . HqpU Y V q HqpUq ‘HqpV q HqpU X V q Hq`1pU Y V q . . .i˚ j˚ δ˚

donde i˚ “ pi˚U , i
˚
V q y j˚ “ j˚U ´ j

˚
V .

Veamos expĺıcitamente cómo es δ˚ : HqpU X V q Ñ Hq`1pU Y V q.
Si rωs es un elemento de HqpU X V q, y ω una forma cerrada en ΩqpU X V q

que lo representa, entonces una preimagen de ω por j˚ “ j˚U ´ j
˚
V es pρV ω,´ρUωq.

Luego, un representante de δ˚rωs en Ωq`1pU Y V q es una forma cerrada en U Y V
cuya restricción a U es dpρV ωq, y su restricción a V es dp´ρUωq.

Ahora introducimos la cohomoloǵıa con soporte compacto.

7Recordemos que si tρU , ρV u es una partición de la unidad de U YV asociada al cubrimiento
tU, V u, entonces el soporte de ρU está contenido en U , y análogamente para ρV con V . Además,
ρU ` ρV “ 1
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Definición A.40. Dada una forma diferencial ω en M , su soporte es sopω “

tp PM : ωppq ‰ 0u.

Definición A.41. Llamamos Ω˚c pMq a las formas diferenciales en M con so-
porte compacto. Entonces, tenemos que dpΩq

cpMqq Ă Ωq`1
c pMq, por lo tanto al

restringir d a las formas de soporte compacto, obtenemos otro complejo de co-
cadenas pΩq

cpMq, d
qq. El anillo de cohomoloǵıa con soporte compacto de M será

entonces H˚
c pMq “

Kerpdq
Impdq

, y una vez más obtenemos H˚
c pMq “ ‘qH

q
c pMq, donde la

definición de Hq
c pMq es análoga a la de HqpMq, para formas con soporte compacto.

No tenemos exactamente las mismas propiedades para la cohomoloǵıa con so-
porte compacto que las que vimos antes, debido justamente a la restricción de
trabajar con formas con soporte compacto.

Por ejemplo, un mapa f : M Ñ N no necesariamente define un homomorfismo
f˚ : Ω˚pNq Ñ Ω˚pMq mediante el pullback de formas, dado que no hay ningún
motivo por el cual f˚ω deba tener soporte compacto aunque ω śı lo tenga. Por
ejemplo, si π : MˆR es la proyección sobre M , y ω es una forma en M con soporte
compacto, π˚ω no tendrá soporte compacto si ω es no nula.

Śı podemos definir un pullback para mapas propios, es decir, mapas tales que
la preimagen de un compacto es un compacto. Por el mismo motivo que en lo
anterior, este mapa tambien induce un homomorfismo f˚ : H˚pNq Ñ H˚pMq en
cohomoloǵıa con soporte compacto.

Proposición A.42. Sea f : M Ñ N un mapa diferenciable y propio. Luego existe
un homomorfismo f˚ : H˚

c pNq Ñ H˚
c pNq inducido por el pulback de formas, tal

que:

• id˚ “ id

• Si f : M Ñ N , g : N Ñ P son diferenciables y propios, entonces

También nos va a interesar otro tipo de mapa inducido. Si U, V son abiertos
de una variedad tales que U Ă V , entonces una forma con soporte compacto en U
se puede extender a V , siendo la forma nula en V zU .

Proposición A.43. Si i : U Ñ V es la inclusión de un conjunto abierto en otro,
entonces induce un homomorfismo i˚ : H˚

c pUq Ñ H˚
c pV q, dado por i˚rωs “ rω

1s,
donde ω1 es la extensión de ω a V tal que ω1 es nula en V zU .

Además, se cumple id˚ “ id, y si U Ă V Ă W son tres abiertos con inclusiones
i : U Ñ V , j : V Ñ W , se tiene pj ˝ iq˚ “ j˚ ˝ i˚.

En el caso no compacto, la cohomoloǵıa con soporte compacto y la cohomoloǵıa
de de Rham difieren. Veámoslo en la recta real.
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Ejemplo A.44.

Hq
c pRq “

#

R q “ 1

0 q ‰ 1

En particular, esto nos muestra que la cohomoloǵıa con soporte compacto no es
invariante por homotoṕıas, dado que H1

c ptx0uq – H1ptx0uq por ser tx0u compacto,
y esta última sabemos que se anula, por lo tanto H1

c pRq no es isomorfo a H1
c ptx0uq,

aunque estos espacios sean homotópicamente equivalentes.
Se tiene, para cohomoloǵıa con soporte compacto, una sucesión de Mayer-

Vietoris análoga a la que ya vimos. Consideramos una vez más abiertos U, V y las
inclusiones iU : U Ñ U Y V , iV : V Ñ U Y V , jU : U X V Ñ U y jV : U X V Ñ V .

Proposición A.45. La sucesión

0 Ωq
cpU X V q Ωq

cpUq ‘ Ωq
cpV q Ωq

cpU X V q 0
p´jU˚,jV ˚q iU˚`iV ˚

es una sucesión exacta corta para cada q.

Una vez más, esto nos da una sucesión exacta corta de complejos de cocadenas,
y por lo tanto una sucesión exacta larga en cohomoloǵıa con soporte compacto.

Proposición A.46. Si U, V son abiertos, se tiene una sucesión exacta larga de la
siguiente forma:

. . . Hq
c pU X V q Hq

c pUq ‘H
q
c pV q Hq

c pU Y V q Hq`1
c pU X V q . . .

j˚ i˚ δ˚

donde i˚prωs, rηsq “ iU˚rωs ` iV ˚rηs, y j˚ “ p´jU˚, jV ˚q.

También consideraremos la cohomoloǵıa relativa respecto a una subvariedad.

Definición A.47. Sea M una variedad diferenciable, posiblemente con borde, y
sea X ĂM una subvariedad (también posiblemente con borde) de M , encajada y
tal que es un subconjunto cerrado de M . Sea i : X ÑM la inclusión.

Llamamos ΩqpM,Xq Ă ΩqpMq al conjunto de las q´formas en M tales que
i˚ω “ 0.

Observación. Si dimpXq “ dimpMq, entonces ΩqpM,Xq consiste de las q´ formas
en M que son cero en X.

Como d ˝ i˚ “ i˚ ˝ d, tenemos que pΩqpM,Xq, dqq también es un complejo de
cocadenas, y por lo tanto podemos hacer la siguiente definición:
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Definición A.48. La cohomoloǵıa (de de Rham) relativa de M respecto a X es

Hq
dRpM,Xq “

Kerpdq : ΩqpM,Xq Ñ Ωq`1pM,Xqq

Impdq´1 : Ωq´1pM,Xq Ñ ΩqpM,Xq

Llamamos a pM,Xq donde X ĂM un par de espacios. Es de esperar que exista
una relación entre la cohomoloǵıa relativa de M respecto a X, la cohomoloǵıa de
X y la de M . Esto queda expĺıcito en la sucesión exacta larga del par pM,Xq.
Una referencia para este resultado, y para el resto de la sección, es el caṕıtulo 12
de [God].

Proposición A.49. Si pM,Xq es un par de espacios que satisface las hipótesis
que dimos para definir H˚pM,Xq, y los mapas i : X Ñ M , j : pM,Hq Ñ pM,Xq
son inclusiones, entonces existe una sucesión exacta larga de la forma

. . . HqpM,Xq HqpMq HqpXq Hq`1pM,Xq . . .
j˚ i˚ δ˚

Para probar la proposición, alcanza con ver que la sucesión

0 ΩqpM,Xq ΩqpMq ΩqpXq 0
j˚ i˚

es exacta para cada q.8

La exactitud de la sucesión se ve fácilmente, a menos de ver que i˚ : ΩqpMq Ñ
ΩqpXq es sobreyectivo, es decir, ver que toda forma en X se extiende a M .

Lema A.50. Sea X ĂM una subvariedad encajada como un subconjunto cerrado.
Entonces si ω es una q´forma en X, existe ω1 q´forma en M tal que i˚ω1 “ ω.

El lema se prueba usando cartas en las que X se vea como un hiperplano (o
un “semi-hiperplano”, si tiene borde) en Rn, y partición de la unidad.

Observación. Como se ve en el Apéndice, δ˚rωs está representada por la forma
cerrada dω1, donde ω1 es una extensión a M de ω.

Por último, enunciamos el teorema de escisión:

Teorema A.51. Si Z Ă X Ă M , con Z Ă intpXq, entonces el homomorfismo
H˚pM,Xq Ñ H˚pMzZ,XzZq inducido por la inclusión es un isomorfismo.

8ver Apéndice: Una sucesión exacta corta de complejos de cadenas induce una sucesión exacta
larga del tipo que se ve en la proposición
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A.1.6 Inducción en los abiertos de una variedad

En esta sección, presentamos un lema que nos será útil a la hora de probar
propiedades topológicas de variedades.

Supongamos que queremos probar que se cumple una propiedad PpMq, para
una variedad M . Podemos comenzar probando que se cumple PpUq cuando U –
Rn es un abierto de M , ya que en general esto puede ser más simple. Siempre es
posible cubrir M con abiertos de ese tipo, y cuando P cumpla ciertas condiciones,
con esto alcanzará para probar PpMq.

Vamos a considerar exclusivamente, a partir de ahora, variedades que admiten
buenos cubrimientos finitos.

Definición A.52. Un cubrimiento tUαuαPI es un buen cubrimiento si Uα es difeo-
morfo a Rn para todo α en I, y todas las intersecciones finitas no vaćıas Uα0 X

¨ ¨ ¨ X Uαk también lo son.

Ahora, explicitamos lo que se mencionó antes:

Teorema A.53. Sea M una variedad de dimensión n que admite un buen cubrim-
iento finito, y sea P una propiedad de subconjuntos abiertos de M , tal que:

1. Se cumple PpUq para todo U ĂM difeomorfo a Rn.

2. Si se cumplen PpUq, PpV q y PpU X V q, entonces se cumple PpU Y V q.

3. Si se cumplen PpUq y PpV q para U y V abiertos disjuntos, entonces se
cumple PpU Y V q.

Entonces, se cumple PpMq.

Proof. Observamos que alcanza con probarlo para M conexa, ya que el caso general
se deduce de este usando la hipótesis 3.

Hacemos la prueba por inducción en el cardinal de un buen cubrimiento de M .
Si M “ U1 con U1 – Rn, entonces se cumple PpMq por 1.
Supongamos ahora que tenemos probado el resultado para todas las variedades

que admiten un buen cubrimiento de cardinal k. Entonces, si M es una variedad
con un buen cubrimiento U “ tU1, . . . , Uk`1u, tenemos

pU1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ukq X Uk`1 “ pU1 X Uk`1q Y ¨ ¨ ¨ Y pUk Y Uk`1q

Luego, si llamamos N “ pU1Y¨ ¨ ¨YUkq, entonces tanto N como NXUk`1 admiten
buenos cubrimientos de cardinal k (estos son tU1, . . . , Uku y tU1 X Uk`1, . . . , Uk X
Uk`1u respectivamente). Por lo tanto, por hipótesis de inducción, se cumple PpNq.
Como también se cumple PpUk`1q, concluimos que se cumple PpNYUk`1q, es decir,
se cumple PpMq.
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Visualmente, la existencia de buenos cubrimientos resulta intuitiva. Sin em-
bargo, la prueba tiene ciertos detalles delicados.

Proposición A.54. Toda variedad admite un buen cubrimiento.

Proof. Ponemos en M una métrica riemanniana. Se puede probar (ver [dC],
caṕıtulo 3) que alrededor de cada punto x en M existe un entorno Ux fuertemente
convexo, es decir, tal que para todo par de puntos y, z en Ux existe una única
geodésica minimizante contenida en Ux (salvo por sus extremos) que los une. Por
definición, la intersección de dos abiertos fuertemente convexos es también fuerte-
mente convexa.

Mediante el mapa exponencial, Ux es difeomorfo (posiblemente tomándolo más
pequeño), a un abierto tipo estrella (respecto a 0) de TxM – Rn, para cada x PM .
De la misma manera, todas las intersecciones finitas no vaćıas Ux1 X ¨ ¨ ¨ X Uxj son
difeomorfas a abiertos tipo estrella de Rn, para xi, . . . , xj PM , j ě 1.

Luego, tUxuxPM es un cubrimiento por abiertos difeomorfos a abiertos tipo
estrella de Rn, tales que todas sus intersecciones finitas no vaćıas también lo son.
El siguiente lema termina la prueba:

Lema. Todo abierto tipo estrella de Rn es difeomorfo a Rn.

La prueba de este lema se puede encontrar en [GT].

Corolario A.55. Toda variedad compacta admite un buen cubrimiento finito.

Claramente la condición de ser compacta no es necesaria para admitir un buen
cubrimiento finito. Una condición necesaria, y la primera aplicación que podemos
darle al Teorema A.53 junto con la sucesión de Mayer-Vietoris es:

Proposición A.56. Si una variedad admite un buen cubrimiento finito, entonces
su cohomoloǵıa (singular, de de Rham, con soporte compacto) tiene dimensión
finita.

Un ejemplo, entonces, de una variedad que no admite un buen cubrimiento
finito puede ser una superficie de género infinito. Nosotros trabajamos únicamente
con variedades que admitan buenos cubrimientos finitos.

A.1.7 Cohomoloǵıa singular

Definimos ahora la cohomoloǵıa singular de un espacio topológico. Esta nos será
útil cuando el espacio que estemos considerando no sea una variedad diferenciable,
ya que en ese caso no tenemos disponible la cohomoloǵıa de de Rham.

Veremos que se tiene un producto en el anillo de cohomoloǵıa singular H˚pXq,
análogo al producto exterior en el caso de la cohomoloǵıa de de Rham.
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Para esta sección, la referencia es el caṕıtulo 3 de [Hat]. Asumimos conocidas
definiciones básicas del caṕıtulo 2 de este libro, como la noción de cadena singular,
borde de una cadena singular, complejo de cadenas singulares, etc.

Definición A.57. Dado un espacio topológico X y un grupo abeliano G, defin-
imos el grupo de q-cocadenas singulares con coeficientes en R como CqpX;Rq “
HompCqpXq;Rq, donde CqpXq es el grupo de q-cadenas singulares en X.

Para nosotros, R será Z o R.

Proposición A.58. Se tiene un complejo de cocadenas pCqpX;Rq, δqq, donde δq “
B˚q`1 : CqpX;Rq Ñ Cq`1pX;Rq es el dual al mapa borde Bq`1 : Cq`1pXq Ñ CqpXq.

Esta proposición nos permite definir la cohomoloǵıa singular de X con coefi-
cientes en R:

Definición A.59. Dado q P Z, El q-ésimo grupo de cohomoloǵıa singular de X es

Hq
pXq “

Kerpδqq

Impδq´1q

Lo siguiente es se prueba como en cohomoloǵıa de de Rham:

Proposición A.60. Si f : X Ñ Y es un mapa continuo, existe para cada q un
morfismo inducido en cohomoloǵıa f˚ : HqpY ;Rq Ñ HqpX;Rq, dado por f˚rηs “
rη ˝ f s.

Además, estos morfismos cumplen:

• Si g : Y Ñ Z es otro mapa continuo, se tiene pg ˝ fq˚ “ f˚ ˝ g˚ : HqpZq Ñ
HqpXq.

• El morfismo inducido por el mapa identidad es el morfismo identidad, es
decir, id˚ “ id : HqpXq Ñ HqpXq.

De la misma forma que tenemos cohomoloǵıa relativa para cohomoloǵıa de de
Rham, podemos definir cohomoloǵıa relativa en este contexto.

Definición A.61. Dado un subconjunto A Ă X, el grupo de q-cocadenas sin-
gulares relativas respecto a A (con coeficientes en R) es CqpX,A;Rq “ tη P
CqpX;Rq : ηpσq “ 0 para toda σ con imagen en Au.

Observación. El mapa coborde δ : HqpX;Rq Ñ Hq`1pX;Rq cumple que δqpCqpX,A;Rqq Ă
Cq`1pX,A;Rq.

Definición A.62. Definimos los grupos de cohomoloǵıa relativa de X respecto de
A como

Hq
pX,A;Rq “

Kerpδq : CqpX,A;Rq Ñ Cq`1pX,A;Rqq

Impδq´1 : Cq´1pX,A;Rq Ñ CqpX,A;Rqq
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Ahora vemos cómo es el producto en cohomoloǵıa singular análogo al producto
exterior en cohomoloǵıa de de Rham. Lo definimos primero a nivel de cocadenas
singulares.

Definición A.63. Dadas cocadenas singulares η, τ en CqpX;Rq, C lpX;Rq re-
spectivamente, definimos su producto cup como la cocadena singular η ! τ en
Cq`lpX;Rq que en cada śımplice singular σ : ∆q`l Ñ X vale

η ! τpσq “ ηpσ|rv0,...,vqsqτpσ|rvq ,...,vq`lsq

donde el producto a la derecha es el producto en R (recordamos que para nosotros
R es R o Z).

Recordamos que, para probar que el producto exterior de formas induce un
producto en cohomoloǵıa de de Rham, se usa que, si ω, η son q- y l- formas difer-
enciales respectivamente, se tiene dpω ^ ηq “ pdωq ^ η ` p´1qqω ^ pdηq. En este
caso, tenemos lo mismo.

Proposición A.64. Si η, τ son elementos de CqpX;Rq, C lpX;Rq, entonces

δpη ! τq “ pδηq ! τ ` p´1qqη ! pδτq

Entonces, podemos definir:

Proposición A.65. Dados q, l, se tiene un producto HqpX;Rq ˆ H lpX;Rq Ñ
Hq`lpX;Rq dado por rηs ! rτ s “ rη ! τ s.

Además, este cumple las siguientes propiedades:

• Es asociativo y distributivo.

• rηs ! rτ s “ p´1qqlrτ s ! rηs

• Si f : X Ñ Y es continua, entonces f˚prηs ! rτ sq “ f˚rηs ! f˚rτ s.

Definición A.66. Definimos el anillo de cohomoloǵıa singular de X con coefi-
cientes en R, H˚pX;Rq, como H˚pX;Rq “

À

qPZH
qpX;Rq, con el producto cup

como producto.

Observamos que H˚pX;Rq es un álgebra graduada sobre R.
Por último, enunciamos el teorema de de Rham, que nos dice que en el caso en

que X es una variedad, se tiene una equivalencia entre Hq
dRpXq y HqpX;Rq. Se

puede encontrar un enunciado más espećıfico (que en particular explicita cuál es
el isomorfismo) y su prueba en el caṕıtulo 5 de [Bre].

Teorema A.67. Si M es una variedad diferenciable, existe un isomorfismo Φ :
Hq
dRpMq Ñ HqpM,Rq para cada q.
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Más aún, este isomorfismo manda el producto exterior de clases de cohomoloǵıa
de de Rham en el producto cup de clases de cohomoloǵıa singular, es decir, Φpω^
τq “ Φpωq ! Φpτq. Por lo tanto, se concluye:

Teorema A.68. Si M es una variedad diferenciable, existe un isomorfismo de
álgebras Φ : H˚

dRpXq Ñ H˚pX,Rq.

Esto último se puede encontrar en [BT], caṕıtulos 2 y 3.

A.2 Preliminares algebraicos

Definición A.69. Sea A un álgebra sobre R, con R “ Z,R. Decimos que es un
álgebra graduada si es una suma directa de grupos abelianos tRiuiě0 tales que
RiRj Ă Ri`j, y αRi Ă Ri para α en R.

Un ejemplo de álgebra graduada pueden ser los polinomios sobre R o Z, o las
formas multilineales en un espacio vectorial.

Los ejemplos más importantes que usamos son las formas diferenciales en una
variedad, o las cocadenas singulares en un espacio topológico, y luego los anillos
de cohomoloǵıa correspondientes.

Lema A.70. Consideremos un diagrama conmutativo de grupos abelianos o espa-
cios vectoriales de la siguiente forma, con filas exactas:

A B C D E

A1 B1 C 1 D1 E 1

α β γ δ ε

Entonces, si α, β, δ y ε son isomorfismos, se tiene que γ también es un isomor-
fismo.

Definición A.71. Un complejo de cadenas es una sucesión de módulos tCquqPZ
junto con homomorfismos dq : Cq Ñ Cq´1, tales que dq´1 ˝ dq “ 0 para cada entero
q. Lo denotamos pC‚, d‚q, o simplemente C.

A un complejo de cadenas lo representamos de la siguiente forma:

. . . Aq`1 Aq Aq´1 . . .
dq`1 dq dq´1

Análogamente, tenemos la definición de complejo de cocadenas.
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Definición A.72. Un complejo de cocadenas es una sucesión de módulos tCquqPZ
junto con homomorfismos dq : Cq Ñ Cq´1, tales que dq`1 ˝dq “ 0 para cada entero
q.

Lo denotamos pC‚, d‚q, o C.

Ahora podemos definir los grupos de homoloǵıa (cohomoloǵıa) de un complejo
de cadenas (de cocadenas).

Definición A.73. Dado un complejo de cadenas pC‚, d‚q, su q´ésimo grupo de
homoloǵıa es

HqpC‚, d‚q “
Kerpdqq

Impdq`1q

Análogamente, el q´ésimo grupo de cohomoloǵıa de un complejo de cocadenas
pC‚, dC‚ q es

Hq
pCq “

Kerpdnq

Impdn´1q

Ahora definimos los mapas de cadenas, que son mapas entre complejos de ca-
denas. La definición para complejos de cocadenas es análoga.

Definición A.74. Dados complejos de cadenas pB‚, d
B
‚ q y pC‚, d

C
‚ q, un mapa de

cadenas de B a C es una sucesión de mapas tαq : Bq Ñ Cqu tales que dCq ˝ αq “
αq´1 ˝ d

B
q , es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

. . . Bq`1 Bq Bq´1 . . .

. . . Cq`1 Cq Cq´1 . . .

dB

αq`1

dB

αq αq´1

dC dC

Los mapas de cadenas (cocadenas) inducen mapas en homoloǵıa (cohomoloǵıa),
ya que la condición de ser un mapa de cadenas implica que αq : Bq Ñ Cq manda
KerpdBq q en KerpdCq q, y además pasa al cociente.

Proposición A.75. Dados complejos de cadenas B,C y un mapa de cadenas
α : B Ñ C, para cada q se tiene un homomorfismo αq˚ : HqpBq Ñ HqpCq dado
por αq˚rbs “ rαqpbqs.

Algo que usaremos repetidas veces será la sucesión exacta larga en cohomoloǵıa
inducida por una sucesión exacta corta de complejos de cocadenas. Primero ten-
emos que definir esto último.

La definición para complejos de cadenas es análoga.
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Definición A.76. Una sucesión exacta corta de complejos de cocadenas consiste
en:

• Complejos de cocadenas A,B,C.

• Mapas de cocadenas α : AÑ B, β : B Ñ C

tales que la sucesión

0 Aq Bq Cq 0αq βq

es exacta para cada q.

Proposición A.77. Dada una sucesión exacta corta de complejos de cadenas

0 A B C 0α β

existe una sucesión exacta larga de la forma

No vamos a dar una prueba de la proposición, que se puede encontrar en (), pero
śı vamos a ver cómo es δq : HqpCq Ñ Hq`1pAq (ver que está bien definida es parte
de la prueba, esto tampoco lo haremos) Se puede encontrar la prueba completa en
el caṕıtulo 2 de [Hat]. Dada rcs enHqpCq, tomamos un representante c P Cq. Como
βq : Bq Ñ Cq es sobreyectiva, existe b P Bq tal que βpbq “ c. Ahora, veremos que
existe un cociclo a P Aq`1 tal que αq`1paq “ dqpbq, y luego definiremos δqrcs “ ras.
Como β es un mapa de cocadenas, tenemos que βq`1˝dqpbq “ dq˝βqpbq “ dqpcq “ 0.
Luego, dqpbq P Kerpβq`1q “ Impαq`1q, y por lo tanto existe a P Aq`1 tal que
αq`1paq “ dqpbq. Para ver que a es un cociclo, se hace un argumento análogo.
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