TRABAJO MONOGRAFICO

Homeomorfismos de S? sin entropfa:

Una descripcion de la dinamica

Por: Magdalena Rubio Colucci

Orientadora: Juliana Xavier Saavedra

LICENCIATURA EN MATEMATICA
FAacuLTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY

2018



Agradecimientos

Imposible no comenzar agradeciéndole a mi orientadora Juliana Xavier,
quien fue una excelente fuente de inspiracion al compartir conmigo su forma
de ver y entender la matematica.

A mi toda mi familia por haber estado siempre a mi lado.

A mi novio Pablo Caitano por todo el amor y apoyo que me da dia a dia.

A Matilde Martinez y Alejandro Passeggi por aceptar formar parte del
tribunal. A Matilde en particular por haberme bancado la cabeza en numerosas
ocasiones.

A Juan Alonso y Rafael Potrie a quienes cada vez que intercepté en los
pasillos del IMERL estando estancada con algin problema, con mucha paciencia
me ayudaron resolver mis dudas. Estas instancias contribuyeron en gran medida
a mi gusto y comprension de la matematica y estoy profundamente agradecida
por esto.

A mis amigas que me acompanaron durante todo el proceso.

Finalmente, a mis amigos y compafieros de carrera Nacho, Nico, Maxi,
Adriana, Seba por todos estos anios de amistad, charlas interminables, dias y

noches de estudio, risas y mas.



Resumen

La teoria de forcing basada en isotopias maximales y foliaciones transversas
ha tenido un fuerte impacto en el estudio de homeomorfismos en superficies.
En particular, en esta monografia expondremos la prueba de un teorema que
describe la dindmica de los homeos de la esfera con entropia nula, que se centra

en estos conceptos.
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1. Introduccién

La existencia de érbitas periddicas es claramente un tema de suma impor-
tancia para los Sistemas Dindmicos. No son pocos los matematicos que han
trabajado en el desarrollo de teorias de forzamiento de orbitas periddicas. Por
citar algin caso, existe una que esta relacionada a la clasificacién de superficies
de Nielsen-Thurston con interesantes aplicaciones como se puede ver en [Bo] o
[Mo].

Por otro lado, M.Handel introdujo -y luego desarrollé junto a J. Franks-
la teoria homotépica de Brouwer, que resulté ser una herramienta de gran
utilidad para probar existencia de érbitas periédicas para homeomorfismos de
superficies. Dentro de estos trabajos se destaca [FH|, en donde prueban un
teorema de estructura para difeomorfismos de entropia nula que preservan drea
en la esfera.

Posteriormente, Le Calvez hace surgir la teoria de Brouwer foliada, otra
conocida técnica eficiente a la hora de estudiar la dindmica de superficies.

Esta monografia se centrard en el trabajo [LC], en el cual F. Tal y P. Le
Calvez realizan un estudio de las trayectorias transversas a la foliacién por
lineas de Brouwer obteniendo numerosos resultados de interés para el analisis
de los homeomorfismos de superficies.

En la primer seccién, introduciremos la tematica y probaremos algunos
resultados claves. Luego, pasaremos a presentar el concepto de entropia, y
explicar como esto se relaciona con la teoria de forzamiento. Estas dos secciones
son simplemente preliminares para el capitulo central, por lo cual se omitiran
los detalles que no sean de mayor relevancia para avanzar en la teoria.

Finalmente, presentaremos el contexto en el que se enmarca el objetivo
central de la monografia, a saber, el estudio de los homeomorfismos de la esfera

con entropia nula. En concreto, se probara el siguiente teorema:

Teorema 1.0.1 (Le Calvez - Tal). Si f : S* — S? es un homeomorfismo
que preserva orientacion tal que Q(f) = S? y h(f) = 0, entonces existe una

familia de abiertos (Ay) disjuntos dos a dos y cuya unidn es densa tales que:

1. Cada A, es un anillo abierto invariante, y a su vez, los A, son mazimales

dentro del conjunto de los anillos abiertos invariantes sin puntos fijos.

2. Todo punto de S*\ UA, es heteroclinico (i.e. su w y a limite estdn



contenidos en componentes conexas de Fix(f)).

3. Si C es una componente conexa de la frontera de un A, en S?\Fix(f), la
componente coneza de Fix(f) que contiene a w(z)(resp. a(z)) no depende
de z € C.



2. Isotopias maximales, foliacién por lineas de

Brower y caminos admisibles

2.1. Introduccion

En esta seccién introduciremos los conceptos basicos para la lectura de esta
monografia, entre los que se encuentran los de isotopia maximal, foliacién por
lineas de Brower y caminos admisibles. Todo a lo largo de la misma, M sera

una superficie orientada, y f : M — M un homeomorfismo.

Definicién 2.1.1 (Isotopia). Una isotopia de la identidad a f es un camino
continuo de la identidad a f en Homeo(M) con la topologia C°. (Es decir,

v :[0,1] — Homeo(M) / ~v(t) = f, siendo y continua)

Decimos que f es isotépico a la identidad si existe una isotopia de la
identidad a f (es decir v(0) = Id, v(1) = f), y designamos como Z al conjunto
de dichas isotopias.

Dada I = (fi)icp,1) € Z, 1(2) : t = fi(2) denotard la trayectoria de un
punto z € S.

Definicién 2.1.2. Sea f un homeomorfismo en una superficie orientable S
e I una isotopia de f. Fix(I) es el conjunto de puntos tales que fi(z) = z,
vt € [0, 1].

Sea I una isotopia de la identidad a f. Como S? es simplemente conexo,
dado un punto fijo zg € S? de f, podemos intuitivamente deformar la isotopia
I en una isotopfa I’ para la cual zy € Fix(I’). A su vez, como S?\ {zp} también
es simplemente conexo, dado otro punto fijo z; de f, podemos deformar I’
homotépicamente en S? \ {29} de tal manera de obtener una isotopia I’ para
la cual tanto zg como z; son puntos fijos.

Adn maés, dados tres puntos fijos de f, 2o, 21 y 22, componiendo, V¢ € [0, 1],
f+ con una transformaciéon de Moebius h; que lleve fi(z;) en z; parat =0,1,2,

obtenemos una isotopia I’ homotdpica a I que verifica que zg, z1, 2o € Fix(I").



Dado X C Fix(f), decimos que X es desenlazado si existe una isotopia I’
de la identidad a f, homotépica a I, y tal que X C Fix(I’). Si ademéas X es
maximal (considerando la inclusién como orden parcial) entre los conjuntos
desenlazados, entonces decimos que X es un desenlazado maximal.

Acabamos de ver que si X contiene solo tres puntos, siempre es desenlazado.
No obstante, si X > 4, esto no sera siempre posible. Pero lo que si es claro,
es que si f Fix(f) < oo, siempre es posible obtener un desenlazado maximal,
ya que al ser finita la cantidad de puntos fijos, el proceso que describimos
anteriormente de agregar puntos al conjunto desenlazado (zg € Fix(f) tal que

fi(xo) es trivial en S?\ X) en algiin momento termina.

2.2. Isotopias maximales

En esta subseccion, nos dedicaremos al estudio de las isotopias, enfocdndonos
en formalizar las ideas previas que fueron presentadas de forma intuitiva.

Definimos I™(z) como la concatenacién de los caminos I(f(z)), con 0 <
i <n—1. A su vez, definimos I"V(z) concatenando los caminos I(f%(z)) para
0 < i < 00, y de forma andloga, I~N(z) para —oo < i < 0, y I%(z) para

—00 < i < oo (a este ultimo lo llamamos trayectoria completa de f).

Definicién 2.2.1 (Isotopia singular). Decimos que I es una isotopia singu-
lar si es una isotopia de la identidad a f definida en algin abierto invariante
por f (al cual llamaremos dominio de la isotopia), cuyo complemento (que

llamaremos conjunto singular) estd incluido en Fix(f).

En lo que sigue, dada una isotopia singular I, dom(/) denotara el dominio
de I, y sing(/) su conjunto singular.

Nos detendremos aqui a hacer algunas observaciones, pues comprender y
manipular este objeto nos permitira construir el concepto de isotopia maximal
y entender su interés.

Empecemos tratando un ejemplo de lo més trivial: dada .S, consideramos
f=1Idg y fr =1dg Vt € [0, 1], es decir, todo punto tiene trayectoria trivial. Es
obvio que en este caso cualquier abierto U C S es invariante y la restriccion
de I a U estd bien definida. Luego podemos tomar U como dom(I), teniendo
asi una isotopia singular.

Es claro que lo que nos permitié tal arbitrariedad en la eleccién de dom(I)

fue que Fix(I) = S. De hecho, dada una isotopia I de un homeomorfismo f,



siempre podemos tomar como sing(I) cualquier subconjunto cerrado de Fix([I),
ya que su complemento es un abierto invariante por f en el cual la restriccién

de I estd bien definida. En particular, una posible eleccién es sing(I) = Fix([]).

Observacion 2.2.1. Aqui estamos realizando cierta ambigiedad ya que cuan-
do hablamos de Fix(I) hacemos referencia al conjunto de puntos fijos de la
isotopia I, y cuando hablamos de sing(I), I es la isotopia singular obtenida

restringiendo I a dom([).

Ejemplo 2.2.1. Sea f un homeomorfismo de S? que fija el hemisferio norte,

S?\,, y que en el sur, S%, actua en cada vertical como muestra la figura.

SN

Es claro que f resulta isotépico a la identidad, y que se puede construir
de forma tal que Fix(f) esté formado por el hemisferio norte (incluyendo
el borde) y el polo sur. Ahora, podemos considerar una isotopia I = (f;)
tal que para 0 < ¢t < 1, Fix(f;) = {N} U {S} UC, donde N y S son los
polos norte y sur respectivamente, y C' el borde de ambos hemisferios. Por
ejemplo, en el hemisferio sur es una isotopia cualquiera de la identidad a f,
y en el hemisferio norte, para t € [0, %}, ft es una isotopia de la identidad a
f 1 donde f 1 actua igual que f en el hemisferio sur, y para t € [%, 1] fi es
un camino en Homeo(S?) de f 12 la identidad. Finalmente, observemos que
Fix(I) = {N}U{S}UC, pero que S% \ ({S} UC) es un abierto invariante por
f, cuyo complemento es exactamente Fix(f), y en el cual la restriccién de I
estd bien definida. En resumen, acabamos de construir una isotopia singular
tal que Fix(I) C sing(l) = Fix(f).

En el ejemplo anterior, logramos contruir una isotopia singular que cumplia
que sing(I) = Fix(f), lo cual no sera siempre posible. En el fondo, podriamos
describir la situacién de la siguiente manera: tenfamos ciertos puntos de Fix(f)

con trayectoria no trivial, cuando en realidad, podriamos haber creado una



isotopia de la identidad a f dejandolos ”quietos”. Es decir que dada una
isotopia I, podemos pensar sing(I) como un subconjunto de Fix(f) en el cual
ft podria haber actuado como la identidad para todo ¢ € [0, 1]. Dicho de otro
modo, lo que es de interés aqui es el concepto homotépico de trayectoria trivial:
si un punto fijo no cumple que fi(z) = 2Vt € [0, 1], pero podemos modificar
homotdpicamente la isotopia I en una isotopia I’ para la cual z si es un punto
fijo, entonces consideraremos que z tiene trayectoria trivial, y trabajaremos

con I’ en lugar de I.

Definamos en Z;,4 -el conjunto de isotopias singulares- el siguiente preorden:

decimos que I < I’ si:
1. dom(I") € dom(J)
2. Vz € dom(I’), las trayectorias I(z) e I'(z) son homotépicas en dom([I)

3. Vz € dom(I) \ dom(I’), la trayectoria I(z) es homotépicamente trivial
en dom([])

Bajo este contexto, diremos que I e I’ son equivalentes si [ <I' y I' <X I.

A su vez, I es maximal si no existe ninguna isotopia singular I’ tal que I < I’
y dom(/) # dom(1’).

Observaciéon 2.2.2. Si no existe ningin z € dom(I) NFix(f) tal que I(2) sea
homotdpicamente trivial en dom(I), entonces I es mazximal, puesto que dada
I <1, nunca se cumple 3.

Lo interesante es que el reciproco también es cierto. En efecto, si existe
algin z € Fix(f)Ndom(l) tal que su trayectoria I(z) es homdtopicamente
trivial en dom(I'), podemos hallar una isotopia I’" en dom(I) que sea homotdpica
a I y que fije z. Es claro que la restriccion de I’ a dom(I)\{z} es una isotopia

estrictamente mayor que I.

En la misma linea, seria ideal contar con el siguiente resultado sobre
isotopias maximales: toda isotopia singular es menor que alguna isotopia
maximal. Uno desearia poder usar el Lema de Zorn para probar esto, pero
desafortunadamente, se presentan enormes dificultades a la hora de probar
que toda cadena estd acotada. Las mismas fueron sobrellevadas por Jaulent
introduciendo la nocién de isotopia hereditaria. El lector puede remitirse a

[J] por méas detalles sobre esto ultimo, aunque en un trabajo reciente([BCL]),
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Béguin, Crovisier, y Le Roux logran enunciar y demostrar el resultado de la
siguiente forma, mas directa y simple:

Dada una isotopia singular I, existe una isotopia singular I’ tal que:
» Fix(I) C Fix(I')
= [’ es homotépica a [

» Az € Fix(1) \ Fix(I’) cuya trayectoria I’(z) sea homotépicamente trivial
en M\ Fix(I’).

2.3. Foliaciones transversas

Recordemos para comenzar esta subseccion el concepto de foliacién topoldgi-
ca: una foliacién topoldgica orientada F una particién de M en subvariedades
de dimensiéon 1 que cumple que para todo z € M, existe un entorno U, y
un homeomorfismo que preserva orientacién h : U, — (—1,1) x (—1,1) que
manda las hojas de F a los segmentos x x (—1,1) orientados con la segunda

coordenada creciente.

Definicién 2.3.1. Una foliacién singular en una superficie orientada M es una
foliacién topoldgica definida en un subconjunto abierto de M al que llamaremos
dom(F).

Al conjunto M \ dom(F) le llamaremos sing(F), y diremos que F es no
singular o sin singularidades siempre que sing(F) = (). ¢, denotard a la hoja
de F que pasa por el punto a € dom(F).

Presentaremos ahora la nocién de linea de Brower, en la cual estd basada
la construccién la foliacién transversa, que definiremos a continuaciéon. En lo
que sigue, dada una linea topolégica orientada A, L(A) denotard la izquierda
de A\, y R()) su derecha.
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Definicién 2.3.2 (Linea de Brower). Dado un homeomorfismo del plano
f que preserva orientacion, una linea de Brower es una linea topolégica (i.e.
un encaje propio de R) X tal que f(L(\)) C L(\)

Un célebre teorema de Brower ([Br]) establece que si f no tiene puntos
fijos, R? puede ser cubierto por lineas de Brower, es decir, que por cada punto
pasa una linea de Brower.

Presentamos ahora una versién equivariante de este resultado para cuando
f es un homeomorfismo de una superficie orientable M isotépico a la identidad

que aparece en [Lec]. Sea I una isotopia maximal, e I un levantamiento al

cubrimiento universal dom(I) de dom([I). Recordemos que f no tiene puntos

fijos y supongamos que dom(/) es conexo (lo que implica que dom(/) es un

plano). Se tiene entonces que:

Teorema 2.3.1. Ezxiste una foliacion topoldgica F sin singularidades, inva-

riante por automorfismos de cubrimiento, cuyas hojas son lineas de Brower de

f.
La demostracién se puede encontrar en [Lec].

Definicién 2.3.3 (Camino transverso). Un camino 7 : [0, 1] — S es positi-
vamente transverso a F si su imagen no intersecta el conjunto singular y si
para todo tg € [0, 1], existe un carta local continua h : W — (0,1)? en ~(t),
compatible con la orientacién, y que manda la restricién de la foliacion -7?|W a
la foliacion vertical orientada hacia abajo tal que el mapa 71 o h o~y es creciente

en un entorno de tg.

Observar que si M es un espacio de cubrimiento de M, 7w : M — M la
proyeccién y v : [0, 1] — dom(F) es positivamente transverso a JF, entonces
todo levantado 7 : [0, 1] — M es transverso al levantamiento de la foliacién F.

Atun més, todo levantado de v al cubrimiento universal es transverso a la
foliacién levantada (no singular).

Supongamos ahora que tenemos una foliacién en R%. Decimos que dos

caminos transversos v y 2 son JF-equivalentes si:

= Existe un homeomorfismo creciente & : [0,1] — [0, 1] tal que ¢., ) =

¢y para todo t € [0,1]
= 7(0) = 12(0) y v(1) = 12(1)

12



Cuando esté claro por el contexto, omitimos la foliaciéon y decimos simple-
mente que son equivalentes.
Por otro lado, si 7 : [0,1] — M es un camino transverso, entonces

L(¢(a)) N R(d~(s)) es un plano topoldgico y v|(a,5) una linea en dicho plano.

Definicién 2.3.4. Decimos que v tiene una hoja a su derecha (resp. izquierda)
si existen a < b en [0,1] y una hoja ¢ en L(¢, ) N R(p4p)) tales que 7|4
estd a la izquierda (resp. derecha) de ¢ en L(¢y(q)) N (1))

L(-(a)) NR(~(v))

Figura 2.1: ¢ estd a la derecha de «

Del Teorema 2.3.1 se desprende (ver [LC]) que existe un camino 7 positi-

P

vamente transverso a F que une a z con f(%), ya que para todo z € dom([),

f(Z)e Ly yZ e R¢7(z)‘ (Observar que 7 esta bien definido a menos de equiva-

lencia) Ahora, las hojas de la foliacién que corta ¥ cumplen que Ry C R(¢) C
R¢](z), de dénde toda hoja cortada por v es cortada por T (z). Ademss, la
foliacién F es el levantamiento de una foliacién singular F de dom([) tal que

dom(F)=dom(I). De estas observaciones, se sigue que:

Corolario 2.3.2. Eziste una foliacion singular orientada F tal que dom(F )=dom(I)
y que para todo z € dom([), la trayectoria I(z) es homotdpica (a extremos
fijos) a un camino ~y positivamente transverso a F (bien definido a menos de

equivalencia).

Definicién 2.3.5 (Foliacién transversa). Decimos que F es una foliacion

transversa a la isotopia I si satisface las condiciones del corolario anterior.

Si levantamos la isotopia comenzando en la identidad, obtenemos una

isotopfa de la identidad en M a la cual llamaremos el levantamiento candnico
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de la isotopfa. Observemos que si M es un cubrimiento de M, entonces cualquier
foliacién F transversa a una isotopia maximal I se levanta en una foliacién
F transversa al levantamiento canénico I de la isotopfa. (De ahora en mas,
siempre que llamemos a un levantamiento el levantamiento, estarémos haciendo
referencia al candnico.)

Llamémosle Ix(z) a la clase de los caminos homotépicos en dom(/) a
I(z) que unen z con f(z) que son positivamente transversos a F, I'’:(z) a
la concatenacién de los Ix(f¥(z)) con 0 < k < n, y denotemos por I% a la

trayectoria transversa completa, i.e. la concatenacién de todos los Ix(f*(2)).

Proposicién 2.3.3. Sea v : [a,b] — dom(I) un camino transverso que tiene
una hoja a su derecha y una hoja a su izquierda. Entonces, existe un compacto
K C dom([) tal que para toda trayectoria transversa I'+(z) que contiene un
subcamino equivalente a vy, existe k € {0,1,..n — 1} tal que f¥(z) pertenece a
K.

Demostracion. Considerando que siempre podemos levantar el camino en
cuestién al cubrimiento universal, basta probar el resultado para el caso en el
que dom(/) es un plano.

Supongamos que tenemos una hoja ¢g a la derecha de v y una hoja ¢; a
su izquierda, y sea W la componente conexa del complemento de ¢g U ¢1 que
contiene a . Dado que ¢ y ¢1 son lineas de Brower, cualquier érbita que vaya

desde R(¢(q)) hasta L(¢4p)) debe estar contenida en W. Sea § un camino

simple que una un punto zg de ¢g con un punto z; de ¢1 contenido en W salvo

por sus extremos, y que no corte a R(¢y(q)) ni a L(¢ym))-

Sea Vj, la componente conexa de W \ 7 que contiene a L(TW. En lo que
sigue, concatenaremos a -y con unos caminos que definiremos en breves para
probar el resultado.

Si W C R(¢y), definimos ag = f?(¢, ) y elegimos un camino simple By
que una f2(zg) con zy y esté contenido en R(f?(¢o)) N L(¢o) salvo por sus
extremos.

Si W C L(¢yp), definimos ag = (¢ )1y {20}

De forma andloga, si W C R(¢1), elegimos un camino simple 51 que una
z1 con f2(z1) y esté contenido en L(¢1) N R(f?(¢1)) salvo por sus extremos.

Si por el contrario, W C L(¢1), definimos =21 y oy = (gb;l)*l.

Ahora, observemos que A = apf8yyB1a1 es una linea. La imagen de [yyf5:

14



por f~! es un compacto, y las de ag y oy son disjuntas de W.

Por lo tanto, se puede encontrar un camino simple vy que una un punto
zoo de ¢g con un punto zig de ¢1 que esté contenido en W a menos de sus
extremos, que a su vez no corte a V;, y tal que la componente conexa V, de
W\ v que no contiene a Vj, - y que corta a R(Ty(a)) - no intersecte a f~1(v).

Esto ultimo implica que f(V,) y Vj estan separados por A y cumplen que
F(Va) O Vi = 0.

En conclusién, toda érbita que vaya de R(¢y(q)) a L(¢,)) debe cortar a

V. v V3 pero sin estar contenida en la unién de los mismos. Es decir, debe pasar
por K =W\ (V, UV}), que claramente es compacto.
O

Terminemos con unas breves definiciones que nos seran de utilidad mas
adelante.

Para cada z € dom(F), le llamamos ¢, a la hoja que contiene a z, ¢} a la
semi-hoja positiva, y ¢, a la semi-hoja negativa.

A su vez, definimos el o y w limite de la hoja de la siguiente manera:

o) = [ 6=

zEP

wp) =) oF

zEP

2.4. Caminos admisibles

De ahora en mas, consideraremos que tenemos dado un homeomorfismo
f en una superficie orientada M, una isotopia singular I y una foliacién F

transversa a I.

Definicién 2.4.1 (Camino admisible de orden n). Decimos que un camino
v :[0,1] — dom([]), positivamente transverso a F, es admisible de orden n si

es equivalente a un I'4(z) para algin z € dom([).

La definicién anterior significa que si 4 : [a,b] — d/(;nU ) es un levanta-

miento de 7y, entonces existe un punto z € d/c;I/n(I ) tal que

f(D5(0)) N P50) # 0
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Si v es un subcamino de un camino admisible de orden n, entonces diremos
que v es admisible de orden < n.

Ma4s en general, decimos que v : J — dom(I) es admisible si para todo
subintervalo [a,b] de J, existe n > 1 tal que Viab) €8 admisible de orden < n.

Para terminar esta breve subseccién, demostraremos un resultado bastante
util, que indica que fundamentalmente ser de orden n es lo mismo que ser de

orden menor o igual a n, salvo casos excepcionales.

Proposicién 2.4.1. Sea 7 : [a,b] — dom(]) un camino admisible de orden
< n pero no de orden n. Entonces v no tiene ninguna hoja ni a su izquierda

ni a su derecha.

Demostracion. Dado que levantamos el camino al cubrimiento universal, basta
realizar la prueba para el caso en que dom(/) es un plano.

Por hipétesis, se tiene que f(dy(q)) N ¢y = 0 pero que

F"(B(¢y@)) N L(¢yw) # 0

Por lo tanto fn(L(¢7(a))) c L(¢'y(b)) Yy f_n(R(QZ)'y(b))) - R(d)fy(a))
Supongamos que existe ¢ € L(¢.(q)) () que no corta ay y recordemos

que en este caso ¢ es una linea de Brower. Se debe tener entonces que o R(¢)
o L(¢) estd incluido en L(dyq)) N R(dyp)) -
R(¢) no puede ser ya que sino f~"(R(¢)) estaria tanto en R(¢) como en

R(¢+(a))- Tampoco puede ser L(¢) por una razén similar, por lo que llegamos
a una contradiccion.

O]
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L(¢., (a) )} N R, b))

Figura 2.2: Prop. 2.4.1

3. Homeomorfismos de entropia positiva

En esta seccién nos dedicaremos fundamentalmente a encontrar una condi-
cién suficiente para que un homeomorfismo de una superficie compacta tenga
entropia positiva. Es de esperar que esto tenga consecuencias dindmicas intere-
santes. En particular, en nuestro caso, que el homeomorfismo tenga entropia 0
implicard que no se cumple la condicién suficiente para entropia positiva, y
esto permitira probar la existencia de los anillos invariantes mencionados en la
introduccién. Comenzaremos pues por introducir brevemente el concepto de
entropia topolégica exhibiendo un par de ejemplos, para luego centrarnos en el

caso de las superficies compactas.

3.1. Entropia topolégica

Existen varias definiciones de entropia topolédgica, por supuesto equivalentes
entre ellas. Aqui utilizaremos la definicién debida a Bowen, por ser de las méds
breves y la que mejor se adapta al resultado que probaremos luego.

Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua.

Para cada n € N, definimos en X la siguiente métrica:

dn(z,y) = Orgia’g{d(fi(m), Fw)} VoyeX

Ahora consideremos un conjunto finito S C X. Decimos que S esté
(n,€) — separado respecto a f si Vax # y € S se tiene que d,(z,y) > €, y le

llamamos S,, al méximo cardinal de un conjunto (n,€) — separado.
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Definimos la entropia a escala € como h(f,€) = limsup,,_, % log Sy,
Cabe destacar que el valor de este nimero depende de la métrica que
estemos considerando. No obstante, si hacemos que € tienda a 0, surge una

nocién de entropia independiente de la métrica en cuestion.

Definicién 3.1.1 (Entropia topolégica). La entropia topoldgica de f es

A(f) = lim h(f,

Estamos obviando ciertos detalles, como la prueba de que existen los
limites definidos previamente, ya que harian la lectura demasiado densa y
nos distraerian de la linea general. El lector interesado en los mismos puede
consultar [BK].

Asumiendo que todo cuadra bien, intentemos comprender la idea subyacente
de esta definicion, que seria medir de alguna manera la complejidad dinamica del
sistema. Por ejemplo, teniendo esto en cuenta, la identidad en cualquier espacio
deberia tener entropia nula, lo cual claramente es el caso y es facil de verificar.
En efecto, la distancia entre dos puntos queda fija bajo iteraciones y por lo tanto
Sy, no depende de n. Esto implica que h(f, €) = limsup,,_, % log S, =0,Ve >0
y por ende h(f) = 0.

Veamos ahora un ejemplo menos trivial.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos el espacio de sucesiones de ceros y unos {0, 1}Z

con la siguiente métrica:

d({an} {yn}) = Jn = yn|

nez 2l

Calculemos la entropia del shift o : {0,1}* — {0,1}¥ que traslada la
sucesién hacia la izquierda. Es decir, si x = (z,)nez, entonces, o(X), = Tpy1.

Fijado ¢ < 1, como la cola de una serie convergente tiende a 0, existe kg
tal que si dos sucesiones coinciden en sus términos entre —kg y kg, entonces su
distancia es menor a e (consideramos el minimo kg que verifica esta propiedad).

Observemos ahora que si n > kg, entonces si dos sucesiones coinciden en
sus términos entre —kg v n + kg, entonces sus primeros n iterados coincidiran
en sus términos entre —kg y ko.

Ahora bien, dado n > ko, se pueden escoger exactamente 2" 1+2k0 gyce-
siones tales que cualquier otra coincida con una de ellas en al menos algun

termino entre —kg v n + ko.
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Figura 3.1: Cuéantas sucesiones pueden diferir en los términos

mencionados?

A su vez, es claro que si un conjunto de sucesiones es tal que al menos
uno de los primeros n + 1 términos de dos cualesquiera difieran (contando el
de indice 0 como primer término), este conjunto estard (n, €) — separado. En
efecto, sean {x} e {yr} dos sucesiones con esta propiedad. Dado que difieren
en al menos uno de sus primeros n + 1 términos, se tiene que d,({zx}, {yr}) =
méxo<i<n{d(c*({zx}), 7' ({yr}))} > 55 = 1. En este caso, el méximo cardinal
de un conjunto de este tipo es 2"*! (ver figura 3.1).

Las observaciones anteriores nos indican que 2"t < §,, < 2nt+1+2ko  de
dénde lim sup,, _, ., + log 2" =log2 < h(o,€) < limsup,,_,,, = log 2"+ 12k =

log 2. Como este valor no depende de € < 1, concluimos que h(o) = log 2.

3.2. Intersecciones F-transversas

Para el correcto desarrollo del siguiente tema, sera necesario introducir
el concepto de intersecciéon F-transversa, al cual le dedicaremos toda esta
subseccion debido a su complejidad.

Recordemos antes que nada que decimos que un mapa entre espacios
topoldgicos es propio si la preimagen de cualquier compacto es un compacto.

Suponemos que M = R? y que tenemos una foliacién F.

En primer lugar, consideremos tres lineas (i.e. caminos inyectivos y propios)

Ao, A1 Y A2,

Definicién 3.2.1. Decimos que g estd por arriba de A; respecto a Ag (y A1

por debajo de A2 respecto a \g) si:
= Las tres lineas son disjuntas dos a dos.

= Ninguna de ellas separa a las otras dos.
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» Si 1y 92 son dos caminos que unen a z; = A\o(t1) y 22 = Ao(t2) con
21 € A1y 24 € g respectivamente y que solo se cortan con las lineas en

sus extremos, entonces ty > t; (ver figura).

- (__/T &
z] "‘\‘
At

Figura 3.2: Orden de las lineas

Sean v1 : J1 = M y 9 : Jo» = M dos caminos transversos. El conjunto
X = {(t1,t2) € J1 x Ja tales que ¢, (1) = Pr,y(1,) ) Si 1O es vacio, es un intervalo
que se proyecta inyectivamente en J; y Jo. Ademds, para todo (t1,t2) € X \ X,
las hojas ¢.,(4,) ¥ @y,(1,) DO estdn separadas en X (el espacio de hojas, con
la topologia cociente). Veamos esto en detalle: sean J; y Jo dos intervalos, y
SUPONZAMOS qUE ¢y, (1) = Py () CON 1 € J1y T2 € Jo. Sean J; = JiN[—00, 1]
y Jy = JaN[—00,ts]. Observemos que o bien uno de los caminos Mg Y Yoy

es equivalente al otro, o bien existen a; < t; y ba < to tales que:
* Yil(ar,t1] ¥ V2l(az,t) SON equivalentes
" Oyi(ar) © L(Pra(a2) Y Praaz) © LDy (ar))
" ®yi(a1) Y Pya(ag) 1O estdn separadas en 3.
En este contexto, definimos la interseccion F-transversa:

Definicién 3.2.2. Sean 1 : J1 = M y ¥ : Jo = M dos caminos transversos
Y Pu(t1) = Pra(to) = ¢- Decimos que 71 intersecta a y2 de forma F-transversa
positivamente si Jai,b1 € J1 con a1 < t1 < by y ag,by € Jo con agy < to < by

tales que:
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" $y,(ay) €Sta por debajo de ¢, (4,) respecto a ¢ (como se muestra en la

figura)

" (ry(hy) €stad por arriba de ¢, ;) respecto a ¢ (como se muestra en la

figura)

0 (B7)

et

v
i

Doy fa ) '.. C?—,_._,_,l}-_.': ¥

Figura 3.3: Interseciéon F-transversa

Notar que 71 y 72 tienen al menos un punto de interseccion, y que podemos
encontrar dos caminos transversos ] y 5 equivalentes a 41 y 2 respectivamen-
te con un unico punto de interseccién, situado en ¢, y tal que la interseccion
sea topoldgicamente transversa.

Caso general: Supongamos ahora que tenemos una foliacién singular
F en una superficie M. Sean v, : J; - M y 5 : Jo — M dos caminos

transversos que pasan por una misma hoja ¢ = @, (1) = Dy (12)-

Definicién 3.2.3. Decimos que vy, y - tienen interseccién F—transversa
si existen levantados ; : J; — dom(F) y 72 : J» — dom(F) con una hoja

en comun ¢ = @y, (1;) = P5,(1,) que tienen interseccion F-transversa en ¢.

3.3. Entropia en superficies compactas

La presente seccién tiene como objetivo demostrar que si un homeo-
morfismo tiene entropia nula, entonces los caminos admisibles transversos

no pueden tener interescciones F-transversas. Este es un resultado fun-
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damental pues es lo que nos permitiré construir los anillos invariantes
mencionados en la introduccion.
Serd necesaria la siguiente definicién para un correcto enunciado del

teoremas:

Definicién 3.3.1 (Camino F—recurrente). Decimos que un camino
transverso v : (0,1) — M es positivamente F—recurrente si para todo
segmento J C (0,1) y Vt € (0,1) existe un segmento Jy C [¢,1) tal que

V7, €s equivalente a ;s

Teorema 3.3.1. Sea M una superficie compacta, 1,72 : R — M dos
caminos admisibles transversos(eventualente iguales) F-positivamente
recurrentes con una interseccion JF-transversa.

Se tiene entonces que la entropia topoldgica de [ es estrictamente

positiva.

Este resultado es consecuencia directa de la combinacion del lema y la
proposicién que enunciamos a continuacion, que cabe destacar que no son
nada faciles de demostrar. De hecho, demostrarlos implicaria sumergirse
en arduos tecnicismos, que no siendo relevantes para nuestros propésitos,
optaremos por omitirlos y explayarnos mas bien en la idea intuitiva que

hay detras de los mismos.

Definicion 3.3.2. Decimos que un loop transverso I' es linealmente
admisible de orden ¢ si existen dos suseciones (r)r>0 ¥ (Sk)r>0 tales que:
- limy oo 7 = limg_yo0 S = +00 - lim sup ;—i > % - Yjo,r,] € admisible de

orden < sy.

Lema 3.3.2. Sean v, y 72 dos caminos admisibles positivamente F —
transversos con interseccion F — transversa, y sean I e Iy dos inter-
valos. Entonces existe un loop v linealmente admisible y transverso, con
autointerseccion F — transversa tal que i1, y Vo1, son equivalentes a

subcaminos de .

La demostracion de este lema es bastante técnica, y se puede encontrar
en [LC], pero basicamente se realiza una fina construccién en la cual se
van concatenando caminos transversos para formar un loop transverso

que verifique la tesis.
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Proposicién 3.3.3. Sea I' un loop transverso con autointerseccion JF-
transversa y v : R — M su levantamiento natural. Supongamos que
existen enteros K y r tales que 7o k) tiene una autointerseccion F-
transversa y que Yjo,mx] €s admisible de orden mr para todo m > 1.

Entonces la entropia topologica de f wvale por lo menos log %.

Como vimos en la seccién anterior, la entropia del shift es positiva
(vale log 2).
Consideremos el famoso difeo de R? que lleva el cuadrado @ = [0, 1] x

[0, 1] en una herradura, conocido como la herradura de Smale.

a B

Hy

f(Q)

Figura 3.4: Construccién de la Herradura

Supondremos que en las franjas H; y H, el difeo actia de forma afin,
y en concreto, contrae los segmentos horizontales y expande los verticales
de forma uniforme. Observemos que QN f(Q) = f(H1)U f(Hy) :== LU I,
son dos franjas verticales. Se puede ver de forma inductiva que N,>0f"(Q)
son 2" franjas verticales, y de la misma manera, que N,>of~ "(Q) son 2"
franjas horizontales.

Ahora, tomemos conjunto de puntos A = N,z f™(Q) cuya érbita se
mantiene en ().

No es dificil ver que fia es conjugado al shift de dos simbolos visto
previamente, se deduce que la entropia de fja es positiva.

He aqui la idea destras del resultado central de esta seccion: mediante
un fino y sutil trabajo de codificaciéon de caminos, Le Calvez y Tal logran
probar que un homeo que satisface las hipotesis de dichos lemas, presenta
una configuracién similar a la de la herradura de Smale, de dénde se

puede finalmente deducir el valor de su entropia.
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B oo fQ)

Figura 3.5: Construccién del conjunto A

El lector que deseara ver esto en detalle, puede remitirse a [LC].
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4. Homeomorfismos conservativos de S? sin entropia

4.1. Introduccién

En esta secciéon nos proponemos demostrar un teorema de P. Le
Calvez y F. Tal que permite clasificar la dinamica los homeomorfismos
conservativos de la esfera con entropia nula. Comenzaremos introduciendo
algunas definiciones necesarias para enunciarlo.

Sea f : S? — S? un homeomorfismo que preserva orientacién. Decimos
que z € S? es recurrente por disco libre si existe un enteron > 1y
un disco abierto D que contiene a z y f"(z) tal que f(D)ND =0y
denotamos fdrec(f) al conjunto de dichos puntos.

Un punto z € S? se dice heteroclinico si su w y « limite estdn contenidos
en componentes conexas de Fix(f).

Supongamos ahora que Q(f) = S* y sea {W,} la familia de las
componentes conexas de fdrec(f). En este contexto, definimos A, como
el interior en S? \ Fix(f) de la clausura de W,,.

El objetivo sera demostrar las tres primeras afirmaciones del siguiente

teoremas:

Teorema 4.1.1 (Le Calvez - Tal). Si f : S* — S? es un homeomor-

fismo que preserva orientacion tal que Q(f) =S* y h(f) =0, entonces
1. Cada A, es un anillo abierto invariante

2. Los A, son mazximales dentro del conjunto de los anillos abiertos

mvariantes sin puntos fijos.
3. Todo punto de S* \ UA,, es heteroclinico.

4. 81 C es una componente conexa de la frontera de un A, en S*\
Fix(f), la componente conexa de Fix(f) que contiene a w(z) (resp.
a(z)) no depende de z € C.

Para abordar este problema, sera necesario probar unos resultados
generales sobre el conjunto fdrec(f) y algunos lemas técnicos.
Luego, presentaremos una version local del teorema, es decir, relativa a

una isotopia maximal dada. (Ver seccion 2)
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Finalmente, veremos céomo el resultado que buscamos es consecuencia de
la versiéon local.

Se deja de lado la cuarta afirmacién ya que para demostrarla se utilizan
teorias mas sofisticadas que involucran los nimeros de rotaciéon y un
teorema de [Mm] que escapan al contenido de este estudio, por lo que

instamos al lector interesado a que mire la demostracién en [LC].

4.2. El conjunto fdrec

Como acabamos de mencionar, nos sumergiremos en esta seccion
en un contexto més general, donde f : S — S? es simplemente un
homeomorfismo que preserva orientacion, y probaremos dos proposiciones
sobre los puntos recurrentes por disco libre que nos seran sumamente
utiles para los resultados ulteriores. De hecho, las mismas son de interés
general, y la comprensién del conjunto fdrec(f) es esencial para nuestro

problema central.

Proposicién 4.2.1. El conjunto fdrec(f) cumple las siguientes propie-
dades:

1. Es un abierto invariante que contiene a todos los puntos recurrentes

que no son fijos.
2. Todo punto del complemento es heteroclinico.
3. Sus componentes conexas periddicas son fijas.

Observaciéon 4.2.2. Observemos que como S? es compacto, para todo
punto se cumple que dado un entorno U de w(z), existe N tal que ¥Yn > N,
f™(z) € U. De lo contrario, existe una sucesion de iterados de z, (f™(z))
en S*\ U, que también es compacto, por lo que la misma debe tener una
subsucesion que converge a algin punto fuera de w(z). Claramente, esto

wltimo es absurdo.

Demostracion. Sea z € fdrec(f). Si D es un disco libre que lo contiene
es claro, por la continuidad de f™ , que si 2’ esta suficientemente cerca

de z, D contiene a 2z’ y f"(2') y por lo tanto z es interior a fdrec(f),
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de donde éste es abierto. Ademéds, f(D) es un disco libre -pués f es
un homeomorfismo- que contiene a f(z) y f"*1(2). Luego, fdrec(f) es
invariante.

Por otro lado, si z no es un punto fijo de f, existe un disco libre D que lo
contiene. Si es recurrente para el futuro, existe n > 1 tal que f™(z) € D
y en consecuencia z € fdrec(f). Si es recurrente para el pasado, existe
n > 1 tal que f7"(z) € D. Luego, f7"(z) € fdrec(f) y por invarianza
también z.

Tomemos ahora 2 € S\ fdrec(f) y supongamos que 32" € w(z)\Fix(f).

Tenemos entonces un disco libre D que contiene a 2z’ y dos enteros n > n’
tales que f"(z) y f™(z) pertenecen a D ya que 2’ € w(z). De esto se
desprende que " (2) € fdrec(f) ( observar que n—n’ > 1 porque D es un
disco libre) y por tanto, también z, lo cual contradice nuestra hipdtesis
inicial.
Luego, w(z) C Fix(f). Probaremos a continuacién que dado un entorno U
de Fix(f), w(z) estd en una componente conexa de U, y al ser U arbitrario,
se desprende que esta en una componente conexa de Fix(f). Si U es un
entorno de Fix(f), entonces existe otro entorno U’ C U de Fix(f) tal que
para todo 2/ € U'N f~1(U"), 2" y f(2') pertenecen a la misma componente
conexa de U [BK], por ser f continua y U un entorno de sus puntos fijos.
Ademés,por la observacién 2.1.2, existe N tal que f"(z) € U' ¥n > N -ya
que U’ es en particular un entorno de w(z)- y por ende en una componente
conexa de U.

Veamos ahora, que las componentes conexas periédicas de fdrec(f)
son fijas. Para esto, supongamos que existe una componente W de periodo
g > 1. En primer lugar, esto implica ([BK]) que no es una componente
conexa de S? \ Fix(f). Entonces, podemos tomar 2z’ € OW \ Fix(f) y dado
z € W encontrar un camino o en W que una estos dos puntos. Esto
ultimo se debe a que los puntos accesibles del borde forman un conjunto
denso, y tenemos un abierto en JW de puntos que no son fijos por f,
pués un punto de acumulacién de puntos fijos, es fijo. Tomemos ahora un
camino 3 en W de z a f(z) y consideremos la concatenacién a3 f9(a)
que une los puntos 2’ y f9(z'). Es claro que eliminando posibles loops,

podemos tomar un camino simple v entre z’ y f9(z') cuya imagen esté
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contenida en la de a~!8f9(a). Si ahora observamos que los puntos 2/,
f(2), f1(z") y f71(2") son distintos pues 2’ no es periédico (por hipdtesis
no es fijo ni estd en fdrec(f)), deducimos que vy es un camino libre, ya que
el resto de su recorrido esta contenido en W. Luego, si U, es un entorno
suficientemente pequeno 7, es un disco libre que contiene a 2"y f9(z')
contradiciendo que 2z’ ¢ fdrec(f).

]

Veremos a continuacién una version local de esa proposicion, es decir,
relativa a una isotopia maximal /. Llamaremos I al levantamiento de la
isotopia I al cubrimiento universal dgn:(/[’) de dom(I) y [ al de i dom(1)-
Diremos que un punto z € dom(/) es recurrente por disco libre relativo a
I si existe un entero n > 0 y un disco abierto D C dom(/) que contiene
a zy f"(z) tal que cada levantado en d/(;I/Il([) es disjunto de su imagen
por f (a un tal disco lo llamaremos I-libre).

Enunciamos a continuaciéon la version local de la proposicién anterior.

Proposicién 4.2.3. El conjunto de los puntos recurrentes por disco libre

relativo a I, fdrec(I), cumple las siguientes propiedades:

1. Es un abierto invariante que contiene a todos los puntos recurrentes

en dom(I).

2. Todo punto de S*\ fdrec(I) es heteroclinico y sus o y w-limite estdn

contenidos en componentes conezas de sing(I) .

3. Sus componentes conexas periodicas son fijas, y sus levantados son

conjuntos fijos de f.

Demostracion. Los argumentos que se utilizan para probar las dos prime-
ras afirmaciones son los mismos de la proposicién anterior, remplazando
los discos libres por discos I-libres. Idem para probar que toda componente
periédica de fdrec(I) es fija.

Faltaria ver que si W es una componente conexa fija de fdrec(7),
entonces cada componente conexa de 7 1(W) queda fija por f, donde
7w denota la proyeccion desde el cubrimiento universal. Para lograrlo,

procederemos por absurdo, suponiendo que alguna de estas componentes
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no es fija. Lo primero que se desprende de esta suposicion es que entonces,
tampoco es una componente conexa de dfo\ﬁl(l ) (ver [BK]), y por ende,
W no es una componente conexa de dom([l). Al igual que en el lema
anterior, tomamos un camino « contenido en W que una algin punto
z € W con un punto 2’ € OW Ndom(I) y un camino simple v entre 2’ y
f?(2"), contenido en W, exceptuando sus extremos. Este tltimo se levanta
en un camino libre para f , lo que nos permite encontrar un disco [-libre
que contiene a v, contradiciendo que 2’ ¢ fdrec(I).

m
Para finalizar con esta seccion, probaremos un pequeno lema.
Lema 4.2.4. Si Q(f) = S? entonces fdrec(f) es denso en S* \ Fix(f).

Demostracion. Sea z € S? \ Fix(f). Como z no es fijo, existe un disco
libre D que lo contiene. Ahora, como f™(D) N (D) # () para algin n > 1
pues z es no errante, podemos encontrar 2z’ € fdrec(f) ND, lo que, al ser
los discos base de la topologia, prueba que z € M, i.e., fdrec(f) es
denso en §% \ Fix(f). O

4.3. Version local del teorema

Hemos llegado a uno de los puntos mas delicados de este trabajo: enun-
ciar y demostrar la version local - i.e. relativa a una isotopia maximal I -
del teorema anterior. Si bien es conceptualmente analogo, deberemos cons-
truir numerosos objetos y trabajarlos para llegar a los resultados deseados,
mientras que para la versién original, simplemente nos serviremos de éste
ultimo.

Comencemos pues, sin mas preambulos, a desarrollar las nociones
necesarias.

Siguiendo la misma linea que para el caso global, nos encontramos
en el contexto en que Q(f) = S?, y denotamos (Wj3)s a la familia de
componentes conexas de fdrec(I) y Ag al interior en dom(/) de la clausura
de Wp.
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Teorema 4.3.1 (Version local). Si f: S* — S? es un homeomorfismo

que preserva orientacion tal que Q(f) =S* y h(f) =0, entonces

1. Cada Ag es un anillo abierto invariante, y a su vez, los Ag son
maximales dentro del conjunto de los anillos abiertos invariantes

incluidos en dom(T).

2. Todo punto de S* \ UAg es heteroclinico y tanto su « como su w

limite estdn incluidos en componentes conezas de sing(I).

3. 8i C es una componente coneza de la frontera de un Ag en dom([),
la componente conexa de sing(I) que contiene a w(z)(resp. a(z))

no depende de z € C.

Sintetizando mucho la idea, se podria decir que la demostracion se
divide en dos grandes pasos.

En una primera instancia, consideraremos una foliacién transversa a la
isotopia, y a partir de la misma construiremos anillos invariantes con las
mismas caracteristicas de los mencionados en el teorema. A esta parte le
dedicaremos toda una subseccion, pues engloba una cantidad importante
de construcciones y lemas previos.

Posteriormente, veremos que los anillos construidos en virtud de la
foliacion son, en realidad, no solo independientes de esta, sino que, de
hecho, son los Az que buscamos.

Una vez obtenido este resultado, es relativamente sencillo demostrar
las tres primeras afirmaciones de Teorema 4.1.1, y siendo que es nuestro
objetivo principal, comenzaremos por esto y posteriormente haremos la

construccién de los anillos ya mencionados.

4.4. Demostracién del teorema 4.1.1.

Asumiendo la versién local, estamos en en condiciones de demostrar
practicamente todo el Teorema 4.1.1. Cabe destacar que, aunque no
aparezca explicitamente, la hipdtesis de que h(f) = 0 es fundamental,
pues en esta se basa el grueso de los resultados previos que permitieron

llegar a este punto (ver seccién 3).
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Antes de embarcarnos en la demostracion formal, exhibimos un esque-
ma de la prueba, ya que la misma es larga y presenta bastantes detalles
técnicos. De este modo el lector podra, sin mayores dificultades, captar la
escencia de ésta, y ahorrarse los tecnisismos a menos de interés particular
por las ideas que encierran.

Las dos primeras afirmaciones se trabajan conjuntamente. La estrategia
consiste en probar que cualquier anillo invariante sin puntos fijos esta
contenido algin A, para luego ver que cada A, estd en contenido en
algin anillo de este tipo, lo que prueba que son anillos y su maximalidad.
Lo primero es relativamente sencillo, y se basa mas que nada en las
propiedades ya estudiadas del conjunto fdrec(f). Lo segundo, si bien es
mas delicado, delegé lo mas dificil del proceso a la versién local, pues
bésicamente, lo que haremos serd utilizar los anillos invariantes de dom([I)
para, dado un A,, construir un anillo con las caracteristicas deseadas que
lo contenga.

La tercera afirmacion es trivial, y con esto culmina lo que podemos
desarrollar en este momento.

Estas son, en resumen, las ideas principales que guian los argumentos
que detallaremos a continuacién, y se espera que sean de utilidad para

seguir el hilo de la demostracion.

Demostracion. Comencemos por probar que todo anillo invariante sin
puntos fijos A estd contenido en algun A, para lo que basta ver que
fdrec(f) N A es conexo. En efecto, esto implica que fdrec(f) N A C W,

para algin «, y entonces A C A, ya que A = fdrec(f) N A (recordar que
fdrec(f) es denso en S?\ Fix(f)) y Aq = W, en S? \ Fix(f). Sea W una

componente conexa de fdrec(f) N A. Si suponemos que no es esencial en A,
uniéndole las componentes no escenciales de su complemento, obtenemos
un disco invariante D C A, y como D no tiene puntos errantes, debe
contener un punto fijo, llegando a un absurdo por Brower ([Br]). Luego, W
es esencial en A. Luego, W es esencial en A. Supongamos ahora que existe
otra componente conexa W' de fdrec(f) N A distinta de W. Como son
esenciales, el complemento en A de W U W’ tiene una unica componente

conexa compacta -llamémosle K- situada entre W y W’. La misma debe
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ser invariante, ya que su imagen debe ser otra componente de A\ (WUW”)
y las otras no son compactas. Pero dado z € K tal que z ¢ fdrec(f),
w(z) C Fix(f) lo cual es absurdo pues K es un compacto incluido en A,

y por ende estd aislado de Fix(f). En conclusion fdrec(f) es conexo.

Fijemos ahora un A, y veamos que esta contenido en algtin anillo
invariante sin puntos fijos. Sea (z;); una sucesién densa en Fix(f) e Iy una
isotopfa maximal tal que zg, 21, 22 € sing(ly). Sabemos que W, C fdrec(ly)
y es conexo, por lo que estd contenido en algin Wpg,, con By € Bz,. Luego,
por definicién de los A, y Ag se tiene que A, C Ag,.

Si Ag, no tiene puntos fijos, ya probamos lo deseado. En caso contrario,
consideramos el primer 2, que pertenezca a Ag, y una isotopia maximal
de f|Ag, cuyo conjunto singular contenga a zj,. Por razones idénticas a
las recién expuestas, se tiene que existe 3, € Bz, tal que A, C Ag,.

Nuevamente, si Ag, no contiene puntos fijos, ya obvutimos el resulta-
do buscado. En caso contrario, proseguimos considerando el primer zy,
que pertenezca a Ag, y razonando de la misma forma que en los casos
anteriores. Si el proceso termina para un cierto indice k,,, el anillo Ag, no
contiene puntos fijos, y por ende, el teorema quedaria demostrado. En
caso contrario, construiremos un anillo sin puntos fijos, observando, en
primer lugar, lo siguiente: A, estd incluido en NAg,.

Ahora, la componente conexa W del interior de NAg, que contiene a
A, es invariante. Alin mas, no contiene puntos fijos, ya que es abierta y
estd separada de la sucesion (z;) que es densa en Fix(f).

Probemos que para i suficientemente grande, Ag,,, es esencial en Ag,,
lo cual nos permitira posteriormente demostrar que W es un anillo.

Supongamos que acontece lo contrario, i.e., que existen infinitos indi-
ces para los cuales Ag,, , no es esencial en Ag,, y bajo este supuesto,
consideremos un loop I' € W.

Es claro que, para cada indice que cumpla que Ag ., no es esencial en
Ag,, I' es el borde de un disco en Ag,,,, por lo que al final, resulta ser el
borde de un disco en NAg,.

Como esto sucede para cualquier loop en W, resulta que W es un disco,
lo que contradice el hecho de que no contiene puntos fijos (nuevamente

por Brower [Br]). Queda probado pues que Ag,,, es esencial en Ag, a

32



partir de cierto indice ig.
Se puede ver de forma andloga que todo loop I' € W que sea inesencial
en Ag, para i > i es borde de un disco en W. Esto tltimo implica que

W es un anillo abierto.

La tercer afirmacion es bastante obvia: el complemento de los A, esta
contenido en S? \ fdrec(f), y ya probamos en la proposicién 3.2.1 que los

puntos de dicho conjunto son heteroclinicos.
O

4.5. Resultados previos

Supongamos ahora que tenemos dada una foliacién F transversa a I.
Sabemos que dos trayectorias transversas no pueden tener una interseccion
F-transversa (recordar 3) debido a que h(f) = 0 (ver seccién anterior).
Aun mas, una trayectoria transversa no puede tener una autointerseccion
F-transversa, y por ende, la trayectoria completa de cualquier punto
bi-recurrente es equivalente a un loop transverso simple I'.

En lo que sigue, llamaremos G; # al conjunto de tales loops (a menos de
equivalencia), y rec(f)r al conjunto de puntos cuya trayectoria completa
es equivalente a I'.

Observemos ahora que si la trayectoria completa de z € dom(7) corta
una hoja de la foliacién méas de una vez, para todo segmento de I%(z)
existe un entorno U, de z tal que dicho segmento es equivalente a algiin
segmento de IZ(2') para 2z’ € U,. Es decir, podemos obtener una particién
en abiertos disjuntos e invariantes del conjunto de puntos cuya trayectoria
completa corta una hoja més de una vez. Denotaremos Wr a cada abierto
de esta particién. Es claro que z € Wr si I%(z) corta una hoja mds de una
vez y es equivalente a algiin subcamino de I'. Definimos Ar := int(Wr) y
Ur al conjunto de hojas que cortan a I'.

Con estas definiciones, podemos enunciar la proposiciéon fundamental

de esta seccidn.

Proposicién 4.5.1. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
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1. Ar es un anillo abierto invariante y esencial de Up

2. Todo punto de dom([I) \Ureg, » Ar es heteroclinico y sus respectivos

a y w limites estdan incluidos en subconjuntos conexos de sing(I)

3. Si C es una componente conexa de la frontera de Ar en dom([),
entonces las componentes conexas de sing(I) que contienen a a(z)

y w(z) son independientes de z € C

Demostracion. Demostremos primero la segunda afirmacion, que es la mas
immediata. Si 2’ € dom([/) pertenece a(z) o w(z) para algin z € dom(7),
entonces la trayectoria completa de z corta infinitas veces a la hoja &,/ y
por lo tanto z € Ureg, »Wr. Es decir que ningtin punto del « u w limite
de puntos en dom(/) \ Ureg, » Ar puede pertenecer a dom(I).

Veamos ahora la primer afirmacién. Supondremos aqui que dom(7) es
conexo, pues de otro modo, trabajariamos en la componente conexa de
dom(7) que contiene a T

Fijemos un levantamiento 4 de I' en &8—1;1([ ), v llamémosle T" al

automorfismo de cubrimiento que verifica ¥(t + 1) = T'(5(¢)).

Consideremos ahora el cubrimiento dom(/) = do%(l) (observar que se

trata de un anillo pues su 7 es Z) y llamémosle I y f a los levantamientos
respectivosde I y f, F ala foliacién orientada inducida y Tala proyeccién
de 7.

Sin: d@) — dom(/) es la proyeccién, observemos que la unién de
hojas de F (de ahora en més Uzr) que cortan a T esla componente anular
de 77 Y(Ur).

Observar que no existe ninguna curva cerrada I contenida en Ug
cuya imagen sea disjunta de si misma, ya que sino la regiéon acotada por
#(I") y #(f(I")) serfa errante. Atin més, se tiene que los o y w limite de
cualquier hoja de F que esté contenida en Up son ambos fines del anillo,
y que cualquier hoja que no intersecte Up desconecta d@) .

Agregando los fines del anillo N a la izquierda de T’ y S a la derecha
obtenemos una esfera que denotaremos por dfo\r;l(] )g- Hagamos ahora un

par de observaciones:

1. El complemento de Uz tiene dos componentes conexas: I(T)U{N}
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y r(T)uU{s }, siendo [ (T') y r(T') la izquierda y derecha de T’ respec-

tivamente.
2. I' es el unico loop transverso a F a menos de equivalencia.

Por otro lado, se tiene que el conjunto de puntos bi-recurrentes de f
es denso (ver lema 4.2.4), y si uno de estos puntos corta una hoja mas
de una vez, entonces I ;Z? es equivalente a T. Sea rec(f)z el conjunto de
dichos puntos.

. 27 e ey .

Si 2 ¢ rec(f)p entonces IZ pasa por [(I') o por r(I'). Estas dos posibi-
lidades son excluyentes ya que al igual que en dom(/), dos trayectorias
no pueden tener interseccién ]-A"—transversa, y por ende I ]Z?_ no puede in-
tersectar L. A los conjuntos de estos dos tipos de puntos los llamaremos
vec(f)n ¥ rec(f)s.

Sea Wp el conjunto de puntos cuya trayectoria transversa corta alguna
hoja al menos dos veces, Wy el conjunto de puntos cuya trayectoria

~

transversa corta [(I') y Ws aquellos cuya trayectoria transversa corta

Estos ultimos son tres abiertos invariantes que contienen a rec(f)s,
rec(f)n y rec(f)s respectivamente y cuya unién es densa.

Observar que el a y w limite de cualquier punto z ¢ Wx debe ser uno
de los fines. Es claro que ambos son N si z € rec(f)ny y S si z € rec(f)s.
De hecho, probaremos que son ambos N para z € Wy y S para z € W.

A su vez, cada hoja ¢ que no pertenece a Up es borde de un disco
disjunto con Ug. Por lo tanto, si f]Z? cortaa ¢ y ¢ C [(I') entonces se tiene
que z o f(z) pertenece a ((I'), y lo mismo vale para r(I").

Por tltimo, observemos que W4 es homeomorfo a Wr via la proyeccion,
y lo mismo vale para Aps = dfo\ri(f)s \(Wx U Ws) que se proyecta en Ar.

El primer problema se reduce entonces a probar que Ap es un anillo
(hecho que se deduciré de los lemas que demostramos a continuacion), y

teniendo esto dado, nos ocuparemos de ver que Ar es esencial en Ur.
Lema 4.5.2. Existe una hoja ¢g en Up que no intersecta Wx

Demostracion. En primer lugar, notar que si la interseccién entre la

trayectoria transversa de cualquier punto de rec(f)y y Us es no vacia,

35



entonces es equivalente a algtin subcamino f| g de f, siendo J un intervalo
abierto de [0, 1]. Llamémosle [J a la unién de dichos intervalos.

Como dos trayectorias no pueden tener interseccién transversa, no
hay solapamiento entre estos subcaminos. Es decir, si dos intervalos de
J se intersectan, entonces uno esta contenido en el otro.

Por lo tanto, 3t € [0, 1] que no pertenece a ningin J € J. En efecto,
de poder cubrir [0, 1] con intervalos de J, por compacidad podriamos
extraer un subcubrimiento finito de cardinal minimo r > 2, pero por
conexion, al menos dos de estos intervalos se intersectarian. Como, en
ese caso, uno estaria contenido en el otro, reduciriamos el cardinal r del
cubrimiento, lo cual es absurdo.

Sea ¢g = gbf(t). Como rec(f)y es denso en Wy, ¢s no corta la trayec-
toria transversa de ningtin punto de Wy, por lo que, en particular, no
corta VITN

m

Lema 4.5.3. El conjunto de puntos cuya trayectoria transversa no corta

¢s (de ahora en adelante Og) es un abierto conexo y esencial.

Demostracion. Fijemos un levantado ¢ de s en df(;r/n([). El conjunto de

puntos cuya trayectoria se intersecta con gz~5 (al que llamaremos @) se

puede escribir como (., f (L(¢) N R(f(gb))) . Es claro que es conexo y
simplemente conexo, y por ende, su proyeccién Og es conexo. El levantado
de cualquier punto de rec(f)s pertenece a todos los trasladados T*(O).
Por lo tanto la unién de todos estos trasladados es conexa, lo que implica

que Og es esencial.
m

Lema 4.5.4. S ¢ Wy y z € Wy, se tiene que a(z) = w(z) = {N}.

Demostracién. Wy es conexo ya que es igual a (J,o, f~*(I(T') U {N}).
Por otro lado, no contiene a S ya que es conexo y Wy NOg = 0. Ahora
bien, como sabemos que tanto el o y w limite de cualquier z € Wy es
uno de los fines, este debe ser N pues S ¢ Wy. O

Es claro que como Wg v Wy cumplen las mismas propiedades, estos

lemas valdran también para S. Es decir, existe una hoja ¢x en Ur que no
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intesecta a WS y el conjunto Oy de puntos cuya trayectoria transversa no
corta a ¢y es un abierto conexo y esencial. Atin més, N ¢ Wg y Vz € W,
alz) =w(z) = {S5}.

Se tiene entonces que Wy NWg = (. Ademds, dos puntos de Oy N Og
no pueden estar separados ni por Wy ni por Wy ya que ambos son conexos
v Og no se intersecta con Wy, ni Oy con Wg. Luego, no pueden estar
separados por la unién de estos ultimos ya que su interseccion es vacia.

En virtud de lo anterior, Oy N Og debe estar contenido en una com-
ponente conexa O de (Wy |JWs)® = Ap.

En resumen, pudimos ver que:

Wy COsNOy COC Ap CWr

De esto se desprende que todos los conjuntos involucrados en esta
cadena de inclusiones tienen la misma clausura, por lo que O C Ay C 0,
de dénde Ap es conexo. A su vez, es un anillo pues es conexo y su
complemento son dos conexos disjuntos, y esencial en d@) ya que
sino, una de las componentes conexas de su complemento en dm) S

contendria a ambos fines.

Todo lo que nos falta es probar la tercer afirmacién. Observemos antes
que nada que toda hoja de F es intersectada por un loop transverso, y
por ende es errante (aqui nos estamos refiriendo a la dindmica de la hoja).
Esto implica que el o y w limite de una hoja estan contenidos en dos
componentes conexas distintas de sing(/).

Fijemos I' € G; ». El complemento de Ar tiene dos componentes
conexas. Una de ellas (la denotaremos por L(Ar)) contiene a todas las
singularidades y hojas de I(I'). Andlogamente definimos R(Ar). Sea Y la
union de todos los intervalos J € J definidos en uno de los lemas previos.
Un punto ¢ € [0, 1] pertenece a Y si y solo si existe z € rec(f)NL(Ar) cuya
trayectoria transversa corte a ¢rq. Si C' es una componente conexa de
(0Ap \sing(1)) N L(Ar), entonces el conjunto Jo = {t € [0,1] : CNory) #
0} es un intervalo contenido en Y. Sea (t_,t,) la componente conexa de
Y que contiene a Jo. La afirmacion que queremos probar es consecuencia

directa del siguiente lema.
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Lema 4.5.5. El intervalo Jo es exactamente (t_,t.). Aun mds, Vz € C,
la componente conezxa de sing(I) que contiene a o(z) y w(z) coincide con
las componentes conexas de sing(l) que contienen a w(éru_y) y w(dre,))

respectivamente.

Demostracion. Sea z € C. Cada f*(z) pertenece a una hoja ¢r(,), con
tr € ]0,1]. Por definicién de Y, se sabe que la trayectoria transversa de
z no corta ninguna hoja ¢ry) con t ¢ Y, por lo que t € (t_,t1) si ¢pg
corta la trayectoria. De hecho, se tiene que la sucesion (ty)rez C (t—,4)
es creciente. Definimos ¢ = limy oot y ¥/, = limy_, oo . Sea FY la
componente conexa de sing(/) que contiene a w(¢r,))-

Veamos que la componente conexa de sing(/) que contiene a w(z) es
F' y que t/, =t,. Se puede ver lo mismo para a(z).

Sabemos que w(z) C L(Ar)Nsing(!). Por lo tanto, existe una sucesién
(21,)k>0 tal que 2, € ¢~ (2;) para todo k y que converge.® F| (i.e. todo
entorno de F contiene a la sucesién a partir de cierto k).

Probemos ahora que todo entorno de F contiene al segmento ~y; de
ér@,) que va de 2 a 2, para k suficientemente grande.

De no ser asi, existe una subsucesién de (7x)r>0 que converge en la
topologia Hausdorff a un conjunto que contiene algin z ¢ sing([). Este
punto perteneceria a {(IV), y la hoja ¢, cortarfa algin loop I € G; r.
Podemos elegir un loop que pase por z, de tal manera que sabremos que zj
pertenecerd a L(I") para infinitos k. Se deduce que la componente conexa
de sing(I) que contiene a w(z) pertenece a L(I"). Pero esto implica que
también pertenece a L(Ar/). Como esta tltima estd incluida en el disco
abierto AU L(Ar), todo z,, pertenece a este disco para k suficientemente
grande. Esto es absurdo ya que z € 0Ar porque A U L(Ar) esta en el
interior de L(Ar).

Faltarfa ver que ¢, = t,. Si ¢, < t;, entonces ¢r(y,) corta algin
loop IV € G r tal que Ap C L(Ar) y se puede ver al igual que en lo
anterior que para k suficientemente grande zj perteneceria al disco abierto

Ar U L(Ar), obteniendo la misma contradiccién. O

O
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Hemos adquirido ya las herramientas necesarias para probar el teorema
4.3.1.

4.6. Demostracion del teorema 4.3.1.

Comencemos por destacar la similitud entre el teorema 4.3.1 y la
proposicion 4.5.1. Lo que probamos para los conjuntos Ar es casi exac-
tamente lo que queriamos probar para los Ag: la diferencia entre estos
conjuntos aparentemente seria la maximalidad como anillos invariantes.

Ahora bien, cuando uno define los Ar, es facil intuir que lo que se
estd construyendo es un anillo (ver subseccién anterior), lo cual no es el
caso para los Ag. Lo grandioso del asunto es que, en realidad, cada Az es
igual a un Ar, razon por la cual probando ademéas que cualquier anillo
invariante estd contenido en algiin Ag el teorema queda demostrado.

Al lector atento le podria generar cierto escepticismo el hecho de que
los Ar estén construidos a partir de una foliacion dada, pero lo que sucede
es que como conjuntos son independiente de la foliacion, asunto que sera

aclarado en la demostracion que sigue.

Dem Teo. 4.53.1. En primer lugar, observemos que si I' y I” son dos
elementos distintos de G 7, entonces existe una hoja ¢ € Ur \ Ur. Luego,
los conjuntos a(¢) y w(¢) estéan separados por I' pero no por I, lo que
implica que estos loops no son homotdpicos (por homotopia libre) en
dom([).

En segundo lugar, veamos que las familias (rec(f)r)reg; » ¥ (Ar)reg; »
no dependen de F, sino que simplemente de la isotopia I. Es decir, si F’
es otra foliacién transversa a I entonces toda I' € G; r es homotdpica a
una unica IV € Gr . Ain més, veremos que rec(f)r = rec(f)r.

Sea z € rec(f) y D C dom(/) un disco abierto tal que z € D. Para
todo par de puntos 2’,2” en D, podemos elegir un camino v, .» que
los una. Ahora, sea (ny)r>o una sucesién creciente de enteros tal que
limy o f™(2) = 2. Para k suficientemente grande, el camino I"(z) -
Vs (2),- €s un loop cuya clase de homotopia no depende de la eleccion de

D ni de v. En particular, si z € rec(f)r, dicha clase es un multiplo de la
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clase de I'. Como la clase de homotopia de 1™ (z) - 7y (z),. claramente no
depende de la foliacion F, se deduce que la de I' € G; » tampoco.

Veamos ahora que cualquier anillo invariante A C dom(/) esta conte-
nido en algin Ag. Exactamente igual que como en el caso global, esto se
logra observando que fdrec(/) N A es conexo.

Vayamos ahora a lo principal, i.e., que cada Ag es igual a algin Ar.
Una de las inclusiones es trivial ya que los Ar son anillos invariantes.

La otra inclusion la probaremos de la siguiente manera: basta ver que
todo punto recurrente por disco [—libre estd contenido en algin Ar, pues
de esto se desprenderia que cada Ag es uniéon de Ar, y esta unién solo
puede estar formada por uno ya que se trata de conjuntos conexos.

Evoquemos ahora el siguiente resultado de [LCJ:

Proposicién 4.6.1. Sea f: M — M un homeomorfismo isotépico a la
identidad en una superficie M y sea I una isotopia macimal. Si X es
un conjunto finito contenido en un disco I—libre, entonces existe una

foliacion transversa F tal que X estd contenido en una hoja de F

Por lo tanto, si D es un disco [—libre que contiene a z y f"(z), con
n > 0, la proposicion anterior nos permite elegir una foliacién tal que
dichos puntos estén en una misma hoja, y por lo tanto, en un mismo Wr.
Por lo tanto, todo disco I—libre esta contenido en un Ar, lo que concluye

la prueba.
O
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