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Introduccion

El tema a tratar en esta monografia serdn las curvas elipticas y algunos
topicos en particular referentes a ellas. Una curva eliptica es una ecuacién del
tipo

v =2 +ar+b (1)

con a, b en algin cuerpo K. Lo que realmente nos interesa son las soluciones de
(1). Al conjunto de pares (x,y) en K2 que satisfacen (1), junto a un elemento
O que llamamos identidad y lo pensamos que como un punto en infinito, le
llamamos conjunto de puntos K-racionales, y lo denotamos por E(K)

B(K)={(z,y) € K*:y*> =2+ ax + b} U {O}

A este conjunto se le puede dar una estructura de grupo abeliano luego de
desarrollar cierta cantidad de teoria, siendo la parte mas dificil de probar en
general la asociatividad.

Para sumar dos puntos P y @ en E(K) hacemos lo siguiente: primero
trazamos la recta que los une. Esa recta cortara a un tercer punto R’ de la
curva eliptica que sera el opuesto de esa suma. Definimos P + @ simetrizan-
do R’ con respecto del eje Ox obteniendo asi el punto R = P + Q. Ademsés
suponemos que O sera el neutro de la suma. En la figura 1 se puede ver un
ejemplo sencillo.

Figura 1: Ejemplo de suma en una curva eliptica. P+ Q + R = O.

Una vez definida la estructura de grupo de la curva eliptica, fijamos el cuerpo
K =T,, osea un cuerpo finito de p elementos, siendo p primo. Nos preguntamos



que cantidad de elementos tendrd el grupo finito E(F,). El siguiente teorema
fue conjeturado por Artin y demostrado por Hasse.

Teorema de Hasse: Sea I una curva eliptica definida sobre K = TF,.
Entonces

p+1-2p<#E(F,) <p+1+2\p

Es interesante calcular el error de que |E(F,)| sea p + 1, que es a,
ap =p+1—|E(F,)|

Las cotas dadas por el teorema de Hasse sirvieron para disenar un algoritmo
debido a Shanks y a Mestre, utilizando la estrategia baby-step giant-step de
Shanks para encontrar el orden del grupo de la curva eliptica. Que nos da un
algoritmo de orden O(p'/4*¢).

Hay un algoritmo debido a Schoof que usa un refinamiento del teorema de
Hasse que corre en O(log(p)?), y uno mejorado con aportes de Elkies y Atkins
que corre en O(log(p)*).

Una vez que podemos calcular los a, nos interesa estudiar la sucesién

(ap/2\/5)p primo C [*1, 1]

Hay una interesante conjetura sobre la distribucion de esta sucesion debido a
Sato y a Tate que nos dice que la distribucién de esta sucesion converge a la de
un semicirculo en [—1,1]. Un ejemplo del histograma para una curva eliptica se
puede ver en la figura 2.

Conjetura de Sato-Tate: Para todo subintervalo [a,b] C [-1,1],

#{%G[a,b]:p<X} 9 b
lim - :—/ 1 — 22dx
Xoo  #{primos p < X} T Ja

Figura 2: Histograma de distribucién de a,/2,/p de una curva eliptica.

La conjetura ha sido probada para una familia grande de curvas elipticas.
En 2006 Taylor probo que la conjetura es cierta si E' es una curva eliptica sobre
un cuerpo totalmente real con reduccién multiplicativa para algin primo[Tay].

En el primer capitulo definimos los conceptos basicos de una curva eliptica.
Definimos los polinomios y funciones racionales en F, los primeros como poli-
nomios en dos variables en K sobre la ecuacién (1), y las funciones racionales



como cocientes de polinomios definidas formalmente. Probamos luego que la
suma de los ordenes de los puntos de E(K) es 0.

Necesitamos llevar registro de los ceros y polos de una funcién racional, para
lo que definimos el grupo de divisores de E, que es el grupo libre con base E(K),
y denotamos Div(E). Encontramos una biyeccién entre K (F) y cierto subgrupo
de Div(E), que nos serd de mucha importancia para definir una estructura de
grupo abeliano en E(K).

La suma la podemos definir de la siguiente manera, si dos puntos estdn en
E(K) sabemos que la recta que pasa por ellos cortara en un solo punto mas
de E(K) que lo definimos como el opuesto de la suma de esos dos puntos. En
resumen, si una recta pasa por los puntos P, @, R entonces P + ) + R sera el
neutro del grupo. La biyeccién mencionada sirve para probar que esta operacién
es asociativa. Probarla de otra manera, por ejemplo de manera algebraica es
mucho mas engorroso.

Una vez definida la suma investigamos las funciones racionales g,, y h,, dadas
por
nP = (gn(P), hn(P))

Junto a la informacién que obtenemos con la definicién de derivacién en E(K),
podemos entre otras cosas calcular la cantidad de puntos de n-torsién de E(K)

En]={P € E(K):nP =0}
que es n? y usando la estructura propia de la curva vemos que

E[n| =7Z/nZ x Z/nZ

Por ultimo calculamos polinomios 1), asociados a las funciones g,, y h.,, que
entre otras propiedades cumplen que

_ Ynt1¥n—1
gn = T — R
h _ ¢n+1¢% B ¢n—2¢§+1
" 4y

Y nos permiten probar que el grupo de p-torsién es Z/pZ o el grupo trivial,
siendo p la caracteristica de K.

El capitulo segundo esta dedicado a la demostracion del teorema de Hasse

Para demostrarlo desarrollamos conceptos como el indice de ramificacién de
mapas racionales, que son pares de funciones racionales que satisfacen (1).

Definimos los Endomorfismos en E' como mapas racionales que a su vez sean
homomorfismo de grupo.

Luego definimos el Pairing de Weil, una herramienta importante para la
demostracién del teorema, que es un mapa que devuelve una raiz de la unidad
en K, dados dos puntos de F(K). Probamos algunas propiedades bésicas del
Pairing de Weil, una de las cuales tiene demostracion nada trivial, y sumando



propiedades basicas de Endomorfismos y matrices sobre anillos llegamos a la
demostracién del teorema.

En el capitulo tercero presentamos algoritmos para calcular, dado un primo
p, el entero a, que cumple

[EE) =p+1—a
donde I, es el cuerpo finito de p elementos.

El primer algoritmo, que es el mas directo, calculamos a, como la suma
de ciertos simbolos de Legendre. Lo cual nos da un algoritmo bueno para p
pequeno.

Usando la cota de la primera parte del teorema de Hasse podemos usar la
estrategia baby-step giant-step de Shanks, que presentamos en su forma mas
general, para hallar |[E(F,)| y por lo tanto a,.

Finalizamos el capitulo presentando escuetos comentarios sin demostracién
de otros algoritmos mas rapidos que el de Shanks, como es el de Schoof y SEA.
También calculamos la velocidad del algoritmo de Shanks contra el algoritmo
SEA en ciertas curvas, ambos algoritmos implementados en los programas de
matematica Sage y Pari/GP[Pari][Sage].

Hablamos en el cuarto capitulo de la conjetura de Sato-Tate, como de otras

dos conjeturas que la refinan en cierto sentido.

Presentamos también calculos que hicimos para ajustar curvas con la que
se puede definir la conjetura. Buscdbamos una dependencia entre el rango de
la curva y ciertas constantes que hallamos experimentalmente. La dependencia
quedo sin responder, con vistas a investigaciones futuras.

Seguimos en esta parte una presentacion de William Stein en “Sage Days 5,
Clay Math Institute, 2007” [Stel], sobre un trabajo con Barry Mazur.

En el apéndice presentamos todos los calculos hechos en el capitulo anterior.



Capitulo 1

Curvas Elipticas

1.1. Curvas Elipticas

Definicién 1.1.1. Una curva eliptica sobre un cuerpo K es una curva definida
por una ecuacién de la forma

Y?=X°*+AX +B (1.1)
donde A, B € K y —16(4A3 + 27B?) # 0.
El conjunto de puntos K-racionales de E es
B(K) = {(a,b) € K?: V> =a® + Aa + B} U{O}
Al elemento O le llamamos identidad, y a el resto de los puntos les llamamos
puntos finitos.

Definicién 1.1.2. Dada una curva eliptica E como en (1.1) definimos el dis-
criminante de E' como

A(E) = —16(44° 4+ 27B?)

Observacion 1.1.1.

i. Al pedir que el discriminante sea no nulo estamos pidiendo que el poli-
nomio F(X,Y) = Y2~ X3— AX — B no tenga rafces miltiples. Es equiva-
lente a pedir que las derivadas parciales de I’ no se anulen simultaneamente
en un punto que anula F.

ii. Si K tiene caracteristica 2, entonces para A, B € K A(E) = —16(4A3 +
27B?) = 0, por lo que no existirfan curvas elipticas con nuestra definicién.
Existe un problema similar cuando la caracteristica es 3.

Si consideramos ecuaciones de la forma
Y24 A XY + A3Y = X34+ A3 X2 + A X + Ag

obtenemos una nocién mas general de curvas elipticas, que nos permite
definir correctamente curvas en caracteristicas 2 y 3.



%

(a) Y2=X34+ X +1 b)) Y2=X3_X+1 () Y2=X3_X

Figura 1.1: Curvas elipticas sobre K = R.

(<<

(a) Y2 =X3-3X +2 (b) Y2 =X3 (c) Y2=X3-3X -2

Figura 1.2: Curvas en R que no son elipticas.



iii. Los simbolos “z” e “y” los usaremos como las funciones coordenadas en

E(K), definidas como z(a,b) =a 'y y(a,b) =b
iv. Pensaremos al punto O como un punto “en infinito”. Y denotaremos
2(0) =y(0) = o0
En la figura 1.1 damos tres ejemplos de los puntos finitos de curvas elipticas

cuando K = R.

En la figura 1.2 damos ejemplos de curvas cubicas que no son elipticas ya
que su discriminante es nulo.

1.2. Polinomios y funciones racionales

Definicién 1.2.1. Un polinomio en E es un elemento de K|z,y], donde

Klz,y] = {f(z,y): f € K[X,Y]}
con x e y las funciones coordenadas definidas en 1.1.1.

Observacion 1.2.1. A K[z, y] lo podemos pensar como el anillo de polinomios en
las variables X,Y médulo el ideal generado por el polinomio Y2 — X3 — AX — B.

O sea
Klz,y] ~ K[X,Y]/(Y? - X® - AX — B)

Observacion 1.2.2. Todo polinomio en E lo podemos escribir como

[z, y) = v(@) + yuw() (1.2)

donde v, w € K[X]. Escribimos f(x,y) = an ma™y™+- - +a1 ox+ao1y+ao,0 con
ai; EKVi=0,1,...,n, 7=0,1,...,m. Como se cumple y* = 2> + Az*> + B
cambiamos toda potencia de y mayor que 1 por 23 + Az + B.

Decimos que f escrito como en (1.2) estd escrito en forma candnica.

Definicién 1.2.2. Si f(z,y) = v(z)+yw(z) es un polinomio en E, su conjugado
f es el polinomio f(z,y) = v(x) —yw(z) y su norma es el polinomio N(f) = ff.

Observacion 1.2.3. Si f(z,y) = v(z) + yw(z) entonces N(f)(x,y) = v(x)? —
s(x)w(x)?, donde s(x) = 23 + Az + B. De modo que podemos ver a N(f) como
una funcién en una variable, o sea un elemento de K[z].

Esto nos sirve para probar, por ejemplo, que la eleccién de v y w es Unica. Si
suponemos que f(z,y) es la funcién nula, entonces N(f) también es la funcién
nula. Por lo tanto, como el grado de s es impar y los grados de v? y w? son
pares, el polinomio v? tiene que ser nulo ya que v(x)? = s(z)w(z)?, donde el
grado de sw? es impar.

Concluimos que v es el polinomio nulo, por lo que w también ya que s es no
nulo.

De la misma manera se prueba que K[z, y] no tiene divisores del cero.



Definicién 1.2.3. Una funcion racional en E es una clase de equivalencia del
cociente formal de polinomios f/g, con g # 0, donde identificamos f/g con h/k
si fk = gh como polinomios en F.

Es facil de ver que el conjunto de funciones racionales en E forman un cuerpo
que donotamos K (E)

Observacion 1.2.4. Mientras que los polinomios en E tienen valores para todo
punto finito de la curva eliptica, las funciones racionales pueden no tener, y
pueden tener en O.

Notar que si r = f/g es una funcién racional en F, multiplicando por g/g,
podemos escribir 7(z,y) = a(x) + yb(x), donde a y b son funciones racionales
solo en x.

Definicién 1.2.4. Si r es una funcién racional en £y P es un punto finito de
E(K), decimos que r es finita en P si existen polinomios f y g en E tal que
r=f/gy g(P)#0.Sir es finita en P definimos r(p) = f(P)/g(P) que no
depende de f y g.

Queremos calcular el valor de una funcién racional en O, si es posible. La
manera usual en cédlculo para hallar el valor de una funcién racional en infinito
es comparando los grados del numerador y el denominador. En nuestro caso, la
situacion es mds complicada ya que estamos trabajando con dos variables, x e

Y.

Mientras, seria natural asignarle grado 1 a = e y, pero esto no seria consistente
con nuestra relacién fundamental y? = 23 + Ax + B. Esta relacién nos sugiere
que el grado de y serfa 3/2 el grado de x.

Como no queremos trabajar con grados fraccionales vamos a asignarle grado
3ayygrado 2 a x.

Para evitar confusiones, denotaremos el grado usual de un polinomio f en
la variable « como gr,(f).

Definicién 1.2.5. Sea f(x,y) = v(z) + yw(z) un polinomio no nulo en E.
Definimos el grado de de f como:

gr(f) = max{2-gry(v),3+2-gry(w)} (1.3)

Lema 1.2.1. Si f es un polinomio en E entonces
gr(f) = gra(N(f))

Demostracion: Si escribimos f(z,y) = v(z) + yw(z), N(f)(z) = v*(z) —
s(x)w?(x), donde s(x) = 23 + Az + B. Por lo tanto, el lema se desprende de la
definicion de grado. O

Para ver que la definicién de grado es util, debemos probar el siguiente
resultado.

Proposicién 1.2.2. Si f y g son dos polinomios en E entonces gr(f - g) =
gr(f) +gr(g)



Demostracion: Usando el lema anterior, obtenemos

gr(fg) = gra(N(fg)) = gra(N(f)N(g))
= gra(N(f)) + gra(N(g)) = gr(f) + gr(g)
ya que conocemos la proposicién para gr,. [

Observemos que no podemos definir del grado del denominador o el numer-
ador de una funcién racional, pero si podemos ver que la diferencia entre ellos
es constante. Sir = f/g = h/k = gr(f)+gr(k) = gr(h) +gr(g), ya que fk = hg
= gr(f) —gr(g) = gr(h) — gr(k).

Podemos entonces hacer las siguientes definiciones:

Definicién 1.2.6. Sea r = f/g funcién racional en E.

» Sigr(f) < gr(g) definimos r(O) = 0.
= Sigr(f) > gr(g) decimos que r no es finita en O y denotamos r(O) = cc.
= Sigr(f) = gr(g)

e Siel grado de f es par, escribiendo a f y g en forma candnica, tendrian
sus términos de grado mas alto de la forma az? y bx? respectivamente
(para algunos a,b € K y un entero d). Definimos r(O) = a/b.

e Si f es de grado impar, los términos de grado més alto seran ayz? y
byz?, y definimos 7(O) = a/b.

1.3. Ceros y Polos

Definicién 1.3.1. Sea r una funcién racional en E, r tiene un cero en P € E(K)
si r(P) =0, r tiene un polo en P si r(P) = cc.

Antes de demostrar el siguiente teorema necesitamos estudiar ciertos puntos
de la curva.

Recordemos que X3 + AX + B tiene tres raices diferentes en K, que les
llamaremos w1, we y ws. Denotamos w cuando nos referimos a una cualquiera
de ellas.

Entonces E puede tener sélo tres puntos con coordenada y nula, (wi,0),
(w2,0) v (w3,0). Estos puntos son llamados puntos de orden 2. Quedard més
claro el nombre cuando definamos la ley de grupo para FE.

Teorema 1.3.1. Sea P € E, entonces existe una funcion racional w, cero en
P con la siguiente propiedad:

Sir es una funcion racional no nula, entonces
r=ult (1.4)

para algin d € Z y t una funcion racional que no se anula en P. Es mds, el
entero d no depende de la eleccion de la funcion u.



Demostracion: Hay que diferenciar tres casos para la demostracion.

= En el primer caso, asumimos que P no es O ni es un punto de orden
2. Sea entonces P = (a,b) con a,b € K, vamos a probar que podemos
tomar u(x,y) = x — a. Supongamos que 7(P) = 0. Entonces r = f/g con
f(P) =0y g(P) # 0. Si podemos descomponer f = u?s como en (1.4),
dividiendo por g llegamos al resultado deseado para r.

Escribimos f(z,y) = v(z)+yw(z), f = v(z)—yw(z). Si f(P) = 0, entonces
como la caracteristica de K no es 2 y b = y(P) # 0, sumando f(a,b) y
f(a,b), obtenemos que v(a) =0y w(a) = 0. Como v y w son polinomios
en una variable v(z) = (x — a)vi(x) y w(z) = (x — a)wy(z) con vy y wy
polinomios en una variable. Entonces

f(xay) = (‘T - a)tl(‘r’y)

para algin polinomio t; en E.
Si f(P) # 0, podemos multiplicar f por f/f y obtenemos
v () — s(x)w?(x

Fony) - V)~ slau?(a)

f(z,y)

con s(x) = 2 + Az + B. Que f(P) = 0y f(P) # 0 implica v?(z) —

s(z)w?(z) = 0 para x = a, siendo éste un polinomio en una variable. Por

lo tanto, como en el caso anterior,

f(xay) = (‘T - a)tl(‘r’y)

pero aqui t; es una funcion racional finita en P. En ambos casos podemos,
si t1(P) = 0, seguir con el proceso.

Para ver que este proceso debe terminar observamos que si f(x,y) =
(x — a)%;(x,y), entonces N(f)(x) = (x — a)??N(t1)(z). Y sabemos que
N(t1)(x) no tiene un polo en a por lo tanto 2d debe ser menor que el orden
de N(f) como una funcién sélo de x.

Luego si 7 tiene un cero en P podemos tomar « como x — a. Si r tiene un
polo en P, entonces 1/r tiene un cero en P, y x — a sigue sirviendo, pero
con d < 0. Si r no tiene un polo ni un cero en P podemos tomar d =0y
t=u.

= Ahora asumimos que P es un punto de orden dos y P = (wq,0). Vamos a
probar que podemos tomar u como la funcién y.

Como antes, si r(P) = 0 asumimos que r = f /gy f(P) = 0, lo que implica
que v(w1) = 0 donde f(x,y) = v(z) + yw(z).

Luego v(x) = (z —wy)v1(z) con vy un polinomio en z. Como s(z) no tiene

10



raices dobles, podemos escribir s(x) = (z — wy)s1(x) con s1(wy) # 0,

fl@y) = (z—w)u(z) +yw()
_ (ow)si(@)o(z) +ywi(2)
s1(x)

s(z)vi(z) + ywi(x)
s1(x)
y*ui () + ywi (z)
s1(x)
_ [yvl(x) +w1(9€)]

s1(x)

donde wq(z) = s1(z)w(z). Si la funcién entre paréntesis se anula en P
repetimos el proceso para wi(x) + yvi(x). Este proceso debe terminar
porque factorizamos (z — w1) de v 0 w, que pueden tener una cantidad
finita de estos factores. Por lo tanto podemos tomar u(x,y) = y.

= Como ultimo caso debemos probar el teorema para P = O, para esto
demostraremos que u(x,y) = x/y cumple la tesis.
Supongamos que r = f/g con r(O) = 0. Esto es lo mismo que gr(f) —

d

gr(g) = d < 0. Como gr(y) —gr(z) = 1, gr(y’f) = gr(?g) y (y/x)'r = &L
por definicién es finita y no nula en O.
Luego, puesto que

r=(x/y)* [(y/z)"r]

probamos que podemos tomar u(z,y) = x/y en O.

Para ver que el niimero d es tinico, supongamos que u y %’ son dos funciones
racionales que cumplen las condiciones del teorema. Esto implica que podemos
escribir u = (u')®s y v’ = uft, entonces

u = u® (t°) (1.5)

Si ef # 1 dividiendo en (1.5) por u y evaluando en P, obtenemos el absurdo
1=0sief>1. Ysief < 1dividimos por u¢ para llegar a 0 = t(P)¢s(P) # 0.
Si e = —1 entonces uu’ = s y evaluando en P se vuelve a presentar el absurdo

0=1.

Por lo que concluimos e = f = 1. Entonces si r es una funcién racional no
nula que se anula en P, podemos escribir r = u?s = (u’)%t. O

El teorema anterior nos permite definir los siguientes conceptos:

Definicién 1.3.2. Una funciéon que cumple las condiciones del teorema 1.3.1
es llamada variable de uniformizacion en P.

Si r es una funcién racional y r = u?s donde u es una variable de uni-
formizacién en P decimos que el orden de r en P es d y escribimos

ordp(r) =d

11



Definimos la multiplicidad de un cero como el orden de la funcién en el
punto, la multiplicidad de un polo como el opuesto del orden de la funcién en
el punto.

Decimos que un polo o un cero es simple, doble o triple si tiene multiplicidad
uno, dos o tres respectivamente.

Proposicién 1.3.2. Sean P € E(K), r y s funciones racionales en E, entonces
se cumple:

1. ordp(rs) = ordp(r) + ordp(s)
2. ordp(1/r) = —ordp(r)
3. ordp(r/s) = ordp(r) — ordp(s)

Demostracion: Sea u una variable de uniformizacion en P,
r=us

s = UdZSQ

siendo s; funciones racionales finitas y no nulas en P y d; € Z.

1. Ocurre que rs = u®sju?sy = ulditd2) g g, y $1S1 es no nula y finita en
P. Entonces ordp(rs) = ordp(r) + ordp(s).
2. Se verifica que 1/r = —— = u’dli

1 .
v Y 5 €s o nula y finita en P porque
s1 lo es.

3. Se deduce de las partes anteriores.

Mostraremos cuatro ejemplos de variables de uniformizacion.

Ejemplo 1.3.1.

1. Sea f un polinomio en E. Si gr(f) =n

Fa,y) = <E)_ o f(z.y)

) y"

y gr(az™f) = gr(z"™) 4+ gr(f) = 2n +n = 3n = gr(y™), entonces Inj;(f’y) es
no nula y finita en O. Por lo tanto f tiene un polo en O con multiplicidad
gr(f)-

2. Sean P € E(K) con P = (k,1), k,l € Kyl #0, u(z,y) =z — k.
Como u es una variable de uniformizacién en P ordp(u) = 1. Claramente,
P’ = (k,—1) es un punto de E y ordp/(u) =1 ya que u(P’) = 0.

Para el resto de los puntos finitos de F, u no se anula, por lo tanto u tiene
orden 0 en ellos. También sabemos que u tiene un polo en O y tiene grado
2, entonces ordp(u) = —2.

Concluimos que u tiene dos ceros con multiplicidad 1 y un polo con mul-
tiplicidad 2.
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3. Consideramos ahora la funcién y y K algebraicamente cerrado. Vimos que
y es una variable de uniformizacién en los tres puntos de orden 2 que son
(w1,0), (w2,0) y (ws,0), por lo tanto y tiene tres ceros con multiplicidad
uno en esos puntos.

Ademis y tiene orden 0 en el resto de los puntos finitos.
Como gr(y) = 3 llegamos a la conclusién de que ordp(y) = —3. Entonces

y tiene tres ceros con multiplicidad uno y un polo con multiplicidad tres.

4. Si K es algebraicamente cerrado. La funcién u(z,y) = x/y tiene un cero
de orden uno en O y luego hay que diferenciar dos casos. Si B # 0, u tiene
ceros de orden uno en los puntos (0,v/B) y (0, —vB) ya que

11
u@y) = (-0

ademds tiene polos de orden uno en los puntos de orden dos porque

u(z,y) =y '

entonces u tiene tres ceros de orden uno y tres polos de orden uno.
Si B =0, u tiene un cero simple en (0,0) ya que

r_wy xy ;1
Y4

y 2 a3+ Ax

y A # 0. Tiene ademads polos en (+v/—A4, 0) con multiplicidad uno, ya que

yvV—A#0, yaquesino A=0y seria A(E) = 0.

Los ejemplos anteriores dan pie al siguiente teorema:

Teorema 1.3.3. Sea r una funcion racional en E. Si K es algebraicamente

cerrado entonces
Z ordp(r) =0

Necesitamos el siguiente lema para poder probar el teorema.

Lema 1.3.4. Sea un polinomio f en E y K algebraicamente cerrado. La suma
de las multiplicidades de los ceros de [ es igual al grado de f, o sea

> orde(f) =gx(f)

PeE/ f(P)=0

Demostracion: Sea n = gr(f). Por el lema 1.2.1, gr,(N(f)) = n, escribimos

N(f)(@) = ff(2) = (v —a)(z —az) - (v — an)

donde los a; € K, que pueden no ser diferentes.

13



Si a; # w, entonces (z — a;) tiene dos raices en E, (a;,\/a} + Aa; + B) y
(a;, —/a? + Aa; + B).

Si a; = w entonces (x — a;) tiene una sola raiz en E pero de multiplicidad
dos.

Concluimos que ff tiene exactamente 2n raices contadas con multiplicidad.

Ahora, como f y f tienen la misma cantidad de raices, ya que si escribimos
flz,y) = v(z) + yw(z) entonces f(a,b) = v(a) + bw(a) = f(a,—b) y (a,b) es

raiz de f siy sélo si (a,—b) es raiz de f.

Podemos concluir entonces que la suma de las multiplicidades de los ceros
de f es n. O

Demostracion del Teorema 1.3.3:  Alcanza con probar el teorema para
un polinomio ya que si r = f/g entonces en virtud de la proposicién 1.3.2,
ordp(r) = ordp(f) —ordp(g) V P € E. Entonces

Z ordp(r) = Z ordp(f) — Z ordp(g)

PeE PeE PeE

Sea entonces f un polinomio en E, por el lema 1.3.4
Y. ordp(f) =gr(f)
PeE—-{O}

y como vimos en el ejemplo 1.3.1.1 f tiene un polo de multiplicidad gr(f) en O.
Por lo tanto

> ordp(f)= > ordp(f)+ordo(f) = gr(f) — gr(f) =0
PeE PeE—-{O}

con lo que queda demostrado el teorema. (I

Lema 1.3.5. Sea f un polinomio no constante en E, con K algebraicamente
cerrado. Entonces f tiene al menos dos ceros simples o uno doble en puntos
finitos de E.

Demostracion: Como f es no constante gr(f) > 2 ya que gr(z) = 2y
gr(y) = 3y f debe tener una x o una y. El resultado entonces se deduce del
lema 1.3.4. (I

Observacion 1.3.1. Si K es algebraicamente cerrado F tiene infinitos puntos,
ya que si g € K entonces \/z3 + Azg+ B € K, y K tiene infinitos elementos.

Proposicion 1.3.6. Si dos funciones racionales sobre E coinciden en infinitos
puntos entonces son iguales cuando K es algebraicamente cerrado.

Demostracion: Si r y s coinciden en infinitos puntos finitos r — s tiene
infinitos ceros y si no es constante debe tener infinitos polos por el teorema
1.3.3, de otra manera r y s también tendria infinitos polos.

Probaremos que una funcién racional r no constante no puede tener infinitos
polos. Si r = f/g tiene infinitos polos, g debe de tener infinitos ceros, g tiene
que ser constante cero por el lema 1.3.4, luego r debe ser constante nula. (]
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Lema 1.3.7. Una funcion racional sin polos finitos es un polinomio.

Demostracion: Sea r una funcién racional sin polos finitos. Si escribimos
r(z,y) = a(x) + yb(x) con a y b funciones racionales, como r no tiene polos
finitos, 7 = a — yb tampoco. Luego r + 7 = 2a no tiene polos finitos.

Si @ tiene un polo como funcién de una variable entonces tiene como funcién
en E. Entonces a es un polinomio. Esto implica que yb = r — a no tiene polos
finitos. Por lo tanto (yb)? = sb? tampoco tiene polos finitos, donde s(x) =
234+ Az+ B. Si b tiene un polo en un punto finito entonces escribiendo b = f/g, f
y g polinomios, g(r) = 0 para algtin z € K, P = (x,y). En ese caso, b*> = f2/g°%y
g2 tiene un cero con multiplicidad al menos dos. La tinica manera entonces de
que sb? tenga un polo en P es que s tenga un cero con multiplicidad mayor a
dos, pero s tiene sélo raices simples. Por lo tanto b no tiene polos finitos, y r,b
son polinomios. O

Definicién 1.3.3. Un mapa racional F en E es un par (r,s), donde r y s son
funciones racionales en E' que cumplen la condicion

s?=r3+Ar+B

Si definimos F(P) = O cuando r y s no son finitos en P, vemos que F' : E — F
F(P) = (r(P), s(P)), define una funcién ya que r y s tienen polos en los mismos
puntos.

Observacion 1.3.2. Una manera interesante de ver los mapas racionales en F es
la siguiente. Si E estd definida por la ecuacion

Y?=X*+AX +B (1.6)

Sea H = K(F) el cuerpo de funciones racionales en E. Entonces los mapas
racionales son los puntos F(K)-racionales en la curva F definida por la ecuacién
(1.6) sobre H. La identidad de E(K) lo podemos pensar como el mapa Oy con
valor constante O.

1.4. Divisores y Rectas

Necesitamos un método para llevar cuenta de los polos y ceros de una funcién
racional r. La manera que haremos sera la de las sumas formales de elementos

de F.

Definiciéon 1.4.1. Sea S # 0. El grupo abeliano libre generado por S es el
conjunto de combinaciones lineales formales de elementos de S

Z m(s)s

seS

donde m(s) € Z y m(s) = 0 salvo para una cantidad finita o vacia de elementos
de S.
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Definicién 1.4.2. Sea E una curva eliptica sobre K cuerpo algebraicamente
cerrado. El grupo de divisores de E es el grupo abeliano libre generado por los
puntos de E, y lo denotamos Div(E). Dado P € E denotamos (P) al divisor tal
que m(P) =1y m(P’) =0 para todo P’ € E — {P}.

Si A =3 pcpm(P){P) € Div(E) definimos su grado como:

gr(A)= > m(P)€Z

PeFE

Si 7 es una funcién racional sobre E' le asociamos un divisor por la siguiente

ecuacién
div(r) = Y ordp(P)(P)
PeFE

Observacion 1.4.1.

= Observamos que una funcién racional tiene una cantidad finita de ceros
y polos. Esto fue demostrado en el Lema 1.3.4 si K es algebraicamente
cerrado.

Si no lo es, el conjunto de ceros o de polos de r es un subconjunto del
conjunto de ceros o polos de r definida en E sobre la clausura algebraica
de K.

= Sidos funciones racionales tienen el mismo divisor entonces, por la Proposi-
cién 1.3.2 y el Lema 1.3.7, su cociente es constante. Entonces, una manera
de probar que dos funciones racionales son iguales es probar que tienen el
mismo divisor y concuerdan en un punto. En general el inico punto al que
podemos acceder es O, y usualmente las funciones tienen polos en O. En
ese caso, podemos comparar los coeficientes principales, que definiremos a
continuacién.

Definicién 1.4.3. Sea una funcién racional r con ordp(r) = d. El coeficiente
principal de r es:
[(y/)"r)(0)

Proposicion 1.4.1. Dos funciones racionales r y s que tienen igual divisor y
sus coeficientes principales coinciden son iguales.

Demostracion: Yavimos que /s = C constante. Sean = ordp(r) = ordp(s)

entonces
¢ W o (w/n)"(O)
(y/x)"s ((y/x)"5)(O)
entonces r y s son iguales si y solo si C' = 1 si y solo si los coeficientes principales
de r y s son iguales. (]

Ejemplo 1.4.1.

1. Sea P = (a,b) € Econb # 0,y r1 = (x — a). Ya vimos en el ejemplo
1.3.1 que 7 tiene ceros simples en Py P’ = (a, —b) y un polo doble en O.
Entonces div(ry) = (P) + (P’) — 2(O)
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2. Si K es algebraicamente cerrado. Sea ro = y. Si P; (i = 1,2,3) son los
puntos de orden 2, entonces

diV(Tz) = <P1> + <P2> + <P3> — 3<(9>

3. Sirz = x/y y K algebraicamente cerrado, Q = (0,vB) y Q" = (0, —V/B),
con B # 0, entonces

div(rs) = (Q) +(Q') — (P1) — () — (P3) +(O)

Definicién 1.4.4. Decimos que un divisor A es principal si A = div(r) para
alguna funcién racional 7.

Si Ay — Ay es principal, con Ay, Ay € Div(E), Ay y Ag son linealmente
equivalentes y escribimos Aj ~ As.

Proposicion 1.4.2. Siry y ro son funciones racionales en E, entonces
div(ryra) = div(ry) 4+ div(rs) (1.7)
y el conjunto de divisores principales forma un subgrupo de Div(E).
Demostracion: El resultado (1.7) se deduce inmediatamente de la Proposi-
cion 1.3.2.

Sean ahora Ay = div(r1) y Ay = div(ra), con r1, ro funciones racionales.
Entonces Ay + Ay = div(rir2). Ademds el divisor que tiene todas sus entradas
cero es div(r) donde r es la funcién racional nula. O

De aca al final de la seccién asumimos que K es algebraicamente
cerrado.

Definicién 1.4.5. Por la Proposicion anterior el conjunto de los divisores prin-
cipales es un subgrupo que denotaremos por Prin(E).

Definimos también Div®(E) como los divisores en E tal que su grado es cero,

que es trivialmente un subgrupo de Div(E).

Uno de los objetivos de esta seccion es estudiar cudles divisores son prin-
cipales, o sea ver qué ceros y polos una funcién racional puede tener. Esto es
equivalente a estudiar qué divisores no son principales. Esos divisores estan
representados por el grupo

Pic(E) = Div(E)/ Prin(E)

Pic(FE) es llamado el grupo de Picard. En realidad podemos investigar un grupo
més pequeno para estudiar qué divisores son principales. El teorema 1.3.3 impli-
ca que Prin(E) C Div?(E), por lo que podemos estudiar los divisores de grado
cero que no son principales, o sea el grupo

Pic’(E) = Div’(E)/ Prin(E)
que llamamos parte de grado cero del grupo de Picard.

Vamos a probar que Pic’(E) estd en correspondencia biunfvoca con los pun-
tos de E. Necesitaremos las siguientes definiciones.
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Definicién 1.4.6. Si A =}, m(P)(P) es un divisor, su norma es:
A=Y |m(P)
PeE—-{O}

Observacion 1.4.2. Un divisor de norma uno es de la forma £(P) + n(O) con
n € Z. Ademas si A = div(f) con f un polinomio en E, |A| es la suma de las
multiplicidades de los ceros de f, que es el grado de f.

Definicién 1.4.7. Una recta en E(K) es un polinomio de la forma

U(z,y) = az + By +
con «, B, v € Ky a, f no simultdneamente nulos.

Si un punto P es cero de una recta ¢, decimos que ¢ es una recta que pasa
por P,y que P estd en £.

Lema 1.4.3. Si ¢ es una recta con divisor A, luego |A| =2 o 3.

Demostracion: El polinomio £ tiene grado 2 si 5 =00 3 si 8 # 0. Entonces,
por el lema 1.3.4, la suma de las multiplicidades de los ceros de £ es 2 0 3, y
esta suma es exactamente |A|. O

Proposicion 1.4.4. Los posibles divisores de una recta £ son los siguientes:

v(f) = (P) +(Q) + (R) — 3(0).
ii. div(f) = 2(P) + (Q) — 3(0).

)=
)=
0) = 3(P) = 3(0).
)=
)=

. div(d) = (P) + (Q) — 2(0).

(
(
iii. div(
(
(£) = 2(P) = 2(0).

V(e
donde P, Q y R son puntos diferentes de E.

Demostracion: Supongamos que (x,y) = ax + Sy + 7 con «, B, v € K, si
lz,y) =0

(=By)?* = (az+9)*
B2 = o%2® + 201 + 42
B2(x® + Ax+ B) = o2 + 2ayx + >

Por lo que f(x) = Ba® — a?2? + (BA — 2ay)x + BB —~+* = 0. Si B8 # 0,
entonces f es un polinomio de grado tres, por lo que debe de tener tres raices.

= Si tiene tres raices diferentes es el caso i., ya que ¢ tendra tres raices
diferentes.
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= Si tiene una raiz doble y otra simple es el caso ..
= Si tiene una raiz triple es el caso .

= Falta ver qué pasa cuando 8 = 0, en ese caso f serd un polinomio de grado
dos, por lo que tenemos las opciones de que tenga dos raices simples o una
doble que corresponden a los casos tv. y v. respectivamente.

O

Ejemplo 1.4.2. Daremos ejemplos de los casos de la Proposicion 1.4.4. Sea F
la curva dada por la ecuacién

V=2 —x+1

y K =C.

i. Sif(z,y) = 20—y+1 entonces div(¢) = ((0,1))+((—1, —1))+((5,11))—30.
ii. Si f(z,y) =2 —y entonces div(f) = 2((1,1)) + ((—1,—1)) — 30.
iii. Sil(z,y) = —x/2 —y+ 1 entonces div(¢) = 3((0,1)) — 30.

iv. Si f(z,y) = 2 entonces div(¢) = ((0,1)) + ((0,—1)) — 20.

~ /108-12v69  ¥/108+121/69
G 6

v. Sil(x,y) = x—x0, cOn 2o = entonces div(¢) =

2((20,0)) — 20.

Teorema 1.4.5 (Reduccion Lineal). Sea A € Div(E), entonces eviste A €
Div(E) tal que A ~ A, gr(A) =gr(A) y |A| <1

Demostracion: Supongamos que A = >, pn(P)(P) y Q, R € E(K) tal
que n(Q) y n(R) tienen el mismo signo y son no nulos. Sea ¢ la recta que pasa
por @ y R. Dependiendo del signo de n(Q), A+div(¢) o A—div(¢) tendra |n(Q)]
y |n(R)| reducidos una unidad si ¢ tiene tres raices diferentes. Por la Proposicién
1.4.4 habremos, como mucho, aumentado en uno el coeficiente de otro punto.

Si ¢ tiene s6lo dos raices diferentes, habremos reducido en uno [n(Q)| o |n(R)]
sin aumentar ningin otro coeficiente. Entonces, obtenemos un divisor A; tal que
A1~ A, gr(Ar) = gr(A), ya que gr(¢) =0,y |[Ar] <|A].

Luego de hacer esta reduccion lineal una cantidad finita de veces, obtenemos
un divisor A’ linealmente equivalente a A de igual grado tal que

A" = ny(P) — n2(Q) + n{O)
donde n1 y ne son enteros no negativos y n entero.

Supongamos que n1 > 1. Consideremos la recta
Uz, y) =m(z —a) = (y —b)
con P = (a,b). P estd en ¢ si a es cero del siguiente polinomio

f(x)=[m(z —a) +b?—2® - Az — B
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yva que P tiene que cumplir la ecuaciones de la recta y de la curva eliptica.
Calculando f’(a) vemos que P tiene multiplicidad dos si

3a®+ A
m= T2
20

Cuando b # 0, la recta tiene divisor 2(P) + (S) — 3(O). Entonces substrayéndolo
podemos reducir |A’|, pero como introducimos (S) debemos aplicar el primer
método de vuelta.

Si P es un punto de orden dos, la recta f(x,y) = = — w tiene divisor
2(P)—2(0) y substrayéndolo podemos reducir ny. De la misma manera podemos
reducir ns.

Luego de aplicar los dos métodos anteriores, si no terminamos, llegamos a:
(P) —(Q) +n(0)

La recta {(z,y) = x — a tiene divisor (P) + (R) — 2(O) o 2(P) — 2(0) y
substrayéndolo podemos aplicar el primer método y obtendriamos el resultado
buscado. (|

Corolario 1.4.6. Para cada A € Div(E), existe un tinico punto P € E tal
que

A~ (P)—-(0)
Demostracion: El Teorema 1.4.5 nos dice que A es equivalente a un divisor
de norma 1, o sea un divisor de la forma +(P) + n(O).

Si el signo del coeficiente de P es —1 entonces substrayéndole la recta con
divisor (P) + (@) — 2(0), podemos cambiar el signo. Como gr(A) = 0 vemos
que el coeficiente de O tiene que ser —1, entonces solo nos falta probar que P es
unico. Supongamos que A ~ (Q)—(O) también. Entonces (Q) ~ A+(O) ~ (P),
por lo que deberfa de haber una funcién racional r tal que div(r) = (P) — (Q).

Usando los métodos de la prueba del Teorema anterior vemos que existe una
funcién racional ¢ con divisor (R)—(QO) para algiin R € E. Claramente ¢ no tiene
polos finitos, por lo que por el Lema 1.3.7 ¢ debe de ser un polinomio. Entonces ¢
seria un polinomio con un solo cero y ademas simple, lo que contradice el Lema
1.3.5, por lo que P = Q. (]

Definamos un mapa & : Div’(E) — E como 5(A) = P donde P es el tinico
punto P tal que A ~ (P) — (O). ¢ induce un mapa

o:Pic’(E) - E
de la siguiente manera, o(A + Prin(E)) = 5(A) donde A € Div?(E).

Corolario 1.4.7. El mapa o es una biyeccion.

Demostracion: o es sobreyectiva porque

o(((P) —(O)) + Prin(E)) = P

20



Es inyectiva porque si 0 (A+Prin(E)) = o(A’+Prin(E)) con A ~ (P)—(O) y
A" ~ (P') —(0), entonces 6(A +div(r)) = (A" +div(r’)), con r y ' funciones
racionales. Como div(r) ~ O para cualquier funcién racional r, tenemos que
P =&(A+div(r)) = a(A’+div(r’)) = P’, entonces A+Prin(E) = A’+Prin(E).
0

1.5. La Ley de Grupo

Daremos ahora una estructura de grupo abeliano al conjunto de los puntos
K-racionales de una curva eliptica.

Hay varias maneras de hacer esto. Daremos la definicién en su formulacién al-
gebraica, que tiene dos desventajas: no es clara su motivacion y la demostracién
de la asociatividad es muy complicada. Otro enfoque es el geométrico en el
cual es més obvia la motivacién pero la asociatividad sigue siendo complicada.
Por lo que usaremos el enfoque geométrico como motivacion, la definicién alge-
braica y usaremos los divisores tratados en la seccion anterior para demostrar
la asociatividad.

La idea detras de la suma en una curva eliptica es que una recta no cor-
tard mas de tres veces la curva. Describimos escuetamente céomo funciona antes
de dar la definicién formal.

Primero, definimos a O como la identidad o cero del grupo y lo identificamos
con la direccién vertical. Luego, si el punto P € E(k) es tal que P = (a,b)
definimos —P = (a, —b). Finalmente si P, Q y R estdn en una misma recta,
definimos la suma como para que se cumpla que P + @ + R = O. En la figura
1.3 mostramos como sumar en una curva eliptica.

Supongamos que tenemos que P # @), —Q vy sea la recta ¢ que pasa por Py
@,y R el tercer punto de corte que es facil de verificar que es finito. Escribimos
P = (a,b) y Q= (c¢,d) tal que ¢ se puede escribir como

Uz,y) =m(z —a)— (y—b)

donde m = %. Ya hemos visto que, como (a, b) es raiz de £ y estd en la curva,
tenemos que a es raiz del polinomio

fx)=[m(x—a)+b? -2 Az - B (1.8)
Es trivial verificar que a y ¢ son raices de f. Sea e su tercer raiz. Escribiendo

f(x) = (z—a)(x —c)(z —e)

vemos que el coeficiente en 2 de f es a+ c+ e. Usando la ecuacién (1.8), vemos
que el coeficiente en z2 es m?, por lo que m?> =a+c+eoe=m? —a—c.
Para conseguir la coordenada en y de R, simplemente introducimos m? en la

ecuacién de la recta y despejamos, por lo que R = (m? —a — ¢, m(e — a) + b).

Si P = @, entonces usamos la recta tangente a P, o sea la recta con doble

. . e 2
cero en P. Vimos que esa recta tiene la ecuacién usual con m = %.
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Resumiendo, para sumar dos puntos finitos diferentes que no son opuestos
intersectamos la recta que pasa por ellos con la curva y luego simetrizamos con
respecto al eje de las z. Si los puntos a sumar son iguales, usamos la recta
tangente para conseguir el punto a simetrizar.

Definicién 1.5.1. Sea F una curva eliptica sobre el cuerpo k. Definimos
+: E(k) x E(k) = E(k)

de la siguiente manera:

#» O+ P =P+ O =P paratodo P € E(k).
= Si P = (a,b) definimos —P = (a,—b) y P+ (—P)=(—P)+ P = 0.

= Supongamos ahora que Py y P, noson O,y que P; # —P». Si Py = (a1, 1)
y P» = (a2,b2). Si a1 # as (entonces Py # P»), definimos

_ba—by

a2 — a1

A

mientras que si a; = as (por lo que P; = P, ya que habfamos asumido
que Py # —P,), definimos

\ = 3a2 + A
2by

Definimos P, + P> = P3 = (a3, b3) por

ag,:—al—ag—i—)\Q

bg = —b1 — )\(a3 — al)

Llamaremos la férmula de la suma en el caso Py # Py, — P, O (0 sea A\ =
(ba — b1)/(ag — aq) la férmula general de la suma ya que es la que mas se usa
para casi todos los pares de puntos.

Observacion 1.5.1. Si P y @ son puntos no ambos O, entonces podemos encon-
trar una recta ¢ tal que su divisor es

(P) +(Q) + (R) — 3(0)
entonces R es —P — . Lo anterior es cierto aunque @ = £P o O.

Teorema 1.5.1. Una curva eliptica con la suma definida en 1.5.1 es un grupo
abeliano.

Todos los axiomas de grupo son triviales de demostrar menos la asociativi-
dad, que se desprendera de la siguiente proposicién.

Recodemos la biyeccion

o : Pic’ — BE(K)
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R
P Q
P
Q
(a) P+Q+0=0 (b) P+Q+R=0
by
P
Q
() P+P+Q=0 (d P+P+0=0
P

() P+P+P=0

Figura 1.3: Suma en una curva eliptica.
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definida en la seccién anterior, cuando K es algebraicamente cerrado. Denotemos
k= o1, entonces r(P) es la clase lineal de equivalencia del divisor (P) — (O),
o0 sea

k(P) = (P) — (O) 4+ Prin(E)

Claramente x(0) es la clase lineal de equivalencia nula.

Proposicién 1.5.2. x(P + Q) = k(P) + k(Q)

Demostracion: El resultado es trivial si P = @ = O, por lo que asumimos
que Py @ no son ambos O. Sea ¢ la recta que pasa por Py ). Como observamos
en 1.5.1 el divisor de la recta ¢ lo podemos escribir como

div(l) = (P) +(Q) + (R) = 3(0)
Sea ¢’ la recta que pasa por Ry —R, entonces
div(¢) = (R) + (—R) — 2(0)
Hemos vistoque R=—-P—-Q, —-R=P+Qy
div(¢'/0) = div(¢') — div(¢) = (P + Q) — (P) — (Q) + (O) ~ 0
ya que ¢'/¢ es una funcién racional. Reescribiendo llegamos a que
(P +@Q) = (0)) = ((P) = (0)) = ((Q) = {0)) ~ 0

que es lo mismo que k(P + Q) — k(P) — k(Q) = 0. O
Corolario 1.5.3. La suma en una curva eliptica es asociativa.

Demostracion: Esto se debe a que E(K) es isomorfo como grupo a Pic?,
cuando K es algebraicamente cerrado, que es claramente asociativo.

Si K no es algebraicamente cerrado, vemos que E(K) es un subgrupo de
E(K), donde K es la clausura algebraica de K. O

Hemos probado que & es un homomorfismo de grupos, por lo que claramente
o también lo es. Como & es la composicién de o con la proyeccién de DivY(E)
a Pic’(E) = Div?(E)/ Prin(E), es también un homomorfismo. Hay una manera
mas simple de ver a &.

Definicién 1.5.2. Definimos el mapa suma de Div(E) en E(K) como

suma Z n(P)(P) | = Z n(P)P
PeE(K) PeE(K)

Proposicién 1.5.4. La funcién & es la restriccion de suma a Div'(E), o sea

g = suma |piyo(g)
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Demostracion: Sea A € Div9(E), por la demostracién del Teorema 1.4.5 y
el Corolario 1.4.6

A= (P)—(0) + Z div(¢;)

donde ¢; son rectas y P € E(K). Es inmediato que la funcién suma es aditiva
por lo que

suma(A) = suma((P)) —suma((O)) + Zsuma(div(&))

i=1
= P-0+) 0O
i=1
= P
ya que suma(div(¢;)) = O por la definicién de la ley de grupo. O

Proposicién 1.5.5. Sea A =} pc gy n(P)(P) un divisor con K algebraica-
mente cerrado. Entonces A es principal si y solo si gr(A) =3 pepxyn(P) =0
ysuma(A) =3 pe gy n(P)P = 0.

Demostracion: Ya hemos probado que si A es principal entonces gr(A) = 0.
Supongamos entonces que gr(A) = 0. Recordemos que A ~ (P) — (O) para
un unico P € E(K). Luego A es principal & A ~ 0 < (P) — (0) ~ 0 &
suma(A) = O. O

1.6. Multiplicaciéon por n

Estamos interesados en la funcién [n] : P — n - P, el punto P sumado a
si mismo n veces. Mas particularmente en las funciones ¢, (P) = x(n - P) y
hn(P) =y(n- P), o sea

n-P= (gn(P)ahn(P))

El préximo teorema es una demostracion de que la suma es racional. Cuando
escribimos la suma de dos mapas racionales nos referimos a la suma en la curva
eliptica E definida sobre K (FE), definido en 1.3.2. Recordemos también que Oy
es el mapa racional constante O, que es la identidad de E(K(E)).

En esta seccion asumimos que K es algebraicamente cerrado.
Teorema 1.6.1. Sean F' y G mapas racionales en E. Si L = F 4+ G entonces
L(P) = F(P) + G(P) para todo P en E(K).

Demostracion: La no trivialidad del teorema radica en que aunque F' no es

G,—G, o Oy, F(P) puede ser G(P),—G(P), o O.

Si F,G o F4+G son O entonces el resultado es trivial, por lo que suponemos
excluidos esos casos.

Supongamos que F' = (r,s) y G = (t,v). Hay dos casos de estudio, cuando
r # t y cuando r = t. Supongamos que L = (w, z) entonces

w=—(t+7)+ N (1.9)
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z=—v—Nw—1) (1.10)
donde en el primer caso
§—wv
A= 1.11
r—t ( )
y en el segundo
3r2 4+ A
A= 1.12
5 (1.12)

I. Asumamos que estamos en el caso que \ es como en (1.11).
A. Si r(P) y t(P) son finitos y diferentes, L(P) = F(P) + G(P) es
simplemente la formula genérica de la suma en una curva eliptica.
B. Si r(P) = t(P) y son finitos, puede pasar s(P) = —v(P), o s(P) =
v(P).
1. Si s(P) = —v(P) y son finitos tenemos que F(P) = —G(P).
Vemos entonces que A tiene un polo en P, por lo que se cumple
la tesis ya que

F(P)+G(P) = F(P) + (—F(P)) = O

y L(P) = 0.

2. Si s(P) = v(P), sabemos que son finitos, las formulas de F(P)+
G(P) y L(P) solo difieren en la definicién de A. Como v # —s,
porque r # t, tenemos que

v—8 v+S8
t—r .’U-i-S
[t3—13] — At —r)
(t—r)v+s
P4rt+r2+ A
s+v

En el caso en que 7(P) = t(P) y s(P) = v(P) # 0, resulta que

A =

3r(P)? + A

AP) = 2s(P)

que es justamente el \ de la formula de duplicacion y es justo lo
que precisamos para que F(P) + G(P) = 2F(P) = L(P) ya que
F(P)=G(P).
Si s(P) = v(P) = 0, estamos en un punto F(P) de orden dos.
Vemos de la expresion de A que tiene un polo en P por lo que
las componentes de L(P) son no finitas. Pero esto es lo que
precisamos ya que F(P) = G(P) es un punto de orden dos y
F(P)+ G(P)=0 = L(P).
C. Pasamos a estudiar el caso en que solo uno de los dos puntos es O,

digamos que es F(P).

En este caso tenemos que 7 = r1/u® y s = s;/u®, donde u es una

variable de uniformizacién en P, r1,s1 son funciones racionales finitas
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y no nulas en P y d, e son enteros positivos. Como s2 = 3 + Ar 4+ B,
se desprende que 2e = 3d, ya que 2d = gr(s?) = gr(r3+ Ar+ B) = 3d
y s2(P) = r$(P). La ultima afirmacién se debe a que

2 L Au?ér; + Bu3®

219

7’% T1

y también recordando que u(P) = 0. Usando las ecuaciones (1.9),
(1.10) y (1.11), calculamos w,

w = —(t+r)+(s_v)2

r—t

—(r3 —t2r —tr? +3) + (s% — 2us +v?)
(r—1t)?
3+ 2 +tr? — 2+ (13 + Ar + B) — 2vs + v
(r—1t)?
tr2 4+ (2 + A)r + (v2 — 3 + B — 2vs)
r2 — 2rt + t2

tr2u=2d 4+ (2 + A)ry +u=4(v? — 2 + B — 2us1u™°)

r2u—2d — 2ryu—dt + 2
tr% +ulRy — 2uud—egy

r? + ulRy

donde Ry = (2 4+ A)ry + (v — £ + B)ud y Ry = udt? — 2try son
funciones racionales finitas en P. Como 2e = 3d tenemos que 2d—e >
0 ya que 2d—e = $(4d—2e) = 1(4d—3d) = % > 0, y esto implica que
w(P) = t(P). Esto es lo que queremos ya que F(P) + G(P) = G(P)
cuando F(P) = 0.
Podriamos calcular la coordenada y de una manera similar pero va-
mos a evitarlo usando la asociatividad de la suma en la curva eliptica
de mapas racionales.
Como L = F + G sabemos que L — G = F. Por el calculo de la
coordenada x arriba vemos que L(P) # O, por lo que (G — L)(P) =
G(P) — L(P) = F(P) = O basado en uno de los casos anteriores. Lo
que demuestra que G(P) = L(P).

D. El préximo caso a estudiar es cuando F' y G tienen ambos el valor O
en P.
Nuevamente podemos usar la asociatividad de la curva eliptica de
mapas racionales. Como L = F+ G, (F+G) — L = Oy y por la
asociatividad F' + (G — L) = Oyp. Supongamos que L(P) = Q # O.
Entonces como G(P) = O, podemos ver G(P) — L(P) = —Q por el
caso anterior.
Similarmente vemos que F(P)+ (G — L)(P) = —Q, pero (F + (G —
L))(P) = O por lo que L(P) = O como necesitdbamos.

IT. Supongamos ahora que r = t.

Si s = —w, entonces F' = —G, por lo que L = Oy;. Pero claramente
F(P) = —G(P), por lo que F(P) + G(P) = O para todo P € E(K).
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Podemos asumir entonces que s # —v. Claramente, s(P) puede ser igual a
—v(P) para algin P. Como s # —v, F' # —@G, consecuentemente podemos
asumir que F = G.
Si r(P) es finito, entonces L(P) = F(P) + G(P) porque estdn igualmente
definidas. En el caso que r(P) no sea finito, observamos que la formula de
duplicacién implica

9t 4 612 A + A2
452
—8rs? 4+ 9rt + 614 4+ A2
452
8 —8r2A —8r2B+9rt +6r" A + A2
452

rt — (2A + 8B)r? + A2

4r3 4+ 4Ar + 4B

w = —lt—r+

por lo que w tiene un polo en P. Luego z tiene un polo en P, y podemos
concluir que L(P) =0 =0+ O = F(P)+ G(P).

Definicion 1.6.1.

BE(K)[n] ={P € BE(K):n-P =0}

y escribimos E[n] cuando es claro que usamos el cuerpo K.

Observemos que O € E[n] para todo n, y ademds E[n] es un subgrupo de
E(K). Los puntos de E[n] los llamaremos puntos de n-torsién de E.

Recordar que g, y hy, estdn definidas por n - P = (g5, (P), hn(P)).

Teorema 1.6.2. g, y h, son funciones racionales en E con polos exactamente
en los puntos de E[n|, y E[n] es un conjunto finito.

Demostracion: La prueba es por induccién en n. Claramente las funciones
gi(x,y) = x y hi(x,y) = y son racionales, ambas con un unico polo en O.
Suponemos ahora que g, y h, son funciones racionales, E[n] es finito, y g, y
h,, tienen sus polos exactamente en los puntos de E[n] para n < g.

La idea de la induccién es usar

qP=P+(q—1)P (1.13)

Por induccién podemos asumir que g4—1 y hg—1, las componentes de (¢—1)P,
son funciones racionales. Nuestro resultado entonces se debe al teorema anterior
si sabemos que P — ¢P no es el mapa racional Oy, o sea, si sabemos que
(g — 1)P # —P para algin P. Pero (¢ — 1)P = —P para todo P implica que
Elq] = E(K).

Supongamos que Elg] = E(K) y k > 1 divide a ¢, y escribimos ¢/k = .
Luego E[k] es un subgrupo de E[q], y si P € E|q], I[P € E[k] y kP € E|l], por
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lo tanto si E[q] tiene cardinal infinito E[k] y E[l] también. Pero como k y [ son
menores que ¢ entonces E[k] y E[l] son finitos, por lo que si ¢ tiene un divisor
no trivial E[g| es finito.

Asumimos que ¢ es primo. Observemos que E[2] es finito porque solo hay
cuatro puntos P con 2P = O, que son los puntos de orden dos y O. Ademaés
E[q] = E(K) implica que E[2] C Elg| por lo que ¢ es par. Como ¢ es primo
deducimos que ¢ = 2, que contradice la afirmacién de que Elg| es infinito.
Entonces Elq] # E(K) y (94, hg) no es el mapa Oy, por lo que E[g] es finito
porque es el conjunto de polos de una funcién racional. (I

Corolario 1.6.3. La funcion racional g, — x no es idénticamente nula para
n > 1.

Demostracion: Si (g, — x)(P) = 0 para todo P € F(K) tendriamos que
n-P=+xP,o(n+1)-P= 0O para todo P. Entonces tendriamos que E[n — 1]
o E[n + 1] tendria infinitos elementos, contradiciendo el teorema anterior. O

Escribimos las formulas de g2 y he ya que nos van a ser de utilidad. Recor-
dando que s(z) = 2° + Az + B, tenemos

2t — 2Ax% — 8Bx + A2

g2(P) = x(2P) = )

(1.14)

28 +5A2% +20Bx® — 54222 — 4ABx — 8B2% — A®

he(P) = y(2P) = y- 8s(2)?

(1.15)

Proposicion 1.6.4. Existen funciones gn y h,, racionales en x, con la propiedad

Demostracion: Sea el mapa racional F(P) = nP, F = (gn, hy). Es claro que
F(=P) = (=F)(P).

Si gn(z,y) = a(z) + yb(x), hy(x,y) = c(x) + yd(z), con a,c,d,c funciones
racionales en x, tenemos

(gn (@, —=y), hn(z, =) = (gn(2,y), —hn(z,y))
(a(z) — yb(z), c(x) — yd(x)) (a(x) + yb(z), —c(z) — yd(z))

Luego gn(z,y) = a(z) y hn(z,y) = yd(z). O

Sea p la caracteristica de K. Decimos que dos enteros no nulos son coprimos
si no tienen factores primos en comun. También decimos que dos enteros con
alguno de ellos 0 son coprimos si el otro es no nulo.

Proposicion 1.6.5. Sin y p son coprimos entonces

In _ 1
T (O)_ TL2
! h 1
SO =5
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Demostracion: La prueba es por induccién en n. Primero asumamos que
n < p. Nuestro resultado es claramente cierto si n = 2 por las ecuaciones (1.14)

y (1.15).

Usando la ecuacién nP = (n —1)P+ P y como por el Corolario 1.6.3 g, —
no es idénticamente nula, por la formula de suma en la curva eliptica de mapas

racionales obtenemos
h —-1—Y 2

gn—1 —
hn—1—y
hn - _hn—l - (ni) . (gn - gn—l)
gn—-1—1T
Dividiendo las ecuaciones por x e y respectivamente obtenemos
2 hno1 1 2
dn gn—1 Yy Y
= = —— —-14+=|+F— 1.16
T T - x3 <g"Tl - 1) ( )
hn—l

hn hnfl y 1
? = — Y — gn$71 ) . (gn - gnfl) (117)

Evaluando (1.16) y (1.17) en O, usando la hipotesis de induccién y suponien-
doquem=n-—1

g 1 L1\? 1 1—m?\?
20 = _W_H(# ) :‘W‘”(m)
_ _LQ_H(M):_L_H(;HY
m m + m? m? m + m?
S L S
m? m2(m+1)2  m(m+1)
Co2mP42m—m?—2m—1+1 m?
B m2(m +1)2  m2(m + 1)2
1
n2
o 2 (B2 ()
Yy m - -1 (m+1)2  m?
- 1 1+ m+m? 2m +1
N W+< m + m? ><m2(m+1)2>
Co2mP+3mP+3m+1—(m+1)° m3
N m3(m +1)3 - m3(m+1)3
1
n3

De esta manera queda probado para todo n < p. Para probarlo paran = p+1
debemos utilizar un método parecido al anterior. Sabemos que

n-P=2-P+(n-2)-P
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por lo que
(gn7 hn) = (gn72a hn72) + (g?; h?)
entonces sin = kp+ 1 paraalgin k € ZT ym=n — 2

n 11 (L -1\’ 11 8—m? \°
Roy= = S+ (E2) = -1+ g5
x m 4 = g m 4 8m — 2m
_ 1 1 4 +2m + m? 2
N m2 4 4m + 2m?2
S S 2 1 °
N m2 4 2m +m? 2
1 2 .4 1
oom?2 4 mE(m+2)2 m(m+2) 4
 m2(m +2)2
1
T2
y de una manera similar se prueba que %”((9) = # O

Corolario 1.6.6. Sin y p son coprimos el coeficiente principal de g, es 1/n>
y el de hy, es 1/n3.

Demostracion: El orden de g, en O es —2 ya que

9 3
x gn T
In = (_) Y
Y Ty
dn T

3
. ’ 2 s ez
Sz esmo nulo y finito en O, ademds su valor es 1/n® por la proposicién

anterior. Luego por definicién el coeficiente principal de g, es 1/n%.

De la misma manera se ve que el orden de h,, en O es —3 ya que

- <£)3h_nfc_z
Y vy

y hy—"i—; tiene valor 1/n® en O, por lo que el coeficiente principal de h,, es 1/n3.
O

1.7. El divisor de g,, — g,

Queremos calcular el divisor de g,, — g, y encontrar una relacién con los
puntos de E[k] para un k apropiado. Para poder calcular las multiplicidades
de los ceros y los polos de ¢,, — gn, debemos estudiar la nocién de derivacién.
Queremos definir una derivaciéon de una funcién racional cualquiera en F, pero
debemos tener en cuenta que la derivacién en el polinomio y? — 23 — Ar — B
tiene que ser cero. Si tomamos formalmente una derivacion, obtenemos

2yDy = (32 + A)Dx

que nos induce a definir una derivacién de la siguiente manera.
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Definicién 1.7.1. Dado un cuerpo k una k-derivacion o mas simplemente
derivacion es un mapa lineal d : k — k que cumple la regla de Leibniz, o
sea

d(ab) = d(a)b+ ad(b)

para todo a,b € k.

Definicién 1.7.2. Definimos una derivacién D en el cuerpo K (F), de funciones
racionales sobre E, de la siguiente manera: primero definimos D para x e y

D(y) =32+ A

y finalmente para una funcién racional a(z) + yb(z) cualquiera
D(a+ yb) = D(a) + D(y)b + yD(b)
Proposiciéon 1.7.1.

1. D esta bien definida y es una derivacion.

2. D cumple, sir y s son funciones racionales con s no nula,

S

D (T) _ D(r)s ;TD(S)
s
3. D(r") = nr"~1D(r).
4. Sea r una funcion racional tal que es finita en P entonces D(r) también
es finita en P.

Demostracion:

1. Esta bien definida porque la representacion de una funcién racional co-
mo a(x) + yb(x) es Unica. Y es una derivacién por la manera en que la
definimos.

b(3) - p(E) -2 (L)
D(r)s J; D(s)r N 2rsD (1)

w0, 1)+fD<r>s_2+D<s>r
= 2D(£)+w

entonces D (%) = w_
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3. Sin =1 es claro. Si el resultado es cierto para n — 1
D(r™) = D" Yr 4 D(r)rmt

(n — 1)r"~2D(r)r + D(r)r"*

nr"~tD(r)

4. SiP#Oyr=f/gesfinitaen P, g(P) # 0. Luego

Dfg—fD
pr - Pfg 2f g
g

y Dr es finita en P ya que g?(P) # 0.

Si P = O, podemos escribir

u+yv  (u+yv)(w+yz)

w—+ yz w2 — 522

donde u, v, w, z son funciones en x y s(z) = 2*+ Az + B. Podemos suponer
que r = f/w donde f es un polinomio en z,y y w un polinomio en x y
gr(f) < gr(w). Si escribimos f = u + yv con u, v polinomios en = y

u(z) = apz™+ -+ a1+ ag
v(x) = bpx™ 4+ bz + by
w(xz) = cpz® -+ ex+eo

sabemos que

29Upw + SpvWw + 2yv,w — 2ywau — 25W4v

Dr = 5
w
(spvw — 25w, v) + y(2uzw + 20w — 2wy u)
2

w
9

w?
donde u, indica la derivada usual. Luego

gr(g) = méx{2grz(szvw — 25wev), 3+ 2gr; (2uzw + 20w — 2wz u)}
= méax{2grs((Bbmer — 2kepbm)z™TEF2 £ i(2)),
3+ 2grs((2nancy, — 2kancy)z™ 7 £ d(z) + 2mbp et T 4 e(2))}

donde gr,(I) <m+k+2, gr(d) <n+k—1,gr,(e) <k+m—1.

Sabemos que n < k y que 3 4+ 2m < 2k, la ultima desigualdad se debe a
que uno es impar y el otro par. Si el grado de g es par

gr(g) = 2m + 2k + 4 < 4k = gr(w?)
y Dr es finita en O. Si gr(g) es impar y n = k
gr(g) < méx{4k — 1,2k +2m — 1}

porque (2naycy, — 2kancy) = 0, y claramente es menor que 4k. Si n < k se
cumple también que gr(g) < gr(w?) por lo que también Dr serd finita en

0.
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Proposicién 1.7.2. Sea r una funcién racional. Siordp(r) = d # 0 es coprimo
con p, entonces ordp(Dr) =d — 1.

Demostracion: Sea u una variable uniformizadora en P, y r = u%r; donde
r1(P) finito y no cero. Entonces

Dr = du® ' Dury + u*Dry

d—1

Si probamos que Du es finito y no nulo en P, Dr = u*" “ry con ro finita y no

nula en P, ya que Dry es finita en P.

Si P no es O ni de orden 2, u(z,y) =  — z(P), por lo que Du = 2y, que es
finita y no nula en P.

Si P es de orden 2, tomamos u = y, y Du = 322 + A. Como E es eliptica,
sabemos que la derivada de f(z) = 2® + Az + B es no nula en los ceros de f.
Como f,(r) = 32%2 + Ay y(P) = w, cero de f. Entonces Du es finita y no nula
en P sies de orden 2.

Si P =0, tomamos u = x/y, y

2y? — 323 — Az —y? +2Ax + 3B
Du=d(z/y) = 7 = "

que es —1 en O. O

Proposicién 1.7.3. Se cumple que Dg,, = 2nh,, y Dh,, = n(3g2 + A).

Demostracion: Sin =1 se deduce de la definicién de D.

Cuando n = 2, derivando la ecuacién (1.14) y multiplicando por 4 vemos
que da la ecuacién (1.15).

Suponemos que se cumple para n — 1 entonces se cumplen las siguientes
ecuaciones:

hnfl -y °

gn = —Gn1—a+ | ——— (1.18)
In—1— T
hnfl - y)

hn = —y—|——)(gn—= 1.19
Y (gnl - (g ) ( )
(hn1)® = (92-1)*+Agn1+ B (1.20)
Dgn—l = 2(77, - 1)hn—1 (121)
Dhp—1 = (n—1)Bgn_y +A) (1.22)

Las ecuaciones (1.18) y (1.19) se deducen de la formula de adicién a nP =
(n —1)P + P. La ecuacién (1.20) expresa que (gn—1, hn—1)(P) esta en la curva
para todo P. Y, por ultimo, las ecuaciones (1.21) y (1.22) son la hipotesis de
induccién.

Si aplicamos D a (1.18)
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hp_1— hp_1 —
P L L ==
gn—1—T gn—-1—F

= —2(n—1Dhy_1 —2y+2 (M) D (M)

In—1—T gn—-1—F
By — By —
= —2(n—1)(hn_1—y)—2ny+2( ! y)D( ! y)
gn—-1 — T gn—1—T

Rp—1 — Rp—1 —
—2ny — 2 (;y) [(n —1)(gn-1—x)—D (;y)]

gn—-1—T gn—1 — T
Multiplicando (1.19) por 2n vemos que alcanza con probar que

(= 1)(gaer =)= D (Z2ZE) g, - 0)

gn—-1— T
o que
-
ngn = (m—1)gp_1+x—D (M)
gn—-1—T

hp—1 —
—Ngn—1 —nx+ (2n—1)gp—1 + (n+ 1)z —D (gliz)
n—1 —

para esto, viendo n(1.18) podemos probar que

(20— 1)gas + (n+ 1)) (ga—1 —2)* — (D(hnr —y)(gn1 — @) — D(gn—1 — @) (hn-1 ~ 9))

es igual a
n(hp—1 — y)2 = nh%—l —2nh, 1y + ny2
= ng |+ Ang,_1 +2Bn +na® + Anx — 2nh, 1y
Ahora

(20 = 1)gn—1 + (n + 1)z)(gn-1 — )
= 2n—-1)g¢3 , -3(n—-1)¢> 1z —3gn_12>+ (n+ 1)
y aplicando (1.20), (1.21) y (1.22)
D(hn—1 = y)(gn-1—2) = D(gn—1 — @) (hn-1 —y)
= (B(n—1gn_1 + AN~ 1)gn-1 — 3gn-12" — Agn-1 — A)(gn-1 — @)
=2((n = Dhyp—1 = y)(hn-1—y)
= 3(n—1)gy_ +A(n—1)gn_1 —3gn_12” — Agn_1 —3(n — 1)g,_,x
—A(n — Dz +32° + Az — 2(n — D)hZ_; +2(n — Dhp_1y + 2hn_1y — y°
= (n—1)gp_1 —3(n—1)gn_17 — 3gn—12" — Angn_1
423 — Anz — 2Bn + 2nh,_1y

Y restando las dos ultimas ecuaciones vemos que claramente es igual

n(hnfl - y)2
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Lo que muestra que Dg,, = 2nh,,.

Falta verificar que Dh,, = n(3g, + A), pero es ficil de verificar derivando
y usando que Dg,, = 2nh,,. O

Antes de presentar el teorema sobre el divisor de g,, — g,, necesitamos un
lema sobre traslaciones. El lema nos permitird usar informacién sobre el orden
de g, en un punto de E[n] para obtener informacién sobre el orden de g, en
todos los puntos de E[n].

Lema 1.7.4. Sean P,Q) € E(K) y u una variable uniformizadora en P. En-
tonces la funcion Tg(u) definida por

To(u)(R) = uw(R+ Q) (1.23)

es una variable uniformizadora en P — Q).

Demostracion: Si definimos T : E(K) — E(K) de la misma manera que
en (1.23), vemos que es un automorfismo de cuerpos, donde su inversa es T_.

Supongamos entonces que T (u) no es una variable uniformizadora en P—Q).
Como To(u)(P—Q) =u(P—Q+ Q) =0, ordp_¢(To(u)) = m > 1. Por lo que
Tg(u) = v"™v; donde v es una variable uniformizadora en P — @) y vy es finita
y no nula en P — Q.

Ahora, si ordp(r) = d entonces r = ulry cond € Z y 71 finita y no nula en

P,y To(r) = To(u)?Tg(r1) = v™@s¢Tq(r1) por lo que ordp_g(To(r)) = dm
ya que (s¢Tg(r1))(P — Q) = s{(P — Q)r1(P) que es finito y no nulo.

Sir =T ¢(v) entonces 1 = ordp_g(v) = ordp_g(Tg(r)) = mordp(r),
llegando asi a un absurdo ya que tendrfamos que ordp(r) = 1/m ¢ Z. Podemos
afirmar entonces que T (u) es una variable de uniformizacién en P — Q. O

Es inmediato a partir del lema que si una funcién racional r tiene divisor
> penx) M(P)(P) el divisor de T(r) serd 3 pe gy (L) (P — Q) Recordemos
que

En]={Pe€E(K):n-P=0}

Denotamos (E[n]) como el divisor que tiene entradas con valor uno en los puntos
de E[n] y cero en el resto.

Suponemos de aca en mas que la caracteristica de K no es 3, ya que presenta
dificultades.

Teorema 1.7.5. Supongamos que m >n >0 y que m,n,m —n y m-+n son
coprimos con p. Entonces

div(gm — gn) = (E[m + nl) + (E[m — n]) — 2(E[m]) — 2(E[n]) (1.24)

Demostracion: Hay varios casos para demostrar.

e Primero consideramos los puntos de E[m]NE[n]. Por definicién esos puntos
también estdn en E[m +n] y E[m —n]. Por lo que debemos probar que g,, — gn
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tiene orden 1 + 1 — 2 — 2 = —2 en esos puntos. Uno de esos puntos es O.
La Proposicién 1.6.5 nos dice que g, y g, tienen polos dobles en O. Ademéds
el Corolario 1.6.6 nos dice que g,, tiene coeficiente principal 1/m? y g, tiene
coeficiente principal 1/n%. Por lo que podemos escribir

2 2
z z
Y Y

con r1(0) = 1/m? y r2(0) = 1/n?, por el Corolario 1.6.6 nuestras hipotesis
implican que

m? #n? méd p
ya que si no 1 = 2—22 = (%)2 méd p entonces m—n =0 médpom+n=0
mod p contradiciendo las hipotesis. Luego ¢,, — g, tiene orden —2 en O.

Si P € En], entonces Tp(g,) = gn ya que n(Q+P) = nQ. Por el Lema 1.7 .4,
el orden de g, es el mismo en todos los puntos de E[n]. Vemos que g¢,, — g, tienen
orden —2 en E[m] N E[n], ya que Tp(gm — gn) = Tr(gm) — Tr(gn) = gm — gn-

e Consideramos ahora los puntos que estan en E[m]\E[n].

Esos puntos no pueden estar en E[m+n| ni en E[m —n] por nuestras hipote-
sis. Debemos mostrar que ¢g,, — g, tienen orden —2 en estos puntos. Mostramos
en el caso anterior que g,, tiene orden —2 y como g,, tiene orden positivo, pode-
mos escribir ¢, = u~2r; v ¢, = u%ry donde u es una variable uniformizacién
en un punto P € E[m]\E[n], d € N, y r1, r son funciones racionales finitas que
no se anulan en P. Luego ¢,, — gn = v~ 2(ry — u?t2ry), con 71 — u?t2ry finita y
no nula en P.

e El tercer caso es el de los puntos que no estén en E[m] ni en E[m)].

Hay tres subcasos, P € E[m — n]\E[m + n], P € E[m + n]\E[m —n] y
P € Elm—n]UE[m+n]. En los tres subcasos g, — g, tiene un cero en P, ya que
simP =nP omP = —nP esto implica que (g, (P), him(P)) = (gn(P), hn(P)) o
(gm(P), hin(P)) = —(gn(P), hn(P)) = (gn(P), —hn(P)). Entonces el problema
esta en hallar la multiplicidad de ese cero. Usaremos la derivaciéon en E para
esto. Por la Proposicién 1.7.3, D(gm — gn) = 2mhy, — 2nh,.

e Si P € E[m — n]\E[m + n], tenemos que mP = nP # —nP y como
P ¢ E[m]U E[n], mP # Oy nP # O. En este caso hy,(P) = hy(P) por lo que
D(gm — gn)(P) = 2(m — n)h,(P). Como nP # —nP, nP no es un punto de
orden dos, entonces h,(P) # 0, y ademds m — n es coprimo con p por lo que
D(gm — gn)(P) # 0. Probamos que g,, — g», tiene un cero de orden uno.

e El caso P € E[m + n]\E[m — n] es simétrico al caso anterior.

e En el caso en que P € E[m — n] U E[m + n], tenemos que mP = —nP,
mP =nP, nP # Oy mP # O. Todo esto implica que 2mP = 2nP = O por
lo que D(gm — gn)(P) = 0 lo que implica que la multiplicidad es al menos dos.
Debemos estudiar DD(g,, — gn)(P). La Proposicién 1.7.3 nos dice que

Dh,, =n(3g2 + A)

Como 2nP = O, nP es un punto de orden dos. Luego ¢,(P) = w y h,(P) = 0.
Entonces
DD(gm - gn)(P) == 2(m2 — n2)(3w2 —+ A)
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que es no nulo ya que m —n y m -+ n son coprimos con p, y E es una curva
eliptica. Luego ¢,, — gn tiene un cero doble. O

Corolario 1.7.6. Sin es coprimo con p, E[n] tiene n? puntos.

Demostracion: Sea d, la cantidad de puntos en E[n]. Usando la ecuacién
(1.24) y tomando grados obtenemos

o + dyy — Aoy — oy = 0 (1.25)

Sabemos que d; = 1 y que do = 4. Podemos ver que d,, = n? cumple (1.25) ya
que

(m+n)?+(m—n)*—2m?—2n? = m*+2mn+n’+m? —2mn+n*—2m?—2n* = 0

Para ver que la solucién es tinica alcanza con tomar d; = dy = 0 y mostrar
que si d,, cumple (1.25) para n coprimo con p entonces d,, = 0. Sea k coprimo
con p y supongamos que d, = 0 para n < k y coprimo con p. Si tomamos
m=%k—1yn =1, vemos que dy, = 2dj_1 — dj_o. Por lo tanto d, = 0 si
k—1y k — 2 son coprimos con p. Si tomamos m = k — 2 y n = 2 vemos que
dp = 2dg_o — dj_4, por lo que d, = 0 si k — 2 y k — 4 son coprimos con p. De
la misma manera vemos que dj = 0 si k — 3 y k — 6 son coprimos con p

Si k — 1 no es coprimo con p. Entonces k — 2 si lo es, y si k — 4 es coprimo
con p, por lo que p = 3 que lo habiamos excluido.

Si k — 2 no es coprimo con p, entonces k — 3 tiene que serlo, y si K — 6 no lo
es, 4 es multiplo de 2, por lo que p = 2 caso que también habiamos excluido.

Concluimos que siempre hay un caso que hace que dj, = 0. O

Corolario 1.7.7. Sin es coprimo con p, E[n] es isomorfo a Z/nZ x Z/nZ.

Demostracion: Primero lo demostramos para n = [ primo.

Por el Teorema Fundamental de Grupos Abelianos, sabemos que E[l] es
isomorfo a Z/I?Z o a Z/IZ x Z]1Z, ya que E[l] tiene [* elementos, pero como
todos los elementos de E[l] son puntos de I-torsién, no puede ser Z/I?Z que
contiene elementos que no lo son. Entonces E[l] es isomorfo a Z/IZ x Z/lZ.

Ahora si n =1¢ con [ primo y e > 0, E[n] es isomorfo a
LNV x - x L)1,

cona; >0y aj+as+---+a, = 2e. Luego (Z/IZ)" es isomorfo a un subgrupo de
En], y como solo hay [? puntos de [-torsién tiene que ser 1 < r < 2. Claramente
no puede ser E[I¢] isomorfo a Z/1?¢Z, asi que es isomorfo a Z/1°7 x Z/I°Z con
a+b = 2e. Sia o b es mayor que e entonces tendriamos en E[l¢] puntos de orden
mayor que [°. Entonces E[l°] es isomorfo a Z/I°Z x Z]I°Z.

Ahora, si n es coprimo con p y I°||n con [ primo, Z/I°7 x Z/1°Z es isomorfo
a un subgrupo de E[n] y es el mas grande que contiene elementos de orden [,
luego E[n] es isomorfo a

I z/°zxz/i°z ~2/nZ x 2/nZ
1/ 1¢||n
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1.8. Los Polinomios de Division

Queremos definir polinomios 1, con divisor (E[n]). Si P € E[n], —P € E[n],
y si son diferentes suman O. Si no lo son luego es un punto de orden dos por
lo que todos los puntos de orden dos estdn en E[n] y suman O. Por lo tanto
suma((E[n])) = O. Sabemos ademas que gr({FE[n])) = n?. Ahora si tomamos el
divisor A = (E[n]) —n?(O), por la Proposicién 1.5.5 existe una funcién racional
r tal que div(r) = (E[n]) —n?(0). Pero r no tiene polos finitos porque todos los
coeficientes de (E[n]) son 0 o 1. Entonces por el Lema 1.3.7 r es un polinomio. El
tnico problema es que no es necesariamente tnico. Pero si fijamos su coeficiente
principal si.

Todo esto funciona bien cuando n y p son coprimos. Queremos calcular los
1, de manera inductiva, asi que precisamos definirlos también en los multiplos
de p . Para eso vamos a definirlos primero en caracteristica 0, probar lo que nece-
sitamos, despues dar una definicién diferente para caracteristica positiva y ver
que los resultados con caracteristica 0 implican los resultados con caracteristica
positiva. Asumimos entonces que la caracteristica de K es 0.

Definicién 1.8.1. Sea 1, el tinico polinomio con divisor A = (E[n]) — n?0y
con coeficiente principal n.

Observacion 1.8.1. Como el coeficiente en O del divisor A es 1 — n? sabemos
por el Ejemplo 1.3.1 que el grado de 1), es n? — 1.

Proposicién 1.8.1.

1.
vaPy=n*> [ [2(P)— (P

P’eE[n]\O

2. Sin es impar, ¥, es una funcion que solo depende x y su grado como
funcion en x es (n? —1)/2.

3. Sin es par, 1, es el producto de y por una funcion que depende solo de
x y el grado en x de esa funcion es (n? —4)/2.

Demostracion:

1. Vamos a probar que el divisor de f(P) = n? Ipepppolz(P) —z(P)] es
2A v que f tiene coeficiente principal n?, que es el coeficiente principal de
¥y Claramente f(P’) = 0 para todo P’ € E[n]\O, ademas tiene orden dos
porque en el producto de f aparecen x(P)—x(P’) y x(P)—xz(—P’) que son
iguales. El orden de f en O es gr(f) = [Ipieppp o 8r([2(P) — 2(P')]) =
pepppo2= 2(n? — 1). Entonces div(f) = 2A = 2div(¢p,) = div(¥?)
y claramente el coeficiente principal de ¥2 y f coinciden.

2. Podemos escribir 1, = v + yw, donde v y w son polinomios que solo
dependen de z. Entonces ¥2 = v? + 2yvw + sw?, y como vimos en la parte
anterior 12 no tiene términos que dependan de y, entonces v o w tienen
que ser nulos. Como gr(¢,) = n? — 1 es par debe ser ¢ = v. Y por la
definicién de grado se cumple que n? — 1 = gr(v) = 2 gr, (v).
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3. Por la parte anterior sabemos que ¥ = yw porque el grado de ¥ es impar.
Ademds n? — 1 = gr(¢2) = 3+ 2gr,(w), gry(w) = (n* —4)/2.

Teorema 1.8.2. Sim >n > 0 se cumple que

_ wm-i-nwm—n

V202 (:20)

9m — Gn =

Demostracion: Por el Teorema 1.7.5 sabemos que
div(gm — gn) = (E[m +n]) + (E[m — n]) — 2(E[m]) — 2(E[n])
Por definicion,

div (_ wm-i-nwm—n

2ot ) — (B + )+ (Bl — n]) ~ 2(Bl]) ~ 2(E0)

Las dos ecuaciones anteriores nos dicen que gm — gn ¥ 7% tienen
297

igual divisor. Sabemos que g, tiene coeficiente principal 1/n? y 1, tiene n.

Entonces el coeficiente principal de —w’";;‘ﬁ?*" eg —mtn)(m=n) _ _ m?—n?
1 1

m?2n? m?2n?
— =5 que es el coeficiente principal de g, — g,. Por lo tanto son la misma

m2 n?
funcion. O

S

Corolario 1.8.3. Para todo P € E(K) se cumple

_ wn-i-l(P)wn—l(P)
Un(P)?

gn(P) = 2(nP) = z(P) (1.27)

Demostracion: Como g = x la prueba es trivial a partir del Teorema ante-
rior. ]

El proximo teorema nos da las propiedad bésicas de los polinomios 1, que
usaremos luego para definirlos en caracteristica positiva.

Teorema 1.8.4. Los polinomios 1, cumplen

0. Yo=0
iy =1

ii. 1s(P) = 2y

iii. P3(P) = 3x* + 6Ax? + 12Bx — A2

. Pa(P) = 4y(a% + 5A2* 4+ 20B2® — 54%2? — 4ABX — 8B? — A?)
v. para m >mn >0

V2 Umsnt¥m—1 — V2 ni1%n-1 = YminPm—n (1.28)
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Demostracion: o.y i. se deducen de la definicién.

Para demostrar ii. sabemos que 15 es y por una funcién que depende solo
de = y que tiene grado (4 —4)/2 = 0 como funcién en z, ademés 15 debe tener
coeficiente principal 2. Por lo tanto ¢ (P) = 2y.

Para iii., observamos por el Corolario 1.8.3 que

~ Ys(P)a(P)
P2 (P)?

conocemos todos los elementos de la ecuacién salvo 3. Despejando

P3(P) = ay5(P) — ga(P)3(P)
21'4 —2Ax? —8Bx + A?
4(23 4+ Az + B)
= 42* +4A2°% + 4Bz — 2* + 242 + 8Bz — A?
= 3zt 4+ 6422 4+ 12Bx — A?

92(P) = x(2P) = z(P)

= 4dy’z —4dy

Podriamos hacer una cuenta similar para calcular 4. Pero podemos hac-
erlo de otra manera que nos evita calcular gs3. Si P es un punto de torsién 4
entonces tiene orden 2 o 4. Si tiene orden 2 entonces y(P) = 0 y si tiene or-
den 4 entonces 2P es de orden 2 por lo que hy(P) = 0. Sabemos que hy(P) =

6 4 3 2,2 2 3
y - L F5Az +20B _855’?1):”2 —4ABe—8B"—A_ ontonces claramente t3(P) = 4y(z% +

5Az* + 20Ba® — 5A%2% — 4ABx — 8B — A3).

Para probar v. escribimos ¢, — gn = (9m — 91) — (gn — g1) y usando la
ecuacién (1.26) obtenemos

Z/}ern"/)mfn o 1/}m+1"/)m71 1/}n+1"/)n71
- 202 T 2 —T+ 2
y se deduce inmediatamente de la ecuacion. (I

Corolario 1.8.5.

i. Para k> 2 "
oy, = 2—;(1/1“21/)13_1 — Yp—2¥i i)

4. Para k > 2
Vort1 = Yrp2Vh — Yip1 V-1

Demostracion: Para demostrar i. usamos la ecuacién (1.28) con m =k + 1
yn=k—1. Parait. m=k+1yn==k. O

Proposicién 1.8.6. Si P € E(K) yn > 2

hn(P) = y(nP) — w”+2(P)wn—1(Z;w;(z;g—Q(P)wn-H(P) (1-29)
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Demostracion: La prueba es por induccion.

Si n = 2, ya habfamos visto en 1.8.4 iv. que ho(P) = 1b4/64y* y

Ya(P)Y1(P)* — o(P)ys(P)*  u(P)

= = ho(P
dyis(P)3 1y~ ")
Para el paso inductivo usamos
hp_1—
hn = —y-— <;y> (gn — )

In—-1 — T

= —y-— ("Z)i—l"/}nJrl) <wn+1"/)721—2 - "/)n73"/)721 - y)
w?ﬂ/’n—Q 4y1/’731—1

_ 1/’%—1"/’%"/’714-1 — 1#2@%—2 - 1/1721-',-11/1721—2 + wn—3¢i¢n+1

4y"/)131"/)n72

Por la ecuacién (1.28) sabemos que
U’i—ﬂ/’%“/’nﬂ = 721—1(7/137/%711/%“) = 7/1721—17/’n+21/1n72 + 7/’721—11/’7217/’3
Va3 Pn—2 = Y (Y3 ¥nthn—2) = Yrtn—sPni1 + ¥r 190 Y
y poniendo estas dos ecuaciones en la anterior se deduce el resultado. O

Queremos extender los resultados de esta seccion a cuerpos de caracteristica
positiva. La idea es observar que las igualdades que queremos probar son en
realidad igualdades polinomiales en el anillo Z[A, B, z, y], entonces se cumplen
cuando reducimos médulo un primo p.

De ahora en mas asumimos que la caracteristica de K es arbitraria.

Definicién 1.8.2. Los polinomios 1, son los tnicos polinomios que cumplen
las siguientes condiciones:

O. ’l/)o =0
i =1
ii. ¢2(P) = 2y

iii. 13(P) = 32* + 6Ax? + 12Bx — A?
iv. Y4(P) = 4y(2® + 542* + 20Bx® — 5A%2% — 4ABX — 8B% — A3)
v. Para k > 2

o = %(ﬁ%wﬂlzq — Yp_2¥iiq) (1.30)

vi. Para k > 2
Vorkt1 = Vrs2Vp — Vpy1¥k—1

Por el Teorema 1.8.2 y el Corolario 1.8.5, esta definicién coincide con la dada
en caracteristica 0.
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Consideremos ahora el cuerpo K = Q(A, B) de funciones racionales en las
indeterminadas A y B sobre Q. Sea la curva eliptica definida por

Y2=X3+AX +B

En este caso podemos identificar el cuerpo de funciones racionales de E sobre
K con el cuerpo de fracciones del anillo R = Z[A, B, X, Y]/(Y? - X? - AX — B).
Claramente los polinomios 1, estan en el anillo R. Si consideramos entonces una
igualdad polinomial como (1.28), que es una igualdad de los 1, con coeficientes
enteros. Probamos hasta ahora que se cumple en caracteristica 0, sin embargo
vamos a deducir que se cumple la igualdad para los 1, en una curva eliptica
cualquiera sobre un cuerpo arbitrario.

El anillo Z[A, B, X,Y] tiene la propiedad de que existe un tinico homomor-
fismo de anillos de el en R que manda A, B, X,Y en elementos cualquiera de
R. Si mandamos esas indeterminadas en A, B, z,y en el cuerpo de funciones
racionales de una curva cualquiera, entonces el homomorfismo induce un mapa
de R en el cuerpo de funciones racionales de esa curva. Este mapa claramente
manda los polinomios 1,, de una curva en los ,, de la otra. Por lo que cualquier
igualdad que involucre los ¥, que se cumpla en caracteristica 0 se tiene que
cumplir para cualquier curva sobre cualquier cuerpo.

Demostraremos el Corolario 1.8.3 y la Proposicién 1.8.6. O sea, las expre-
siones de g, v h, en funcién de los 1, en caracteristica p.

Teorema 1.8.7. i. ¥, es no nulo para n > 0.

1. gn cumple

’l/)n 1"/)7171
Gn =7 — 7+1/)2 (1.31)
1ii. hy, cumple, para n > 1
2 2
hn _ 1/1714‘21/]71—1 1/171—21/]71-‘,-1 (132)

4y

Demostracion: Es claro que 1, es no nulo si 0 <n < 4.

Asumamos ahora (1.31) y (1.32) para n < m, y que %, es no nulo para
n<m+ 1.

Asumamos también que estamos en caracteristica 0.
Si tomamos la expresién de g, dada por (1.31), y notamos que
2
hm—1—19y
gm—-1—T

podemos usar las ecuaciones (1.31) y (1.32) para n = m — 1, que sabemos
ciertas para caracteristica 0, para eliminar g,,—1 y hm—1. Obtenemos entonces
una identidades en los polinomios .

De la misma manera podemos usar la ecuacién (1.32) y

b = —y — (M) (gm — )

Im—-1—T
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para obtener otra identidades en los .

Que son estas identidades no es importante, lo importante es que son identi-
dades en Z[A, B, X,Y]/(Y?— X3~ AX — B). Entonces por el argumento anterior
son identidades que se cumplen también en caracteristica p. Queremos convertir
esas identidades en caracteristica p de vuelta en las ecuaciones a demostrar.
Para hacer esto debemos dividir por ¥, 2, ¥m_1 ¥ ¥m, que son no nulos por la
hipotesis inductiva. Luego las ecuaciones (1.31) y (1.32) para n = m se cumplen
en caracteristica arbitraria.

Sabemos entonces que

G — 1 = ~ Umy1m—1
(e
Por el Corolario 1.6.3 g, — = es no nulo. Entonces 9,41 tampoco, lo que nos
permite seguir con la induccion. O

Casi lo tnico que nos falta probar de los v, es que su divisor es (E[n]) —
n2(0), que solo se cumple si n y p son coprimos.

Proposicién 1.8.8. Si n es coprimo con p, div(yy,) = (E[n]) — n*(O) incluso
en caracteristica positiva. Ademds, si n no es necesariamente comprimo con p,
Py, tiene todos sus ceros en E[n].

Demostracion: Hemos probado que

o 1/1n+1¢n— 1

v
Como sabemos que g, — x tiene solo polos en E[n], 1, tiene ceros en E[n]. Hay
que ver que estos ceros son simples y que no hay otros.

gn — T =

Si n es coprimo con p ,gr(w,) = n? — 1 ya que lo es en caracterfstica cero,
y su coeficiente principal no se reduce a cero médulo p porque es n. Como ¥,
tiene un polo en O y ceros en E[n|, no puede tener otros ceros porque E[n]
tiene n? puntos. Como los polos de g, — = en E[n] tienen multiplicidad dos, la
ecuacion (1.31) muestra que los ceros de v, tienen que ser simples. Esto prueba
que div(¢,) = (E[n]) — n?(0).

Si n es miltiplo de p, podemos observar la ecuacién (1.30) para k = n:

Yoni1 = Yoty — i 1 ¥n1 (1.33)

1, debe de ser coprimo con 1,11 porque si no ts,+1 tendria una raiz triple.
Como 2n+1 es coprimo con p esto no seria posible por el argumento anterior. Si
miramos nuevamente la ecuacién (1.30) con k = n — 1, vemos que ¥, tiene que
ser coprimo con ,,—1. Entonces la ecuacién (1.31) implica que v, tiene todos
sus ceros en E[n], pero no sabemos si son simples. (]

Observacion 1.8.2. E[p] es isomorfo a Z/pZ o a el grupo trivial.

Demostracion: En caracteristica cero el coeficiente principal de 9, es n. Por
lo que en caracteristica p el grado de 1, es menor que p*—1. Como los elementos
de E[p] son todos ceros de 1, esto dice que E[p] no puede tener p? elementos.
Como E[p] es un grupo tal que todos sus elementos son de p-torsién, E|[p| tiene
que ser Z/pZ o el grupo trivial. O
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Capitulo 2

Teorema de Hasse

2.1. Introduccion

Sean p un primo, n un entero positivo, ¢ = p", y k = GF(q), el cuerpo finito
de ¢ elementos. Sea K la clausura algebraica de k. En este capitulo estamos
interesados en la curva eliptica definida sobre k definida por

Y?=X*+AX +B (2.1)
para A, B € k. Una pregunta natural es cuantos elementos tiene E(k), que
denotamos por Fj.

Una herramienta importante en el estudio de esta problema es el mapa
racional ¢, llamado el mapa de Frobenius. Necesitamos un resultado trivial
antes de definir ¢.

Proposicién 2.1.1. Si (a,b) € E(K), (a?,09) € E(K).

Demostracion: Si (a,b) € BE(K), b> =a® +aA+ B
b1 = (a® + aA + B)? = a3 + aA9 + B?

ya que por el Pequeno Teorema de Fermat y la formula del binomio de Newton
(c+d)? =7+ d?. Ademds, como Ay B estéan en k por el Teorema mencionado
A1 = Ay BY= B, por lo que (a?,b?) € E(K). O

Definicién 2.1.1. El mapa de Frobenius es el mapa ¢ : E(K) — E(K) definido
por p(a,b) = (a?,b7) y p(0) = O.

Proposicién 2.1.2. Sea P = (a,b) € E(K), P € E(k) si y solo si o(P) = P.
Demostracion: (a,b) = p(a,b) siysolosia=a?yb=0bl Ahora observamos
que el polinomio f(X) = X?— X en K[X] tiene grado q y si a € k f(a) = 0,

por lo que tiene ¢ raices. Por lo tanto si a o b no estuvieran en k el polinomio f
tendria mas de ¢ raices. O
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Presentamos ahora el Teorema a probar en el curso de este capitulo que fue
conjeturado por Emil Artin y demostrado por Helmut Hasse.

Teorema de Hasse: Sea E una curva eliptica definida sobre k = GF(q),
yt=q+1—FE,; Entonces

i. pop—[tlow+[qg=0nmy

ii. [t <2,q

donde [m] es el mapa racional P +— mP.

A pesar de que el Teorema Principal trata sobre curvas elipticas sobre cuer-
pos finitos, muchos de los resultados que llevan a el son validos para cualquier
cuerpo. Solo los resultados sobre el mapa de Frobenius requieren a k ser finito.
Por lo tanto por el resto de esta parte, al menos que explicitemos su finitud, &
serd un cuerpo arbitrario de caracteristica # 2 o 3 y K su clausura algebraica.

2.2. El Indice De Ramificacién

Lema 2.2.1. Sir es una funcion racional no constante en E, r toma todos los
valores de K 1 0.

Demostracion: Por el Lema 1.3.5 y el Teorema 1.3.3 sabemos que r tiene
al menos un cero y un polo. El lema queda probado si consideramos r — a para
todo a € K. O

Proposicién 2.2.2. Un mapa racional F : E(K) — E(K) no constante es
sobreyectivo.

Demostracion: Si F = (r,s) donde r y s son funciones racionales. Si r fuese
constante s tomaria una cantidad finita de valores y por el lema anterior seria
constante por lo que F' también lo seria. Lo mismo pasa si suponemos que s
fuese constante. Podemos afirmar que r y s son no constantes.

Por el lema anterior deducimos que r y s tienen polos y ademas en los mismos
puntos porque (r(P), s(P)) son puntos de la curva. Entonces F' toma el valor
O, y llegamos al resultado buscado tomando la funcién racional @ — F(Q)— P
para todo P en la curva. O

Vamos ahora a definir el indice de ramificacién de un mapa racional no
constante en un punto dado P. Si tomamos u una variable uniformizadora en
F(P) podemos ver que u o F' es no constante nula, ya que si asi lo fuese, como
F' es sobreyectiva, u seria constante, lo que es absurdo. Concluimos que u o F'
es cero en F(P) pero no constante nula.

Definicién 2.2.1. El indice de ramificacion de F' en P es definido por
ep(P)=ordp(uoF)

donde u es una variable uniformizadora en F'(P).
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Observacion 2.2.1. ep(P) es independiente de u

Demostracion: Siu' es otra variable de uniformizacién en F(P)y uo F =

Udlrl, w o F = v%ry con di,dy € Z, r1,79 funciones racionales finitas y no

nulas en P y v una variable de uniformizaciéon en P. Si r es una funcién racional

entonces r = udrz = u/%r, con rs, ry finitas y no nulas en F(P). Luego 7o F =

v s 0 F = vy, o F. Sabemos que dd; = dds, y alcanza con tomar una
funcién r con orden positivo en F(P).

Proposicion 2.2.3. Sir es una funcion racional no nula en E y F' un mapa
racional no contante. Sea P € E(K), se cumple

ordp(r o F') = [ordp(py(r)][er (P)]

Demostracion: Sean u y v variables uniformizadoras en F(P) y P respec-
tivamente. Podemos escribir 7 o F = v%ry, uo F = vlry y r = urg con ri,ry
finitas no nulas en Py r3 finita n nula en F(P). Ocurre

roF = (urs) o F = (uo F)*(r3o F) = (v*)(r5(rs o F))

por lo que d = ef y se deduce el resultado. 0

Usamos ahora el indice de ramificacion para investigar el efecto de los mapas
racionales en los divisores.

Definicién 2.2.2. Supongamos que F' es un mapa racional no constante. Defin-
imos F™* : Div(E) — Div(E) el homomorfismo que cumple

F(P)=Q
Proposicion 2.2.4. El homomorfismo F* es inyectivo.

Demostracion: Supongamos que F*(A) = F*(A’) con A =", n(P)(P) y
A=Y, mQ)Q),

A" =3"n(P)F*(P) = % m(Q)F"(Q)

P

Sin(P) # 0y F(R) = P, existe @ con m(Q) # 0 tal que F(R) = Q, por
lo que el coeficiente de (R) en A” es por un lado ep(R)n(P), y er(R)m(Q) y
n(P) = m(Q). Ademas P = @ porque son F(R), y A = A’

O

Proposicion 2.2.5. Si F' es un mapa racional no constante y r es una funcion
racional no nula. Se verifica

div(uo F) = F*(div(r))
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Demostracion:

div(roF) = > ordp(roF)(P)

O

Lema 2.2.6. Si Fy y F> son mapas racionales no constantes FyoFy es un mapa
racional no constante y para P € E(K)

eFlon(P) = eFl(FQ(P))eF2(P)

Demostracion: Como los mapas racionales son sobreyectivos F; o Fy es no
constante.

Sea u una variable unifomizadora en F;(F5(P)). Entonces
erom(P) = ordp(uo FyoFy)

= ordp,(p)(uo F1)er, (P)
= e (F2(P))er (P)

Proposicion 2.2.7. Si F} y F» son mapas racionales no constantes

(FyoFy)" =Fj o FY

Demostracion:

(F5oFDUR) = F | Y en(@(Q)

Fi(Q)=R

= Z er (Q) - Z er, (P)(P)

Fi(Q)=R (P)=Q

= Y en(B(P)en(P)P)

(FyoF2)(P)=R

= Z eFlon(P)<P>

(FioF>)(P)=R
= (FioF)"((R))
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2.3. Endomorfismos

Definicién 2.3.1. Un mapa racional en E es una endomorfismo si ademés es
un homomorfismo de grupos.

Estos mapas forman un grupo que denotamos End(E).

Ejemplo 2.3.1.

i. El mapa [m] definido por [m](P) = mp es claramente un endomorfismo.
ii. El mapa de Frobenius es también un endomorfismo. Esto se prueba igual

que en 2.1, usando el binomio de Newton.

Teorema 2.3.1. Si a: E(K) — E(K) es un endomorfismo no nulo el indice
de ramificacion e (P) es independiente de P.

Demostracion: Sea P € E, definimos aTp de modo que aTp(Q) = P + Q.
Como « es endomorfismo
(a0aTp)(Q) =a(P + Q) =a(P) + a(Q) = (aTar) © a)(Q)

Luego a0 aTp = aT,(py © . Aplicando el Lema 2.2.6 en el punto O obtenemos

ea(P)eacats (0) = €at,(p, ((P))ea(O)

Del Lema 1.7.4 vemos que el indice de ramificaciéon de una traslacién es 1
en cualquier punto. Si P € E(K) y u es una variable de uniformizacién en
aT(Q) = P+ Q, ear, (Q) = ordg(u0 aTp) = ordg(Tp(w) = 1, ya que Tp(u)
es una variable de uniformizacién en P + @ — P = Q. Entonces e, (P) = e,(O)

para todo P € E(K). O

Definicién 2.3.2. Si « es un endomorfismo en E, denotamos e, como el valor
constante de e, (P) para P € F(K).

Lema 2.3.2. Sean m un entero, v una funcion racional, y D la derivacion de
la seccion 1.7. Se cumple que

D(ro[m]) = (mDr) o [m]

Demostracion: El lema es obvio para m = 0.

Sir =ux, ro[m] = gm,y por la Proposicién 1.7.3 queda demostrado para
r = x. Lo mismo pasa para r = y.

Se puede ver que las funciones racionales que cumplen la tesis del lema son
cerradas por las operaciones +, —, X y divisiéon. Por lo que queda probado el
lema para m > 0.

El caso m = —1 es facil de verificar.
Sim>0
D(fo[-m]) = D(fo[m]o[-1])
— —D(foml)o[-1]
= (=m)Dfo[-m]

49



Proposicién 2.3.3. Si E esta definida sobre k = GF(q) y ¢ es el mapa de
Frobenius, e, = q.

Demostracion: Sabemos que e, = e,(0). Como v = x/y es una variable
de uniformizaciéon en O, uo ¢ = u?, y por la definicién de grado se deduce el
resultado. O

Definicién 2.3.3. Sea o : E(K) — E(K) un endomorfismo. Si e, = 1, decimos
que « es separable. Si e, > 1 decimos que es inseparable.

Lema 2.3.4. Sir es una funcidn racional en x y r, = 0 entonces r(x) = 7(a?),
donde T es una funcion racional en x.

Demostracion: Sir(x) = ana™ + -+ + a1z + ag es un polinomio y 7, (x) =
na,x" '+ +a = 0,luegosil <k <n,a, =00k =0 (mod p),
porque estamos trabajando en caracteristica p. Por lo tanto r(z) = apmaP™ +
ap(m,l)xp(m_l) + - -+ apz? + ap, para algin m entero, que es un polinomio en
aP. Escribimos r = f/g con f y g polinomios en 2 coprimos. Que r,, = 0 implica

que frg = fg. y como fy g son coprimos f|f; v g|g.. Claramente f, = g, = 0,
v f v g son polinomios en zP. O

Proposicion 2.3.5. Sea una funcion racional v en E tal que Dr = 0, existe

una funcion racional 7 tal que r(x,y) = 7(aP, yP).

Demostracion: Primero notamos que

p—1 p—1

v =y(y*) T =ys(a)
donde s(z) = 23 + Ax + B. Por lo tanto 7 tiene una tinica representacion
r(z,y) = u(x) + y’o()
donde u y v son funciones racionales en x. Si Dr = 0 tenemos que

[uz(2) + yPve(2)]2y = 0

Deducimos entonces que u, = v, = 0, y el por el lema anterior se cumple la
tesis. (]

Proposicion 2.3.6. Si o es un endomorfismo, « es inseparable si y solo si
D(r oa) =0 para toda r funcién racional.

Demostracion: Si D(r o a) = 0 para toda r funcién racional, por lo que en
particular lo es para u variable uniformizadora en a(P) para algin P. Entonces
(uoa)(P)=0y D(uoa) =0 = ordp(uoa)>1= e, =eqa(P)> 1.

Supongamos que ahora que existe una funcién racional r» y un punto P tal
que
[D(r 0 @))(P) # 0

Sea w =1 —r(a(P)). Luego (wo«a)(P)=0y

[D(w o a)](P) = [D(roa)](P) # 0
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en ese caso w o « tiene un cero de multiplicidad uno en P. Se deduce que
1 =ordp(w o a) = [ordypy wleq
y vemos que e, = 1. ]
Corolario 2.3.7. Un endomorfismo « es inseparable si y solo si
a(z,y) = (u(@”,y"),v(a’,y"))

con u y v funciones racionales.

Demostracion: Por las proposiciones anteriores sabemos que si « es insepa-
rable D(woa) = D(yoa) = 0y (zoa)(z,y) = u(?, y?) (yoa)(z,y) = v(x?,yP).
Luego a(z,y) = (zoa,y o a)(z,y) = (u(a?,y?),v(z”, y7))

Si a(z,y) = (u(@?,yP),v(xP,yP)), D(roa) =0y D(yoa) =0y eso implica
que D(r o o) = 0 para toda funcién racional en E, y « es inseparable. 0

Corolario 2.3.8. Sim es un entero coprimo con p, [m| es un endomorfismo
separable.

Demostracion: Sea P € E(K) y u variable de uniformizacién en [m|(P) =
mp. Por el lema 2.3.2

D(uo [m])(P) = (mDu)(mP) #0
y por la Proposicién anterior [m] es separable O
Proposicion 2.3.9. Sia y 8 son dos Endomorfismos inseparables, también lo
es a+ .
Demostracion: Es inmediato a partir del Corolario 2.3.7. O

Proposicién 2.3.10. Si E esta definida sobre k = GF(q) y m, n son enteros
con m coprimo con p, el endomorfismo [m]+ [n] o es separable, donde ¢ es el
mapa de Frobenius.

Demostracion: Sea o = [m] + [n] o ¢, si «a es inseparable [m] = a — [n] o
@. Como [m] es la suma de dos Endomorfismos, el segundo porque e, = ¢ y
€[nJop = €[n]€p > 0, por la Proposicién anterior serd inseparable contradiciendo
el Corolario 2.3.8. O

Definicién 2.3.4. Supongamos que « en un morfismo no nulo. Sea |kera| la
cantidad de elementos en el nicleo de a. Definimos el grado de o como

gr(a) = |ker ale,
Proposicion 2.3.11.
i. Sim yp son coprimos, gr([m]) =m?.

i. Si E esta definida sobre GF(q) el grado del mapa de Frobenius es q.
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1. Sty P son dos Endomorfismos no nulos,
gr(avo B) = gr(a) gr(p)
iv. Si o es un endomorfismo no nulo y A € Div(E),
gr(e”(A)) = gr(e) gr(A)
Demostracion:

i. Sabemos que e[, = 1 porque [m] es separable, y |ker[m]| = m? como

vimos en 1.7.6. Entonces gr([m]) = 1-m? = m?.
ii. Por la Proposicién 2.3.3 e, = ¢, y claramente ker ¢ = {O} por lo tanto
|kere| = 1.

iii. Por definicién gr(aof) = |ker(aof)|eaos = |ker(aof)|eqep, falta probar
que |ker(a o B)| = |kera||kerf.
Primero probaremos que dado Q € E(K) la cantidad de elementos de
L ={P:~(P) = Q} es |kerv| donde ~ es un endomorfismo en E. Para
probarlo sabemos que existe R € E(K) tal que v(R) = Q ya que v es
sobreyectivo. Entonces v(P) = @ si y solo si v(P — R) = v(P) — Q = O.
Encontramos una biyeccién entre L y |ker~y|. Si keraw = {Py, Py, , P, }
y ker 5 ={Q1,Q2, - ,Qm}. Sabemos que existen R; tales que S(R;) = P;
por la sobreyectividad de 3. Por lo visto anteriormente ker(ao ) = {Q; +
Rj:i=1,....m j=1,...,n}, yaquesi (aof)(P)=0 = B(P) =P,
= P = R;, + Q; por la biyeccién vista anteriormente.

iv. Primero lo probamos para A = (P).

gr(a”(P) = gr| > eal(Q)Q)

€q T Z (@) | = eaqlkerqal
a(Q)=P

donde la ultima igualdad la probamos en el punto anterior. Si el divisor
A= pn(P)(P)
gr(a”A) = gr (Z n(P)<P>> =Y n(P)gr(a”(P)) = gr(a) gr(A)

P P

O

Proposicién 2.3.12. Sea « un endomorfismo no nulo. Para P € E(K), sea
Py tal que a(Py) = P,

sumala” (P) — o (0)] = (gra) Py
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Demostracion: Tenemos que
a*(P) = e, Z (@) =eq Z (Py + R)
a(Q)=P a(R)=0

Luego

suma[a*(P) — a*(0)] = suma |e, Z ((Po+ R) — (R))
a(R)=0
= €q Z PO
a(R)=0
= eu| keralPy

= (gra)hy
O
2.4. El pairing de Weil
Fijemos un entero m coprimo con p.
Lema 2.4.1. Para T € E[m], el divisor [m]*((T) — (O)) es principal.
Demostracion: Como gr((T) — (O)) =0
gr([m]"((T) = (0))) = gr[m] gr((T) — (0)) = 0
por la Proposicién 2.3.11 parte iv.
Sea ahora Ty tal que mTy = [m](Tp) = T. Luego suma([m]*((T) — (O)) =
gr([m])Ty = m*Ty por la Proposicién 2.3.12, y m?Ty = mT = O. O

Sea gr una funcién racional tal que

div(gr) = [m]*((T) — (O))

que sabemos que existe porque gr([m]*((T) — (0))) = 0 y suma([m]*((T) —
(0))) = O. A pesar de que gr no es tnico, es dnico salvo multiplicacién de
escalares.

Recordemos que a7Tp es la traslaciéon por P. Vemos facilmente que

aTE(Q) = > eaTr(R)Q) =(Q—P)

aTp(R)=Q
ya que aTp es una biyeccién y e,713. (Q) = 1 para todo Q € E(K).
Lema 2.4.2. Sean S,T € E[m)],

div(gr o aTg) = div(gr)
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Demostracion: Como S € E[m], [m] o aTs = [m]. Usando las Proposiciones
92.2.5y 2.2.7

div(groaTs) = aTg(div(gr))
= (aTg o [m]")(T) —(0))
= ([m]oaTs)"((T) —(0))
= [m]*((T) - {(0))
= div(gr)

Proposicién 2.4.3. Sean S,T € E[m]. La funcién (gr oaTs)/gr es constante,
y su valor es una raiz m-esima de la unidad en K, ademdas es independiente de
la eleccion de la funcion gr.

Demostracion: Sabemos por el lema anterior que (g7 o aTg)/gr es contante

y ((97 0 aTs)/gr)(O) = gr(P)/9r(O) que no depende de gr porque es tinico
salvo multiplicacién por constantes

Existe ¢ € E[K] tal que gr o aTs = (gr. Componiendo repetidamente con
aTg vemos que

geoaTg=C'gr

Tomando ¢ = m deducimos que ("™ = 1, ya que a7Z" es el mapa identidad. [

Definicién 2.4.1. Sean T, S € E[m] y sea i, el grupo de m-raices de la unidad
en K. El mapa de E[m| x E[m] en i, que manda (S,T) en (gr o aTg)/gr es
llamado el pairing de Weil, y lo denotamos por

w(s,T) = L2458 ;T“TS

Teorema 2.4.4. Sean S1,S52,5,T1,T2,T € E[m]. El pairing Weil satisface las
siguientes propiedades:

i w(S1 482, T) = w(S1, T)w(S2, T).

i. w(S, T+ Tz) = w(S, Th)w(S, Ts).

i, w(T,T) = 1

iv. Siw(S,T) =1 para todo S € E[m] entonces T = O.
v. St a es un endomorfismo

w(a(S),a(T)) = w(S,T)s" ¢

Demostracion:
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i. Por definicién
w(S1 + 82, T) = (7“” - “T‘Sﬁ&) (P)
gr
(g7 0 aTs,)(S2 + P)
gr(P)
(97 0 aTs,)(S2 + P) gr(S2 + P)
gr(S2 + P) gr(P)
= (i) () ()
gr
= w(Sy, T)w(S:,T)

ii. Primero observamos que

. a1, +T, — [m]* | D) — (T — (T}
dw(m)—[]«ﬂm (T — (1) + (0))

Claramente (T} 4+ To) — (Th) — (T1) + (O) es principal, ya que tiene grado

cero y suma (0. Sea h una funcién con ese divisor,

div (gT—+T) = [m]*(div(h)) = div(h o [m])

911 91>
y vemos que
INHT: _ ¢ holm)
91 912
para algin ¢ € K. Luego si S € E[m],

IBAT: o 4Tg(P) = (e ho [m)(P+S) = (c- ho [m])(P) = T2 (p)
9, 91> 91, 971>
gri+719

entonces es invariante bajo traslacién de elementos de E[m]. Se
verifica
gri+1; © aTs
911+

gri+m, °aTs  (gn ©aTs)(gr, © aTs)
(91, © aTs)(gr, © aTs) 9T, +T,
_ 9mtn o (om0 aT5)(gr, © aTs)

91, 91> 911 +T2

gri41, (91, © aTs)(gr, © aTs)

91, 91> 911+
= w(S,Ty)w(S,T)

’LU(S, T1 +T2) =

iii. Sea Ty € E(K) tal que mTy = T. usando las Proposiciones 2.2.5,2.2.7 y
la demostracién del Lema 2.4.1

div(gr o aTir,) = aTip, (divgr)
= aTi, o [m]"((T) = (0))
= ([m]oaTir)"((T) - (0))
= (aTir, o [m])"((T) — (O))
[m]" o aTyp ((T
[m]"(((1 = )T
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iv.

Deducimos que el de

G= gT(g o a,TTo)(g o G'ITQTU) T (g o a,ﬁm—l)To)
Ml [(T) =(0)) + (O) = {-T))+ ((-T) - (-2T))
+ -+ (C=-m)T) = (1 -m)T))

que es cero ya que T € E[m]. Por lo tanto G es una constante, y si la
componemos con a7, obtendremos la misma constante G. Luego

gr(goaTry) - (g0 aTim-1n,) = (9°aTr,)(g © aTery) -~ (g © Ty )

y despues de cancelar obtenemos
gr =gt o aTmr, = gr o aTr

y w(T,T) = (groaTr)/gr = 1.

Supongamos que T € E[m] y que w(S,T) = 1 para todo S € E[m]. Esto
implica que gr o aTg = gr, 0 sea que gr es invariante bajo traslaciones
por elementos de E[m]. Usamos ahora el siguiente Lema, y su prueba la
daremos luego.

Lema 2.4.5. Supongamos que r es una funcion racional en E tal que es
invariante bajo traslaciones por elementos de E[m|. Se cumple que r =
t o [m] para alguna funcién racional t.

Vemos que gr = h o [m] para alguna funcién racional r. Pero
[m]*(div(h)) = div(gr) = [m]"(T) — (O))

Y por la Proposicién 2.2.4, vemos que (T') — (O) = div(h) que es un divisor
principal. Luego T' debe de ser O ya que O = suma(div(h)) =T — O.

Queremos probar que
<9T o a’ﬁs>gm _ G © @Tis)
gr Ja(T)

Pero vemos que a7, (s)0a = aoaTs. Si componemos « en el lado derecho
de la ecuacién anterior, que es constante y queda igual, obtenemos

Ja(r) 0 0 aTs
Ja(T) O &

Reescribiendo lo que queremos demostrar, obtenemos

G 0aTs  garyoaoaTs
gra -
97 Jo(T) O &

que es equivalente a probar

o o«
(2022 ) oars = 2020
9r 9t
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Debemos por lo tanto probar que

Ja(T) O &
gra
T

es invariante con las traslaciones de elementos de E[m].

Como « es un endomorfismo, o conmuta con [m], y o conmuta con [m]*.
Luego

iy ((9roaTs = a*o[m]* — — gr(a)[m]* —
div <T> = [m]"((T) = (O)) — gr(e)[m]"((T) — (0))
:=TeDiv(E)

= [m]*le*((a(T)) = (0)) - gr(@)({T) = (0))]

Vamos a probar que 7" es principal. Como

gr(a”(A)) =gragrA
para A € Div(E), el grado de 1" es cero. Por lo proposicién 2.3.12,
suma(a” ((a(T)) — (O0))) = gr(a)T

que cancela suma aplicada al segundo termino de 7°. Si div(h) =7 con h
funcién racional,

: M = [m]*(div =div(ho|m
d1v< - )[](d (h)) = div(ho [m])

Vemos entonces que

. <gT oaTs >
div [ Z+——=
ar

es invariante bajo traslaciones por elementos de E[m).

O

Demostracion Lema 2.4.5: Sea H el cuerpo de funciones racionales en E que
son invariantes bajo traslaciones de elementos de E[m]. Sea también el cuerpo

J={golm|:gec K(E)}

Tenemos claramente

JCHCK(E)

H es el cuerpo fijo de W = {Tg : S € E[m]}, con Ts(g) = goaTs. Por la

teorfa de Galois sabemos que [E(K) : H|, o sea la dimensién de E(K) como
H-espacio vectorial, es igual a la cantidad de elementos del grupo W, que es
m?2. Vamos a probar que [E(K) : J] <m? y como [E(K):J] =[E(K): H|[H :
J] =m?[H : J] vemos que H = J.

Consideremos el subcuerpo

J(x) ={o(x)/p(x) : &, € J[X], p(x) # 0} C K(E)
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Como g, = wo[m] y hy = yo [m] vemos que g,, y hy, estan en J. Por la
Proposicién 1.6.4, h,, = yhy, donde hy, es una funcién es z. Entonces y =
hon/hm y K(E) = J(z).

Si probamos que z es cero de un polinomio de J[X] de grado m?, el conjunto

{1,2,22,..., 2™} serd linealmente dependiente en K (E) = J(x) como J espacio
vectorial y sabemos que {1, z, ..., zE(F)J]1} es base, entonces [K(E) : J] < m?.
Recordemos la ecuacion
Gm =T — wm—lwm-i-l
" Vi

SMP?W — Ym-1V¥mi1 — wzngm =0

Por la Proposicién 1.8.1 ii. iii. %2, ¥ ¥m—1"m+1 son polinomios en z, de
grados en  m? — 1y m? respectivamente. Ademads, como el coeficiente principal
de 1), es n, el coeficiente en 2™ de 22— 1my1 esm?—(m—1)(m+1) = 1.
Luego x satisface el polinomio de grado m?

X2 (X) = Ym-1(X)Vmi1(X) — g (X)) (X) = 0
en J[X]. O

Corolario 2.4.6. Para S,T € E[m] se cumple que w(S,T) = w(T,S)~*.

Demostracion: Sabemos que
1=w(S+T,S+7T)=w(S,THw(S,S)w(T, T)w(T,S) =w(T,S)w(S,T)

Y se cumple la tesis. O

Observacion 2.4.1. Si m no es primo entonces Z/mZ no es un cuerpo, y E[m]
no es un espacio vectorial. Pero si es un médulo libre sobre Z/mZ de rango 2
ya que por 1.7.7 E[m] es isomorfo como grupo a Z/mZ x Z/mZ.

Corolario 2.4.7. Sea {T1,T>} una base de E[m] como Z/mZ mdédulo, w(Ty,T5)
es una m-raiz primitiwva de la unidad en K.

Demostracion: Supongamos que w(7Ty,T2)™ = 1. Luego w(nTy,To) = 1. Y si

c1,¢2 € Zy, w(nTy, 1T + coTo) = w(Ty, Th )" w(nTy, T2)°? = 1. Luego nTy = O
y m divide a n. O

Teorema 2.4.8. Sea o un endomorfismo no nulo entonces a(E[m]) C E[m].
Ademds el discriminante de o en E[m] es gr(a) méd m.

Demostracion: Sean Ty y Ty una base de E[m] sobre Z/mZ. Existen enteros
médulo m, a;; con i,j = 1,2, tales que

2
aTy) = ayT;
j=1

y det(a) = a11a22 — A1204271.
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Tenemos que

w(T, T2)* " = w(a(Th), a(T2))

w(auTl + a12Ts, a1 Ty + axTy)
(T3, Ty Ty, Ty
w(Ty, Ty)™12921 . qp(Ty, Tp) 12022
= (T, Ty) Ty, Ty) 120
(Tl, T2)1111 a22—a12a21

( T2)det @)

\
S

g

S

y como w(Ty,T») es una m-raiz primitiva de la unidad det(a) =
gr(a) méd m. O

Lema 2.4.9. Sean A y B matrices 2 X 2 con entradas en un anillo conmutativo
R. Para ci,co € R se cumple

i. det(ci A+ caB) = c2det A+ c3det B + ciez[det(A + B) — det A — det B]
i. trA=1+det A—det(I — A)

Demostracion: Si

entonces

det(c1A+ c2B) = (c1a+ cee)(crid + cah) — (crc+ cag)(c1b + cof)
= c(ad — eb) + ci(eh — gf) + cica(ah + ed — gb — gf)
= cldet A+ cidet B + cica[det(A + B) — det A — det B]

ya que

det(A+ B) —det A—det B = ad+ah+ed+eh—bc—bg— fc— fg
—ad +bc—eh+ fg
= ah+ed—gb—gf
lo que prueba i.
Probamos ahora ii.
det A —det(I —A) = ad—cb
—14+a+d—ad+ bc
= a+d-1
= trA—1

Teorema 2.4.10. Si « y B son Endomorfismos,

gr(cia+coB) = G gra+cagrfB + cieafgr(a + ) — gra — grf]
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Demostracion: Sea m un entero comprimo con p. Si restringimos a 'y S a
E[m], por el Teorema 2.4.8 y el lema anterior

gricia+ ) = det(cia+ caf)
c?det a + cadet B + cico[det(a + B) — det a — det 3]
= cdgra+cigrf+aelgr(a+f) —gra—grp] médm

Entonces se cumple la igualdad porque la equivalencia se cumple para todo m
coprimo con p. Si a = b méd m, con m > 0, a — b = km, sea ¢ = pkm + 1
coprimo con pkm mayor que uno si pkm # 0, a — b = lq. Por lo que km = g
y como ¢ no divide km [ si, sil = kms qgs =1y q=1. Por lo que pkm =0y
k=0,ya=0. O

Teorema 2.4.11. Si a es un endomorfismo,

B=aoa—[l4+gra—gr(l—a)loa—[gral =0y

Demostracion: Cuando nos restringimos a E[m], vemos que 3 es
aoa—[l+gra—gr(l—a)loa—[gra] =aoca— [trajoa — det
Por el teorema de Cayley-Hamilton toda matriz A cumple
A? — (tr A)A +det A =0

Luego S restricto a E[m] es cero. Y como esto se cumple para todo m coprimo
con p, B es Oy (]

Teorema 2.4.12 (Hasse). Seat = q+1— E,. Se cumple

i. pop—[tlow+ g =0
i [t] < 2/q
Demostracion: Primero notemos que ker(1l — ¢) es el conjunto de (a,b) €

E(K) con (a,b) = (a?,b?) y el punto O. Por la Proposicién 2.1.2 sabemos que
ker(1 — ¢) es el conjunto de puntos k-racionales de E, luego |ker(1 — q)| = E,.

También por la Proposicion 2.3.10 sabemos que 1 — ¢ es separable, por
la definicién de grado, gr(l — ¢) = E,. Como gry = ¢ por 2.3.11 i, ii. es
consecuencia del Teorema 2.4.11.

Para probar ii., vemos que
A+ c3q+cica(BEy —1—q) = gr(ci[l] — cap) > 0
para todo ¢1,ca € Z, por el Teorema 2.4.10, ya que gr[l] = 1. Luego

(%)2 +q+ (Z—;) (Bq—1-4q)= (éfgr(ﬁ[l] —c2) 20

para todo racional ¢1/ca. Ahora
v+ out+q>0

para todo v real. El discriminante del polinomio cuadratico en la izquierda de
la ecuacion anterior debe ser no positivo. Por lo tanto como el discriminante es
t* — 4q, tenemos que [t| < 2,/7. O
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Capitulo 3

Algoritmos para contar
puntos

Presentaremos ahora algoritmos para contar la cantidad de puntos en una
curva eliptica E sobre el cuerpo F,,. O lo que es lo mismo, encontrar los niimeros
enteros a, tales que

[E[F,)| =p+1—ap
Primero mostraremos un algoritmo facil para hallar los a,.
Supongamos que tenemos una curva eliptica F dada por la ecuacién
2

y?=a34azx+bconabeZ

La curva tiene siempre un punto en el infinito, O, y luego para cada x € IF,, hay

3 .z
1+ (%W) valores para y que son solucién de la curva. Donde

a 0 sia=0 (mod p)
(—) =<{ +1 sia#0 (modp)y x? =a (mod p) para algtiin z € Z
—1 sino existe un tal

llamado el Simbolo de Legendre. Entonces |[E(Fp)| =p+1+3, o5 (M),

p
2 +ar+bd
w==2 <T>

z€lF),

resultando la formula

Esta formula nos da un algoritmo en O(p1+0(1)) para calcular a,, que es til
para p pequeno.

3.1. Algoritmo de Shanks

Daremos ahora la versién mas general del Algoritmo de Shanks.
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Sea GG un grupo abeliano finito, y g un elemento de el. Queremos encontrar
el orden de g en G, o sea el mas pequeno n tal que g” es el neutro de G. Una
manera de hacer esto es calcular g, g%, ¢%, ..., hasta que obtengamos 1. Este
algoritmo toma O(n) operaciones de grupo. En algunos casos es lo mejor que
podemos hacer.

Pero en muchos casos conocemos una cota superior B de n, y podemos
aplicar la estrategia baby-step giant-step de Shanks para hallar n.

Procedemos de la siguiente manera. Sea ¢ = [\/Ew Primero calculamos

1,9,9%, ...,9971, los llamados baby-steps y definimos g; = ¢~9. El orden n de
g es escrito como n = aq+r, con 0 < r < ¢, y por la elecciéon de g tenemos que
a < g, ya que de lo contrario tendriamos que n = aqg+r > ¢>4+r > B4+r > n+r
por lo que 0 > r.

Luego, para a = 1,...,q calculamos ¢{, que serian los giant-steps, y verifi-
camos si esta en el conjunto 1,g,...,¢7 !, Si esta, tenemos que que g%9*+" =1,
luego n es un divisor de aq + r y factorizando podremos hallar n. Este método
requiere O(B'/?) operaciones de grupo, que es menor que O(n) si B es una cota
razonable.

Hay que tener en cuenta que hay que buscar al menos ¢ veces en una lista de
q elementos. Si esto lo hacemos de una manera ingenua, tomara O(¢?) = O(B)
comparaciones, e incluso si las operaciones de grupo son mas lentas que las
comparaciones, las comparaciones terminarian dominando el tiempo de ejecu-
cién del algoritmo y tornandolo en un método intutil. Una manera de evitar esto
es ordenando la lista de ¢ elementos usando un O(qlog(q)) método de orde-
namiento como HeapSort. Luego una busqueda en un conjunto ordenado toma
O(log(q)) comparaciones, llevando el tiempo de ejecucién a O(qlog(q)). Pode-
mos también usar tablas de Hash para almacenar y buscar, que serd aun mas
rapido en promedio.

Una aplicacion del método de Shanks requiere como mucho ¢ giant-steps, ca-
da uno de ellos de tamano ¢. Si tenemos informacién adicional sobre n podemos
aumentar la eficiencia del algoritmo. Daremos dos ejemplos, uno de los cuales
nos sera de utilidad al buscar los a,. Asumamos que ademas de la cota superior
B de n tenemos una cota inferior C, o sea

C<n<B

Y empezando la lista de los baby-steps en ¢¢ en vez de 1 = ¢°, podemos
disminuir el maximo de los giant-steps y el tamano de ellos a B — C.

Como segundo ejemplo asumamos que n cumple cierta congruencia, n =
ng (mod b). Entonces podemos disminuir el tamano y la cantidad de los giant-

steps a [ B/b—‘.
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3.2. Algoritmo de Shanks-Mestre

Podemos usar el algoritmo de Shanks para obtener un algoritmo para hallar
los ay en O(p*/**2) para todo € > 0. Por el Teorema de Hasse sabemos que

p+1-2p <|EE,) <p+1+2/5

El algoritmo de Shanks nos sirve para hallar el orden de un elemento en un
grupo dadas ciertas cotas, lo que no nos da necesariamente el orden del grupo.
Necesitariamos refinar el algoritmo de Shanks para eso, lo que es mas dificil de
implementar. Pero en el caso del grupo de una curva eliptica sobre F,, podemos
usar la siguiente Proposicién que nos ahorrara el trabajo extra.

Si uno considera todas las curvas sobre I, definidas por
y? = 2% + ad’z + bd®

con d # 0, entonces hay exactamente dos clases de isomorfismos de esas curvas.

Las curvas tales que (%) = 1 son todas isomorfas a la curva inicial que corre-

sponde a d = 1, y las curvas tales que (%) = —1 son todas isomorfas pero a

otra curva. Llamemos £’ a una de esas curvas.

Falta probar porqué son isomorfas dependiendo del simbolo de Legendre
de d. Sean dy,ds # 0 tales que (%) = (%), luego (le@Z) = 1 porque el
simbolo de Legendre es multimplicativo en la coordenada de arriba. Sea e € Z
tal que (d1/d2) = e? (mod p). Finalmente el mapa (z,y) — (z/e? y/e3) es
un isomorfismo entre las curvas Ey, : y? = 23 + adiz + bd3 y Eg, : y? =
2% + ad3x + bd3.

Observacion 3.2.1. Si E es una curva eliptica sobre un cuerpo finito F,,, E(F),)
es un grupo ciclico o el producto de dos grupos ciclicos.

Esto es consecuencia del Corolario 1.7.7.

Proposicién 3.2.1. Sean
E(F,) ~Z/kiZ X L/kZ y E'(Fp) ~Z/K\Z x Z]k5Z

las estructuras abelianas de los grupos E(F,) y E'(Fp), con kilke y ki |kS, para
p > 457 tenemos que
max(ko, k) > 4,/p

Ver [Coh], Proposicién 7.4.11.

La Proposicién nos dice que hay un punto en E o en E’ de orden mayor que
4,/p, y consecuentemente hay un tinico entero en el intervalo (p+1—2,/p, p+1+
2,/p) miltiplo del orden de ese punto, y ese entero debe ser |[E(F,)| o [E'(IF,)|.
Ademds sabemos que, si B : y? = 23 + ad3x + b}

3 +azx+b (dox)® + ad®(doz) + bd3\ [ 1/d}
(£572) - (g
p
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Y como multiplicar por dy es una biyeccién en F,, tenemos que si |[E(F,)| =

3 3+ d2 +bd3
p+1*ap :p+1+zzeFP (%ﬁ'ﬁ‘b)’ |E/(Fp)| :p+1+zzeFP (%) =

p+1fZ$E]Fp (W) = p+1+ay, por lo que podemos hallar el a, en cualquier

curva que nos dara el a, en la otra.

Esto lleva al siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.2.1 (Shanks-Mestre). Dada una curva eliptica E sobre F, con
p > 457 por la ecuacién y? = 2 + ax + b, el algoritmo calcula el entero a, tal
que [E(Fp)|=p+1—ap.

1. [Inicializar]
Fijar v < =1, A+ 0, B+ 1, ky < 0.

2. [Obtener siguiente punto] (Aqui sabemos que |E(F,)| = A (mod B)).
Repetir 2 <2 +1,d <+ 23 +ax + b, k <+ (%) hasta que k # 0y k # k.

Fijar k; < k. Finalmente, si k; = —1 fijar A; + 2p+ 2 — A (mod B) si
no fijar A; + A.

3. [Encontrar multiplo del orden de un punto]
Sea m el menor entero tal que m > p+1—2,/py m = A; (mod B).
Usando el algoritmo de Shanks encontrar un entero n tal que m < n <
p+1+2/p,n=m (mod B) y nP; = O, con P; = (zd,d?), en la curva
Y? = X3 +ad?X +bd? (observemos que esta curva serd isomorfa a alguna
de las curvas F, E’ dependiendo del signo de k).

4. [Encontrar orden]
Factorizar n y deducir el orden exacto h del punto Py = (xd,d?).

5. [Finalizado?] Usando el Teorema Chino de los Restos, encontrar el menor
entero h' miltiplo de h, h < h' y tal que A’ = (mod B). Si b/ < 4,/p
fijar B <— mcm(B, h), entonces A < h/(mod B) si k1 =1, A« 2p+2—
K’ (mod B) si ky = —1, y volver al paso 2.

6. [Calcular ay)
Sea N el tinico miltiplo de b’ tal que p+1 —2,/p < N < p+1+2,/p.
Devolver a, = p+ 1 — kN y terminar el algoritmo.

Explicaremos ahora el algoritmo y su correctitud.

El paso 1 es simplemente la inicializacién de las variables a usar en el algo-
ritmo.

En el paso 2 iteramos en z suméndole 1 hasta que encontramos uno tal
ue (x3+az+b)
a P
isomorfismo.
Luego como sabemos que |[E(F,)| = A (mod B) y |E(F,)|+|E'(Fp)| = 2p+2,
|

y elegimos A; congruente a |E(F,)| o |E'(F,)| médulo B dependiendo de signo
de kl.

es no nulo y diferente de k, o sea que cambiamos de clase de
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En el paso 3 buscamos un entero miltiplo del orden del punto P; = (dz,d?)
en la curva

Y2 = X3+ ad’X + bd®

ya que
(dz)® + ad®(dx) + bd® = d*(2® + ax +b) = d* = (d*)?

usando el algoritmo descripto en 3.1. Lo usamos de la siguiente manera, primero
calculamos

S ={0,P4, BP4,2BP;,...,(q—1)BPs}

con q = L/%—‘.AhorasabemosquenmBa cona=aq+r,0<r<gq

y se prueba como antes que 0 < a < ¢g. Despues para 0 < a < ¢ buscamos
—(m + Baq)P; en S. Una vez encontrado procedemos como en 3.1.

El paso 4 es inmediato.

En el paso 5, primero buscamos un miltiplo del orden de P; que sea con-
gruente a A; médulo By lo podemos hacer con el algoritmo del Teorema Chino
de los Restos. Luego verificamos si el orden es menor que 4,/p, si es asi no nos
alcanza para hallar a, y volvemos al paso 2 luego de cambiar las variables para
que de nuevo el orden de E(FF,) sea congruente a A médulo B y cambiando B
por el minimo comin multiplo entre B y el h' que habiamos hallado. O sea, el
punto P; no nos da el a, pero nos da informacién sobre una congruencia del
orden de E(F,), que la usamos para acortar la ejecucién del algoritmo. Final-
mente si b’ es mayor que 4,/p entonces podemos hallar a, con el, en el paso 6,
que es inmediato.

Para el paso 4 podemos usar el algoritmo 1.3.11 dado en [Coh], y para el
paso 5 podemos usar el algoritmo 1.4.3 dado en [Coh].

El tiempo de ejecucién de este algoritmo es de O(p1/4+5) ya que la operacién
dominante del algoritmo es hallar el orden del punto (dx, d?), aunque busquemos
uno de orden mayor que 4,/p sabemos que hay muchos de esos puntos en F o
en E’ por la Proposicién 3.2.1. Y habfamos viste en 3.1 que hallar el orden con
el algoritmo de Shanks tenia orden, tomando B = p+1+2,/p, C = p+1-2,/p,

0 (VB=C) =0 (y/Iy5) = O (¢)

3.3. Otros Algoritmos

Daremos a continuacién una escueta descripcién o comentario de otros al-
goritmos para hallar a, que son mas eficientes que el anterior.

3.3.1. Mejora de Shanks-Mestre

En el paso 3 del Algoritmo 3.2.1 podemos usar el hecho que hallar el opuesto
de un elemento de E es trivial. Escribimos n —m = Ba con o = aq+ 1, pero en

este caso tomamos —q < r < g con q = L/ %ﬁ v 0 <a < 2g+ 1. El cambio

es que no tenemos que hallar rP; para todos los r, si no solo los 7 no negativos.
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O sea S = {O,BP;,2BPy,...,(q — 1)BP;}. Luego calculamos —(m + Baq) Py
y verificamos si la coordenada en x coincide con la coordenada en = de algin
elemento de S. Esta mejora nos divide el tamafio de S en v/2, mejorando el uso
de memoria y de tiempo de ejecucion.

3.3.2. Algoritmo de Schoof

Recordemos que por la primer parte del Teorema de Hasse el endomorfismo
de Frobenius satisface la siguiente relacién en E(Z,)

pop—[tlop+[q =Ou

cont=p+1—|E(F,)|. Podemos restringirnos a los puntos de E[l] con [ primo
y considerar la ecuacién

progr+[m]=[r]og (3.1)

donde
m =p (mod 1)

y 7 = t (mod [). El algoritmo entonces consiste en hallar 7 para suficientes
primos pequenos [ = 3,5,7,11,..., L tales que

II >4

I<L 1#2,p

ya que tenemos una cota para a,. Luego usando el Teorema Chino de los
Restos podemos determinar ¢t de manera tinica. Por lo que solo necesitamos un
método de calcular 7 = ¢ (mod ) para un primo ! diferente de 2 y p.

Sea ! un primo diferente de 2 y p y P = (z,y) € E[l] diferente de O. Por
el Teorema 1.8.7, que nos daba las relaciones entre las funciones g,, h, y los
polinomios ,,, la relacién (3.1) se cumple si y solo si

(xpz,yzf) T P wp—ﬂfpﬂ, Upr2ty 4 — 13%—2¢§+1
(05 dyy
0si7T=0 (mod ).

= P 2 2 P
(xp _ (w’ﬁff”l) ) (wﬁzwpiywiﬁ“w*ﬂ) ) si no.

Por la Proposicién 1.8.8 el punto P = (z,y) esta en E[l] si y solo si ¢ (x,y) =
0 siy solo si fi(x) = 0 con f; funcién en z, demostrada su existencia en 1.8.1.
Usando la formula 3% = 2> 4+ az + b vy la ley de grupo de la curva eliptica, la
relacién anterior puede ser transformada en relaciones de la forma

Hy(x) =0y Ha(z) =0 (3.2)

para algunos polinomios en F,[X]. Esto se deduce del hecho que P = (z,v)
cumple la relacién si y solo si —P = (z, —y) la cumple. Tenemos que verificar
que se cumple

Hy =0 (modf;) y Hy =0 (modf;)
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en [F,,[X]. Esto se verifica para todo 7 € Z/IZ, hasta que algin 7 es encontrado
que cumpla (3.2).

El tiempo de ejecucién del Algoritmo de Schoof es de O(log? p), demostrado
en [Sch], donde esta demostracién completa y también un algoritmo para raices
cuadradas modulo primos.

3.3.3. Algoritmo SEA

Ciertas mejoras al Algoritmo de Schoof por Elkies y Atkins dio como re-
sultado un algoritmo mas rapido llamado Algoritmo SEA, Schoof-Elkies-Atkins
que corre en O(log® p), una referencia se puede encontrar en [Csi].

3.4. Algunos calculos

A continuacién presentamos graficas del tiempo de ejecucién de los algorit-
mos SEA y Shanks-Mestre, para diferentes curvas elipticas. A la izquierda estan
graficados los tiempos de ejecucién para primos de tamano (3/2)™ para n entre
3 v 50, y a la derecha para n entre 51 y 120. En rojo esta graficado el tiempo
de ejecucion del algoritmo SEA y en azul el algoritmo de Shanks-Mestre. El
algoritmo SEA esta implementado en el sistema de computacién matemética
SAGE[Sage] y el algoritmo de Shanks-Mestre en el sistema PARI/GP[Pari].

Observar que para n pequenos es mas rapido el algoritmo de Shanks-Mestre
y luego aumenta mas rapido que el SEA. También se puede observar como
demora mas el SEA en general en las distintas curvas, la diferencia entre ellas es
el rango sobre Q. Por el teorema de Mordell sabemos que el grupo de puntos de
una curva eliptica sobre Q es finitamente generado, y el rango es la dimension
de la parte infinita del grupo. O sea,

E(Q) = Etor(@) 2 z

donde Fio(Q) es la parte de torsién de la curva que es un grupo finito, y r es
el rango.

La curva de la figura 77 tiene rango 0, el de la figura ?? tiene rango al menos
12 y el de la figura 3.1 tiene rango al menos 22. Observamos entonces que, en
estos casos, a mayor rango mas tiempo de ejecucién del algoritmo.
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Figura 3.1: Tiempos de ejecucion de los algoritmos de Shanks-Mestre y SEA
para primos de tamano (3/2)™ con n entre 3 y 120.
e Tiempo de ejecucién del algoritmo Shanks-Mestre.
e Tiempo de ejecucién del algoritmo SEA.
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Capitulo 4

Conjetura de Sato-Tate

4.1. Introduccion

En los capitulos anteriores probamos una cota para la cantidad de puntos
de una curva eliptica sobre un cuerpo finito y como hallar esa cantidad. Pero
no hemos dado una formula explicita de esa cantidad, porque en general no se
conoce tal formula. Pero podemos dar un ejemplo donde si se conoce. Tenemos
el siguiente resultado de Gauss sobre la curva

3+ y3 =1
que es isomorfa sobre Q a la curva eliptica 3% = 23 — 432.
Teorema 4.1.1 (Gauss). Sea E, la cantidad de puntos de la curva eliptica
y? =2 — 432

sobre el cuerpo Fy,, con p primo.

1. Sip#1 (mod 3), entonces E, =p+ 1.
2. Sip=1 (mod 3), entonces existen enteros A y B tales que
4p = A? 4 27B?

y son unicos salvo cambio de signo, y si fijamos el signo de A para que
A =1 (mod 3) entonces

E,=p+1+A

Presentamos algunos ejemplos del teorema anterior en la tabla 4.1. Para
hallar E, alcanza con buscar un B tal que 4p—27B? sea cuadrado. Esto puede ser
facilmente hallado para p pequeno buscando uno a uno. Observar que iteramos
en B ya que esta multiplicado por 27 y serda un poco mas pequeno que A.

Este tipo de formulas solo son conocidas para curvas con lo que llamamos
multiplicacién compleja, que definimos a continuacién.
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» A B E,=p+1+A

7 1 1 9

13 -5 1 9

19 7 1 27

31 4 2 36
1000003 1003 333 1001007

10000000033 196417 7253 10000196451

Cuadro 4.1: Cantidad de puntos en la curva y* = 2% — 432 sobre F,,.

Definicién 4.1.1. Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo K. Decimos que
E tiene multiplicacion compleja, si existen Endomorfismos en E que no son
multiplicacién por n, sobre la clausura algebraica de K. En otras palabras Z C
End(E(K)).

Ejemplo 4.1.1. Sea E la curva eliptica dada por la ecuacién, en C
y2 =22 — 432

Un endomorfismo que no es es multiplicacién por un entero es, si (z,y) € E(C),

6271'1'/3

(z,y) — ( r,y)

ya que aplicado tres veces es la identidad.

La conjetura de Sato-Tate es una afirmacién sobre la distribucién de la suce-
sién a, = p+1—|E(F,)|, de una curva eliptica E sin multiplicacién compleja. En
el capitulo 2 probamos cotas inferior y superior para ellos, pero no sabemos si se
alcanzan o cuan cerca llegan a estar. O sea, podemos preguntarnos si las cotas
de Hasse son las éptimas. En la figura 4.1 vemos que los a, se acercan bastante
a las curvas y = +2./x, aunque la segunda curva eliptica es con multiplicacién
compleja.

Por el teorema de Hasse podemos ver que la sucesién de los a, normalizado
por 2,/p esta en el intervalo [—1, 1],

(ap/2+/P)p primo C [—1,1]
Podemos entonces preguntar como se distribuye esta sucesién en el intervalo
[-1,1].

En el caso de que la curva eliptica tenga multiplicacién compleja podemos
hacer la siguiente heuristica de la distribucién mencionada. Tomamos, por ejem-
plo, la curva y? = 23 —432, de la cual tenemos una formula exacta de a,,. Primero
descartamos los primos p # 1 (mod 3), de los cuales sabemos que a, = 0.

Para estudiar la distribucion de a,/2,/p estudiamos el limite

lim #{p < X :p primo, p =1 (mod3), a, < a}
X500 #{p < X :p primo, p =1 (mod3)}
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IOOOL IOOOL

-1000f -1000f

(a) y? = 23 — 13392z — 1080432 (b) ¥ = 2% +1

Figura 4.1: Gréfica de los puntos (p,a,), en azul, con p < 200000. En rojo las
curvas £2,/z.

Para eso consideramos los conjuntos

Sa,x ={p < X :p primo, p =1 (mod3), a, < a} (4.1
S={p< X :pprimo, p=1 (mod3)}

[N}
~— ~—

y sabemos por la formula dada en el Teorema 4.1.1 que, definiendo f(A4, B) =
A? + 2782,

Sa,x = {(A7B) VAR f(i’ B) <X, f(ﬁ’ B) primo con A =1 (mod3), A < a}

La heuristica es la siguiente. Para grandes valores de X podemos asumir

45, Area{(4B)eR?: f(A,B) < X, d <af
#5 Area{(A,B) € R2: f(A,B) < X}

que es —Arccos(a) /7. Entonces tenemos la distribucion de (a,)p=1 (mod3), primo C
[—1, 1]. Por lo tanto podemos predecir que

lim

#{%E[a,b]:p<X,pzl(mod3)} 1 [t 1
X—oo  ##{primos p < X, p=1 (mod3)} ;/a

\/:le'
En la figura 4.2 mostramos histogramas de la distribucién mencionada, para
distintas cotas X.

4.2. Conjetura de Sato-Tate

Para el caso en que la curva no tenga multimplicaciéon compleja, graficamos
en la figura 4.3 la distribucién de las sucesiones (a,/2./p)p<x para distintas
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(a) p < 10* (b) p < 10°

-1 -0.75 -0.5 -0.25 025 0.5 0.75 1

(c) p<5x 108

Figura 4.2: Histogramas de distribucién de los a, # 0, para la curva eliptica
y? = o3 — 432, en azul. En rojo la curva 1/4/1 — 22.

curvas I/, con diferentes rangos, y cotas X. Usamos para calcular los a, para
poder hacer los histogramas el algoritmo de Shanks-Mestre presentado en el
capitulo anterior. Lo elegimos ya que estamos calculando todos los a, hasta un
X fijo y por lo tanto sera mas eficiente usar el algoritmo que es mas rapido para
primos pequefios. Calculamos con cotas hasta 109 por dos razones, la primera
es que ya era evidente que eran casi iguales los histogramas y los semicirculos, y
consumia un tiempo no razonable para cotas por ejemplo de 10%. Observando los
histogramas vemos que las sucesiones toman la distribuciéon de un semi-circulo
“aplastado” en [—1,1].

Conjetura 1 (Sato-Tate). Sea E una curva eliptica sin multiplicacién com-
pleja. Entonces la distribucion de la sucesion (ap/2,/p) en [—1,1] converge
a la distribucion semi-circular (2/m)v1 —22. O sea, para todo subintervalo
[avb] C [717 1]7

y #{Q%G[Q,b]:p<X
X #{primos p < X}

b
}%/ V1—z2dx

Podemos definir las siguientes funciones para reformular la conjetura:

T
V1 — z2dx T
X(T) = f—ll—g/ 1 —22dx
Jo Vi—a?de T/
#{primosp<0:71<;7pz—) <T}
# {primos p < C'}

\/ / (X(T) = Yo(T)pdr
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Rango(FE) =0
Rango(F) =1
Rango(E) = 2
Rango(E) =3
Rango(E) =6
Rango(F) =8

Rango(E) > 15

Rango(FE) > 22

Rango(E) > 28

p <10°

p < 10°

Figura 4.3:

Histogramas

de la distribucién
(ap/2/P)p<x, para curvas elipticas con distinto rango y cota X.
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(a) Rango(E) =0, p < 10%. (b) Rango(E) =1, p < 10°.
0.2} 02
0.15F 0.15
01 0aF
0.05 0.05F
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
(c) Rango(E) = 2, p < 10. (d) Rango(E) > 28, p < 106.

Figura 4.4: Gréficas de A(C) y A (C). Por Sato-Tate convergen a 0.

Donde X (T') es el drea debajo del semicirculo normalizado y A(C') es la norma
Lo de la diferencia entre X y Y. Definamos también A (C) como la norma
L. Entonces la conjetura de Sato-Tate nos dice que:
lim A(C) = lim A (C)=0
C—o0

C—o0

En la figura 4.4 mostramos graficas de A(C') y A (C) para diferentes curvas
y cotas, donde parece cierto que convergen a 0. De vuelta las cuentas las hicimos
con el algoritmo de Shanks-Mestre por las mismas razones. Una vez que parece
cierta la convergencia podemos preguntar con que velocidad converge. O sea,
icomo tiende A(C) o Ay (C) a cero?

La siguiente conjetura nos dice algo sobre la velocidad de convergencia.

Conjetura 2 (Akiyama-Tanigawa). Para todo € > 0 y para C > 0 se cumple

1
AOO(C) = C1/2—¢
Para testear la conjetura de Akiyama-Tanigawa, podemos, en vez de graficar
A(C), graficar —logo(A(C)). Y ver como se compara esta funcién con 1, y si
es cierto que se acerca a € de % Esto lo podemos ver en la figura 4.5.

En las gréficas logaritmicas vemos que cuanto mas grande es el rango de
la curva eliptica mas lejos esta —log(A(C)) de % Preguntamos entonces si
podemos predecir el comportamiento asintético de de la curva A(C'). Tratamos
de aproximar la curva A(C') con una del tipo

1 «

2 log(X)
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(e) Rango(E) > 28, p < 10%.
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(f) Rango(FE) > 28, p < 10°.

Figura 4.5: Gréficas de —log~(A(C)) y —loga (A (C)) que parecen tender a

1/2 para curvas elipticas F.

para algin « a buscar experimentalmente de la siguiente manera. Dada una cota

X optimizamos la norma Lo de la diferencia entre % —

ﬁ y —log(A(C)).

Luego de hallar los « para curvas con diferentes rangos pudimos observar
que cuanto mas grande es el rango mas grande es a. Aunque no hemos podido
hallar una relacién aritmética entre el « y el rango, que es un tema interesante
para seguir investigando. Esto se puede observar mejor en el apéndice.

Esto lo podemos resumir en la siguiente conjetura que refina la conjetura de
Akiyama-Tanigawa ya que nos dice como va a ser el ¢.

Conjetura 3 (Stein). Para una curva eliptica E sin multiplicacidn compleja
existe un « tal que

— < —logo(A(C))

1
2 log(C)
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(d) Rango(E) > 28, a = 3,10, p < 10°

Figura 4.6: Gréficas de —logo(A(C)) v —log (A (C)) y sus aproximaciones
1

i__o
2 log(X)

en negro para curvas FE.
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Apéndice A
Apéndice

Presentamos en este apéndice todos los datos calculados, que por comodidad
de lectura omitimos en los capitulos anteriores.

A.1. Las Curvas

En todos los calculos usamos curvas elipticas E con diferentes rangos. Estas
son:

e Curva eliptica de rango 0:

y? = 2 — 133922 — 1080432

e Curva eliptica de rango 1:

y? =2 — 162+ 16

e Curva eliptica de rango 2:

y? = 2® — 3024z + 46224

e Curva eliptica de rango 3:

y? = 23 — 1122 4 400

e Curva eliptica de rango 4:

y? =3 — 1267z + 17230

e Curva eliptica de rango 5:

y? = 23 — 1264z + 21904
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e Curva eliptica de rango 6:

y? = 23 — 3346947z + 2323281150

e Curva eliptica de rango 7:

y? = 23 — 10012z + 346900

e Curva eliptica de rango 8:

y? = 2® — 379792z + 61463440

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 11:

y? = 2% — 83723274202168878372x + 294665169063907070458040320065

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 12:

y? = 2 — 101596938352 4 12361366202306320

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 14:

y? = 2% — 35971713708112x 4 85086213848298394000

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 15:

y® = 2°—271916280086622893057201183332587+1243568676486997208976444495097191363366645800166

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 17:

y® = 2°—2456934098437769139969181758603x+1997378191278720059044784189699562032770792902

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 18:

y* = 2® — 3392404428014682578881996551686076025900914490449146 7
4+ 2382693062150390633665411116567171551061211207873414884113814796983925669947270

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 19:

y* = 2 —33020139219946021932379631643x
4+ 2101673458771559496667419867471431403720758

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 20:

y® = a® — 558696503073168446634037276274951163x
+  240571565559186128232056926250294969786683196587726038
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e Curva eliptica de rango mayor o igual a 21:

y* = a® - 279733529059487322931660258701999146187x
—  908595799776437357055171200840467786517563738281063679866

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 22:

y? = 2 — 1218628175038203206322317965030959123x
+  499562731427500334623375112683410971655636783622094478

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 23:

y® = z° — 24951844465641520625173490142878300472387
+  1524974721952335250764527214362591140545378133665495868492734

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 24:

y* = 2® — 155571609359941949913380866471752168100083x
4+ 23525121249375992220490683570065893549428750489751411487963982

e Curva eliptica de rango mayor o igual a 28:

y* = 2 — 321084198649208425360531331349416684014883684994863304027
4+ 2206823154881955613890111083863921905341572013635896211771607846947800439724000275446

A.2. Los Histogramas

En esta seccién presentamos los histogramas de la distribucién normalizada
de la sucesion (a,/2/P)p<x para las curvas de la seccién A.1. Primero presen-
tamos los histogramas con primos hasta 103 y luego hasta 10%, 10° y 10°%. Los
histogramas estaran ordenados por rango de menor a mayor yendo de izquierda
a derecha y de arriba hacia abajo.
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Figura A.1: Histogramas de la distribucién normalizada de la sucesién
(ap/2\/P)p<x, para las curvas de la seccién A.1y cota 10%.
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Figura A.2: Histogramas de la distribucién normalizada de la sucesién
(ap/2/P)p<x, para las curvas de la seccién A.1y cota 104,
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Figura A.3: Histogramas de la distribucién normalizada de la sucesién
(ap/2/P)p<x, para las curvas de la seccién A.1y cota 10°.
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Figura A.4: Histogramas de la distribucién normalizada de la sucesién
(ap/2\/P)p<x, para las curvas de la seccién A.1y cota 10°.

83



A.3. Graficas de A y A,

En esta seccién presentamos las graficas de las funciones A(C) y A (C)
primero para C' < 10* luego para C' < 10° y finalmente para C' < 10°. Las
graficas estardn ordenados por rango de menor a mayor yendo de izquierda a
derecha y de arriba hacia abajo.
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Figura A.5: Gréficas de A(C) y A (C) para las curvas de la seccién A.1 y

C<
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Figura A.6: Gréficas de A(C) y A (C) para las curvas de la seccién A.1 y
C < 10°.

87



0.2 0.2
0.15- 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05!
-
250000 500000 750000 1000000 I 250000 500000 750000 1000000
0.2 0.2
0.15- 0.15-
0.1 0.1
0.05! 0.05! L“
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
0.2 0.2
0.15F 0.15F
0.1f 0.1}
0.05! h}\-\\ 0.05!
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
0.2 0.2
0.151 0.15F
0.1f 0.1
0.05! K&k 0.0SL
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
0.2f 0.2
0.15F 0.15
0.1 0.1
0.05f 0.05
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000

88



0.2

0.15

0.1

0.05

-

0.2

0.15

0.1

0.05

-

0.2

0.15

0.1

0.05

250000 500000 750000 1000000

(

0.2

0.15

0.1

0.05

250000 500000 750000 1000000

f

250000 500000 750000 1000000

250000 500000 750000 1000000

0.2 0.2t
0.15 0.15
0.1F 0.1F
0.05 0.05
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1F 0.1f
0.05 0.05
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1f 0.1f
0.05 0.05
250000 500000 750000 1000000 250000 500000 750000 1000000
0.2
0.15
0.1
0.05

250000 500000 750000 1000000

Figura A.7: Gréficas de A(C) y A (C) para las curvas de la seccién A.1 y

C<
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A.4. Graficas logaritmicas de A y A

En esta seccién presentamos las graficas de las funciones —log~(A(C)) v
—log(Ax(C)) primero para C < 10* luego para C < 10° y finalmente para
C < 10°. Las gréficas estaran ordenados por rango de menor a mayor yendo de
izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.
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Figura A.8: Graficas de —logo(A(C)) y —loga (A (C)) para las curvas de la

seccién A.1y C < 10%

91



25000 50000 75000 100000 I 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
O'AWW 0.4F
O.SW 0.3
0.2F 0.2F
0.1 0.1
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1F
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3F 0.3F
0.2 0.2
0.1 0.1k
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3F 0.3F
0.2 0.2
0.1 0.1
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3F 0.3F
0.2?/2:1 o.zr"'f—
0.1 0.1
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000

92



0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3F 0.3F
0.27"'/— O.ngf
0.1F 0.1k
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3F 0.3F
0-2%"‘/ 0_2PM:$
0.1 0.1
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4+ 0.4+
0.3F 0.3F
0.2;’,/ 0.2;//
0.1 0.1
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3F 0.3F
ozrga#"” ozkﬂdv
0.1F 0.1
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4F 0.4F
0.3F 0.3F
02% O‘Zﬁﬁ
0.1 0.1
25000 50000 75000 100000 25000 50000 75000 100000
0.6
0.5
0.4F
0.3F
042/,/!,’;—'
0.1F
25000 50000 75000 100000

Figura A.9: Graficas de —logo(A(C)) y —loga (A (C)) para las curvas de la
seccion A.1y C < 10°.
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Figura A.10: Graficas de —log(A(C)) y —log~ (A~ (C)) para las curvas de la
seccién A.1y C < 106.
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A.5. Graficas logaritmicas de A, A, y aproxi-
maciones

En esta seccién presentamos las graficas de las funciones —log~(A(C)) v

—logo (A (C)) y las aproximaciones % — ﬁ, con « hallado experimental-

mente para ajustar la curva —logs(A(C)), con C' < 10°. Las graficas estaran
ordenados por rango de menor a mayor yendo de arriba hacia abajo. También
mostraremos los « hallados y una grafica rango contra «.

0.4F
03F
0.2F
0.1F
350000 500000 750000 1000000
(a) Rango(E) =0, a =0, p < 108
0.5 A pmretir T e
0_41WMW
03F
0.2F
0.1F
350000 500000 750000 1000000

(b) Rango(E) =1, o = 0,025, p < 106

0.5
0.4% jﬁ

0.3

0.2

0.1

250000 500000 750000 1000000

(c) Rango(E) =2, a = 0,56, p < 10°

Figura A.11: Gréficas de —log(A(C)) v —log (A (C)) y sus aproximaciones
% — ﬁ en negro para curvas elipticas F.
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Figura A.12: Gréficas de —log(A(C)) v —log (A (C)) y sus aproximaciones
% — @ en negro para curvas elipticas F.
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Figura A.13: Gréficas de —log(A(C)) v —log (A (C)) y sus aproximaciones
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2~ Tog(x) 1 Negro para curvas elipticas F.
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Figura A.14: Gréficas de —log(A(C)) v —loga (A (C)) y sus aproximaciones
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Figura A.15: Gréficas de —log(A(C)) v —loga (A (C)) y sus aproximaciones
% — ﬁ en negro para curvas elipticas F.
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Figura A.16: Gréficas de —log(A(C)) v —log (A (C)) y sus aproximaciones
% — ﬁ en negro para curvas elipticas F.
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