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1. El Teorema Ergddico

Algun lector puede estar preguntdndose ; Qué tiene que ver la ley de grandes
nimeros con los temas tratados en la segunda seccién?

La conexién es muy sencilla. Sea 2 = {0,1} como en la primer seccién.
Consideramos la transformacién o : 0 — Q definida a través de la ecuacién

o((wy,wa,...)) = (w2, ws, . ..).

La transformacién o es conocida como ‘el shift’. Para distinguirla de algunas
variantes donde  es reemplazado por {0,1,...,n — 1}N u otro conjunto de
sucesiones, a veces se le denomina ‘el shift de dos simbolos’.

El punto clave que coloca la ley de grandes ntimeros en el contexto de la teoria
ergédica es que o preserva cualquiera de las probabilidades 11, (que modelan el
azar en el tiradas sucesivas de una moneda que tiene probabilidad p de salir
cara).

Con esta observacion la ley de grandes nimeros puede enunciarse de la si-
guiente forma

Teorema 1 (Ley de Grandes Numeros). Para p,-casi todo w € Q se cumple

T+ I@@) + o+ (0" )

n—-+oo n

= Eﬂp(f)v

donde f(w) =wy para w = (w1, ws,...).
Por otro lado el Teorema de Khinchin puede enunciarse de la siguiente forma

Teorema 2 (Khinchin). Sea T : [0,1] — [0, 1] el mapa de Gauss, pr la medida
invariante que cumple pr(A) = @ J41/(+z)dz y f:[0,1] = N definida
por f(x) = a; donde x = [0;a1,as,...]. Entonces para pr-casi todo x € [0, 1] se
cumple

o J0B(f (@) + log(£(T(@))) + -+ + log(£(T" (x)

n——+00 n

= Eur (log(f)).-

Ejercicio 1. Verificar que los dos enunciados que dimos del teorema de Khin-
chin son equivalentes.



Hemos observado entonces que tanto la Ley de Grandes Numeros como
el Teorema de Khinchin pueden enunciarse como afirmaciones sobre lo que
le pasa al promedio de los valores de una funciéon sobre segmentos de orbita
x,T(x),...,T"(x) cada vez mds largos, para casi todo punto respecto a una
probabilidad invariante para una cierta transformacion T'.

Agreguemos ahora un ejemplo més de este tipo (luego veremos otros). Para
esto pido al lector que pause un poco para reflexionar sobre el siguiente ejercicio.

sin(1)+sin(2)+---+sin(n)

Ejercicio 2. ;Cudl te parece que es el limite de la sucesion ~

cuando n — +00? ;Podés dar una demostracion?

El siguiente teorema da otro ejemplo, a priori no relacionado, donde los
métodos de la teoria ergédica pueden aplicarse.

Teorema 3 (Equidistribucién de Weyl). Sea S* = {z € C: |z| = 1} el circulo

unidad en el plano complejo y 8 € R un nimero irracional. Entonces la sucesion

e2™n0 se equidistribuye en S1, es decir para todo arco I C S' sil es la indicatriz
de I se cumple

lim 1

n—+oco n

i 1[(627rin9) _ m(]—)
k=0

donde m(I) es la longitud del arco I dividido el perimetro del circulo (i.e. 27).

Ejercicio 3 (Medida de Haar en S'). Demostrar que la medida ‘longitud de
arco normalizada’ m en St es la tnica probabilidad Boreliana que es invariante
por toda rotacion. Es decir, es la wnica probabilidad que cumple m(e* A) = m(A)
para todo Boreliano A.

1.1. Enunciado del teorema ergdédico

La ley de grandes numeros, el teorema de Khinchin, y el teorema de equi-
distribucién de Weyl pueden obtenerse a partir del siguiente resultado que es el
punto de partida de la teoria ergddica.

Teorema 4 (Teorema Ergddico). Sea X un espacio métrico completo y separa-
ble, T : X — X wuna transformacion medible, p una probabilidad T-invariante,
y f: X — R una funcion medible y p-integrable. Entonces para p-casi todo
x € X existe el limite
= 1
f(z)= lm —

n—-+oco n

S F(TH ).
k=0

La funcion f asi definida cumple B, (f) = E,(f). Ademds si p es una medida
ergodica para T entonces

fx) = Eu(f)

para [-casi todo x € X.



En la seccién anterior verificamos que el mapa de Gauss T era ergddico para
la medida pp. Por lo tanto el teorema de Khinchin se obtiene inmediatamente a
partir del teorema ergddico. Otros resultados sobre los coeficientes de la fracciéon
continua de los puntos tipicos = € [0, 1] son deducibles con el mismo método.

Ejercicio 4. Demostrar que existe un numero A1 tal que para Lebesgue-casi
todo z € [0,1] el coeficiente 1 aparece con frecuencia A1 en la fraccion continua
de x. Calcular el valor de ;.

En principio por ahora sélo sabemos que (i, es shift invariante pero no nece-
sariamente ergédica en §) = {0,~1}N. Por lo tanto sélo deduciriamos a partir del
teorema anterior que el limite f existe pero no que toma el valor p en casi todo
punto. Sin embargo la ergodicidad de p, para el shift es mucho més simple de
demostrar que la ergodicidad del mapa de Gauss (y las ideas son similares).

Ejercicio 5. Demostrar que para todo p € [0, 1] la medida p,, es ergddica para el
shift de dos simbolos o. Deducir la ley de grandes nimeros a partir del teorema
ergodico.

La rotacién Rg(z) = €?™z en S! con 6 irracional tiene un propiedad sor-
prendente que lo diferencia por ejemplo del shift de dos simbolos. No solamente
la medida de Haar m es ergddica para Ry sino que es la tinica probabilidad
invariante para Ry.

Ejercicio 6. Demostrar que si 6 es irracional cualquier rotacion R; es limite
de cierta sucesion R,, ¢ donde ny — +00. Usando este hecho demostrar que m
es la inica medida invariante para Rg. Deducir el teorema de equidistribucion
de Weyl a partir del teorema ergddico.

Ejercicio 7. Demostrar que para Lebesgue-casi todo x € [0,2x] el limite de
n—1
LN sin(n + z) es 0. Usando el hecho de que sin es 1-Lipschitz deducir que de

n
k=0

hecho el mismo resultado se cumple para x = 0.

1.2. Demostracion del teorema ergdédico: Caso ergddico

Lamentablemente no entiendo la demostracién del teorema ergédico. No me
mal interpreten, lo sé demostrar. El tema es que de la demostraciéon, y a pesar
de mucha reflexién sobre el tema, lo inico que aprendo es que Birkhoff era muy
buen analista. Se suele atribuir a David Hilbert la frase de que un resultado
matematico no estd realmente ‘demostrado’ hasta que no se pueda explicar por-
qué es verdad a una persona por la calle. En ese sentido el teorema ergddico
sigue sin estar demostrado. Hay una larga genealogia de demostraciones, cada
una de las cuales toma elementos de sus antecesores y ‘simplifica’ (segin los au-
tores) algin aspecto. Las ultimas demostraciones de estos linajes son bastante
cortas, pero todas tienen algin elemento que resta misterioso. Aqui les presen-
to el argumento mas sencillo que conozco para demostrar el teorema ergédico
asumiendo que la transformacién T es ergdédica para la medida pu.



La demostracién tiene un corazén combinatorio. Si x1, ..., x, es una sucesién
finita de nimeros reales decimos que k € {1,...,n} es un indice lider si existe
le{kk+1,...,n} tal que 2 + --- + 2; < 0. Como ejemplo, en la sucesién
2,1,-2,10,-8,0,4,-6 los indices lideres corresponden a los ntimeros 1,-2,10,-8,0,4,-6
(notemos que la suma es —1).

Ejercicio 8 (Lema de los lideres (Riesz)). Sea x1,...,T, una sucesion finita
de numeros reales, entonces

Z :ZJkSO

k es un lider

Aplicando el lema de los lideres a la sucesion f(z), f(T(z)), f(T?%(z)), ..., f(T"(x))

se obtiene lo siguiente.

Lema 1 (Karlsson y Margulis). Sea X un espacio métrico separable y completo,
T : X — X una transformacion medible que preserva una probabilidad p, y
f:X — R una funcidn medible con E,(f) > 0. Entonces

p{xeX: f(x)+ -+ f(T"(x)) > 0 para todo n}) > 0.

Demostracion. Para todo par de naturales con & < n definimos Ay, como el
conjunto de los z € X tales que el indice k es lider para la sucesién f(x), f(T'(x)),
Por el lema de Riesz se cumple

E. (f(@)la,, + -+ f(T"(x))1a,,) <0.

Como T preserva u la integral de g o T' coincide con la de g para toda
g : X — R integrable. Aplicando esto a la desigualdad anterior se obtiene

B, (f(x) (1, +1p, .+ +15,)) <0,

donde By, es el conjunto de los € X tales que f(x) +---+ f(T'(z)) < 0 para
algiun [ < n.
Dividiendo entre n y aplicando el teorema de convergencia dominada se

obtiene
) 1 ¢
E, (f(ac) lim sup - ; 1Bk> <0

n—-+oo

Como E,,(f) > 0 el conjunto de los z tales que lim sup % > 1p, = 1 no puede

n—-+oo
tener medida total. Esto implica que un conjunto de medida positiva de x € X
pertenece a infinitos By, lo cual implica el enunciado. O

El lema de Karlsson y Margulis permite dar una demostracién directa del
Teorema Ergddico en el caso ergddico.

Demostracion del teorema ergddico: Caso ergédico. Asumimos que E,(f) = 0
(el caso general se deduce de este caso aplicdndolo a f —E,(f)).

o (T ().



Aplicando el lema de Karlsson y Margulis a f + € se obtiene que el conjunto
de los = tales que

f@) 4+ f(T"(x)) + e > 0

para todo n es de py-medida positiva. Esto implica que el conjunto

n—+oo T

n—1
A= {:17 € X: h’msupl Zf(Tk(z)) < e}
k=0

cumple u(A.) > 0.
Como p es ergddica y A, es invariante se tiene p(A.) = 1. Como esto se
cumple para todo € > 0 (en particular los racionales) hemos demostrado que

n—+4oo N

n—1
1
lmsup — Y~ f(T*(x)) <0
k=0

para p-casi todo .
El mismo argumento aplicado a —f muestra que el liminf es mayor o igual
a 0 para p-casi todo x. Con esto se concluye el teorema. O

1.3. Demostracion del teorema ergdédico: Caso general

La diferencia fundamental entre el caso ergddico y el caso no ergédico se
pueden dar ejemplos en los cuales el limite

~ 1

fl)= lim —

n—+oo n

n—1

> f(TH())
k=0

toma diferentes valores con probabilidad positiva.

Ejercicio 9. Comprobar la afirmacidn anterior (Sugerencia: Toda permutacion
de un conjunto finito preserva la medida de conteo normalizada, ;Qué compor-
tamiento puede tener f en esta familia de ejemplos?).

Para reducir la demostracién al caso en el cual queremos mostrar que f =0,
en el caso ergédico alcanzaba con cambiar f por f — E,(f). En el caso no
ergdédico hay que restarle a f una funcién, llamada la esperanza condicional de
f ala o-dlgebra de conjuntos invariantes, un poco mas dificil de identificar.

Ejercicio 10. Sea T : X — X wuna transformacion que preserva una probabi-
lidad 1 en un espacio métrico separable y completo X . Denotemos por F™ la
familia de Borelianos que son T-invariantes.

1. Demostrar que F™ es una o-dlgebra.

2. Demostrar que para toda f : X — R que es p-integrable existe una fun-
cion g :+ X — R (en notacion probabilistica g = E,(f|Fnv)) que es
T-invariante y p-integrable y que satisface [ f(z)dp(z) = [ g(x)du(z) pa-

A A

ra todo Boreliano invariante A € F™ (Sugerencia: Usar el teorema de
Radon-Nikodym para las medidas p y A — E,(f14) en F'™).



Con esto podemos demostrar el teorema ergédico en el caso general.

Demostracion del teorema ergddico: Caso general. Podemos asumir que f inte-
gra 0 en todo Boreliano invariante (el caso general se reduce a este cambiando

f por f = E.(fIF™)).

Por el lema de Karlsson y Margulis dado € > 0 el conjunto

n—1
A = {x : h'msup% Zf(Tk(a:)) < e}

k=0

tiene medida positiva.

Sea B, = X \ Ac. Si u(Be) > 0 entonces aplicando el lema de Karlsson
y Margulis a la medida que cumple ji(A) = u(A N Be)/u(Be) para todo A,
obtenemos que A, también tiene medida para positiva para [i lo cual es absurdo.
Por lo tanto u(Ac) = 1.

Como esto es valido para todo ¢ > 0 (y también repitiendo el argumento
para — f se obtiene el resultado. O
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