El 2-subgrupo de Sylow del grupo de clases de
ideales de un orden cuadratico real.

Gonzalo Tornaria

RESUMEN

Presentamos un algoritmo que permite calcular efectivamente una base del
2-subgrupo de Sylow del grupo de clases de ideales de un orden cuadratico
real.

1 Introduccidn

En [5], Shanks propone el siguiente problema: dado un cuerpo cuadratico
imaginario K de discriminante A < 0, donde se conoce completamente la
factorizacién de A, calcular el 2-subgrupo de Sylow de su grupo de clases de
ideales. Para estudiar este problema, es posible trabajar con clases de formas
cuadraticas binarias enteras en vez de clases de ideales, dado que los grupos
correspondientes son isomorfos.

El famoso Teorema de Duplicacién de Gauss [2| afirma que una forma
cuadratica tiene raiz cuadrada si y sélo si estd en el género principal. La
demostracién dada por Gauss es constructiva, utiliza formas cuadréticas ter-
narias, y la eficiente reduccion de tales formas. Basandose en estas ideas
Shanks describe un algoritmo para la extraccién de raices cuadradas de formas
cuadraticas, y con él resuelve el problema planteado de forma eficiente para el
caso en que el grupo es ciclico o de la forma C(2) x C(2"). En el caso general
propone utilizar el algoritmo de raiz cuadrada para construir explicitamente
todas las formas del 2-subgrupo de Sylow, pero observa que esto es ineficiente,
y deja planteada la cuestién de resolver el problema con el minimo nimero
posible de operaciones de raiz cuadrada.

Lagarias [3] describe un algoritmo para construir una base de un p-grupo
abeliano finito en el que podemos extraer raices p-ésimas. Aplicando este
algoritmo al 2-subgrupo de Sylow del grupo de clases de formas cuadréticas
binarias enteras de discriminante A < 0, se resuelve el problema general de
manera eficiente.

Es posible aplicar el algoritmo cuando A > 0, obteniéndose una base del
2-subgrupo de Sylow del grupo de clases de formas cuadraticas de discriminan-
te A. Esto estd estrechamente vinculado con el grupo de clases de un orden
cuadratico real, pero en este caso no siempre hay un isomorfismo. Cuando
la norma de la unidad fundamental es positiva, el grupo de clases del orden
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cuadratico sera un cociente del grupo de clases de formas cuadraticas por un
subgrupo de orden 2.

Morton [4] describe también el algoritmo de la base, y lo aplica directa-
mente al 2-subgrupo del grupo de clases de ideales de un orden cuadratico
cualquiera, pero tomando las clases de ideales en el sentido restringido, y por
lo tanto trabajando efectivamente con el grupo de clases de formas cuadraticas.

Ademss, el método utilizado para calcular raices cuadradas de clases de
ideales depende de resolver ciertas ecuaciones ternarias, para lo que no se
conocen algoritmos eficientes.

En este trabajo presentaremos un algoritmo para construir una base del
cociente de un p-grupo abeliano finito por un subgrupo de orden p dado por un
generador, y mostraremos como aplicar este algoritmo al 2-subgrupo de Sylow
del grupo de clases de formas cuadraticas binarias enteras de discriminante
A > 0, con lo que se determina el 2-subgrupo de Sylow del grupo de clases de
un orden cuadratico real cualquiera, de manera eficiente.

2 El algoritmo de la base

Sea $ un p-grupo abeliano finito con elemento identidad 1, cuya operacién
de grupo denotaremos multiplicativamente.

DEFINICION 2.1 Decimos que un conjunto {bi,ba,...,bs} de elementos de $,
de ordenes {p®1,p®2,...,p%} respectivamente, es una base de 9 si todo ele-
mento h € $) puede ser expresado de forma tinica como

g
h=]]®)", 0< A <p%.
j=1
Si ademds se cumple que s1 < s < --- < 54, decimos que {b1,b2,...,by} es

una base ordenada.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacién:
97 ={n" | h e o},
ﬁz:{he.‘v’ﬂhpl:l},

y denotaremos X al grupo de caracteres de $ de orden p, es decir, los ho-
momorfismos x : $ — F,. Al menor [ para el cual §; = § lo llamaremos el
exponente de §.

El algoritmo de la base permite calcular una base ordenada de un p grupo
abeliano finito $ cuando conocemos:
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e Una base {x1,x2,...,Xg} del grupo X de caracteres de $ de orden p,
y un algoritmo para evaluar x;(h), cualquiera sea j, y cualquiera sea
hes$.

e Un conjunto {t1,te,...,t,}, generador del subgrupo $; de elementos de
orden p en $).

e Un algoritmo que dado h € $HP, encuentre un elemento k € $ tal que
kP = h. Es decir, que calcule raices p-ésimas en ).

Este algoritmo sera util cuando $ no es dado explicitamente, como es el
caso cuando se trata del 2-subgrupo de Sylow de un grupo de clases de formas
cuadraticas. Destacamos que el algoritmo no efectia ninguna comparacion
entre los elementos del grupo. Esto es de suma importancia pues permite
trabajar con clases de equivalencia para las que no tenemos representantes
candnicos, como es el caso de las clases de formas cuadraticas indefinidas.

Observemos que el grupo /9P puede ser considerado como un espacio
vectorial sobre el cuerpo finito [F),, ya que todos sus elementos tienen orden p.
Definimos entonces los invariantes

r; = dim (),

donde 7 : ) — H/HP es la proyeccién candnica.
El siguiente teorema nos da un criterio para reconocer una base ordenada

de $H:

TEOREMA 2.2 (LAGARIAS [3, THEOREM 3.3]) Sea $ un p-grupo abeliano y
sea m: ) — H/HP la proyeccion canonica. Entonces {b1,ba,..., by} es una
base ordenada de $ si y solo si, para todo l,

1. {b1,ba,..., by} C 9y,
2. {m(b1),m(b2),...,m(by,)} es una base de m($;). O

La clave para poder aplicar este teorema es que la base dada para el grupo
X induce una base dual para $/9HP. En coordenadas con respecto a esta base,
la proyeccién canédnica 7 : § — /P se puede calcular facilmente como

m(h) = (x1(h), x2(h), - .-, xg(h))-

2,...,n, bastard con aplicar el método

Comenzando con b; = t; para j = .
92),...,m(by)} para obtener una base de

de eliminacién de Gauss a {m(b1),

)

1,
(
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m($1), y n—r1 vectores nulos, que corresponderdn a elementos en $P. Calcu-
lando las raices p-ésimas de estos tltimos elementos, obtendremos un conjunto
generador de $2, que cumplird el criterio del teorema 2.2 con [ = 1. Repitien-
do este procedimiento tantas veces como el exponente de ), obtendremos una
base ordenada.

DEFINICION 2.3 Decimos que una matriz g x n,
M = (mi,j) )

es escalonada por columnas si existe r < n, al que llamamos rango de M, tal
que

1. Paral <j<r,mj; #0,y m;; =0sii<j.
2. Las ultimas n — r columnas de M son iguales a 0.

El siguiente algoritmo tiene la propiedad de no modificar las primeras
columnas de M si ya estan escalonadas:

ALGORITMO 2.4 (ESCALONAR POR COLUMNAS)
Dada una matriz g X n sobre un cuerpo,

M = (mivj) )

este algoritmo devuelve una matriz T escalonada por columnas tal que T = PMR
con P una matriz g X g de permutacién y R una matriz n X n de determinante 1.

1. Hacer k& < 1.

2. Si my = 0, buscar un indice (i,5) con k < i < g, k < j < n, tal que
m; j 7 0, e intercambiar las filas k£ e ¢ y las columnas k y j.
Si un tal indice no existe, devolver M, de rango k — 1.

. me 5 .
3. Para j > k, sumar —Wk’i veces la columna k a la columna j.
4. Hacer k «— k+ 1 y volver al paso 2.

Ahora podemos describir el algoritmo de la base, que coincide esencial-
mente con el dado por Lagarias en [3, pp. 494-495].

ALGORITMO 2.5 (BASE DE UN p-GRUPO ABELIANO FINITO)

Sea § un p-grupo abeliano finito. Dados una base de X, un conjunto generador
de $1, y un algoritmo para calcular raices p-ésimas en $P, este algoritmo devuelve
una base ordenada de §).



El 2-subgrupo de Sylow 5

1. Para j = 1,2,...,n, hacer b; «— t;, s; « 1, donde {t1,t2,...,t,} es el
conjunto generador de §1.
Calcular la matriz ¢ x n dada por

M = (xi(bs)) (2.1)
donde {x1,X2,.-.,Xg} es la base de X.

2. Usando el algoritmo 2.4 sobre el cuerpo F,, calcular a partir de M una
matriz T escalonada por columnas, de rango r.
Al hacerlo, cada vez que se intercambian las filas k£ e ¢ se intercambian
también ;. con y;, cada vez que se intercambian las columnas k y j se
intercambian by, con b;, y al sumar d veces la columna k a la columna j se
multiplica b; por (by)?.

3. Sir = g, devolver {b1,ba,...,by}, de 6rdenes {p®',p2,... p®} respecti-
vamente.

4. Para j =r+1,...,n, remplazar b; por una de sus raices p-ésimas y hacer
S5 «— 85+ 1.
Recalcular M como en (2.1), observando que las primeras r columnas coin-
ciden con las de T, y volver al paso 2.

TEOREMA 2.6 (LAGARIAS [3, THEOREM 3.4]) En el algoritmo 2.5:

1. Después de la l-ésima pasada por el paso 2, {bi,ba, ..., by} genera 9y, y
{m(b1),7(b2),...,7(by)} es una base de w($;).
El orden de bj es p% para j =1,2,...,7, y estos elementos quedan fijos
hasta el final del algoritmo. Ademds sp41 = Spp2 =+ = $p = L.
En particular b; € $)5; para todo j.

2. El algoritmo termina después de pasar s veces por el paso 2, donde s es
el exponente de §).

3. Al terminar, {b1,ba,...,bg} es una base ordenada de $). O

3 El cociente por un subgrupo de orden p.

Si {b1,b2,...,bs} es una base ordenada del p-grupo abeliano ), y 91 C $
es un subgrupo, no es cierto en general que {b1M, boMN, ..., byN} sea una base
ordenada de $/91.
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Mostraremos aqui como modificar el algoritmo 2.5 cuando 91 es un grupo
de orden p generado por
n
A .
t= H(tj ),
j=1

para que la proyeccién sobre I de la base obtenida sea una base ordenada de
$H/9. Observemos que no hay pérdida de generalidad en suponer conocida
una expresién de ¢ en términos del conjunto generador {t1,ts,...,t,}, pues en
caso contrario bastara con agregar el propio ¢ al conjunto generador.

A estos efectos, tendremos una matriz n x n con coeficientes en F,, que
llevard la cuenta de las combinaciones efectuadas con los b; en el paso 2. Como
resultado adicional se obtendra, al finalizar el algoritmo, un sistema completo
de n — g relaciones independientes en el conjunto generador de ;.

Por el teorema 2.6, durante el algoritmo siempre tenemos que b; € s,
por lo que

Los coeficientes de la matriz

verificardan
bt =11 (3.1)

La matriz U tendra rango n, y podremos, al finalizar el algoritmo, encon-
trar coeficientes o; € IF), tales que

aq )\1
(65)] )\2

Ul . [=1|.1]
ay, An

o lo que es lo mismo, que
n . n
[Tepsr” =TJe)y =ten
j=1 j=1

Sea i el menor indice para el que «; # 0. Sii > g, esto significa que t = 1,
y por lo tanto el subgrupo M es trivial. En otro caso podemos asumir que
si—1 < 8;, permutando algunos b; si fuera necesario, sin que la base deje de
estar ordenada.
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Remplazamos entonces b; por

g
R | ()R
j=i
que cumple (b})%~1 € M.
LEMA 3.1 El conjunto {b1,ba,...,by} asi obtenido es una base ordenada de

9, y {biM, 62N, ..., 0N} es una base ordenada de $H/MN.
El orden de b; es p®, mientras que el orden de b;M es p* cuando j #1, y
el orden de by es p*i~1.

Demostracion. Observemos que
T'si
m(vf) = [[ w(b;)
Jj=t
y como «; # 0, la condicién 2 del teorema 2.2 no se ve alterada al sustituir b;
por b,

Ademas, es claro que {b1,b2M, ..., byMN} asi obtenido es un conjunto ge-
nerador de $/91. Como ahora (b;)* ! = ¢, el orden de b es p*~!, y por
coincidir el orden de § /91 con el producto de los érdenes de los b;MN, se concluye
que éstos forman una base de /9. Como asumimos que s;—; < s;, se sigue
que se trata de una base ordenada. ]

Para calcular la matriz U, comenzamos en el paso 1 con U = Id,,, y en
el paso 2 recalculamos las columnas de U de la siguiente manera:

e Toda vez que se intercambia bj con b;, se intercambian las columnas k
y 7 de U.

e Toda vez que se multiplica b; por (b)?, si s; = s se suma d veces la
columna k a la columna j de U.

LEMA 3.2 En todo momento del algoritmo 2.5, la matriz U asi calculada ve-
rifica las ecuaciones (3.1), y tiene rango n.

Demostracion. Es claro que las ecuaciones (3.1) valen después del paso 1.
Cuando en el paso 2 se intercambia by con b; y se intercambian las columnas
k y j de U, siguen valiendo. Por otra parte, si b;- = bj(by)?, tenemos que

n
1 S5

(b;.)sz — (bj)p J*l(bk)dpsrl _ H(ti)ui’j+5dui’k,
i=1
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donde 6 = d(sj,s) vale 1 si s; = s y 0 si s; # s;. Observando que, en
cualquier caso s; > sj, €s que se sigue que

1

(bk)dp5j7 _ (bk)(idpsk*l’

$i~1 anula a b,. Finalmente, al cambiar
1

.l
b; por una rafz p-ésima e incrementar s; en el paso 4, el valor de (b;)?’  no
cambia.

pues si s; > s, entonces el exponente dp

La segunda afirmacion vale trivialmente al comienzo del algoritmo, y nin-
guno de los pasos 2 o 4 altera este hecho. O

ALGORITMO 3.3 (BASE DE UN p-GRUPO ABELIANO FINITO, CON COCIENTE)
Sea $) un p-grupo abeliano finito. Dados una base de X, un conjunto gene-
rador de $i, un algoritmo para calcular raices p-ésimas en $H, y dado t =
(t))M (t2)*2 - -+ (t,)M, este algoritmo calcula una base ordenada de §), que al
proyectar es base ordenada del cociente §/(t), devuelve los 6rdenes respectivos,
y determina sit =1 o no.

1. Para j =1,2,...,n, hacer bj < t; y s; < 1, donde {t1,t2,--- ,t,} es el
conjunto generador de 9.
Calcular la matriz ¢ x n dada por

M = (xi(by)). (3.2)

donde {x1,X2,.--,Xg} s la base de X.
Hacer U « Id,, (coeficientes en F),).

2. Usando el algoritmo 2.4 sobre el cuerpo F,, calcular a partir de M una
matriz T escalonada por columnas, de rango r.
Al hacerlo, cada vez que se intercambian las filas k£ e i se intercambian
también i con x;, cada vez que se intercambian las columnas k£ y j se
intercambian by, con b; y las columnas £y j de U, y al sumar d veces la
columna k a la columna j se multiplica b; por (b)?, y si 5j = 5} se suma
d veces la columna k a la columna j de la matriz U.

3. Sir =g, ir al paso 5.

4. Para j =r+1,...,n, remplazar b; por una de sus raices p-ésimas, y hacer
Sj — Sj + 1.
Recalcular M como en (3.2), observando que las primeras 7 columnas coin-
ciden con las de T, y volver al paso 2.
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5. Resolver el sistema lineal

a1 A1

o’ A2
ul | =

oy, An

6. Sea i el menor indice tal que a; # 0 Si i > g, devolver {b1,bo,... by}, de
6rdenes {p°',p*2, ..., p%} respectivamente, afirmando que t = 1.

7. En otro caso, sea k el menor indice tal que s = s;, y hacer

g si—8;
(brsbi) — [ T]0577 o
ji

Devolver {b1,b2,...,by}, de 6rdenes {p°',p®2 ... p} respectivamente, y
afirmar que t # 1, y que {b1(t) ,ba(t) , ..., by(t)} es base ordenada de §/(t),
con érdenes {p*t,p*2, ..., p*~1 ... p%}.

LEMA 3.4 Al terminar el algoritmo, las ultimas n — g columnas de la matriz
U serdn los coeficientes de un sistema completo de relaciones independientes
en el conjunto {t1,ta,...,tn}.

Demostracion. Al finalizar tendremos que m(bg41) = -+ = m(by) =0,y Sg41 =
.- =8, = S, donde s es el exponente de §, por lo que

s;—1

(b)P" =1,

para j = g+ 1,...,n. Por las ecuaciones (3.1), las ultimas n — g columnas de
la matriz U nos dan entonces n — g relaciones en el conjunto {t1,%o,...,t,},
que seran independientes por el lema 3.2. Como $); tiene dimensién g, estas
relaciones generan todas las posibles. O

4 El 2-subgrupo de Sylow para un orden cuadrético real

El algoritmo 2.5 puede aplicarse directamente al 2-subgrupo de Sylow del
grupo F(A) de clases de formas cuadraticas binarias enteras de discriminante
A. En efecto, la teorfa de géneros de Gauss [2] nos permite dar explicitamente
una base del grupo de caracteres cuadréticos de F(A) y un conjunto generador
del subgrupo de clases de orden 2 [3, pp. 499-500], y un algoritmo para extrac-
cién de raices cuadradas [5]. Las referencias citadas consideran solamente el
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caso de formas cuadraticas binarias enteras en el sentido clasico; para el caso
general ver [6].

Podemos relacionar el grupo de clases de ideales C(O) de un orden cua-
drético O de discriminante A con el grupo F(A):

TEOREMA 4.1 Sea O el orden cuadrdtico de discriminante /.

1. Si f = [a,b,c] es una forma cuadrdtica primitiva de discriminante A,
entonces \/_
-b+ VA
() = (a =505
Z

es un ideal propio de Q.
2. La aplicacion f+— I(f) induce un epimorfismo
7. F(A) — C(0).

Cuando A < 0, se trata de un isomorfismo, mientras que si A > 0, su
nicleo tiene orden 1 o 2, generado por

foy= [—1, -1, %] si A =1 (mod 4),
[—1,0, %] st A =0 (mod 4).

Demostracion. Ver Cox [1, Theorem 7.7] O

Se sigue del teorema que el calculo del 2-subgrupo de Sylow para un or-
den cuadratico imaginario de discriminante A es equivalente al calculo del
2-subgrupo de Sylow para F(A), pero en el caso de un orden cuadrético real
no siempre es asi.

En este caso, el algoritmo 3.3 nos permitird decidir si F(A) y C(O) son
isomorfos, y en caso que no lo sean calcular el 2-subgrupo de Sylow de este
ultimo como el cociente del 2-subgrupo de Sylow de F(A) por (f_1).

EJEMPLO 4.2 Sea K = Q (\/Z) el cuerpo cuadratico real de discriminante
A = 3110728 = 8 - 17 - 89 - 257. Determinaremos una base ordenada del
2-subgrupo de Sylow del grupo Ck de clases de ideales de su orden maximal.

Para esto, trabajaremos con el grupo F(A) de clases de formas cuadraticas
binarias enteras de discriminante A. En primer lugar, una base del grupo de
caracteres cuadréticos de F(A) estd dada por {x17, xs9, X257}, donde, identi-
ficando el grupo aditivo de Fa con el grupo multiplicativo {£},

(f) = {+ si f representa residuos cuadraticos médulo p,
o(f) =

— i f representa no residuos cuadraticos moédulo p.



El 2-subgrupo de Sylow

tio
t11
12
t13
14

~~ o

—_ = S~ ~
N o~ ® 3 )
H_H_Hﬁ-bkﬂﬂﬁ-ﬁ-ﬂ-cn
@@OQCHU!%CAJN))—I\]

f-1
fi7
fg9

[—1,0,777682]
[17,0, —45746]
89,0, —8738]
[257, 0, —3026]
[449, 1518, —449]
[446, 1356, —713]
[198,1492, 1117
(97,1710, —481]
[106, 1560, —1597]
[—121,1522, 1641]
(66, 1712, —681]
93,1744, —186]
[—442,1020, 1171]
[222,1472, —1063]

6
9

X17  X89 X257
+ + +
+ + +
+ + +
+ + +
. + .
+ + +
— + +
— + —
+ + -
+ + +
+ —_ —_
+ + —
+ - +
+ + +

Tabla 4.1: Formas cuadraticas para el ejemplo 4.2.

11

Un conjunto generador para el subgrupo de clases de orden 2 esta dado
por {t1,t2,t3,t4} como en la tabla 4.1.
Al inicio del algoritmo, calculamos M:

M t1 to t3 14 U |ty to t3 t4
xi7r |+ + + + t7|1 0 0 O
Xs9 |+ + + + to| 0 1 0 O
X257 |+ + + + t3| 0 0 1 O
S 1 1 1 1 t4 |0 0 0 1

La matriz M ya estd escalonada por columnas, con rango r; = 0. Cal-
culamos entonces las raices cuadradas de t1, ta, t3, y t4 (ver tabla 4.1), y
recalculamos M:

M |t5 tg t7 ts U |t & &
xir |- + — - tt]1 0 0 0
Xs9 |+ + + + ta| 0 1 0 O
Xes7 | — + + - t3 [0 0 1 0
s 2 2 2 2 t4]0 0 0 1

Debemos ahora escalonar M. Para esto basta con “sumar” (multiplicar)
la primera columna a la tercera y a la cuarta, e intercambiar las filas segunda
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y tercera y las columnas segunda y tercera. Las matrices M y U resultan:

M |ts t9 te tio U | 2
xi7 |— + + + tp711 1 0 1
X257 | — — + + to/0 0 1 O
Xs9 |+ + + + t3 |0 1 0 O
s 2 2 2 2 ts 0 0 0 1

La matriz M tiene rango ro = 2. Calculamos ahora las raices cuadradas
de tg y t10, y recalculamos M:

M |t5 tg ti1 tio U | 3 1], t]
X7 | — + + + ti1]1 1 0 1
X257 | — — —  — to/0 0 1 O
xs9 |+ + — 4+ t3 | 0 1 O 0
s 2 2 3 3 t24]0 0 0 1

La matriz M se escalona multiplicando la segunda columna a la tercera y
a la cuarta. La matriz U no se ve afectada puesto que so # s3 vy S9 # 4.

M |t5 tg tiz tus U | 2 tfy t}
xiz |— + + + i1 1 0 1
X257 | — — + + to |0 0 1 0
Xso |+ + — + t3/ 0 1 0 0
s 2 2 3 3 ta]0 0 0 1

Ahora M tiene rango r3 = 3, y concluimos que el 2-subgrupo de Sylow de
F(A) es
C(4) x C(4) x C(8),

con generadores t5, tg, v t13.

Por otra parte, la ultima columna de U nos da la relacion tity = t‘ll4;
como t14 es un cuadrado, 7, es equivalente a la forma principal, y concluimos
que t; = t4 es la (lnica) relacién del conjunto {¢,ta,ts,t4}. En particular,
t1 = [-1,0,777682] no es equivalente a la forma principal [1,0, —777682].
Deducimos por lo tanto que la ecuacién de Pell X2 — 777682Y 2 = —1 no tiene
solucién o, lo que es lo mismo, la norma de la unidad fundamental de K es
positiva.

Por el teorema 4.1, debemos hacer el cociente por el subgrupo generado
por t = t;. Para esto resolvemos el sistema

851
a2

U =
a3

g

o O O
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cuya solucién es claramente (aq, g, a3, a4) = (1,0,0,0). Concluimos por lo

tanto que el 2-subgrupo de Sylow de Ck es
C(2) x C(4) x C(8),

con generadores

<449, —1518 + \/Z> ,
2 7

<1067 —1560+\/Z> 7
2 Z

—102 A
<442’002+\/_>

Z

de érdenes 2, 4, y 8, respectivamente.
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