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Objetivo

Sea Γ ⊂ SL2(Z) subgrupo de congruencia
Calcular la dimensión de los espacios vectoriales Mk(Γ) y Sk(Γ)
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Idea

Teorema (Riemann-Roch)

Sea X es una superficie de Riemann compacta de género g. Si
div(λ) es un divisor canónico en X. Entonces para todo divisor
D ∈ Div(X) se cumple que:

`(D) = deg(D)− g + 1 + `(div(λ)−D)

Además, si deg(D) > 2g − 2 entonces `(D) = deg(D)− g + 1
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Idea

Identificar Mk(Γ) con L(D) para algún D en una superficie de
Riemann compacta: X(Γ).
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Cálculo del género de X(Γ)

Teorema (Riemann-Hurwitz)

Sean X e Y superficies de Riemann compactas, y f : X → Y un
cubrimiento ramificado de grado d. Entonces:

2gX − 2 = d(2gY − 2) +
∑
x∈X

(ex − 1)
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Cálculo del género de X(Γ)

Consideramos Γ1 ⊂ Γ2 subgrupos de congruencia de SL2(Z).

f : X(Γ1)→ X(Γ2)

Γ1τ 7→ Γ2τ

deg(f) = [{±I}Γ2 : {±I}Γ1]
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Cálculo del género de X(Γ)
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ρ1(z) = zh1

ρ2(z) = zh2

flocal(q) = qh2/h1

eπ1(τ) = h2/h1

{
h2 si τ es punto eĺıptico para Γ2 pero no para Γ1

1 en otro caso

En las cúspides:
eπ1(s) = h1/h2
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Cálculo del género de X(Γ)

Para calcular el género consideramos f : X(Γ)→ X(SL2(Z)).
Definimos:

y2 = SL2(Z)i, y3 = SL2(Z)µ3, y∞ = SL2(Z)∞

ε2 = cantidad de puntos eĺıpticos en f−1(y2)

ε3 = cantidad de puntos eĺıpticos en f−1(y3)

ε∞ = cantidad de cúspides en X(Γ)
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Cálculo del género de X(Γ)

d =
∑

x∈f−1(yh)

ex = h(|f−1(yh)| − εh) + εh

∑
x∈f−1(yh)

(ex − 1) = (h− 1)(|f−1(yh)| − εh) =
h− 1

h
(d− εh)

En las cúspides
∑

x∈f−1(y∞)

(ex − 1) = d− ε∞

Entonces g = 1 +
d

12
− ε2

4
− ε3

3
− ε∞

2
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Relación entre Mk(Γ) y divisores

Sea f ∈ Ak(Γ) (f 6= 0).

Ak(Γ) = C(X(Γ))f

= {f0f ∈ Ak(Γ) : f0 ∈ C(X(Γ))}
Mk(Γ) = {f0f ∈ Ak(Γ) : f0f = 0 ó div(f0f) ≥ 0}

∼= {f0 ∈ C(X(Γ)) : f0 = 0 ó div(f0) + div(f) ≥ 0}
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Relación entre Mk(Γ) y divisores

Si f ∈ Ak(Γ) ¿qué significa div(f)?

Si π(τ) ∈ X(Γ) (no cúspide). Como j(γ, τ) 6= 0,∞ en H ⇒ el
orden de anulación de f es el mismo en toda la órbita.
En coordenadas locales q = (t− τ)h

f(t) = am(t− τ)m + . . .

f(q) = amq
m/h + . . .

νπ(τ)(f) :=
ντ (f)

h
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Relación entre Mk(Γ) y divisores

En las cúspides

νπ(s)(f) :=

 νs(f)/2 si (α−1Γα)∞ =
〈
−
[
1 h
0 1

]〉
y k es impar

νs(f) si no
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Relación entre Mk(Γ) y divisores

Entonces

Mk(Γ) ∼= {f0 ∈ C(X(Γ)) : f0 = 0 ó div(f0) + div(f) ≥ 0}
= “L(div(f))” Con div(f) ∈ DivQ(X(Γ)).

Idea: Definimos
⌊∑

nxx
⌋

:=
∑
bnxcx. Como f0 ∈ C(X(Γ))

entonces

div(f0) + div(f) ≥ 0⇔ div(f0) + bdiv(f)c ≥ 0

Entonces: Mk(Γ) ∼= L(bdiv(f)c).
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k par

Formas diferenciales en X(Γ)

Sea V abierto de C, se define:

Ω⊗n(V ) = {f(q)(dq)n : f es meromorfa en V }
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Formas diferenciales en X(Γ)

k par

Teorema

Si k es par, entonces

ω : Ak(Γ)→ Ω⊗k/2(X(Γ))

f 7→ (ωj)j∈J tal que π∗(wj) = f(τ)(dτ)k/2

Demostración.

(⇒) En un entorno Vj se construye la forma diferencial

ωj =
gj(q)

(hq)k/2 (dq)k/2 donde zk/2(f [α]k)(z) es de forma gj(z
h).

En las cúspides ωj =
gj(q)

(2πiq/h)k/2 (dq)k/2

(⇐) invarianza bajo Γ de peso k.
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Formas diferenciales en X(Γ)

k par

Entonces

ν0(ωj) = ν0

(
gj(q)

(hq)k/2

)
= νπ(τj)(f)− k

2

(
1− 1

h

)

y en las cúspides

ν0(ωj) = ν0

(
gj(q)

(2πiq/h)k/2

)
= νπ(sj)(f)− k

2
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k par

Cálculo de `(bdiv(f)c)

Conocemos div(ω) y div(f).
Definimos div(dτ) tal que div(ω) = div(f) + k

2div(dτ).

div(dτ) := −
∑
i

1

2
x2,i −

∑
i

2

3
x3,i −

∑
i

xi

Entonces

bdiv(f)c = div(ω) +
∑
i

⌊
k

4

⌋
x2,i +

∑
i

⌊
k

3

⌋
x3,i +

∑
i

k

2
xi
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Formas diferenciales en X(Γ)

k par

Si ω ∈ Ω⊗k/2 entonces deg(div(ω)) = k(g − 1)

Entonces si k ≥ 2
deg(bdiv(f)c) = k(g − 1) +

⌊
k
4

⌋
ε2 +

⌊
k
3

⌋
ε3 + k

2ε∞ > 2g − 2

Entonces por Riemann-Roch `(D) = deg(D)− g + 1

dimMk(Γ) =


(k − 1)(g − 1) +

⌊
k
4

⌋
ε2 +

⌊
k
3

⌋
ε3 + k

2ε∞ k ≥ 2
1 k = 0
0 k < 0
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Formas cuspidales

k par

Sk(Γ) = L
(
bdiv(f)c −

∑
i

xi
)

dimSk(Γ) =

 (k − 1)(g − 1) +
⌊
k
4

⌋
ε2 +

⌊
k
3

⌋
ε3 + (k2 − 1)ε∞ k ≥ 4

g k = 2
0 k ≤ 0
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k impar

k impar

Si k impar y −I ∈ Γ, entonces Ak(Γ) = {0}.
Si −I /∈ Γ, entonces X(Γ) no tiene puntos eĺıpticos de
peŕıodo 2.

Si f ∈ Ak(Γ), f 6= 0, ocurre igual que en caso par que
Ak(Γ) ∼= C(X(Γ))f .

Consideramos ω(f2) ∈ Ωk(Γ)

Diferenciar entre cúspides regulares e irregulares.
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k impar

Si {xi} son las cúspides regulares, y {x′i} las cúspides irregulares.
Entonces

div(dτ) = −
∑
i

2

3
x3,i −

∑
i

xi −
∑
i

x′i

div(ω) = 2div(f) + kdiv(dτ)

div(f) =
1

2
div(ω) +

∑
i

k

3
x3,i +

∑
i

k

2
xi +

∑
i

k

2
x′i

bdiv(f)c =
1

2
div(ω) +

∑
i

⌊
k

3

⌋
x3,i +

∑
i

k

2
xi +

∑
i

k − 1

2
x′i
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k impar

dimMk(Γ) =

{
(k − 1)(g − 1) +

⌊
k
3

⌋
ε3 + k

2 ε
reg
∞ + k−1

2 εirreg∞ k ≥ 3
0 k < 0

dimSk(Γ) =

{
(k − 1)(g − 1) +

⌊
k
3

⌋
ε3 + k−2

2 εreg∞ + k−1
2 εirreg∞ k ≥ 3

0 k < 0
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