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Cdlculo de dimensién de My, (T') y Sp(T")

Objetivo

Sea I' C SL2(Z) subgrupo de congruencia
Calcular la dimensién de los espacios vectoriales M (T") y Si(T")



Cadlculo de dimension de My (T") y Si(T")

Idea

Teorema (Riemann-Roch)

Sea X es una superficie de Riemann compacta de género g. Si
div(A) es un divisor candnico en X . Entonces para todo divisor

D € Div(X) se cumple que:
(D) =deg(D) — g+ 1+ £(div(\) — D)

Ademais, si deg(D) > 2g — 2 entonces ¢(D) = deg(D) —g +1



Cdlculo de dimensién de My, (T') y Sp(T")

Idea

Identificar M (T") con L£(D) para algin D en una superficie de
Riemann compacta: X (T').



Cdlculo de dimensién de My (T') y Sp(T")
Cadlculo del género de X (I')

Cidlculo del género de X (I")

Teorema (Riemann-Hurwitz)

Sean X e Y superficies de Riemann compactas, y f: X — Y un
cubrimiento ramificado de grado d. Entonces:

2gx —2=d(29y —2)+ Y (ex— 1)
zeX
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Cadlculo del género de X (I')

Consideramos I'y C I'y subgrupos de congruencia de SLy(Z).

f : X(Fl) — X(Fg)
T'i7— Tor

deg(f) = [{£1}T2 : {£1}T]
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Cadlculo del género de X (I')

pi(z) = 2"

U U p2(z) = 2"

/ l \\ frocat (q) = ¢">/™

5U)  m(U) $T%U> 5(U)

N

Vi Vs
flocal 2
. — hy/h ho si T es punto eliptico para I'y pero no para I'y
— 72/ 1 en otro caso

En las caspides:
(s) = h1/h2
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Cadlculo del género de X (I')

Para calcular el género consideramos f : X(I') — X (SLa(Z)).
Definimos:

y2 = SLo(Z)i, y3 = SLa(Z)pu3, Yoo = SLa(Z)oo

g2 = cantidad de puntos elipticos en f~*(y2)
e3 = cantidad de puntos elipticos en f~1(y3)
€00 = cantidad de cuspides en X (T")
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Cadlculo del género de X (I')

d= > ex=h(f"" ()l —en) +en
z€f~1(yn)

S (e =1 = (= D )l - ) = (- en)

z€f~1(yn)

En las cdspides Z (ez — 1) =d—ex
z€f~ (yoo)

d €2 & €
Ent =14+ —=———"= - = - —
ntonces | g +12 1 3 5
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Relacion entre My(I') y divisores

Sea f € Ax(D) (f #0).

Ap(l) = C(X (D)) f
={fof € Ax(D) : fo € C(X(I))}
My (T) = {fof € Ax(T) : fof =06 div(fof) > 0}
= {fo € C(X(T)) : fo=06div(fo)+div(f) > 0}
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Relacion entre My, (I") y divisores

Si f € Ar(T) squé significa div(f)?

Si (1) € X(T') (no cuspide). Como j(v,7) # 0,00 en H = el
orden de anulacién de f es el mismo en toda la érbita.
En coordenadas locales ¢ = (t — 7)"

f&)=amt—7)"+...
f(q) = amq™" + ...
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Relacion entre My, (I") y divisores

En las cuspides

Vn(s)(f) == vs(£)/2  si(a7'Ta)e = < B [0 1] > y k es impar
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Relacion entre My, (I") y divisores

Entonces

Mi(T) = {fo € C(X(T)) : fo = 06 divi(fo) +div(f) > 0}
= “L(div(f))” Con div(f) € Divg(X(I")).

Idea: Definimos | " nyz| := 3 |n,]z. Como fo € C(X(I))
entonces

div(fo) +div(f) = 0 < div(fo) + [div(f)] = 0

Entonces: My (T") = L(|div(f)]).
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Formas diferenciales en X (I")

k par

Formas diferenciales en X (I)

Sea V abierto de C, se define:

Q®(V) ={f(¢)(dq)" : f es meromorfa en V'}



Cadlculo de dimension de My (T") y Si(T")

Formas diferenciales en X (I")

k par

Teorema

Si k es par, entonces

w : Ap(T) — Q®F/2(X(I))

f e (wi)jes tal que 7 (w;) = f(1)(dr)*/?

Demostracion.

(=) En un entorno V; se construye la forma diferencial

wj = U‘Z;ZZ? (dg)*/? donde 2*/2(f[a])(2) es de forma g;(2").

En las clspides w; = (%fé/%(d(ﬁkm

(<) invarianza bajo I" de peso k. O
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Formas diferenciales en X (I")

k par

Entonces

j k 1
vo(wj) = 1o <(Zq()(22) = Vﬂ(rj)(f) ) (1 — E)

y en las cuspides

; k
vo(wj) = 1o (W) = vn(s))(f) =5
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Formas diferenciales en X (I")
k par

Cadlculo de £(|div(f)])

Conocemos div(w) y div(f).
Definimos div(dr) tal que div(w) = div(f) + Ediv(dr).

div(dr) = — Z —T9; — Z X35 — ZﬂUz

Entonces

|div(f)] = div(w Z{ JmﬁZ{ ngz—i—z S
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Formas diferenciales en X (I")

k par

Si w € Q®F/2 entonces deg(div(w)) = k(g — 1)

Entonces si k > 2
deg(|div(f)]) = k(g — 1)+ |§lea + [§]es + 5eco > 29— 2

Entonces por Riemann-Roch ¢(D) = deg(D) — g+ 1

(k=D(g—1)+ |Elea+ [E|es+ Eewe k>2
dim M,(T) =< 1 k=0

0 k<0
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I —

k par

Se@) = L([div(f)] = )

%

(k=1)(g—1D+ [%]ea+ [Eles+ (5 —Dewe k>4
dim S (T") =

o<
o~

|
o
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k impar

k impar

m Si kimpary —I €T, entonces Ax(T") = {0}.

m Si —1 ¢ T, entonces X (I') no tiene puntos elipticos de
periodo 2.

m Si fe A(T), f #0, ocurre igual que en caso par que
Ap(T) = C(X[D)) [
m Consideramos w(f?) € QF(T)

m Diferenciar entre clspides regulares e irregulares.
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k impar

Si {x;} son las cispides regulares, y {z}} las cispides irregulares.
Entonces

div(dr) Z 5T30 — sz Zm

div(w) = 2d1v(f) + kdlv(dT)

div(f) = Jdiv(w) + > Pasit > L > ko
()] = gavie) + 3 E Jxmz e T
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k impar

a1y I — (k 1)(9 1) ]3€J63 + 7k€ €g + ngir’r‘eg k > 3
(k* )(gf )+ L:;: 83 u reg Ll irre k>
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