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El caso complejo

Y(C) = {E/c curva eliptica } .. ~ SL>(Z)\H
D € Z<g un discriminante (i.e. D =0,1 mod 4).
Op: el nico orden de discriminante D en Q(v/D).

Hp ={E € Y(C) : End(E) ~ Op}.

Hp es un conjunto finito de |Pic(Op)| elementos.
Un punto CM es un elemento de Hp para algin D.

Teorema (Duke '88, Clozel-Ullmo '04)

Los conjuntos Hp se equidistribuyen sobre Y (C), cuando
D — —o0, segiin la medida hiperbdlica.

i.e. paratoda f : Y(C) — R continua y de soporte compacto,

. 1 3/ .\ dxdy
lim — f(E)=— f(x+iy)——.
bo—oc | Hp| Z (£) T JSLy(Z)\H ( ) y?

D discriminante EEHD
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El caso p-adico

Fijamos un namero primo p.

Cp := completacion de @p (cuerpo completo y alg. cerrado)

Fijamos una incrustaciéon QQ — C,. Podemos considerar

Hp C Y(Q) C Y(Cp).

Pregunta

Sea (Dp)n>0 una sucesion de discriminantes tales que

limp—y00 Dp = —o0. jComo se distribuyen los conjuntos Hp, en
Y (Cp) cuando n — oco?

A diferencia del caso complejo, la respuesta depende de la
secuencia (D,).
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El caso transiente

Definicién: los conjuntos {#p,}, se distribuyen de manera
transiente si para todo P € Y(C,), existe una vecindad U tal que

Todo E € Hp tiene buena reduccién potencial E/IF Sea

ord, (D) = +00 si E es una curva eliptica ordinaria
PEstTl | ordp(D) - si E es una curva eliptica supersingular

Teorema transiente (Herrero, M., Rivera-Letelier)

Los conjuntos {Hp,}n se distribuyen de manera transiente si y
solamente si
n||_>rro10 ordp.ss(Dp) = +00.
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El caso supersingular

A partir de aqui supondremos que cada E € Hp, tiene reduccion
supersingular y ord,(D,) se mantiene acotado cuando n varia.
En particular,

Op, ® Zp is un orden en una extension cuadratica de Qp.

Supondremos también que Op, ® Z, no cambia cuando n varia.
Esto implica que ord,(D,) no cambia cuando n varia.
Sea O un orden en una extension cuadratica de Q,. Sea

o :=T{Exc,  End(E)©Z, ~ O} ".

Toda medida limite posible debe estar soportada en este conjunto.
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o :={Exc,  End(E) @ Z, ~ O} ".

Teorema supersingular (HMR-L)

@ Ao is un conjunto compacto
Q SiO # O, entonces Ao N Aoy = ()

© Supongamos p =1 mod 4. Entonces, existe una medida ve
con soporte igual a Ao, tal que la sucesién de conjuntos

{*p, : Op, ® Zp = O}n>1

se equidistribuye, cuando D, — —oo, segtin la medida v .

Observacién. Si p =2 o p =3 mod 4, hay un enunciado mas
complicado.
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Aplicacion: médulos singulares que son S-unidades

El invariante j de una curva eliptica CM se dice un médulo singular.
Los médulos singulares son enteros algebraicos.

Teorema (S-unidades, HMR-L)

Sea S un conjunto finito de nameros primos. Sea jo un médulo
singular. Entonces, el conjunto

C(S,j0) = {j mddulo singular :j —jo es una S — unidad}

es finito.

Habegger: C((,jo) is finito. Su método usa la equidistribucion
compleja de puntos CM.

Bilu-Habegger-Kuhne: C(0,0) is vacio

Yingkun Li : C(0,jo) es vacio

Campagna: C(Sod,0) is vacio para Soy = { primos de reduccion
ordinaria de jo = 0} (resultado similar para 1728).
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|deas de la demostracién del Teorema supersingular

Sean e1, e, .., € INas curvas elipticas supersingulares sobre Fp,.
Sea D¢, = {E/c, : E ~ ¢;}. Es un disco.

D, o D
o & e

N Vi v
e [} L Q
64— (,31 C}Q

Fijamos una curva eliptica supersingular e y buscamos entender la
distribucién asintética de (Hq, N De)p.
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Hipdtesis simplificadoras

A partir de aqui, supondremos que los elementos de H 4, tienen
reduccién supersingular. Fijamos un order O en una extension
cuadratica de Q, y una curva eliptica supersingular e,
Supondremos también las siguientes hipétesis simplificadoras:

@ O es un orden maximal

@ d, es un discriminante fundamental para todo n

° pfdy

@ p=1 mod4

o Aut(e) = {£1}

En particular, (%) =—-1y Oy, ® Zp ~ O es el orden maximal de
la Gnica extension cuadratica no ramificada de Qp,.
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Uniformizacién de Ap

En el caso complejo, tenemos una uniformizacién

H — SLp(Z)\H ~ Y(C).

Mas aun,

GLy(R) — H, g+—rg-i

transporta la medida de Haar en GLJ (R) a la medida hiperbélica.
En el caso p-adico, uniformizaremos el conjunto Ap N D C Y(C)p)
por un algebra de cuaterniones.
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Uniformizacién de Ap

Bq, algebra (de divisién) de cuaterniones, Og su orden maximal.
End(e) ® Z, ~ Op.

La teoria de deformaciones del grupo formal asociado a e dota a D,
de una accién de Og (aqui usamos Aut(e) = {£1}).

Sea ¢ € Zp un discriminante de O. Sea

S5(¢)={g € Op:tr(g) =0ynr(g) =L} C Op.

Proposicién (Uniformizacion de Ap por una esfera p-adica)

Todo g € S({) tiene un danico punto fijo. Tal punto fijo es un
elemento de Np. Mas ain, la funcién

S(0)/{x1} = Ao, g+ Fix(g)

es una biyeccién continua.
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La medida uniforme en S(¥)

S()={geOp:tr(g) =0ynr(g) =4} C Op

es un conjunto compacto, invariante bajo conjugacién por B*.
Definicidn: la medida uniforme 1y on S(¢) es la tnica medida de
probabilidad en S(¢) invariante bajo esta accion.
Mas concretamente: para todo r > 1, escogemos una "funcién
de reduccién"

red : O =0 _ (7,/p"Z)3.

Entonces, la coleccién de conjuntos

¢, ;= {red Y (x) N S(¢) : x € (Z/p"Z)3} es un recubrimiento de
S(¢). Sea m, el namero de conjuntos no vacios en ®,. Entonces,
para tales C € ¢,,
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Puntos CM como puntos fijos

Sea
Vy = {g € End(e) : trg = 0,nr(g) = —d} C Og.

Proposicion (Puntos CM como puntos fijos)

Sea d un discriminante fundamental tal que ptd y (‘—;) = -1

Entonces, todo g € V tiene un dnico punto fijo en Ds. Mas adn,

Hd N De = UgeVdFZZE(g)
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Teorema supersingular, estrategia de demostracién

Sea (dp) una sucesién de discriminantes fundamentales con p t d, y
(5
Vy, = {g € End(e) : trg = 0,nr(g) = —d,} C End(e)" =° ~ 73
Otrace =0 ~ Z3

B —“p
Supondremos que d,, converge p-ddicamente a algin { € Zj,.
Escribimos d, = £- a2, a, € Zp. Se tiene

aivdn 0]

Asi, para entender la distribucién de Hy, N De, debemos entender
la distribucion de los "puntos enteros" a—andn en la "esfera p-adica"
5(¢) ("problema de Linnik p-adico").

Teorema (HMR-L)

Los conjuntos a_l,, V4, se equidistribuyen segin la medida uniforme
en 5(¢).
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Teorema supersingular, estrategia de demostracién

Teorema (HMR-L)

Los conjuntos a_l,, V4, se equidistribuyen segin la medida uniforme
en S(¢).

Observacién: usamos las cotas (lwaniec '87, Duke '88, Blomer
'04) sobre los coeficientes de Fourier de formas modulares de peso
medio entero.

Conclusién:

Por la férmula de puntos fijos,

Fix(Vy,) = Hg, N De.

Si uy es la medida uniforme en S(¢), entonces los conjuntos
Hd, N De se equidistribuyen segin la medida v := Fix, ().
v no depende de £. Solo depende de Qp(\/z).l
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Como eliminar las hipétesis simplificadoras

Para eliminar usar

(O es un orden maximal) teoria de Katz sobre el
(d, es un discriminante fundamental grupo canénico

para todo n)

ptds cuando pl|¢, los elementos en
S(¢) tienen dos puntos fijos

p=1 mod4 subdividir Ap = /\2,5 LA,

Aut(e) = {£1} trabajar en un cubrimiento

Xe — D, de grado M
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iGracias por su atencién!
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