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Objetivo de la charla

@ Obtener la ecuacién funcional de la funcién L p-ddica de:

o Formas de Bianchi cuspidales de “pendiente pequeia”.
o Ciertas formas de Bianchi cuspidales “criticas” que provienen de formas

modulares clasicas.

@ Presentar las bases de un trabajo en curso sobre la funcién L p-adica de

formas de Bianchi en el caso Eisenstein.
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Estructura de la charla

Motivacion
Espacio hiperbdlico
Notaciones

Formas de Bianchi

)
)
)
)
5) Caracteres de Hecke
) Funcién L clésica
) Funcién L p-adica
) Ecuacién funcional de la funcién L p-adica
)

Caso Eisenstein-Bianchi
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Caso GL,/Q

o Curvas Elipticas E/Q
@ Formas modulares f
o Teorema de modularidad, L(E,s) = L(fg,s)

@ Funcién L p-adica de formas modulares

Caso GLy/K con K cuerpo imaginario cuadratico

o Curvas Elipticas E/K
e Formas de Bianchi F
o Conjetura de Shimura-Taniyama para K, L(E,s) = L(FE,s)

@ Funcién L p-adica de formas modulares de Bianchi
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2) Espacio hiperbdlico

@ Espacio hiperbdlico Hs := {(z,t) : z € C,t € R}
@ GL(C) actda en H3 por

(25)(z,t) = (az+b)(cz+d)+ac|t]? _ |ad—bc|t
cd A [cz+d[2+[ct]? 7 [ez+d[?+]ct[?

@ En el contexto Bianchi aparecen cocientes del tipo H3 /I para ciertos

subgrupos discretos I' de SLy(K).

@ En el caso de formas modulares, los cocientes Hy/Io(N) para N > 4 son

curvas algebraicas.

@ En nuestro caso los cocientes #H3/I" son variedades hiperbdlicas tres
dimensionales. NO SON VARIEDADES ALGEBRAICAS.
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@ Para nuestro estudio p-adico de las formas de Bianchi utilizamos la
cohomologia singular de Hs /T (por ejemplo, simbolos modulares de Bianchi).

Dominio fundamental de H3/SLo(Z[1])

Por J. Leys.
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@ Sea K cuerpo cuadratico imaginario con nimero de clases 1, anillo de enteros
Ok e ideal diferente D generado por § = +/—D (—D discriminate de K).

@ Para n C Ok un ideal definimos
Fo(n) := { (C z> € SLy(Ok) : c e n(’)K}.

@ Sea V,,(C) el espacio de polinomios homogéneos en dos variables de grado
n > 0y denotemos por p, : SU2(C) — V,(C) la representacién irreducible
compleja de SUL(C).

@ Sea F : Hz — V,(C), entonces para v € GLy(C) podemos definir el
operador slash F|, tal que para v € SL(C)

et = Fo- (<1 5)

Luis Santiago Palacios (USACH) Funciones L p-adicas de formas de Bianchi 1 de Julio de 2021 7/27



4) Formas de Bianchi

Una forma de Bianchi de peso (k, /) y nivel ['o(n) es una funcién
F : Hz = Viy142(C) que satisface:

(i) Automorfia: F|, = F para todo v = (25) € [o(n).
(i) Armonicidad: WF =0y W' F =0, con W, V¥’ operadores de Casimir.

(iii) Crecimiento: JF tiene crecimiento polinomial en las cdspides P!(K) (la
frontera de H3).

Denotamos por M ;(I'o(n)) el espacio de tales formas.
F se dice cuspidal si satisface

Flo(z,t)dz = 0, para todo o € GLy(K) y t > 0.
Ox\C

Denotamos por Sk (Io(n)) el espacio de formas de Bianchi cuspidales.
Observacion: Sea I' < SLy(Ok) entonces Sy /(') = 0 cuando k # .
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Sea F € S k(To(n)) con n = (v), q = (7q) ideal primo de Ok

Expansién de Fourier-Whittaker
F(z,t)(3) = 287 Fo(z, t)X2k+2nyn,
k+1—n . -
Falz,t) = t(*) Laen |c { (@0) (1) Ka-sor(d4mlaftjeimitoso |,

donde c(-) son los coeficientes de Fourier y K,(x) es la funcién de Bessel.

Operadores de Hecke

@ Para cada ideal I C Ok, existen operadores de Hecke T; actuando sobre F.

@ Por ejemplo, para | = q y g|n definimos

Flu, = 2kZbe(OK/q)>< ]:|<1 b)'
0 myq

o Definimos la involucién de Fricke W, por Flw, := |v|*F| (0 71>.

v 0
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5) Caracteres de Hecke

Sea ¢ : K*\Ag — C* un caracter de Hecke sobre K
@ Denotaremos v, y 95 la restriccion de ¢ a los ideles infinitos y finitos
@ Para q un ideal primo, denotaremos 4 la restriccién de 1) a qu

@ Para un ideal m C Ok denotamos ¥y, = qum Pq
Asociado a ¢ hay un conductor y un tipo al infinito.
Si 1) tiene conductor f, para cada ideal m = qum q"s de Ok definimos

Hq\m wq(ﬂ'q)"q : (m7 f) = 1a

0 1 si no.

b(m) =
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6) Funcidn L

@ Para v un caracter de Hecke definimos la funcién L de F torcida por v por

L(F,4,s) =w™t Y c(ad)((ad))N((ad))
acKX
con w = |Og| y ¢(-) coeficientes de Fourier de F.

o L(F,4,s) converge para Re(s) > 0y via continuacién analitica se extiende
para todo s € C.

e Si ¢ tiene tipo al infinito (g, r) definimos

Mg+ 1)(r+1)
(2mi)ati(2mi)r+1

NF,¥) = L(F,,1).
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7) Funcién L p-adica

@ Definimos el grupo de clases de rayo de K mddulo p*° como
Clk(p™) = K*\AK/C* ]y, OF = (Ok ®2 Zp)* / Ok
o Consideramos el espacio de caracteres continuos

X(Clk(p>)) = Homes(Clk(p™), Cy)

Las funciones L p-adicas de formas de Bianchi son naturalmente funciones J

localmente analiticas en X(Clk(p>)).
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@ Sea v un caracter algebraico de Hecke sobre K de conductor dividiendo p*°,

entonces podemos asociar a @ un caracter localmente algebraico
Yp—fin € X(Clk(p™)) tal que

¢| (A(;"X’)) x = ¢pfﬁn| (A(’é”‘”)) X .

Sea F € Sy k(To(n]],,p)) una autoforma de Bianchi y autovalor A, para el
operador U,. Decimos que F tiene pendiente pequefia si v(Ap) < (k+1)/ep
para todo p|p, en otro caso decimos que F tiene pendiente critica.
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Sea F una autoforma cuspidal de Bianchi de peso (k, k) y nivel ['o(n]],,p) con
n = (v) coprimo con (p), que satisface una de las siguientes propiedades:

a) Tiene pendiente pequefia y es una p-estabilizacién sucesiva para cada p|p de
una forma de Bianchi nueva Foew € Sk k(Mo(n)).

b) Tiene pendiente critica y es cambio de base a K de una forma modular

decente, es nueva fuera de p, regular y -suave.
Entonces:

e Si F satisface a), L,(F,—) fue construida por Williams en el 2017 usando
simbolos modulares sobreconvergentes de Bianchi.
e Si F satisface b), L,(F,—) fue construida por Barrera y Williams en el

2018 usando familias p-ddicas de formas de Bianchi.
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8) Ecuacién funcional de la funcién L p-adica

Teorema (P. 2020)

Sea F como antes, entonces para todo k € X(Clk(p

©)), la funcién L p-adica
p(F, —) satisface la siguiente ecuacién funcional

Lp(F, k) = —e(n)N(n)*"?k(x_y,p) " Lp(F, 6~ Lopk),

con n = (v), e(n) = £1 autovalor de W,.
Donde
v plp
g (Xfu,p)P = .
1 : si no.

kak D= *7
K (AR)" — C¥ definida por of*(x) : Z—i p=pp 2
=pop=p.
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Demostracién:
[) Encontrar la ecuacién funcional de L(F, —) para F satisfaciendo a).

II) Transferir la ecuacién funcional de 1) a una familia p-adica de formas de

Bianchi interpolando F como en parte b).

[II) Especializar la ecuacién funcional obtenida en 2) en F.
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Demostracién de 1)

Sea 1) un caracter de Hecke de conductor f|p> y tipo al infinito
0<(q,r) < (k k)

o Interpolacién de la funcién L p-adica: Para F como en a) tenemos

_ 1 Dwr (1)
wie o= |1 (- 5) | [ 1o

plp

e Ecuacidn funcional de la funcién L (Jacquet-Langlands 1970): Recordar

la autoforma nueva Frew € Sk «(Fo(n)) entonces
—k
—em) v r(¥l - |x,)

_ 1k
N oo ) = ety e 01 1)
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@ De lo anterior obtenemos

Lol o) = (N2, g, (3 p) Lol ¥, 25 %),
@ Definimos G(F, —) la funcién sobre X(Clk(p>)) tal que
G(F. k) = Lp(F, k) + e(m)N(n)*2k(x_pp) " Lo(F, 5 1ok *)

para k € X(Clk(p™)). Entonces G(F,¥p_sn) = 0 para cada caracter ¢
como antes.

o Como F tiene pendiente pequefia, los resultados de Loeffler en 2014
(P-adic integration on Ray class groups and non-ordinary p-adic
L-functions) implican que G(F, —) estd determinada univocamente por sus

valores en los caracteres p-adicos 1),_g, que provienen de 1), luego

G(J:v_) =
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Demostracién de I1): Ecuacién de I) en familias
Construccion de L, en el caso critico

@ Sea F una autoforma cuspidal de
Bianchi de peso (k, k) y nivel
Fo(n]I,,P). que es cambio de
base a K de una forma modular

decente, nueva fuera de p, regular y

o ok
k1
2 -suave.

@ Sea W el espacio de pesos Bianchi.

@ Sea V una vecindad de F contenida en el cambio de base a K de la curva de

Hecke construida por Coleman-Mazur.

Observacién: No todos los y € V corresponden a formas de Bianchi.
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Existe una unica funcién L p-adica de 3 variables
Ly:V xX(Clk(p™)) — L, paraLCQ,

tal que si denotamos por F, la autoforma de Bianchi correspondiente al punto
cldsico y € V, entonces L,(y, —) = ¢,L,(F,,—) cuando F, tiene pendiente

pequefia, con ¢, € L™ un periodo p-adico en y.

Definicidn

Para F como antes y de pendiente critica, definimos la funcién L p-ddica de F
como Ly(F,—) := Lp(xF, —).
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Transferencia de la ecuacién de 1) a V

e Tomar un V conveniente: encogiendo V/, existe S C V un conjunto
Zariski-denso de puntos clasicos tal que para todo y € S tenemos:
e F, es una p-estabilizacién sucesiva para cada p|p de una forma nueva de nivel
Fo(n);
e F, tiene pendiente pequefia;
o Si w(y) = (ky, ky) es el peso de F, entonces k, = k (mod p — 1) (Osea
trabajamos en uno de los p — 1 discos del espacio de pesos sobre Q).

Teorema (P. 2020)

Sea V como antes, entonces para cada y € V de peso w(y) = (ky, k,), y todo
k € X(Clk(p*>)) tenemos

Lp(y, 1) = —e(m)wrm(N(0)*/2(N(0)) /25 (x_0,p) Loy, 57wk, ().

Donde wry, es la multiplicacién de los caracter de Teichmiiller en plp y
(x) := wrm(x)"1x para x € (Ok @z Z,)*.
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Demostracién Teorema:

@ Sea y € S de peso w(y) = (ky, k,), por la ecuacién funcional 1) para todo
k € X(Clk(p>)), Lp(Fy,, —) satisface

Lo(Fy, k) = —e(m)N(n)5/2k(x_,, )t Lp(Fyy i top ™

e multiplicando a ambos lados por ¢,, como N(n) = wrp, (N(n))(N(n)) y dado
que k, = k (mod p — 1) tenemos

Loy, 1) = —e(mN() 2 (x0p) 7 Lply 17005 ")

= —e(n)wrm(N()*/2(N(0) 2k (x-p) " Lp(y, 5 0y ()

@ Como S es Zariski denso en V obtenemos la ecuacién funcional en V.
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Demostracién de I11): especializar

o Especializar la ecuacién obtenida en el Teorema anterior en el punto
xFr eV
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9) Caso Eisenstein-Bianchi

Objetivo

Construccién de la funcién L p-addica de una serie de Eisenstein-Bianchi de
pendiente pequefia.

Nuestro trabajo estd modelado por los siguientes articulos:
@ “P-adic L-functions of Bianchi modular forms”, Williams 2017

@ "“The p-adic L-function of evil Eisenstein series”, Bellaiche-Dasgupta 2012.
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Ingredientes de la construccién de la funcién L p-adica

o (C-cuspidalidad
o Sea C el subconjunto [o(n)-invariante de P*(K) definido por
C :=To(n)ooYTo(n)0.
o Una forma de Bianchi F se dice C-cuspidal si se anula en todas las clspides de

C.

Simbolos modulares parciales de Bianchi sobre C

Symbr,n).c(Vic /(L)) := Homr,m) (Z[C]°, Vi /(L))

donde LC Q, y Vye (L) = Hom(Vi (L), L) con Vi (L) = Vi(L) @ Vi(L).

@ Simbolos modulares parciales sobreconvergentes de Bianchi sobre C
denotados por Symbr () ¢(Dk,i(L)) donde Dy (L) = Homegs (Ax,i(L), L) con
Ay (L) el espacio de funciones localmente analiticas en Ok Q7 Z,, definido

sobre Ly dotado con una (k, /)-accién de [o(n).
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Teorema de control parcial (P. 2020)

Para cada primo p|p, sea A, € L*. Entonces cuando v(A,) < (min{k,/} +1)/e,
si pOk = p% o, v(Ay) < k+1y v(XAs) <+ 1si pOx = pp, la restriccién de la

funcién de especializacién
p : Symbr,n) ¢ (Dii(L)) =2 PIPY — Symbyr o o (Vie (L)) 10 =20 ¥ 1P}

a los Ap-autoespacios simultdneos del operador U, es un isomorfismo.

@ Sea F una autoforma de Bianchi con autovalor A, para el operador Uy,.
Decimos que F tiene pendiente pequefia si v(\,) < (/+1)/e, cuando
pOk = p o, v(Ap) < k+1y v(A;) </+1 cuando p = pp, en otro caso
decimos que F tiene pendiente critica.
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Sea F una autoforma C-cuspidal de pendiente pequefa:
@ Asociamos a F un autosimbolo ¢z € Symbr, () ¢(V),(L)).

@ Levantamos ¢ r a su unico correspondiente autosimbolo sobreconvergente
Wz € Symbr () c(Dk,i(L)) (Teorema de control parcial).

@ Definimos la funcién L p-ddica de F como la funcién localmente analitica
Ly(F,—) en X(Clk(p™)) por

Lp(F; =) == Vr({0} — {oo})l(oxw2z,)

iCoémo volver C-cuspidal una serie de Eisenstein-Bianchi?
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