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El problema de Galois inverso efectivo

Sea G un grupo finito. Dar una expresién para un cuerpo de niimeros

K/Q tal que Gal(K/Q) = G.

El problema de Galois inverso y uniforme

Sea G, una familia paramétrica de grupos finitos. Dar un unico
“objeto” asociado a una familia de cuerpos de nimeros K, tal que
Gal(K,/Q) = G, para todo n.



Teorema

Si G, =27 /nZ con n € Z 1, entonces G, es un grupo de Galois.

Demostracién.
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Teorema

Si G, =S, conn € Z~1, entonces G es un grupo de Galois.

Demostracion.

K., : cuerpo de descomposicién de x” — x — 1
Entonces, Gal(K,/Q) = S, para todo n (realizacién aniforme): O
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El problema de Galois inverso

Sea G un grupo finito. ; Existe una extensién de Galois K/Q tal que
Gal(K/Q) = G?

Objetivo de esta charla

Realizar explicitamente para todo* g € Z >1, el grupo GSpy,(IF¢),
simultdaneamente para todo los primos impares ¢, usando la ¢-torsion de
la jacobiana de la misma curva hipereliptica.



Sea Q una clausura algebraica de Q y sea Gg = Gal(Q/Q).

Sea A una variedad abeliana principalmente polarizada sobre Q de
dimensién g.

Sea ¢ un primo y A[/] el subgrupo de ¢-torsion:
Al :={P e AQ) | [AP =0} = (Z /tz)*.

L’TQJLQ (%)

Al[¢] es un espacio vectorial sobre F, de dimensién 2g, asi como también
es un Gp-maédulo.



La polarizacién induce un emparejamiento simpléctico, el
emparejamiento de Weil mod ¢ en A[{], que es un emparejamiento
bilineal, alternado y no degenerado:

(5 ) Al x Al] — e
que es invariante de Galois: Vo € Gy, Vv, w € A[/]

(ov,ow) = x(o)(v, w),

L

donde x : Gg — F es el cardcter ciclotémico mod /.
—

(A[€], ( , )) es un espacio vectorial simpléctico sobre F; de dimensién 2g

equipado con una accién de Gg. Esto da una representacién
Q
hass

Y
Pae: Go = GSp(A[{], (, )) = GSP&,)(]FZ)



Ejemplo: g =1

Consideramos ¢ = 3 y la curva eliptica sobre Q: N= Z&’ 5&
E: y>=x>+5x+22 (53.a1)
MUMeDE

El polinomio de 3-division 13 : las raices son las x-coordenadas de los
puntos de 3-torsién. En este caso el polinomio es

P3(x) = 3x* + 30x? 4 264x — 25.

Es facil demostrar que 1)3(x) es irreducible sobre Q@ y asi gracias a un
teorema de Reverter y Vila tenemos que

A

\

es sobreyectiva.

A
Gol (/)



Pee oy .
@W\ : Zbﬂﬂj
W(@\% /@\N (alg /le % £69, 1))

W
Pes Gop — GLa(F3) C :
es sobreyectiva, entonces existe un cuerpo de nimeros/K /Q, el nicleo de
la representacidn, tal que Gal(K/Q) = GLy(F3).
K es el cuerpo de descomposicién de

2 2
x8—|—3x7+7x6—|——9x5—|——6x4+4x3+x2+ X—l

"3~ "3 9" T 27
W 7""\\\\ N ’/



Teorema (Serre)

Sea A/Q una variedad abeliana principalmente polarizada de dimensicn
g. Supongamos que g =2, 6 0 g es impar y, ademas, que

Endg(A) = Z. Entonces existe una cota Ba tal que para todos los
nimeros primos £ > Ba la representacion p, , es sobreyectiva.

Se sabe que la conclusién del teorema es falsa para g generales
(contraejemplo de Mumford para g = 4).

Pregunta abierta

.Es posible tener una cota uniforme B, que depende solo de g?

L A%
Ba w(CM%QM%@( %ABQ ¢
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Género 1

La representacion de Galois asociada a la /-torsion de la curva eliptica
V2 4y=x3—x (37.a1)

es sobreyectiva para todo los primos ¢. Esto da una realizacién GL,(F,)
como grupo de Galois para todo los primos /.

Género 2 (Dieulefait)
Sea C la curva hipereliptica de género 2:

yP=x"—x+1 (45904.d.734464.1)

y sea J su jacobiana. Dieulefait demostrd que p, , es sobreyectiva para
todo los primos impares ¢. Esto da una realizacién GSp,(F,) como
grupo de Galois para todo los primos impares £.
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Genus 3 (A., Lemos y Siksek)

Sea C/Q la siguiente curva hipereliptica de género 3,
C:y’+(xX*+x3+x+1)y=x"+x°
y sea J su jacobiana. Entonces

p1.0(Gg) = GSpe(Fe)

para todo los primos impares . Ademds, p,,(Ggp) = Ss x C; C Sg.

Generos superiores

i Qué pasa con g > 47

12



Resultado principal

Teorema (A., Dokchitser)

Sea g un entero positivo tal que se satisfaga la hipctesis (2G + €).

Entonces existe un entero explicito N € Z y un polinomio ménico
explicito fy € Z [x] de grado 2g + 2 tal que si

1. f(x)=fhméd N, y
2. C: y? = f(x) es semiestable en todos los niimeros primos p { N
entonces por cada nimero primo /:

GSpyg (Fe) si € # 2

52g+2 sil=2.

Gal(Q (Jac(C)[1])/Q) = {

En el resto de la charla explicaré el papel de la hipdtesis(2G + ¢€) y daré
algunas ideas de la prueba del teorema.



Parejas de Goldbach

Sea g c Zzo.

Hipétesis (2G + €)
Existen primos g1, g2, g3, g4, gs tales que:
26+2=q+tq@=qa+qg, 28+2>q3>d5>q >q > q

La hipétesis (2G + ¢) ha sido verificada para g hasta 10”: las (nicas
excepciones son 0,1,2,3,4,5,7 y 13.

Gon€) gm0 =28 =/ =735

(26+¢) 9=6  2g47= 4= M#2=3+7 L5
g



Comentarios

e Si (2G + €) no se cumple, ain es posible obtener la misma

conclusién excepto para una lista finita de ndmeros primos /-

Género g

numeros primos excluidos

~N 1B N

13

3,5
3,5,7
5,7
5,7,11
511,13
11,17,23

e Es posible probar que por cada g que satisfaga (2G + €) existe una

densidad positiva de f(x) € Z[x] como en el teorema anterior.

28+L
Notacién: sea C : y? = f(x) una curva hipereliptica sobre Q con
f(x) € Z[x] un polinomio monico y libre de cuadrados de grado 2g + 2y

sea J = Jac(C).
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Ejemplo: g =6

fo(x) = x**4  1122976550518058592759939074  x'3+ 10247323490706358348644352  x'2+
+  1120184609916242124087443456  x''+ 186398290364786000921886720  x'0+
+  1685990245699349559300014080  x°+ 387520952672653585935499264  x°+
+  1422826957983635547417870336  x'+ 585083998625429997308035072  x°+
+  607434202225985243206107136  x°4  1820210247550502007557029888  x“*+
+  533014336994715937945092006 x>+ 505803405154942945879752704  x*+
+  1276845913825955586899050496  x+ 1323672381818030813822668800.

N="p?.

=7%.11%.23-29.19% - 417 . 37% . 17° . 2™ . 32 . 5 = 2201590757511816436065484800

Para todo polinomio f(x) € Z[x] tal que

1. f(x)=fhméd N, y
2. C: y? = f(x) es semiestable en todos los nimeros primos p { N
(e.g. F=1o).
GSpyp(Fp)  si £ #2
Gal(@(I)/Q) = { -
514 sif=2.
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Subgrupos de GSp,,(IF,)




Transveccion

Sea (V,(, )) un espacio vectorial simpléctico de dimension finita sobre

F,. Una transveccion es un elemento T € GSp(V, (, )) que fija un
hiperplano H C V.

Por lo tanto, una transveccién es un elemento unipotente
o€ GSp(V,(, )) tal que o — [ tiene rango 1.



contiene una transveccion?

Sea C/Q una curva hipereliptica del género g:
C: y?="f(x)

donde@e Z [x] es un polinomio ménico y libre de cuadrados.

hod,”
Sen primo impar tal que p no divida elc(ﬁﬁgfﬂiuanle defyy

supongamos que f mddulo p tiene una raiz en E, de multiplicidad

precisamente 2, con todas las demas raices-si

Entonces el modelo de Néron de la jacobiana J en p tiene una dimensién
térica 1, es decir, p, ,(Gg ) contiene una transveccién (Grothendieck,
Hall).

18



Clasificacién de subgrupos de GSp,,(F;) con una transveccién

Teorema (Arias-de-Reyna, Dieulefait y Wiese; Hall)

Sea ¢ >5 un primo y sea V' un espacio vectorial simpléctico sobre Fy de
dimension 2g. Sea G un subgrupo de GSp(V) tal que:

1. G contiene una transveccion;

2. V es un G-médulo irreducible sobre Fy;

3. V es un médulo G primitivo. %

Entonces G contiene|Sp( V)S Lo mismo es vdlido para ¢ = 3, siempre

que V @ F3 sea un médulo G irreducible y primitivo.
\—\



Variedades abelianas
semiestables




El caso semiestable

Teorema (A., Lemos y Siksek)
Sea A una variedad abeliana semiestable principalmente polarizada de
dimension g > 1 sobre Q y sea|l > max(5, g + 2)| primo.
Supongamos que la imagen de p, : Gg — GSp,,(IF,) contiene una
transveccion.

Entonces p, , es reducible o sobreyectiva.



Idea de la prueba

Denote p =D, . Sea G = p(Gg) C GSpy,(Fy).

Dado que G contiene una transveccion, es suficiente mostrar que el caso
imprimitivo no ocurre.

W
Supongamos lo contrario. Escribamos V = @f’zl\/; donde V; son -
subespacios simplécticos no singulares de dimensién 2m < 2d.

En particular, existe un homomorfismo ¢ : G —{ Sy, \con imagen transitiva

—

tal que o (V;) = V(o) (iy-
Seam=¢op:

G G
056> 5

21



Idea de la prueba

T

Sea H = ker(m). Entonces H = G para algtn cuerpo de niimeros K/Q.
Ademds, p|g, es reducible ya que V; son estable bajo la accién de Gg.

En la demostracién mostramos que para ¢ > max(5, g + 2) la extensién
K/Q no estd ramificada en todos los niimeros primos, y asi K tiene
discriminante £1

= K=Q = wis trivial = contradiccién

22



Idea de la prueba

T

G@?G?Sh

Sea p # £ un primo. Como A es semiestable/ /,)actiia unipotentemente
unipotentemente

en V, entonces p(o) tiene orden una potencia de ¢ para o € I,.
potencia de ¢ j
\¥/

El orden de p(c) es divisible por el orden de 7(o) que divide@
£ > ;‘5(125%} — N
Como h=2g/2m< g < {=m(oc) =1= K/Q no estd ramificado en p.
— ., =
La prueba de p = £ es mas complicada. La cota se obtiene considerando
la imagen del subgrupo de inercia y aplicando un resultado de Raynaud.

23



Género 3

Dejemos ahora que A/Q sea una variedad abeliana principalmente

polarizada de dimensién 3.

(a) A es semiestable;
(b) £>5;

(c) Par(Go) contiene una transveccion.

Entonces p, , es reducible o sobreyectiva.

“Algoritmo” (A., Lemos y Siksek)

Método practico que deberia, en la mayoria de los casos, producir un
pequefio entero B (que depende de A) tal que para £1 B, la
representacion p, , es irreducible y, por tanto, sobreyectiva.



Un paso: analizar los factores de Jordan—Holder de .

Supongamos que el Gg-mddulo A[¢] no tiene ningin factor de
Jordan—Holder de dimension 1, pero tiene un subespacio irreducible U
de dimension 2 o 4. Entonces A[{] tiene un factor de Jordan—Hélder de

dimension 2 con determinante .
—

\_
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Sea N el conductor de A. Sea W un factor de Jordan—Holder de Al/] de
dimensién 2 con determinante x.

La representacion
T: Gg — GL(W) = GLy(F))
es impar (ya que el determinante es ), irreducible (ya que W es un
factor de Jordan—Holder de A[¢] de dimensién 2 ).
Seglin la conjetura de modularidad de Serre (Teorema de Khare,

Wintenberger, Dieulefait y Kisin), 7 es modular:

T = Pre

B

T es equivalente a la representacién mod ¢ asociada a una forma modular
nueva f del nivel (M | Ny peso 2.

26



La modularidad nos da un criterio para descartar los factores de
Jordan—Holder de dimensién 2 pero necesitamos calcular los espacios de
formas modulares S7°%(M) para todos los M | cond(A).

Este enfoque para el género 3 no generaliza: al aumentar g, el conductor
aumenta (es al menos 10.323#) y el célculo de las formas nuevas de tales
niveles no es posible actualmente.

Por otro lado, analizar los factores de Jordan—Holder de dimensiéon mds

altas es ain mas “desafiante”.

Nuevo enfoque
Eliminar la hipdtesis de la semiestabilidad e introducir primos de mala
reduccién de modo que la inercia local tenga un comportamiento

especifico.

27



Irreducibilidad y Goldbach




Definicion

Sea t € Z ~o. Decimos que f(x) =Y., aix' € Z y[x] es un
t-polinomio de Eisenstein de grado m € 7Z o si es monico y

ordy(a;) > t para todo i # m, mientras qu@

Definicion

Sean qi,. .., qx ndmeros primos y sea t € Z ~q.

Sea f(x) € Z p[x] un polinomio monico libre de cuadrados. Entonces
f(x) es de tipo t — {q1,...,qk} Si
\n/——d

K
f(x) = h(x) Hg,-(x — ;)
i=1
sobre Z p|x], con o € Z p, @; # @; (reduccion) para todos los i # j,
donde gi(x) € Z ,[x] es un polinomio t-Eisenstein de grado q; y h(x) es
separable y tal que h(c;) # 0 para todos los i. —

28



Definicién

Sea f(x) € Z p[x] un polinomio monico libre de cuadrados. Decimos
que f es de tipo t — {q1,...,qk} en un primo p si f(x) € Z p[x] es de
tipot —{q1,--.,qx}-

La nocién de tipo se puede expresar en términos de condiciones de

29



De vuelta al ejemplo

fo(x) = x**4+  1122076550518058592759939074  x'*+ 10247323490706358348644352
+  1120184609916242124087443456  x''+ 186398290364786000921886720
+  1685990245699349559300014080  x°+ 387529952672653585935499264
+  1422826957983635547417870336  x'+ 585083998625429997308035072
+  607434202225985243206107136  x°4+  1820210247550502007557029888
+  533014336994715937945092096 x>+ 595803405154942945879752704
+  1276845913825955586899050496  x+ 1323672381818030813822668800.

o~ h

2 » 2 2 33 2g42 2

N:pt'Pt/'P/in'P/‘rr'Pz'Pé'p3'p§'2g+' H P =
N T T 35y

=7%.11%.23-29 197 - 41% . 37° . 17% . 2 . 32 . 5 = 2201590757511816436065484800

" —19) - ((x —1)" — 19) méd 19° en [19
) ((x — ) —41) méd 413 en 41

72) - (x + 1) méd 373 tipo 2 — {13}\ en 87
172) (x® 4+ x + 14) méd 17° tipo 2 — {11}/ en 17
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Teorema

Supongamos que f € Z ,[x] tiene el tipo t —{q1,...,qx} con q; # 2, p
para todo i.

Entonces, por cada { # p, el grupo de inercia Iy, actda décilmente en
H:.(C/Q,, Q) y en J[f] mediante un cociente de orden 2] g;.

Ademds, los valores propios no triviales (con multiplicidad) de cualquier
generador T de inercia docil son

—_— S

1 1 .
Cqu*ql"" = e qu,qu,... —Cgk™" | it es impar

1 .
§q17 19" val ,qu; e ,qu sites par.
q q

El ingrediente principal de la prueba es la teoria de los ‘“clusters”
=\
(Dokchitser T., Dokchitser V., Maistret y Morgan).
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Lema

Sea p un primo impar. Supongamos que f € Z p[x]| tiene el tipo

et — {q1,...,qk}|donde g1, ..., qx son primos impares, coprimos con pt.

Supongamos ademds que p es una raiz primitiva médulo cada uno de

los q;. ( qi- \
Entonces, para cada primo { # p,qi, ..., qx tenemos | q% \
Vi er F)s=P W, 0101 | [('/

-

donde W, es une Gg -subpresentacion irreducibles de dimension \
\
/
/

(i —1). (

N /
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Sean q1, g> ¥ q3 primos tales que g1 < o < g3 <2g+2y
G+ Gq=2g+2 B

Supongamos que f € 7 [x] tiene el tipo 1 —{q1, g2} en un primo impar
p2 y el tipo 2 — {qs} en un primo impar ps, donde p, es una raiz
primitiva médulo g1 y q»>; vy p3 es una raiz primitiva modulo gs.

Entonces, para cada primo\l # q1, G2, Gs, P2, p3, €l Gg-mddulo J[{] es

absolutamente irreducible.
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Teorema

Sea g un entero positivo que satisfaga (2G + ¢):

28+2=q1+q=qs+ 2g +2
g Q1C72(74\25 g

e

@>qzqu>q4.

Supongamos que f € 7 [x] tiene el tipo 1 —9q1, g2} en un primo impar
@ y el tipo 1 —{qa, gs} en un primo imp el tipo 2 /{d?f en un
primo impay el tipo 2 —/{\q5}/en un primo impa@ donde:
® o es una raiz primitiva médulo q1 y qo; [
e p), es una raiz primitiva modulo q4 y qs; | |
e p3 es una raiz primitiva mddulo qs; | |
e pl es una raiz primitiva médulo gs. L l

Entonces, para cada ¢ primo, el Gg-mddulo J[(] es absolutamente
irreducible.
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Demostracion.

La aplicacién del Lema anterior con g1, g2, g3, demuestra la afirmacién

‘.R"
para todos los ¢ # po, ps, g1, g2, g3. Aplicando el lema nuevamente con
4, qs,G3 Y CON g1, G2, g5 probamos el resultado para todo ]

N
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Generalizacion




Generalizacion : cuerpos de nimeros

El problema de Galois inverso sobre cuerpos de niimeros

n grupo finito et K/Q) un cuerpo de nlimeros. ;Existe una

extensién de Galois L/K tal que Gal(L/K) = G?
—
ANE™S

Hay una obstruccién proveniente del emparejamiento de Weil, p. €j. @B
’104)

E: ﬁ"‘(%)y:ﬁ—f—)@ —2x—7 sobre|Q(v101)

7e.(Gal(@ /Q(V101))) = GLo(F,) ¥ primo ¢ # 101
pe101(Gal(@Q /Q (V101))) € D - SLy(F101) = @

donde D es el conjunto de cuadrados invertibles en Fyq;.
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Generalizacidn : otros grupos lineales

Ou

Pregunta

i Como podemos resolver explicitamente el problema de Galois inverso
para grupos como GLy(Fy2) or PGL(IFy2)?
N—

Teorema (Wiese)

Supongamos /a=conjetura de Maeda\para las formas modulares clasicas.

Entonces, para todo entero impar d, el conjunto de primos ¢ para el que
existe K/Q un cuerpo de nimeros tal que Gal(K/Q) = PGLy(F )
tiene densidad 1. N
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