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Formas modulares
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H={zeC:Imz > 0}
SL»(Z) O H
a b o (70 az+b
c d cz+d
Por ejemplo:
1 1
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Para cada N € Z- 1, definimos:
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Formas modulares
Para cada N € Z- 1, definimos:

Fo(N) = {(i 2) € SLo(Z)
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Formas modulares

Para cada N € Z- 1, definimos:

Fo(N) = {(i 2) € SLa(2) - (? Z)
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Formas modulares

Para cada N € Z- 1, definimos:

Fo(N)={<i Z)GSLz(Z):(i Z)E(; :) (méd N)}
10 - {(G 5) =@ (§ g)= (5 7) meam]

Las formas modulares son funciones holomorfas f : H — C que tienen
una cierta simetria respecto de un subgrupo I de SL»(Z).
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Formas modulares

Seal =To(N)oTl =T¢(N)y k = 0un entero.
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Formas modulares

Seal =To(N)oTl

r(N)y k = 0 un entero.

holomorfa

f-H—->C
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Formas modulares

Seal =To(N)oTl =T¢(N)y k = 0un entero.

Definicion: Una es una funcién
holomorfa
f:H—-C
tal que:
* Paratodo ze Hytodo~yeT,

f(7(2)) = (cz + d)"(2);
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Formas modulares

Seal =To(N)oTl =T¢(N)y k = 0un entero.

Definicion: Una es una funcién
holomorfa
f:H—-C

tal que:

* Paratodo ze Hytodo~yeT,

f(7(2)) = (cz + d)"(2);

* f es “holomorfa en las cuspides”
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* f es “holomorfa en las cuspides”

Como v = (2) 1) erl,
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Formas modulares

* f es “holomorfa en las cuspides”

Como v = (2) 1) erl,

wof(z+1) =f(z) paratodo ze H

=] = = E na
Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos



Formas modulares

* f es “holomorfa en las clspides”

Como v = (2) 1) erl,

f(z+1) =f(z) paratodo z e H

f tiene un desarrollo de Fourier
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f tiene un desarrollo de Fourier

f(Z) _ i a eZTrfnz
- n
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Formas modulares

* f es “holomorfa en las clspides”

Como v = (2) 1) erl,

f(z+1) =f(z) paratodo z e H

f tiene un desarrollo de Fourier

[ee]
f(z) = Z ane”™"™ entonces decimos que f es holomorfa en oo
n=0
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Formas modulares

Definicion:
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Formas modulares

Definicion:

* Diremos que f es una forma cuspidal si se anula en todas las cuspides.
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Formas modulares

Definicion:

* Diremos que f es una si se anula en todas las cuspides.

* Diremos que f esta si el coeficiente a; del desarrollo de
Fourier es 1.
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* Diremos que f es una si se anula en todas las cuspides.

* Diremos que f esta si el coeficiente a; del desarrollo de
Fourier es 1.

* Sea f una forma modular respecto de I'1(N).
*Nesel de f.
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Formas modulares

Definicion:

* Diremos que f es una si se anula en todas las cuspides.

* Diremos que f esta si el coeficiente a; del desarrollo de
Fourier es 1.

* Sea f una forma modular respecto de I'1(N).
*Nesel de f.

* Existe un caracter de Dirichlet € : Z/NZ — C tal que,

para toda~y = (i Z) e To(N), f(7(2)) = e(d)(cz + d)*f(2).
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Formas modulares

Definicion:

* Diremos que f es una si se anula en todas las cuspides.

* Diremos que f esta si el coeficiente a; del desarrollo de
Fourier es 1.

* Sea f una forma modular respecto de I'1(N).
*Nesel de f.

* Existe un caracter de Dirichlet € : Z/NZ — C tal que,
para toda~y = (i Z) e To(N), f(7(2)) = e(d)(cz + d)*f(2).

f se llama o) de f
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Formas modulares

¢Cuantas formas modulares hay?
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¢Cuantas formas modulares hay?

Sk(T) := {f : fes una forma cuspidal respecto de I con peso k}
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¢Cuantas formas modulares hay?

Sk(T) := {f : fes una forma cuspidal respecto de I con peso k}

Sk(T') es un C-espacio vectorial.
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Formas modulares

¢Cuantas formas modulares hay?

Sk(I) := {f : fes una forma cuspidal respecto de I' con peso k}
Sk(T') es un C-espacio vectorial.
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Formas modulares

¢Cuantas formas modulares hay?

Sk(I) := {f : fes una forma cuspidal respecto de I' con peso k}
Sk(T') es un C-espacio vectorial.

Para k = 1 no hay férmulas para calcular dime¢(Sk(I)).

r
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Formas modulares

¢Cuantas formas modulares hay?

Sk(T) := {f : fes una forma cuspidal respecto de I con peso k}
Sk(T') es un C-espacio vectorial.

Para k = 1 no hay féormulas para calcular dimc(Sk(I)). No podemos
saber a priori si Sx(I') 4 {0} sin calcular explicitamente S ().
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Representaciones de Galois

Denotamos al grupo de Galois absoluto de los racionales por

Go = Gal(Q/Q)

o = = = DA
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Denotamos al grupo de Galois absoluto de los racionales por
Go = Gal(Q/Q)

En esta charla consideraremos representaciones de Galois de dimension
2, es decir
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Denotamos al grupo de Galois absoluto de los racionales por
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2, es decir

p: GQ — GLg(F)
donde F = F,r, Fp, una extension finita de Qp, Q, o C.
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compleja en Gg.
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Representaciones de Galois

Denotamos al grupo de Galois absoluto de los racionales por
Go = Gal(Q/Q)
En esta charla consideraremos representaciones de Galois de dimension
2, es decir
p: GQ — GLg(F)
donde F = F,r, Fp, una extension finita de Qp, Q, o C.

Diremos que p es si det(p(c)) = —1, siendo ¢ una conjugacion
compleja en Gg.

Para cada primo p, decimos que p es p si laimagen del
grupo de inercia en p es trivial.
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Representaciones de Galois

Denotamos al grupo de Galois absoluto de los racionales por

Go = Gal(Q/Q)
En esta charla consideraremos representaciones de Galois de dimension
2, es decir
P GQ g GLg(F)
donde F = F,r, Fp, una extension finita de Qp, Q, o C.
Diremos que p es si det(p(c)) = —1, siendo ¢ una conjugacion
compleja en Gg.

Para cada primo p, decimos que p es p si laimagen del
grupo de inercia en p es trivial. En este caso, existe un elemento (bien
definido salvo conjugacion)

p(Frobp) € GLz(F).
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Seanl =T{(N)y k = 0 un entero

Existe una familia { Tm}m=1 una familia de operadores lineales en Sk(I'),
que conmutan entre si, llamados
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Formas modulares y representaciones de Galois

Seanl =T{(N)y k = 0 un entero

Existe una familia { Tm}m=1 una familia de operadores lineales en Sk(I'),
que conmutan entre si, llamados

Una forma modular f € Sx(I') se llama una si es una
forma propia de T, para todo m > 1.
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Formas modulares y representaciones de Galois

Seanl =T{(N)y k = 0 un entero

Existe una familia { Tm}m=1 una familia de operadores lineales en Sk(I'),
que conmutan entre si, llamados

Una forma modular f € Sx(I') se llama una si es una
forma propia de T, para todo m > 1.

Sif=3 -4 ane®™™ es una autoforma de Hecke normalizada, entonces

Qr := Q({ac : £ primo})

es un cuerpo de numeros,
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Formas modulares y representaciones de Galois

Sea f =} _, a»q" una autoforma de Hecke normalizada respecto de
I'1(N) con peso k = 0, nebentypus ¢ : Z/NZ — C, y sea Qr el cuerpo
de coeficientes.
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Formas modulares y representaciones de Galois

Sea f =} _, a»q" una autoforma de Hecke normalizada respecto de
I'1(N) con peso k = 0, nebentypus ¢ : Z/NZ — C, y sea Qr el cuerpo
de coeficientes.

Fijemos inmersiones Z — Z,, para cada primo p

prp : Go — GL2((Qf)p),
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Formas modulares y representaciones de Galois

Sea f =} _, a»q" una autoforma de Hecke normalizada respecto de
I'1(N) con peso k = 0, nebentypus ¢ : Z/NZ — C, y sea Qr el cuerpo
de coeficientes.

Fijemos inmersiones Z — Z,, para cada primo p

prp : Go — GL2((Qr)p),

semisimple, impar, no ramificada fuera de Np,
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Formas modulares y representaciones de Galois

Sea f =} _, a»q" una autoforma de Hecke normalizada respecto de
I'1(N) con peso k = 0, nebentypus ¢ : Z/NZ — C, y sea Qr el cuerpo
de coeficientes.

Fijemos inmersiones Z — Z,, para cada primo p

prp : Go — GL2((Qf)p),

semisimple, impar, no ramificada fuera de Np, tal que para ¢ { Np,

trazapr p(Frobe) = ag, det pr p(Frobg) = e(0).
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Formas modulares y representaciones de Galois

Sea f =} _, a»q" una autoforma de Hecke normalizada respecto de
I'1(N) con peso k = 0, nebentypus ¢ : Z/NZ — C, y sea Qr el cuerpo
de coeficientes.

Fijemos inmersiones Z — Z,, para cada primo p

prp : Go — GL2((Qr)p),

semisimple, impar, no ramificada fuera de Np, tal que para ¢ { Np,

trazapr p(Frobe) = ag, det pr p(Frobg) = e(0).

Componiendo con la reduccion Z, — F,
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Formas modulares y representaciones de Galois

Sea f =} _, a»q" una autoforma de Hecke normalizada respecto de
I'1(N) con peso k = 0, nebentypus ¢ : Z/NZ — C, y sea Qr el cuerpo
de coeficientes.

Fijemos inmersiones Z — Z,, para cada primo p

prp : Go — GL2((Qr)p),

semisimple, impar, no ramificada fuera de Np, tal que para ¢ { Np,

trazapr p(Frobe) = ag, det pr p(Frobg) = e(0).

Componiendo con la reduccion Z, — F,

ﬁf,p : G@ - GLg(Fp)
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Teorema de Modularidad
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Teorema de Modularidad

Teorema de Modularidad: (Khare, Wintenberger)

Sea p un ndmero primo y

p: Gg — GLa(Fp)
una representacion de Galois continua, impar e irreducible.
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Teorema de Modularidad

Teorema de Modularidad: (Khare, Wintenberger)

Sea p un ndmero primo y

p: Gg — GLa(Fp)
una representacion de Galois continua, impar e irreducible.

Existen enteros N5 y k5 y una forma modular f respecto de 't (N;)
con peso k5 autoforma de Hecke normalizada,
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Teorema de Modularidad

Teorema de Modularidad: (Khare, Wintenberger)
Sea p un ndmero primo y
p: Gg — GLa(Fp)
una representacion de Galois continua, impar e irreducible.

Existen enteros N5 y k5 y una forma modular f respecto de 't (N5)
con peso k5 autoforma de Hecke normalizada, tal que p es isomorfa
(como representacion de Galois) a py -
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Teorema de Modularidad

Teorema de Modularidad: (Khare, Wintenberger)
Sea p un ndmero primo y
p: Gg — GLa(Fp)
una representacion de Galois continua, impar e irreducible.

Existen enteros N5 y k5 y una forma modular f respecto de 't (N5)
con peso k5 autoforma de Hecke normalizada, tal que p es isomorfa
(como representacion de Galois) a py -

¢Cudles son los enteros N5 y k5 mas pequefios posibles?
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Teorema de Modularidad

Teorema de Modularidad: (Khare, Wintenberger)

Sea p un ndmero primo y

p: Gg — GLa(Fp)
una representacion de Galois continua, impar e irreducible.

Existen enteros N5 y k5 y una forma modular f respecto de 't (N5)
con peso k5 autoforma de Hecke normalizada, tal que p es isomorfa
(como representacion de Galois) a py -

¢Cudles son los enteros N5 y k5 mas pequefios posibles?

PARA k = 1, HAY QUE CONSIDERAR LAS FORMAS MODULARES DE KATZ.

Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos 15.04.2021 13/28



Formas modulares de Katz
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Formas modulares de Katz

Sk(I') se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

Sea N = 1 un entero, y p{ N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

Sea N = 1 un entero, y p{ N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

Sea N > 1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de

X(T'1(N)) a Fp, se puede definir un analogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
> o anq", con as € Fp.
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS
* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion

> o anq", con as € Fp.
* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
> o anq", con as € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada,
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
> o anq", con as € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada,

ﬁf,p : G@ - GLZ(FP)
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
> o anq", con as € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada,

ﬁf,p : G@ - GLZ(FP)

impar, no ramificada fuera de Np, y tal que si £ { Np,
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
> o anq", con as € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada,

ﬁf,p : G@ - GLZ(FP)

impar, no ramificada fuera de Np, y tal que si £ { Np,
trazapy ,(Frob,) = ay, det(p; ,(Froby) = =e(0).

Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos 15.04.2021 14/28



Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
> o anq", con as € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada de peso k = 1,

ﬁf,p : G@ - GLZ(FP)

impar, no ramificada fuera de Np, y tal que si £ { Np,
trazapy ,(Frob,) = ay, det(p; ,(Froby) = =e(0).

Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos 15.04.2021 14/28



Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
> o anq", con as € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada de peso k = 1,

ﬁf,p : G@ - GLZ(FP)

impar, no ramificada fuera de Np, y tal que si £ { Np,
trazapy ,(Frob,) = a, det(p; ,(Froby) = =e(0).
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
Yo anq”, con a, € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada de peso k = 1,

Prp: Go — GLa(Fp)

impar, no ramificada fuera de N, y tal que si £ 1 N,
trazapy ,(Frob,) = a, det(p; ,(Froby) = e(0).
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
Yo anq”, con a, € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada de peso k = 1,

Prp: Go — GLa(Fp)

impar, no ramificada fuera de N, y tal que si £ 1 N,
trazapy ,(Frob,) = a, det(p; ,(Froby) = 0 e(0).
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Formas modulares de Katz

Sk(T") se puede identificar con un espacio de formas diferenciales
sobre la curva modular X(I') = MN\H*.

SeaN>1 un entero, y pt N. Considerando el cambio de base de
X(T1(N)) a Fp, se puede definir un andlogo geométrico de las formas
modulares de peso k.

ESTAS SON LAS

* Las formas modulares de Katz también tienen una g-expansion
Yo anq”, con a, € Fp.

* Se pueden definir los operadores de Hecke en este contexto.

* Si f es una forma de Hecke normalizada de peso k = 1,

Prp: Go — GLa(Fp)

impar, no ramificada fuera de N, y tal que si £ 1 N,
trazapy ,(Frob,) = a, det(p; ,(Froby) = £(£).
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Formas modulares de Katz

=] = = E na
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Formas modulares de Katz

Seaf=
y peso k.

o anq" una forma modular de Katz sobre F,, de nivel I'1(N)

=] = = E na
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Formas modulares de Katz

Seaf =3}, a:,q" unaforma modular de Katz sobre F,, de nivel I'1(N)
y peso k.

Cuando k > 2y N % 1, f es la reduccion mod p de una forma modular
clasica.
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Formas modulares de Katz

Seaf =3}, a:,q" unaforma modular de Katz sobre F,, de nivel I'1(N)
y peso k.

Cuando k > 2y N % 1, f es la reduccion mod p de una forma modular
clasica. (También cuando k =2, N=1y p > 3).
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Formas modulares de Katz

Seaf =3}, a:,q" unaforma modular de Katz sobre F,, de nivel I'1(N)
y peso k.

Cuando k > 2y N % 1, f es la reduccion mod p de una forma modular
clasica. (También cuando k =2, N=1y p > 3).

o = E na
Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos



Formas modulares de Katz

Seaf =

o anq" una forma modular de Katz sobre F,, de nivel I'1(N)
y peso k.

Cuando k > 2y N % 1, f es la reduccion mod p de una forma modular
clasica. (También cuando k =2, N=1y p > 3).

* No tenemos férmulas para la dimension del espacio de formas
modulares de Katz de peso 1.

(=] = Q C
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Formas modulares de Katz

Seaf =3}, a:,q" unaforma modular de Katz sobre F,, de nivel I'1(N)
y peso k.

Cuando k > 2y N % 1, f es la reduccion mod p de una forma modular
clasica. (También cuando k =2, N=1y p > 3).

* No tenemos férmulas para la dimension del espacio de formas
modulares de Katz de peso 1.

* Aparecen de forma esporadica.

o = = = wae
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Formas modulares de Katz

Seaf =3}, a:,q" unaforma modular de Katz sobre F,, de nivel I'1(N)
y peso k.

Cuando k > 2y N % 1, f es la reduccion mod p de una forma modular
clasica. (También cuando k > 2, N =1y p > 3).

* No tenemos férmulas para la dimension del espacio de formas
modulares de Katz de peso 1.

* Aparecen de forma esporadica.

FIJEMOS p. 4 EXISTEN INFINITAS FORMAS MODULARES DE KATZ SOBRE
Fp DE PESO 1, AUTOFORMAS DE HECKE NORMALIZADAS, QUE NO PRO-
VENGAN DE FORMAS MODULARES CLASICAS?
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Formas modulares y cuerpos de numeros

=] = = E na
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

o = = = DA
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

~Prp: Go — GLa(Fp)
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo
Prp: Go — GL2(Fp)

Como p; , es continua, ker p; , = Gal(Q/K;) para cierto cuerpo de
numeros Ky
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo
Prp: Go — GL2(Fp)

Como p; , es continua, ker p; , = Gal(Q/K;) para cierto cuerpo de
numeros Ky
Impy , ~ Gal(K;/Q).
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo
Prp: Go — GL2(Fp)

Como p; , es continua, ker p; , = Gal(Q/K;) para cierto cuerpo de
numeros Ky

Impy , ~ Gal(K;/Q).

¢Qué podemos decir sobre Imp; ,?
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo
Prp: Go — GL2(Fp)

Como p; , es continua, ker p; , = Gal(Q/K;) para cierto cuerpo de
numeros Ky
Impy , ~ Gal(K;/Q).

¢Qué podemos decir sobre Imp; ,?

ﬁf,p : GQ - GL2(FP)
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo
Prp: Go — GL2(Fp)

Como p; , es continua, ker p; , = Gal(Q/K;) para cierto cuerpo de
numeros Ky
Impy , ~ Gal(K;/Q).

¢Qué podemos decir sobre Imp; ,?

ﬁf,p . G@ g GL2 (Fp) - PGLz(Fp)
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo
Prp: Go — GL2(Fp)

Como p; , es continua, ker p; , = Gal(Q/K;) para cierto cuerpo de
numeros Ky
Impy , ~ Gal(K;/Q).

¢Qué podemos decir sobre Imp; ,?

ﬁf,p . G@ g GL2 (Fp) - PGL2 (Fp)

iy : Go — PGLe(F))
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo
Prp: Go — GL2(Fp)

Como p; , es continua, ker p; , = Gal(Q/K;) para cierto cuerpo de
numeros K;
Impy , ~ Gal(K;/Q).

¢Qué podemos decir sobre Imp; ,?

ﬁf,p . G@ g GL2 (Fp) - PGL2 (Fp)
s Gg — PGLa(F))

Ribet: Si f no tiene multiplicacion compleja, la imagen Imﬁ‘,’f;’,j coincide
con PSLy(F,r) 0 PGL»(Fpr) para casi todo primo p.
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

o = = = DA
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

, ,,»ﬁ‘f’f;j : Gg — PGL,(Fp)
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

7Y« Gg — PGLo(F))

e ) A
Sea K™ = Q“ ""». ;Qué sabemos de KI"'?
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

P Go — PGLo(Fp)
proj __ *kerﬁ};wj . . roj o
Sea K" =Q  "**. ;Qué sabemos de KI™?

* ImpY ~ Gal(KP™/Q).
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

P Go — PGLo(Fp)
proj __ *kerﬁ};wj . . roj o
Sea K" =Q  "**. ;Qué sabemos de KI™?

* ImpY ~ Gal(KP™/Q).
* Como det(p; ,(c)) = —1,
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

P}y + Go — PGLa(Fp)
proj __ *kerﬁ};mj . . roj o
Sea K" =Q  "**. ;Qué sabemos de KI™?

" 1y ~ Gal(KI™/Q).
° Como det(p; ,(c)) = —1, tenemos que p; ,(¢) es una involucion no
escalar
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

P}y + Go — PGLa(Fp)
proj __ *kerﬁ};mj . . roj o
Sea K" =Q  "**. ;Qué sabemos de KI™?

" Impffy ~ Gal(K]"™/Q).
° Como det(p,p( )) = —1, tenemos que p; ,(c) es una involucion no
escalar ﬁ';rfj( ) £ 1d
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

P}y + Go — PGLa(Fp)
proj __ *kerﬁ};mj . . roj o
Sea K" =Q  "**. ;Qué sabemos de KI™?

" Impffy ~ Gal(K]"™/Q).
° Como det(p,p( )) = —1, tenemos que p; ,(c) es una involucion no
escalar - (c) +1d K™ ¢ R.
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

Py« Go — PGLa(Fp)
proj __ *kerﬁ};mj . . proj o
Sea K" = Q" ""*. ;Qué sabemos de K{™7

" Implfy ~ Gal(KP™/Q).
° Como det(p,p( )) = —1, tenemos que p; ,(c) es una involucion no
escalar - (c) +1d K™ ¢ R.

* Por el resultado de Ribet, Gal(K?™ /Q) ~ PSLz(Fy) 0 PGLa(F,r) para
casi todo p.
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Sea f una forma modular, autoforma de Hecke normalizada, p primo

ﬁl;r;J : Gg — PGL,(Fp)
. — er P , 0]
Sea K" = Q' ""». ;Qué sabemos de KI™?

. Impprq ~ Gal( pl‘O_]/@)
° Como det(p; p( )) = —1, tenemos que p; ,(c) es una involucion no
escalar —p"J(c) + 1d K" ¢ R.

* Por el resultado de Ribet, Gal(K™ /Q) ~ PSLz(Fy) 0 PGLa(F,r) para
casi todo p.

Reciprocamente, dada una extensién de Galois K/Q, totalmente
imaginaria, con Gal(K/Q) isomorfo a PSLz(Fr) 0 PGL2(Fy ), ¢existe una
forma modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K/™?
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Dada una extension de Galois K/Q, totalmente imaginaria, con
Gal(K/Q) isomorfo a PSLz(Fyr) 0 PGL2(Fpr), ¢ existe una forma
modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K}™?
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Formas modulares y cuerpos de numeros
Dada una extension de Galois K/Q, totalmente imaginaria, con
Gal(K/Q) isomorfo a PSLz(Fyr) 0 PGL2(Fpr), ¢ existe una forma
modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K}™?

Consideremos la representacién de Galois

7P : Gy — Gal(K/Q) ~ G < PGLy(F,),
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Dada una extension de Galois K/Q, totalmente imaginaria, con
Gal(K/Q) isomorfo a PSLz(Fyr) 0 PGL2(Fpr), ¢ existe una forma
modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K}™?

Consideremos la representacién de Galois
77 Gy — Gal(K/Q) ~ G c PGLy(Fp),

siendo G = PSL(Fpr) 0 PGL2(FFpr).
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Dada una extension de Galois K/Q, totalmente imaginaria, con
Gal(K/Q) isomorfo a PSLz(Fyr) 0 PGL2(Fpr), ¢ existe una forma
modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K}™?

Consideremos la representacién de Galois
7™ Gy — Gal(K/Q) ~ G < PGLy(Fy),
siendo G = PSLy(Fpr) 0 PGL(Fyr).
* Existe un levantamiento
p: Go — GLa(Fp)

tal que al componer con GL2(F,) — PGL»(F,) obtenemos 57,
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Dada una extension de Galois K/Q, totalmente imaginaria, con
Gal(K/Q) isomorfo a PSL»(FF,r) 0 PGL2 (Fyr ), ¢ existe una forma
modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K"?

Consideremos la representacién de Galois
7™ Gy — Gal(K/Q) ~ G < PGLy(Fy),
siendo G = PSLy(Fpr) 0 PGL(Fyr).
* Existe un levantamiento
p: Gg — GL2(Fp)
tal que al componer con GL2(F,) — PGL»(F,) obtenemos 57,

* Como K/Q es totalmente imaginario, 2°(¢) es un elemento no trivial.
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Formas modulares y cuerpos de numeros

Dada una extension de Galois K/Q, totalmente imaginaria, con
Gal(K/Q) isomorfo a PSL»(FF,r) 0 PGL2 (Fyr ), ¢ existe una forma
modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K"?

Consideremos la representacién de Galois
7™ Gy — Gal(K/Q) ~ G < PGLy(Fy),
siendo G = PSLy(Fpr) 0 PGL(Fyr).
* Existe un levantamiento
p: Gg — GL2(Fp)
tal que al componer con GL2(F,) — PGL»(F,) obtenemos 57,

* Como K/Q es totalmente imaginario, 2°(¢) es un elemento no trivial.
p(c) es una involucién no escalar

Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos 15.04.2021 18/28



Formas modulares y cuerpos de numeros

Dada una extension de Galois K/Q, totalmente imaginaria, con
Gal(K/Q) isomorfo a PSL»(FF,r) 0 PGL2 (Fyr ), ¢ existe una forma
modular f, autoforma de Hecke normalizada, tal que K = K"?

Consideremos la representacién de Galois
7™ Gy — Gal(K/Q) ~ G < PGLy(Fy),
siendo G = PSLy(Fpr) 0 PGL(Fyr).
* Existe un levantamiento
p: Gg — GL2(Fp)
tal que al componer con GL2(F,) — PGL»(F,) obtenemos 57,

* Como K/Q es totalmente imaginario, 2°(¢) es un elemento no trivial.
p(c) es una involucién no escalar det(p(c)) = —1
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Formas modulares y ramificacion

Sea K/Q una extension de Galois, totalmente imaginaria, no ramificada
en p, con Gal(K/Q) ~ PSLy(Fyr) 0 Gal(K/Q) ~ PGLy(Fy).
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Formas modulares y ramificacion

Sea K/Q una extension de Galois, totalmente imaginaria, no ramificada
en p, con Gal(K/Q) ~ PSLa(F,) 0 Gal(K/Q) ~ PGL2(Fy).

Wﬁpmj . GQ _ Gal(K/Q) ~ Gc PGLZ(Fp)a

wp: Gg — GLe(Fp)
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Formas modulares y ramificacion

Sea K/Q una extension de Galois, totalmente imaginaria, no ramificada
en p, con Gal(K/Q) ~ PSLa(F,) 0 Gal(K/Q) ~ PGL2(Fy).

Wﬁproj . GQ _ Gal(K/Q) ~ Gc PGLZ(ﬁP)a

wp: Gg — GLe(Fp)

Pero es dificil encontrar una extensién de Galois K/Q no ramificada en p,
con Gal(K/Q) ~ PSLy(Fy) 0 Gal(K/Q) ~ PGLy(Fy).

=] = = E E Qe
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Aritmética de cuerpos

Sea E/Q(T) una extension finita de Galois con Gal(E/Q(T)) ~ G

=] = = E na
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Aritmética de cuerpos

Sea E/Q(T) una extension finita de Galois con Gal(E/Q(T)) ~ G.

Definicion: Para cada t € Q, se define la de E/Q(T) en
t del siguiente modo:
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Aritmética de cuerpos

Sea E/Q(T) una extension finita de Galois con Gal(E/Q(T)) ~ G.

Definicion: Para cada t € Q, se define la de E/Q(T) en
t del siguiente modo: si B es el cierre integro de Q[T] en E, y %3 es un
ideal primo de B sobre (T —t),

Et = B/q}

Como E/Q(T) es de Galois, E; no depende de la eleccién de B3 sobre
(T —1).
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Aritmética de cuerpos

En términos explicitos:

* Sea P(T,Y) € Q[T][ Y] un polinomio ménico separable;
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Aritmética de cuerpos

En términos explicitos:

* Sea P(T,Y) € Q[T][ Y] un polinomio ménico separable;

* sea E el cuerpo de descomposicion de P(T, Y) sobre Q(T);
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Aritmética de cuerpos

En términos explicitos:

* Sea P(T,Y) € Q[T][ Y] un polinomio ménico separable;
* sea E el cuerpo de descomposicion de P(T, Y) sobre Q(T);
* sea G = Gal(E/Q(T)).

* Supongamos que t = (4, ..., t,) € Q" verifica el cuerpo de
descomposicion K de P(t, Y) € Q[Y] tiene grupo de Galois G.
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En términos explicitos:

* Sea P(T,Y) € Q[T][ Y] un polinomio ménico separable;
* sea E el cuerpo de descomposicion de P(T, Y) sobre Q(T);
* sea G = Gal(E/Q(T)).

* Supongamos que t = (4, ..., t,) € Q" verifica el cuerpo de
descomposicion K de P(t, Y) € Q[Y] tiene grupo de Galois G.

E=K.
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Familias de Galois de formas modulares

0 PGLo(Fy).

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)

o = = = DA
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Familias de Galois de formas modulares

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G
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Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G

Existe (al menos una) forma modular f tal que E = K}’“’j.
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Familias de Galois de formas modulares

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G
Existe (al menos una) forma modular f tal que E = Kf"“’j.
Esto motiva la definicion de

Definicion: Sea p un nimero primo, n un entero y G < PGL2(Fp) un
subgrupo finito.
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Familias de Galois de formas modulares

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G
Existe (al menos una) forma modular f tal que E = Kf"“’j.
Esto motiva la definicion de

Definicion: Sea p un nimero primo, n un entero y G < PGL2(Fp) un
subgrupo finito. Denotamos T = (Tq,..., Tp).
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Familias de Galois de formas modulares

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G

Existe (al menos una) forma modular f tal que £ = K.
Esto motiva la definicién de
Definicion: Sea p un nimero primo, n un entero y G < PGL2(Fp) un
subgrupo finito. Denotamos T = (Tq,..., Tp).

Sea / un conjunto de indices, y para cada i € /, sea f; una forma modular,
autoforma de Hecke normalizada.
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Familias de Galois de formas modulares

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G
Existe (al menos una) forma modular f tal que £ = K.

Esto motiva la definicion de

Definicién: Sea p un nimero primo, nun entero y G < PGL»(FFp) un
subgrupo finito. Denotamos T = (Tq,..., Tp).
Sea / un conjunto de indices, y para cada i € /, sea f; una forma modular,
autoforma de Hecke normalizada.
Diremos que el conjunto (f;)e; €s una

si existe una extension de Galois finita £/Q(T) con
Gal(E/Q(T)) ~ Gtal que, paracadaie I:
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Familias de Galois de formas modulares

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G
Existe (al menos una) forma modular f tal que £ = K.

Esto motiva la definicion de

Definicién: Sea p un nimero primo, nun entero y G < PGL»(FFp) un
subgrupo finito. Denotamos T = (Tq,..., Tp).
Sea / un conjunto de indices, y para cada i € /, sea f; una forma modular,
autoforma de Hecke normalizada.
Diremos que el conjunto (f;)e; €s una

si existe una extension de Galois finita £/Q(T) con
Gal(E/Q(T)) ~ Gtal que, paracadaie I:

* Existe t; € Q" tal que K™ = £,
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Familias de Galois de formas modulares

Sea E/Q(T) una extension de Galois con G = Gal(E/Q(T)) ~ PSLa(Fy)
0 PGL,(Fyr).

Para cada especializacién E; tal que Ey ¢ Ry Gal(E/Q) ~ G
Existe (al menos una) forma modular f tal que £ = K.

Esto motiva la definicion de

Definicién: Sea p un nimero primo, nun entero y G < PGL»(FFp) un
subgrupo finito. Denotamos T = (Tq,..., Tp).
Sea / un conjunto de indices, y para cada i € /, sea f; una forma modular,
autoforma de Hecke normalizada.
Diremos que el conjunto (f;)e; €s una

si existe una extension de Galois finita £/Q(T) con
Gal(E/Q(T)) ~ Gtal que, paracadaie I:

* Existe t; € Q" tal que K™ = £,
° Imﬁ';l_mj es conjugada con G en PGL,(Fp)
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Recordemos: si K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos 15.04.2021 24/28



Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Recordemos: si K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

Existe una autoforma de Hecke normalizada f de peso 1 tal que

K =K.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Recordemos: si K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

Existe una autoforma de Hecke normalizada f de peso 1 tal que

K =K.

prp - Go — GL2((Qr)p), Prp : Go — GLa(Fp)
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Recordemos: si K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

Existe una autoforma de Hecke normalizada f de peso 1 tal que

K =K.

prp - Go — GL2((Qr)p), Prp : Go — GLa(Fp)

Si f es una forma modular clasica
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Recordemos: si K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

Existe una autoforma de Hecke normalizada f de peso 1 tal que

K =K.

prp - Go — GL2((Qr)p), Prp : Go — GLa(Fp)

Si f es una forma modular clasica

Deligne-Serre
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Recordemos: si K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

Existe una autoforma de Hecke normalizada f de peso 1 tal que

K =K.

prp - Go — GL2((Qr)p), Prp : Go — GLa(Fp)

Si f es una forma modular clasica

Deligne-Serre

Existe pr : Gg — GL2(C) tal que

trazapr p(Frobg) = trazaps(Froby), detps p(Frobg) = detps(Froby)
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Recordemos: si K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

Existe una autoforma de Hecke normalizada f de peso 1 tal que
K =K™.

prp: Go — GL2((Q1)p), Brp : Go — GL2(Fp)

Si f es una forma modular clasica

Deligne-Serre

Existe pr : Gg — GL2(C) tal que

trazapr p(Frobe) = trazaps(Froby), detps ,(Frob) = detps(Froby)

Pt p €8 la reduccion de pr modulo p
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

v~ Py p €8 la reduccion de ps médulo p

=] = = E na
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

v~ Py p €8 la reduccion de ps médulo p

<

Gg — PGLy(C) —— PGLo(Fp)

<

Imp; ———— Imp; ,

o = = = DA
Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos




Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Pt p €8 la reduccion de pr modulo p
Gy — PGL2(C) —— PGL,(Fp)

<

<

Imp; ———— Imp; ,

Imp, , €s isomorfa a un cociente de un subgrupo finito de PGL2(C).
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Pt p €8 la reduccion de pr modulo p
Gy — PGL2(C) —— PGL,(Fp)

<

<

Imp; ———— Imp; ,

Imp, , €s isomorfa a un cociente de un subgrupo finito de PGL2(C).
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Pt p €8 la reduccion de pr modulo p
Gg — PGLy(C) —— PGLo(Fp)

<

[

Imp; ———— Imp; ,
Imp, , €s isomorfa a un cociente de un subgrupo finito de PGL2(C).

Pero los subgrupos finitos de PGL,(C) son grupos ciclicos, dihedrales,
o bien A4, 84 0 As.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Pt p €8 la reduccion de pr modulo p

Gg — PGLy(C) —— PGLo(Fp)

[

<

Imp; ———— Imp; ,
Imp, , €s isomorfa a un cociente de un subgrupo finito de PGL2(C).

Pero los subgrupos finitos de PGL,(C) son grupos ciclicos, dihedrales,
o bien A4, 84 0 As.

Sip’ % 3,5, PSLo(Fyr) Y PGL2(Fpr ) No son cocientes de subgrupos finitos
de PGL(C)

f no es una forma modular clasica.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Necesitamos K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Necesitamos K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

¢, Podemos encontrar una extensién de Galois E/Q(T) con grupo de
Galois G ~ PSL»(Fyr) 0 PGL2(FF,r), que tenga infinitas especializaciones
E:/Q que sean totalmente imaginarias y no ramificadas en p?
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Necesitamos K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

¢, Podemos encontrar una extensién de Galois E/Q(T) con grupo de
Galois G ~ PSL»(Fyr) 0 PGL2(FF,r), que tenga infinitas especializaciones
E:/Q que sean totalmente imaginarias y no ramificadas en p?

Definicion: Diremos que E/Q(T) es SIENQ=0Q.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Necesitamos K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

¢, Podemos encontrar una extensién de Galois E/Q(T) con grupo de
Galois G ~ PSL»(Fyr) 0 PGL2(FF,r), que tenga infinitas especializaciones
E:/Q que sean totalmente imaginarias y no ramificadas en p?

Definicion: Diremos que E/Q(T) es SIENQ=0Q.

Si E/Q(T) es una extension de Galois regular, tal que se verifican las
dos condiciones:

Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos 15.04.2021 25/28



Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Necesitamos K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

¢, Podemos encontrar una extensién de Galois E/Q(T) con grupo de
Galois G ~ PSL»(Fyr) 0 PGL2(FF,r), que tenga infinitas especializaciones
E:/Q que sean totalmente imaginarias y no ramificadas en p?

Definicion: Diremos que E/Q(T) es SIENQ=0Q.

Si E/Q(T) es una extension de Galois regular, tal que se verifican las
dos condiciones:

* Existe f € Q tal que E;,/Q es totalmente imaginaria;
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Necesitamos K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

¢, Podemos encontrar una extensién de Galois E/Q(T) con grupo de
Galois G ~ PSL»(Fyr) 0 PGL2(FF,r), que tenga infinitas especializaciones
E:/Q que sean totalmente imaginarias y no ramificadas en p?

Definicion: Diremos que E/Q(T) es SIENQ=0Q.

Si E/Q(T) es una extension de Galois regular, tal que se verifican las
dos condiciones:
* Existe f € Q tal que E;,/Q es totalmente imaginaria;

* Existe t € Q tal que E, /Q es no ramificada en p;
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Necesitamos K/Q es una extension de Galois, totalmente imaginaria,
, con Gal(K/Q) ~ PSLo(F,r) 0 Gal(K/Q) ~ PGLo(Fy).

¢, Podemos encontrar una extensién de Galois E/Q(T) con grupo de
Galois G ~ PSL»(Fyr) 0 PGL2(FF,r), que tenga infinitas especializaciones
E:/Q que sean totalmente imaginarias y no ramificadas en p?

Definicion: Diremos que E/Q(T) es SIENQ=0Q.

Si E/Q(T) es una extension de Galois regular, tal que se verifican las
dos condiciones:

* Existe f € Q tal que E;,/Q es totalmente imaginaria;

* Existe t € Q tal que E, /Q es no ramificada en p;

Entonces existen infinitas especializaciones E;/Q que cumplen las dos
condiciones simultaneamente.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1
Sea E/Q(T) una extensién de Galois regular.

=] = = E na
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Sea E/Q(T) una extensién de Galois regular.

Definicion: Sea p un nimero primo. Diremos que E/Q(T) tiene
si el ideal primo pZ[T] de Z[ T] ramifica
en el cierre integro de Z[T] en E.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Sea E/Q(T) una extensién de Galois regular.

Definicion: Sea p un nimero primo. Diremos que E/Q(T) tiene
si el ideal primo pZ[T] de Z[ T] ramifica
en el cierre integro de Z[T] en E.

Lema: Supongamos que E es el cuerpo de descomposicién de un
polinomio moénico y separable P(T,Y) € Z[T][Y].
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Sea E/Q(T) una extensién de Galois regular.

Definicion: Sea p un nimero primo. Diremos que E/Q(T) tiene
si el ideal primo pZ[T] de Z[ T] ramifica
en el cierre integro de Z[T] en E.

Lema: Supongamos que E es el cuerpo de descomposicién de un
polinomio moénico y separable P(T,Y) € Z[T][Y].

Entonces para todo primo p tal que el discriminante A(T) € Z[T] del
polinomio P(T, Y) verifique A(T) ¢ pZ[T], se tiene que no hay
ramificacion vertical en p.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Sea E/Q(T) una extensién de Galois regular.

Definicion: Sea p un nimero primo. Diremos que E/Q(T) tiene
si el ideal primo pZ[T] de Z[ T] ramifica
en el cierre integro de Z[T] en E.

Lema: Supongamos que E es el cuerpo de descomposicién de un
polinomio moénico y separable P(T,Y) € Z[T][Y].

Entonces para todo primo p tal que el discriminante A(T) € Z[T] del
polinomio P(T, Y) verifique A(T) ¢ pZ[T], se tiene que no hay
ramificacion vertical en p.

En las condiciones del Lema anterior, existen infinitas
especializaciones de E/Q(T) no ramificadas en p.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSLy(FF7), PSLo(F11),
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(FF7), PSLo(F14), existe un polinomio ménico separable

P(T,Y) e Z[T][Y],
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(FF7), PSLo(F14), existe un polinomio ménico separable

P(T,Y) e Z[T][Y],

tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(FF7), PSLo(F14), existe un polinomio ménico separable

P(T,Y) e Z[T][Y],
tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
® Gal(E/Q(T)) ~ G.
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(F7), PSLo(F11), existe un polinomio ménico separable
P(T,Y) e Z[T][Y],
tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
* Gal(E/Q(T)) ~ G.
*E/Q(T) es regular;
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(F7), PSLo(F11), existe un polinomio ménico separable
P(T,Y) e Z[T][Y],
tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
* Gal(E/Q(T)) ~ G.
*E/Q(T) es regular;
* A(T) ¢ pZ[T] (parap =3,5,7,11 resp.).
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(F7), PSLo(F11), existe un polinomio ménico separable
P(T,Y) e Z[T][Y],
tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
* Gal(E/Q(T)) ~ G.
*E/Q(T) es regular;
* A(T) ¢ pZ[T] (parap =3,5,7,11 resp.).

* Existe una especializacion E;/Q totalmente imaginaria
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(F7), PSLo(F11), existe un polinomio ménico separable
P(T,Y) e Z[T][Y],
tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
* Gal(E/Q(T)) ~ G.
*E/Q(T) es regular;
* A(T) ¢ pZ[T] (parap =3,5,7,11 resp.).
* Existe una especializacion E;/Q totalmente imaginaria

Ejemplos:
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(FF7), PSLo(F14), existe un polinomio ménico separable

P(T,Y) e Z[T][Y],
tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
* Gal(E/Q(T)) ~ G.
*E/Q(T) es regular;
* A(T) ¢ pZ[T] (parap =3,5,7,11 resp.).
* Existe una especializacion E;/Q totalmente imaginaria

Ejemplos:
P(T,Y)=Y?—Y*_T
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Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(F7), PSLo(F11), existe un polinomio ménico separable
P(T,Y) e Z[T][Y],
tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
* Gal(E/Q(T)) ~ G.
*E/Q(T) es regular;
* A(T) ¢ pZ[T] (parap =3,5,7,11 resp.).

* Existe una especializacion E;/Q totalmente imaginaria

Sara Arias de Reyna Formas modulares y aritmética de cuerpos 15.04.2021 27/28



Familias de Galois de formas modulares de peso 1

Teorema. (A., Legrand, Wiese): Para p = 3,5,7, 11, existen infinitas
formas modulares de Katz de peso 1, autoformas de Hecke normalizadas,
que no provienen de formas modulares clasicas.

Demostracion: Para cada uno de los grupos G = PSL»(Fg), PGL2(Fs),
PSL,(FF7), PSLo(F14), existe un polinomio ménico separable

P(T,Y) e Z[T][Y],

tal que su cuerpo de descomposicion E sobre Q(T) verifica:
* Gal(E/Q(T)) ~ G.

*E/Q(T) es regular;

* A(T) ¢ pZ[T] (parap = 3,5,7,11 resp.).

* Existe una especializacion E;/Q totalmente imaginaria

P(T,Y) =Y —56Y°4+609Y° +1190Y* + 6356 Y*
+4536Y% — 6804Y — 5832 — TY(Y +.1)°



¢Qué pasa cuando p > 117

Familias de Galois de formas modulares de peso 1

=] = = E na
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

¢Qué pasa cuando p > 117

* Se conocen polinomios explicitos con grupo de Galois PGL,(Fp) para
13<p<29
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

¢Qué pasa cuando p > 117

* Se conocen polinomios explicitos con grupo de Galois PGL,(Fp) para
13 < p <29 jpero A(T) € pZ[T]!
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Familias de Galois de formas modulares de peso 1

¢Qué pasa cuando p > 117

* Se conocen polinomios explicitos con grupo de Galois PGL,(Fp) para
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¢Qué pasa cuando p > 117

* Se conocen polinomios explicitos con grupo de Galois PGL,(Fp) para
13 < p <29 jpero A(T) € pZ[T]!

* En general, dado p primo, no se sabe si existe una extension de Galois
regular E/Q(T) con Gal(E/Q(T)) ~ PSL>(Fpr) 0 PGL2(F,r) para algan r.

Si para un p dado, existiera E/Q(T) como arriba, ¢son las formas
modulares de Katz de peso 1 , 0 existe una familia de
Galois infinita de formas modulares de Katz?
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