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Curvas hiperelipticas

Una curva hipereliptica no-singular sobre un cuerpo de caracteristica impar F, se puede
dar por una ecuacién de la forma

df

Y =f(x)=fy [[(x—6)

i=1

donde los 6; son todos distintos elementos de Fgs tales que f(x) estd definido en Fq[x].
Si dr =5 0 6, la curva tiene genero dos.

Cuando dr es impar, tenemos un modelo imaginario y podemos tomar fg, = 1.

Cuando dr es par, tenemos un modelo real (puramente real si nigtin ; estd en Fy).
Si dr =2g + 1 (resp. dr = 2g + 1) la curva es imaginaria (resp. real) de genero g.

A partir de una curva hipereliptica, podemos definir la Jacobiana: el grupo de clases de
divisores: los divisores de grado 0 mdédulo por los divisores principales.
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Curvas hiperelipticas

Definicion
Una (-seccién es una pre-imagen de la multiplicacién (escalar) por £ en el grupo de la
curva.

En general (si £ es coprimo con q), un divisor definido sobre F, tiene £°¢ posibles
{-secciones en Fq. Un problema natural es de determinar si un divisor admite bisecciones
y en el caso que si, encontrarlas.

Las ¢-secciones tienen aplicaciones en criptografia:

@ En curvas elipticas de orden impar sobre cuerpos de caracteristica 2, los “halvings”
(las bisecciones) permiten reemplazar la multiplicacién escalar “double-and-add” por
una multiplicacién escalar “halve-and-add”, que puede ser mas eficiente.

o Las /-secciones pueden servir a construir puntos de orden % en algoritmos de tipo
Schoof, lo que permite calcular el orden de grupo mas rapidamente.
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Representacién de Mumford
Para modelos imaginarios, hay un tnico punto al infinito, Ps.

Cada divisor reducido D € Jac(C)(Fq), D = Sk, (Pi — Px) con P; = (xi,yi) € C(Fq)
puede representarse de manera tnica por un par de polinomios [u(x), v(x)], tales que:

Q u,v eF,[x],

Q deg(u) < g,

© u es moénico,

O deg(v) < deg(u),

@ u(x) divide a v(x)? — f(x).

Desde los P;, los polinomios u(x) y v(x) se definen por:

k

w) =] 0=x) v v(x) =y Vi

i=1

Cuando el punto P; es repetido r veces, las r — 1 primeras derivadas de y — v(x) deben
coincidir con las r — 1 primeras derivadas de la ecuacién de la curva en P;.
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Representacién de Mumford

Para modelos reales, hay dos puntos al infinito, Peo; Y Poo,-
Poo, ¥ P, son Fg-racinales si y solo si g2 es un cuadrado en Fj.
La definicién de divisor reducido es mas complicada (no hay una unicidad tan clara).

En algunos casos, se puede adaptar la representacién de Mumford, si el divisor tiene k/2
copias de ambos Poo; ¥ P, (divisores balanceados).

En genero par, da un representante tnico en la mayor parte de las clases de divisores, y
los divisores balanceados permiten obtener una operacién de grupo un poco mas sencilla.

En genero impar es un poco mds complicado (especialmente para las bisecciones).
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Algoritmo de Cantor (versién sencilla)
Dado [u1, vi] y [u2, v2], obtener [us3, vs] reducido tal que [uz, v3] = [u1, vi] + [u2, v2]
o Composicién:

> d «— gcd(uy, up,vi + v2) = spup + spun + s3(vi + o)

> u<— uiup/d?

spupvo+saupvy+s3(vivo+£)
d

> v— mod u

@ Reduccién (iterativa):
> Mientrds deg(u) > g, repetir:
* u<— (f=v?)/u
* u <— Monico(u)

* v <+— —vmodu

> [us, v3] «— [u, V]

Para genero 2, la reduccién requiere a lo mas un paso.
Para genero > 2, casi siempre son mas de un paso de reduccién.
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Algoritmo de Cantor

Para genero 2:
Dado [u1, v1] con ged(ui, f) = 1, obtener [us, v2] reducido tal que [u2, vo] = 2[u1, vi]

o Composicién:
> u<— u%
» v—vi+Ll-upconl=---modu =¥lix+ ¥y

@ Reduccién (iterativa):

> uy +— Monico((f — v?)/u) = (v® — f)/(c- u?) con c = 2 — f;

> vy <— —vmoduy = —v+ k- up con k(x) = kix + ko = l1x + ko

Para calcular la biseccién, hacemos una de-reduccion que intenta retroceder esos pasos.
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Bisecciones en genero 1

En curvas elipticas y*> = f(x) (con f(x) = x* 4+ ax + b = (x — 01)(x — 62)(x — 63)), las
bisecciones y los cuadrados estdn relacionados en el contexto del teorema (débil) de
Mordell-Weil.

Para ilustrar la idea bdsica de nuestra técnica, consideramos resolver 2P = @ para un Q
dado.
Buscamos una recta y = ko(x — x@) — yo (que pasa por Q) tal que

(ko(x — xq) — ¥@)* — f(x) = (x — xp)*(x — xq),

es decir una recta tales que los dos otros puntos de interseccién son repetidos.
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Bisecciones en genero 1

La evaluacién de la ecuacién en una raices 6; de f(x) da
(ko(0i — xq) — yq)* = (0; — xp)*(6i — xq),

lo que implica que (xg — 6;) debe ser un cuadrado en F,.

La reciproca también es valida: si todos los w; = 1/(xg — 0;) existen en Fq, entonces las
variables ko, xp satisfacen un sistema de ecuaciones lineales de la forma

k(6 — xq) — yo = wi(th — xp)
ko(0; — xq) — yo = wj(0; — xp),

es decir
0 —xq wi ko \ _ [ wibi+yq
0 —xo wj xp )\ wifj+ya

lo que siempre tiene solucién dado que los w; son distintos (dado que w?=0; — Xxq)-

10/29
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Bisecciones en genero 2

Sea un divisor reducido D> = [uz(x), v2(x)], queremos encontrar todos los divisores
reducidos Dy = [u1(x), vi(x)] tales que

D2 - 2D1>

las bisecciones de D;.

En el caso mas general, calcular una biseccién corresponde a obtener polinomios
ui(x) = x* + uiix + o y k(x) = kix + ko (ki # 0) tales que

((hax + koyua(x) - VZ(X))2 C () = ¢ (%) - 1(x)

con ¢ = k? en el caso imaginario, y k¥ — 5 en el caso real.

Eso determine todo el divisor porque vi = k(x)uz(x) — va(x) mod u1(x).

Observacién: uy(x) divide a va(x)? — f(x) para todo divisor Ds.
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Bisecciones en genero 2

Por la estructura de grupo, sabemos que
Jac(C)[2] = (z/2z2)".

Como la diferencia entre dos bisecciones es un divisor de orden 2, el problema consiste en
encontrar las 16 bisecciones de D,, o sea 16 tuples

(w11, uto, k1, ko).

Primero estudiamos como calcular las pre-imagenes de la duplicacién cuando todos los 6;
estdn definidos sobre Fy, y después miraremos el caso cuando f(x) tiene factores
(no-lineales) irreducibles.
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Caso general

El caso mas comiin de divisores es de la forma
D = [u(x), v(x)] = [(x — &) (x = B), vix + vo]
donde a # By f(a)f(B) # 0.

Queda una proporcién O(1/q) de divisores que tiene formas especiales:
@ u(x) = x + up (divisor de peso 1)
o ged(u(x), f(x)) # 1 (contiene puntos de Weierstrass)

e u(x) = (x + )? (doble de un divisor obtenido directamente)

Esos casos se pueden manejar con métodos parecidos, pero se pueden trabajar desde el
caso general con la idea:

PIi=D: = R0+ (P—Px)) = (D2t (2P~ 2Px)).

donde Py es un punto (no de Weierstrass) elegido al azar.
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Modelo imaginario

En realidad, la ecuacién

(kx4 ko)ua(x) - vz(x))z L) = K- (%) - us(x)

® vl(x)? — F(x)

(kix + ko) ua(x) — 2(kix + ko)va(x) + ()

2 2
= k1 Uy (X)
una igualdad de dos polinomios de grado 4 con el mismo coeficiente en x*.

Solo necesitamos verificar la igualdad en 4 valores de x (distintos de las raices de u>(x)).
La idea es de considerar cuatro de los ; (raices de f(x)).

En estos valores, la primera igualdad se convierte en
2 2 2
((k10,- + ko)u2(6i) — V2(6’i)) = ki - ui(0:) - u2(0).

Si D; es biseccién de D», la igualdad se verifica, y los u2(6;) deben ser cuadrados en Fy.

Miret, Pujolas y Thériault (U.Lleida and USACH) Bisecciones para curvas hiperelipticas 14 /29



Sistema de ecuaciones

Podemos definir el bisector wi = 1/u>(6;) (una de las dos raices cuadradas de u2(6;)).

Con esta definicién, la ecuacién da:

(ki0; + ko)w? — (va10; + vao) = kiwi(07 4 u116; + uno).

Obtenemos un sistema lineal de ecuaciones,

Or(wi —wibh) wi —bwr —wr ki v2161 + vao
02(w3 — w2bh) wi —bownr —wo ko . V2162 + vao
03(w3 — wsbs) w3 —Osws —ws ki | | ve103 + vao
94((&% - w4¢94) wf —Oaws  —ws kiuio V2164 + vao

Miret, Pujolas y Thériault (U.Lleida and USACH) Bisecciones para curvas hiperelipticas 15/29



Existencia y unicidad
Teorema

Sidr =5 y f(x) se descompose en factores lineales de Fq[x], entonces un divisor D, de
orden mds grande que 2 tiene bisecciones si y solo si u(0;) es un cuadrado en Fy para
todo 0;.

Ya vimos que tener una biseccién es suficiente para que los u»(6;) sean cuadrados.

Para ver que es necesario, primero observamos que

(wl — w101) w% —91&11 —Ww1 9% — 010.)1 w1 91 1
(wg — (U202) w% —92bu2 —Ww?2 9% — 92W2 w2 92 1
(w§ — w3bs) Wi —Osws —ws3 T Wit - 03 —Osws ws 603 1
04 (wf — W494) wf —94UJ4 —Ws4 942; — 04&)4 w4 94 1

donde wiwowsws # 0.
Si el determinante es cero, existen «, 3,7, € Fy no todos cero tales que

562 + BO; + v = wi(86; — a), Vi =1,2,3,4.

Tomando el cuadrado de ambos lados, obtenemos un polinomio (en x en vez de 6;) de
grado a lo mas 3 con 4 raices (61,0>,03,604) en Fg.
Existe («, 8,7, 9) # 0 < up— —u%l =0 <= w(x) es un cuadrado.

Observacién: si u>(x) es un cuadrado, D, = 2(P — P) y el resultado es trivial.
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Modelo real

Cuando df = 6, tenemos ¢ = k¥ — fs, lo que puede ser un cuadrado o no (y determina si
los u2(6;) son cuadrados o no).

Como ki es uno de los valores que queremos encontrar, tenerlo dentro de una raiz

cuadrada complica el “sistema”.

Para evitar el problema, trabajamos con cuocientes u2(6;)/u2(6;):

(k(ai)w(@i) — va(0)) . Ul('9j)>2 _ w(0)
k(0)u2(0;) — va(0;)  ua(67) u2(6;)

Si D es biseccién de D», los uy(6;) son todos cuadrados o todos no-cuadrados segiin que
k? — f; es cuadrado o no.

En ambos casos, todos los cocientes w2(6;)/u2(6;) son cuadrados.
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Sistema de ecuaciones

Podemos definir el bisector wij = \/u2(0;)/u2(0;) (una de las dos raices cuadradas).

Para llegar a un sistema, fijamos el indice j = 6.
Utilizamos una raiz cuadrada extra: £ = \/(k? — f5)u2(0s).

Con estas definiciones, la ecuacién da:

k((?,-)uQ(G,-) - Vz(@,') - Wi6€U1(‘9i) =0.

Obtenemos un sistema lineal de ecuaciones,

Orux(01) wa(01) —Ofwie —brwie —wie ki v2(61)
O2u2(02)  u2(02) —03wr  —Orwre —w ko v2(602)
Osu2(03)  w2(03) —O3wse —Oswss —wse ; = | w(6)
Oaup(6a)  wn(0s) —Ojwas —bawss —was Lun va(6a)
Osu(05) u(05) —O3wse —Oswse —wse Curo va(6s)
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Existencia y unicidad
Teorema

Sidr =6 y f(x) se descompose en factores lineales de Fq[x], entonces un divisor D, de
orden mds grande que 2 tiene bisecciones si y solo si u(0;)/u2(6;) es un cuadrado en Fq
para todos pares 0;,0; con ux(6;) # 0.

De nuevo, vimos que la existencia de una biseccién es suficiente para tener cuadrados.

Para ver que es necesario, primero observamos que

O1u2(06)wie  ta(f6)wis 67 6
Oru2(06)woe  ta(f6)was 63 62
‘ sistema‘ = W16W26W36Wa6W56 * 03 uz (96 )OJ36 uz (06)W35 9% 03
Oatn(Os)was  ux(O6)was 07 04
Osua(06)wss  ua(06)wss 02 05

=R

Si el determinante es cero, existen «, 3,7, 6§, € € Fq no todos cero tales que
wistz(06) (ol — B) = ~07 + 60, + €, Vi =1,2,3,4,5.

El cuadrado da un polinomio de grado a lo mas 4 con 5 raices en F,.
Existe (o, 3,7,6,€) #0 <= u — U3 =0 <= u>(x) es un cuadrado.

Observacién: si ux(x) = (x — a)?, entonces existe un u; = (x — a)(x — ;) con f(6;) = 0.
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Modelos imaginarios en generos mds altos

Ahora la estructura de grupo nos da
Jac(C)[2] =(2/22)*

y la mayor parte de los divisores (con probabilidad 1 + O(1/q)) tienen u(x) de la forma

1

u(x) = xB+ ug 1x57 + ...+ ux + w,

De nuevo la diferencia entre dos bisecciones es un divisor de orden 2, y debemos
encontrar 2%8 bisecciones de D», o sea 2% tuples de la forma

(ul(g_l), ..., o, ?, . ,?)
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Reduccién directa (Cantor “avanzado”)

Dado [u, v] el resultado de una composicién de Cantor tal que deg(u) > g, siempre se
puede hacer una reduccién en un paso:
Encontrar polinomios a(x), B(x) y v(x) tales que:

e =y uto-v;

o u divide a 8% — &?f;

e v=—f3/amod uy;

o (3% — o*f)/u tiene grado < g.

Los polinomios a(x) y y(x) se pueden obtener de un algoritmo Euclidiano parcial.

Si agregamos que 3% — of es ménico, entonces el par a7y es lnico.
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Reduccién directa (Cantor “avanzado”)

En el caso mas comiin, deg(u) = 2g y ged(B, o) = 1. Aqui tenemos

deg(a) < (g —1)/2 y es igual, con a médnico si g es impar;

w = (=158 — *f)/u;

°
o deg(v) < g/2y es igual, con v ménico si g es par;
°
o v» = —f/a mod us.

Quedan 2g coeficientes “variables” en a 'y 7.

Si empezamos con  y vo, y calculamos « y 3 (de alguna forma), entonces podemos
reconstruir los polinomios vy v como:

o u=(~105(8 - a*f)/uz

o v=—8/amodu

Por lo tanto, la biseccién (con u = vy vi = v mod u1) buscard los 2g-tuples asociados
a los coeficientes de a y .
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De-reduccién general

Para bisectar (en el caso mas comdn), buscamos polinomios u1(x), a(x) y v(x) tales que
@ u; tiene grado g y es ménico
Q@ f=a vty w
@ (—1)8(B% — o - f) tiene grado 3g y es mdnico
Q i = (-1 -a®f)

Las condiciones 1-3 determinan los grados de a y <, y cual de los dos debe ser monico.

La dificultad principal consiste en satisfacer la condicién 4.

Para tener un sistema lineal que depende de raices cuadradas, el desarrollo es parecido al
caso de genero 2 (con 6; raiz de f(x)), con la forma general de los bisectores:

wi = (—1)%u(07)
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De-reduccién general

Teorema

2g+1
Si f(x) = T (x — 6;) donde los 0; son elementos distintos en F4, entonces un divisor
i-1
D; = [u, v5] tal que ged(uz, f) = 1 tiene bisecciones si y solo si uy(0;) es un cuadrado en
Fq4 para todo 6.

El nuevo sistema (para todo genero) viene de las ecuaciones:

wi - ui(0i) = a(0;) - va(0:) +(0;) - u2(0;)

Detalle:

@ Al hacer v monico cuando g es par, cambiamos el sistema para genero 2:
> ahora tenemos v = x + ko/ki y oo = 1/kj.

> Es sencillo demostrar que para genero 2, los dos sistemas son equivalentes.
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Modelos imaginarios en generos mds altos

Teorema
2g+1
Sif(x) = I (x —6;) donde los 0; son elementos distintos en F,, entonces un divisor
i=1
D5 = [un, v2] tal que ged(uz, f) = 1, entonces el sistema
wi - u1(0;) = a(67) - va(67) + ¥(6i) - w2(6s)

en los coeficientes de uy, o y v (excepto los coeficientes fijados a 1) tiene solucion tnica
si y solo si up(x) no es un cuadrado perfecto.

En genero 2, para la unicidad teniamos que factorizar w; en el determinante, pero ahora
los v»(6;) pasaron del vector solucién a la matriz...

@ Podemos escribir (—1)8(vZ — f) = u2 - 2> (22 es un polinomio de grado g + 1)

e Como f(6;) = 0, z(6;) es un cuadrado <= (—1)u»(6;) es un cuadrado (= w?).

@ Si hay bisecciones, z(0;) = 07 y v2(0;) = (oi - wi)?, lo que permite factorizar el
determinante (solamente para la demostracién).
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Niumero de bisecciones

En el caso imaginario, utilizamos 4 raices cuadradas w;, por lo tanto las 4 elecciones de
signo, dando 2* = 16 bisecciones.

A primera vista, todo va bien.

A segunda vista, elegimos 4 de los 5 raices 0; de f(x), y no nos preocupemos del signo
del dltimo wj, entonces tendriamos mas bisecciones posibles...

El teorema siguiente confirma que es suficiente definir 4 de los w;:
Teorema

Si uy(x) no es un cuadrado, entonces el producto de los bisectores es

) 2g+1 g . ) ) i
i) TI wi =118 si el modelo es imaginario,
i=1 j=1

donde los f3; son los valores de v»(x) en las raices de u>(x).

En consecuencia, la quinta raiz estd completamente por las otras cuatro.
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Niumero de bisecciones

En el caso real, hay 5 raices cuadradas w;s, lo que daria 2% = 32 bisecciones.

Pero por la forma de la matriz, cambiar el signo de los cinco wijs al mismo tiempo
corresponde a cambiar el signo de £ = \/(k? — f5)u>(06).

Entonces, llegamos bien a 2* = 16 bisecciones.

De nuevo queda un wjj: wes = 1.

Observacién: La demostraciéon del teorema de biseccidén se queda igual si intercambiamos
la i-esima fila (en wjg) con la “sexta” fila (en wee).

De nuevo, el teorema siguiente confirma que el dltimo wi estd definido por los anteriores:
Teorema
Si ux(x) no es un cuadrado, para cualquier k fijo, el producto de los bisectores es
ii) 19[1w;k == ﬁlﬁj si d = 6 (modelo real de genero 2),
i= j=

donde los B; son los valores de v»(x) en las raices de u>(x).
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Modelos con 2-torsiones incompletas

Sea ¢(x) un factor irreducible de f(x), por lo que los #; asociados son conjugados.

Una consecuencia directa es que algunos elementos del grupo de 2-torsién de la curva
estdn definidos en una extensién (de grado deg(¢)) de Fy. La cantidad de bisecciones
corresponderd al orden del subgrupo de 2-torsiones definidas sobre Fy.

Los w; o wj; correspondientes a esos §; también seran conjugados, por lo tanto tendremos
deg(¢) de los w;i o wj; fijados por una eleccién de signo de raiz cuadrada.

Se puede trabajar con (coeficientes de) polinomios modulo ¢(x) en vez de los 6; para
obtener un nuevo sistema lineal definido sobre F4.

Pero, jQué hay del teorema diciendo que el sistema tiene una solucién dnica?

En el caso imaginario, se puede transformar el sistema original (en una extensién de Fy)
en un sistema definido sobre F, utilizando bloques de Vandermonde asociados a
Norm(6;)/0;, y mostrar que esa matriz es equivalente a la matriz que proviene de los
coeficientes de polinomios modulo ¢(x).

En el caso real, también podemos pasar por las normas para llegar a sistemas sobre Fg.

Miret, Pujolas y Thériault (U.Lleida and USACH) Bisecciones para curvas hiperelipticas 28/29



Generalizaciones (trabajos en curso)

@ Si hacemos un 2g-tuple con los caricteres cuadraticos de los (—1)8u>(6;),
obtenemos un caricter para la existencia de bisecciones;

o Este caracter permite mejorar algoritmos para encontrar generadores del 2-Sylow;

@ En curvas elipticas donde el grupo de 3-torsién es Fg-racional, se pueden definir dos
trisectores provenientes de raices cuibicas tales que cada eleccién de las raices
clibicas da exactamente un pre-imagen;

@ Para cualquier curva plana, se puede definir un 2g-tuple de caracteres ¢-adicos para
obtener un caracter sobre la existencia de ¢-secciones;

o Las /-secciones son asociadas a 2g raices (-ésimas (los (-sectores);

@ Parece posible construir un sistema lineal con solucién unica asociado a un conjunto
de 2g (-sectores (independientes).
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